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1. INTRODUCCION

Es sabida la existencia de diversos métodos para la construccion de darboles de
decision, obtenidos a partir de un conjunto de datos para las variables cualitativas
{V'/},‘zlwuj asf como para la variable Y, que se relaciona con las anteriores, definidas
todas ellas sobre el conjunto de aprendizaje /.

Se conoce también la validez de los coeticientes de asociacion obtenidos a partir
del estadistico x* (coeficiente de contingencia, cocficiente de Tschuprow y coeficiente
de Cramer) para medir la utilidad de un drbol como predictor de la variable criterio Y.
Considerando los nodos terminales de T como modalidades de una nueva variable.
dichos coeficientes de asociacion calculados sobre la matriz que cruza las modalidades
de esta nueva variable con las de la variable criterio Y, son una medida de la asociacion
existente entre 7 ¢ Y y en consecuencia de la utilidad de T como predictor de Y.

Por otra parte, diferentes criterios para determinar el drbol éptimo entre los cons-
truidos a partir de una coleccion de datos pueden encontrarse en la literatura. Asi,
por cjemplo. el criterio de complejidad (Breiman, 1984) utiliza una cantidad criterio
que combina el error de resustitucion y la simplicidad del darbol medida a través del
nimero de sus nodos terminales; el criterio del error esperado (Niblett, 1987) se basa
en la probabilidad de error al asignar un nuevo ejemplo a una modalidad de Y en
un nodo x de T. El criterio de contribucion (Cuesta, 1989) es una generalizacion
del criterio de complejidad considerando la contribucién de cada nodo interior a la
calidad global del arbol.

Teniendo en cuenta todo ello, y conocida la variacién que un proceso de poda
produce en el valor del estadistico X: (Pérez Prados y otros, 1994) se estudia la
modificacion que ésta induce en el coeficiente de contingencia. A la vista de este
resultado se plantea la utilizacidn de este coeficiente para la definiciéon de una nueva
cantidad criterio para la seleccion del drbol dptimo.

Esta cantidad criterio combina linealmente dos medidas de la calidad del arbol:
el coeficiente de contingencia y la simplicidad y permite construir un proceso de
seleccion del drbol 6ptimo, de forma que para cada valor del pardmetro o de la
combinacion lineal se obtiene un drbol éptimo. Ademds el coeficiente de Tschuprow
que depende tanto del estadistico x> como del ndmero de nodos terminales de T
permite seleccionar entre los anteriores. Con lo cual mediante este planteamiento
se consideran dos de los coeficientes de asociacién obtenidos a partir de x* como
medidas de la calidad, junto con la simplicidad medida a través del nimero de nodos
terminales.
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2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

2.1. Estructura en arbol

Sea un conjunto de variables {V/},—, ;. llamadas variables explicativas. cuyos
valores son conocidos para los n elementos de un conjunto /, llamado conjunto de
aprendizaje, extraido de una poblacion total J. Relacionada con ellas se considera
una variable Y, llamada variable criterio también conocida para los elementos de /; sc
supone que esta variable es cualitativa y el conjunto de sus modalidades sc representa
por Y = {¥kju=1,.. -

Partiendo de los datos conocidos para las variables anteriores puede construirse lo
que se denomina estructura en drbol. que es aquella que presenta distintos niveles de
asociacion de los elementos del conjunto de aprendizaje, correspondientes a diferentes
grados de homogeneidad, de acuerdo con la informacién dada por el conjunto de
variables explicativas.

En un drbol T los nodos o vértices se corresponden con subconjuntos de /. Se
representa por x un nodo cualquiera de 7, siendo n, el nimero de ejemplos de /
situados en x; cada una de las ramas que partiendo de un vértice llega directamente
a otro es un arco y una sucesion de arcos consecutivos se llama camino.

Dados dos nodos x; y x2 de un drbol T, si existe un arco que partiendo de x|
llega a x», se dice que x| es nodo generador de x; y x; es nodo sucesor de x;.

Son nodos terminales de un arbol T aquellos que no tienen nodos sucesores. Todos
los demds nodos de T se llaman nodos interiores; en particular. el nodo interior que
no tiene nodo generador se llama nodo inicial o nodo raiz y se representa xy. Para el

arbol T, se representa T el conjunto de sus nodos terminales y TY el de sus nodos
interiores.

2.2. Proceso de poda

Dado un nodo x de un drbol T, T, representa la rama de T generada por x o
subdrbol engendrado por el nodo x en el drbol T, es decir el arbol formado por
la parte de T que contiene a x y a todos sus nodos sucesores hasta llegar a los
correspondientes nodos terminales; (7;)* representa dicha rama eliminado el nodo x.

Se llama poda del subdrbol 7, de T al hecho de considerar en T el nodo x como
terminal eliminando toda su rama engendrada. El drbol asi obtenido se representa por
T' =T —(T,)* y se llama subdrbol podado de T.

169



2.3. Coeficientes de contingencia y de Tschuprow

Partiendo de la matriz (T,Y)_, 4., que cruza las modalidades de la variable cri-
terio con los nodos terminales, los coeficientes de contingencia y de Tschuprow obte-
nidos a partir del estadistico x? calculado sobre dicha matriz, supuesto que card T > 1
y ¢ > I, ya que en otras condiciones existiria un tnico nodo terminal y una sola
modalidad para la variable criterio, son validos para medir la utilidad del arbol T
como predictor de la variable criterio. Estos coeficientes se definen por:

Coeficiente de contingencia: CP =

Coeficiente de Tschuprow: T=

siendo
x%: el valor del estadistico calculado sobre (T,Y)_ T,
el nimero de nodos terminales de T.
c: el nimero de modalidades de la variable criterio Y.

2.4. Simplicidad

Si en cada nodo terminal se asignan los elementos de / a la modalidad de la
variable criterio Y que en dicho nodo presenta mayor proporcion, cada camino que
une el nodo raiz con un nodo terminal es una caracterizacién para la modalidad
asignada a dicho nodo terminal. En consecuencia, la determinacién de la modalidad
de Y que le corresponde a un elemento cualquiera serd mds simple cuanto menor
sea el nimero de caracterizaciones. Por este motivo se considera como una medida
de la calidad del 4rbol, la simplicidad del mismo calculada a través del nimero de
sus nodos terminales, definiéndose esta simplicidad M (T) en la siguiente forma:

M(T) = cardT.
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3. EFECTO DE UN PROCESO DE PODA EN EL COEFICIENTE DE
CONTINGENCIA

Como se ha indicado, este coeficiente de asociacién viene dado por:

Es inmediado que, si en el drbol T se realiza la poda de la rama engendrada por
el nodo interior x, la variacion producida en esta medida viene dada por:

ACP = (CP)' — CP

donde (CP)’ es el valor del coeficiente de contingencia para el arbol podado T' =
T —(T,)" y CP es el correspondiente a T.

Analizando la variacidn del cuadrado de este coeficiente se tiene:

A(CP)Z — (CP/)2_(CP)2 — n — - n .= 2’1 - — n - =
N OLEND D Ak T
n n n n
(Hx_‘)@g__x_“ﬁ Ax’
_ n n non _ n _
<1+X“> +Ax“(|+3‘—'> <1+Xh> LA <1+xb)
n n n
_ 1
(1+%) ,
! +<1+3‘—>
Ay” n
n
bl 1
(1 A(CP)? = —
oy
k +<1+X—>
&¢ "
n

donde se ha supuesto que Ay # 0 ya que en caso contrario, resulta que A(CP) = 0.
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Proposicion 1

El coeficiente de contingencia no aumenta al realizarse la poda de un subdrbol T,
cualquierade T

Demostracion

De acuerdo con (1) se tiene:

A(CP)? = —
(1+%) :
" +(1+X—>
Ay© n
n

—-(n_«knx. —n. ne)?

¢
n
"
Pero: AX_ann—z p—
o k=1 -k .\',.\Je’tx AR
seT, s<s!

al realizarse la poda de un subdrbol cualquiera T, de T (Pérez Prados y otros, 1994) y
en consecuencia Ax> < 0, y en nuestro caso sz < 0, ya que es por hipétesis sz #0.

Pero esta reduccion que se produce en x> debera ser en todo caso inferior al valor
.. . . L)
inicial del estadistico, en consecuencia, Ay> > —2, luego:

2 2
1+ 1+
L +1< n4+1<0
Ay -
n n

Por lo tanto: A(CP)? <0, y puesto que:
A(CP)?
(CP) +(CPY

y el coeficiente de contingencia es siempre positivo se tiene que A(CP) < 0.

A(CP) =

Proposicion 2

Elvalor del coeficiente de contingencia para el drbol Ty, viene dado por:

’ 1
) (CP)r, =1/1- -
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Demostracion

Este resultado se obtiene directamente de la definicion del coeficiente de contin-
gencia, teniendo en cuenta que (Xl) =(c—1)n.

Tm;ix

4. CRITERIO DE UTILIDAD RELATIVA SEGUN COEFICIENTES DE
ASOCIACION

4.1. Definiciones y propiedades fundamentales

Dado un drbol cualquiera T se considera la cantidad So(7) definida por la siguiente
expresion:

3) Sa(T) =CP(T) — aM(T)

donde CP(T) es el coeficiente de contingencia; o es un nimero real positivo o nulo
y M(T) la simplicidad.

Obsérvese que So(7T') combina una medida de la utilidad de T con su simplicidad.

Por otra parte, se conoce también que el coeficiente de Tschuprow depende tanto
de %* como de la simplicidad de T. Por lo tanto podrin combinarse ambas medidas
para obtener un arbol éptimo.

Definicion 1
Se dice que T' es un subdrbol dptimamente podado de T si el valor de la cantidad

criterio a €l asociado es el mayor entre los correspondientes a todos los subdrboles de
T.

Definicion 2

Dados T\ y T, dos drboles cualesquiera obtenidos a partir de I se dice que T) es mejor
que T, segiin el coeficiente de Tschuprow. si se verifica que: T(Ty) > T(T)
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Definicion 3

Dos drboles cualesquiera T\ y Tg obtenidos a partir de I se dice que son equivalentes
segiin el coeficiente de Tschuprow si se verifica que: T(T) = T(T2)

Definicion 4

Dado un conjunto A de subdrboles podados de un drbol T. se dice que {T.} es el con-
junto de mejores drboles de A segun el coeficiente de Tschuprow, si para todos su
elementos se verifica que:

T(T)>T(T) VT/TieA

Propiedades

© Para el caso particular del arbol trivial T} que contiene tinicamente el nodo raiz
Xo, Se tiene:

Su(Ti) = CP(Ty) —oM(Ty) = —a

@ Si el arbol T corresponde al drbol Tis en el sentido de que todos los elementos
de cada nodo terminal pertenecen a una misma modalidad de Y, entonces:

Sot(Tméx) = CP(Trﬁﬁx) —(lM(ijx) = H 11— % —occard”Cmf,x

Segiin el resultado obtenido en la proposicién 1, el maximo valor del coeficiente
de contingencia se alcanza en el arbol Tihs, por ser mdximo X2 en dicho drbol;
en consecuencia, cualquier 4rbol obtenido a partir de Tphs mediante un proceso de
division de uno o varios de sus nodos terminales reducird el valor de la utilidad
Sa(T), salvo en el caso oo =0 en el cual no se producird ninguna modificacién. En

este dltimo caso:
1
So(T)=CP(T) <4/ 1- p

Para cada o serd un drbol éptimamente podado de Tmsx segin este criterio, cual-
quiera que maximice el valor de So(T).

Dado un drbol cualquiera T, si mediante un proceso de poda del nodo x, se obtiene
el arbol 7', la variacion producida en la utilidad Sq(T) serd:

ASe(T) = Su(T")—Sa(T) = CP(T") = CP(T) + a(card T — card T') =

4 A CP(T) +o(card T, — 1)
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donde A, CP(T') < 0 cualquiera que sea el nodo x. de acuerdo con los resultados de
la proposicién. 1.. . -

En consecuencia, el incremento producido en la utilidad S (7) al introducirse la
poda de un nodo x, consta de dos términos, el primero de ellos es negativo o nulo y
el segundo positivo, salvo en el caso oo =0 en el cual se anula.

4.2. Sucesion de arboles segtin los valores de a

Se trata de obtener ahora una sucesion de drboles que optimicen, para los distintos
valores de «. la utilidad S¢(T). Las demostraciones de los lemas se hallan en el
apéndice.

Lema 1

«El unico drbol éptimamente podado de T, segin So(T) es el propio Tiix».

Por lo tanto, de acuerdo con este lema, el primer elemento de la secuencia que
queremos obtener es: Ty = Trax-

Proceso de obtencion de la secuencia de subdrboles éptimamente podados del drbol
mdximo

® Paso inicial o =0
En este caso segin (4)

Ay SO(T) = A, CP(T) <0

cualquiera que sea el nodo x elegido. Por tanto serdn drboles éptimamente podados
de Tmax para o= 0 todos aquellos que correspondan al mismo valor del coeficiente
de contingencia que dicho drbol Tpps.

® Pasos sucesivos o > 0 y creciente

A partir de 72) cualquier poda que se mtroduzca dard lugar a una reduccién del valor
del estadistico %* y. como consecuencia, a una reduccién del valor del coeficiente de
contingencia; pero como o es creciente, el término positivo de A, Sy (T) crece, hasta
que al llegar a un determinado valor de o que se indica o, el valor de ASo, (T)
es nulo, lo que indica que para ese valor o existe al menos una poda posible ta]
que el nuevo drbol posee una utilidad Sy, igual que la que corresponde a Tp; por
lo cual, para o, cualquiera de los subarboles obtenidos mediante estas podas serdn
subdrboles 6ptimamente podados. Entre ellos se elige T; como el mejor de acuerdo
con el criterio de Tschuprow.
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Se continda con el crecimiento de o hasta llegar a un nuevo valor o para el cual
el valer de la utilidad So,(T7) coincide con el valor de la misma correspondiente a
otro u otros arboles podados de T Entre éstos se elige el mejor segiin el criterio
de Tschuprow y éste serd el nuevo arbol de la sucesion.

Repitiendo el proceso se obtendria la sucesion completa de drboles To = Tax,

Ty, Ts.....T, = {xo} todos ellos podados de T4« junto con los valores de o asociados.
Lema 2
«Los arboles de la sucesion Ty = Tmax, T1.T>,... . T, anterior verifican: cardT; <

cardT,_, Vi=1,....r».

Puede verse la interpretacion grifica de este lema en la figura siguiente, teniendo
en cuenta que la pendiente de la recta S(7) = CP(T) —atcardT es m = —card T.

s_(T)

CP(T )
i-1

CP(T)

-~

"~ Por lo tanto, de acuerdo con este criterio de utilidad relativa segin coeficientes
de asociacién, en el que se trata de obtener la sucesion de subdrboles éptimamente
podados de T« para valores crecientes de o, serd preciso en primer lugar, calcular
el conjunto de todos los subconjuntos podados de Tinsx y sus correspondientes valores
del coeficiente de contingencia CP(T) asi como el niimero de sus nodos terminales
card T, valor este dltimo que verificard 1 < cardT < cardTpax; a partir de estos
resultados se.realiza una particién del conjunto de subdrboles en funcién del valor de
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card T. Esta particién constard por lo tanto de card Tyyax elementos de la forma:
C'={T £ pTysx /cardT=c'}

donde T < pTinix indica que T se obtiene mediante un proceso de podas realizadas a
partir de Tix-

Las representaciones (o, Sq(T)) para los drboles de C' pueden observarse en la
figura siguicnte:

XAT)

CP(Ty

CP(Tb)

CP(T¢)

Lema 3

«En cada uno de los subconjuntos C' de subarboles podados de Tnysx anteriores, el
conjunto de drboles de dicho conjunto que pueden ser subdrboles 6ptimamente poda-
dos. o bien estd formado por un tnico elemento o bien los elementos que lo forman
son de igual utilidad para cualquier valor de o y equivalentes segtin Tschuprow».

Se representa T' el elemento de C' que verifica las condiciones para poder ser
subdrbol 6ptimamente podado de T4, que evidentemente es el subdrbol optimo
entre los del conjunto C'.

De acuerdo con el lema anterior la seleccién de subdrboles 6ptimamente podados
de Tmax debera realizarse en el conjunto de subdrboles 7' anteriores, conjunto que
contard con un nuimero de elementos igual a card T4 y que se representa S. En
consecuencia, se tienen card T, ecuaciones de la forma:

So(T") =CP(T") —oacardT T e S i=1,2,... card T

177



Para o = 0 se tiene que:

1
SO(Tméx) = CP(Tm:’Lx) = 1 - —C.

To = Thax

a partir de este arbol se calculan los valores de o para los cuales se verifica:
SalT") = Sal Tinax)

para cada uno de los drboles T' € S. Esto significa:

1 .
/1= = =o' card Tpnax
C
1 .
J1 -~ —Cp(T
C

card Tpgx — card T

CP(T") — ¥ card T

- o0 =

El minimo de ellos serd a; y Ty el arbol correspondiente del conjunto S, que serd
el segundo elemento de la sucesién de drboles optimos.

J1- L _cpary
aiO/aiO — c

card Tpax — card T

o = minimo

Ti € 5/So, (Th) = S, (To)

Se opera andlogamente con T}, para la obtencién de o y 7>, teniendo en cuenta
ahora que segun el lema 2 se verifica que card Ty < cardT;.

Sa(T") = Su(Th)
para cada uno de los drboles 7% € S/cardt’ < cardt; y por lo tanto:
CP(T) — o' cardT = CP(T})—of' cardT; —

CP(T;) - CP(T")

- o .
cardT; —card T

El minimo de ellos serd o, siendo T, su arbol correspondiente.

CP(T}) — CP(T?) }

o = min {oc“/a“ = .
cardT; —cardT
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T2 € §/Say(T2) = Sa, (T1)

" Continuando con el proceso se llega a la obtencidn del drbol 7, formado tnicamente
por el nodo raiz. La forma general del proceso en su fase j—ésima serd:

So(T') = Sa(Tj=1) T' € S/cardT < cardT;-; —
= CP(T") -0V DcardT = CP(Tj—)—a'U VcardT;o, =

CP(T,_,) — CP(T")
cardT;_| —card T'

o; = min { o= /gili=h) = CP(T;-1) - CP(T")
j cardT;_; —card T
Tj € §/Sa,(Tj) = So;(Tj-1)

Es decir, que para ese valor de o ambos subarboles corresponden a la misma
utilidad.

— ai(.i_l) —

Si en alguno de los casos el drbol T; que verifica la condicién anterior para o; no
es unico, se elige entre ellos el de menor nimero de nodos terminales, ya que para
o; < o < oj4 este drbol serd el 6ptimo.

Como consecuencia de todo ello, si se consideran todos los valores de a0 > 0 se
obtiene una secuencia de drboles 6ptimos, de forma que para cada intervalo (o, 0y )
el subdrbol podado de T,5 que es dptimo de acuerdo con este criterio de utilidad es
T;. Segiin se ha realizado la construccion de la sucesion de drboles, para los valores
de o; se verifica:

Sa,-(Ti—l) = Sa,-(Ti)

con lo cual para los valores de o correspondientes a los extremos de los intervalos
(o, 0y1), se elige entre los dos subdrboles correspondientes al mismo valor de la
utilidad Sq, el que sea mejor segtin el criterio de Tschuprow. En estas condiciones se

puede considerar una asociacion entre los valores de o y los drboles 6ptimos 7 en la
siguiente forma:

oa=0 = T =Ty = Tmax
a€(a;,0y) — T =T término i—ésimo de la sucesién 7o, 7T1,...,7,
o=aq = T=T- siT(Ti-))>T(T)

T=T  siT(T-)<T(T)

a> o, = T=T={x}
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4.3. Seleccion de un arbol entre los de la sucesion

A partir de los resultados anteriores, si el valor del pardmetro o es conocido, el
arbol podado de T« Optimo de acuerdo con los criterios Sg y T queda perfectamente
determinado. Esto, sin embargo, no ocurre si el valor de o no es conocido. En este
caso, es necesario seleccionar uno entre los drboles de la sucesion Ty, Ty, 72,... . T,.
Para ello es preciso, en primer lugar, conocer la existencia o no de posibles limita-
ciones bien en cuanto a la importancia relativa de las medidas de calidad utilizadas,
o bien en cuanto a la forma del drbol; la presencia o no de condiciones puede dar
lugar a los siguientes casos:

@ Se presentan limitaciones en cuanto a los valores de a. en cuyo caso la seleccion
se realizara tnicamente entre los drboles de la sucesion Ty,7y,7>,... .7, que
correspondan a esos valores de o, pudiendo incluso darse el caso particular
en que los valores posibles de o lleven asociado un tnico arbol, con lo cual
el drbol 6ptimo queda directamente determinado. En caso de existir varios,
se selecciona uno, como en el caso general, pero entre los de la subsecuencia
obtenida.

@ Se presentan limitaciones en cuanto al nimero de nodos terminales del drbol.
que no deben exceder un valor determinado. En este caso. se produce una
reduccién en el nimero de drboles posibles de la sucesion de subarboles 6ptimos
de Tmsx. La situacién es por lo tanto, desde el punto de vista de la seleccion.
andloga a la del apartado anterior.

©® No existen limitaciones y, en consecuencia, se presenta el caso general, en el
que hay que seleccionar un arbol entre los de la sucesién Ty, Ty, 73, ... ,T,. Para
ello, puede considerarse el valor del coeficiente de Tschuprow. Se elige entre
los arboles 6ptimos segtin el criterio de utilidad que combina el coeficiente de
“contingencia con la simplicidad, el mejor segun el coeficiente de Tschuprow.

5. CONCLUSIONES

" Teniendo en cuenta los resultados anteriores puede concluirse la importancia de
los coeficientes de asociacion en la seleccién del arbol éptimo.

Partiendo del criterio que combina linealmente el coeficiente de contingencia con
la simplicidad, segiin la cantidad criterio So(7) = CP(T) — oM (T), la sucesién de
arboles optimos para valores crecientes de o > 0 se inicia con el drbol Ty, mdximo en
el sentido de que en cada nodo terminal todos los elementos pertenecen a la misma
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modalidad de la variable criterio ¥ y entre ellos el que tenga un menor nimero de no-
dos terminales. A partir de €l mediante sucesivas podas pueden obtenerse subdrboles
podados de Tp con nimero de nodos terminales decrecientes; agrupando éstos segun
el numero de nodos terminales. en cada uno de los conjuntos formados. dnicamente
un arbol, el que corresponde al mayor valor del coeficiente de contingencia. puede ser
subarbol 6ptimamente podado. Considerando estos drboles, a medida que los valores
de o crecen, de acuerdo con la cantidad criterio. se determina para cada valor de o
el que corresponde al mayor valor de la utilidad. teniendo en cuenta que el nimero
de nodos terminales de cada drbol de la sucesion Ty, 71,7, ... . T, es necesariamente
menor que el que le corresponde al drbol que le precede en la sucesion.

Obtenida la sucesion de drboles. teniendo en cuenta las posibles restricciones
existentes, bien en cuanto al valor del parametro o del nimero de nodos terminales

del drbol, se selecciona el que proporciona un mayor valor para el coeficiente de
Tschuprow.

Entre las numerosas aplicaciones para las que los resultados anteriores son vdlidos
estd en estudio una referida a indices de ocupacién, en particular en el campo de
la ensenanza. Considerando como variables tanto las calificaciones en sucesivos
cursos escolares, como las que hacen referencia a otras actividades extraescolares,
familiares, etc. medidas sobre alumnos de una etapa escolar en sucesivos afios. y
conocidos los resultados que esos alumnos obtienen y la «plaza» que en cada momento
ocupan, pueden determinarse drboles de clasificacion entre los que se seleccionard el
6ptimo segtn el método planteado, que permitird preveer las necesidades para cursos
posteriores y planificar sobre ellas. Podrdn obtenerse también otras consecuencias que
posibiliten una mejora de la calidad de ensefianza y orientacion del alumnado.

APENDICE

Demostracion lema 1

Sea T un drbol cualquiera podado de Ti4x, serd T un arbol 6ptimamente podado
si verifica:
]
So(T) = So(Tmax) = CP(Tiax) = {1 = =

es decir, si ASo(Tmix) = 0.
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Pero:

Ax?
~ B 1 n_
AcSo(Tmax) = AxCP(Tinax) = CP(Tingx) + CP(T) 2\ A i
<‘+7) +T<1+7)

Luego AcSo(Tinax) = 0 exige Ax* =0, pero por las propiedades de > se conoce que
no existe ninguna poda posible en Tisx que verifique esta condicion, y en consecuencia
no existe ningdn arbol podado de Tys que mantenga el valor del coeficiente de
contingencia, luego el Unico drbol 6ptimamente podado de Tins para el criterio So(T)
es el mismo Tinx-

Demostracion lema 2

Si T; y T;_ son dos arboles cualesquiera de la sucesién de arboles 6ptimos anterior,

se verifica que:
Sa(T)) < Sa(Ticy) si0<o<oy

Sa(T) = Sa(Tm1) sia=aq
So(Ti) > Sal(Tizi) sia>oy
Considerando el caso particular oo = 0 se obtiene:
CP(T;) < CP(Ti-1)
Perosio=0o; >0 —
— CP(T})—o;cardT; = CP(T-)—ocardTi_y =

CP(T;) — CP(Ti-1)
cardT; —card T;—,

- o > 0;

en consecuencia:

cardT;—cardTi_; <0 = cardT; < cardT;_;

Demostracion lema 3

Sean T\ y T, dos subdrboles de C, por tanto:
Sa(Tl) = CP(T|) - acardTl = CP(T]) - (lci
So(Tr) = CP(Th)—ocardTy = CP(T2) — oc
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Luego si para algin o es T un subdrbol éptimamente podado de Ty

Sa,(Ti) > S, (T2) = CP(T}) > CP(T) —

= Su(Ti) > Sa(T2) cualquiera que sea o

es decir, pueden presentarse dos posibilidades:

© S,(T)) > Su(T>) cualquiera que sea a. con lo cual T> no puede ser un subarbol

optmamente podado de Tng. es decir, Ty es el dnico subdrbol 6ptimamente
podado de T4 entre los de C'.

D S (T) = So(T2) con lo cual para cualquier valor de o la utilidad de T} y T es

la misma. Ademads:

X (Th) X (T2)

rn)= 4 - n =T 7>
,(l) Vie=D(c=1) (e =1(c-1) ()

Luego Ty y T; son equivalentes segin el criterio de Tschuprow.
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ENGLISH SUMMARY:

CRITERION FOR THE SELECTION OF AN OPTIMUM TREE
CONSIDERING ASSOCIATION COEFFICIENTS OBTAINED FROM THE y%*

F.J. Cano Sevilla, A. Munduate del Rio and A, Pérez Prados

There are various recognised methods for the construction of decision trees. starting
from a set of data for {V/} variables and the Y variable related to the previous series,
and defined on the learning group Y as a whole. Furthermore, the validity of associa-
tion coefficients obtained from the ¥ statistic (contingency coefficient. Tschuprow’s
coefficient and Cramer’s coefficient) is also recognised for measuring the usefulness
of a tree as a predictor of the Y variable criterion.

Taking this into account, we propose a criterion for selecting an optimum tree,
considering a complexity criterion which combines the contingency coefficient whit
the simplicity of the tree measured by the number of its terminal nodes.

Therefore, starting from the variation that a pruning process produces in the value
of the statistic x2 (Pérez Prados er al., 1994), the modification that this induces in
the contingency coefficient is studied. The result obtained indicates that under no
circumstances does this coefficient increase as a result a pruning process, the maximum
value corresponding to the Ts tree, where in each of the terminal nodes all the
elements belong to the same Y modality.

This behaviour of the contingency coefficient being known, the following com-
plexity criterion is considered:

Sa(T) = CP(T) — aM(T)

CP(T) being the contingency coefficient, o a real positive or null number and M (T)
the simplicity obtained based on the number of terminal nodes. A method of obtaining
an optimum tree for each of the different values of parameter o is developed in
accordance with this complexity criterion So(7T') together with Tschuprow’s coefficient.
By establishing an o value any subtree which maximises the So(7") value would be
an optimally pruned one.

The variation produced in the complexity criterion through the process of pruning
the x node of the T tree is:

ASo(T) = ACP(T) + o{card T, — 1)
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where A, CP(T) is the variation produced in the contingency coefficient. It therefore
consists of two terms, the first is negative or null and the second positive; except in
the case of a00, in which it is cancelled.

In accordance with this result a series of optimally pruned subtrees T4« is obtained
for increasing values of a.. For o = 0 the only optimally pruned subtree Tiax 1s itself,
so Ty is the first element of the succession. On the basis of this element, any pruning
done will lead to a reduction in the contingency coefficient value. Furthermore,
by considering growing o values the positive term of A Sq(T) grows. Therefore. on
reaching a certain o level (shown as o). the value of A.Sq, (T) is null. This indicates
that there is at least one possible pruning for o, so the maximum subtree. Among the
subtrees which verify this condition, which will all be optimally pruned subtrees Tinax
for oy, the one which corresponds to the highest value of Tschuprow’s coefficient is
chosen.

The growth of o is continued until a new value (o) is reached. for which the
value of the Si(T) utility coincides with the value of the one corresponding to another
or other Tigx pruned trees. The best is chosen among theses according to Tschuprow’s
criterion and this will be the new tree of the succession.

Repeating the process, the following succession of trees is obtained: To,T1, T2, ..., T;
(all pruned from Tpnsc), together with the associated o value. These trees have a de-
creasing number of terminal nodes, T, being the one consisting exclusively of the root
node of Tiix-

If, by taking Tihsx, successive prunings determine all the possible pruned subtrees.
and grouping them according to the number of terminal nodes they have, in each of
the sets created only one tree (corresponding to the higher contingency coefficient)
can be the optimally pruned subtree.

Considering these trees, and bearing in mind that in the Ty, 71, 73,... .7, succes-
sion, cardT; < cardT,_, Vi=1,...,r is determined for growing o values the tree
corresponding to a higher utility value for each a value is necessarily lower than the
one corresponding to the preceding tree.

If the value of the o parameter is known, the optimum tree is the one from the
succession to which this value corresponds, otherwise one is selected from among all
the trees, taking the value of Tschuprow’s coefficient into account for each one.
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