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Introduccion general

Este Trabajo Fin de Master tiene como objetivo estudiar la
introduccién al concepto de derivada y sus aplicaciones en
matematicas de 1° de bachillerato nocturno.

El trabajo se estructura en dos partes. En la primera parte se realiza un
estudio longitudinal del curriculo y de los libros de texto de ESO y
Bachillerato con relacion al tema indicado.

En la segunda parte se propone un proceso de estudio sobre la
introduccién del concepto de derivada y sus aplicaciones que se ha
puesto en marcha en un aula de matematicas de 1° de Bachillerato
nocturno del el IES Navarro Villoslada en el marco del Practicum 11
del Master. Los resultados extraidos de esta experimentacion se
fundamentan tanto en la experiencia docente como en un cuestionario
construido para evaluar la misma, teniendo en cuenta asimismo las
restricciones institucionales.

El trabajo concluye con una sintesis, unas conclusiones y unas
cuestiones abiertas.
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Parte I:

Las derivadas en el curriculo vigente y en los
libros de texto
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Master se analiza como se
aborda el tratamiento de las derivadas en el curriculo y en los libros
de texto en ESO y Bachillerato.

El anélisis de divide en tres capitulos:

En el primero se analiza la progresion y se muestran en forma de
tabla los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de
aprendizaje evaluables del curriculo vigente que hacen referencia a
las derivadas en cada uno de los cursos.

En el segundo se presentan ejemplos de las actividades tipo
(ejercicios, problemas, cuestiones y situaciones) propuestas en
libros de texto de 1°y 2° de Bachillerato.

Las conclusiones que se extraen del anélisis comparativo de los
contenidos de ambas fuentes (curriculo y libro de texto) se exponen
en el tercer capitulo. El objetivo es valorar la coherencia de los
manuales con relacion al curriculo vigente y resaltar las presencias o
ausencias de conocimientos matematicos relativos al tema objeto de
analisis.
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Capitulo 1
Derivadas en el curriculo vigente

En este primer capitulo se analizan las derivadas en el curriculo vigente de ESO [1] y
Bachillerato [2] en la comunidad foral de Navarra. A partir de 3° de la ESO se amplia la
oferta de matematicas apareciendo las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas
Aplicadas en 3°y 4° de la ESO y Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales en 1°y
2° de Bachillerato. En este estudio se han considerado todas ellas.

El curriculo de matematicas vigente se clasifica en tres items: contenidos, criterios de
evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables, definidos [2] como:

- Los contenidos son el conjunto de conocimientos, habilidades, destrezas y
actitudes que contribuyen al logro de los objetivos y a la adquisicion de las
competencias. Se ordenan en materias.

- Los criterios de evaluacion son utilizados para graduar la adquisicion de las
competencias y el logro de los objetivos. Describen aquello que se quiere valorar
y el alumnado debe lograr. Cada materia tiene sus propios criterios de
evaluacion y responden a lo que se quiere conseguir en la misma.

- Los estandares de aprendizaje evaluables se entienden como concreciones de
los criterios de evaluacion. Deben ser observables, medibles y evaluables y
permitir graduar el rendimiento o logro alcanzado. Asi mismo contribuyen y
facilitan el disefio de pruebas estandarizadas y comparables.

Dada la interrelacion que existe entre los tres componentes del curriculo se ha decidido
presentarlos todos en un solo capitulo para que quede claro como estan vinculados en
un mismo contexto.

Aunque el concepto de derivada es introducido formalmente por primera vez en 1° de
Bachillerato, ya se usa de manera implicita en otras materias desde cursos anteriores,
como por ejemplo en Fisica y quimica de 2° de la ESO, cuando se trabaja con la
velocidad instantdnea y media, y la aceleracion.

Los conocimientos previos necesarios para abordar las derivadas en 1° de bachillerato se
pueden dividir en dos grandes grupos: Conceptuales y Operativos.

Los contenidos conceptuales estan relacionados con “entender” las derivadas y para qué
sirven, mientras que los operativos son necesarios para trabajar analiticamente con las
derivadas. Dada la organizacion actual del curriculo vigente, los contenidos
conceptuales estan presentes mayoritariamente dentro de los bloques analisis y
funciones, mientras que los contenidos operativos estan dentro de los bloques de
nameros y algebra, andlisis y funciones.

Dentro del grupo Operativo, practicamente la totalidad de los contenidos y sus criterios
de evaluacion y estandares de aprendizaje asociados del Blogue 2: NUmeros y Algebra
entre 1°y 4° de la ESO son claves y necesarios para trabajar con las derivadas. Para que
no interfieran con el resto del estudio, mas ligado al grupo de contenidos conceptuales,
se han trasladado al final de este documento (Anexo B).
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Para estudiar la continuidad de los items a lo largo de los diferentes cursos se asocian a
los siguientes descriptores:

D1. Interpretacion geométrica de la derivada

Para la interpretacion geométrica de la derivada hacen falta conceptos relacionados con
la representacion grafica de funciones que trabajados principalmente en los cursos de 1°
y 2° de la ESO. También son necesarios conceptos geométricos como el paralelismo y
perpendicularidad que se introducen en 1° ESO y se trabajan de nuevo en 4° ESO de las
ensefianzas académicas. Ademas, se necesitan muchos de los contenidos relacionados
con el analisis de funciones y estudio de familias de funciones que se introducen
ininterrumpidamente desde 1° ESO hasta 2° de Bachillerato.

D2. Definicion analitica de la derivada y criterios de derivabilidad

La definicion analitica de la derivada como el limite de la tasa de variacion media
cuando el tamafio del intervalo tiende a cero necesita del concepto de limite, que se
introduce por primera vez en 1° de Bachillerato, generalmente antes del tema de
derivadas, y en el que se sigue trabajando en 2° de Bachillerato.

El contenido de continuidad se trabaja en 1°, 2° y 4° ESO (Aplicadas) y en 1°y 2° de
Bachillerato.

D3. Calculo de la funcion derivada mediante tablas y regla de la cadena

Para el calculo de la funcion derivada mediante tablas y la regla de la cadena hacen falta
practicamente la totalidad de los contenidos de los Bloques 2: NUmeros y Algebra y
Bloque 4: Funciones de 1° a 4° de la ESO y del Blogue 3: Analisis de 1° y 2° de
Bachillerato.

D4. Aplicaciones de la derivada

Dentro de las aplicaciones de la derivada se trabajan principalmente las siguientes:
calculo de maximos y minimos relativos, puntos de inflexion, monotonia, curvatura y
optimizacion. Algunos de estos contenidos ya se conocen y se utilizan desde 1° ESO,
pero hasta 1° de Bachillerato no se estudian como aplicaciones de la derivada.

A continuacion, se presentan los contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de
aprendizaje evaluables clasificados por estos descriptores en la ESO y Bachillerato.

1.1. Derivadas en el curriculo: ESO

Las siguientes tablas describen la progresion de los contenidos, criterios de evaluacion y
estandares de aprendizaje evaluables asociadas a cada descriptor a lo largo de la ESO.

En 1° de ESO se introduce el concepto de funcion y su representacion, ademas de
comenzar con el analisis simple de funciones (maximos y minimos relativos,
continuidad, puntos de corte con los ejes, monotonia) e introducir el algebra de
funciones. En 2° de la ESO se profundiza en todo lo visto anteriormente pero ademas se
presentan los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas y la resolucion de
ecuaciones de primero y segundo grado con una incognita. También se estudia en
detalle la recta, y se fomenta el uso de medios tecnologicos para la construccion e
interpretacion de funciones.
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En 3° de la ESO se profundiza en el algebra de funciones (méas aun en las ensefianzas
académicas) y se incluye el estudio de las funciones cuadraticas. En 4° de la ESO se
sigue indagando en el algebra de funciones, ademas de estudiar las inecuaciones y la
funcién logaritmica (en las ensefianzas académicas). Es muy importante también que se
incorpora el concepto de tasa de variacion media, uno de los conceptos previos a la
derivada de mas importancia.

Los criterios de evaluacion estan intrinsicamente relacionados con los contenidos del
curriculo, sin embargo, en 1° y 2° de la ESO se establecen criterios de evaluacion
relacionados con algebra, representacion y analisis basicos de funciones de forma
abstracta, mientras que en 3° y 4° de la ESO estos criterios de evaluacion se enlazan en
mayor medida con situaciones y problemas de la vida cotidiana. Esto es posible gracias
a que en cursos superiores los adolescentes poseen una mayor capacidad de abstraccién
que hace posible encadenar los criterios de evaluacion con el mundo real.

Los estandares de aprendizaje evaluables siguen la linea de los criterios de evaluacion,
como concreciones de estos que son. No obstante, en los primeros cursos de la ESO se
refieren a reconocer, localizar o interpretar, mientras que conforme se avanza en los
cursos se empieza a pedir a los alumnos que construyan, asocien, analicen, calculen y
determinen, escalando asi en los niveles de la taxonomia de Bloom [6]

1.2. Derivadas en el curriculo: Bachillerato

1° de Bachillerato es el curso donde se presenta por primera vez el concepto de
derivada, justo después de los limites, que son necesarios, junto con la tasa de variacion
media, para explicar las derivadas. Ademas, todo el trabajo previo de representacion
gréfica y analisis de funciones, junto con los contenidos relacionados con el estudio de
familias de funciones posibilita que los estudiantes puedan asimilar de forma adecuada
el concepto de derivada. En 2° de Bachillerato se sigue ampliando contenidos de
aplicaciones de la derivada, y se sigue trabajando con limites y continuidad.

Dado que las derivadas se introducen en 1° de bachillerato, en estos dos cursos los
criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables estan directamente
relacionados con este contenido. En 1° de bachillerato los criterios de evaluacion y
estandares de aprendizaje evaluables son mas abstractos, ya que el contenido es
introducido poco a poco. Sin embargo, en segundo de bachillerato se espera que el
alumno sea capaz de aplicar la derivada en situaciones reales y sacar conclusiones por si
mismo.
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CONTENIDO

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

10

w

D1

Paralelismo y perpendicularidad (B3.
Geometria)

Coordenadas cartesianas: representacion e
identificacion de puntos en un sistema de
ejes coordenados. El concepto de funcion:
Variable dependiente e independiente.
Formas de presentacion (lenguaje habitual,
tabla, grafica, formula). (B4. Funciones)

Conocer, manejar e interpretar el sistema
de coordenadas cartesianas. Manejar las
distintas formas de presentar una funcién:
lenguaje habitual, tabla numérica, graficay
ecuacion, pasando de unas formas a otras y
eligiendo la mejor de ellas en funcion del
contexto. (B4. Funciones)

Reconoce la posicion relativa de dos 0 mas
rectas en el plano y las propiedades que de
dicha posicion se derivan: paralelismo,
angulos, perpendicularidad en
construcciones geometricas. (B3.
Geometria)

Localiza puntos en el plano a partir de sus
coordenadas y nombra puntos del plano
escribiendo sus coordenadas. Pasa de unas
formas de representacién de una funcion a
otras y elige la mas adecuada en funcion
del contexto. Reconoce si una grafica
representa o no una funcion. (B4.
Funciones)

D2

Continuidad y discontinuidad (B4.
Funciones)

Comprender el concepto de funcion.
Reconocer, interpretar y analizar las
gréficas funcionales. (B4. Funciones)

Interpreta una gréafica y la analiza,
reconociendo sus propiedades mas
caracteristicas. (B4. Funciones)

D3

B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones

B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones

B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones

D4

Méaximos y minimos relativos, Crecimiento
y decrecimiento (B4. Funciones)

Comprender el concepto de funcion.
Reconocer, interpretar y analizar las
gréficas funcionales. (B4. Funciones)

Interpreta una gréafica y la analiza,
reconociendo sus propiedades mas
caracteristicas. (B4. Funciones)
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D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
D1 | El concepto de funcidn: Variable Comprender el concepto de funcion. Reconoce si una grafica representa o no
dependiente e independiente. Formas de Utilizar las diferentes formas de una funcién. Reconoce y representa una
presentacion (lenguaje habitual, tabla, presentacion y reconocer, interpretar y funcién lineal o afin a partir de la ecuacion
gréfica, formula). analizar las gréaficas funcionales (B2. 0 de una tabla de valores, y obtiene la
Utilizacion de calculadoras gréaficas y Numeros y funciones) pendiente de la recta correspondiente
programas de ordenador para la Obtiene la ecuacion de una recta a partir de
construccion e interpretacion de graficas la gréfica o tabla de valores
20 (B4. Funciones) Estudia situaciones reales sencillas y,
apoyandose en recursos tecnologicos,
E identifica el modelo matematico funcional
S (lineal o afin) mas adecuado para
explicarlas y realiza predicciones y
simulaciones sobre su comportamiento.
(B4. Funciones)
D2 | Continuidad y discontinuidad (B4. Interpreta una grafica y la analiza,
Funciones) reconociendo sus propiedades mas
caracteristicas. (B4. Funciones)
D3 | B2. Nimeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones
D4 | Crecimiento y decrecimiento. Maximos y Interpreta una grafica y la analiza,

minimos relativos. Andlisis y comparacién
de gréficas. (B4. Funciones)

reconociendo sus propiedades mas
caracteristicas. (B4. Funciones)

15




INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA Y SUS APLICACIONES EN MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO

DE CIENCIAS

CONTENIDO

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

30
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D1

Analisis y descripcion cualitativa de
graficas que representan fenémenos del
entorno cotidiano y de otras materias.
Expresiones de la ecuacion de la recta.
(B4. Funciones).

Conocer los elementos que intervienen en
el estudio de las funciones y su
representacion grafica. (B4. Funciones).

Interpreta el comportamiento de una
funcion dada gréaficamente y asocia
enunciados de problemas contextualizados
a gréficas. Construye una gréfica a partir de
un enunciado contextualizado describiendo
el fendmeno expuesto. Asocia
razonadamente expresiones analiticas a
funciones dadas graficamente. Determina
las diferentes formas de expresion de la
ecuacion de la recta a partir de una dada
(Ecuacion punto pendiente, general,
explicita y por dos puntos), identifica
puntos de corte y pendiente, y la representa
graficamente Obtiene la expresion analitica
de la funcion lineal asociada a un enunciado
y la representa. Formula conjeturas sobre el
comportamiento del fendbmeno que
representa una grafica y su expresion
algebraica. Identifica las caracteristicas mas
relevantes de una grafica interpretandolas
dentro de su contexto. (B4. Funciones).

D2

D3

B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones

B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones

B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones

D4

16
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D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
3° | D1 | Analisis y descripcion cualitativa de Conocer los elementos que intervienen en Interpreta el comportamiento de una
E gréficas que representan fenémenos del el estudio de las funciones y su funcién dada graficamente y asocia
entorno cotidiano y de otras materias. representacion grafica. (B4. Funciones). enunciados de problemas contextualizados
S Expresiones de la ecuacion de la recta. Conocer los elementos que intervienen en | a graficas. Identifica las caracteristicas mas
Representacion grafica. Utilizacion para el estudio de las funciones y su relevantes de una gréafica interpretandolas
representar situaciones de la vida cotidiana. | representacion grafica. (B4. Funciones) dentro de su contexto. Construye una
(B4. Funciones). gréafica a partir de un enunciado
A contextualizado describiendo el fenémeno
expuesto. Asocia razonadamente
P expresiones analiticas a funciones dadas
L graficamente. Determina las diferentes
| formas de expresion de la ecuacion de la
recta a partir de una dada (ecuacién punto-
C pendiente, general, explicita y por dos
A puntos) e identifica puntos de corte y
pendiente, y las representa graficamente.
D (B4. Funciones).
A | D2
s | D3 | B2. NGmeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones
D4

17
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D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
4° | D1 | Reconocimiento de otros modelos Identificar relaciones cuantitativas en una | Representa datos mediante tablas y graficos
funcionales: aplicaciones a contextos y situacion, determinar el tipo de funcién que | utilizando ejes y unidades adecuadas.
situaciones reales. (B4. Funciones) puede representarlas, y aproximar e Analiza el crecimiento o decrecimiento de
S Anadlisis de resultados. La tasa de variacion | interpretar la tasa de variacion media a una funcién mediante la tasa de variacion
media como medida de la variacion de una | partir de una grafica, de datos numéricos 0 | media calculada a partir de la expresion
funcion en un intervalo (B4. Funciones) mediante el estudio de los coeficientes de algebraica, una tabla de valores o de la
la expresion algebraica. (B4. Funciones) propia grafica. (B4. Funciones)
A Analizar informacion proporcionada a Describe las caracteristicas mas
partir de tablas y graficas que representen importantes que se extraen de una gréafica
c relaciones funcionales asociadas a sefialando los valores puntuales o
A situaciones reales obteniendo informacion | intervalos de la variable que las determinan
D sobre su comportamiento, evolucion y utilizando tanto lapiz y papel como medios
posibles resultados finales. (B4. Funciones) | tecnoldgicos. (B4. Funciones)
E | D2
M | D3 | B2. Nimeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones
I | D4 Analiza el crecimiento o decrecimiento de
C una funcion mediante la tasa de variacion
media calculada a partir de la expresion
A algebraica, una tabla de valores o de la
S propia grafica. (B4. Funciones)

18
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D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
D1 | Latasa de variacion media como medida Identificar relaciones cuantitativas en una Describe las caracteristicas mas
de la variacion de una funcion en un situacién, determinar el tipo de funcién que | importantes que se extraen de una gréafica,
intervalo (B4. Funciones) puede representarlas, y aproximar e sefialando los valores puntuales o
4° interpretar la tasa de variacion media a intervalos de la variable que las determinan
partir de una grafica, de datos numéricos o | utilizando tanto lapiz y papel como medios
mediante el estudio de los coeficientes de informaticos. Utiliza con destreza
S la expresion algebraica. (B4. Funciones) elementos tecnoldgicos especificos para
dibujar gréaficas (B4. Funciones)
D2
A D3 | B2. Nimeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones B2. Numeros y Algebra y B4. Funciones
P D4 Analizar informacién proporcionada a Identifica, estima o calcula elementos
partir de tablas y gréaficas que representen caracteristicos de estas funciones (cortes
L relaciones funcionales asociadas a con los ejes, intervalos de crecimiento y
| situaciones reales, obteniendo informacién | decrecimiento, maximos y minimos,
sobre su comportamiento, evolucion y continuidad, simetrias y periodicidad).
C posibles resultados finales. (B4. Funciones) | Expresa razonadamente conclusiones sobre
A un fenomeno, a partir del analisis de la
gréafica que lo describe o de una tabla de
D valores. (B4. Funciones)
A Analiza el crecimiento o decrecimiento de
S una funcién mediante la tasa de variacion

media, calculada a partir de la expresion
algebraica, una tabla de valores o de la
propia grafica. (B4. Funciones)
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D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
D1 | Representacion grafica de funciones Estudiar y representar graficamente Selecciona de manera adecuada y razonada
Interpretacion geométrica de la derivada de | funciones obteniendo informacion a partir | ejes, unidades, dominio y escalas, y
la funcion en un punto. Recta tangente y de sus propiedades y extrayendo reconoce e identifica los errores de
1° normal. (B.3. Analisis) informacidn sobre su comportamiento local | interpretacion derivados de una mala
B o global. (G3. Anélisis) eleccion. (G3. Andlisis)
Aplicar el concepto de derivada de una Representa graficamente funciones,
A funcion en un punto, su interpretacion después de un estudio completo de sus
C geométrica y el calculo de derivadas al caracteristicas mediante las herramientas
estudio de fendmenos naturales, sociales o | basicas del analisis (G3. Analisis)
H tecnoldgicos y a la resolucion de
I problemas geométricos. (G3. Andlisis)
L D2 | Concepto de limite de una funcion en un Utilizar los conceptos de limite y Comprende el concepto de limite, realiza
punto y en el infinito. Calculo de limites. continuidad de una funcion aplicAndolos en | las operaciones elementales de célculo de
L Limites laterales. Indeterminaciones. el calculo de limites y el estudio de la los mismos, y aplica los procesos para
E Continuidad de una funcién. Estudio de continuidad de una funcién en un punto o resolver indeterminaciones. (G3. Analisis)
discontinuidades. Derivada de una funcion | un intervalo. (G3. Analisis) Determina la continuidad de la funcién en
R en un punto. Funcion derivada (B.3. un punto a partir del estudio de su limite y
A Analisis) del valor de la funcion, para extraer
conclusiones en situaciones reales. (G3.
T Analisis)
0] Conoce las propiedades de las funciones

continuas, y representa la funcion en un
entorno de los puntos de discontinuidad.
(G3. Analisis)

Determina el valor de parametros para que
se verifiquen las condiciones de
continuidad y derivabilidad de una funcién
en un punto. (G3. Analisis)
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D3. | B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones
Caélculo de derivadas. Regla de la cadena. | Aplicar el concepto de derivada de una Reconoce analitica y graficamente las
(B.3. Andlisis) funcion en un punto, su interpretacion funciones reales de variable real
geométrica y el calculo de derivadas al elementales. (G3. Analisis)
estudio de fendbmenos naturales, sociales 0 | Calcula la derivada de una funcion usando
tecnoldgicos y a la resolucion de los métodos adecuados y la emplea para
problemas geométricos. (G3. Analisis) estudiar situaciones reales y resolver
problemas.
Deriva funciones que son composicion de
varias funciones elementales mediante la
regla de la cadena. (G3. Analisis)
D4 Interpreta las propiedades globales y

locales de las funciones, comprobando los
resultados con la ayuda de medios
tecnoldgicos en actividades abstractas y
problemas contextualizados. (G3. Analisis)
Utiliza medios tecnoldgicos adecuados
para representar y analizar el
comportamiento local y global de las
funciones. (G3. Analisis)
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INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA Y SUS APLICACIONES EN MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO

DE CIENCIAS
D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
1° | D1 | Tasa de variacion media y tasa de variacion | Interpretar y representar graficas de Selecciona de manera adecuada y
B instantanea. Aplicacion al estudio de funciones reales teniendo en cuenta sus razonadamente ejes, unidades y escalas
fendmenos econdmicos y sociales. (B.3. caracteristicas y su relacion con fenémenos | reconociendo e identificando los errores de
A Analisis) sociales. Conocer e interpretar interpretacion derivados de una mala
C Derivada de una funcion en un punto. geométricamente la tasa de variacion media | eleccion, para realizar representaciones
Interpretacion geométrica. Recta tangente a | en un intervalo y en un punto como gréficas de funciones. (G3. Analisis)
H una funcidén en un punto. aproximacion al concepto de derivada (G3. | Calcula la tasa de variacion media en un
I Analisis) intervalo y la tasa de variacion instantanea,
las interpreta geométricamente y las
L emplea para resolver problemas y
L situaciones extraidas de la vida real.
E D2 | Idea intuitiva de limite de una funcion en Calcular limites finitos e infinitos de una Calcula limites finitos e infinitos de una
un punto. Célculo de limites sencillos. El funcion en un punto o en el infinito para funcion en un punto o en el infinito para
R limite como herramienta para el estudio de | estimar las tendencias. Conocer el concepto | estimar las tendencias de una funcion.
A la continuidad de una funcion. Aplicacion | de continuidad y estudiar la continuidad en | Examina, analiza y determina la
al estudio de las asintotas. un punto en funciones polinémicas, continuidad de la funcion en un punto para
T Funcion derivada. (B.3. Analisis) racionales, logaritmicas y exponenciales. extraer conclusiones en situaciones reales.
) (G3. Analisis) (G3. Analisis)
D3 | B2. Nimeros y Algebra y B3. Funciones B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones
Reglas de derivacion de funciones Utilizar las reglas de derivacion para Aplica las reglas de derivacion para
C. elementales sencillas que sean suma, obtener la funcidén derivada de funciones calcular la funcion derivada de una funcion
C. producto, cociente y composicion de sencillas y de sus operaciones. (G3. y obtener la recta tangente a una funcion en
S funciones polindmicas, exponenciales y Anélisis) un punto dado. (G3. Analisis)
' logaritmicas. (B.3. Analisis)
S. | D4
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D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
D1 Aplicar el concepto de derivada de una
20 funcién en un punto, su interpretacion
geométrica y el calculo de derivadas al
B estudio de fendmenos naturales, sociales o
A tecnoldgicos y a la resolucién de problemas
geomeétricos, de calculo de limites y de
C optimizacion. (G3. Anélisis)
H 'D2 | Limite de una funcion en un puntoy en el Estudiar la continuidad de una funcion en | Aplica los conceptos de limite y de
| infinito. Continuidad de una funcién. Tipos | un punto o en un intervalo, aplicando los derivada, asi como los teoremas
de discontinuidad. Teorema de Bolzano. resultados que se derivan de ello (G3. relacionados, a la resolucion de problemas.
L Funcion derivada. Teoremas de Rolle y del | Analisis) Aplica la regla de L’Hopital para resolver
L valor medio. La regla de L’Hopital. indeterminaciones en el calculo de limites.
E Aplicacion al célculo de limites. (B.3. Plantea problemas de optimizacion
Analisis) relacionados con la geometria o con las
R ciencias experimentales y sociales, los
A resuelve e interpreta el resultado obtenido
dentro del contexto. Conoce las
T propiedades de las funciones continuas, y
') representa la funcion en un entorno de los
puntos de discontinuidad. (G3. Analisis)
D3 | B2. Nimeros y Algebra y B3. Funciones B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones B2. Numeros y Algebra y B3. Funciones
D4 | Aplicaciones de la derivada: problemas de

optimizacion. (B.3. Analisis)
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INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA Y SUS APLICACIONES EN MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO

DE CIENCIAS
D CONTENIDO CRITERIOS DE EVALUACION ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES
2° | D1
B | D2 | Continuidad. Tipos de discontinuidad. Modeliza con ayuda de funciones
A Estudio de la continuidad en funciones problemas planteados en las ciencias
elementales y definidas a trozos. (B.3. sociales y los describe mediante el estudio
C Analisis) de la continuidad, tendencias, ramas
H infinitas, corte con los ejes, etc.
Estudia la continuidad en un punto de una
' funcion elemental o definida a trozos
L utilizando el concepto de limite. (G3.
L Analisis)
D3 | Aplicaciones de las derivadas al estudio de | Utilizar el célculo de derivadas para Representa funciones y obtiene la
E funciones polinémicas, racionales e obtener conclusiones acerca del expresion algebraica a partir de datos
R irracionales sencillas, exponenciales y comportamiento de una funcién, para relativos a sus propiedades locales o
logaritimicas. resolver problemas de optimizacion globales y extrae conclusiones en
A Problemas de optimizacion relacionados extraidos de situaciones reales de caracter | problemas derivados de situaciones reales
T con las ciencias sociales y la economia. econdémico o social y extraer conclusiones | (G3. Analisis)
(B.3. Andlisis) del fenémeno analizado. (G3. Analisis) Plantea problemas de optimizacion sobre
O Estudio y representacion gréafica de fendmenos relacionados con las ciencias
funciones polinémicas, racionales, sociales, los resuelve e interpreta el
irracionales, exponenciales y logaritmicas resultado obtenido dentro del contexto.
C. sencillas a partir de sus propiedades locales (G3. Analisis)
C. y globales (B.3. Analisis)
s. | P4
S.
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Capitulo 2

Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en los libros de texto y su
relacion con las derivadas en el curriculo vigente

En este capitulo se analizan los ejercicios, problemas y cuestiones tipo en los libros de
texto y su relacion con las derivadas en el curriculo vigente de los cursos de 1°y 2° de
Bachillerato. Tipicamente se deberian de estudiar también los cursos de 3° y 4° de la
ESO, pero dado que el contenido se introduce por primera vez en 1° de Bachillerato, tan
solo se podrian presentar ejercicios, problemas y cuestiones tipo relacionados con
conceptos previos necesarios para las derivadas, lo cual no tiene demasiado interés, y,
dado que el nimero de contenidos necesarios, esto seria inabordable en un analisis
concienzudo, perdiéndose la perspectiva y la funcionalidad de este. Por estas razones se
ha decidido hacer un andlisis exhaustivo tan solo de los cursos y unidades didacticas
donde el contenido se trabaja de forma explicita.

2.1. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 1° de Bachillerato

En el libro de 1° de Bachillerato analizado [5] los temas relacionados con las derivadas
se encuentran en el Blogue I11: Funciones. En esta seccion se analizaran dos de ellos:
Célculo de derivadas y aplicaciones de las derivadas.

El Tema 10: Calculo de derivadas del libro de texto esta plagado de ejercicios de
aplicacion directa de los contenidos, pero hay muy pocos problemas contextualizados.
Sin embargo, el Tema 11: Aplicaciones de las derivadas tiene muchos problemas
contextualizados muy interesantes donde se ponen a prueba los conocimientos
adquiridos en el Tema 10.

1° BACH-T10
EJERCICIO TIPO

Calculo Tasa Variacion Media

Bl Calcula la tasa de variacidn media de las siguientes funcio-
nes en ¢l intervalo que se indica:
a) flx) =2x—3en[l, 4]
b) flx) = x* —4x + 2 en [2, 4]
ch flx)= 2x—4 en[l, 2]
3 x+3

d) flx)=vx+2en|-1,2

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular la tasa de variacion
media de una funcion en un intervalo




INTRODUCC!ON AL CONCEPTO DE DERIVADA'Y SUS APLICACIONES EN
MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO DE CIENCIAS

1°BACH-T10

Célculo Derivada de una funcién en un punto
EJERCICIO TIPO

B Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de las
siguicntcs funciones en los puntos que se indican:
a) fix) =3x-2enx=1
b) i) =—2x+lenx=-3
¢) fix) =x" —denx=-2

d) fix) ==x*+5x-3enx=1

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular la tasa de derivada de
una funcién en un punto

1°BACH-TI0 Caélculo de las ecuaciones de las rectas tangentes y normal a una
EJERCICIO TIPO funcién en un punto

K1 Aplica la definicién de derivada y caleula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x*—2x+lenx=3
b) Las ecuaciones de las rectas tangente v normal en el
punto de abscisa x = 3

c) Representa la funcidn f{x) y las rectas.

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular las ecuaciones de las
rectas normal y tangente a una funcién en un punto, ademas de la derivada en el punto y
representar graficamente la funcion

1°BACH-T10

Célculo Tasa Variacion Media en problema contextualizado
PROBLEMA TIPO

K El nimero de bacterias que hay en un cultivo se expresa
mediante la férmula flx) = 2%, donde x representa el nime-
ro de horas. Caleula el crecimiento medio por hora de las
bacterias entre las 3 v las 5 horas.

Problema donde se pide calcular la tasa de variacion media dentro de un contexto sin
decir explicitamente que esto es lo que se busca
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1°BACH-T10 Determinar la derivabilidad de funciones en funcién de su
EJERCICIO TIPO representacion gréafica

K Analiza si las funciones representadas admiten derivada en
el punto de abscisa x = 2

a) b)

AY . + ¥

3
f - | f.'\
E | A
S E Y

5 e

Ejercicio donde se pide determinar la derivabilidad de funciones en funcion de su
representacion gréafica

1°BACH-T10

Célculo de la funcion derivada
EJERCICIO TIPO

B Aplica la definicién de derivada y calcula la funcién deriva-
da de las siguientes funciones:

a) fix) =5 b) flx) = 4x-3

c) fl) sx*=x+ 1 d) flx) = %

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular las la funcion derivada
de varias funciones mediante aplicacion de la definicion

1°BACH-T10 Célculo de la derivada en varios puntos de una funcién usando la
EJERCICIO TIPO funcidn derivada

K Calcula el valor de la derivada de fa funcion f{x) = x* + 1 en
los punros de abscisa:

alx=2
by x=-1
clx=10

d)x=1

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular la derivada en varios
puntos de una funcion pidiendo de manera implicita que se calcule antes la funcién
derivada.
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INTRODUCC!ON AL CONCEPTO DE DERIVADA'Y SUS APLICACIONES EN
MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO DE CIENCIAS

1°BACH-T10 Célculo del valor de x en el que la derivada de una funcion vale
PROBLEMA TIPO un valor

K Calcula el valor de la abscisa en ¢l que la derivada de |a
fLmn:'Ldnf{.ﬂ = x" + xvale 4

Problema en el cual se pregunta lo mismo pero de forma diferente, de forma que el
estudiante ha de pensar como resolverlo para encontrar la solucion.

1°BACH-T10

Célculo de funcion derivada aplicando las reglas de derivacion
EJERCICIO TIPO

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

58a)y=8 b)y=-3x+1

i a)y=x"+4x-5 b) y=2x" Ixt 4 ]
L] a) y = (x—8)° b) y = (3x* + 1)
L) a) y= (x? + 4)° b} y=(x" - 1)?
B a) y=vxi-3 b) y = Vxi-2x

i a) y=c** b) y=2%+°

bl a) y=1In (3x-2) b) y=log (25" + x)

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular las funciones
derivadas mediante usando las reglas de derivacion

1°BACH-TI0 Caélculo de parametros para que una funcién sea derivable en un
EJERCICIO TIPO punto

k] Calcula el valor de los parimetros @ y # para que la funcion:
) ax’ six =l
flx) = !
- ~2x+ b six>]

sea derivable en x = 1

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los pardmetros para
que una funcion sea derivable en un punto

1°BACH- T10 Calculo de maximos, minimos relativos y monotonia de una
EJERCICIO TIPO funcién

kE] Calcula los mdximos v los minimos relativos v determina la

P g g § r,
monotonia dl._' |I.I. |I.|!H.' IO _}' =X |:-;l.'l.' ¥ ':}."l.'

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los maximos y
minimos relativos y monotonia de una funcion.
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1°BACH-T10
EJERCICIO TIPO

Célculo de puntos de inflexién y curvatura de una funcion

&l Calcula los puntos de inflexién v determina la curvatura de

la funcidn:

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los puntos de inflexion
y curvatura de una funcion

1°BACH-T10
EJERCICIO TIPO

Clasificacion de puntos singulares de una funcion

¥ Clasifica los puntos singulares de la funcion;

flx) = 3x" — 57

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los pardmetros para
que una funcion sea derivable en un punto

1°BACH-T10 Problema donde se han de usar las derivadas para calcular el
PROBLEMA TIPO maximo relativo de la funcién

BT Los beneficios anuales en millones de euros de una
empresa que fabrica pendrive vienen dades por el
prn":n en euros de la unidad de r.-l'::chl-. Cion, seein

:
la formula:
fla)=—x"+ 14x-13
;A qué precio se debe vender cada pendrive para
obtener el maximo beneficio?

Calcula también dicho beneficio mdximo.

Problema contextualizado donde hay que usar las derivadas para calcular el maximo
relativo de una funcion.

19 BACH- T11 Ejercicio donde se han de calcular los parametros para que la
funcion tenga un maximo/minimo/punto de inflexion en un
EJERCICIO TIPO punto

W Calcula el valor de los coeficientes a y & para que la funcién:
Jix) = =x7 + ax? & by

tenga un minime relativo en el punto P(1, - 4)

Ejercicio tipo donde se han de calcular los parametros para que una funcién cumpla una
determinada caracteristica..
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INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA Y SUS APLICACIONES EN
MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO DE CIENCIAS

1°BACH-T11

Representacion gréafica de funciones
EJERCICIO TIPO

[ 10] Representa grificamente la funcién:

-ltl |.

S

Ejercicio tipo donde hay que representar una funcién y ayudarse de las derivadas para
hacerlo.

1°BACH-T11 Problema donde ha de extraer informacion de f(x) mediante la
PROBLEMA TIPO grafica de f’(x)

L&l Sea una funcidn f{x) tal que la grafica de su derivada £ (x)
es la recta siguiente:

AV
‘_nl
iz
_I'.; Ilﬁ:
+ —f
Resuelve los siguientes apartados:
a) Estudia la monotonia.
b) Calcula la pendiente de la recta tangente parax = —2

¢) Razona si tiene un méximo o minimo relativo v halla su
abscisa.

d) Haz una aproximacién de una grifica de la funcién f{x)

Problema muy interesante donde ha de extraer informacion de f(x) mediante la grafica
de f'(x)
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1°BACH- T11 Problemas contextualizados donde hace falta usar las derivadas
PROBLEMA TIPO para resolverlos

{L8 Un movimicnto estd definido por la funcién: i Los beneficios de una empresa, en funcién del nimero de
el =2 =3it 4 3 piezas producidas, vienen dades por;
¥ Preme oy Blx) ==3x" + 28x7 — 84x? + 96x— 25
donde ¢ se mide en segundos, v ¢, en metros. 7 2x 4+ 20X : .
Caleula: donde x se mide en miles de piezas. Calcula el nimero de

- : " piezas que tiene que producir para que los beneficios sean
a) El espacio recorrido al cabo de 5 5 R
miximos.
b) La velocidad.

§ . I . . a e w10 . T
- g )
B Lavdlacidad al calio da5a Ll La u.m.mn.ul_un L|-|.Ij| 'n.l['l‘__.]'l de un r.||u1u.amxn|n puesto
[Ill,'lll.lllll' una myoeccion iniravenosa viendo d-l(lil |Tl]|':

d) La aceleracién.

.7 % r
¢) La aceleracion al cabo de 5 s Cin=4-- 3
1
1 La resistencia de una viga. en funcion del peso que sopaorta, donde ¢ es el nimero de horas que transcurren desde que
viene dada por £(x) = 35— x*, donde x se mide en toneladas se inyecta el medicamento en la sangre.
Caleula el peso maximo que soporta Calcula la velocidad de la concentracion.

Problemas contextualizado piden de forma implicita calcular derivadas, tasas de
variacion media, maximos, minimos, etc.

1°BACH-T11

Problemas de optimizacion
PROBLEMA TIPO

Ml Se quiere construir un recipiente en forma de prisma cua-
drangular tal que el volumen sea maximo. Si la superficie es

de 24 m°, ;qué dimensiones debe tener la caja?

e o

Problema contextualizado de optimizacion.
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2.2. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2° de Bachillerato

En el libro de 2° de Bachillerato analizado [6] los temas relacionados con las derivadas
se encuentran en el Bloque I11: Analisis. En este blogue todos los temas tienen algo que
ver con las derivadas. No obstante, nos centraremos en el T10: Calculo de derivadas y
T11: Aplicaciones de las derivadas, dejando de lado los limites.

En el T10: Calculo de las derivadas se repiten practicamente idénticos problemas /
gjercicios tipo que en 1° de Bachillerato. Llama la atencién que no haya ningln
problema contextualizado, aunque los ejercicios y problemas son mas complicados y
exigentes que en 1° de Bachillerato. Como novedad, aparecen algunos nuevos tipos de
ejercicios / problemas que necesitan de usar la regla de la cadena, o el célculo de
derivadas de funciones implicitas. Ademas, hay un problema muy interesante donde hay
que relacionar las graficas de funciones y sus derivadas.

En el T11 vuelven a aparecer los problemas de calculo de maximos y minimos relativos,
monotonia, puntos de inflexiébn y curvatura, y los problemas de optimizacion
contextualizados. Ademas, se afiaden los nuevos contenidos del teorema de rolle, del
valor medio y de célculo de limites mediante la regla de L’Hopital.

2°BACH-T10
EJERCICIO TIPO

Célculo Tasa Variacion Media

ahcula la tasa de variacion media de las siguientes funcio-
en el intervalo que se indica:
=2 —3xen [1, 2]
flx) = x* — 4 en [2, 3]

— _en (2,4

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular la tasa de variacion
media de una funcion en un intervalo

2°BACH -T10

Caélculo Derivada de una funcion en un punto
EJERCICIO TIPO

a definicion de derivada v calcula la derivada de las

pes hunciones en los valores que se indican:
Ben =2
xenx=5
+2enx=4

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular la tasa de derivada de
una funcién en un punto
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2°BACH-TI0 Caélculo de las ecuaciones de las rectas tangentes y normal a una
EJERCICIO TIPO funcién en un punto

Kl Aplica la definicion de derivada y calcula:
a) La derivada de fi)=x'—dxenx=1
b) La ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa
e
X = ]

Representa la grifica de f{x) y la recta tangente para x = 1

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular las ecuaciones de las
rectas normal y tangente a una funcién en un punto, ademas de la derivada en el punto y
representar graficamente la funcion

2° BACH-T10 Calculo de valores de funcién y funcién derivada a partir de la
PROBLEMA TIPO recta tangente / normal

= ) o i
B L recta tangente a la grifica de la funcién fix) en el punro
A2, 1) pasa por el punto B(6, —1). Caleula el valor de §2)

xi T 4]
i i A

Problema donde se pide calcular valores de funcién y funcion derivada a partir de la
recta tangente / normal

2° BACH-T10 Determinar la derivabilidad de funciones en funcién de su
EJERCICIO TIPO representacion gréafica

B Dadas las grificas de las funciones siguientes, analiza si di-
chas funciones son derivables en los puntos gue se indican

en cada caso:

a) fla) =|x+2|enx=-2
b} Flx) = = ]— enx =]
E x—1
AV A
\ 7
N, . |
\\ P |
N X Nt
- = - .
flx) =[x+ 2 il : \
. x—1 |

Ejercicio donde se pide determinar la derivabilidad de funciones en funcion de su
representacion gréafica
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2° BACH-T10
EJERCICIO TIPO

Calculo de funcion derivada aplicando las reglas de derivacion

16 R Ry 4L y = sec Sx Y y=log(5x+2)

11 B iy y=x EH y = cosec »”
. 3 . 3%
) y=senx " y = arc cos 3x° kR vy =— l
; X"+
] v=3° 29
LB i y=In -~ et <y y sen x
i _ 2 F 5o ) -
20| y=arcigx 2x—1 2x
WY 5 = 35x t y = 8 sen 5x g x4y’ =1
W y=rtg(x+1) 4] y=x"—cosx M —xy+y =4
2 e e o
¥k} y = - gl y=1In(x"-4) gl — v —=1
T (3x=1) ’ 4 9

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular las funciones
derivadas mediante usando las reglas de derivacién

2° BACH-T10 Célculo de parametros para que una funcion sea derivable en un
EJERCICIO TIPO punto

i Dada la funcién

determina el valor de £ para que la funcién sea derivable en
1
Xx=1

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los parametros para
que una funcion sea derivable en un punto

2° BACH-T10

Regla de la cadena para resolucion de problema
PROBLEMA TIPO

] Resuclve las siguientes cuestiones:
a) Enuncia la regla de la cadena para derivar fun-
clones compuestas,
b) Dada la funcion:
hlx) = ™1
calcula el valor de su derivada en x = 0, sabiendo
que:
£10) =0
F10) =1

Problema donde hay que aplicar la regla de la cadena para resolverlo
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2° BACH-T10 Problema de rectas tangentes / normales con condiciones de
PROBLEMA TIPO puntos 'y / o pendientes

considera la funcion:
B Ixlb ="+ m

Sende 72 > 0 es una constante.

& PJIJ l._.llJ..j \.".J_]_I:_.'l] [_I{' " h.d”\_'l l.':] 'lr;.{][:lr ';.:ll_' - [’ [‘1]
gue la recta tangente a la grafica de f1x) en el
punto (a, f{a)) pase por el origen de coordena-
das,

B Halla el valor de m para que la recta y = x sea
mangente a la grifica de fix)

Ejercicio tipo donde se han de calcular los parametros para que una funcién cumpla una
determinada caracteristica.

2° BACH-T10 . ,
Ejercicio tipo pero con respuesta tipo test
EJERCICIO TIPO

Halla la derivada de la funcién:

= e
Fl 26
¥ =s5cn xe
r; om K
y = —C08XEC
; R
].' = 8CN X €
’ cus X
y =—SEN XL

Ejercicio tipo como los vistos anterior / posterior — mente pero con respuesta tipo test

2° BACH-T10 , ) . .
Célculo de derivadas de funciones implicitas
EJERCICIO TIPO

Rkl Halla la derivada de la funcidn implicica sy = 4

Ejercicio de célculo de derivadas de funciones implicitas
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2°BACH-T10

. Asociacion de graficas de f(x) con f’(x)
CUESTION TIPO

B Asocia cada grifica de la funcion fTx) con su funcién derivada "(x)

Ay Ay Ay
1 2 ] 3 \ [ 4
{ flx) / \ [
/ i) ./ \ Illlf'i.r]
; S \ i
i S/ \ /
Al Vs
7 » . > T 1 »
/ \ /
.rr \ n"
'
/ \|/
.‘rl
/
A b ) A
1 d
i )
e
o o X X =T
o T N L >

Problema muy interesante donde hay que asociar las graficas de las funciones y sus
derivadas, de forma que el alumno ha de calcular mentalmente o graficamente la
derivada de las funciones

1°BACH-T10

Caélculo derivadas en problema contextualizado
PROBLEMA TIPO

ikl Una ]_mbl-.u_-i(':n de 400 bacterias de un culrivo se sabe que
varia segun la funcidn
L ¥ +x+]
fla) = 40 ——
- X+
donde x se mide en minutos. ;Qué velocidad de crecimien-

to instantdneo tendrd la poblacidn en # = 3 minutos?

Problema donde se pide calcular la derivada de una funcién dentro de un contexto sin
decir explicitamente que esto es lo que se busca

2° BACH- T11 Calculo de maximos, minimos relativos y monotonia de una
EJERCICIO TIPO funcién

EJ Calcula los maximos v los minimos relativos v determina la

monotonia de la siguiente funcion: y = Vx* + 4

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los maximos y
minimos relativos y monotonia de una funcion.
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2°BACH-T11
EJERCICIO TIPO

Célculo de puntos de inflexién y curvatura de una funcion

K Calcula los puntos de inflexién v determina la curvatura de

la funcién y = xe’

Ejercicio de aplicacion directa de la teoria donde se pide calcular los puntos de inflexion
y curvatura de una funcion

2° BACH-T11
PROBLEMA TIPO

¥4 Discute si es aplicable el teorema de Rolle a las siguientes

funciones en los intervalos que se dan:

Discutir si el teorema de rolle es aplicable

a) _,l".l:x:I = senn ¥ en [0, 27)
b) flx) = 1 + Vx"en [-1, 1]

g} Flx)=x—xen [0, 1]

El problema pregunta si es posible aplicar el teorema de rolle a unas funciones en un
intervalo para comprobar si el estudiante ha entendido el teorema

2° BACH-T11
PROBLEMA TIPO

LE] Discute si es aplicable el teorema del Valor Medio a las si-

& o~ P " P ]
guientes funciones en los intervalos [a, #] que se dan, y en

Discutir si el teorema del valor medio es aplicable

caso afirmativo calcula los valores de ¢ € (@, &) tales que:

. FlE) = Fla)

T | 0] = =———mtm—

4 |'ll'l =g

a) fla) =¥2=xen[-2,1] b) flx) = Vil en [0, 1]
TR | : : |

cl flxl=1+- ﬂ'r1||,.-"_ d.-_,lrl'.xl-_- - ‘_I.-'1‘|[]."‘|

X

El problema pregunta si es posible aplicar el teorema del valor medio a unas funciones
en un intervalo para comprobar si el estudiante ha entendido el teorema

20 BACH- T11 , o _ .
Célculo de limites mediante teorema de L’Hopital
EJERCICIO TIPO
los siguientes limires:
ek itd lim -\_!_-__: dd lim (cotg 2" k] lim x*
¥ et ] e ] -l
g it lim s "“"” % 44 lim ¥ L] lim (sen x)"
¥ e 1= 2%—e" 4 560 Jx PRI e 2 S wf
e xn x ikl lim - = - 2 ]er_l |— - —_ My lim ey
- 3= x° = \lnx x-1/ £ 43

El problema presenta unos limites que han de ser resueltos usando el teorema de
L’Hopital y por tanto, usando las derivadas.
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2°BACH-T11 ) oo . , .
Calculo de limites mediante teorema de L’Hopital
EJERCICIO TIPO
los siguientes limires:
ol ikd limn \'_\ 1 lim (corg x)"™" kE] lim x*
x we | ] v—+
- \_1_1- 1 15 | ][[}"l x —-:"_"3” x 21 | !lf}. i 24 ‘|i1:||'ll_ (sen x)*
E... i lig 12 g i (2 41 lim &
e x=+D i =+ \lnx x-1 Kb st

El problema presenta unos limites que han de ser resueltos usando el teorema de
L’Hopital y por tanto, usando las derivadas.

2°BACH-T11

Problemas de optimizacion
PROBLEMA TIPO

Caleula dos nikmeros cuya suma sea 100 y su producto sea 5] Calcula la aleura y el radio que debe tener un bote cilindri-
miximo. co cuya drea total, incluyendo las dos tapas, es de 150 em?,

para que su velumen sea maximao,
Caleula las dimensiones de un rectingulo cuyo perimetro
mida 64 m v su drea sea mdxima. &4 Dada la siguiente funcién:

Flx) = %°

Lalcula el drea del mayor tridngulo isdsceles inscrito en un encuentra el punto de ;u grifica que estd mis cerca del
wirculo de radio 4 cm punto A(0, 2)

Problemas donde el alumno ha de enunciar el problema de forma algebraica y resolver
mediante clculo de m&ximos relativos.
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Capitulo 3
Resultados

En los dos capitulos anteriores se han analizado tanto el desarrollo de las derivadas en el
curriculo oficial como los ejercicios y problemas tipo que se pueden encontrar en los
libros de texto. En este capitulo se presentan las ausencias, presencias, y, en definitiva,
la coherencia de los libros de texto en relacion con el curriculo.

3.1. Ausencias, presencias y coherencia entre el curriculo y los libros de
texto

Como ya se ha dicho con anterioridad, las derivadas se introducen al alumno en 1° de
Bachillerato. No obstante, desde 1° de la ESO se van presentando contenidos
relacionados con las derivadas poco a poco. En los dos primeros cursos sin mucho rigor,
principalmente como interpretaciones graficas: paralelismo, perpendicularidad,
crecimiento 'y decrecimiento, mé&ximos y minimos relativos, continuidad,
discontinuidad, etc. Estos conceptos son tremendamente Utiles, sobre todo cuando se
aborda la interpretacion geométrica de la derivada y la tasa de variacion media en 1° de
Bachillerato.

En 3° y 4° de la ESO se trabaja mucho con los nimeros y el algebra, y se sigue
profundizando en el andlisis de funciones, y descripcion cualitativa de graficas, cada vez
con mas rigor matematico, introduciendo progresivamente diferentes familias de
funciones, de forma que al llegar a 1° de Bachillerato los alumnos estan preparados para
empezar a trabajar con limites y derivadas.

Los contenidos realmente relacionados con las derivadas comienzan, al menos en todos
los libros de texto de 1° de Bachillerato que he tenido ocasion de consultar, en el tema
anterior a la unidad didactica de derivadas, centrado en limites y continuidad. Con
respecto a las derivadas, el curriculo pasa por alto algo que esta presente en
absolutamente todos los libros, que es la aplicacion de las derivadas de célculo de
maximos y minimos relativos, monotonia, puntos de inflexion y curvatura y
optimizacion, que si bien es cierto que podria estar incluido en el estandar de
aprendizaje evaluable (tremendamente general) de: “Calcula la derivada de una funcién
usando los métodos adecuados y la emplea para estudiar situaciones reales y resolver
problemas.”

Otro punto para comentar es que en el curriculo se pide especificamente como estandar
de aprendizaje evaluable que se deriven funciones que son composicién de funciones
elementales mediante la regla de la cadena, contenido que estd muy poco presente en los
libros de texto que he tenido ocasién de consultar.

Los estandares de aprendizaje evaluables sobre célculo de derivadas y determinacion
del valor de parametros para que se verifiquen las condiciones de continuidad y
derivabilidad de una funcién en un punto si que son tratados con intensidad en los libros
de texto.

También llama la atencion que las integrales no estan presentes en el curriculo de 1° de
bachillerato y sin embargo si en el libro de texto.
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En segundo de bachillerato si que aparece como contenido la aplicacion de las derivadas
al estudio de funciones y los problemas de optimizacion, cosa que se trata en los libros
de texto de 1°y 2° de bachillerato con gran énfasis.

A mi parecer los libros de texto de 2° de bachillerato son mucho mas ajustados a lo que
dice el curriculo, ya que probablemente el examen de acceso a la universidad esta
basado en el curriculo oficial, y, al ser 2° de bachillerato un curso muy orientado a la
realizacion de este examen, la necesidad de ajustarse al curriculo es ain mayor que en
otros cursos.

Como conclusién, se puede decir que los libros de texto estan adecuados al curriculo.
Principalmente porque para cumplir la ley, asi debe ser. No obstante, aunque todos los
contenidos y estandares de aprendizaje del curriculo estan presentes en los libros,
algunos contenidos son tratados de manera extremadamente fugaz (como la regla de la
cadena). Asimismo, contenidos que no estan presentes en el curriculo oficial si que se
han afiadido a los libros de texto (como el caso de las integrales en 1° de bachillerato).
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Parte II:

Analisis de un proceso de estudio de las derivadas
en 1° de Bachillerato nocturno
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En esta segunda parte del Trabajo Fin de Master se analiza un
proceso de estudio de las derivadas en 1° de Bachillerato nocturno,
y se divide en cuatro capitulos.

En el capitulo 4 se hace un andlisis del libro de texto de referencia
con respecto al contenido objeto de estudio. En el capitulo 5 se
indaga en las dificultades y errores previsibles en el aprendizaje de
la unidad didéactica. EI Capitulo 6 presenta el proceso de estudio, y
finalmente, en el capitulo 7 se documenta el proceso de
experimentacion.

Por ultimo, se presenta una sintesis del trabajo y las cuestiones
abiertas.
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Capitulo 4
Derivadas en el libro de texto de referencia

En los capitulos anteriores se ha analizado cdmo evolucionan el curriculo y los libros de
texto al respecto de las derivadas a lo largo de las etapas de la ESO y el Bachillerato. A
partir de este capitulo el estudio se centra en el curso y unidad didactica en el cual se
realiza el proceso educativo y en el libro de texto de referencia. En este capitulo se
analiza la unidad didactica de derivadas del libro de texto de referencia [5].

Para analizar tanto la unidad didactica del libro de texto como los objetos matematicos
involucrados se va a utilizar el enfoque onto-semiético, desarrollado por Godino y
colaboradores [8]

4.1. Objetos matematicos involucrados

En [8] se utiliza el enfoque onto-semiotico para describir los objetos matematicos
involucrados en una unidad didactica, siendo estos: lenguaje, conceptos, procedimiento,
situaciones, procedimientos y argumentos.

4.1.1 Lenguaje

Segun [8], el lenguaje se divide segun su naturaleza en lenguaje verbal, grafico o
simbdlico. La siguiente tabla muestra los contenidos de la unidad didactica que se
pueden catalogar de acuerdo con cada tipo de lenguaje.

Tipo de lenguaje | Contenido

Verbal Pendiente, recta, secante, media, tangente, derivada, funcion, tasa
de variacién media, punto, intervalo, cociente, variacién, variable
independiente, tasa de variacion instantanea, derivada en un punto,
funcion derivada, recta secante, continuidad, derivabilidad, valor
absoluto, reglas de derivacion, regla de la cadena, funciones con
pardmetros, funciones polindmicas, racionales, irracionales,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, producto, cociente,
suma, maximos y minimos relativos, intervalos, monotonia,
crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion, curvatura, puntos
criticos. Demostraciones.

Gréfico Interpretacion geométrica de la derivada y de la tasa de variacion
media, recta tangente y normal a la funcion en un punto. Recta
secante, pendiente de una recta, funciones polindmicas, racionales,
irracionales,  exponenciales, logaritmicas, trigonométricas,
producto, cociente, suma, maximos Yy minimos relativos,
intervalos, monotonia, crecimiento, decrecimiento, puntos de
inflexion, curvatura, puntos criticos.

Simbdélico Expresiones algebraicas como Tasa Variacion Media [a,b] = (f(b)-
f(a))/(b-a)

Limites: lim &= @
h—-0 h
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Funcidn derivada y derivadas sucesivas f ’(x), f*” (x) ... f"" (X)

Numeros reales, intervalos de la recta real abiertos (a,b), cerrados
[a,b] y semiabiertos (a,b], [a,b).

Simbolos generales: R, -0, +oo, etc.

4.1.2 Conceptos

Los conceptos se pueden catalogar en previos y emergentes, siendo los primeros los que
los estudiantes ya deberian de haber adquirido al comenzar la unidad didactica y los
emergentes los que son nuevos y se estudiaran a lo largo de esta.

Tipo de concepto | Contenido

Previos Pendiente, recta, secante, media, tangente, funcidn, tasa de
variacion media, punto, intervalo, cociente, variacion, variable
independiente, recta secante, continuidad, valor absoluto,
funciones con parametros, funciones polindmicas, racionales,
irracionales,  exponenciales, logaritmicas, trigonométricas,
producto, cociente, suma, maximos Yy minimos relativos,
intervalos, monotonia, crecimiento, decrecimiento, puntos de
inflexion, curvatura, puntos criticos. Demostraciones.

Emergente Funcion derivada y derivada en un punto. tasa de variacion
instantanea, céalculo de las ecuaciones de la recta secante y normal
a una funcion en un punto mediante la derivada en el punto.
Estudio de la derivabilidad en funciones con parametros. Reglas de
derivacion, regla de la cadena, Calculo de méximos y minimos
relativos, intervalos, monotonia, crecimiento, decrecimiento,
puntos de inflexion, curvatura, puntos criticos usando la derivada.

4.1.3 Procedimientos
Los procedimientos que se estudian en la unidad didactica son:
- Célculo de:

- tasa de variacion media.

- derivada de la funcién en un punto y funcion derivada mediante limites, tabla
de derivadas y regla de la cadena

- ecuaciones de las rectas normal y tangente a la funcion en un punto.

- maximos y minimos relativos, monotonia, puntos de inflexién, curvatura y
puntos criticos como aplicacion de la derivada.

- Estudio de:
- Derivabilidad de funciones con parametros
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4.1.4 Situaciones

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide calcular la tasa de variacion
media en un intervalo

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide aplicar la definicion de
derivada y calcular la derivada en un punto

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide aplicar la definicion de
derivada y calcular la funcién derivada

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide aplicar la definicion de
derivada y calcular la recta normal a la funcion en un punto

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide aplicar la definicion de
derivada y calcular la recta tangente a la funcion en un punto

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide representar una funcion y/o la
recta tangente a un punto y/o la recta normal a un punto y/o la funcion derivada.

Problemas contextualizados donde se ha de usar la definicién de derivada para llegar a
la solucién.

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde hay que determinar si una funcion es
derivable grafica o analiticamente.

Ejercicios en los que hay que calcular la funcion derivada aplicando las reglas de
derivacion.

Ejercicios / Problemas descontextualizados donde se pide calcular los maximos y
minimos relativos y/o monotonia y/o puntos de inflexion y/o curvatura y/o puntos
criticos de una funcion.

4.1.5 Propiedades y definiciones

La tasa de variacion media de la funcion y=f(x) en el intervalo [a,b] es el cociente entre
la variacion de la funcion f(x) y la variacion de la variable independiente, X, en el
intervalo.

La derivada de una funcién y=f(x) en x=a es el limite de las tasas de variacion media en
el intervalo [a,a+h] cuando h tiende a cero.

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a la curva en
ese punto.

La funcion derivada de una funcion f(x) es la que asocia a cada valor de la variable x el
valor de la derivada en ese punto.

La derivada de una suma es igual a la suma de derivadas

La derivada de un producto es igual a la derivada del primer factor por el segundo sin
derivar, mas el primer factor por la derivada del segundo.

La derivada de un cociente es igual a la derivada del numerador por el denominador sin
derivar, menos el numerador por la derivada del denominador y partido por el
denominador al cuadrado.

Un méaximo relativo de una funcién es un punto en el que la funcién es mayor que en
los puntos que estan muy cercanos
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Un minimo relativo de una funcién es un punto en el que la funcion es menor que en los
puntos que estan muy cercanos.

Un punto de inflexion de una funcidon es un punto en el que la funcién cambia de
convexa a concava o viceversa.

Un punto critico o singular es un punto en el que la primera derivada se anula.

4.2. Analisis global de la unidad didactica

En esta seccidn se presenta un analisis de la unidad didactica que se utiliza en el proceso
de estudio del libro de referencia [5].

4.2.1. Descripcion de la estructura y contenido del libro de texto

La unidad didactica esta presente dentro del Bloque I11: Tema 10. Célculo de derivadas,
y estd dividida en 5 secciones. Se puede consultar en su totalidad al final de este
documento en el Anexo A. La estructura del tema sigue el siguiente esquema:

0.1 Introduccion

0.2 Esquema de la unidad didéactica

1. La derivada
1.1 Tasa de variacion media e interpretacion geométrica
1.2 Derivada de una funcién en un punto

1.3 Interpretacion geométrica de la derivada y rectas normal
y tangentes a una funcién en un punto

2. La funcion derivada
2.1 Continuidad y derivabilidad
2.2 Funcion derivada
3. Reglas de derivacion
3.1 Tabla de derivadas
3.2 Regla de la cadena
3.3 Estudio de la derivabilidad en funciones con parametros
4. Maximos, minimos relativos y monotonia
4.1 Maximos y minimos relativos
4.2 Monotonia
5. Puntos de inflexion y curvatura
5.1 Puntos de inflexion
5.2 Curvatura
5.3 Puntos criticos o singulares
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6. Profundizacion: Demostraciones

7. Ejercicios y problemas resueltos

8. Ejercicios y problemas propuestos

9. Célculo de derivadas mediante software.

El capitulo comienza con una pequefia introduccion donde se da visibilidad a lo que se
va a ver en el tema y a las aplicaciones de las derivadas. Junto a esta introduccion se
presenta un esquema de la unidad didactica que ayuda a los alumnos tener una vision
global de la misma.

Organiza tus ideas

> L Akculs

243 do smriitn B, P resoler problarman sabee:
st
meta tangente ¢ narmal
IIIII e miikieg y mirima mistvas
menatonia
o Bunlos g Intiasiin

crocimiant ceromum
Pusttos writloss o singulares

En muctss ccosiones 18 1ecizen ciiculos de valorss madias; por ejempio, o valock
dad madia ha sida de 110 km/h, & consume medio de Sgua ha seo de 501/dia, ef
Los cicuios de volres Medios 50N Imporantes, per on aigunos problemas es mu-
chi meés imporonts o volor indanitnes de una magnild: pereEmpds, o velocidod
QUE U cocha kava an un daterminods instonts durante una competicion. Parg ress-
wer aste problema e Necesoris 8 concaple e YerIacon INSantinea de una mogne
i an funcidn oo o, que os el concepio de darvoda, Ademas de ld velocidad, s

dervada fiens una inleprelacidn geomeNico que 55 bosa &0 |0 mEma iden: o
cdlculo de una recta fangente o ura curva en un punks
En esta unidod se define &l conceplo de dervaca de una funcién en un punto a par:

tir ol o bexs i warkaciGn mecko en un infervalo y se esfudio su inlerpreto cisn geomid-
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A continuacién, le siguen las 5 secciones donde se desarrolla el contenido matematico.
Todas las secciones siguen el mismo esquema. Primero, una seccion llamada “piensa y
calcula” donde se hace una pregunta relacionada con el contenido matematico que se va
a trabajar a continuacion y se pide al alumno que responda a unas cuestiones usando sus
conocimientos previos e intuicion. Después se presenta el contenido matematico,
ilustrado con ejemplos resueltos al final de cada explicacion. Por dltimo, se aportan
unos ejercicios que cubren todo el contenido matematico explicado con un nivel de
dificultad bésico.

49



INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA Y SUS APLICACIONES EN
MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO DE CIENCIAS

La funcion derivada
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Continuidad y derivabilidad

Funcion derivada
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variable x ol vatar de |a derivada en ese p ey

Después de presentar todos los contenidos se profundiza en la unidad didactica con
demostraciones de parte de los contenidos vistos, y, finalmente, se presentan varios
ejercicios y problemas resueltos.

Profundizacion: demostraciones

Derivada de la suma de dos funciones

La chevivada de una sama ex [ suma de kas dervadas
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b
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Eiercicios v problemas resueltos

Ejercicios de derivadas )
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A continuacién, se presenta una seleccion de ejercicios y problemas propuestos,
catalogados como basicos y para ampliar o profundizar para que los estudiantes pongan

en practica lo aprendido.

| La derivada
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| Reglas de derivacion
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Por ultimo, una seccién que relaciona el contenido matematico con las TICs explica
coémo usar el software que acomparia el libro de texto en un CD-ROM para calcular
funciones derivadas y graficarlas usando un PC.

10. Calculo de derivadas
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4.2.2. Reflexion sobre la estructura y contenido del libro de texto

Considero que tanto la estructura como el orden de los contenidos son correctos, aunque
mejorables. Las 5 partes estan bien diferenciadas, aunque es cierto que se pueden dividir
en 3 grandes secciones.

Las primeras dos secciones, 1. La derivada y 2. La funcion derivada son muy
conceptuales, ya que se centran tanto en la definicion analitica de la derivada y la tasa
de variacion media como en sus interpretaciones geomeétricas, las rectas tangentes y
normales a la curva en un punto y los criterios de derivabilidad. Estas secciones son la
base conceptual de la unidad didactica, y utilizan contenidos tan vitales como el calculo
de limites o la interpretacion de gréaficas de funciones.

52



Fermin Esparza Alfaro

Empezar por la tasa de variacion media y su interpretacion geométrica introduce
magnificamente a la derivada en un punto, ya que se explica como el limite de la tasa de
variacion media cuando el intervalo tiende a cero. Junto con la derivada en un punto se
introducen las formulas de las rectas tangente y normal a un punto.

A continuacion, se explican los criterios de derivabilidad, seguidos de la definicidn
formal de funcién derivada, aunque considero que es mejor explicar la funcion derivada
antes de la derivada en un punto, como se desarrolla méas adelante.

Una vez vista la base teorica y relativamente abstracta, se abordan las reglas de
derivacion mediante una tabla de derivadas poco interrelacionada, seguida de una
explicacion muy poco didactica de la regla de la cadena y un caso préctico de estudio de
derivabilidad en funciones con parametros. Esta segunda parte estd centrada en el
analisis y la operatividad, dejando de lado todo concepto o contexto real. EI alumno
aprende a calcular la funcion derivada de forma mecénica.

Finalmente, la tercera parte esta centrada en algunas aplicaciones de las derivadas, como
son el célculo de maximos y minimos relativos, monotonia, puntos de inflexion,
curvatura y puntos criticos, dando una receta en forma de tabla de cémo resolver
ejercicios.

Esta tabla de receta podria ser mucho més clara, y, como se comenta mas adelante, creo
que se deberian de tratar los puntos criticos de forma integrada y no al final de la
seccion. También seria mejorable si se mostraran gréficas de la funcion y sus tres
primeras derivadas para ejemplificar el porqué de las definiciones y propiedades que se
enuncian, ya que tal como esta planteada esta seccion en la unidad didactica no hay
nada que entender, solo que aplicar las reglas que se aprenden.

Finalmente, la teoria de la unidad didactica termina con la seccién de demostraciones,
donde se demuestran algunas de las operaciones con derivadas y las formulas de las
derivadas de la exponencial y del seno. Aungue esto esta bien, me gustaria que también
hubiera demostraciones de como se pueden obtener la mayoria de las formulas de la
tabla a partir de unas pocas.

Una vez terminada la teoria, se encuentran los ejercicios y problemas resueltos, que, aun
siendo muy sencillos, cubren practicamente todo lo visto en la unidad didactica.

Al final de la unidad didactica se presentan ejercicios y problemas tanto para resolver a
mano como a ordenador. Los ejercicios para ordenador, como se comenta mas adelante,
son del todo indtiles. Sin embargo, la coleccion de problemas que se suministra para
que los estudiantes practiquen lo aprendido es extensa, aunque echo en falta la presencia
de problemas y ejercicios mas contextualizados, algo facil de hacer en una unidad
didactica de derivadas.

A continuacion, se desarrollan algunos de los puntos comentados en esta seccion.

4.2.2.1 De lo particular a lo general.

El libro aborda ciertos contenidos pasando de lo particular a lo general, cuando yo creo
que resulta mas claro y didactico el ir de lo general a lo particular.

Dos ejemplos de esto son el explicar la derivada en un punto antes que la funcién
derivada, y también el no abordar como catalogar los puntos criticos hasta el final del
tema.
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En el primer caso, los alumnos que no manejan la teoria de funciones con soltura
pueden tener ciertas dificultades para entender la diferencia entre ambos contenidos. En
el segundo caso, les surge la duda de como catalogar estos puntos criticos al comienzo
de la seccion, y cuando se les da la solucion se encuentra fuera de contexto.

4.2.2.2 Ausencia del concepto de derivada lateral

Cuando se habla de derivabilidad, no se habla de derivadas laterales. Solo se les da la
idea intuitiva de que la funcion no puede tener picos. Bien es cierto que esta intuicion es
util, pero poco mas costaria el introducir la definicion formal de las derivadas laterales
de forma que puedan trabajar con funciones analiticamente y entender mejor el
concepto.

4.2.2.4 Tabla de derivadas inconexa.

La mayor parte de las formulas que se presentan en la tabla de derivadas se pueden
extraer de otras, de forma que los estudiantes no tienen por qué memorizar tantas
férmulas. Echo de menos una seccion donde se explicite esto.

4.2.2.4 Laregla de la cadena

La regla de la cadena pasa totalmente desapercibida. Apenas se le dedica un parrafo y
un ejemplo, cuando es la base para poder derivar funcién compuestas.

4.2.2.5 Ausencia de problemas contextualizados

Deberia haber méas problemas contextualizados que den utilidad real a las derivadas. Es
facil generar problemas con texto donde se les dé contexto a las funciones que se
plantean y se haga pensar a los alumnos mas alla de la aplicacion de una receta.

4.2.2.6 TIC poco utiles

El libro utiliza un software que acomparia al libro en un CD-ROM. Sin embargo, seria
mucho mas conveniente para el alumno que se explicara como realizar esto mismo con
aplicaciones mucho mas extendidas y gratuitas como OCTAVE o GEOGEBRA, o
plataformas web como MATHEMATICA de forma que estos conocimientos tengan una
aplicacion real a lo largo de su vida estudiantil o profesional.

4.2.3. Comparacion con matematicas orientadas a las ciencias sociales

Comparando la unidad didactica del texto de referencia [5] con el que se utiliza en el
centro para las matematicas orientadas a las ciencias sociales [9] se comprueba que
ambas unidades didacticas son exactamente iguales (palabra a palabra) salvo la seccién
del libro de referencia 3.3: Estudio de la derivabilidad de funciones con parametros,
que en el texto orientado a las ciencias sociales es sustituido por las secciones 3.3:
Aplicacion de las reglas de derivacion y 3.4: Derivadas sucesivas.

Esto con toda probabilidad es debido a los estandares de aprendizaje evaluables del
curriculo [2], donde en el caso de las Matematicas de 1° de Bachillerato existe un
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estandar de aprendizaje evaluable que dice: “Determina el valor de pardmetros para que
se verifiquen las condiciones de continuidad y derivabilidad de una funcién en un
punto”. (G3. Analisis), mientras que en el caso del curriculo de las matematicas
aplicadas a las ciencias sociales no esta presente.
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Capitulo 5

Dificultades y errores previsibles en el aprendizaje de la unidad
didactica

Este capitulo presenta las dificultades y errores previsibles en el aprendizaje de la
unidad didactica. Entendemos la dificultad como una situacion, circunstancia u
obstaculo dificil de resolver o superar, y, error, como un fallo que se comete aun
teniendo los conocimientos y medios para no cometerlo.

5.1. Dificultades

Las derivadas se introducen por primera vez al alumno en esta unidad didactica, y, por
lo tanto, hay dos tipos de dificultades, las asociadas al contenido previo y las asociadas
al nuevo contenido.

En el terreno de las dificultades asociadas al contenido previo, hay que tener en cuenta
que el nuevo necesita de practicamente todo lo visto anteriormente en referencia a los
blogues de funciones, anélisis, nimeros y algebra. No solo para la parte operativa, sino
también para la parte conceptual.

Dentro de las dificultades operativas esta todo lo relacionado con numeros y algebra de
funciones. Una base no asentada en este respecto puede crear muchas dificultades para
aprender el nuevo contenido. Ademas, los contenidos relacionados con limites y
continuidad han sido aprendidos (tipicamente) en la unidad didactica anterior, por lo
gue, aunque estan “frescos” puede que los alumnos ain no los hayan asimilado.

En cuanto a las dificultades conceptuales, estd claro que, sin una buena base de
representacion e interpretacion de funciones, el adquirir los nuevos contenidos puede
resultar complicado.

Al respecto del nuevo contenido, siguiendo la misma linea que con el contenido previo,
podemos dividirlo en dificultades operativas y conceptuales. Las dificultades operativas
mas importantes pueden ser:

- Manipulacion de expresiones algebraicas de la definicion de Tasa Variacion
Media, derivada y rectas normal y tangente a un punto.

- Célculo de la funcion derivada mediante limites
- Calculo de las funciones derivadas mediante las reglas de derivacion
- Memorizar reglas de derivacion
- Identificar que regla de derivacion hay que aplicar a cada funcion
- Aplicar reglas de derivacion correctamente
- Aplicar regla de la cadena a funciones compuestas.
- Aplicar procedimiento para estudio derivabilidad en funciones con parametros

- Memorizar procedimiento para estudio de méaximos / minimos relativos,
monotonia, puntos de inflexion y curvatura.
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En resumen, la parte operativa necesita de memorizar, saber aplicar formulas y
procedimientos, y aplicar todo lo aprendido con anterioridad para no cometer errores en
las manipulaciones algebraicas de funciones y calculos numeéricos.

Relativo a los contenidos conceptuales, las dificultades mas importantes que puede
afrontar el alumno son:

- Entender las interpretaciones geométricas y conceptuales de la tasa de variacion
media y la derivada

- Entender porque la derivada en un punto es el limite cuando el intervalo tiene a
cero de la tasa de variacion media

- Entender porque la derivada se llama también tasa de variacion instantanea

- Entender los criterios de derivabilidad y saber analizar la derivabilidad tanto a
funciones analiticas con parametros como a funciones representadas
graficamente

- Entender el procedimiento para estudio de maximos / minimos relativos,
monotonia, puntos de inflexion y curvatura y el porque de las reglas asociadas a
este procedimiento.

5.2. Errores y su posible origen

Al igual que con las dificultades, hay errores que pueden cometerse debido a la no
correcta asimilacion de los contenidos anteriores y también errores asociados al nuevo
contenido.

Si la base de manipulacion de funciones, calculo numérico, calculo de raices, y demas
conocimientos previos no es adecuada, se podran dar numerosos errores operativos, ya
gue los nuevos contenidos necesitan de los anteriores. Ademas, si no se afianza la base
conceptual de los nuevos contenidos, los alumnos dificilmente seran capaces de resolver
problemas contextualizados.

Ademas de estos errores que tienen como base el mal aprendizaje o consolidacion de los
contenidos, también se pueden dar errores puntuales aun cuando la materia se domina
en profundidad. Debido a una distraccion, o a un error de escritura, una formula puede
ser recordada/escrita/aplicada erroneamente, y un procedimiento bien aprendido puede
ser alterado en una prueba escrita debido a una confusion momentanea. No obstante,
una correcta asimilacion de los contenidos conceptuales y un procedimiento sistematico
siempre ayudara a prevenir este tipo de errores.
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Capitulo 6
El proceso de estudio

En este capitulo se presenta la planificacion que se llevd a cabo para el proceso de
estudio, que se ha llevado a cabo en el IES Navarro Villoslada con alumnos de 1° de
bachillerato nocturno entre el 4 de abril y el 10 de mayo de 2019 enmarcado en la
asignatura de Practicum Il del MUPES de la UPNA.

Junto con la tutora del Practicum Il se pactd una planificacion inicial del proceso de
estudio de 10 dias de la siguiente manera:

Duracion Contenido

2 dias Tasa Variacion Media, derivada en un punto e
interpretaciones geométricas. Continuidad y
derivabilidad.

Funcion derivada

3 dias Célculo de funcioén derivada

3 dias Méaximos y minimos relativos y monotonia

Puntos de inflexién, curvatura y puntos criticos

2 dias Margen de maniobra para imprevistos e
intensificacién de ejercicios

Finalmente, se ajustd a la duracion pactada de 10 sesiones afiadiendo una sesion extra
para la realizacion de la prueba escrita.

6.1. Distribucién del tiempo de la clase

En el Bachillerato nocturno de Navarro Villoslada las sesiones tienen una duracion de
45 minutos y una periodicidad de 4 dias por semana. En esta seccidon se presenta la
distribucion del tiempo tal como se distribuy0 durante las sesiones de trabajo.

Sesion #01 04/04/19
Contenido Duracion | Comentarios
Introduccion 2’ Se les pregunta a los alumnos si saben algo al

respecto de las derivadas o la tasa de variacién
media. Se les explica por encima que se va a
estudiar en esta unidad didactica y para qué

sirve.
Introduccion de conceptos: | 5’ Se utiliza el ejemplo de un viaje en coche para
Ejemplo Viaje el coche introducir los conceptos de tasa de variacion

media y derivada en un punto como velocidad
media e instantdnea. Se dibuja la funcion
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espacio / tiempo en la pizarra para desarrollar
la idea.

Tasa de variacion media 13 Se introduce la definicion analitica de tasa de
variacibon media 'y su interpretacion
geomeétrica.

Ejercicios Tasa Variacion | 10’ Se realizan los siguientes ejercicios del libro

Media de texto en la pizarra resolviendo las dudas de
los alumnos:
pp. 236 €j. 1; pp. 237 ¢j. 13, 1c y 1d

Definicion de derivada 15 Se introduce la funcion derivada y la derivada
en un punto tanto analiticamente como
geométricamente como el limite de la Tasa
Variacion Media cuando el tamafio del
intervalo tiende a 0.

Sesién #02 05/04/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso de funciones 10° Dadas las dificultades que se vieron en la clase
anterior para trabajar con funciones se hace
una introduccioén repasando los conceptos mas
importantes de las funciones.

Repaso clase anterior 10’ Se repasan todos los contenidos vistos en la
clase anterior

Rectas normal y tangente 5’ Se introducen las férmulas de las rectas
normal y tangente

Ejercicios 20’ Se realizan los siguientes ejercicios del libro
de texto en la pizarra resolviendo las dudas de
los alumnos:
pp. 237 €j. 2a, 2d, 3,4y 5.

TAREA - pp. 237 ej. 4,5y 6.
pp. 250 ej. 42 y 43.

Sesién #03 08/04/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso clases anteriores 10’ Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores

Tabla de derivadas 35’ Se presentan las reglas de derivacion mediante

tablas de derivadas para  funciones
polinémicas, racionales e irracionales y las
operaciones haciendo ejemplos de cada tipo de
funcién y relacionandolos todos con y=u" que
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es el caso general.

Sesion #04 10/04/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso clases anteriores 10’ Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores.

Repaso tabla de derivadas | 15’ Se repasan las reglas de derivacion vistas en la
clase anterior poniendo énfasis en las
operaciones

Ejercicios 20’ Se hacen los ejercicios:
pp. 241. ej. 11, 12, 13, 14 y 15.

Sesion #05 11/04/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso clases anteriores 10° Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores.

Tabla de derivadas 15 Se presentan las reglas de derivacion mediante
tablas de derivadas para  funciones
exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

Ejercicios 20’ Se hacen los ejercicios:
pp. 241. ¢j. 16, 17, 18, 19 y 20.

Tarea - Ejercicios:
pp. 250 ej. 46 - 61

Sesion #06 12/04/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso clases anteriores 10’ Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores.

Resolucion de dudas 10° Se presentan las reglas de derivacion mediante
tablas de derivadas para  funciones
exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

Ejercicios 25’ Ejercicios:
pp. 250 ej. 46 - 61

TAREA - Se entrega la ficha de ejercicios con ejercicios
del tema para que vayan solucionandolos

Sesion #07 15/04/19
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Contenido Duracion | Comentarios

Repaso clases anteriores 10° Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores.

La regla de la cadena 5 Se explica la regla de la cadena y se hace un
gjercicio.

Derivabilidad 5 Se explica como hacer ejercicios de estudio de
derivabilidad a la vez que se hace un ejercicio

Méximos 'y  minimos | 25 Se presentan los contenidos de maximos y

relativos y monotonia. minimos relativos y monotonia mientras se
resuelve un ejercicio.

TAREA - Ejercicios:
pp. 243 ej. 23-30

Sesion #08 02/05/19

NOTA - En la sesion #7 solo hubo dos alumnos asi que
en esta clase se repite lo visto en la sesion
anterior

Repaso clases anteriores 10’ Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores.

La regla de la cadena 5 Se explica la regla de la cadena y se hace un
ejercicio.

Derivabilidad 5 Se explica como hacer ejercicios de estudio de
derivabilidad a la vez que se hace un ejercicio

Méaximos 'y  minimos | 25’ Se presentan los contenidos de maximos y

relativos y monotonia. minimos relativos y monotonia mientras se
resuelve un ejercicio.

TAREA - Ejercicios:
pp. 243 ej. 23-30

Sesion #09 03/05/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso clases anteriores 10° Se repasan todos los contenidos vistos en las
clases anteriores.

Puntos  de inflexion, | 25’ Se presentan los contenidos de maximos y

curvatura y puntos criticos. minimos relativos y monotonia a la vez que se
hace un ejercicio.

Ejercicio 10° Se hace el ejercicio

Hoja ejercicios: ej. 12c.
pp.243 ej 27.
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Sesion #10 06/04/19

Contenido Duracion | Comentarios

Repaso del tema entero 20’ Se hace un repaso del tema entero

Ejercicios 25’ Se hacen ejercicios variados del tema donde
los alumnos dicen tener dificultades.

Sesion #11 10/04/19
Contenido Duracion | Comentarios
Examen 60’ Prueba de evaluacién del T10.

6.2. Actividades adicionales planificadas

Como actividad adicional complementaria se les prepara una hoja de ejercicios con 12
ejercicios variados e interesantes que no forman parte del libro de texto que se trabaja
en el aula. La entrega de los ejercicios resueltos se tiene en cuenta para la nota final de
la asignatura. Ademas, se les entrega una copia de los ejercicios resueltos una semana
antes del examen para que tengan ocasién de repasar con estos ejercicios resueltos la
materia.

En las paginas siguientes se presentan tanto las hojas de ejercicios. La solucién de los
ejercicios se les entrega una semana antes del examen y se puede encontrar al final de
este trabajo, en el Anexo C.

6.3. La tarea: actividad autonoma de los alumnos prevista

Al final de las sesiones se propone a los alumnos que, fuera del horario de la asignatura,
realicen ejercicios basicos que hay en el libro al final de cada seccion. Algunos de estos
gjercicios se han especificado en la seccion 6.1 al final de cada sesion. Estos son los
ejercicios 1-38 de las paginas 236 a 245, que se van haciendo en clase y forman la base
del aprendizaje. Lamentablemente, la mayor parte de los alumnos no realiza las tareas.

Ademas, se les hace entrega de una hoja de ejercicios variados e interesantes que se han
visto en la seccion anterior, y que también se espera de ellos que los hagan en horario
fuera de clase.

Finalmente, también se les propone el que hagan ejercicios de cada bloque de los
ejercicios y problemas propuestos del final del tema para practicar y profundizar. Pp.
250 — 253 ej. 39-134.
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MNAV,

ARRO VILLOSLADA

MATEMATICAS 1° BACHILLERATO

Fecha: 12/10/2019

Ejercicios Tema 10

Nombre y Apellidos:

[0 ciencias
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1. El abecedario del infierno... Calcula las siguientes derivadas:

a. y=x3-5x2+6
2x
b. y= X—5x
x%-1
¢ y= x+1
1-x
d y=-73
x—1
€. y= hl;:;
f. y=5x3+3Vx+1
1
9 Y=z
2
h. y=(x—v1-x?)
i' y — eCOS.X
jooy=+/2x2 + (x2 —1)2
x%—x
kK. y= ~
| _ 2x245x-3
Y= 5x2
x3
m. y =:J§
n. y=esenx
e*+2
0. y=1In (ex—z)
p. y=5vx—1
q. y = logsx
r. y=arctg (i—i)
s y=2
t y=e 35 4 [y 4 —7x 420
— x—1 cosx
u y=In a7t 2
V. y=a*"3*5_9sen2x — 5

w. y = 3arctgyx — 3cosx + x 3

X. y = 5Invsenx

y. y= %; — cos(e®) +

z. y=lIn

x—1
+ —
Vx+1
1
x+2

(1—cosx)
1+cosx

2. Una empresa ha comprobado que la demanda de articulos de un producto, en
funcion del precio, viene dada por la expresion d(x) = 700 — 3x?

Calcula:




10.

11.
12.

Fermin Esparza Alfaro

a. Lavariacion de la demanda si el precio pasa de 5 a 10 euros por unidad,
¢es positiva o negativa?

b. La variacion media correspondiente a los intervalos [5,10], [5,7], [5,5.1]
y [5,5.01]

c. Lavariacion instantdnea en x=5

Calcula la derivada de y = 1/x utilizando la definicién de derivada

Se sabe que la funcion f(x) es derivable en el intervalo (0,5) y verifica f(0) =
f(5). ¢Cuanto valen a, b y c?
ax+bx? 0<x<2

f(x):{c+\/x—1 2<x<5

Siendo f(x) = (x+1)? y g(x) = 3x, calcula la derivada de la funcién compuesta

9(f(x))

Dada la funcion f(x) = ax? + bx + ¢, determina los coeficientes a, b y ¢ sabiendo
que la gréfica de f(x) pasa por los puntos (1,0) y (3,2) y que la recta tangente a la
curva y=f(x) en x=1 tiene pendiente igual a -1.
Dada la funcion f(x)
a. Determina ay b de modo que sea continua
b. Para los valores que se obtengan, estudia la derivabilidad
x2 x<0
f(x) ={a+ bx 0<x<1
3 1<x

Se considera la curva cuya ecuacion es f(x) = kx® + 6x? -kx — 18
a. ¢Cuanto debe valer k si las tangentes en los puntos A(1,f(1)) y B(-2,f(-
2)) son paralelas?
b. Determina las ecuaciones de ambas tangentes.

Responde a las siguientes cuestiones:
a. Derivay = In (Se"x) + e?*

cosx

1

Tz e x=1

b. Halla la ecuacion de la recta tangente a y =

mx?+1

Calcula el valor de m para que la derivada de f(x) = en x=1/2 valga 1.

2x+m
Calcula las tangentes a la curva dada por f(x) = x3-2x, paralelas a la recta y=x.
Calcula los maximos y minimos relativos, monotonia, puntos de inflexion y
curvatura de las siguientes funciones:
y=x2—4x+5
y=x>+3
y=x3-27x+ 10
y=x2—4x>+5x—6

X
y =

x2—4

® oo T
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Capitulo 7
Experimentacion

En este capitulo se presenta la experimentacion llevada a cabo y sus conclusiones.

7.1. Muestra y disefio de la experimentacion

La experimentacion se lleva a cabo enmarcada en la asignatura de Practicum 11 del
MUPES de la UPNA en una clase de 1° de bachillerato nocturno del IES Navarro
Villoslada nocturno.

Todos los alumnos de clase son mayores de edad, y la mayor parte trabaja al mismo
tiempo que estudia. Quizas por estar en el Bachillerato nocturno, se aprecia que la
mayor parte (si no todos) tienen problemas de una base matematica no consolidada y
falta de habito de estudio y trabajo en casa. No obstante, su actitud en clase es positiva y
proactiva.

Aunque hay 25 alumnos matriculados en la clase, tan solo 10 acuden regularmente a
clase, y solo 7 se presentan al examen.

La experimentacion se realiza para evaluar la unidad didactica de Derivadas, a la cual se
han dedicado 10 sesiones completas de 45 minutos. Para la realizacion de la prueba
escrita se ha dispuesto de una hora, usando ademas de la clase los 15 minutos del recreo.

7.2. El cuestionario y comportamientos esperados

El cuestionario se ha realizado con el fin de evaluar el conocimiento de los alumnos de
la unidad didactica. Para ello se han tenido en cuenta el libro de texto, curriculo [2], la
vision como docente del autor y la experiencia docente previa de los profesores del
departamento. Aunque hubiera sido més interesante el realizar una prueba con ejercicios
contextualizados la experiencia previa con los estudiantes desaconsejaba el tomar este
camino dada su dificultad para enfrentarse a este tipo de problemas.

CURRICULO MATEMATICAS 1° BACHILLERATO [2]
Relacionado con la unidad didactica de derivadas

CONTENIDOS CRITERIOS EV. ESTANDARES AP. EV.
Derivada de una funcion | Aplicar el concepto de Calcula la derivada de una
en un punto. derivada de una funcion funcién usando los métodos

Interpretacion
geométrica de la
derivada de la funcién en
un punto.

Recta tangente y normal.
Funcion derivada.
Calculo de derivadas.
Regla de la cadena.

en un punto, su

interpretacion geométrica
y el célculo de derivadas
al estudio de fenémenos

naturales, sociales o

tecnoldgicos y a la
resolucion de problemas

geométricos.

adecuados y la emplea para
estudiar situaciones reales y
resolver problemas.

Deriva funciones que son
composicion de varias
funciones elementales mediante
la regla de la cadena.

Determina el valor de
pardmetros para que se
verifiquen las condiciones de
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continuidad y derivabilidad de
una funcién en un punto.

EIEBL MATEMATICAS 1° BACHILLERATO

NAVARRO VILLOSLADA

Fecha: 10/05/2019

Examen Tema 10

Nombre y Apellidos:
[0 ciencias

1)  La siguiente gréafica representa la funcion f(x). Considerando que cada cuadricula
tiene un lado igual a una unidad, responde a las siguientes preguntas: (2 puntos)

a) ¢Es f(x) derivable para todo valor de x? Si no lo es, escribe en qué punto o puntos
no es derivable y porqué.

b) Estima la tasa de variacion media en el intervalo [-3,3]

c) Estima la ecuacion de la recta normal a f(x) en x=7

d) Estima la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = -4

e) ¢En qué puntos tiene la funcién maximos y minimos relativos? Especifica si son
maximos 0 minimos relativos.

2)  Calcula las derivadas de las siguientes funciones: (4 puntos)

) f0)= (P43 b)f() =553+ YT F T ) fx) = 222
d) flx)= xe* e) f(x) = In(x*+3) ffe) = —

senx

3) Dadalafuncion f(x) = —x3+3x2+1
a) Calcula los maximos y minimos relativos y determina la monotonia. (2 puntos)
b) Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura. (2 puntos)

68



Fermin Esparza Alfaro

El cuestionario consta de tres preguntas, estando cada una de ellas disefiada para
analizar si los estudiantes dominan diferentes contenidos.

La primera esta centrada en los conceptos e interpretacion de graficas, la segunda en la
operativa de céalculo de la funcion derivada y la tercera en las aplicaciones de las
derivadas.

A continuacién, se estudia cada cuestion mas en detalle.

7.2.1. Primera cuestion: El concepto es el concepto
En esta pregunta los alumnos han de poner en préactica la primera parte de la unidad
didactica.

1) La siguiente gréafica representa la funcién f(x). Considerando que cada cuadricula
tiene un lado igual a una unidad, responde a las siguientes preguntas: (2 puntos)

a) ¢Es f(x) derivable para todo valor de x? Si no lo es, escribe en qué punto o
puntos no es derivable y porqueé.

b) Estima la tasa de variacion media en el intervalo [-3,3]

c) Estima la ecuacion de la recta normal a f(x) en x=7

d) Estima la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = -4

e) ¢En qué puntos tiene la funcion maximos y minimos relativos? Especifica si son
maximos 0 minimos relativos.

Lo méas importante de este ejercicio es que es diferente a lo que estan acostumbrados.
Han de interpretar la gréfica y extraer de esta lo que necesitan para resolver el problema
de manera analitica o resolverlo de forma gréafica.

En el primer apartado han de evaluar que la funcidn no es derivable segun la grafica y
decir en que dos puntos la funcion no es derivable.

Los apartados b, c y d se pueden resolver de dos maneras. La que a priori puede ser mas
sencilla para ellos, por qué estdn mas habituados a resolver problemas de esta manera,
es de forma analitica. Escribiendo las definiciones aprendidas durante las sesiones de
clase y extrayendo los datos que necesitan de la grafica (valor de la funcion en
determinados puntos, o la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto) para
luego hacer los calculos que necesitan. El segundo procedimiento consiste en resolver
las cuestiones graficamente.

El dltimo apartado se basa en una interpretacion de la grafica para evaluar si conocen
los conceptos de maximos y minimos relativos.
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Como ya se ha dicho, este ejercicio es diferente a los ejercicios hechos en clase, sin
embargo, se ha puesto énfasis en la interpretacion geométrica de la derivada y en el
analisis grafico de funciones.

Comportamiento esperado — Posibles dificultades o errores

1.a) - No conocer los criterios de derivabilidad

- No saber interpretar la grafica

- No interpretar el punto x=9 como un punto donde las derivadas laterales no
tienen el mismo valor.

- No interpretar las lineas discontinuas correctamente

- No interpretar el punto x=12 como un punto de discontinuidad.

1.b) - No conocer que es la tasa de variacion media

- No ser capaces de encontrar el punto x=-3 0 x=3.

- No saber la ecuacion tasa de variacion media

- No conocer la interpretacién geométrica de la tasa de variacién media

- No saber extraer los datos que necesitan de la grafica para completar la
ecuacion de la recta normal: f(3), f(-3)

- Equivocarse al trabajar con la ecuacion de la tasa de variacion media

1.¢) - No conocer que es la recta normal

- No ser capaces de encontrar el punto x=7

- No saber la ecuacion de la recta normal

- No saber extraer los datos que necesitan de la grafica para completar la
ecuacion de la recta normal: (7), f(7)

- Equivocarse al trabajar con la ecuacion de la recta normal

1.d) - No saber que es la recta tangente

- No ser capaces de encontrar el punto x=-4

- No saber la ecuacion de la recta tangente

- No saber extraer los datos que necesitan de la grafica para completar la
ecuacion de la recta tangente: f(-4), f’(-4)

- Equivocarse al trabajar con la ecuacion de la recta tangente

l.e) - Aunque es una pregunta muy féacil, por estar colocada al final del ejercicio
puede ser que los alumnos no lleguen a leerla y por tanto no la respondan.

- No saber si el punto de no — continuidad es maximo o minimo relativo o no
es nada.

- Llamar “maximos/minimos absolutos” o “maximos/minimos” a los
“maximos / minimos relativos”.

7.2.2. Segunda cuestion: No todo son conceptos.
La segunda cuestion evalla si los estudiantes son capaces de calcular la funcidn
derivada.

2) Calcula las derivadas de las siguientes funciones: (4 puntos)

2x245x-3

Q) f)=x2+3)* Df)=5x3+Vx+1 ¢)f(x)= —

X

d f(x) = xe* e) f(x) = In(x? +3) f)f(x) =

senx
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Se incluyen préacticamente la totalidad de las funciones y operaciones cubiertas por el
libro de texto. Aunque son funciones sencillas, para resolverlas con éxito hace falta
aplicar contenidos como la regla de la cadena o las tablas de derivadas de la forma
correcta.

Comportamiento esperado — Posibles dificultades o errores

2. Q) - No saber utilizar la regla de la cadena

- No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla

- No conocer la derivada de u" o equivocarse al calcularla

- No saber que la derivada de la suma es la suma de derivadas.

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

2. b) - No saber utilizar la regla de la cadena

- No conocer la derivada de x"

- No conocer la derivada de u"

- No conocer la derivada de Vu

- No saber que la derivada de la suma es la suma de derivadas.

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

2.C) - No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla

- No saber que la derivada de la suma es la suma de derivadas.

- No saber calcular la derivada de un cociente

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

2.d) - No saber utilizar la regla de la cadena

- No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla

- No conocer la derivada de e" o equivocarse al calcularla

- No conocer la derivada de €* o equivocarse al calcularla

- No saber derivada del producto.

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

2.€) - No saber utilizar la regla de la cadena

- No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla

- No conocer la derivada de logu o equivocarse al calcularla

- No conocer la derivada de logx o equivocarse al calcularla

- No saber que la derivada de la suma es la suma de derivadas.

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

2. 1) - No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla

- No conocer la derivada de senx o equivocarse al calcularla

- No saber calcular la derivada de un cociente

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

7.2.3. Tercera cuestion: Los procedimientos también son importantes.

En esta cuestion se evalla si los estudiantes dominan el procedimiento que se ha
trabajado en clase para el calculo de maximos y minimos relativos, curvatura,
monotonia y puntos de inflexion de funciones.

3) Dada la funcién f(x) = —x3 + 3x% + 1

a) Calcula los maximos y minimos relativos y determina la monotonia. (2 puntos)
b) Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura. (2 puntos)
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Se ha elegido una funcion polindmica sencilla con la idea de que los alumnos no tengan
problemas con la operativa y demuestren si han estudiado

Comportamiento esperado — Posibles dificultades o errores

3.a) - No conocer el procedimiento de calculo de max/min relativos y monotonia
- No saber que la derivada de la suma es la suma de derivadas.
- No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla
- No saber calcular las dos raices de f ’(x)
- No verificar si las raices de f ’(x) son maximos o minimos.
- No conocer los criterios de maximo / minimo relativo (f *’(x) > 0 < 0)
- No escribir que los posibles max/min relativos son (x1,f(x1)), (x2,f(x2))
- No saber que puntos usar para los intervalos en el estudio de la monotonia
- No escribir correctamente los intervalos de monotonia (abiertos)
- No usar el signo de ’(x) para estudiar la monotonia
- Usar un méximo o un minimo relativo como punto para estudiar la
monotonia
- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema
3.b) - No conocer el procedimiento de calculo de puntos de inflexion y curvatura.

- No saber que la derivada de la suma es la suma de derivadas.

- No conocer la derivada de x" o equivocarse al calcularla

- No saber calcular la raiz de f *’(X)

- No verificar si la raiz de f *’(x) es un punto de inflexion.

- No conocer los criterios de punto de inflexién (f **’(x) !'=0)

- No escribir que el posibles punto de inflexion es (x3,f(x3))

- No saber que punto usar para los intervalos en el estudio de la curvatura
- No escribir correctamente los intervalos de curvatura (abiertos), o hasta +o
- No usar el signo de f ’’(x) para estudiar la curvatura

- Usar el punto de inflexion como punto para estudiar la monotonia

- Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

7.3. Resultados
En esta seccidn se analizan los resultados obtenidos en cada ejercicio.

EJERCICIO 1A - ERRORES

Al | - Bien

A2 | - Error de concepto - considera que el punto (12,5) pertenece a la funcion

A3 | - No contesta

A4 | - No contesta

A5 | - Error de concepto - considera que el punto (12,5) pertenece a la funcion

A6 | - Confunde conceptos — Punto de no dominio con punto de no continuidad

AT | - Error de concepto - considera que el punto (12,5) pertenece a la funcion

EJERCICIO 1B

Al |- No saber extraer los datos que necesitan de la grafica para completar la
ecuacion de la recta normal: f(3), f(-3)

A2 | - Bien

A3 | - Bien
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A4 | - No contesta, aunque pone la férmula de Tasa Variacion Media
A5 | - Bien
A6 | - Bien
A7 | - No saber extraer los datos que necesitan de la grafica para completar la
ecuacion de la recta normal: f(3), f(-3)
EJERCICIO 1C
Al | - No saber la ecuacion de la recta normal
A2 | - No contesta
A3 | - No contesta
A4 | - No contesta
A5 | - No contesta
A6 | - El procedimiento esta bien, pero se equivoca de punto con el 1d
A7 | - No contesta
EJERCICIO 1D
Al | - No saber la ecuacion de la recta tangente
A2 | - No contesta
A3 | - No contesta
A4 | - No contesta
A5 | - No contesta
A6 | - El procedimiento esta bien, pero se equivoca de punto con el 1c
A7 | - No contesta
EJERCICIO 1E
Al | - No entiende la pregunta
A2 | - No contesta
A3 | - No contesta
A4 | - No contesta
A5 | - No contesta
A6 | - Bien
A7 | - Bien
EJERCICIO 2A
Al | - Bien
A2 | - No aplica bien la regla de la cadena y/o la derivada de u" o equivocarse al

calcularla

A3

- Bien

A4

- No saber utilizar la regla de la cadena y/o la derivada de u" o equivocarse al
calcularla

A5

- Bien

A6

- No aplica bien la regla de la cadena y/o la derivada de u" o equivocarse al
calcularla

AT

- No aplica bien la regla de la cadena y/o la derivada de u" o equivocarse al
calcularla

EJERCICIO 2B

73




INTRODUCC!ON AL CONCEPTO DE DERIVADA'Y SUS APLICACIONES EN
MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO DE CIENCIAS

Al | - Errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

A2 | - Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucién del problema

A3 | - Olvida derivar uno de los sumandos

A4 | - No conocer la derivada de Vu
- Tener errores de manipulacién algebraica en la resolucion del problema

A5 | - Bien

A6 | - Bien

AT | - Copia mal el enunciado

- No conocer la derivada de Vu
- Tener errores de manipulacién algebraica en la resolucion del problema

EJERCICIO 2C

Al | - Errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

A2 | - Bien

A3 | - No contesta

A4 | - Bien

A5 | - No sabe bien la derivada del cociente

A6 | - No sabe bien la derivada del cociente
- Errores de manipulacion algebraica en la resolucién del problema

A7 | - Bien

EJERCICIO 2D

Al | - Errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema

A2 | - No saber bien derivada del producto.

A3 | - No saber bien derivada del producto.

A4 | - No saber derivada del producto.

A5 | - No saber derivada del producto.

A6 | - No aplica bien la regla de la cadena o equivocarse al calcularla

A7 | - No saber derivada del producto.
- No aplica bien la regla de la cadena o equivocarse al calcularla
- Errores de manipulacion algebraica en la resolucién del problema

EJERCICIO 2E

Al | - No conocer la derivada de logu o equivocarse al calcularla

A2 | - No sabe calcular la derivada del logaritmo

A3 | - No sabe calcular la derivada del logaritmo

A4 | - Bien

A5 | - No sabe calcular la derivada del logaritmo

A6 | - No sabe calcular la derivada del logaritmo

AT | - No saber utilizar la regla de la cadena y/o la derivada de u" o equivocarse al
calcularla

EJERCICIO 2F

Al | - Bien

A2 | - No saber calcular la derivada de un cociente

A3 | - No saber calcular la derivada de un cociente

A4 | - No saber calcular la derivada de un cociente
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A5 | - No saber calcular la derivada de un cociente

A6 | - No saber calcular la derivada de un cociente

A7 | - Bien

EJERCICIO 3A

Al | - No saca una de las dos raices de f ’(x) (x=0)

A2 | - Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucion del problema
- No saca una de las dos raices de f ’(x) (x=0)

A3 | - Bien

A4 | - No aplica bien los criterios de maximo / minimo relativo (f ”’(x) > 0 < 0)
- Tener errores de manipulacién algebraica en la resolucion del problema

A5 | - Bien

A6 | - No usar el signo de f’(x) para estudiar la monotonia (usa f(x))
- Llamar max/min absolutos a los max/min relativos

A7 | - No conocer el procedimiento de analisis de monotonia.

EJERCICIO 3B

Al | - Bien

A2 | - No usar el signo de f ’’(x) para estudiar la curvatura
- Usar el punto de inflexion como punto para estudiar la monotonia

A3 | - No contesta

A4 | - Tener errores de manipulacion algebraica en la resolucién del problema
- - No conocer los criterios de punto de inflexion (f *”’(x) '= 0)

A5 | - Bien

A6 | - No usar el signo de f *’(x) para estudiar la curvatura (usa f(x))

AT | - No conocer el procedimiento de analisis de curvatura.

7.4. Discusion de los resultados

Los examenes, salvado alguna excepcion, son bastante malos, y hay varios puntos que
merece la pena comentar al respecto. Como mi experiencia con alumnos de 1° de
bachillerato es muy limitada, no puedo afirmar que estos comportamientos sean
habituales en otras aulas. Asi pues, estas reflexiones solo tienen alcance dentro de esta
experimentacion.

El orden de ejecucion importa

Los alumnos han empezado a hacer el examen por los contenidos que mas seguridad
tienen, 0 mas sencillo les parece a priori. La mayoria empez0 el examen por el ejercicio
2, para luego pasar al 3 y por ultimo al 1.

No leer todo el examen con tranquilidad antes de empezar a hacerlo penaliza.

En el ejercicio 1, el apartado e) es un regalo. 4 de los 7 estudiantes ni siquiera leyeron el
enunciado porque no respondieron a la pregunta.
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Cuestion 1

Antes de poner el examen, lo comparti con la tutora del Practicum Il, la cual me dijo
que no iban a hacer el ejercicio 1. No es un ejercicio dificil, pero es algo a lo que no
estan acostumbrados. Yo pensaba que al haber hecho tanto eénfasis durante las clases a
la representacion grafica de funciones ellos podrian hacerlo. Me equivocaba. La mayor
parte de los alumnos por no decir todos, no entendié como resolver el problema. La
mayor parte sabian las formulas para calcular analiticamente la tasa de variacion media,
o las rectas normales y tangentes a un punto, pero no eran capaces de extraer la
informacidn necesaria de la grafica. Me atreveria a decir, que ni de interpretarla. Creo
gue algunos incluso no sabian que eje era el de abscisas y cual el de ordenadas, donde
buscar el valor de la funcion. Pensaba que las mayores dificultades quizas estarian en
los apartados ¢ y d, donde tienen que estimar el valor de la derivada en un punto, pero
no en calcular el valor de la funcion en un punto. Me gustaria saber si los alumnos de 1°
de Bachillerato diurno pueden hacer este problema sin dificultades.

Otro error conceptual repetido por varios alumnos es decir que la funcién no es continua
en los puntos (12,5) y (12,8). No se si esto es debido a que no entienden bien la gréfica,
0 que una funcién no puede tener dos valores diferentes para un mismo valor de X.

Cuestion 2

El ejercicio 2 demuestra que mis estudiantes habian estudiado poco para el examen. Las
funciones que se pide derivar en el ejercicio son facilisimas. Es posible que parte de los
malos resultados obtenidos en este ejercicio sean debidos a el paron que hubo por las
vacaciones de semana santa, que coincidié con el final de las sesiones dedicadas a
calcular la funcidon derivada, y a la vuelta de la semana santa las sesiones se centraron
en aplicaciones de las derivadas, donde las funciones que se derivan son mucho mas
sencillas, principalmente polinémicas. No obstante, los malos resultados evidencian que
los estudiantes no pusieron demasiado esfuerzo ni dedicacion al estudio, ya que, en caso
de haber estudiado algo la tabla de derivadas, al menos podrian haber intentado algunos
ejercicios como el 2e, donde se debe calcular la derivada de un logaritmo neperiano,
directa aplicacion de las reglas aprendidas.

Varios alumnos también cometieron errores de rigor matematico como igualar las
funciones y sus derivadas.

Cuestion 3

Con respecto al ejercicio 3, si bien el procedimiento la mayor parte de los alumnos tenia
idea de lo que estaba haciendo, 3 de los alumnos no fueron capaces de calcular la raiz
x=0. Esto creo que es debido a la mala base que tienen en cuanto a algebra y nimeros.
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Sintesis, conclusiones y cuestiones abiertas

Breve sintesis

En este trabajo fin de master se ha estudiado la introduccién al concepto de derivada y
sus aplicaciones en matematicas de 1° de bachillerato nocturno.

El trabajo, estructurado en dos partes, ha realizado un estudio longitudinal del curriculo
y de los libros de texto con relacién a las derivadas en la primera parte, y ha propuesto
un proceso de estudio sobre la introduccion del concepto de derivada que se ha puesto
en marcha en un aula de matematicas de 1° de Bachillerato nocturno del el IES Navarro
Villoslada en el marco del Practicum Il del Master. Como parte final del proceso de
estudio, se ha realizado una prueba a los alumnos que también ha sido fruto de analisis.

Conclusiones generales del trabajo

En el estudio longitudinal del curriculo se han observado que las derivadas, si bien son
introducidas por primera vez en 1° de Bachillerato, hacen uso de practicamente la
totalidad de los contenidos vistos durante los cursos anteriores en referencia a analisis,
funciones, algebra y nimeros, de forma que una mala base de estos contenidos puede
hacer tambalearse toda la unidad didéactica.

El estudio de los libros de texto y su coherencia con el curriculo concluye que, aunque
todos los contenidos del curriculo estan presentes en los libros, no todos los contenidos
estan presentes con la misma intensidad, y hay contenidos que no estando en el
curriculo las editoriales han venido a bien el introducirlos en los libros de texto.

En la segunda parte del trabajo, el analisis global del libro de texto [5] utilizado en clase
donde ha concluido que, aunque el texto es aceptable, también es mejorable.

Previo al proceso de estudio, se ha hecho un andlisis de las dificultades y errores
previsibles en el aprendizaje de la unidad didactica, donde se ha visto que gran parte de
las dificultades y errores previsibles de esta unidad didactica pueden provienen de una
base no consolidada de los conocimientos previos necesarios para el estudio de las
derivadas, pero que el contenido de estudio en si mismo también puede generarlos si no
se trabajan todos los contenidos con paso firme.

El proceso de estudio se ha llevado a cabo en una clase de 1° de Bachillerato nocturno
de el IES Navarro Villoslada durante 10 sesiones de 45 minutos, y una sesion mas de 60
minutos para la prueba de evaluacion. Esta prueba evidencio que los alumnos tenian
problemas de base no asentada con los conocimientos previos, y que en general, no
habian estudiado lo suficiente para dominar los contenidos de la unidad didéactica.

Cuestiones abiertas

¢Si se repitiera el proceso de estudio en una clase de 1° de Bachillerato diurno se
obtendrian las mismas conclusiones?

Dado que este trabajo se ha centrado en una clase de 1° de Bachillerato nocturno, con
estudiantes mayores de edad que trabajan a tiempo parcial / completo, y que
abandonaron los estudios de la via normal y decidieron volver mas adelante para
obtener su titulo de Bachillerato, seria muy interesante el repetir todo este proceso de
estudio con un grupo de Bachillerato diurno y comparar los resultados de ambas
experiencias.
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Anexos

A. Unidad didactica del libro de texto
B. Contenidos del Curriculo: Blogue 2: Nimeros y Algebra
C. Hojas de ejercicios adicionales resueltos
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A. Unidad didactica del libro de texto

En muchas ocasiones se realizan cdlculos de valores medios; por ejemplo, la veloci-
dad media ha sido de 110 km/h, el consumo medio de agua ha sido de 50 L/dia, etc.
Los cdlculos de valores medios son importantes, pero en algunos problemas es mu-
cho mas importante el valor instantdneo de una magnitud; por ejemplo, la velocidad
que un coche lleva en un determinado instante durante una competicién. Para resol-
ver este problema es necesario el concepto de variacion instantdnea de una magni-
tud en funcién de otra, que es el concepto de derivada. Ademas de la velocidad, la
derivada tiene una interpretaciéon geométrica que se basa en la misma idea: el
cdiculo de una recta tangente a una curva en un punto.

En esta unidad se define el concepto de derivada de una funcién en un punto a par-
tir de la tasa de variacién media en un intervalo y se estudia su interpretaciéon geomé-
trica. A continuacién se analiza la relacién entre continuidad y derivabilidad y se
calcula la funcién derivada.

El estudio de las reglas de derivacién permite automatizar el cdlculo de derivadas
de una forma sencilla. Dichas reglas se dan clasificadas para los distintos fipos de
funciones.

El concepto de derivada se aplica en la resolucion de problemas para calcular velo-
cidades, determinar rectas tangentes a una curva en un punto y realizar el estudio
analitico de una funcién; en concreto, la determinacién de maximos y minimos rela-
tivos, monotonia, puntos de inflexiéon y curvatura.
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Organiza tus ideas

esla se calcula con se utiliza para
tasa de variacién ‘ reglas ‘ resolver problemas sobre:
instantanea

L de derivacion |

-

‘ velocidades
recta tangente y normal |

que mide | maximo y minimo relativos ‘

‘ monotonia

ﬁ puntos de inflexién ‘
la velocidad de

crecimiento curvatura ‘

de una funcién
2 A oy

puntos criticos o singulares

-

84

-



gerivada

Fermin Esparza Alfaro

Espacio (m)

4

fib)

A £

fl4 + h) - f14)

NN, ,

¥

Blogue Ill. Funciones

La gréfica y = f(x) representa el espacio que recorre un coche en funcién del tiempo.
Calcula mentalmente:

a) la pendiente de la recta secante, r, que pasa por Py Q

b) la distancia media recorrida entre 3sy 6 s

c) la pendiente de la recta tangente t en el punto P

Tasa de variacion media

La tasa de variacién media de la funcion y = f(x) en el intervalo [a, 6] es el
cociente entre la variacién de la funcién f(x) y la variacién de la variable in-
dependiente, x, en el intervalo. Se representa por TVM [a, 4] y es:

TVM |a, b) = w

Interpretacion geométrica
La TVM de la funcién f(x) en el intervalo [a, &] es la pendiente del segmento que

une los puntos P(a, f(a)) y Q (&, f(5))

EJERCICIO RESUELTO g
M1 Calcula la tasa de variacién media de f(x) = "‘4 -

_fle)-f4) _8-3 _5
o G2 -4 %

O s

1en el intervalo [4, 6]

Derivada de una funcién en un punto

La derivada de una funcién y = f(x) en x = 2 es el limire de las tasas de variacién
media en el intervalo [a, 2 + /] cuando 4 tiende a cero. Se representa:

f’(“) = lim (tZ A /42’ - f(ﬂ.)

h-0

La derivada también se llama tasa de variacién instantdnea y da la medida del

crecimiento instantdneo en un punto.

EJERCICIO RESUELTO

@1 Calcula la derivada de la funcién f(x) = x>~ 6x + 1l enx = 4

114y 1o S+ ) — f14)
ot - R
i AP -6+ )+ 11— (42 =6 4+11)
h-0 f)
i B 8h A~ 24 — 6h+ U — (16 =24<T1)
= lim 2= AR e T

L2 (8] PO D 202

h
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Interpretacion geométrica de la derivada

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangen-
te a la curva en ese punto.

En la gréfica del dibujo, la tasa de variacién media de la funcién f(x) AY
en el intervalo [4, # + /] es la pendiente de la recta secante a la curva
que pasa por los puntos P(«, f(a)) y Q(a + b, fla + b))

TVMIe, 2 + )= ﬂ“*”;* 2)

Cuando 4 tiende a cero, se tiene:

fa+h)

fla+ h) - fla)

a) El punto Q se desliza sobre la curva acercdndose al punto P, y las
rectas secantes que se van dibujando tienden a la recta tangente a la
curva en el punto P, cuya abscisa es x = 2

b) Las TVM tienden, por definicién, a la derivada de la funcién en el
punto, es decir, hacia f'(2)

\ L

Por tanto, la pendiente de la recta tangente de la funcién f{x) en el pun-

to de abscisa x =  es la derivada de la funcién en ese punto, es decir, £ (4)

La aplicacion inmediata de la interpretacién geométrica es que las rectas tangente y

normal a una curva y = f(x) en el punto P(a, f{a)) en su forma punto-pendiente son:
y=f@G-dr fla y=—— =)+ fl)

EJERCICIO RESUELTO

@K1 Halla las rectas tangente y normal a la curva f{(x) = x> — 6x + 11 parax =4 A

y=x'=—6x+11

a) Se calcula el punto P(a, f(a)):
Six=4= fl4)=4-6-4+11=16-24+11=27-24=3= P(4,3)
b) En el ejemplo anterior se ha visto que la derivada para x = 4 es: f'(4) = 2
La pendiente de la recta tangente es: m = f"(4) = 2
¢) Recta tangente: y = 2(x— §+3=> y=2x-8+3=>y=2x-5

(,\‘—4)+5:_;':—])x+2+5ﬁy:—%.\'+3

1
Fl

aplica la teoria

d) Recta normal: y = —

Y Calcula la rasa de variacién media de las siguientes funcio-
nes en el intervalo que se indica:

a) flx) =2x—3en [1, 4]
b) fix) =x*—4x+ 2 en [2, 4]

o) flx) = 2:‘:34 en(1,2]

d) flx)=vVx+2en[-1,2]
B4 Aplica la definicién de derivada y calcula la derivada de las

siguientes funciones en los puntos que se indican:
a) flx) =3x-2enx=1

b) flx) ==2x+ lenx=-3

) flx) =x’—4enx=-2

d)f(x) =—x?+5x-3enx=1

Ed Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f{x) = x* en x = 1
b) Las ecuaciones df 13.5 rectas tangﬁnte Y nﬂrmal en C]
punto de abscisa x = 1
¢) Representa la funcién f{x) y las rectas.

[EJ Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f{x) = x'—2x+lenx=3
b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x =3
¢) Representa la funcién f{x) y las rectas.

B El nimero de bacterias que hay en un cultivo se expresa
mediante la formula f(x) = 2%, donde x representa el niime-
ro de horas. Calcula el crecimiento medio por hora de las
bacterias entre las 3 y las 5 horas.
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Vx

y calcula las pendientes de las rectas tangentes ry s
b) ;Se puede dibujar una Unica recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) en x = 22

Continuidad y derivabilidad

Hay funciones en las que no existe una tinica recta tangente a la curva en un puntos
es decir, no existe la derivada de la funcién en el punto. Para saber de una forma

grifica si una funcién admite derivada en un punto, se debe tener en cuenta:
La derivada es un limite, y para g . : :
e et dtberenlos LS Para que una funcién sea derivable en un punto, la funcién debe ser continua

laterales y ser iguales. en dicho punto.
EJEMPLO

La grafica de la funcién del margen no es continua en x = 2 y, por tanto, no

es derivable en dicho punto.

* Por la derecha de x = 2 se dibuja la recta tangente 7, cuya pendiente es —1/2.
Luego la derivada por ese lado es —1/2

* Por la izquierda de x = 2 se dibuja la recta tangente s, cuya pendiente es 1.
Luego la derivada por ese lado es 1

Al no coincidir las pendientes de las rectas, no puede haber una tnica
derivada.

Una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable.

EJEMPLO

I A La grifica de la funcién del margen es continua en x = 2. Sin embargo, si se
intenta dibujar una recta tangente en el punto, se tiene:
)

[ = A * Por la derecha de x = 2 se dibuja la recta tangente 1, cuya pendiente es —1/2.

Luego la derivada por ese lado es —1/2

[ / 2 * Por la izquierda de x = 2 se dibuja la recta tangente 5, cuya pendiente es 1.
Luego la derivada por ese lado es 1

Al no coincidir las pendientes de las rectas, no puede haber una tGnica
derivada.

La caracteristica de la grifica de una funcién derivable es una curva continua que
no tiene picos.

Funcion derivada

La funcién derivada de una funcién f(x) es la que asocia a cada valor de la
variable x el valor de la derivada en ese punto. Se representa por f'(x) o y'

fi@nlimSEt B S

h-0

Bloque I1l. Funciones
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Se observa que la funcién derivada, f’(x), es una expresién que depende de xy da
la férmula general para obtener los valores de la derivada de f(x) en cualquier
punto en que exista la derivada.

La funcién derivada tiene utilidad para resolver varios tipos de problemas:
Cuando se quiere calcular el valor de la derivada en varios puntos.
Se obtiene la expresién general de la funcién derivada y se sustituyen en ella los

valores de x para los que se desea obtener el valor de la derivada.

EJERCICIO RESUELTO
@1 Calcula la derivada de f(x) = x* - 3 en los puntos de abscisa x = —2, x = 1

Se calcula Ja expresién de la funcién derivada:

s i - AV
= e G =5 = 3)
b0 h
= h’m--)ﬁ 2—'\1{} i /)7' = ﬁ = }(! ' = 5 "
=0 h " X
2 7 2 yi=x" =
= lim B+ 2xh = [ 0 ] =1im -ﬂ(b # 2% =lim (b + 2x) = 2x i / .
h=0 h 0 ) /4 b0
Se calcula el valor de la derivada en la férmula: £'(x) = 2x i
Parax=-2 7>f’(—2) =2.(-2)=-4
Paris= 1 = (1) =21 =2
Al
* Cuando se conoce un valor concreto, 4, de la derivada y se desea conocer el
valor de x
4 ’
EJERCICIO RESUELTO >
@ Calcula el valor de xen el que la derivada de la ﬁlnciénf(x) =x*—3vale4 /n -+ 13
Como f'(x) = 2xy f'(x) = 4, se tiene: Y=
k=4 > x=2
aplica la teoria
Wi Analiza si las funciones representadas admiten derivada en [ Calcula el valor de la derivada de la funcién f(x) = x* + 1 en
el punto de abscisa x = 2 los puntos de abscisa:
a) b) a)x=2
. 4 b)x=-1
c)x=0
i " d)x=1

[El Calcula el valor de la abscisa en el que la derivada de la
funcién flx) = x> + x vale 4

£U) Dibuja la grifica de la funcién cuadrdtica y = x*

W Aplica la definicién de derivada y calcula la funcién deriva- a) Calcula su funcién derivada.
da de las siguientes funciones: b) Representa la funcién derivada en los mismos ejes coor-
a) flx) =5 b) flx) = 4x-3 denados.
5 2 1, c) Observando el dibujo, calcula los puntos en los que la
L 4 S0 = x derivada toma estos valores: 1,2,-1,-2,0

Unidad 10. Célculo de derivadas [239
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Las letras #, vy w representan fun-

ciones de x:
y=ulx)
y=v®
y=wlx)

Observa en las operaciones que la
derivada de una suma o diferencia
es la suma o diferencia de las deri-
vadas, pero en un producto o co-
ciente no es el producto, ni el co-
ciente de las derivadas.

La derivada de un producto es
igual a la derivada del primer fac-
tor por el segundo sin derivar, mis
¢l primer factor por la derivada del
segundo.

y=uw=y =u'veu

La derivada de un cociente es igual
ala derivada del numerador por el
denominador sin derivar, menos
el numerador por la derivada del
denominador y partido por el de-
nominador al cuadrado.

P 'v —uv'

u
i Gl ]

[240] Blogue IIl. Funciones
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Fermin Esparza Alfaro

Clasifica las siguientes funciones como polindmicas, irracionales, exponenciales, logarit-
micas y trigonométricas:

a)y=2

b)y=x°

dy=vx

c)y=senx

Tabla de derivadas

Funciones
1oy =%
2.y=x
3.9=%"
4oy=u"

L
Sy

6.y=\/;

7.y={/;

8.y=¢"
9 J=ie”
10.y=a"
1l.y=In«
12, y=log, u
13.y=senu
14.y=cos u
15.y=tgu
16. y = ku
17.y=u+v-w
18.y=uv
i,
19. y= -

Derivadas
Polinémicas
-0 N
=1
i L
=nu'u""! y=(7x—4)°
Racionales
- — nu, ]‘ = _1
w! (2x + 3)°
Irracionales
r
u 5
= y=v7x
2vVu
’
- i 3 -
AV ! y=N3x
Exponenciales
=e” Y
= H’E“ Jy=¢
=u'a“lna =3
Logaritmicas
.
o y=In(3x+8)

]

,
u -
e logg e g = log, (7x+ 3)

Trigonométricas
=u' cosu y =sen 5x
=—u'senu  y=cosx’

' 2 -
=u'sec’ u y=1g7x
Operaciones
= ku' ¥=3cosx

=u' +v —w' y=x'-5x"+

=u'v+ur y=x'senx

e)y=Inx

s 10

i (2x + 3)

i
2v7x

’ 5

Y ==
3y (5x)°

y' =

i = Te

y' = 5 cos Sx

y' =—dx’senx"
y = 7 wect Tx

‘ .
y' =-3senx

y' = 4x® - 10x

¥y =5x"senx+ x” cos x

e :\ €N X —Xx : COS X

sen? x
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Regla de la cadena
La regla de la cadena permite calcular la derivada de la funcién compuesta, es
decir, la derivada de una funcién que a su vez es funcién de otra funcién: Sfou
(fow) ) =u"()f (ulx) - p. l
R— R — R
EJERCICIO RESUELTO " i Aul)
@A Halla la derivada de la funcién compuesta y = sen x’ ¢ 4
; 3 . X — x° ———dnx
¥ = 3x" cog:x”
Estudio de la derivabilidad en funciones
con parametros
Son problemas en los que hay que calcular el valor de parimetros para que la
funcién dada sea derivable en un valor x = ¢
EJERCICIO RESUELTO
@1 Calcula el valor de los pardmetros a y b para que la funcién:
[x*+a six=1
=4 A
f | &x six>1
sea derivable en x = 1
a) Continuidad de la funcién.
Para que la funcion sea continua los limites laterales deben existir y ser igua- X
les al valor de la funcién. il
f( )=1+a
i]lT‘lf (x) = _\hl,? K+a)=1+a S rilsbih
lim f(x) = lim bx = b
x-s1*? 1
b) Derivabilidad calculando las derivadas laterales.
Para que exista la derivada, las derivadas laterales deben ser iguales.
Fan ' BF st ] lim £'(x) = lim 2x = 2
f(x) = — T oo e =6=2
4 b six>1 lim f(x)=limb=4 l
Sustituyendo & =2 en la formula (1) tenemos queg+l=2=a=1
La funcién es derivableen x = 1 paraa=1,56=2
aplica la teoria
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacién: £t a) y = sen (3x - 7) b) y = cos (x” + 4x)
E4a)y=8 b)y=-3x+1 fEla)y=x"+1gx b)y=xlnx
Mg a3 Bt =+ i a)y= x;l b) y= il
N xt+1 cos X
EE a) y = (x-8)° b) y=(3x* + 1)
#%8 Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
iLda)y=(x*+4) b)y=(x*-1) curva y = x* — 3x” en el punto de abscisa x = 1
/.2 4
Bla) y=-vxi-3 b) y=Vai-2x #] Calcula el valor de los pardmetros & y & para que la funcién:
. ) b) y=2+5 _fax? si x €1
la)y=c )y ﬂx)f{—.?x»ré six>1
il a)y=In(3x-2) b) y=log (2%% + x) sea derivable en x = 1
Unidad 10. Clculo de derivadas [241]
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lax)imos, minimos relativos y monotonia

Observa la grafica de la funcién racional f(x) = £l

a) Los mdximos y minimos relativos.

X b) La monotonia, es decir: los intervalos donde es creciente () y los intervalos donde
es decreciente ()

Maximos y minimos relativos

AY fl9 = '—* 2ol Un méximo relativo de una funcién es un punto en el que la funcién es
mayor que en los puntos que estdn muy cercanos; es decir, una funcién f(x)
tiene un mdximo relativo en x = # si existe un entorno del punto a, E(a, 7),
en el que se cumple que f(a) > f(x) para todo x = a del entorno.

¥ Caracterizacion del maximo relativo por la 1.7 y 2.7 derivadas

En la grifica del margen se observa que la primera derivada cambia de positivo a
negativo en x = 4. Pasa de ser creciente a decreciente y hay un maximo relativo en

L pendietieidelaects (4, 7); por tanto la segunda derivada en A(4, 7) es negariva.
tangente es /' (x)

/

Un minimo relativo de una funcién es un punto en el que la funcién es t
menor que en los puntos que estdn muy cercanos; es decir, una funcmn f x) |
tiene un minimo relativo en x = a si existe un entorno del punto 4, E(a, .-
en el que se cumple que f{a) < f{x) para todo x # 4 del entorno. ‘)i

! Caracterizacion del minimo relativo por la 1.7 y 2.* derivadas
En la gréfica del margen se observa que la primera derivada cambia de negativo a
positivo en x = 4. Pasa de ser decreciente a creciente y hay un m{nimo relativo en
(4, 2); por tanto la segunda derivada en A(4, 2) es positiva.

La pendiente de la recta
tangente es f'(x)

Procedimiento para hallar los maximos y minimos relativos

EJERCICIO RESUELTO
@] Halla los mdximos y minimos relativos de y = x* - 3x

B

Se calcula la 1.% derivada, f(x) y' =3x*-3

b

i

» 5 5 X =
Se resuelve la ecuacién, f'(x) =0 3x°-3=0=x’-1=0=2x’=1= {‘c

) Sesustituyen las raicesde f'(x) =0 x=1= y=1°- ’: I=]l=3=

en la funcién inicial f{x) y se ob- =-2= A(1,-2)
tienen los posibles mdximos y mi- - _1 = y=(- ) -3. (_ )==14+3=
AV nimos relativos. =2 = B(-1,2)
yE X< 3x d) Se halla la 2.% derivada, f"(x) y"=06x
B(-1.2)

¢) Se sustituyen las abscisas de los po-
g sibles mdximos y minimos relati- f)=6
vos en la 2. derivada, f"(x)

«1=6>0(+) = A(1, -2) minimo
relativo.
f'=1)=6(-1)=-6<0(-) = B(-1, 2) mi-

ximo relativo.

*si f"(x) < 0 = mdximo relativo

*sif"(x) > 0 = minimo relativo

[242] Biogue IIl. Funciones
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Monotonia

Estudiar la monotonia de una funcién consiste en estudiar en qué intervalos la fun-
cién es creciente ( ) y en cudles es decreciente (). Los intervalos de crecimiento
estdn separados por las abscisas de los mdximos y minimos relativos y de las disconti-
nuidades de f” (x)

Procedimiento para hallar la monotonia
Para estudiar la monotonia de una funcién se sigue este procedimiento:

EJERCICIO RESUELTO
@] Estudia la monotonia de y=x’ - 3x

a) Se calculan los mdximos y mini- A (1, —2) Minimo relativo.

mos relativos. B(-1, 2) Mdximo relativo.
b) Se hallan las discontinuidades dela - NO hay.
primera dcriv;{daf’(x)

c) Se representan en la recta real R las = £ (x) | | 4
. ro rv -
abscisas de los maximos y minimos o '] (') ]'

relativos, y las discontinuidades de
L
]

d) Se prueba un punto de uno de los  y' = 3x* -3

B(-1,2) o7
7

\ £

intervalos en la 1.* derivada; sola- -f"(O) =)

e iderilel o £ 41, L2)
mente se considera el signo. g
. 5
s ; . £5 + -~ + U
En intervalos consecutivos, f'(x) f ( ) P i | ST
cambia de signo si lamultiplicidad de  » -10 1
la raiz de f'(x) o de su discontinui-
dad es impar. Si es par, no cambia.
e) Se escriben los intervalos de creci-
miento ( 7); son los correspon-  Creciente ( A ): (e, —1) U (1, +¢2)
dientes a f'(x) >0 (+)
f) Se escriben los intervalos de decre- Los intervalos de monotonia son
cimiento (v ); son los correspon- Decreciente (v ): (=1, 1) siempre abiertos.
dientes a f'(x) <0 (-)
aplica la teoria
] Calcula los méximos y los minimos relativos y determina la # Calcula los maximos y los minimos relativos y determina la
monotonfa de la funcién: y = x2-6x2+ 9x monotonia de la funcién:
4] Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina la y= xt—=x+1

monotonia de la funcién: y = x” - 3x? x—1

¥ Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monotonia de

4 Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina la 1. pecta:

monotonia de la funcién: y = x* - 3xt+ dx+ 1
y==2x+3
43 Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina la

. i Haz la representacién gréfica de la recta e interpreta el re-
monotonia de la funcién:

sultado.
2t

3 2

= — X+ X & - . . P
r=3 € Aplicando el cilculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos v determina la monotonia de la pardbola:

i Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina la
monotonia de la funcién: y=x'-2x-3

Haz la representacion gréfica de la pardbola e interpreta el

X [CSllltﬂdU.

Unidad 10. Calculo de derivadas | 243
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ST
123G .igi\.-w

Observa la grafica de la funcién racional f(x) = 1" iy halla visualmente el punto d&
T
X inflexion y los intervalos donde es convexa () y concava (M)
“1F Puntos de inflexion
Un punto de inflexién de una funcién es un punto en el que la funcién
cambia de convexa () a cdncava (M) o viceversa.
EJERCICIO RESUELTO
T Halla los puntos de inflexién de la funcién y = x* —3x* —x + 5
a) Se calcula la 2.2 derivada, f"(x) y = Ixl—6x—1= y"=6x-6
b) Se resuelve la ecuacion, f"(x) = 0 6x-6=0=2>x-1=0=>x=1
A o)iSe susti.ttlye.n Lxs ral’g‘cs de f"(x) # Oen w1 = ya P aide P T4l
la funcion inicial f(x) y se obtienen : 4
los posibles puntos de inflexion. =1-3-1+5=6-4-2= Fiiuy
P d) Se halla la 3.* derivada, f"(x) " =6
X
) > e) Se sustituyen las abscisas de los posi-
bles puntos de inflexién en la 3.* f"(1) =620
y L 235715+ 5 derivada, /"(x) P(1, 2) es un punto de inflexién.
Sifm(x) =0, son puntos de inflexién.

- Curvatura

Estudiar la curvatura de una funcién consiste en estudiar en qué intervalos es
convexa () y en cudles es concava (n). Los intervalos de curvatura estdn separa-
dos por las abscisas de los puntos de inflexién y de las discontinuidades de f"(x)

EJERCICIO RESUELTO
BTN Estudia la curvatura de la funcién y = x> = 3x% —x + 5

a) Se calculan los puntos de inflexion. Pl1,.2)
b) Se hallan las discontinuidades de /" (x) No hay.
AY
& ¢) Se representan en la recta real R las abs- '@
Cdncava 3 . 5z L 1 L : . I : n
cisas de los puntos de inflexién y las S
LD discontinuidades de f"(x) R
X d) Se prueba un punto de uno delosinter- 3" = 6x - 6

valos en la 2.2 derivada; solo se conside- £1(0)=-6<0()
ra el signo. En intervalos consecutivos,

(%) cambia de signo si la multiplici- (%)

dad de la raiz de f7(x) o de su disconti-
nuidad es impar. Si es par, no cambia.

Convexa

ot

E

¢) Seescriben los intervalos de convexidad
(), que son los correspondientes a Convexa (L): (1, + )
"
') >0(+)
f) Se escriben los intervalos de concavidad
Los intervalos de curvarura son siem- (M), que son los correspondientes a Céncava (M): (-0, 1)
pre abiertos. f"(x) =0

Blogue lIl. Funciones
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S5 Puntos criticos o singulares

En el estudio de los maximos y minimos relativos, y en el de los puntos de inflexién,
puede parccer que hay un «agujero negro». Corresponde a los miximos y minimos
selativos cuando la segunda derivada no es ni positiva, ni negativa, es decir, cero.

Para resolver esta situacién, se estudian los puntos criticos o singulares.

Un punte critico o singular es un punto en ¢l que la primera derivada se
anula. Un punto critico puede ser un mdximo o un minimo relativo o un
punto de inflexién.

¥ Procedimiento para hallar y clasificar los puntos criticos

a) Se calcula la primera derivada, £’ (x)
b) Se resuelve la ecuacién, f'(x) = 0

¢) Se sustituyen las raices de £'(x) = 0 en la funcién inicial f{x), y se obtienen
los puntos criticos.

d) Para cada punto critico se hallan las derivadas sucesivas hasta encontrar una
que no se anule en dicho punto critico.

¢) Si la primera derivada que no se anula es de orden impar, es un punto de
inflexién. Si es de orden par:

es un maximo relativo si el valor obtenido es negativo.

es un minimo relativo si el valor obtenido es positivo.

EJEMPLO

Jla) = x? fx) =x"

a) f'(x) = 3x? a) f'(x) = 4x?

b)3x2=0=x=0 b)4x*=0=x=0

)x=0=y=0= P(0,0) Jx=0=y=0= P0,0)

d) f"(x) =6x= f"(0) =0 d) £7(0) = 12x* = £"(0) = 0
@) =6=F"(0) =0 F0) = 24x = £7(0) = 0 g
P(0, 0) punto de inflexion. Y =24 = FY0)=24>0

P(0, 0) minimo relativo.

aplica la teoria

&2 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura de &4 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura de

la funcién: la funcion:
y=x2=6xt+9x+ 1 y=x14x34+2
2 Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura de

44 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura de
la funcién:

la funcién:
y=x>=3x+ 4x & 20l
F= 2
x
&1 Calcula los i iony ‘mina | yaturs & i oz ;
& Calew B S Pt de inflexién y determina la curvatura de &l Calcula los puntos de inflexion y determina la curvarura de
]a fu“Can: l f Ty
; a funcién:
il T yo_x
e 2
~ . 5 . - wt =l
£ Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura de
la funcién: & Calcula los puntos criticos de las siguientes funciones:
)'=x4ﬁ6xl a)y:xi b)y:xb

Unidad 10. Célculo de derivadas [245]
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Profundizacion: demostraciones

Derivada de la suma de dos funciones

La derivada de una suma es la suma de las derivadas.
SR =ux) +v(x) = () =u'(x)+2' )
Demostracion

Fli=Yin flx+h) - flx) =Hmu(x+h)+u{x +£1)—[u(x)+y(x)] _

B0 h $h=0

i ulx +h)—ux) +vix+h) —vx) sl w#(x + h) — ulx) " u(x+hlzfz)(x) =
h

A=0 h=0

=u' (x)+v' (x)

:ljrj}‘l(x+/2—u(x) il u(x+/2—v(x)

h—0

Derivada del producto de dos funciones

La derivada de un producto es igual a la derivada del primer factor por el segundo sin derivar, mds el primer factor
por la derivada del segundo.

S =ulx) - v(x) = () =u"(x) v +ux)- o'k

; Demostracion
Se toman logaritmos neperianos:

In f(x) = In [#00) - v(0)] = In «lx) + In v(x)

Derivando por la regla de la cadena:

@ _w') , v

) T u'(x) , v'(x) ) _ : #'(x)  2'(x))_
T el w jf(’“)‘f("’( e )'““‘) ”("’( s )

=u'(x) - v() +u(x) - v'(x)

Derivada de un cociente

La derivada de un cociente es igual a la derivada del numerador por el denominador sin derivar, menos el numerador
por la derivada del denominador, y todo ello dividido por el denominador al cuadrado.

vy _ #u(x) = ey #'(%) - v(x) —u(x) - v'(x)
1Al — conv(x) 20 = f'(x) = T

Demostracion

Se toman logaritmos neperianos y se aplica la regla de la cadena:

v(x)

In fx)=1In @ =lnu(x)—In ()= [0 _ W@ v = )= f(x)(g(f)) _ v ):

/3
v(x) flx u(x) o) u(

_u (x),( u'lx)  v'(x) )= w' () w0 _ w0 vl —ulx) - v'(x)
v(x) \ #(x) v(x) v(x) [2(x)]? [v(x)]?

246 Bloque Il Funciones
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Derivada de la funcién exponencial

fW=aconae R = fx)=a"lna

= Demostracion

Se toman logaritmos neperianos y se deriva en los dos miembros:

lnf(x)=xlnaﬁ%:lnd:‘f’(x)zf(x)lna:axlna
Derivada de la funcion seno

flx)=senx = f'(x) =cosx

% Demostracion

L h+x grh-x
sen (x + ) —sen x e 2 i 2
f'(x) =lim =lim =
b0 b I b0 b
PR ———~|TH A—sen B ::n 1+8 n A8
sen b
= lim cos ZJCJrh-ll'mZ 2 e

h=0 > h—0 LA - ‘

sen—
y N 2
=limcos|x+— |- lim =cos x .
h=0 2 h=0 h h
sen—

fm

1

A a——

Unidad 10. Calculo de derivadas [247 |
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sroblemas resueltos

Ejercicios de derivadas

#E¥] Halla la primera derivada de:
fid = x+8

x+2

MKF] Halla las dos primeras derivadas de:

4
f(x)= X2 — 4

MK Halla las rectas tangente y normal a la hipérbola:

)= x+8

x+2

parax=1

T Halla los mdximos y minimos relativos de la si-

guiente funcién y determina su monotonia.

fla)=— 4

248] Bloque Ill. Funciones

' :1'(x+2)—1-(x+8)=;é+27,t"—8; 6
S (x+2)"' (x+2)2 (x+2)°

8x

(x2-4 )."-

f@=-

78(x1—4)2—4x9,5-4'438x e 8(x?—4)—4x - 8x _

£ =

(x2— 4V (x2-4)
__8x2-32-32x7  -24x?-32 _24x?+32
(x2—4) (x2-4)P  (x2-4)

x=1=f(1)=3= P(1,3)

. 6 ) 2
hine. oo P N et
f@ (x+2)? fm 3
Ecuacién de la recta tangente:
2 . - |
y——s(x—1)+3—>y— 3%+ 3

Ecuacién de la recta normal:

y:%(x—])+3:")‘=%.\'+ ;

Miximos y minimos relativos:

)= - X
S (x1,4)3

F=0= x=0= y=-1= A(0,-1)
24x% + 32
Flger——s
(x2-4)
S0y = —% <0(-) = A(0, 1) Miéximo relativo.
Monotonia:
Abscisa del maximo relativo x = 0, en la primera derivada es de orden 1,
impar = en ella cambia el crecimienro.

Discontinuidades: x = 2, x = —2, en la primera derivada son de orden 2,
par = en ellas no cambia el crecimiento.

f’(l):ﬂg‘w(—)

fj(x) ] + | = .} =
x T 12

Creciente ( 2): (o2, =2) U (-2, 0)

Decreciente (N ): (0, 2) U (2, + =)
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BT Halla los puntos de inflexién de la siguiente fun- Puntos de inflexién:

cién y determina la curvatura.

Slo) =

)= — x‘w+l,; ,.,=2x1+6x
F (x2-1) Fe) (xz—l)‘

F9=0=x=0=y=0=0(0,0)

- 6x* +36x% -6
0 BE MR
(x2-1)"
f"(0)=6#0= 0(0, 0) Punto de inflexién.

x?=1

Curvatura: Abscisa del punto de inflexién x = 0, en la 2." derivada es de
orden 1, impar = en ella cambia la curvatura.

Discontinuidades: x = 1, x = — 1, en la segunda derivada son de orden 3,
impar = en ellas cambia la curvatura.

@)= %—5 >0(x)

Je - 1+
w =1 0 .1

Convexa (U): (-1, 0) U (1, + )

Céncava (M): (-0, - 1)U (0, 1)

¥ Clasifica los puntos singulares de la funcién: F6) =15x" - 1542
[l = 3x° - 5x° F=0=x=0,x%=1x=-1

% =0=y=0= 00,0
%=12y5=-2=A4A(1,-2)
x==1=9,-22 B1,2)
f"(x) = 60x — 30x
=0
£7(x) = 180x* = 30
f"(0) =30 = 0 y de orden impar = O(0, 0) Punto de inflexién.
f"(1) = 30> 0 (+) y de orden par = A(1, —2) Minimo relativo.
f”(— 1)=-30<0()y de orden par = B(-1, 2) Miximo relativo.

Problema de derivadas

BT Los beneficios anuales en millones de euros de una
empresa que fabrica pendrive vienen dados por el Fyncién a maximizar: f(x) = — x> + 14x— 13
precio en euros de la unidad de produccién, segiin

7 Pregunta: Valor de x para que el beneficio sea mdximo y el valor de este.
la férmula:

A) =—x?+ 14— 13
A qué precio se debe vender cada pendrive para Fl)==2x+ 14

obtener el mdximo beneficio? .
f(x):()j—lx+ 14=0=>x=7

Caleula también dicho beneficio maximo.
x=7 = y=36= A7, 36)

Precio de venta de cada pendbrive: 7 €. Beneficio mdximo: 36 millones de euros.

Unidad 10. Calculo de derivadas | 249
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La derivada

KL Calcula la tasa de variacién media de las siguientes funcio-
nes en el intervalo que se indica:

a) flx) =—3x+5en[-1,2]
b) flx) = x*—6x—4en 1, 3]
x=3

x+2

) flx)= en[-1, 3]

d)ﬂx):Vx+4en[—3,0]

| 40 Aplica la definicién de derivada y calcula la derivada de las
siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) flx) =5x—3enx=-4
1 PR

) fl)=—x*+5enx=-1
d) fx) =3x" + Sx—4enx=1

K23 Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x*+4x—lenx=1
b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 1

¢) Representa la funcién f{x) y las rectas.

K El nimero de llamadas que se reciben en una centralita es:

ﬂx)=4x—x72

donde x se expresa en horas, y f{x), en miles de llamadas.
Calcula el niimero medio de llamadas que se reciben entre
las 2 y las 4 horas; y entre las 4 y las 6 horas. ;Cémo inter-
pretas los resultados?

La funcion derivada

2] Analiza si las funciones representadas admiten derivada en

x=1
a) b)
Y/ Y
/: "3 &

EZJ Aplicando la definicién de derivada, calcula la funcién de-
rivada de las siguientes funciones:
b) fix)=——

e o 3
a) fx) = 2x* —4x+ 3 =

250] Blogue IIl. Funciones
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Eld Aplicando la definicién de derivada, halla la funcién deri-

vada de f(x) = Vx
Calcula:

a) El valor de la derivada en el punto de abscisa x = 2

b) El valor de la abscisa en el que la derivada vale 1/4

Reglas de derivacion

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacién:

Kl a)y=3x"+x-7
Kl a) y=2x>+ x* -5
K a) y=(*-1)"
K& o) y= (267 + 22
B a) y-V3xi-2
w;u:m

| 52 | a)y=v:l'j

Rl a) y =757

B ) y=In (5¢° - 39)
B ) y=log (27 +5)
B a) y = sen (3x? - 4x)
Bl 2) y=sen (x* +2)
Bl o) 7= ¢ + cosx
Bl ) y-= 25D

T w2

b)y=—x"+x*—6x
b)y=3x*+5x+1
b) y=(x*+1)*

b) y=(2x*—1)°

b y=vsi-x
b)y:W

b) y=e™
b)y:e’*z'l

b) y=ln (x*—x?)

b) y=log (x* + 4x + 1)
b) y = cos (4x + %)

b)y=tg(x*-1)

b)y=xe"
= In x
sen x

U Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes funcio-
nes y simplifica los resultados.

a]y:—xq + 2x*

x1-1

€ y=

b)_y:%}—lx
_x*+4
o b b 2x

K2 Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes funcio-
nes y simplifica los resultados.

a) y=—x+3x
c)y= £
x*+3

b) y = x* — 4x?

Z_ -
iy it ==

l1-x

Maximos, minimos relativos

y monotonia

K Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonia de la funcién:

y:x’—Bx
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&I Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonfa de la funcién:

3
y:%-%\x

K3 Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonia de la funcién:

y=2x"—6x+1
i Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonia de la funcién:
y=—x>46x% + 15x— 1
i Calcula los miximos y los minimos relativos y determina
la monotonia de la funcién:

-

x2+1

Kl Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonia de la funcién:

Py
x*+3

B Calcula los méximos y los minimos relativos y determina

la monotonia de la funcién:
Cxi-2x+1
¥ x-2

B Aplicando el cilculo de derivadas, estudia la monotonia de
larectay=4x-5
Haz la representacién grifica de la recta e interpreta el re-

sultado.

B Aplicando el clculo de derivadas, calcula los méximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la pari-
bolay=—-2x"-8x-3

Haz la representacién gréfica de la pardbola e interpreta el
resultado.

Para ampliar

Calcula la tasa de variacién media de las siguientes funcio-
nes en el intervalo que se indica:

a)f(x) =—x+len[-1,2]
b) flx) = —x" + 4x—2en [2, 4]

Calcula la rasa de variacién media de las siguientes funcio-
nes en el intervalo que se indica:

a) flx) = '!H; en (3, 5]

x—

b) fix)=Vx+6en[-2,3]

Puntos de inflexion y curvatura

WY Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=x'-3x+4
I3 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:
y=—x"+3x"+1
&I Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:
y=2x"=3x+4
LI Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:
y=4dxd 35"
& Caleula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:
y=x'—6x*—6x+1

i Calcula los puntos de inflexion y determina la curvarura
de la funcién:

Bl Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

_ X
= x*—4

R£] Calcula los puntos criticos de la funcién:

y:xﬁ+3

£ Calcula los puntos criticos de la funcién:

}‘=x(‘*2

I Aplica la definicién de derivada y calcula:

a) La derivada de la funcién f(x} = % enx=1

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 1

) Representa la funcién f{x) y las rectas.
& El espacio que recorre una motociclera viene dado por
f(8) = ¢* + 1, donde ¢ se expresa en segundos, y f(7), en

metros. Calcula la velocidad media en las dos primeras
horas de movimiento.
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L] Analiza en qué puntos la funcién del grifico no es derivable.

B Analiza si en x = 3 la funcién del gréfico es derivable. Di-
buja la recta tangente en dicho punro.

y=x=3+1

KL Aplicando la definicién de derivada, calcula la funcién de-
rivada de las siguientes funciones:

a) fl9) = x°

b) f1) = ——

x=1

Kl Aplicando la definicion de derivada, halla la funcién deri-
vada de:

3
fe x-2
Calcula:
a) El valor de la derivada en el punto de abscisa x = 3

b) El valor de la abscisa en el que la derivada es —1/3
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

ma)yz(xz+4)‘ h)y:(x"+4):scnx

apy G Coede=l
wa)yf\fx+x |:))-v—x2_2
! __¢& = N
lma]y_senx BEm¥E
ma)y:\‘lr b) y = vIn Bx - 5)
X
EH 2y = b)y:ewze"
[Ll.‘_la)y:e“"ﬁz b)y=c"lnx

[252] Bloque lil. Funciones
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KLY a) y=e"cosx b) y = 2 + 32

Eda)y=Ingx b)y:ln5x+c":

uﬂa)y:[gv3x+2- b) y =sen V2x

KM a) y=cos” x b) y=tgix+ 2"
o1 _2x+] .
l;l-.la)yfm” b) y=xsenx

Bk Calcula las tres primeras derivadas de las siguienses
nes y simplifica los resultados.

a)y=x’—6x"+12x-7
b)y:—x5+3xl—4x+4

4
)y = x2-1
d)y= Zxx;l

L[] Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
nes y simplifica los resultados.

a)y=x*+ 207 b)y=x*-x°
E x?-1

. F d) y=
ol x2+3 )y x4+

iLFY Calcula los méximos y los minimos relativos y dess
la monotonia de la funcién:

3
y=x =250 a

i Calcula los maximos y los minimos relativos y dese
la monotonfa de la funcién:

4

Y ok +s

ilE] Calcula los méximos y los minimos relativos y dets
la monotonia de la funcién:

x*—4dx+4

x=1

y=

$L] Calcula los maximos y los minimos relativos y deten
la monotonfa de la funcion:

%

x2+1

Y=

i1l Aplicando el célculo de derivadas, estudia la mone

X
delarecta y=—=+3

2
Haz la representacion grdfica de la recta e interpreta &
sultado.

U Aplicando el célculo de derivadas, calcula los maxime
minimos relativos y determina la monotonia de la ps

l)olay:%fx‘.j)

Haz la representacién grafica de la pardbola e interpreta
resultado.
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LA Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

u)y=x3—3x2+2
b) y=x*—6x + 5%

" Problemas

Lkl Aplicando la definicién de derivada, calcula la ecuacién de
la recta tangente a la curva:

flx) =

en el punto de abscisa x = -2

1

x+3

i80] Halla los puntos en los que la funcién derivada de las si-
guientes funciones es igual a cero:

a)y:in+3x1—12x h)y:x‘{—3x2+3x+2

188§ Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = x?—4dx+5Senel punto de abscisa x = 3

i§¥] Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curva y = x* — 5x + 4 en el punto de abscisa x = -2

i8%] Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curva:

s
J X
en el punto de abscisa x = 1

i8L] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=x"+1 cuya pendiente sea 4

i8] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=x°=9x + 1 cuya pendiente sea 3. ;Cudntas soluciones
hay?

18] Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y=—x"+ 26x que sean paralelas a la recta y = —x

B4 Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
3_ .2 :
y=x’ —x” que tengan una pendiente de 45°

3] Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
. &
y=x"—4 en los puntos de corte con ¢l eje X

58] Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonfa de la funcién:
y=senx
] Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonfa de la funcién:
y=cosx
#3] Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonfa de la funcién:

y=x-senx

INTRODUCC!ON AL CONCEPTO DE DERIVADA'Y SUS APLICACIONES EN
MATEMATICAS DE 1° BACHILLERATO NOCTURNO DE CIENCIAS

EUEY Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura

de la funcién:
2x 2x
s A L F e

i##] Calcula los mdximos y los minimos relativos y determina
la monotonia de la funcién:

y=x+cCosx

iBE] Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monoronia de
la recta:

X
o)
=3

Haz la representacion grifica de la recta e interpreta el
resultado.

i¥L] Aplicando el cdlculo de derivadas, calcula los mdximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la parébo-
lay = —3x* + 6x + 2. Haz la representacién grifica de la
pardbola e interpreta el resultado.

¥4 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcion: y = sen x

¥4 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = cos x

¥4 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = x + sen x

i¥5] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = x— cos x

Para profundizar

[¥2] Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta nor-
mal a la curva y = x* + 6x + 4 en el punto de abscisa x = —2.
Haz la representacion grifica.

&[] La ecuacién de la recta tangente a una curva y = f{x) en el
punto de abscisax =3 es: y—4x+ 11 =0

Calcula cudnto valen f(3) y f'(3)

kEY Halla los puntos en los que las rectas tangentes a las curvas
y=x"+3x—2ey=2x"+x—3son paralelas.

fkF] Demuestra que la funcién y = In x es estrictamente crecien-
te en todo su dominio.

[&k] Determina los mdximos, los minimos relativos y la mono-
tonfa de la funcién y = x* - 8 In x

EELY Calcula la amplitud del dngulo con el que la recta tangen-
te a la grdfica de la funcién y = sen x corta al eje X en el
punto de abscisa x = 0

Unidad 10. Calculo de derivadas [253]
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10. Calculo de derivadas

Paso a paso

ik1q Calcula la derivada de la funcién:

o
Y x—1
Solucién:
s %% 1
a) Introduce la funcién: flx) = o i
7o

b) Escribif’(x)
¢) Pulsa = Calcular.

[ 10. Calculo de derivadas
Oscar Arias Lépez

Alba Maza Sanchez

L Paso a paso

[ Ejercicio 135

x2 +1

fx) =~ —7

iklJ Halla las rectas tangente y normal a la curva:
y=x'—6x+ 1l parax=4

Dibuja la curva y las rectas.

Solucién:

[ Ejercicio 136

| #(x) = x2 - 6x + 11;

l]a=4 = 4

| P = punto(a, f(a)) = (4,3)

|f{x) = 2-x-6

Im=f(a) = 2

|t(x) =m - (x - a) + f(a) = x—=2-x-5

n(x) = - :" - (x - a) +f(a) = xw—%-x-»s

| tablero(punto(2, 3), 12, 12);

| dibujar (f(x), {color = rojo, anchura_linea = 2});

| dibujar (t(x), {color = azul, anchura_linea = 2});

| dibujar (n(x), {color = verde, anchura_linea = 2});
_l dibujar (P, {color = rojo, tamafio_punto = 8}) ;

iyl Calcula los mdximos y minimos relativos y la

notonfa de y = x* — 3x

Solucién:

Ejercicio 137
||(x| =x® - 3x;

|fix) = 3-x?-3

| resolver(f(x) = 0) = {{x=-1},{x=1}}

[f(-1) = 2
A(-1,2)
(1) = -2
B(1, -2)

| tablero(punto(0, 0), 12, 12);

| dibujar(f(x), {color = rojo, anchura_linea = 2});
Maximo relativo: A(=1, 2)

Minimo relativo: B(1, -2)

Creciente : (-0, =1)U (1, +e0)

Decreciente : (-1, 1)

i&t] Derermina los puntos de inflexién y la curvatura

de la funcién: y = x*-3x*—x+5

Solucién:

Ejercicio 138
|f(x) = x® = 3x2 = x + 5;
|Fix) = 3:-x%-6-x-1
|f'(x) = 6-x-6
| resolver(f'(x) = 0) = {{x=1}}
[t(1) = 2

A1, 2)
| tablero(punto(0, 0), 12, 12);
| dibujar (f(x), {color=rojo, anchura_linea=2});
Punto de inflexion : A(1, 2)
Convexa (U) : (1, +c0)

Concava (N) : (-0, 1)
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Asi funciona

alculo de derivadas
sirve el signo de comillas.

ustitucion de variables

a hallar el valor de f{x) para x = 4, se escribe f{a)
2 hallar el valor de f'(x) para x = 4, se escribe f'(a)
a hallar el valor de f”(x) para x = 4, se escribe f"(a)

esolver ecuaciones

Practica

la la primera derivada de las siguientes funciones:

b = £ Kl y=v3x2-5

-t K y=c'lnx

EEL) y = In cos’ x

2
y=¢e" cosx
Calcula los maximos y los minimos relativos y de-
termina la monotonia de la siguiente funcién:

= 3 2

Dibuja la grdfica para comprobarlo.

Calcula los mdximos y los minimos relativos y de-
termina la monotonia de la siguiente funcion:

%2+ 4

r= x

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Calcula los puntos de inflexién y determina la cur-
vatura de la siguiente funcién:
y=x>—6x"+9x

Dibuja la grifica para comprobarlo.

104

troduce la funcién como f(x) y se escribe ' (x). Para obtener la segunda derivada se escribe f(x), son dos primas,

ejemplo, para hallar las raices de la primera derivada se escribe: resolver (f'(x) = 0)

i Calcula los puntos de inflexién y determina la cur-
vatura de la siguiente funcién:

6
x*+3

}[ =
Dibuja la grifica para comprobarlo.
iLtl Calcula y clasifica los puntos criticos de las siguien-
tes funciones:
a) y=x>-6x"+12x-7
b) y=—x* + 4x* — 6x? + dx + 2

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda
de Wiris:

it Halla la ecuacién de la recta tangente y la recta nor-
¥
mal a la siguiente funcién en el punto que se indica:
y=x4—2xsenx: 1
Representa la funcién, la recta tangente y la recta

normal para comprobarlo.

i3] Calcula los mdximos y minimos relativos, puntos
de inflexién y determina la monotonia y la curva-
tura de la siguiente funcién:

3%
XS x* -1

Dibuja la gréfica para comprobarlo.
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B. CONTENIDOS DEL CURRICULO: BLOQUE 2, NUMEROS Y ALGEBRA

MATEMATICAS

1 ESO

CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

BLOQUE 2.- NUMEROS Y ALGEBRA

Divisibilidad de los numeros naturales.
Criterios de divisibilidad.

NUmeros primos y compuestos.
Descomposicion de un namero en factores
primos.

Multiplos y divisores comunes a varios
ndmeros.

Méaximo comdn divisor y minimo comun
maltiplo de dos 0 mas nimeros naturales.
NuUmeros negativos. Significado y utilizacién
en contextos reales.

NUmeros enteros. Representacion, ordenacion
en la recta numérica y operaciones.
Operaciones con calculadora.

Fracciones en entornos cotidianos. Fracciones
equivalentes. Comparacion de fracciones.
Representacion, ordenacion y operaciones.
Numeros decimales. Representacion,
ordenacion y operaciones.

Relacion entre fracciones y decimales.
Conversion y operaciones.

Potencias de numeros naturales. Operaciones.
Potencias de base 10. Cuadrados perfectos.

Utilizar nmeros naturales, enteros,
fraccionarios, decimales y porcentajes
sencillos, sus operaciones y
propiedades para recoger, transformar
e intercambiar informacién y resolver
problemas relacionados con la vida
diaria.

Conocer y utilizar propiedades y
nuevos significados de los nimeros en
contextos de paridad, divisibilidad y
operaciones elementales, mejorando
asi la comprension del concepto y de
los tipos de numeros.

Desarrollar, en casos sencillos, la
competencia en el uso de operaciones
combinadas como sintesis de la
secuencia de operaciones aritméticas,
aplicando correctamente la jerarquia
de las operaciones o estrategias de
calculo mental.

Analizar procesos numericos
cambiantes, identificando los patrones
y leyes generales que los rigen,

Identifica los distintos tipos de niumeros (naturales,
enteros, fraccionarios y decimales) y los utiliza para
representar, ordenar e interpretar adecuadamente
informacion cuantitativa.

Calcula el valor de expresiones numeéricas de
distintos tipos de numeros mediante las operaciones
elementales y las potencias de exponente natural
aplicando correctamente la jerarquia de las
operaciones.

Emplea adecuadamente los distintos tipos de
nUmeros y sus operaciones, para resolver problemas
cotidianos contextualizados, representando e
interpretando mediante medios tecnol6gicos, cuando
sea necesario, los resultados obtenidos.

Reconoce nuevos significados y propiedades de los
nlmeros en contextos de resolucion de problemas
sobre paridad, divisibilidad y operaciones
elementales.

Aplica los criterios de divisibilidad por 2, 3,5,9y 11
para descomponer en factores primos nimeros

naturales y los emplea en ejercicios, actividades y
problemas contextualizados.

Identifica y calcula el maximo comun divisor vy el
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DE CIENCIAS
Jerarquia de las operaciones. utilizando el lenguaje algebraico para | minimo comdn multiplo de dos 0 mas nimeros
Proporcionalidad directa y porcentajes: expresarlos, comunicarlos, y realizar | naturales mediante el algoritmo adecuado y lo aplica
Célculos en casos sencillos. predicciones sobre su comportamiento | problemas contextualizados.
Elaboracion y utilizacion de estrategias para | al modificar las variables, y operar Realiza calculos en los que intervienen potencias de
el calculo mental, para el calculo aproximado | con expresiones algebraicas. exponente natural y aplica las reglas basicas de las
y para el célculo con calculadora u otros operaciones con potencias.
medios tecnoldgicos. Calcula e interpreta adecuadamente el opuesto y el
Iniciacion al lenguaje algebraico. valor absoluto de un nimero entero comprendiendo
Traduccion de expresiones del lenguaje su significado y contextualizandolo en problemas de
cotidiano, que representen situaciones reales, la vida real.
al algebraico y viceversa. Realiza operaciones de redondeo y truncamiento de
Obtencion de formulas y terminos generales numeros decimales conociendo el grado de
basada en la observacién de pautas y aproximacion y lo aplica a casos concretos.
regularidades. Valor numérico de una Realiza operaciones de conversion entre nUmeros
expresion algebraica. decimales y fraccionarios, halla fracciones

equivalentes y simplifica fracciones, para aplicarlo en
la resolucion de problemas.

Realiza operaciones combinadas entre numeros
enteros, decimales y fraccionarios, con eficacia, bien
mediante el calculo mental, algoritmos de lapiz y
papel, calculadora o medios tecnoldgicos utilizando
la notacién mas adecuada y respetando la jerarquia
de las operaciones.

Desarrolla estrategias de calculo mental para realizar
calculos exactos o aproximados valorando la
precision exigida en la operacion o en el problema.
Identifica propiedades y leyes generales a partir del
estudio de procesos numericos recurrentes o
cambiantes, las expresa mediante el lenguaje
algebraico y las utiliza para hacer predicciones.
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MATEMATICAS

2°ESO

CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

| ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES

BLOQUE 2.- NUMEROS Y ALGEBRA

Significados y propiedades de los nimeros en
contextos diferentes al del calculo: nimeros
triangulares, cuadrados, pentagonales, etc.
Potencias de nimeros enteros y fraccionarios
con exponente natural. Operaciones.
Potencias de base 10. Utilizacion de la
notacion cientifica para representar nimeros
grandes.

Cuadrados perfectos. Raices cuadradas.
Estimacion y obtencidn de raices
aproximadas.

Jerarquia de las operaciones.

Calculos con porcentajes (mental, manual,
calculadora).

Aumentos y disminuciones porcentuales.
Razén y proporcion. Magnitudes directa e
inversamente proporcionales. Constante de
proporcionalidad.

Resolucién de problemas en los que
intervenga la proporcionalidad directa o
inversa o variaciones porcentuales. Repartos
directa e inversamente proporcionales.
Elaboracion y utilizacion de estrategias para
el calculo mental, para el calculo aproximado
y para el célculo con calculadora u otros
medios tecnoldgicos.

Utilizar nimeros naturales, enteros,
fraccionarios, decimales y
porcentajes sencillos, sus
operaciones y propiedades para
recoger, transformar e intercambiar
informacion y resolver problemas
relacionados con la vida diaria.
Conocer y utilizar propiedades y
nuevos significados de los nimeros
en contextos de paridad, divisibilidad
y operaciones elementales,
mejorando asi la comprension del
concepto y de los tipos de nimeros.
Desarrollar, en casos sencillos, la
competencia en el uso de
operaciones combinadas como
sintesis de la secuencia de
operaciones aritmeticas, aplicando
correctamente la jerarquia de las
operaciones o estrategias de calculo
mental.

Elegir la forma de célculo apropiada
(mental, escrita o con calculadora),
usando diferentes estrategias que
permitan simplificar las operaciones
con nameros enteros, fracciones,

Calcula el valor de expresiones numeéricas de distintos
tipos de nimeros mediante las operaciones elementales
y las potencias de exponente natural aplicando
correctamente la jerarquia de las operaciones.

Emplea adecuadamente los distintos tipos de nimeros
Yy Sus operaciones, para resolver problemas cotidianos
contextualizados, representando e interpretando
mediante medios tecnologicos, cuando sea necesario,
los resultados obtenidos.

Reconoce nuevos significados y propiedades de los
nameros en contextos de resolucion de problemas
sobre paridad, divisibilidad y operaciones elementales.
Realiza calculos en los que intervienen potencias de
exponente natural y aplica las reglas basicas de las
operaciones con potencias.

Utiliza la notacion cientifica, valora su uso para
simplificar calculos y representar numeros muy
grandes.

Realiza operaciones combinadas entre nimeros
enteros, decimales y fraccionarios, con eficacia, bien
mediante el calculo mental, algoritmos de lapiz y
papel, calculadora 0 medios tecnoldgicos utilizando la
notacion mas adecuada y respetando la jerarquia de las
operaciones.

Desarrolla estrategias de calculo mental para realizar
calculos exactos o aproximados valorando la precision
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Traduccidn de expresiones del lenguaje
cotidiano, que representen situaciones reales,
al algebraico y viceversa.

El lenguaje algebraico para generalizar
propiedades y simbolizar relaciones.
Obtencion de formulas y terminos generales
basada en la observacion de pautas y
regularidades. Valor numérico de una
expresion algebraica.

Operaciones con expresiones algebraicas
sencillas.

Transformacion y equivalencias. Identidades.

Operaciones con polinomios en casos
sencillos.

Ecuaciones de primer grado con una
incégnita

(métodos algebraico y gréafico) y de segundo

grado con una incognita (método algebraico).

Resolucién. Interpretacion de las soluciones.
Ecuaciones sin solucion. Resolucion de
problemas.

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas.

Métodos algebraicos de resolucion y método
gréafico. Resolucion de problemas.

decimales y porcentajes y estimando
la coherencia y precision de los
resultados obtenidos.

Utilizar diferentes estrategias
(empleo de tablas, obtencion y uso
de la constante de proporcionalidad,
reduccion a la unidad, etc.) para
obtener elementos desconocidos en
un problema a partir de otros
conocidos en situaciones de la vida
real en las que existan variaciones
porcentuales y magnitudes directa o
inversamente proporcionales.
Analizar procesos numericos
cambiantes, identificando los
patrones y leyes generales que los
rigen, utilizando el lenguaje
algebraico para expresarlos,
comunicarlos, y realizar predicciones
sobre su comportamiento al
modificar las variables, y operar con
expresiones algebraicas.

Utilizar el lenguaje algebraico para
simbolizar y resolver problemas
mediante el planteamiento de
ecuaciones de primer, segundo grado
y sistemas de ecuaciones, aplicando
para su resolucion métodos
algebraicos o graficos y contrastando
los resultados obtenidos.

exigida en la operacion o en el problema.

Realiza calculos con numeros naturales, enteros,
fraccionarios y decimales decidiendo la forma més
adecuada (mental, escrita o con calculadora),
coherente y precisa.

Identifica y discrimina relaciones de proporcionalidad
numerica (como el factor de conversion o célculo de
porcentajes) y las emplea para resolver problemas en
situaciones cotidianas.

Analiza situaciones sencillas y reconoce que
intervienen magnitudes que no son directa ni
inversamente proporcionales.

Describe situaciones o enunciados que dependen de
cantidades variables o desconocidas y secuencias
I6gicas o regularidades, mediante expresiones
algebraicas, y opera con ellas.

Identifica propiedades y leyes generales a partir del
estudio de procesos numericos recurrentes o
cambiantes, las expresa mediante el lenguaje
algebraico y las utiliza para hacer predicciones.
Utiliza las identidades algebraicas notables y las
propiedades de las operaciones para transformar
expresiones algebraicas.

Comprueba, dada una ecuacién (o un sistema), si un
namero (0 nimeros) es (son) solucién de la misma.
Formula algebraicamente una situacion de la vida real
mediante ecuaciones de primer y segundo grado, y
sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, las
resuelve e interpreta el resultado obtenido.
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3 ESO

BLOQUE 2.- NUMEROS Y ALGEBRA

CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES

Potencias de numeros racionales con
exponente entero. Significado y uso.
Potencias de base 10. Aplicacién para la
expresion de nimeros muy pequefios.
Operaciones con numeros expresados en
notacion cientifica.

Raices cuadradas. Raices no exactas.
Expresion decimal. Expresiones radicales:
transformacion y operaciones.

Jerarquia de operaciones.

NUmeros decimales y racionales.
Transformacion de fracciones en
decimales y viceversa. Numeros decimales
exactos y periédicos. Fraccion generatriz.
Operaciones con fracciones y decimales.
Célculo aproximado y redondeo. Cifras
significativas. Error absoluto y relativo.
Investigacion de regularidades, relaciones
y propiedades que aparecen en conjuntos
de numeros.

Expresion usando lenguaje algebraico.
Sucesiones numeéricas. Sucesiones
recurrentes

Progresiones aritmeticas y geometricas.
Ecuaciones de segundo grado con una
incognita.

Utilizar las propiedades de los
nlumeros racionales para
operarlos, utilizando la forma de
calculo y notacion adecuada, para
resolver problemas de la vida
cotidiana, y presentando los
resultados con la precision
requerida.

Obtener y manipular expresiones
simbdlicas que describan
sucesiones numericas, observando
regularidades en casos sencillos
gue incluyan patrones recursivos.
Utilizar el lenguaje algebraico
para expresar una propiedad o
relacion dada mediante un
enunciado, extrayendo la
informacion relevante y
transformandola.

Resolver problemas de la vida
cotidiana en los que se precise el
planteamiento y resolucion de
ecuaciones de primer y segundo
grado, ecuaciones sencillas de
grado mayor que dos y sistemas
de dos ecuaciones lineales con dos

Reconoce los distintos tipos de nimeros (naturales, enteros,
racionales), indica el criterio utilizado para su distincion y
los utiliza para representar e interpretar adecuadamente
informacion cuantitativa.

Distingue, al hallar el decimal equivalente a una fraccion,
entre decimales finitos y decimales infinitos periodicos,
indicando en este caso, el grupo de decimales que se repiten
o forman periodo.

Halla la fraccion generatriz correspondiente a un decimal
exacto o periodico.

Expresa nimeros muy grandes y muy pequefios en notacion
cientifica, y opera con ellos, con y sin calculadora, y los
utiliza en problemas contextualizados.

Factoriza expresiones numericas sencillas que contengan
raices, opera con ellas simplificando los resultados.
Distingue y emplea técnicas adecuadas para realizar
aproximaciones por defecto y por exceso de un nimero en
problemas contextualizados, justificando sus
procedimientos.

Aplica adecuadamente técnicas de truncamiento y redondeo
en problemas contextualizados, reconociendo los errores de
aproximacion en cada caso para determinar el procedimiento
mas adecuado.

Expresa el resultado de un problema, utilizando la unidad de
medida adecuada, en forma de ndmero decimal,
redondeandolo si es necesario con el margen de error o
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Resolucién (método algebraico y grafico). | incognitas, aplicando técnicas de | precision requeridos, de acuerdo con la naturaleza de los

Transformacion de expresiones manipulacion algebraicas, graficas | datos.

algebraicas. 0 recursos tecnolégicos, Calcula el valor de expresiones numéricas de nimeros
Igualdades notables. Operaciones valorando y contrastando los enteros, decimales y fraccionarios mediante las operaciones
elementales con polinomios. resultados obtenidos. elementales y las potencias de exponente entero aplicando
Resolucidn de ecuaciones sencillas de correctamente la jerarquia de las operaciones.

grado superior a dos. Emplea nimeros racionales para resolver problemas de la
Resolucion de problemas mediante la vida cotidiana y analiza la coherencia de la solucién.
utilizacion de ecuaciones y sistemas de Calcula términos de una sucesion numérica recurrente
ecuaciones. usando la ley de formacion a partir de términos anteriores.

Obtiene una ley de formacion o formula para el término
general de una sucesion sencilla de nUmeros enteros o
fraccionarios.

Identifica progresiones aritméticas y geométricas, expresa su
término general, calcula la suma de los “n” primeros
términos, y las emplea para resolver problemas.

Valora e identifica la presencia recurrente de las sucesiones
en la naturaleza y resuelve problemas asociados a las
mismas.

Realiza operaciones con polinomios y los utiliza en ejemplos
de la vida cotidiana.

Conoce y utiliza las identidades notables correspondientes al
cuadrado de un binomio y una suma por diferencia, y las
aplica en un contexto adecuado.

Factoriza polinomios de grado 4 con raices enteras mediante
el uso combinado de la regla de Ruffini, identidades notables
y extraccion del factor comun.

Formula algebraicamente una situacion de la vida cotidiana
mediante ecuaciones y sistemas de ecuaciones, las resuelve e
interpreta criticamente el resultado obtenido.
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BLOQUE 2.- NUMEROS Y ALGEBRA

CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

Potencias de numeros naturales con
exponente entero. Significado y uso.
Potencias de base 10. Aplicacién para la
expresion de nimeros muy pequefios.
Operaciones con nimeros expresados en
notacion cientifica.

Jerarquia de operaciones.

Numeros decimales y racionales.
Transformacion de fracciones en decimales y
viceversa. NUmeros decimales exactos y
periédicos.

Operaciones con fracciones y decimales.
Célculo aproximado y redondeo. Error
cometido.

Investigacion de regularidades, relaciones y
propiedades que aparecen en conjuntos de
ndmeros.

Expresion usando lenguaje algebraico.
Transformacion de expresiones algebraicas
con una indeterminada. Igualdades notables.
Ecuaciones de segundo grado con una
incognita.

Resolucién (método algebraico y grafico).
Resolucién de problemas mediante la
utilizacion de ecuaciones y sistemas.

Utilizar las propiedades de los nimeros
racionales y decimales para operarlos
utilizando la forma de célculo y notacion
adecuada, para resolver problemas, y
presentando los resultados con la precision
requerida.

Utilizar el lenguaje algebraico para expresar
una propiedad o relacién dada mediante un
enunciado extrayendo la informacién
relevante y transforméndola.

Resolver problemas de la vida cotidiana en
los que se precise el planteamiento y
resolucion de ecuaciones de primer y
segundo grado, sistemas lineales de dos
ecuaciones con dos incognitas, aplicando
técnicas de manipulacion algebraicas,
gréaficas o recursos tecnologicos y valorando
y contrastando los resultados obtenidos.

Aplica las propiedades de las potencias para
simplificar fracciones cuyos numeradores y
denominadores son productos de potencias.
Distingue, al hallar el decimal equivalente a
una fraccion, entre decimales finitos y
decimales infinitos periddicos, indicando en
ese caso, el grupo de decimales que se repiten o
forman periodo.

Expresa ciertos nimeros muy grandes y muy
pequefios en notacion cientifica, y opera con
ellos, con y sin calculadora, y los utiliza en
problemas contextualizados.

Distingue y emplea técnicas adecuadas para
realizar aproximaciones por defecto y por
exceso de un numero en problemas
contextualizados y justifica sus procedimientos.
Aplica adecuadamente técnicas de
truncamiento y redondeo en problemas
contextualizados, reconociendo los errores de
aproximacion en cada caso para determinar el
procedimiento mas adecuado.

Expresa el resultado de un problema, utilizando
la unidad de medida adecuada, en forma de
numero decimal, redondeandolo si es necesario
con el margen de error o precision requeridos,
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de acuerdo con la naturaleza de los datos.
Calcula el valor de expresiones numeéricas de
nameros enteros, decimales y fraccionarios
mediante las operaciones elementales y las
potencias de nimeros naturales y exponente
entero aplicando correctamente la jerarquia de
las operaciones.

Emplea nimeros racionales y decimales para
resolver problemas de la vida cotidiana y
analiza la coherencia de la solucion.

Suma, resta y multiplica polinomios,
expresando el resultado en forma de polinomio
ordenado y aplicdndolos a ejemplos de la vida
cotidiana.

Conoce y utiliza las identidades notables
correspondientes al cuadrado de un binomio y
una suma por diferencia y las aplica en un
contexto adecuado.

Resuelve ecuaciones de segundo grado
completas e incompletas mediante
procedimientos algebraicos y graficos.
Resuelve sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incégnitas mediante procedimientos
algebraicos o graficos.

Formula algebraicamente una situacion de la
vida cotidiana mediante ecuaciones de primery
segundo grado y sistemas lineales de dos
ecuaciones con dos incognitas, las resuelve e
interpreta criticamente el resultado obtenido.
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4 ESO

BLOQUE 2.- NUMEROS Y ALGEBRA

CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

Reconocimiento de nimeros que no pueden
expresarse en forma de fraccion. NUmeros
irracionales.

Representacion de nimeros en la recta real.
Intervalos.

Potencias de exponente entero o fraccionario
y radicales sencillos.

Interpretacion y uso de los nimeros reales en
diferentes contextos eligiendo la notacién y
aproximacion adecuadas en cada caso.
Potencias de exponente racional. Operaciones
y propiedades.

Jerarquia de operaciones.

Célculo con porcentajes. Interés simple y
compuesto.

Logaritmos. Definicién y propiedades.
Manipulacion de expresiones algebraicas.
Utilizacion de igualdades notables.
Introduccion al estudio de polinomios. Raices
y factorizacion.

Ecuaciones de grado superior a dos.
Fracciones algebraicas. Simplificacion y
operaciones.

Resolucién de problemas cotidianos y de
otras areas de conocimiento mediante

Conocer los distintos tipos de nimeros e
interpretar el significado de algunas de sus
propiedades més caracteristicas: divisibilidad,
paridad, infinitud, proximidad, etc.

Utilizar los distintos tipos de nUmeros y
operaciones, junto con sus propiedades, para
recoger, transformar e intercambiar
informacion y resolver problemas
relacionados con la vida diaria y otras
materias del &mbito académico.

Construir e interpretar expresiones
algebraicas, utilizando con destreza el
lenguaje algebraico, sus operaciones y
propiedades.

Representar y analizar situaciones y
relaciones matematicas utilizando
inecuaciones, ecuaciones y sistemas para
resolver problemas matemaéticos y de
contextos reales.

Reconoce los distintos tipos nimeros
(naturales, enteros, racionales e irracionales y
reales), indicando el criterio seguido, y los
utiliza para representar e interpretar
adecuadamente informacion cuantitativa.
Aplica propiedades caracteristicas de los
numeros al utilizarlos en contextos de
resolucion de problemas.

Opera con eficacia empleando calculo mental,
algoritmos de lapiz y papel, calculadora o
programas informaticos, y utilizando la
notacién mas adecuada.

Realiza estimaciones correctamente y juzga si
los resultados obtenidos son razonables.
Establece las relaciones entre radicales y
potencias, opera aplicando las propiedades
necesarias y resuelve problemas
contextualizados.

Aplica porcentajes a la resolucion de
problemas cotidianos y financieros y valora el
empleo de medios tecnolégicos cuando la
complejidad de los datos lo requiera.

Calcula logaritmos sencillos a partir de su
definicion o mediante la aplicacion de sus
propiedades y resuelve problemas sencillos.
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ecuaciones y sistemas. Compara, ordena, clasifica y representa
Inecuaciones de primer y segundo grado. distintos tipos de numeros sobre la recta
Interpretacion grafica. Resolucion de numerica utilizando diferentes escalas.
problemas. Resuelve problemas que requieran conceptos

y propiedades especificas de los nimeros.

Se expresa de manera eficaz haciendo uso del
lenguaje algebraico.

Obtiene las raices de un polinomio y lo
factoriza utilizando la regla de Ruffini u otro
método mas adecuado.

Realiza operaciones con polinomios,
igualdades notables y fracciones algebraicas
sencillas.

Hace uso de la descomposicion factorial para
la resolucidn de ecuaciones de grado superior
a dos.

Formula algebraicamente las restricciones
indicadas en una situacion de la vida real, lo
estudia y resuelve, mediante inecuaciones,
ecuaciones o sistemas, e interpreta los
resultados obtenidos.
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CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

Reconocimiento de nimeros que no pueden
expresarse en forma de fraccion. NUmeros
irracionales.

Diferenciacion de nimeros racionales e
irracionales.

Expresion decimal y representacion en la
recta real.

Jerarquia de las operaciones. Interpretacion y
utilizacion de los numeros reales y las
operaciones en diferentes contextos, eligiendo
la notacidn y precision mas adecuadas en
cada caso.

Utilizacion de la calculadora para realizar
operaciones con cualquier tipo de expresion
numérica.

Calculos aproximados.

Intervalos. Significado y diferentes formas de
expresion.

Proporcionalidad directa e inversa.
Aplicacion a la resolucion de problemas de la
vida cotidiana.

Los porcentajes en la economia. Aumentos y
disminuciones porcentuales. Porcentajes
sucesivos.

Interés simple y compuesto.

Conocer y utilizar los distintos tipos de
nlmeros y operaciones, junto con sus
propiedades y aproximaciones, para resolver
problemas relacionados con la vida diaria y
otras materias del ambito académico
recogiendo, transformando e intercambiando
informacion.

Utilizar con destreza el lenguaje algebraico,
sus operaciones y propiedades.

Representar y analizar situaciones y
estructuras matematicas utilizando ecuaciones
de distintos tipos para resolver problemas.

Reconoce los distintos tipos nimeros
(naturales, enteros, racionales e irracionales),
indica el criterio seguido para su
identificacion, y los utiliza para representar e
interpretar adecuadamente la informacion
cuantitativa.

Realiza los célculos con eficacia, bien
mediante cdlculo mental, algoritmos de lapiz
y papel o calculadora, y utiliza la notacion
mas adecuada para las operaciones de suma,
resta, producto, division y potenciacion.
Realiza estimaciones y juzga si los resultados
obtenidos son razonables.

Utiliza la notacion cientifica para representar
y operar (productos y divisiones) con
nameros muy grandes 0 muy pequefios.
Compara, ordena, clasifica y representa los
distintos tipos de numeros reales, intervalos y
semirrectas, sobre la recta numérica.

Aplica porcentajes a la resolucién de
problemas cotidianos y financieros y valora el
empleo de medios tecnoldgicos cuando la
complejidad de los datos lo requiera.
Resuelve problemas de la vida cotidiana en
los que intervienen magnitudes directa e
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Polinomios: raices y factorizacion.
Utilizacion de identidades notables.
Resolucidn de ecuaciones y sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas.
Resolucién de problemas cotidianos mediante
ecuaciones y sistemas.

inversamente proporcionales.

Se expresa de manera eficaz haciendo uso del
lenguaje algebraico.

Realiza operaciones de suma, resta, producto
y division de polinomios y utiliza identidades
notables.

Obtiene las raices de un polinomio y lo
factoriza, mediante la aplicacion de la regla
de Ruffini.

Formula algebraicamente una situacion de la
vida real mediante ecuaciones de primer y
segundo grado y sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas, las resuelve e
interpreta el resultado obtenido.
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CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE
EVALUABLES

Numeros reales: necesidad de su estudio para

la comprension de la realidad. Valor absoluto.

Desigualdades.

Distancias en la recta real. Intervalos y
entornos.

Aproximacion y errores. Notacion cientifica.

El nimero e. Logaritmos decimales y
neperianos. Ecuaciones logaritmicas y
exponenciales.

Planteamiento y resolucion de problemas de
la vida cotidiana mediante ecuaciones e
inecuaciones.

Interpretacion gréafica.

Utilizar los numeros reales, sus operaciones y
propiedades, para recoger, transformar e
intercambiar informacion, estimando,
valorando y representando los resultados en
contextos de resolucion de problemas.

Valorar las aplicaciones del nimero “e” y de
los logaritmos utilizando sus propiedades en
la resolucién de problemas extraidos de
contextos reales.

Analizar, representar y resolver problemas
planteados en contextos reales, utilizando
recursos algebraicos (ecuaciones,
inecuaciones y sistemas) e interpretando
criticamente los resultados.

Reconoce los distintos tipos numeros (reales
y complejos) y los utiliza para representar e
interpretar adecuadamente informacion
cuantitativa.

Realiza operaciones numéricas con eficacia,
empleando célculo mental, algoritmos de
lapiz y papel, calculadora o herramientas
informaticas.

Utiliza la notacion numérica mas adecuada a
cada contexto y justifica su idoneidad.

Obtiene cotas de error y estimaciones en los
calculos aproximados que realiza valorando y
justificando la necesidad de estrategias
adecuadas para minimizarlas.

Conoce y aplica el concepto de valor absoluto
para calcular distancias y manejar
desigualdades.
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Resuelve problemas en los que intervienen
nameros reales y su representacion e
interpretacion en la recta real.

Aplica correctamente las propiedades para
calcular logaritmos sencillos en funcion de
otros conocidos.

Resuelve problemas asociados a fendmenos
fisicos, bioldgicos o econdmicos mediante el
uso de logaritmos y sus propiedades.

Formula algebraicamente las restricciones
indicadas en una situacion de la vida real,
estudia y clasifica un sistema de ecuaciones
lineales planteado (como maximo de tres
ecuaciones y tres incognitas), lo resuelve,
mediante el método de Gauss, en los casos
que sea posible, y lo aplica para resolver
problemas.

Resuelve problemas en los que se precise el
planteamiento y resolucion de ecuaciones
(algebraicas y no algebraicas) e inecuaciones
(primer y segundo grado), e interpreta los
resultados en el contexto del problema.

118



Fermin Esparza Alfaro

MATEMATICAS ORIENTADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES

1 BACHILLERATO

BLOQUE 2.- NUMEROS Y ALGEBRA

CONTENIDOS

CRITERIOS DE EVALUACION

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES

Ndmeros racionales e irracionales. EI nimero
real.

Representacion en la recta real. Intervalos.

Aproximacion decimal de un nimero real.
Estimacion, redondeo y errores.

Operaciones con numeros reales. Potencias y
radicales. La notacion cientifica.

Polinomios. Operaciones. Descomposicion en
factores.

Ecuaciones lineales, cuadraticas y reducibles
a ellas, exponenciales y logaritmicas.
Aplicaciones. Sistemas de ecuaciones de
primer y segundo grado con dos incognitas.
Clasificacion. Aplicaciones. Interpretacion
geomeétrica.

Utilizar los numeros reales y sus
operaciones para presentar e
intercambiar informacién,
controlando y ajustando el margen
de error exigible en cada situacion,
en situaciones de la vida real.

Transcribir a lenguaje algebraico o
gréafico situaciones relativas a las
ciencias sociales y utilizar técnicas
matematicas y herramientas
tecnoldgicas apropiadas para
resolver problemas reales, dando
una interpretacion de las soluciones
obtenidas en contextos particulares.

Reconoce los distintos tipos numeros reales (racionales
e irracionales) y los utiliza para representar e interpretar
adecuadamente informacion cuantitativa.

Representa correctamente informacion cuantitativa
mediante intervalos de nimeros reales.

Compara, ordena, clasifica y representa graficamente,
cualquier nimero real.

Realiza operaciones numéricas con eficacia, empleando
calculo mental, algoritmos de l&piz y papel, calculadora
0 programas informaticos, utilizando la notacion méas
adecuada y controlando el error cuando aproxima.

Utiliza de manera eficaz el lenguaje algebraico para
representar situaciones planteadas en contextos reales.

Resuelve problemas relativos a las ciencias sociales
mediante la utilizacion de ecuaciones o sistemas de
ecuaciones.

Realiza una interpretacion contextualizada de los
resultados obtenidos y los expone con claridad.
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C. Hojas de ejercicios adicionales resueltos

— A o
EIEE‘— MATEMATICAS 1° BACHILLERATO Fecha: 12/10/2019

NAVARRO VILLOSLADA

Ejercicios Tema 10

Nombre y Apellidos:

O ciencias

1. El abecedario del infierno... Calcula las siguientes derivadas:
a y=x3—-5x>+6

2x
b. Y= X—5x
c _xZ-1
' T ox+1
1-x
d y=-3
x—1
e. y= lnm
f. y=5x3+3Vx+1
1
0 V=7
2
h. y= (x—\/l—xz)
i' y — ecosx
o oy= \/sz + (x? —1)2
x%—x
k. y==—
| _ 2x%+5x-3
- Y= 5x2
x3
m.y= _x
n. y — esenx
eX+2
0. y=In (ex—Z)
p. y=5Vx—1
Q. y=logsx
1+x
rr y=arct (E)
o y=2
t y=e 3X°5 4 [y —4—7x+20
_ x—1 cosx
u y=In —t 2
V. y=a*"35_9sen2x — 5
W. y = 3arctgvx — 3cosx + x 3
X. y = 5lnVsenx + ;/Cx—T11
— X2 x !
y. y=— cose)+\/m
7 _ (1—cosx)
- V= 1+cosx

2. Una empresa ha comprobado que la demanda de articulos de un producto, en
funcion del precio, viene dada por la expresion d(x) = 700 — 3x?
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Calcula:

10.

11.
12.

a. Lavariacion de la demanda si el precio pasa de 5 a 10 euros por unidad,
¢es positiva o negativa?

b. La variacion media correspondiente a los intervalos [5,10], [5,7], [5,5.1]
y [5,5.01]

c. Lavariacion instantanea en x=5

Calcula la derivada de y = 1/x utilizando la definicion de derivada

Se sabe que la funcion f(x) es derivable en el intervalo (0,5) y verifica f(0) =
f(5). ¢(Cuanto valen a, b y c?
ax+bx? 0<x<2

f(x)={c+\/x—1 2<x<5

Siendo f(x) = (x+1)? y g(x) = 3x, calcula la derivada de la funcién compuesta

9(f(x))

Dada la funcion f(x) = ax? + bx + ¢, determina los coeficientes a, b y ¢ sabiendo
que la gréfica de f(x) pasa por los puntos (1,0) y (3,2) y que la recta tangente a la
curva y=f(x) en x=1 tiene pendiente igual a -1.
Dada la funcion f(x)
a. Determina ay b de modo que sea continua
b. Para los valores que se obtengan, estudia la derivabilidad
x2 x<0
fG)=4Ja+bx 0<x<1
3 1<x

Se considera la curva cuya ecuacion es f(x) = kx3 + 6x? -kx — 18
a. ¢Cuénto debe valer k si las tangentes en los puntos A(1,f(1)) y B(-2,f(-
2)) son paralelas?
b. Determina las ecuaciones de ambas tangentes.

Responde a las siguientes cuestiones:
a. Derivay = In (ﬂ) + e?*

cosx
1

b. Halla la ecuacion de la recta tangente a y = 26N x=1
. mx?+1 _
Calcula el valor de m para que la derivada de f(x) = o €N x=1/2 valga 1.

Calcula las tangentes a la curva dada por f(x) = x3-2x, paralelas a la recta y=x.
Calcula los maximos y minimos relativos, monotonia, puntos de inflexion y
curvatura de las siguientes funciones:

a y=x*—4x+5

b. y=x5+3

c. y=x3-27x+10
d y=x*—4x>+5x—-6
e. y=—

x2—4
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