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Introduccién general

Este Trabajo Fin de Master tiene como objetivo estudiar la ensefianza
de la probabilidad en dos paises distintos, con curriculos y métodos
distintos.

El trabajo se estructura en dos partes. En la primera parte se realiza un
estudio longitudinal del curriculo y en los libros de texto en el tercer
ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato con relacion al tema
indicado.

En la segunda parte se realiza un trabajo tedrico, el cual se basa en el
estudio de los curriculos y libros de texto de matematicas, sobre todo a
nivel de ESO, en el que se analizan y se comparan los paises de
Espafia y Singapur en diferentes aspectos, viendo asi las debilidades y
fortalezas de cada uno. Se realizan ademas sugerencias de mejora en
algunos aspectos.

El trabajo concluye con una sintesis, unas conclusiones y unas
cuestiones abiertas.
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Parte I: La probabilidad en el curriculo vigente y
en los libros de texto
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Méster se analiza como se
aborda el tratamiento de la probabilidad en el curriculo y en los
libros de texto en el tercer ciclo de Primaria, en ESO y en
Bachillerato.

El andlisis se divide en cinco capitulos. En el primer, segundo y
tercer capitulo se muestran en forma de tabla los contenidos,
criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables del
curriculo vigente que hacen referencia a la probabilidad en cada uno
de los grados. En el cuarto se presentan ejemplos de las actividades
(ejercicios, problemas, cuestiones y situaciones) tipo propuestas en
un libro de texto de cuarto curso de ESO (de la editorial SM/Savia),
asi como en dos cursos anteriores y dos posteriores.

Las conclusiones que se extraen del andlisis comparativo de los
contenidos de ambas fuentes (curriculo y libro de texto) se exponen
en el quinto capitulo. El objetivo aqui es valorar la coherencia de los
manuales con relacion al curriculo vigente y resaltar las presencias o
ausencias de conocimientos matematicos relativos al tema objeto de
analisis.
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Capitulo 1.
1. La probabilidad en el curriculo vigente

En este capitulo se muestra mediante tablas, separadas en subapartados segun el ciclo de
ensefianza en el que se ven, cuéles son los contenidos relativos a la probabilidad, objeto
de estudio del presente trabajo, que aparecen en los distintos curriculos de ensefianza.

Tanto estos contenidos como los criterios de evaluacion y los estandares de aprendizaje
evaluables que aparecen en los siguientes capitulos, se extraen de la normativa de
educacion en Navarra. En concreto, del Decreto Foral 23/2007, de 19 de marzo, por el
que se establece el curriculo de las ensefianzas del segundo ciclo de la Educacion
Infantil en la Comunidad Foral de Navarra; del Decreto Foral 24/2015, de 22 de abril,
por el que se establece el curriculo de las ensefianzas de Educacién Secundaria
Obligatoria en la Comunidad Foral de Navarra; y del Decreto Foral 25/2015, de 22 de
abril, del Gobierno de Navarra, por el que se establece el curriculo de las ensefianzas
del Bachillerato en la Comunidad Foral de Navarra.

La estructura de las tablas es la misma para todas, en la primera columna aparecen los
descriptores, y en las siguientes columnas los cursos. Tanto en 3° y 4° de ESO como en
1° y 2° de Bachiller se analizan ambas ramas, las matematicas orientadas a las
enseflanzas academicas y las matematicas aplicadas a las ciencias sociales, por ello estas
tablas tienen mayor nimero de columnas.

Los descriptores utilizados son los siguientes: C1: Interpretacion y nocion de la
probabilidad, y su uso; C2: Sucesos y espacio muestral; C3: Céalculo de probabilidades;
C4: Probabilidad condicionada; C5: Experimentos compuestos; C6: Variable aleatoria;
C7: Distribuciones de probabilidad discretas; y C8: Distribuciones de probabilidad
continuas. La raya discontinua indica que no hay como tal un contenido relativo a ese
descriptor, en el curriculo.

Los contenidos son literales, aparecen igual que en el curriculo respectivo, y la letra en
cursiva indica que ese mismo contenido aparece también en otro descriptor o
descriptores (en otra fila de la tabla) por corresponder a estos también.

1.1. Contenidos en Educacién Primaria

CONTENIDOS/ 5° PRIMARIA 6° PRIMARIA

CURSO

DESCRIPTOR

C1: Caracter aleatorio de algunas | Caracter  aleatorio  de  algunas
Interpretacion y | experiencias. experiencias.

nocion de la
probabilidad, vy

probabilidad de un suceso.
Su uso.

Iniciacion intuitiva al célculo de

la

C2: | e e
Sucesos y
espacio
muestral.
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C3: Célculo de
probabilidades.

Iniciacion intuitiva al célculo de la
probabilidad de un suceso.

C4:
Probabilidad

Condicionada.

C5:
Experimentos
compuestos.

C6: Variable
aleatoria.

CT:
Distribuciones
de probabilidad
discretas.

C8:
Distribuciones
de probabilidad
continuas.

1.2. Contenidos en ESO

CONTENIDOS/
CURSO

1°ESO

2° ESO

DESCRIPTOR

C1:
Interpretacion y
nocion de la
probabilidad, y
Su uso.

Fendmenos deterministas y aleatorios.

Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de
fendmenos aleatorios sencillos y disefio de experiencias para su
comprobacion.

Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la
probabilidad mediante la simulacién o experimentacion.

cz2. | Espacio muestral en experimentos sencillos. Tablas y diagramas
SUCesos y de arbol sencillos.

espacio Sucesos elementales equiprobables y no equiprobables.

muestral.

C3: Caélculo de | -------- Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la

probabilidades.

probabilidad mediante la simulacion o experimentacion. Calculo
de probabilidades mediante la regla de Laplace en experimentos
sencillos.

C4:
Probabilidad

14
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Condicionada.

C5:
Experimentos
compuestos.

C6: Variable
aleatoria.

CT7:
Distribuciones
de probabilidad
discretas.

C8:
Distribuciones
de probabilidad
continuas.

CONTENIDOQS/ | 3° ESO 3°ESO 4° ESO 4°ESO
CURSO (Matematicas (M. orientadas a (Matematicas (M. orientadas
orientadas a las | las ensefianzas orientadas a las alas
ensefianzas aplicadas) ensefianzas ensefianzas
académicas) académicas) aplicadas)
DESCRIPTOR
C1: Experiencias | -------- Utilizacion del | Azar y
Interpretacion y | aleatorias. vocabulario probabilidad.
nocion. de 12 | titizacion e adecuado - para
probabilidad, Yy | 5 probabilidad escrt'.f.” y
su uso. para tomar cuantificar
decisiones situaciones
fundamentadas relacionadas con el
en diferentes azar.
contextos.
C2: Sucesos y | -------- Introduccion a la | Diagrama en
SUCESOS y espactloI comg!nat(_)rla: arbol.
espacio muestral. combinaciones, Probabilidad
muestral. variaclones y simple y
permutaciones. compuesta
Utilizacion de tablas
de contingencia y
diagramas de arbol
para la asignacion
de probabilidades.
C3: Calculo de | Célculo de | -------- Introduccion a la | Célculo de

probabilidades.

probabilidades
mediante la

combinatoria:
combinaciones,

probabilidades
mediante la

15
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regla de variaciones y | Regla de
Laplace. permutaciones. Laplace.
I,Dll;aglramasf” de Calculo de | Frecuencia de
arbol sencitios. probabilidades un suceso
Permutaciones; mediante la regla | aleatorio.
fa,ctorlal de un d,e I__aplace y otras Diagrama en
namero. técnicas de recuento. | .
arbol.
Utilizacion de tablas
de contingencia y
diagramas de érbol
para la asignacion
de probabilidades.
C4: | e e Probabilidad Sucesos
Probabilidad condicionada. dependientes e

independientes.

Condicionada. Sucesos
dependientes e
independientes.
Cs5: e Probabilidad simple | Probabilidad
Experimentos y compuesta. simple y
compuestos. Experiencias compuesta.
aleatorias Diagrama en
compuestas. arbol.
Utilizacion de tablas
de contingencia y
diagramas de arbol
para la asignacion
de probabilidades.
C6:  Variable | -—------ | emeee e s
aleatoria.
O T T B T e

Distribuciones
de probabilidad
discretas.

C8:
Distribuciones
de probabilidad
continuas.

1.3. Contenidos en Bachillerato

CONTENIDOS/
CURSO

10
BACHILLER

1° BACHILLER
(M. aplicadas a

2° BACHILLER

(Matematicas 1)

2° BACHILLER
(M. aplicadas a

16
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(Matematicas las ciencias las ciencias
)] sociales I) sociales 1)

DESCRIPTOR
cL | e Axiomética de | Axioméatica  de | Profundizacion en
Interpretacion y Kolmogorov. Kolmogorov. la Teoria de Ia
nocion de la Probabilidad.
probabilidad, 'y Axiomatica  de
Su uso. Kolmogorov.
cz2. | e Sucesos. | =m0 [ mmmeeees
Sucesos y
espacio
muestral.
C3: Calculo de | -------- Asignacion  de | Asignacion de | Asignacién de

probabilidades.

probabilidades a
sucesos
mediante la
regla de Laplace
y a partir de su
frecuencia
relativa.

Aplicacion de la
combinatoria al
calculo de
probabilidades.

probabilidades a
sucesos mediante
la regla  de
Laplace y a partir
de su frecuencia
relativa.

Aplicacion de la
combinatoria  al
calculo de
probabilidades.

probabilidades a
sucesos mediante
la  regla de
Laplace y a partir
de su frecuencia
relativa.

C4:
Probabilidad

Condicionada.

Probabilidad
condicionada.
Dependencia e
independencia
de sucesos.

Probabilidad
condicionada.

Dependencia e
independencia de
sucesos.

Teoremas de la
probabilidad total
y de Bayes.

Probabilidades
iniciales y finales
y verosimilitud de

Probabilidad
condicionada.

Dependencia e
independencia de
sucesos.

Teoremas de la
probabilidad total
y de Bayes.

Probabilidades
iniciales y finales
y verosimilitud de

un suceso. un suceso.

Cs: | Experimentos Experimentos Experimentos

Experimentos simples y | simples y | simples y

compuestos. compuestos. compuestos. compuestos.
Dependencia e
independencia de
sucesos.

C6: Variable | -------- Variables Variables | --------

17
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aleatoria.

aleatorias
discretas.
Distribucion de
probabilidad.
Media, varianza
y desviacion
tipica.

Variables
aleatorias
continuas.
Funcion de
densidad y de
distribucion.
Interpretacion
de la media,
varianza y
desviacion
tipica.

aleatorias
discretas.
Distribucion  de
probabilidad.
Media, varianza y
desviacion tipica.

CT7:
Distribuciones
de probabilidad

Distribucién
binomial.
Caracterizacion

Calculo de
probabilidades en
una distribucion

discretas. e identificacion | binomial.
((j:qll | mOdel(;)' Célculo de
aletio €| probabilidades
probabilidades. mediante la
aproximacion de
la  distribucion
binomial por la
normal.
cs: | Distribucion Asignacion de | --------
Distribuciones normal. probabilidades en

de probabilidad
continuas.

Tipificacion de
la distribucion
normal.
Asignacion  de
probabilidades
en una
distribucion
normal. Calculo
de
probabilidades
mediante la
aproximacion de
la distribucion
binomial por la
normal.

una distribucion
normal.

Calculo de
probabilidades
mediante la

aproximacion de
la distribucion
binomial por la
normal.

18
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2. Los criterios de evaluacién de la probabilidad en el curriculo vigente

Para este capitulo, los criterios de evaluacion que aparecen proceden de los curriculos
de ensefianza establecidos por las normas vigentes ya mencionadas.

Los descriptores son, naturalmente, los mismos, y se utiliza la nomenclatura CE
(Criterio de Evaluacion). Ademas, se afiade aqui un descriptor nuevo, CE9: Vocabulario

adecuado.

Se recuerda que la letra cursiva indica que ese mismo criterio de evaluacion aparece en
otro descriptor o descriptores de la misma tabla, y que las rayas discontinuas indican

ausencia.

2.1. Criterios de evaluacion en Educacion Primaria

CRITERIOS DE
EVALUACION/

CURSO

5° PRIMARIA

6° PRIMARIA

DESCRIPTOR

CE1:
Interpretacion 'y
nocion de la
probabilidad, y
Su uso.

3. ldentificar situaciones de la
vida diaria en la que se dan
sucesos, imposibles, posibles o
seguros, valorando la utilidad de
los conocimientos matematicos
adecuados y reflexionando sobre
el proceso aplicado para la
resolucion de problemas.

3. Observar, hacer estimaciones y
constatar que hay  sucesos
imposibles, posibles o seguros, o que
se repiten.

4. ldentificar, y resolver problemas
de la vida diaria, conectando la
realidad y los conceptos estadisticos
y de probabilidad, valorando la

utilidad de los conocimientos
matematicos adecuados y
reflexionando sobre el proceso

aplicado para la resolucion de

problemas.

CE2:

Sucesos y
espacio

muestral.

3. Identificar situaciones de la
vida diaria en la que se dan
sucesos, imposibles, posibles o
seguros, valorando la utilidad
de los conocimientos
matematicos  adecuados vy
reflexionando sobre el proceso
aplicado para la resolucién de
problemas.

3. Observar, hacer estimaciones y
constatar  que  hay  sucesos
imposibles, posibles o seguros, 0 que
se repiten.

CE3: Calculo de
probabilidades.

4. ldentificar, y resolver problemas
de la vida diaria, conectando la
realidad y los conceptos estadisticos
y de probabilidad, valorando Ila
utilidad de los conocimientos
matematicos adecuados y

19
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reflexionando sobre el
aplicado para la
problemas.

proceso
resolucion de

CE4:
Probabilidad

Condicionada.

CE5:
Experimentos
compuestos.

CE6: Variable
aleatoria.

CET:
Distribuciones
de probabilidad
discretas.

CES:
Distribuciones
de probabilidad
continuas.

CE9:
Vocabulario
adecuado.

2.2. Criterios de evaluacion en ESO

CRITERIOS DE
EVALUACION/

CURSO

1°ESO

2° ESO

DESCRIPTOR

CE1:
Interpretacion 'y
nocion de la
probabilidad, y
su uso.

1. Diferenciar los fendmenos deterministas de los aleatorios,
valorando la posibilidad que ofrecen las matematicas para
analizar 'y hacer predicciones razonables acerca del
comportamiento de los aleatorios a partir de las regularidades
obtenidas al repetir un numero significativo de veces la
experiencia aleatoria, o el calculo de su probabilidad.

2. Inducir la nocién de probabilidad a partir del concepto de
frecuencia relativa y como medida de incertidumbre asociada a
los fendmenos aleatorios, sea 0 no posible la experimentacion.

CE2:

Sucesos y
espacio

muestral.
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CE3: Célculo de
probabilidades.

1. Diferenciar los fendmenos deterministas de los aleatorios,
valorando la posibilidad que ofrecen las matematicas para
analizar 'y hacer predicciones razonables acerca del
comportamiento de los aleatorios a partir de las regularidades
obtenidas al repetir un numero significativo de veces la
experiencia aleatoria, o el calculo de su probabilidad.

2. Inducir la nocién de probabilidad a partir del concepto de
frecuencia relativa y como medida de incertidumbre asociada a
los fendmenos aleatorios, sea 0 no posible la experimentacion.

CE4: | -
Probabilidad

Condicionada.

CE5S: | -
Experimentos

compuestos.

CE6: Variable | --------
aleatoria.

CE7: | e

Distribuciones
de probabilidad
discretas.

CES:
Distribuciones
de probabilidad

continuas.
CE9: | e
Vocabulario
adecuado.
CRITERIOS DE | 3° ESO 3°ESO 4°ESO 4°ESO
EVALUACION/ (Matematicas (M. (Matematicas (M. orientadas a las
CURSO orientadas  a | orientadas orientadas a las ensefianzas
las ensefianzas alas ensefianzas aplicadas)
académicas) ensefianzas académicas)
aplicadas)
DESCRIPTOR
CEl. | e ] e 1. Resolver | 1. Utilizar el
Interpretacion 'y diferentes vocabulario
nocion de la situaciones y | adecuado para la
probabilidad, vy problemas de la | descripcion de
Su uso. vida cotidiana | situaciones
aplicando los | relacionadas con el
conceptos del | azar y la estadistica,
calculo de | analizando e
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probabilidades y | interpretando
técnicas de recuento | informaciones que
adecuadas. aparecen en los
medios de
comunicacion.
CE2: 4. Estimar la | -------- 2. Calcular | 3. Calcular
SUCESOS y posibilidad de p_robabllldades p_robabllldades
espacio que ocurra un simples o0 | simples y
suceso compuestas compuestas para
muestral. . :
asociado a un aplicando la regla | resolver problemas

experimento
aleatorio
sencillo,
calculando su
probabilidad a
partir de su

frecuencia
relativa, la
regla de

Laplace o los
diagramas de
arbol,
identificando
los elementos
asociados  al
experimento.

de Laplace, los
diagramas de arbol,
las tablas de
contingencia u otras
técnicas
combinatorias.

de la vida cotidiana,
utilizando la regla
de Laplace en
combinacion con
técnicas de recuento
como los diagramas
de arbol y las tablas
de contingencia.

CE3: Calculo de
probabilidades.

4. Estimar la
posibilidad de
que ocurra un
suceso
asociado a un
experimento
aleatorio
sencillo,
calculando su
probabilidad a
partir de su

frecuencia
relativa, la
regla de

Laplace o los
diagramas de
arbol,
identificando
los elementos
asociados al
experimento.

2. Calcular
probabilidades
simples 0
compuestas

aplicando la regla
de Laplace, los
diagramas de arbol,
las tablas de
contingencia u otras
técnicas
combinatorias.

3. Calcular
probabilidades
simples y
compuestas para
resolver problemas
de la vida cotidiana,
utilizando la regla de
Laplace en
combinacion con
técnicas de recuento
como los diagramas
de arbol y las tablas
de contingencia.

CE4:

22
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Probabilidad

Condicionada.

CES5: 4. Estimar la | -------- 2. Calcular | 3. Calcular

Experimentos posibilidad de probabilidades probabilidades

compuestos. gue ocurra un simples 0 | simples y
suceso compuestas compuestas para
asociado a aplicando la regla | resolver problemas
[..] o los de Laplace, los | de la vida cotidiana,
diagramas de diagramas de arbol, | utilizando la regla
arbol, las tablas de | de Laplace en
identificando contingencia u otras | combinacion con
los elementos técnicas técnicas de recuento
asociados  al combinatorias. como los diagramas
experimento. de arbol y las tablas

de contingencia.

CE6: \Variable | ------—-- | —eemem e s

aleatoria.

CE7. | e e e

Distribuciones
de probabilidad
discretas.

CES:
Distribuciones
de probabilidad

continuas.

CE9: | eeeeem | e | e 1. Utilizar el

Vocabulario vocabulario

adecuado. adecuado para la
descripcion de
situaciones

relacionadas con el
azar y la estadistica,

analizando e
interpretando

informaciones  que
aparecen en los
medios de

comunicacion.

2.3. Criterios de evaluacion en Bachillerato

CRITERIOS DE
EVALUACION/

10
BACHILLER

(Matematicas

10
BACHILLER

(M. aplicadas

20
BACHILLER

(Matematicas

BACHILLER
(M. aplicadas a

20
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CURSO )] a las ciencias i) las ciencias
sociales I) sociales II)
DESCRIPTOR
CEL: | e 3. Asignar 1. Asignar
Interpretacion y probabilidades probabilidades
nocion de la a sucesos a sucesos
probabilidad, y aleatorios en aleatorios  en
Su uso. experimentos experimentos
simples y simples [...]
compuestos, toma de
utilizando la decisiones  en
regla de contextos
Laplace en relacionados
combinacién con las ciencias
con diferentes sociales.
técnicas  de
recuento y la
axiomatica de
la
probabilidad,
empleando los
resultados
numericos
obtenidos en
la toma de
decisiones en
contextos
relacionados
con las
ciencias
sociales.
CE2: | - 3. Asignar | 1. Asignar | 1. Asignar
SUCESOS y probabilidades | probabilidades | probabilidades
espacio a [...]]a Sucesos | a ~ sucesos
muestral. utilizando la aleatquos en aleatquos en
regla de | experimentos | experimentos
Laplace en | simples y | simples [...] en
combinacion compuestos combinacion
con diferentes | (utilizando la | con diferentes
técnicas  de | regla de | técnicas de
recuento y | Laplace en | recuento
[...] en | combinacion personales,
contextos con diferentes | diagramas de
relacionados | técnicas de | arbol...
con las | recuento y la
ciencias axiomatica de
sociales. la

probabilidad),
asi como a
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sucesos
aleatorios
condicionados
(Teorema de
Bayes), en
contextos
relacionados
con el mundo
real.

CE3: Caélculo de
probabilidades.

3. Asignar
probabilidades
a sucesos

aleatorios en
experimentos

simples y
compuestos,
utilizando la
regla de
Laplace en
combinacion

con diferentes
técnicas de
recuento y la
axiomatica de
la
probabilidad,
empleando los
resultados
numéricos
obtenidos en la
toma de
decisiones en
contextos
relacionados
con las
ciencias
sociales.

1. Asignar
probabilidades
a sucesos

aleatorios en
experimentos

simples y
compuestos
(utilizando la
regla de
Laplace en
combinacion

con diferentes
técnicas de
recuento y la
axiomatica de
la
probabilidad),
asi como a
sucesos
aleatorios
condicionados
(Teorema de
Bayes), en
contextos
relacionados
con el mundo
real.

1. Asignar
probabilidades a
sucesos
aleatorios  en
experimentos

simples y
compuestos,
utilizando la

regla de Laplace
en combinacion
con diferentes
técnicas de
recuento
personales,
diagramas  de
arbol o tablas de
contingencia, la
axiomatica de la
probabilidad, el
teorema de la
probabilidad
total y aplica el
teorema de
Bayes para
modificar la
probabilidad
asignada a un
suceso
(probabilidad
inicial) a partir

de la
informacién
obtenida
mediante la

experimentacion
(probabilidad
final),
empleando los
resultados
numéricos
obtenidos en la
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toma de
decisiones  en
contextos
relacionados
con las ciencias
sociales.

CE4:
Probabilidad

Condicionada.

1. Asignar
probabilidades
a sucesos
aleatorios en
experimentos
simples y
compuestos
(utilizando la
regla de
Laplace en
combinacion
con diferentes
técnicas de
recuento y la
axiomatica de
la
probabilidad),
asi como a
sucesos
aleatorios
condicionados
(Teorema de
Bayes), en
contextos
relacionados
con el mundo
real.

1. Asignar
probabilidades
a sucesos
aleatorios  en
experimentos

simples [...] el
teorema de la
probabilidad

total y aplica el
teorema de
Bayes para
modificar la
probabilidad...

CES5:
Experimentos
compuestos.

3. Asignar
probabilidades
a [...]
utilizando la
regla de
Laplace en
combinacion
con diferentes
técnicas de
recuento y
[...] en
contextos

relacionados
con las
ciencias

sociales.

1. Asignar
probabilidades
a sucesos
aleatorios en
experimentos
simples y
compuestos
(utilizando la
regla de
Laplace en
combinacion
con diferentes
técnicas de
recuento y la
axiomatica de
la

1. Asignar
probabilidades
a sucesos
aleatorios  en
experimentos
simples y
compuestos
utilizando la
regla de
Laplace en
combinacion
con diferentes
técnicas de
recuento
personales,
diagramas de
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probabilidad),
asi como a
sucesos
aleatorios
condicionados
(Teorema de
Bayes), en
contextos
relacionados
con el mundo
real.

arbol

de contingencia,

[..]

o tablas

CE6: \Variable | -----—-- | === e | s
aleatoria.
CE7:. | - 4. ldentificar | 2. Identificar | --------

Distribuciones
de probabilidad
discretas.

los fendmenos
que  pueden
modelizarse
mediante las
distribuciones
de
probabilidad
binomial y
normal
calculando sus
parametros y
determinando
la probabilidad
de diferentes
sucesos
asociados.

los fendmenos
que pueden
modelizarse
mediante  las
distribuciones
de
probabilidad
binomial y
normal
calculando sus
parametros y
determinando
la probabilidad
de diferentes
sucesos
asociados.

CES:
Distribuciones
de probabilidad
continuas.

4. ldentificar
los fendmenos
que  pueden
modelizarse
mediante las
distribuciones
de
probabilidad
binomial y
normal
calculando sus
parametros vy
determinando
la
probabilidad
de diferentes
sucesos
asociados.

2. ldentificar
los fendmenos
que pueden
modelizarse
mediante las
distribuciones
de
probabilidad
binomial y
normal
calculando sus
parametros y
determinando
la
probabilidad
de diferentes
sucesos
asociados.
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CE9: |- 5. Utilizar el | 3. Utilizar el | --------
Vocabulario vocabulario vocabulario
adecuado. adecuado para | adecuado para

la descripcion
de situaciones
relacionadas
conelazary la
estadistica,
analizando...

la descripcion
de situaciones
relacionadas
con el azar.
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3. Estandares de aprendizaje evaluables de la probabilidad en el
curriculo vigente
En este capitulo, al igual que en los anteriores, los estdndares de aprendizaje evaluables

que aparecen proceden de los curriculos de ensefianza establecidos por las normas
vigentes ya mencionadas.

Los descriptores son, naturalmente, los mismos, y se utiliza la nomenclatura EAE
(Estandar de aprendizaje evaluables). Ademaés, al igual que en los criterios de
evaluacion, se afiade aqui un descriptor, el CE9: Vocabulario adecuado.

Se recuerda que la letra cursiva indica que ese mismo criterio de evaluacion aparece en
otro descriptor o descriptores de la misma tabla, y que las rayas discontinuas indican

ausencia.

3.1. Estandares de aprendizaje evaluables en Educacion Primaria

ESTANDARES
DE
APRENDIZAJE
EVALUABLES/

CURSO

5° PRIMARIA

6° PRIMARIA

DESCRIPTOR

EAEL:
Interpretacion 'y
nocion de la
probabilidad, y
Su uso.

3.1.

Identifica situaciones de

caracter aleatorio.

3.2. Calcula, de forma intuitiva, la
probabilidad de que ocurra un suceso en
fendmenos aleatorios sencillos.

3.3. Efectla conjeturas y estimaciones en
juegos de azar sencillos.

EAE2: | - 3.1. Determina todos los posibles sucesos
SUCESOS y qluet pueden darse en fendmenos
espacio aleatorios.

muestral.

EAE3: Calculo | 3.2. Resuelve problemas muy | 3.2. Calcula, de forma intuitiva, la
de sencillos de azar y | probabilidad de que ocurra un suceso en
probabilidades. | probabilidad. fendmenos aleatorios sencillos.

3.3. Efectla conjeturas y estimaciones en
juegos de azar sencillos.

3.4. Resuelve problemas sencillos de azar
y probabilidad

EAE4:
Probabilidad

Condicionada.

EAES:
Experimentos
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compuestos.

EAEG: Variable
aleatoria.

EAE7Y:
Distribuciones
de probabilidad
discretas.

EAES:
Distribuciones
de probabilidad
continuas.

EAE9:
Vocabulario
adecuado.

3.2. Estandares de aprendizaje evaluables en ESO

ESTANDARES
DE
APRENDIZAJE
EVALUABLE/

CURSO

1° ESO

2°ESO

DESCRIPTOR

EAEL:
Interpretacion y
nocion de la
probabilidad, y
su uso.

1.1. Identifica los experimentos aleatorios y los distingue de los
deterministas.

1.3. Distingue los conceptos de posible y probable y gradda o
cuantifica la mayor o menor probabilidad de los resultados
esperados en un experimento aleatorio.

2.4. Realiza predicciones sobre un fendmeno aleatorio a partir
del calculo exacto de su probabilidad o la aproximacion de la
misma mediante la experimentacion.

2.5. Utiliza la probabilidad para elegir la opcion més adecuada
en situaciones o juegos de azar sencillos.

EAE2: | - 2.1. Describe experimentos aleatorios sencillos y enumera todos

SUCESOS y los resultados posibles, apoyandose en tablas, recuentos o

espacio diagramas en arbol sencillos.

muestral. 2.2. Distingue entre sucesos elementales equiprobables y no
equiprobables.

EAE3: Calculo | -------- 1.2. Calcula la frecuencia relativa de un suceso mediante la

de experimentacion.

probabilidades.

2.1. Describe experimentos aleatorios sencillos y enumera todos
los resultados posibles, apoyandose en tablas, recuentos o
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diagramas en arbol sencillos.

2.3. Calcula la probabilidad de sucesos asociados a experimentos
sencillos mediante la regla de Laplace y la expresa en forma de
fraccion y como porcentaje.

2.4. Realiza predicciones sobre un fenémeno aleatorio a partir
del célculo exacto de su probabilidad o la aproximacion de la
misma mediante la experimentacion.

EAE4:
Probabilidad

Condicionada.

EAES:
Experimentos
compuestos.

EAEG: Variable
aleatoria.

EAET:
Distribuciones
de probabilidad
discretas.

EAES:
Distribuciones
de probabilidad

continuas.
EAE9: --
Vocabulario
adecuado.
ESTANDARES | 3° ESO 3°ESO 4°ESO 4°ESO
DE - ” :
(Matematicas (M. (Matematicas (M. orientadas a
é\P/iELTJiIE%LAEJ/E orientadas a las | orientadas orientadas a las las ensefianzas
enseflanzas alas ensefianzas aplicadas)
CURSO académicas) ensefianzas académicas)
aplicadas)
DESCRIPTOR
EAEL: 4.1. ldentifica los | -------- 1.2. ldentifica y|1.2. Formula y
Interpretacion y | experimentos describe comprueba
nocion de la| aleatorios y los situaciones y | conjeturas sobre
probabilidad, vy | distingue de los fenémenos de | los resultados de
Su uso. deterministas. caracter experimentos
44 Toma la aleatorio, aleatorios y
decisién  correcta ;,Itl|IZ.an(|10, la | simulaciones.
teniendo en cuenta erminologia
adecuada para

las probabilidades
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de las describir sucesos.
distintas  opciones 1.3. Aplica
en situaciones de técnicas de calculo
incertidumbre. de probabilidades
en la resolucion de
diferentes
situaciones y
problemas de la
vida cotidiana.
1.4. Formula vy
comprueba
conjeturas s obre
los resultados de
experimentos
aleatorios y
simulaciones.
2.4. Analiza
matematicamente
algun  juego de
azar sencillo,
comprendiendo sus
reglas y calculando
las probabilidades
adecuadas.
EAEZ2: 4.3. Asigna | -------- 2.1. Aplicalaregla | 3.1. Calcula Ila
SUCESOS y probabilidades a de__ Laplace oy probabilidad  de
espacio sucesos en utiliza estrategias | sucesos con la
experimentos de recuento | regla de Laplace y
muestral. . . . 2.
aleatorios sencillos sencillas y | utiliza,
cuyos  resultados técnicas especialmente,
son equiprobables, combinatorias. diagramas de
mediante la regla 22 caleula la érbo_lotab_las de
de Laplace, orobabilidad  de contingencia
enumerando  los para el recuento
sucesos
sucesos compuestos de casos.
elementales, tablas sencillos
0 arbol_es u otras utilizando,
estrategias especialmente, los
personales. diagramas de
arbol o las tablas
de contingencia.
EAE3: Calculo | 4.3. Asigna | -------- 1.3. Aplica | 1.2. Formula vy
de probabilidades a técnicas de | comprueba
probabilidades. | sucesos en célculo de | conjeturas sobre

experimentos
aleatorios sencillos

probabilidades en
la resolucién de

los resultados de
experimentos
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cuyos resultados
son equiprobables,
mediante la regla
de Laplace,
enumerando los
sucesos
elementales, tablas
o arboles u otras
estrategias

diferentes
situaciones y
problemas de la
vida cotidiana.

2.1. Aplica la
regla de Laplace
y utiliza estrategias
de recuento
sencillas y técnicas

aleatorios y
simulaciones.

3.1. Calcula Ia
probabilidad de
sucesos con la
regla de Laplace y
utiliza,
especialmente,
diagramas de

personales. combinatorias. arbol o tablas de
22 calcula la contingencia para
probabilidad  de | & recuento  de
sucesos casos.
compuestos 3.2. Calcula la
sencillos probabilidad  de
utilizando, sucesos
especialmente, los | compuestos
diagramas de | sencillos en los
arbol o las tablas | que intervengan
de contingencia. dos experiencias
aleatorias
simultaneas 0
consecutivas.
EAE4: |- e 2.3. Resuelve | --------
Probabilidad problemas
Condicionada. sencillos asoc_ia_ldos
a la probabilidad
condicionada.
EAEDS: 4.3. Asigna | -------- 2.2. Calcula la|3.1. Calcula la
Experimentos probabilidades a probabilidad  de | probabilidad de
compuestos. sucesos en sucesos sucesos con la
experimentos compuestos regla de Laplace
aleatorios [...] sencillos y utiliza,
enumerando los utilizando, especialmente,
sucesos especialmente, los | diagramas de

elementales, tablas
o0 arboles u otras
estrategias
personales.

diagramas de arbol
o las tablas de
contingencia.

arbol o tablas de
contingencia para
el recuento de
Ccasos.

3.2. Calcula Ia
probabilidad de
sucesos
compuestos
sencillos en los
que intervengan
dos experiencias
aleatorias
simultaneas 0
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consecutivas.
EAEG6: Variable | -----—--- | seeeem | - e
aleatoria.
EAE7: | e | mmmmeeee e e
Distribuciones
de probabilidad
discretas.
= S e (e—
Distribuciones
de probabilidad
continuas.
EAEQ: 4.2. Utiliza el | ---—--- 1.2. Identifica y|1.1. Utiliza un
Vocabulario vocabulario describe vocabulario
adecuado. adecuado para situaciones y | adecuado para
describir y fendmenos de | describir
cuantificar caracter aleatorio, | situaciones
situaciones utilizando la | relacionadas con
relacionadas con el terminologia el azar y la
azar. adecuada para | estadistica.
describir sucesos.
1.5. Utiliza un
vocabulario
adecuado para
describir y
cuantificar
situaciones
relacionadas con el
azar.
3.1. Utiliza un
vocabulario
adecuado para
describir,
cuantificar y
analizar
situaciones
relacionadas con el
azar.
3.3. Estandares de aprendizaje evaluables en Bachillerato
ESTANDARES | 1° 1° BACHILLER | 2° BACHILLER 2°
DE BACHIL (M. aplicadas a (Matematicas BACHILLER
APRENDIZAJE | LER las ciencias orientadas a las | (Matematicas
EVALUABLE/ (Matemati sociales 1) ensefianzas i)
CURSO cas I) académicas)
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DESCRIPTOR
EAEL: |- 5.1. Utiliza un| 1.1. Calcula [...] | 1.1. Calcula
Interpretacion y vocabulario la axiomatica de | /...] la
nocion de la adecuado para | Kolmogorov y | axiomatica de
probabilidad, vy describir diferentes Kolmogorov y
Su uso. situaciones técnicas de | diferentes
relacionadas con | recuento. técnicas  de
el azar y la recuento.
estadistica. 1.4. Resuelve
una situacion
relacionada
con la toma de
decisiones en
condiciones de
incertidumbre
en funcién de
la
probabilidad
de las distintas
opciones.
EAE2: | e | e 1.2. Calcula | 1.2. Calcula
SUCESOS y propabilidades a | probabilidade
espacio partir de los sde_sucesosa
muestral. sucesos que | partir de los
constituyen una | sucesos  que
particion del | constituyen
espacio muestral. | una particion
1.1. Calcula la el espacio
probabilidad de | Muestral.
sucesos /...] y | 1l.1. Calculala
diferentes probabilidad
técnicas de | de sucesos
recuento. [...] y
diferentes
técnicas  de
recuento.
EAE3: Calculo | -------- 1.1. Calcula la|1.1. Calcula la
de probabilidad de | probabilidad

probabilidades.

sucesos en
experimentos
simples y
compuestos

mediante la regla
de Laplace, las
formulas

de sucesos en
experimentos

simples y
compuestos

mediante  la
regla de

Laplace, las
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derivadas de la | formulas
axiomatica  de | derivadas de la
Kolmogorov vy | axiomatica de

diferentes Kolmogorov y
técnicas de | diferentes
recuento. técnicas de

13. Calcula la | recuento.

probabilidad 1.2. Calcula
final de un| probabilidade
suceso aplicando | s de sucesos a
la formula de | partir de los
Bayes. sucesos  que
constituyen

una particion
del espacio
muestral.

1.3. Calcula la
probabilidad
final de un
suceso
aplicando la
férmula de

Bayes.
EAE4: | e | e 1.3. Calcula la | 1.3. Calcula la
Probabilidad probabilidad probabilidad

final de un|final de wun
suceso aplicando | suceso
la formula de | aplicando la

Condicionada.

Bayes. formula de
Bayes.
EAE5S: | e | e 1.3. Calcula la | 1.1. Calcula la
Experimentos probabilidad probabilidad
compuestos. final de un|de sucesos en
suceso aplicando | experimentos
la formula de | simples y
Bayes. compuestos

1.1. Calcula la mediante la

orobabilidad de | €912 de
sucesos /[...] 'y ;_,aplacl:e, las
diferentes dorr_nu as
técnicas de enva_das,_de
recuento. la axiomatica
de
Kolmogorov y
diferentes
técnicas de
recuento.
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EAEG: Variable
aleatoria.

EAETY:
Distribuciones

4.2. Calcula
probabilidades

2.1.  Identifica
fendbmenos que

de probabilidad asociadas a una | pueden
discretas. distribucién modelizarse
binomial a partir | mediante la
de su funcion de | distribucion
probabilidad, de | binomial,
la tabla de la | obtiene sus
distribucién 0 | parametros y
mediante calcula su media
calculadora, hoja |y desviacion
de célculo u otra | tipica.
herrarlqle_nta | 2.2. Calcula
teﬁf‘o 09'03.3’ 8 | probabilidades
aplica en dIVersas | aoqciadas a una
situaciones. distribucién
4.5. Calcula | binomial a partir
probabilidades de | de su funcion de
sucesos asociados | probabilidad, de
a fenomenos que | la tabla de la
pueden distribucion o
modelizarse mediante
mediante la | calculadora, hoja
distribucion de célculo u otra
binomial a partir | herramienta
de su | tecnologica.
?prommacmn por |, g Calcula
al q nqrmal probabilidades
\éaoran 0 si sel SUCESOS
and_ . las asociados a
condiclones fendmenos que
necesarias  para oueden
que sea valida. modelizarse
mediante la
distribucion
binomial a partir
de su
aproximacion
por la normal
valorando si se
dan las
condiciones
necesarias para
que sea valida.
EAES. |- 4.4, Calcula | 2.4. Calcula

Distribuciones

probabilidades de

probabilidades
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de probabilidad sucesos asociados | de sucesos

continuas. a fenébmenos que | asociados a
pueden fendbmenos que
modelizarse pueden
mediante la | modelizarse
distribucién mediante la
normal a partir de | distribucion
la tabla de la|normal a partir
distribucién 0 | de la tabla de la
mediante distribucion o
calculadora, hoja | mediante
de calculo u otra | calculadora, hoja
herramienta de calculo u otra
tecnoldgica, y las | herramienta
aplica en diversas | tecnoldgica.
situaciones. o5 Calcula
4.5. Calcula | probabilidades
probabilidades de | de sucesos
sucesos asociados | asociados a
a fenémenos que | fendbmenos que
pueden pueden
modelizarse modelizarse
mediante la | mediante la
distribucion distribuciéon
binomial a partir | binomial a partir
de su | de su
aproximacion por | aproximacion
la normal | por la normal
valorando si se | valorando si se
dan las | dan las
condiciones condiciones
necesarias para | necesarias para
que sea valida. que sea valida.

EAE9: | - 5.1. Utiliza un|3.1. Utiliza un | --------

Vocabulario vocabulario vocabulario

adecuado. adecuado para | adecuado para
describir describir
situaciones situaciones

relacionadas con
el azar y la
estadistica.

relacionadas con
el azar.
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4. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en los libros de texto y su
relacion con la probabilidad en el curriculo vigente

En el presente capitulo se muestran los ejercicios, problemas y cuestiones tipo de los
libros de texto y su relacion con el curriculo vigente. Para mostrar esta relacion, los
ejercicios se han organizado de modo que se muestran los ejercicios siguiendo los
estandares de aprendizaje evaluables del curriculo, mostrando asi los ejercicios tipo que
sirven para cumplir cada estandar. El estandar de aprendizaje correspondiente se indica
en la descripcion del ejercicio, y, en general, se han escogido dos actividades para
mostrarlo, aunque hay casos en los que se han escogido mas de dos actividades, cuando
se ha considerado adecuado para mostrar algo mas. Para que haya presencia de ambas
ramas de las matematicas, pero a su vez no alargar el capitulo en exceso, se muestran
los ejercicios tipo de la rama de académicas para la ESO y de la rama de ciencias
sociales para bachiller.

4.1. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2°ESO

Tipo: Ejercicio
Descripcion: Los ejercicios con los que se trata el estaindar de aprendizaje “1.1.
Identifica los experimentos aleatorios y los distingue de los deterministas” son de modo

que se pregunta al alumno si es aleatorio o determinista cada experimento de una lista.
Aparecen tanto en 2°ESO como en 3°ESO, y los hay como ejercicios resueltos también.

Ejemplo:

Indica cudles de los siguientes experimentos son alea-
torios

a) Tirar un totem al aire y que caiga de pi

b)Anotar el horario de salida del tren de |a estacion
c)Reproducir una cancion de una lista de masica.
d)Extraer una carta de la baraja y medir su anchura

e)Lanzar un dado jugando al parchis

llustracién 1.- Ejercicio 2, pag. 268. Libro 22 ESO.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Para trabajar el estandar de aprendizaje “1.2. Calcula la frecuencia relativa
de un suceso mediante la experimentacion” Se encuentran varios ejercicios, la idea es
que se repita n veces y se obtengan las frecuencias relativas. Luego, conforme aumenta
el nimero de experimentaciones, se aprovecha para el concepto de probabilidad
mediante la ley fuerte.
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Ejemplo:

Se sospecha que una moneda esta trucada. Los resulta-
dos de obtener cara y cruz en sucesivos lanzamientos

han sido:
10 20 40 80 160
5 G 16 26 52

a)Representa en unos ejes cartesianos la frecuencia rela-
tiva de las caras respecto del nimero de lanzamientos.

b) ;Cual seria la probabilidad de “salir cara™?
¢) ;Esté trucada la moneda?

llustracién 2.- Ejercicio, pag. 279. Libro 22 ESO.

Tipo: Ejercicio.
Descripcion: Los ejercicios con los que se trata el estandar de aprendizaje “1.3.

Distingue los conceptos de posible y probable y gradda o cuantifica la mayor o menor
probabilidad de los resultados esperados en un experimento aleatorio”

Ejemplo:

En la loteria nacional los nimeros van del 00000 al
99999, Indica cudles de las siguientes afirmaciones
son ciertas y cudles no:

a)Es mas dificil gue salga el 44444 que el 32578
b)Es més dificil que salga un nimero que tenga todas las
cifras iguales que uno que tenga todas diferentes

c)Es preferible comprar un nimero grande como el

4980 antes gue unec pequefio como el 00232

wmm

d)Salen mas veces los nimeros que terminan en 5.

llustraciodn 3.- Ejercicio; pag. 277. 22ESO.

Tipo: Ejercicios; problemas.

Descripcion: Los ejercicios, con los que se trata el estandar de aprendizaje “2.1.
Describe experimentos aleatorios sencillos y enumera todos los resultados posibles,
apoyandose en tablas, recuentos o diagramas en arbol sencillos”, pueden ser distintos en
cuanto a que pueden pedir que el alumno use un diagrama de arbol o tabla, darla
directamente en el ejercicio, 0 no pedir su uso.

Igualmente se puede pedir “el espacio muestral” o “todos los resultados posibles”.

Predomina sobre los demas el ejercicio en el que se pide el espacio muestral utilizando
un diagrama de arbol o tabla de doble entrada, sin darla en el enunciado (ver primer
ejemplo a continuacion); en 3° ESO también ocurre asi.
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Ejemplo:

5.Escribe el espacio muestral de los siguientes experi-
% mentos utilizando una tabla de doble entrada o un dia-
grama de arbol.

a)Lanzar dos dados y sumar los resultados.

b)Extraer tres bolas de la siguiente urna

el

llustracién 4.- Ejercicio; pag.269. 22 ESO.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Si en el estandar de aprendizaje 2.1. entendemos “describir experimentos
aleatorios sencillos” como obtener y describir sucesos de su espacio de sucesos,
entonces el ejercicio tipo es el que sigue a continuacién, donde se da un experimento y
se pide describir sus sucesos.

Ejemplo:

36.5e lanza una bola en una ruleta de 36 ndmeros, nume-
M rados del 1 al 36.

Describe los siguientes sucesos.
a)A ="Salir par y maltiplo de 6".
b)& = “Salir primo o miltiplo de 5".
¢) € = "Salir lo contrario que en 8",

llustracién 5.- Ejercicio; pag.278. 22 ESO.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: El estandar de aprendizaje “2.2. Distingue entre sucesos elementales
equiprobables y no equiprobables.”.

Ejemplo:
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En un juego de mesa se dispone de la siguiente ruleta.

78

Calcula las probabilidades de:
a)Que la aguja caiga en la zona amarilla
b)Que la aguja no caiga en la zona verde

llustracién 6.- Ejercicio, pag. 280. 22ESO.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Son muchos los ejercicios con los que se trata el calculo de la
probabilidad. En cuanto al estandar de aprendizaje “2.3. Calcula la probabilidad de
sucesos asociados a experimentos sencillos mediante la regla de Laplace y la expresa en
forma de fraccion y como porcentaje”, el ejercicio tipo con el que se trabaja es aquel en
el que se da un experimento simple y se pide el calculo de la probabilidad de varios
sucesos.

Sin embargo, no se pide explicitamente expresar su calculo en forma de fraccion y
como porcentaje.

Ejemplo:

De una baraja espafiola se extrae una carta. Calcula la
probabilidad de obtener:

a)lUn tras
h::'l"l iy de bhastos
¢) Un rey que no sea de bastos

d)Una sota o un caballo

llustracién 7.- Ejercicio; pag.275. 22 ESO.

Tipo: Problema.

Descripcion: Los ejercicios con los que se trata el estandar de aprendizaje “2.4. Realiza
predicciones sobre un fendmeno aleatorio a partir del calculo exacto de su probabilidad
o la aproximacion de la misma mediante la experimentacion”.

Ejemplo:
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26.En un juego para dos jugadores Elsa y Benito lanzan
<) dos dados y se anota su suma.

Elsa gana si |2 suma sale un nimero par y Benito si
sale un nimero impar.

a);Es justo el juego?
b) ;Cudl es la probabilidad de ganar de cada uno?

c) Calcula las probabilidades de cada uno si en lugar de
sumar los resultados de los dados los multiplican, y
Elsa sigue apostando a que sale par y Benito a gue sale
impar.

llustracién 8.- Problema; pag. 275. 22ESO.

Tipo: Cuestion.

Descripcion: En lo referente al estandar de aprendizaje “2.5. Utiliza la probabilidad
para elegir la opcion mas adecuada en situaciones o juegos de azar sencillos”, no se
encuentra con facilidad un ejercicio que pida explicitamente al alumno elegir entre
varias opciones la mas adecuada. Este estandar de aprendizaje se puede relacionar en
realidad con el anterior.

Un ejercicio que trabaja muy bien este estandar es el que se muestra a continuacion.
Ejemplo:

Juego para dos jugadores. ;Y el ganador es...?

Disponemos de tres ruletas con los nimeros del 1 al 9.

El primer jugador elige una de las tres ruletas, la hace girar y anota el
nGmero que ha salido. El segundo jugador elige una de las dos ruletas
que quedan y hace lo mismo. Gana el que obtiene el nGmero mayor.

1. iCrees que los dos jugadores tienen las mismas probabilidades de
ganar?

!. }Qué prefieres: ser el primer jugador o el segundo?

3. Si eres el primero, ;qué ruleta elegirias?

Si eres el segundo y el primero ha elegido la ruleta verde, jcudl ele-
girfas ta?

5. 3Y si ha elegido la roja?
6. ;Y si ha elegido la azul?

llustracién 9.- Cuestidn; pag. 282. 22ESO.

4.2. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 3°ESO
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En 3°ESO Unicamente se ve la probabilidad en las matemaéticas orientadas a las
ensefianzas académicas.

Tipo: Ejercicio
Descripcion: El estandar de aprendizaje “4.1. Identifica los experimentos aleatorios y
los distingue de los deterministas™ se trabaja con ejercicios que son de modo que se dan

varios experimentos y se pregunta si es aleatorio o determinista cada experimento. El
ejercicio tipo es como en 2°ESO.

Ejemplo:

Indica cuales de los siguientes experimentos son aleato-

rios.

a) Abrir un libro al azar y anotar el ndmero de la pagina

b) Apuntar la hora de la salida del Sol en tu ciudad.

¢) Tirar un palillo sobre un suelo de baldosas cuadradas vy
ver si toca un lado de la baldosa.

d)Los cromos que vienen en un paquete antes de abrirlo

e) Coger una carta de una baraja francesa, sin mirar

llustracién 10.- Ejercicio, pag. 296. Libro 32 ESO.

Tipo: Ejercicios.

Descripcion: Para el estandar de aprendizaje “4.2. Utiliza el vocabulario adecuado para
describir y cuantificar situaciones relacionadas con el azar”. Este estandar esta implicito
en todos los ejercicios porque si no los escriben bien, no pueden resolverlos.

Ejemplo:

En un experimento aleatorio sabemos que P(A) = 0,64 y
P(B) = 0,52,

¢Cudl de las siguientes afirmaciones es cierta?
A.Ay B son incompatibles.
B.Ay 8 son compatibles,

C.AUB=E

llustracién 11.- Ejercicio, pag. 312. Libro 32 ESO.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: El estandar de aprendizaje “4.3. Asigna probabilidades a sucesos en
experimentos aleatorios sencillos cuyos resultados son equiprobables, mediante la regla
de Laplace, enumerando los sucesos elementales, tablas o arboles u otras estrategias
personales”, aparece en ejercicios tanto de experimentos simples como de compuestos.
En algunos es muy util el uso de una tabla de doble entrada y en otros en cambio un
diagrama de arbol.

Aunque en la mayor parte de estos ejercicios no se pide enumerar los sucesos
elementales (s6lo el calculo de probabilidades de sucesos), hay otros ejercicios que
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precisamente piden el espacio muestral inicamente. Entre ambos tipos de ejercicios se
cumple este estdndar de aprendizaje.

Ejemplo:

Se consideran 10 boletos numerados del 1 al 10. Se ex-
trae uno al azar. Calcula las probabilidades de que:

a) Sea par.

b)Sea mayor que 7

¢) Sea maltiplo de 3 0 menor que 7.

d)Sea maltiplo de 3 y menor que 7.

llustracién 12.- Ejercicio, pag. 311. Libro 32 ESO.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: El estandar de aprendizaje “4.4. Toma la decision correcta teniendo en
cuenta las probabilidades de las distintas opciones en situaciones de incertidumbre”
aparece en varios ejercicios donde aparece al menos un apartado en el que el alumno
debe escoger una opcion. Aunque este estandar de aprendizaje aparecia también en
2°ESO (enunciado de otro modo), en 3°ESO tiene mucha mas presencia en los ejercicios
que en el curso anterior.

Ejemplo:

En un concurso hay dos holsas, En la bolsa uno hay 3 bo
las verdes y 2 rojas y en la bolsa dos hay 7 bolas verdes,
una blanca y 5 bolas rojas. Tienes que elegir una bolsa y
sacar una bola roja para ganar un premio. ;Qué bolsa ele-
girfas? Razona la respuesta.

llustracién 13.- Ejercicio, pag. 311. 32ESO.

EMPRENDE

En un juego para dos jugadores, cada uno dispone de 3
fichas: una de ellas con una cara verde y la otra roja, otra,
con una cara verde y otra azul, y la tercera, con una cara
roja y la otra azul, Se tiran las 3 fichas a la vez. Gana el
jugador 1 si coinciden los colores de dos fichas cuales
quiera, el jugador 2 si los tres colores son diferentes.

)

a) ;Qué jugador eliges ser, el 1 o el 27

b) Juega con un compatero y comprueba tu estrategia

llustracién 14.- Ejercicio, pag. 311. 32ESO.

4.3. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 4°ESO

No se van a mostrar los ejercicios tipo para algunos de los estandares de aprendizaje de
4°ESO que son muy parecidos o iguales a los de cursos anteriores, pues los ejercicios
tipo son parecidos. Los ejercicios que se muestran en este apartado corresponden con
gjercicios de matematicas orientadas a las ensefianzas académicas.
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Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Estandar de aprendizaje “1.3. Aplica técnicas de calculo de probabilidades
en la resolucion de diferentes situaciones y problemas de la vida cotidiana”; se pueden
encontrar varios ejercicios que pueden ser Utiles para la vida.

Ejemplo:
Una industria fabrica dos tipos de tornillos A y 8.
Produce al dia 600 del tipo A y 800 del tipo 8
El 4 % de los de tipo A y el 5 % de los de tipo 8 salen dele
tuosos
Si se selecciona un tornillo al azar, jcudl es la probabilidad de

que no sea defectuoso’

llustracién 15.- Ejercicio, pag. 278. 42 ESO.

Tipo: Cuestion.

Descripcion: De los ejercicios relacionados con el estandar de aprendizaje “1.4.
Formula y comprueba conjeturas sobre los resultados de experimentos aleatorios y
simulaciones”, hay que decir que salvo en alguna cuestion, no se encuentran ejercicios
en los que se pida al alumno hacer una conjetura para comprobarla después, sino que
predomina en los ejercicios el pedir directamente el calculo de la probabilidad de un
suceso.

En cuanto a las simulaciones, asi como en 2° y 3° se podia encontrar un apartado
dedicado a la probabilidad experimental y la simulacion, con sus ejercicios, en 4° no
aparecen ejercicios asi.

Ejemplo:

efine el suceso £ = “sacar el palo corto™ v (

contranio. Las probabilidades de sacar ¢l pal

1@ cada persona st

' persona: Selo lo puede sacar #l primero ha sacedo palo 1a

Los tres tienen las mi 15 probabilidades, se 11

llustracién 16.- Cuestion, pag.280. 42 ESO

Tipo: Ejercicio.
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Descripcion: Estdndar de aprendizaje “2.2. Calcula la probabilidad de sucesos
compuestos sencillos utilizando, especialmente, los diagramas de arbol o las tablas de
contingencia”. Estos ejercicios son generalmente con o sin reemplazamiento. Las tablas
de contingencia se utilizan mucho en los célculos de probabilidades condicionadas.

Ejemplo:
10. Una bolsa contiene 5 bolas blancas, 3 rojas y 2 azules, Se
extraen dos bolas sucesivamente, ;Cuél es la probabilidad

de que las dos sean del mismo color si devolvemos la prime-
ra bola a la bolsa? ;Y si no lo hacemos?

llustracién 17.- Ejercicio, pag. 276. 42ESO.

Tipo: Ejercicios.
Descripcion: Los ejercicios relacionados con el estandar de aprendizaje “2.3. Resuelve

problemas sencillos asociados a la probabilidad condicionada” requieren o es muy util
en ellos el uso de la tabla de contingencia.

Ejemplo:

En un congreso de médicos hay 200 congresistas. De ellos,
130 son morenos y 80 tienen los 0jos castafios, de los cuales
50 son morenos. Se selecciona al azar a un asistente. Haz una
tabla de contingencia y calcula la probabilidad de que:

a) Sea moreno y con los ojos castafios.

b) No tenga los ojos castafos y N0 sea moreno

llustracién 18.- Ejercicio, pag. 285. 42ESO.

3. En una ciudad el 25 % de las mujeres y el 40 % de los hom-
bres usan gafas. Halla |a probabilidad de que, al elegir una
persona al azar, sea una mujer y use gafas.

llustracién 19.- Ejercicio, pag. 277. 42ESO.

Tipo: Problema.

Descripcion: “2.4. Analiza matematicamente algin juego de azar sencillo,
comprendiendo sus reglas y calculando las probabilidades adecuadas™.

Ejemplo:
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\

Hén y Carlos han descublerto un nuevo juego
Se Introducen tres fichas en un sombrero

Lina de ellas tiene las dos caras blancas, otra las dos caras rofas y |a tercera una blanca y

-

B

Dits roja

Lno de ellos extrae una ficha, mira solo una d¢ sus caras y le muestra el color al otro ju

gador \ vJs
S

Irlos apuesta a que 1a ficha es la que tiene las 0os caras iguales, y Belén, & que es la que -

pne las caras diferentes

MEce gue los dos jugadores tienen Llas mismas pos biltdades de acertar, yo que 51 la cara

e 5@ ha visto es rofa 1a cara oculta o es reja también, en cuyo caso serfa la ficha de dos

fras 1oas, o por el contrario, es blanca, y entonces 1a ficha extrafda seria la blanca-roja
dlienen los dos Jugadores las mismas probabilicades de garar?

B En caso cantrario, jpor cudl de las dos opclones apostarias? Calcula fa pr babildac de ganar

de tada jugadar

llustracién 20.- Problema, pag. 288. 42ESO.

4.4. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 1°BACHILLER

Aunque no aparece en el curriculo de 1° de bachiller, la probabilidad aparece en el libro
de texto de referencia escogido, de 1° de bachiller. Por ello, se muestran los ejercicios
con los que se cumplen los estandares de aprendizaje del curriculo de 2° de bachiller.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Estandar de aprendizaje “1.1. Calcula la probabilidad de sucesos en
experimentos simples y compuestos mediante la regla de Laplace, las formulas
derivadas de la axiomatica de Kolmogorov y diferentes técnicas de recuento”. Ejercicio
en el que el alumno debe calcular una probabilidad, para la cual puede utilizar una
técnica de recuento como el diagrama de arbol; y la probabilidad del suceso contrario, la
cual es una consecuencia de la axiomatica de Kolmogorov.

Este ejercicio también sirve para el siguiente estandar de aprendizaje “1.2. Calcula
probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una particion del espacio
muestral”.

Ejemplo:

13. Se lanza dos veces un dado ciibico, con sus camEms nu
meradas del 1 al 6. Calcula:

a) La probabilidad de obtener algin 6.
b) La probabilidad de no oblener ningdn 6.

llustracién 21.- Actividad, pag. 255.

Tipo: Ejercicio.
Descripcion: Ejercicio en el que el alumno tiene que aplicar el teorema de Bayes para

obtener la probabilidad que se pide, viéndose asi el estandar “1.3. Calcula la
probabilidad final de un suceso aplicando la formula de Bayes”.

Ejemplo:
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28. Tenemos dos bolsas de caramelos. La primera contiene

me 15 caramelos de naranja y 10 de imdn y la segunda 20
de naranja y 25 de imédn. Elegimos una de ias boisas al
azar y extraemos un caramelo.

a) Halla la probabilidad de que el caramelo sea de narania.
b) Si el caramelo elegido es de imodn, icudl es la proba-
bilidad de que haya sido extraido de Ia segunda bolsa?

llustracién 22.- Actividad pag. 263.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Ejercicio en el que el alumno debe obtener la probabilidad de una variable
aleatoria que sigue una distribucion binomial. Estandar de aprendizaje “2.2. Calcula
probabilidades asociadas a una distribucion binomial a partir de su funciéon de

probabilidad, de la tabla de la distribucion o mediante calculadora, hoja de calculo u
otra herramienta tecnologica”.

Ejemplo:

5. Fl Ayuntamiento de una ciudad ha comprobado que el
23% de los ciudadanos acude a las piscinas municipales.
Si se escoge al azar una muestra de 15 personas de esa
ciudad, écudl es la probabilidad de que ninguna de elias
haya acudido a las piscinas municipales?

llustracién 23.- Actividad, pag. 277.

Tipo: Ejercicio.

Descripcion: Ejercicio en el que el alumno debe obtener la probabilidad, teniendo una
variable que se le dice que sigue una distribucion normal. Estandar de aprendizaje “2.4.
Calcula probabilidades de sucesos asociados a fendmenos que pueden modelizarse

mediante la distribucion normal a partir de la tabla de la distribucion o mediante
calculadora, hoja de calculo u otra herramienta tecnologica.”.

Ejemplo:

8. En una panaderia se cortan panecillos con un peso gue
MW se ajusta a una distribucidn normal de media 100 gramos
y desviacion tipica 9 gramos.
LCUdl es la probabikidad de obtener un panecillo cuyo peso
oscile entre B0 gamos v la media?

llustracién 24.- Actividad, pag. 280.

Tipo: Cuestion.

Descripcion: Cuestion en el que el alumno ve lo que debe comprobar para poder
aproximar la binomial por una normal y calcular la probabilidad. Estandar de
aprendizaje “2.5. Calcula probabilidades de sucesos asociados a fendmenos que pueden
modelizarse mediante la distribucién binomial a partir de su aproximacioén por la normal
valorando si se dan las condiciones necesarias para que sea valida”.

Ejemplo:
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3. Se sabe que &l 10% de los

" habitantes de una ciudad va
regularmente al teatro. Se
toma una muestra al azar de
100 habitantes de esta ciudad.
£Cudl es |a probabilidad
aproximada de que al menos el
13% de ellos vayan
regularmente al teatro?

llustracién 25.- Actividad, pag. 281.

4.5. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2°BACHILLER

En el libro de texto de referencia escogido se ven en segundo de bachiller los intervalos
de confianza y los contrastes de hip6tesis. Cémo ya se ha dicho antes, los contenidos y
los estandares de aprendizaje que aparecen en el curriculo de este curso aparecen en el
libro de texto de referencia en el curso anterior, donde se ha visto ya que se trabajan
todos mediante los distintos ejercicios (véase apartado anterior).
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5. Resultados

En este capitulo se comentan las ausencias y presencias en el curriculo y en los libros de
texto, asi como la coherencia existente entre ambos, curriculo y libros de texto.

5.1. Ausencias vy presencias en el curriculo y en los libros de texto

En primer lugar, hay que remarcar el hecho de la discontinuidad que existe al ver los
contenidos de probabilidad a lo largo de los cursos. Esta discontinuidad aparece en 1° de
ESO, donde el curriculo (y por ello el libro de texto de referencia tampoco lo hace) no
incluye contenidos de probabilidad (solamente aparece la estadistica), cuando en el
curriculo de primaria, la probabilidad si aparece en 5° y 6° curso. Esta discontinuidad
puede hacer que el alumnado olvide ain mas los contenidos vistos en primaria respecto
a la probabilidad, y por ello ser un perjuicio para su aprendizaje. Por ello, es muy
importante la labor del profesor para no olvidar en primero de ESO incluir juegos de
azar en los que se contabilice en tablas las frecuencias de resultados.

En cuanto a 3° y 4° de ESO, en matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas, en 3°
hay una discontinuidad, pues no aparecen contenidos de la probabilidad en el curriculo.

Ademés de estas discontinuidades en el curriculo de la ESO, se puede encontrar una
otra discontinuidad en bachiller. Esta se da solo en el caso del bachiller de ciencias,
puesto que en el caso del bachiller de sociales si aparece en el curriculo la probabilidad.
Esta ausencia puede resultar en un perjuicio para el aprendizaje del alumnado como ya
se ha comentado.

Ademas de estas discontinuidades, se puede ver a grandes rasgos, en las tablas de los
capitulos anteriores, lo siguiente. Vemos que en general las tablas aparecen en un
principio llenas de contenidos, criterios de evaluacion o estandares de aprendizaje
evaluables al principio de las mismas (en la parte superior, en sus primeras filas) y
vacias mas abajo. Conforme se va avanzando a cursos superiores, las tablas van siendo
mas completas, con presencias en las filas inferiores, pero sin dejar de estar completas,
en general, en las superiores.

Se puede ver como el concepto de variable aleatoria, solo aparece en bachiller. Esto es
debido a que es un concepto complejo, requiere la idea de funcion, y no de R en R. Es
muy abstracto, y con ello el concepto de distribucion de probabilidad. La razon es que la
probabilidad béasica no requiere de grandes herramientas matematicas (ESO), pero
cuando empieza a necesitar conceptos dificiles (funcion, derivada, integral) ya requiere
niveles de célculo a nivel de bachiller.

Con el altimo descriptor, CE9 y EAEY, relativo al uso de un vocabulario adecuado,
sucede al revés, pues en los primeros cursos no se exige, lo cual es logico pues el
alumnado esta aprendiendo aun los conceptos, y en los cursos siguientes (ya desde 3° de
ESO) aparece en los estandares de aprendizaje hasta el Gltimo curso (2° bachiller).

Otros descriptores como el C6 y el C7, relativos a las variables aleatorias y
distribuciones de probabilidad, no aparecen hasta bachiller, pero, como se ha dicho, la
aparicion de nuevos descriptores, y con ello nuevos contenidos, no hace que
desaparezcan los anteriores (sigue apareciendo Laplace, la frecuencia relativa, etc.),
tanto a nivel de contenidos como de estandares (salvo el C1, que ya se ha comentado).
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Los contenidos en cuanto al célculo de probabilidades (descriptor C3) son progresivos,
apareciendo por primera vez en 6° de primaria como una “iniciacion intuitiva al calculo
de la probabilidad de un suceso”, continuando en 2° de ESO como un célculo de la
frecuencia relativa, “Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la
probabilidad mediante la simulacidon o experimentacion”, y ya pasando a la regla de
Laplace en 3°.

Se ve con facilidad cémo se repiten muchos de los contenidos, criterios de evaluacion y
estandares de aprendizaje, y de forma literal, en Matematicas aplicadas a las ciencias
sociales | y Matematicas Il (ver por ejemplo tabla 1.3 Contenidos en Bachiller,
comparando las columnas relativas a Matematicas aplicadas a las ciencias sociales | y
Mateméticas I1).

No hay muchas cosas que dejen de aparecer en el curriculo a lo largo de los cursos. Asi,
se puede ver como se especifica en los criterios de evaluaciéon de los distintos cursos
que el alumno sepa identificar y resolver problemas y situaciones de la vida diaria
(conectando asi la realidad y los conceptos matematicos); y cuando el criterio de
evaluacion de un curso no habla de problemas “vida diaria” o “vida cotidiana”, habla
de “contextos relacionados con las ciencias sociales” (en el caso de bachiller de
ciencias sociales). Sin embargo, se puede encontrar una ausencia en este caso, en 2° de
ESO, donde no aparece esto.

Otro aspecto relacionado con el uso de la probabilidad es la toma de decisiones o
formulacién de conjeturas, y se puede encontrar esto en todos los cursos ya desde 6° de
primaria.

El uso de técnicas de recuento como diagramas de arbol, tablas, etc., también aparece a
lo largo de todos los cursos, donde en bachiller, aunque no aparezca en los contenidos o
en los estandares de aprendizaje evaluables, lo encontramos en los criterios de
evaluacion. Aunque el uso que se da a los diagramas de arbol, va cambiando, y van
abandonandose al ir avanzando en el sistema educativo. Al principio se utiliza para
contar, y esto se abandona en cuarto. El diagrama de arbol para Bayes aparece en
bachiller como visualizacion de las probabilidades iniciales y las verosimilitudes.

Es remarcable el hecho de que no se encuentre en el curriculo, mas alla de 2° de ESO, la
experimentacién o simulacion por parte del alumnado. En este curso aparece con el
contenido Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la probabilidad
mediante la simulacién o experimentacion. (ver C3, tabla 2° ESO).

5.2. Coherencia de los libros de texto en relacién con el curriculo

Respecto a la coherencia entre libros de texto y curriculo, antes de analizar esto con los
distintos ejercicios tipo que aparecen en el capitulo anterior se pueden remarcar varios
aspectos.
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Se ha mencionado cémo en el curriculo aparece el vocabulario, tanto en estandares de
aprendizaje evaluables como en criterios de evaluacion (incluso en contenidos, en el
caso de 4° ESO), de un modo que se considera adecuado, por aparecer en Cursos
posteriores (a partir de 3° ESO). Sin embargo, en 2° de ESO ya podemos encontrar en el
libro de texto la teoria explicada con un vocabulario técnico y menos accesible o facil
para el alumnado, utilizando también notacién matematica.

Algo maés destacable es el hecho de que en el libro de texto de referencia (editorial SM)
para 5° curso de primaria no aparece la probabilidad y se encuentran solo contenidos
relativos a la estadistica, aunque la probabilidad si aparece en el curriculo para ese
curso. De forma inversa, encontramos una discrepancia entre curriculo y libro de texto
en 4° curso de ESO, donde contenidos que no aparecen en el curriculo, si que aparecen
sin embargo en el libro de texto; estos contenidos son el teorema de Bayes y el teorema
de la probabilidad total.

Respecto a los ejercicios del libro de texto de referencia, se puede ver como se han
organizado en funcidon de los estandares de aprendizaje evaluables en el capitulo
anterior. De este modo se puede ver cémo todos los estdndares de aprendizaje
evaluables estan presentes en los ejercicios de los libros de cada curso. Sin embargo,
hay que decir que en algunos casos son pocos los ejercicios que trabajan un estandar de
aprendizaje concreto, y son muchos los ejercicios que trabajan otro estandar de
aprendizaje; pero esto no es necesariamente un aspecto negativo.

Podemos ademaés ver discrepancias entre los ejercicios y el curriculo, aunque sean las
menos, por ejemplo, en los estandares de aprendizaje o criterios de evaluacion
relacionados con la “vida cotidiana”, esto es, aquellos tales como “Resolver diferentes
situaciones y problemas de la vida cotidiana”. Esto es asi porque la mayoria de los
ejercicios, problemas y cuestiones del libro de texto estan relacionados con unos pocos
experimentos concretos (lanzamiento de dados, extraccion de bolas, extraccion de cartas
de una baraja, o lanzamiento de monedas). Hay que decir, sin embargo, que todos los
problemas de azar pueden reducirse a uno de estos experimentos, y que es un elemento
importante en la didactica de la probabilidad, reducir cualquier enunciado a una de esas
situaciones.
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Parte Il: Analisis teorico comparativo de la
ensefianza de la probabilidad en secundaria en
Espafa y Singapur
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Esta segunda parte del Trabajo Fin de Méster en un trabajo teorico, y se analiza y se
compara cOmo se aborda la ensefianza de la probabilidad en el curriculo (brevemente) y
en los libros de texto de matematicas, de primaria y ESO, para dos paises, Espafia y
Singapur.

El anélisis se divide en varios capitulos. EI primer capitulo, de esta segunda parte, es
referente a los curriculos de mateméticas de ambos paises, que son la base de la
ensefianza y permite ver la base de la diferencia entre ambos paises; ademas en este
capitulo se trata el tema del desarrollo cognitivo en los nifios, pues es un factor que
afecta al momento de aparicién de la probabilidad en un curriculo de ensefianza.

En los siguientes capitulos se hace una comparacion en diferentes aspectos entre ambos
paises en cuanto a la ensefianza de la probabilidad. En el segundo capitulo se da una
imagen global y superficial de las diferencias entre ambos y sus lineas de aprendizaje.
En el tercer capitulo se realiza un analisis de la evolucion de la probabilidad a lo largo
de los cursos en ambos paises, lo que permite compararlos en ese aspecto. Finalmente,
en el cuarto capitulo se una comparacién mas profunda de la forma de transmitir la
probabilidad en cada pais, haciendo un andlisis de cada uno. Tras esto se dedica un
capitulo para mostrar las conclusiones extraidas a lo largo de los capitulos del trabajo.

En definitiva, en esta parte del Trabajo Fin de Master se pretende hacer un analisis
comparativo entre los libros de texto de Espafa y los de Singapur (y, mas brevemente,
entre los curriculos), pues estos son la guia y base para muchos profesores, y marcaran
la forma en la que se ensefia en uno y otro pais. Se pueden ver asi las diferencias mas
significativas y quedarse con lo bueno de uno y otro modelo. Todo ello para el tema que
atafie al trabajo: la probabilidad. Se ha escogido Singapur por tener un modelo bastante
diferente al de Espafia y que se considera que es acertado en muchos de sus
planteamientos, y su estudio permitira aprender del mismo.
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6. Curriculos de matematicas de Espafia y Singapur.

Lo primero que se debe conocer para poder comprender las diferencias existentes entre
Singapur y Espafia respecto a la ensefianza de las matematicas es que el curriculo en
Singapur es muy distinto al curriculo de Espafa. Esto haré que los libros de texto de uno
y otro pais también difieran significativamente.

Mientras en Espafia los curriculos de primaria y secundaria contienen, en distintas
columnas, tanto contenidos como criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje
evaluables, en Singapur es muy diferente. Como se puede ver en la siguiente ilustracion,
el curriculo de Singapur no tiene estas columnas y es mucho mas breve y abierto,
mientras el de Espafa es especifico y detallado. Por ello, en Singapur se encuentran
ejercicios que no estan establecidos de algin modo por el curriculo (en Espafa ya se ha
visto, en la primera parte del trabajo, que se puede encontrar un tipo de ejercicio para
cada estandar de aprendizaje especificado en el curriculo).

3 Statistics and Probability

Data analysis Include:
+ interpretation and analysis of:
= dot diagrams
# stem-and-leaf diagrams
s mean, mode and median as averages
s purposes and use of mean, mode and median
+ calculation of the mean for grouped data

Probability Include:

+ probability as a measure of chance

+ probability of single events (including listing all the possible
outcomes in a simple chance situation to calculate the
probability)

Bloque 5. Estadistica y probabilidad

Matematicas. 2° ESO

Contenidos Criterios de evaluacion Esta de
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la posibili que ofrecen las | deterministas.

Formulacién de conjefuras sobre el comportamiento
de fend leatori illos y disefio de
experiencias para su comprobacion.

matematicas para analizar y hacer predicciones
razonables acerca del comportamiento de los aleatorios a
partir de las regularidades obtenidas al repetir un nimero

experimentacion.

a la pr la o | desupl i mayor o menor pr de los esperados en
experimentacion. 2. Inducir 1a nocién de pr - a partir del ot experimento aleatorio.
5 quiprobabl y no | de frecuencia relativa v como medida de incertidumbre | 21, Describe experiments i illos y enumera todos los
equiprobables. asociada a los fenémenos aleatorios, sea o no posible la posi , apoya en tablas, o diagramas en arbol
experimentacion sencillos.
Espacio muestral en experimentes sencillos. Tablas
y diagramas de arbol sencillos. 22 Disfi entre Ui bl ¥
- - " equiprobables.
Calcule de probabilidades mediante la regla de quipe
Laplace en experimentos sencilles. 2.3 Calcula 1a probabilidad de jados a

Fendmenos deterministas y aleatorics. 1. Diferenciar los fenomenos deterministas de los | 1.1. Ideniifica los peril leatori: y los distil de los
12, Calcula la frecuencia relafiva de un sucese mediante la

Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion | significativo de veces la experiencia aleatoria, o el calculo | 1.3, Distingue los conceptos de posible y probable y gradia o cuantifica la

porcentaje.

exacto de su probabilidad o la
experimentacion.

sifuaciones o juegos de azar sencilles.

mediante la regla de Laplace y v la expresa en forma de fraccion y como

2.4 Resliza predicci sobre un fend io a partir del calculo
on de la misma mediante la

25 Uliiza la probabilidad para elegir la cpcion mas adecuada en

llustracién 26.- Comparacién de curriculos de Singapur (arriba) y Espafia (abajo), en 22 curso de secundaria (rama N(A) en el caso
de Singapur).

Ya se ha mostrado una parte del curriculo de Singapur a modo de ejemplo para poder
ver las diferencias con el curriculo de Espafia; sin embargo, para entender las
diferencias en la ensefianza de uno y otro pais, es importante ver lo que el curriculo de
Singapur dice mas alla de cada curso o bloque.

En Singapur se sigue un marco concreto para las matematicas. Este marco se refleja o
ilustra con un pentdgono que contiene, en su centro, la resolucion de problemas
matematicos. Se considera que el desarrollo de la capacidad de resolucion de
problemas matematicos depende de cinco componentes interrelacionados, a saber,
conceptos, habilidades, procesos, actitudes y metacognicion (las cinco aristas del
pentagono). Esto explica la diferencia principal entre los libros de texto de Singapur y
de Espafia; en Singapur el eje vertebrador es la resolucion de problemas
matematicos, y mediante este se adquieren tanto los conceptos como las habilidades
(asi como las actitudes, los procesos y la metacognicion; esta ultima se puede traducir
como un “aprender a aprender”, o como dice el curriculo, “pensar en pensar”). Todo se
articula en torno a la resolucion de problemas; esta sirve para adquirir las habilidades,
procesos, conceptos, etc., y estos a su vez, para resolver los problemas.

Asi, en Singapur no se van a encontrar en sus libros de texto recuadros remarcando y
explicando los conceptos matematicos a adquirir, y ejercicios rutinarios para que
adquieras un concepto concreto, sino que se llegara a estos mediante los problemas. En
Singapur se va de lo manipulativo a lo formal.
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Beliefs
Interest Monitoring of one’s own thinking
Appreciation Self-regulation of learning

Confidence

Numerical calculation
Algebraic manipulation
Spatial visualisation
Data analysis

Reasoning, communication
and connections

Measurement Thinking skills and heuristics
Use of mathematical tools Applications and modelling
Estimation

Mumerical
Algebraic

Geometrical
Statistical

Probabilistic
Analytical

llustracién 27.- El pentagono que aparece en el curriculo de Singapur, tanto en el de primaria como en el de secundaria, como
marco de la ensefianza de las matematicas.

Ademas, el curriculo hace hincapié en que esa adquisicion de esas cinco aristas del
pentagono sea “en una amplia gama de situaciones, incluidos problemas no rutinarios,
abiertos y del mundo real”.

Hay que remarcar el hecho de que, en Singapur, a diferencia de como sucede en Espafia,
no hay varias editoriales de libros de texto, sino que se tienen los libros de texto
oficiales Unicamente.

Siendo esto asi, para la comparativa entre ambos paises se toman, naturalmente, los
libros de texto oficiales de Singapur, y en el caso de Espafia, se toman en este trabajo,
como libros de texto de referencia, los libros de la editorial SM.

6.1. Libros de texto en Espaiia.

Al tomarse para el caso de Espafia los libros de texto de SM, se podria pensar que la
comparacion de la ensefianza de la probabilidad entre Singapur y Espafia que se ha
hecho en el presente trabajo fin de méster es Gnicamente valida para este caso concreto,
pero lo cierto es que los libros de texto de la editorial SM son representativos de la
mayoria de los libros de texto que se utilizan en Espafia para las matematicas. Hay que
tener en cuenta que algunas editoriales tales como Santillana, Anaya, SM, Vicens Vives
0 Mcgraw-Hill ya cubren la mayor parte de los libros de texto que se utilizan en los
centros educativos en Espafia.

En diferentes libros de texto de matematicas de otras editoriales que se han consultado,
se puede ver que mas 0 menos mantienen una estructura similar: misma estructura con
la explicacion de la teoria en primer lugar y, tras un ejemplo, los ejercicios propuestos;
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lenguaje con notacion; ver sucesos Yy sus definiciones antes de empezar con la
probabilidad; probabilidad definida con Laplace; uso de cuadros con la explicacién de
los conceptos; etc. Se muestra a continuacion como ejemplo, una pégina del libro de
secundaria de la editorial Mcgraw-Hill.

iemos fun wepin b
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llustracién 28.- Una pagina del libro de 32 de ESO de la editorial McGraw-Hill; se ve como se explica primero la teoria, utilizando
recuadros en los que se definen los conceptos, y se utiliza notacion matematica desde un inicio.

Esto no quiere decir, por supuesto, que absolutamente todos los libros de texto en
Espafia tengan esta misma estructura. Se puede citar como ejemplo el libro de 2° de
ESO de la editorial Almadraba.

En resumen, al realizar el trabajo se han consultado varios libros de texto de
matematicas de secundaria, y en ellos se ha encontrado una misma estructura y forma de
proceder; en general, en el caso de Espafia los libros estan disefiados de modo que en
primer lugar se muestra la teoria, luego se muestran uno o dos ejemplos y finalmente
unos ejercicios propuestos (sin su resolucion y sin dar las soluciones) que el alumnado
debe resolver.
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6.2. Desarrollo cognitivo y probabilidad.

Dado que en los curriculos de los dos paises se encuentra una diferencia en cuanto
al curso, y por tanto la edad, en la que el alumnado empieza a ver la probabilidad,
cabe aqui ver unas pequefias pinceladas sobre el desarrollo cognitivo en el ser humano.
En concreto, de la teoria constructivista de Piaget.

Aunque exista esta diferencia entre los dos paises, ambos coinciden en situar el
comienzo de la imparticion de los temas de la probabilidad en cursos no muy avanzados
(primer y segundo ciclo de primaria), en los que se imparten otras areas de las
matematicas. Esto se debe al hecho de que la probabilidad requiere de ciertas
capacidades que se van desarrollando conforme se crece.

Segun Piaget, el desarrollo de la inteligencia es un proceso con tres grandes periodos:
sensoriomotor (hasta los 2 afos), operaciones concretas (desde los 2 afios hasta los 11
afios), y el de operaciones formales (a partir de los 11-12 afios). Segun la teoria de
Piaget, en el pensamiento formal (en el periodo de las operaciones formales) se adquiere
la capacidad de pensar en abstracto, los alumnos pueden despegarse de la realidad y
pensar de forma abstracta; la capacidad para concebir “lo posible”, el adolescente
empieza a concebir “lo que podria ser” ademas de lo que “es”, ya no parte de lo real
y lo concreto, sino de lo posible y hasta de lo ideal (por ejemplo la combinatoria
requiere poder disociar factores, es decir, que se aislen unos elementos de otros para
determinar cudl es su papel en el resultado final); y la légica proposicional, una logica
verbal que permite afirmar la verdad o falsedad de los enunciados sin pensar en su
correspondencia con la realidad (por ejemplo, si nos plantan la proposicion “la ficha que
tengo en la mano es verde y no es verde” podemos afirmar que es falsa sin necesidad de
ver materialmente la ficha, mientras un nifio que se encuentra en el periodo de las
operaciones concretas para poder contestar necesitaria ver como es la ficha).

Asi pues, se puede ver como estas capacidades que se adquieren en el desarrollo
cognitivo del nifio o adolescente, tienen una relacion con la probabilidad o directamente
son necesarias para la correcta comprension y adquisicion de los conceptos y contenidos
de la probabilidad.

Cabe decir que una de las criticas que recibi0 esta teoria de Piaget es que la edad de
adquisicion no era tan temprana como Piaget habia supuesto; ademas, algunos tedricos
ponen en tela de juicio que los cambios en los sistemas cognoscitivos del nifio sean tan
fundamentales, decisivos, cualitativos y graduales como propuso él.
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7. Linea de aprendizaje. comparacion Espafia y Singapur.

En este capitulo se pretende dar una vision global de las diferencias en los libros de
texto de Espafia y Singapur. Antes de empezar a profundizar en las diferencias entre uno
y otro pais, conviene tener una nocion de las diferencias en la linea de aprendizaje,
ver cuéles son los objetivos y los contenidos que aparecen en uno y otro, efectivamente,
en sus respectivos libros de texto.

Esto se va a hacer primero para 2° curso de secundaria y luego para 4°. Esto es asi
debido a que, aunque en Espafia si (en el caso de las matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas, en el caso de las aplicadas no), en Singapur no aparece la
probabilidad en 3°. Y en Espafia los contenidos de 3° vuelven aparecer en 4°; aunque se
hablard de 3° también cuando se considere, aunque no aparezca en los cuadros
comparativos de ambos paises.

Se debe recordar que, como ya se ha explicado, el curriculo de Singapur es diferente al
de Espafia, no hay curriculo de contenidos en Singapur, sino que van apareciendo
ejemplos que permiten finalmente formalizar los contenidos.

7.1. 2° Curso secundaria

En primer lugar, los objetivos de transmision de los contenidos de uno y otro pais son
distintos.

En los libros de Singapur aparecen los objetivos de transmisién de los contenidos que se
tienen para ese tema y en ese curso, los conceptos y las cosas que el alumnado va a
aprender a lo largo del tema. Aparecen en la primera pagina del tema y son los
siguientes:

Significado de la probabilidad. Definicion de “experimento”, “resultado”, “suceso”.
Célculo de probabilidad (experimentos simples).

Estos objetivos y los contenidos que se ven son algo menores en Singapur que en
Espafia, para el mismo curso. Esto se puede ver en las siguientes ilustraciones.

La siguiente ilustracion (ver llustracion 29) muestra un resumen de lo que el libro
pretende conseguir para ese curso, y de los contenidos que se tratan. La segunda
ilustracion recoge las mismas tablas, pero en estas no hay una secuenciacion, y se ponen
una junto a la otra para poder visualizar las diferencias entre ambos paises, que se han
remarcado con un color distinto. Estas tablas se han elaborado en este trabajo para
permitir una primera imagen global de la diferencia entre lo que se ve en los libros de
texto de Singapur y Espafia.

En la primera ilustracion se puede observar cdmo en segundo curso en Singapur
solamente se ven experimentos simples, mientras en Espafia ya se tocan los
experimentos compuestos también. También se observa que en Espafia se ven la unién
y la interseccion de sucesos, y los sucesos compatibles e incompatibles, mientras que
en Singapur no. Ademas, las técnicas de recuento, tales como la tabla de doble entrada
o el diagrama de arbol, tampoco se aparecen en Singapur para este curso. En este pais,
sin embargo, se ve y experimenta mas con la probabilidad experimental, que en el
caso de Espafia.



Comparativa de la ensefianza de la probabilidad en secundaria en el curriculo Espafiol y
de Singapur

= LIBRO 22 ESO ESPANA:
Experimentos |+ 1.- Diferenciar experimento determinista y aleatorio.
- | * 2.- Saber cual es el espacio muestral E.
* 3.- Experimentos compuestos. Cémo contar casos (tabla doble entrada y diagrama arbol).
* 4.- Saber cual es el espacio muestral (de experimentos compuestos).
* 5.- Sucesos. Se muestran todos lo sucesos elementales y compuestos posibles.
* 6.- Operaciones con sucesos. (U y N) (suceso compatible e incompatible) (suceso contrario)
* 7.- Probabilidad de un suceso. (Frecuentista, Laplace, equiprobabilidad, propiedades
probabilidad —esta entre 0 y 1)
) = RESUMEN LIBRO 2¢ CURSO SINGAPUR:
" * Primero se hace una presentacién donde se introducen implicitamente el calculo frecuentista y
E de Laplace de la probabilidad, con un mismo ejemplo.
a" * Luego, se trabaja el calculo de Laplace (implicitamente) mediante ejemplos con resolucion.
E B * Después se ve la probabilidad experimental en la teoria, y se trabaja con ella.
-é‘ * El alumno experimenta (lanza dados y monedas y apunta).
a * Los ejercicios de practicar se reducen a eso, a practicar lo ya visto.
é" * Al final se formaliza lo que ya se ha hecho y visto de forma natural (la regla de Laplace y la
= probabilidad del suceso contrario; y con ejercicios se vuelven a calcular probabilidades pero
N desde el punto de vista formalizado).

* En dos ejercicios del libro sale e
experimentos simples): Ejercicios de “Practice/ Advanced”

o compuesto (dos

llustracién 29.- Resumen de lo que se ve y de lo que se pretende que el alumno aprenda, en el libro de Espafia y de Singapur, en 29
curso de secundaria. El resumen aparece en el mismo orden en el que van apareciendo en los libros.

* 6.-Pr

LIBRO 22 ESO ESPANA:

* 1.- Diferenciar experimento determinista y aleatorio.

* 2.~ Experimentos compuestos, Céme contar casos (tabla doble entrada y
diagrama arbol).

*  3.-5aber cuil es el espacio muestral (de experimentos simples y compuestos).
* 4. 5ucesos. Se miestran todos lo sucesos elementales v compuestos posibles.
= 5.-Probabilidad de un suceso. (Frecuentista, Laplace, equiprobabilidad)
opiedades probabilidad:

La suma de las probabilidades de todos los resultados posibles es igual a 1 (pero solo
se ve para el caso de sucesos equiprobables en el libro).

La probabilidad del suceso contrario. (no se ve en la teoria, solo aparece en un
gjercicio resuelto).

Toda probabilidad se encuentra entre el 0 (suceso imposible] v €l 1 (suceso seguro).

* 7.- Operaciones con sucesos. (U 'y N) (suceso compatible e incompatible)
(suceso contrario)

En la teoria del tema no se ven sus probabilidades, solo los sucesos (salvo en algin
ejercicio aislado que pide la probabilidad de que ocurra un suceso “y"/"o” otro.

* 8.- Tabla de doble entrada y diagrama de arbol.

LIBRO 22 CURSO SINGAPUR:

1.- Experimentos aleatorios (todos lo son, no se habla de experimento
determinista).

2.- Durante todo el tema se ven experimentos simples tmicamente
(salvo dos ejercicios con experimento compuesto).

3.- Espacio muestral (se pide sin darle nombre).
4.- Sucesos elementales, compuestos (sin darles nombre).

5.- Definicién de Laplace (sin dedir que lo es). Y definicion
frecuentista (se ve mas que en Espafia y experimentando tomando
datos y graficando). Equiprobabilidad.

6.- Propiedades de la probabilidad:
= La suma de las probabilidades de todos los resultados posibles esiguala 1.
= La probabilidad del suceso contrario
= Toda probabilidad se encuentra entre el 0 (suceso imposible) v el 1 (suceso
seguro).
7.- Suceso contrario (aparece directamente la probabilidad del suceso
contrario). No se ve la probabilidad de la unién ni interseccién, ni de

ningiin suceso con “y” u “o”.

llustracién 30.- Las mayores diferencias entre Espafia y Singapur, en cuanto a los contenidos que aparecen en sus respectivos
libros de 22 curso de secundaria. En los cuadros rojo y azul aparecen las diferencias resaltadas en color verde. Los nimeros en la
tabla no indican un orden, sirven para comparar ambos paises.
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En Singapur se trabaja con muchos elementos de probabilidad sin formalizarlos
previamente, en definitiva, se modeliza el experimento aleatorio como en Espafia sin
utilizar el vocabulario propio de la probabilidad “espacio muestral”, “suceso”,
“Laplace”, etc.

En el curriculo espafiol se utilizan de manera habitual dos herramientas para la
visualizacion de los problemas: diagramas de arbol y tablas de doble entrada. Las tablas
de doble entrada son habituales desde los primeros cursos de primaria y se utilizan para
visualizar los problemas de probabilidad en donde se entremezclan distintas variables en
una poblacidn: altura/ peso... Los diagramas de arbol tienen un uso abundante en toda la
didactica de la probabilidad en Espafia con distintos fines: combinatoria, visualizacion
del espacio muestral, del experimento compuesto, y célculo con la regla del producto
(probabilidad condicionadas). En Singapur también son muy Utiles los diagramas de
arbol, pero no se empiezan a ver hasta cuarto curso de secundaria, junto a los
experimentos compuestos. Igual sucede con las tablas de doble entrada, que en segundo
curso en Singapur no aparecen mas alla de en un ejercicio aislado.

7.2. 4° Curso secundaria

En cuarto curso de secundaria, se ven en Singapur los contenidos que si se habian visto
en 2° ESO en Espafia y no en el libro de 2° curso de Singapur, como es el diagrama de
arbol, la tabla de doble entrada, los sucesos incompatibles o los experimentos
compuestos; y, aunque en muy pequefia medida, se empieza a usar algo la simbologia,
por ejemplo, utilizando letras mayusculas para denotar un suceso (en lugar de escribirlo
con palabras).

Ademas, se ven también en cuarto curso en Singapur otros contenidos que en Esparia se
introducen en el libro de 3° ESO, como son la probabilidad de la unién, la regla del
producto (aunque solo se formaliza, solo aparece la formula para el caso de
experimentos independientes; sin embargo, se usa también en experimentos
dependientes en el libro. En Espafia sucede de forma similar), o los experimentos
dependientes e independientes. Sin embargo, igualmente hay una diferencia de
contenidos, pues en Espafia se ve la probabilidad condicionada y en Singapur no se ve
en el mismo curso; la probabilidad condicionada naturalmente aparece de forma
implicita en Singapur, pero no se habla de la misma ni se extrae su formula de la regla
del producto. La tabla de contingencia también aparece en la teoria del libro en
Espafia, mientras que en Singapur solamente aparece en un par de ejercicios aislados (en
2° aparece en un ejercicio al final del todo, pag. 285, ej. 4. En 4° aparece en un ejercicio
para practicar, pag. 155, €j. 4, que, aunque no aparece la tabla, se podria utilizar para
resolverlo).

Estas diferencias pueden apreciarse en las siguientes ilustraciones. La primera
ilustracién contiene un cuadro a modo de resumen para cada pais, mostrando qué se ve
en el tema de probabilidad de 4° curso. La segunda ilustracién toma estos mismos
cuadros para, remarcando con otro color, resaltar las diferencias entre ambos paises.
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Ya visto en 32 ESO

I LIBRQ 42 ESO ESPANA:
Y r
= 1.-Diferenciar exp. determinista y aleatorio. —/
= 2.-Sucesos:
= Tipos de sucesos (v espacio muestral) i
*  Operaciones con sucesos %
= Compatibilidad de sucesos. 8 =
H o
*  3.- Probabilidad de un suceso 2, ","?
= Probabilidad experimental a g
- 0 -
Laplace E E
= Equiprobabilidad - a-'
m
*  Propiedades ~ =
. La suma de las probakilidades de todos los resultades posibles es igual a 1.
. La probabilidad del suceso contrario.
*  Toda probabilidad se encuentra entre el () (suceso imposible) y el 1 (suceso segurc). |
*  Probakilidad de la unicn de sucesos; probabilidad del suceso contrario; regla del producto (sin
mencionarla).
*  4.- Experimentos compuestos o experimentos simples de objetos con dos caracteristicas (ej. bolas con
color y mimero).
*  Experimentos dependientes e independientes v su probabilidad.
= Tabla de contingencia.
»  Probabilidad condicionada.
*  5.- Ejemplos, problemas de probabilidad resueltos.

RESUMEN LIBRO 4® CURSO SINGAPUR:

* Repaso de lo visto en probabilidad en 22 ESO (en una sola cara) (significado de la probabilidad y sus propiedades)(definicién de las
palabras suceso, experimento, etc.)

= Tabla de dos entradas.

formulas)(incompatible “mutually exclusive events”). Se formaliza la probabilidad de la union (para el caso especifico se sucesos
incompatibles).

*  Ejercicios para practicar lo visto en la teoria: la probabilidad de la union y interseccion. (de incompatible no hay ni un ejercicio).

ven)
= Diagramas de arbol (12 el diagrama entero con todos los resultados posibles, 22 el diagrama no entero —diagrama con probabilidades en sus ramas).
* 12 gjemplo sin reemplazamiento, 22 con
dependientes después.

= 1% vez que se empieza a usar simbolos, por ejemplo: P(E:
= Seformaliza una propiedad de la probabilidad: re el pr
* Teorema de la probabilidad total (se formaliza parcialmente, sin férmiila o expresion matematica general).

ucto (para el caso espedifico de experimentos independientes).

* Ejercicios de practicar “Practice”. Son todos de diagrama de arbol, de Combinatoria.”

= La tabla de contingencia solo aparece en un ejercicio al final.

*  Repaso de calculo de probabilidades a la vez que se infroduce “operaciones con sucesos’ (probabilidad de union e inferseccion —pero sin

*  Experimentos compuestos. (salvo por dos ejercicios en el apartado de ejercicios para practicar, “Practice”, en 2°ESQO, es la 12 vez que se

lazamento. Es dedr, un ejemplo de experimentos independientes primero y otro ejemplo de experimentos

llustracién 31.- Cuadros resumen de los contenidos en los libros de texto de Singapur (abajo) y Espafia (arriba) para el curso de 42
de secundaria.
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I LIBRO 42 ESO ESPANA:

1.- Diferenciar exp. determinista y aleatorio. =

2.- Sucesos:
Tipos de sucesos (v espacio muestral}
Operaciones con sucesos
Compatibilidad de sucesos.

3.- Probabilidad de un suceso
Probabilidad experimental
Laplace
Equiprobabilidad
Propiedades
La suma de las probakbilidades de todos los resultades posibles es izuala 1.

Ya visto en 22 ESO
Experir.nentos simples

La probabilidad del sucese contrario.

Toda probabilidad se encusnira entre =1 0 (sucaso fmposible) y el 1 (suceso segura).

Probabilidad de la unicn de sucesos; probabilidad del suceso contrario; regla del producto (sin
mencionarla).

4 - Experimentos compuestos o experimentos simples de objetos con dos caracteristicas (gj. bolas con
color y mimero).

Experimentos dependientes e independientes v su probabilidad.
Tabla de contingencia.

Probabilidad condicionada.

Asier Pozo Molino

Ya visto en 32 ESO

5.- Ejemplos, problemas de probabilidad resueltos.

RESUMEN LIBRO 4° CURSO SINGAPUR:

*  Repaso de lo visto en probabilidad en 22 ESO (en una sola cara) (significado de la
probabilidad y sus propiedades)(definicidn de las palabras suceso, experimento, etc.)

* Tabla de doble entrada.

*  Repaso de calculo de probabilidades a la vez que se introduce ‘operaciones con
sucesos’ (probabilidad de unidn e interseccion —pero sin férmulas)(incompatible

caso especifico se sucesos incompatibles).

*  Ejercicios para practicar lo visto en la teoria: la probabilidad de la unién y
interseccion. (de incompatible no hay ni un ejercicio).

Experimentos compuestos. (salvo por dos ejercicios en el apartado de gjercicios para
practicar en 2°ESQ, es la 1% vez que se ven)

Diagramas de arbol (1° el diagrama entero con todos los resultados posibles, 2% el
diagrama no entero —diagrama con probabilidades en sus ramas).

12 gjemplo sin reemplazamiento, 2° con reemplazamiento. Es decir, un ejemplo de

12 vez que se empieza a usar simbolos, por ejemplo: P(E1Ez).

Se institucionaliza una propiedad de la probabilidad: regla del producto (solo para el
caso especifico de experimentos independientes).

Teorema de la probabilidad total.

+ Ejercidos de prachicar "FTactice . Son todos de diagraima de arbol, de Conbimatoiia..

+ Latabla de contingencia solo aparece en un ejercicio al final.

entre ambos paises.

llustracién 32.- Comparacion entre los contenidos en el libro de 22 curso de Espafia y de Singapur, respectivamente. Las palabras
en rosa indican los contenidos que en 22 curso se habian visto en Espafia pero no en Singapur. En verde las diferencias que hay

De la comparacion entre estas ilustraciones y las ilustraciones anteriormente mostradas
referentes al segundo curso de secundaria, se extraen las siguientes conclusiones: en
ambos paises la probabilidad de un experimento compuesto se calcula solo después de
2° curso. En Espafia se ven los experimentos compuestos en 2° para mostrar las
técnicas de recuento y para el céalculo del espacio muestral, y en 4° ya se calculan sus
probabilidades; en Singapur a la vez que se ven los experimentos compuestos se
ensefian las técnicas de recuento en 4° y se calculan a su vez sus probabilidades,
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ademaés de ver la regla del producto, los experimentos dependientes y el teorema de la
probabilidad (sin formalizar).

En Espafa el concepto de incompatibilidad, los sucesos union e interseccion, suceso
contrario, etc.,, se ven en un apartado o capitulo de ‘“sucesos”, sin calcular la
probabilidad, en segundo curso; solo se utilizan estos conocimientos para calcular su
probabilidad en el siguiente curso. En Singapur estos conceptos se ven en el calculo de
probabilidades (de forma natural, pues se ven a través de un ejemplo en el que este
concepto aparece ya al que luego se le pone nombre; e igualmente como un suceso, pero
al ver probabilidad). Ademas, en Singapur se ven los sucesos (suceso elemental, espacio
muestral, etc.) al final, tras formalizar la probabilidad después de tratar con ellos para
calcular probabilidades.

7.3. Conclusién

Asi pues, atendiendo a lo dicho, y sin entrar a profundizar del todo en las diferencias
entre ambos paises, pues esto se va haciendo a lo largo de las siguientes paginas de este
trabajo fin de master, se puede sefialar a ahora mismo que las mayores diferencias en
contenidos entre uno y otro pais son las siguientes:

En principio parece que en Espaiia se ven mas contenidos que en el caso de Singapur,
sobre todo siendo tres los cursos en los que se ve la probabilidad en secundaria en
Espafia, frente a los dos cursos en Singapur; y es cierto que en Espafia se ven mas
contenidos, pero en realidad son pocos mas que en Singapur. En segundo curso hay
contenidos que en Singapur no se llegan a tocar y en Espafa si se ven 0 se empiezan a
ver, como por ejemplos los experimentos compuestos. Sin embargo, practicamente en 4°
curso en Singapur se ven los contenidos que no se habian visto y si habian aparecido en
Espafia (ya sea en 2° 0 en 3° de ESO). Por lo que los contenidos que se ven en ambos
paises son casi los mismos (con salvedades como que no se ve la formula de la
probabilidad condicionada) y en Esparia se ve la probabilidad en tres afios en la ESO,
mientras que en Singapur son solo dos y en primaria no ven probabilidad.

Es remarcable el hecho de que en Espafia se ven contenidos que no llegan a ser Utiles
como tal, entendiendo como Util en este caso un contenido que sirva para calcular una
probabilidad. Se ve el espacio muestral de experimentos compuestos o los sucesos y las
operaciones con sucesos, pero estos no seran vistos como utiles por el alumnado, que
tiene que calcularlos por el simple hecho de calcularlos (no se explica que le serviran
para calcular las probabilidades, y en el caso de los experimentos compuestos solo le
serviran después de un afio, pues en segundo los calculos de las probabilidades se hacen
solo con experimentos simples). Mientras que el calculo de la probabilidad si tiene un
sentido para el alumnado que ve la utilidad de conocer la probabilidad de perder en la
ruleta de la suerte, la probabilidad de ganar la loteria, de que le toque un as jugando al
poker, etc.

68



Asier Pozo Molino

8. Comparacion en la evolucién a lo largo de los cursos.

En este capitulo se analiza como es la progresion en la ensefianza de la probabilidad en
cada pais, cdmo son los cambios que se dan de un curso al siguiente. Se puede comparar
asi ambos paises, viendo las fortalezas y debilidades de cada uno

8.1. Evolucién Esparia

En el caso de Espafia, como se va a ir viendo, la evolucién en la ensefianza de la
probabilidad tiene algunas discontinuidades, y sobre todo mucha repeticién de
contenidos en diferentes cursos.

El primer curso en el que se imparte la probabilidad en la ESO es en 2°. En el curriculo
de primaria en Espafia la probabilidad aparece en 5° de primaria y también en 6° de
primaria. Asi pues, la primera discontinuidad respecto a la imparticion de este tema, la
probabilidad, aparece en la ESO. A continuacion, se recuerdan las discontinuidades que
es dan en secundaria, ya mencionadas en la primera parte de este trabajo:

En el primer curso de la ESO, pues los alumnos no ven nada de probabilidad durante
ese afio. Para el caso de matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas, hay otra
discontinuidad en 3° de ESO, donde no se ve la probabilidad. La siguiente
discontinuidad se da en 1° de bachiller para el caso del bachiller de ciencias, pues el
alumnado solo ve estadistica ese afo; en el caso del bachiller de ciencias sociales, si se
ve probabilidad en ambos cursos.

8.1.1. 2° ESO:

En primer lugar, se puede ver como es la evolucion, como es el cambio del ultimo curso
en que el alumnado vio algo de probabilidad, a este curso. El repaso que se hace de los
contenidos vistos en 6° de primaria en este caso es el siguiente:

En cuanto a las experiencias de azar y no de azar se hace un repaso y se vuelven a
hacer ejercicios parecidos, la diferencia estd en que ahora se pone un nombre a las
experiencias que si y que no son de azar (experimento aleatorio y experimento
determinista) y se cambia la palabra experiencias por experimentos. Esto se hace sin
advertir al alumnado y sin definir que es un experimento, lo cual puede confundir al
alumno. Ademas, se introduce el concepto de espacio muestral, el cual ya aparecia en
6° de primaria solo que no se le daba nombre ni una forma de escribirlo (con la letra E,
y con sus elementos separados por comas Yy entre llaves). Es muy remarcable el hecho
de que el concepto de espacio muestral se presente como un conjunto, cuando el
lenguaje conjuntista no se ha introducido en otros bloques y no aparece en el curriculo;
en el presente trabajo se considera esto como una posible traba a la comprension del
alumnado, y es algo que en el caso de Singapur no sucede.

En cuanto al resto de contenidos vistos en 6° de primaria, casi se puede decir que no
se repasan y desde luego no aparecen al principio del libro de 2° ESO que es donde
deberia aparecer un repaso. En 6° de primaria se veia, aunque muy brevemente, el
significado de la probabilidad, con una definicidn breve y con las ideas de experiencias

9% ¢

de azar “muy probables”, “poco probables” e “igual de probables”.
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En las otras 3 bolsas, sacar bola azul depende del azar
Muy probable Igual de probable Poco probable
i lac J w r
A an L E) 4 1 J
am '

Es muy probable que saque una Es igual de probable extraer bola Es poco probable que saque una
bola azul azuyl o amaniia bola azul
A |a medida de la posibilidad de que algo irra la lamamos probabilidad

La probabilidad de un suceso indica la posibilidad de que este suceso ocurra,

La probabilidad se representa con una fraccidn

llustracién 33.- Significado de la probabilidad que se da en el libro de 62 primaria, SM.

Si se ve de nuevo el suceso seguro y el suceso imposible, pero no como repaso al
principio, sino junto a otros conceptos (como suceso elemental y compuesto).

LIn suceso es cualquler subconjunto del espacio muestral

Cada uno de los resultados posibles del espacio muestral se llama suceso ele-
mental v no puede desi omponerse en otros mas sencillos

Un suceso compuesto es el que estd lormado por mas de un suceso elemental
Ll espacio muestral, £, también se llama suceso seguro pues se cumple slempre

El suceso imposible es el que no se realiza nunca, Se representa con el sim
bolo @

llustracidn 34.- En 22 de ESO se pasa directamente a definir conceptos como el suceso compuesto o suceso elemental. Estos no se
habian visto previamente en primaria.

En cuanto al calculo de probabilidades (el ultimo contenido de probabilidad que se ve
en 6° de primaria), en 2° ESO no se repasa tampoco, se ve primero la probabilidad
como limite de la frecuencia relativa (esto no aparece en 6° de primaria) y después la
regla de Laplace como una formula directamente. En 6° de primaria el calculo de
probabilidades se hace como numero de casos favorables entre casos posibles, pero sin
darle nombre y sin ponerla como formula.
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iguales; puede caer sobre 6 colores distintos guaies: puede caer sobre 3 colores distinlo

Reprasentamos la probabilidad de caca col { Representamos la probabilidad de cada colo !

1a fraccior a s

LOmo < €S mayor que =, 85 mayor \a wal ) de que peonza triangular caiga sobre el color rojo

La probabilidad de un suceso indica |la posibilidad de que este suceso ocurra,
La probabilidad se representa con una fraccién
Sten un experimento aleatorio los sucesos elementales son equiprobables, L

n.’ casos favorables

probabilidad de un suceso A es P(A)
n." casos posibles

llustracién 35.- Calculo de probabilidades en 62 de primaria y en 22 de ESO; Espaiia. Son formas muy diferentes de ver la
probabilidad para un nifio que estda empezando a aprenderla.

En conclusidn, respecto a la evolucion que se da de 6° de primaria a 2° ESO, se puede
decir que esta es abrupta, pues no se repasan los contenidos que se han visto
previamente de modo que el alumnado los reconozca, los recuerde, y amplie su
conocimiento a partir de ahi. Ademas, se introduce vocabulario completamente
nuevo para el alumnado (experimento, espacio muestral, suceso elemental, suceso
compuesto, experimento compuesto, compatible e incompatible, complementario, etc.),
y mucho lenguaje matematico (mucha simbologia: 4, U, n, @, A¢, etc., el uso de
Ilaves, Ilamar a los sucesos con una letra, ...). Y la incorporacion de conceptos nuevos
es bastante grande.

8.1.2. 3°ESO:

En el libro de 3° de la ESO SM, al igual que ocurre con el de 2°, no hay un apartado o
capitulo como tal que sea repaso de lo visto anteriormente, de los contenidos de
probabilidad vistos el curso anterior. En lugar de esto, el libro de 3° ESO es casi una
copia idéntica del libro de 2° ESO al que luego se afiaden capitulos nuevos que no
aparecian en el libro de 2°.
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Operaciones con sucesos

——— La unién de sucesos, A U B, es el suceso que se realiza cuando se verificaA o

E b .,
v 2 "l | o B o ambos a la vez. Estd compuesto por todos los elementos de Ay de B.
‘l.‘ ’ La interseccion de sucesos, A N B, es el suceso que se realiza cuando se ve-
Al T rifican al mismo tiempo el suceso A y el suceso B. Estd compuesto por los
o~ > elementos comunes de A y de B.

AUB
Uni6n de sucesos En el experimento de sacar una bola de
la siguiente urna se estudian los sucesos:

A ="sacar un nimero menor que 3" ={1,2}

B ="sacar un nimero impar” = (1, 3, 5}

Py TS . "
/ / R TN C="sacar un nGmero menor que 3 o salir nime
[ \ »
/- B ) \ roimpar”={(1, 2, 3, 5}
A y / D ="Sacar un nGmero menor que 3 y salir nimero impar” = {1}
\\ S , " . " 1
e F ="Sacar un nimero mayor que 4" ={5, 6}
ANB £ )
A El suceso C se produce cuando se verifica el suceso A o el suceso B o los dos 2 la
Interseccién de sucesos vez, por tanto, C=AUB.
El suceso D se produce cuando se verifican los sucesos A y B al mismo tiempo, por
tanto, D=ANB

Operaciones con sucesos

E . La unidn de sucesos, A U B, es el suceso que se realiza cuando se verificad g
B o ambos a la vez. Estd compuesto por todos los elementos de A y de 8.

La interseccién de sucesos, A M B, es el suceso que se realiza cuando se ve-
rifican al mismo tiempo el suceso A y el suceso B. Estd compuesto por los
elementos comunes de A y de B.

P g ™
=

Vi
! En el experimento de lanzar un dado cabico se estudian los sucesos
St e sucwy A = "salir maltiplo de 3" ={3, 6}
R B ="salir nGmero par" = {2, 4,6}
E_~ C="salir maltiplo de 3 o salir nGmero par” = {2, 3, 4, 6}
/ 8 \ D ="salir mdltiplo de 3 y salir nimero par” = {6}
L | F="salir nGmero impar” = {1, 3, 5}
N A / El suceso C se produce cuando se verificadAoBolosdosalavez=C=AUB
b El suceso D se produce cuando se verifican A y 8 al mismo tiempo =2 D=ANB.
n

Los sucesos By F son incompatibles: 8 F=@
nterseccion de sucesos

Dos sucesos Ay 8 son compatiblessiA N B# @
Dos sucesos Ay 8 son incompatibles siAn8=@

llustracién 36.- Capitulo de Operaciones con sucesos en 22y 32 ESO, respectivamente. Un ejemplo de la repeticion de contenidos y
de la forma de verlos que existe entre los libros de un curso y los del siguiente, en Espania.

Esto, lejos de ser una exageracion es algo muy real, y se puede ver como los mayores
cambios en estos capitulos del libro de 3° respecto del de 2° son los siguientes:

Los ejemplos que se dan en la teoria cambian a veces, usando un dado cubico en lugar
de una urna con bolas, por ejemplo, pero este cambio no supone ninguna diferencia y
no aporta nada. El capitulo “Experimentos compuestos” en lugar de aparecer en el
primer capitulo aparece en el cuarto capitulo. EI nimero de actividades o ejercicios que
aparece tras cada capitulo de teoria disminuye en numero (siendo 6 o 7 actividades en el
libro de 2°y 2 0 3 en el de 3°), pero sin presentar ninguna diferencia, ni en complejidad
ni en ningun otro aspecto (de hecho se puede ver como algun ejercicio de 3° es igual,
casi idéntico, a alguno de 2°; ver llustracion 37).
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En el experimento de lanzar un dado cibico consider

mos los sucesos

A < "salle un namero par”

B = "sallr un ndmero menor que 3"

C={1, 2, 5) Al lanzar un dado cibico se consideran los sucesos:
0= {3) A = “salir un nGmero par" C={1,25)
Halla: B8 = “salir un nGmero menor que 3" D= {2)

a) AuB ) Bl e) s Halla los siguientes sucesos

b) A d)Crp ) Cwd a) AuB b) A c) Bl d)ALD

llustracién 37.- Ejercicios de 22 ESO (izq.) y de 32 ESO (drcha.). Se puede observar que son casi idénticos.

Ademas de esto, los Unicos cambios son la introduccion del concepto “espacio de
sucesos” y la expresion para calcular el nimero de sucesos que componen este espacio
de sucesos. De modo que se vuelve a ver todo lo visto en 2° ESO y los pequefiisimos
cambios introducidos no aportan nada e incluso pueden conseguir lo contrario
utilizando algo menos los dibujos (ver llustracion 36) y haciendo asi el texto de la teoria
menos atractivo para el alumnado. O al mostrar la probabilidad experimental (pag. 300),
donde el ejemplo muestra peor, en mi opinion, esta definicion de la probabilidad, al no
mostrar la frecuencia relativa con un numero de lanzamientos significativamente
distinto.

En conclusion, los contenidos de 3° ESO son los mismos contenidos que hay en 2°
ESO y son vistos de la misma forma casi idéntica (las 5 primeras paginas del tema son
dedicadas a esto). Asi los alumnos lo que hacen es volver a ver los mismos
conceptos. Y luego se amplia a nuevos contenidos en la misma medida (5 paginas
del libro también, destinadas a esto). Teniendo en cuenta el hecho de que la
probabilidad y la estadistica se sitian en el ultimo lugar en los libros de texto, y que
muchas veces, debido a la falta de tiempo en el curso, se pueden y de hecho se suelen
guedar sin ver del todo, no parece que el hecho de que haya el doble de paginas
(debido a que se vuelven a ver todos los contenidos ya vistos en 2°) vaya a ayudar en
este sentido. Por tanto, en este trabajo fin de master, se cree que seria mucho mas
adecuado introducir un capitulo de repaso de lo visto en 2°, breve y sin tantas
paginas, siendo méas bien un resumen; y que a continuacién se amplien ya los
conocimientos con esos nuevos contenidos. Ademas, se propone la supresion del
altimo apartado, “Factorial de un niimero natural. Permutaciones”, pues ademas de
que se volvera a ver el ano siguiente en el capitulo de “Combinatoria”, este apartado
tiene mucho maés sentido ahi, junto al resto de técnicas de contar.

8.1.3. 4°ESO:

Al analizar la evolucion de la ensefianza de los contenidos que se da de 3° de ESO a 4°,
vemos que es muy parecida a la evolucién que se da de 2° a 3° y que ya la hemos
analizado y comentado. Igualmente, en 4° se ven de nuevo los contenidos vistos en
3°:

Los tres primeros apartados de 3° (Experimentos aleatorios, Sucesos, y Operaciones
con sucesos) se ven en 4° del mismo modo, pero en dos paginas en lugar de tres y con
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cuatro ejercicios en lugar de ocho; el apartado 4 (Experimentos compuestos. Técnicas de
recuento) desaparece; el apartado 5 (Probabilidad. Regla de Laplace) se ve del mismo
modo, incluso con dos ejercicios mas que en el curso pasado; el siguiente apartado
(Probabilidad de experimentos compuestos) aparece igual también, salvo con alguna
diferencia que, a juicio de este trabajo fin de maéster, no es en beneficio sino en
detrimento (ver llustracion 38).

Se cree asi pues en el libro de 4° no se utiliza el diagrama de arbol en el ejemplo del
experimento compuesto con y sin reemplazamiento (dependiente e independiente),
ademas de que no se pregunta la probabilidad de la interseccién (que salga la primera
carta un as y la segunda también), sino la probabilidad de cada una por separado
(probabilidad de salir la primera carta un as y probabilidad de salir la segunda carta un
as); a lo que se une el hecho de que no se menciona la regla del producto.

Sin embargo, el hecho de que en este mismo ejemplo se sefiale como probabilidad
condicionada a la probabilidad que lo es, y se represente con su simbolo si es una
mejoria respecto al libro de 3°.

En un experimento compuesto formado por varios experimentos que se realizan sucesi-
vamente puede ocurrir que el resultado de uno influya en el resultado de los siguientes.

De una urna que contiene 5 bolas rojas y 3 azules se extraen sin mirar
dos bolas, una tras otra. ;Cudl es la probabilidad de que las dos sean azules?

Hay dos maneras de realizar el experimento:

Sin reemplazamiento , Sin devolver a la urna la primera bola extraida.

(} e .
En este caso el resultado de |a primera extraccién condiciona el resultado de la
8 segunda. En el diagrama de arbol podemos observar que si la primera bola es

3 o
P 7 azul, en la urna quedaran 7 bolas de las cuales 2 son azules
o 5 Si A, = "“sacar bola azul en la primera extraccion” y A, = “sacar bola azul en la
3 & . segunda”, la probabilidad de sacar dos bolas azules es:
8 32 6 3
R o P(ANA)== == ==
/ 8 / 5 28
Con reemplazamiento ¢ Devolviendo la primera bola extraida.
8 .
5 Al volver a poner en la urna la bola extraida el resultado de la segunda extraccion
8 ) ® no depende del resultado de la primera. La probabilidad de A, no depende de
~ B que se verifique A:
. = p 23 _'9
8 PANA)== ==
El o) : 8 8 64
8
3 o
8
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Moneda Dado e {anza una moneda y un dado cabico, Calcula la orobabilidad de! suceso
. A ="sacar cruz y un ndmero par”
& o Es un experimento compuesto formado por dos experimentos ¢ mples
E={(C 1),(C, 2),(C,3),(C 4)(cC5),(C 6). (X. 1), (X, 2), (X, 3), (X, 4), (X, 5), (X. 6))
1N Poar ¢ "
3 i l. 1. L ror tanto, el nmero total de casos es el producto de los res Jitados de lanzar la mo
‘ neday los del dado: 2 - 6 = 12 elementos
\ ! Los casos favorables del suceso A son: {(X.2), (X.4). (X.6)}
= Utilizando la regla de Laplace: p(4) - - c2s0s favorables _ 3 1
n." casos posibles 12 4

% 1

Observa que P(A) = P(X) P(par) =
1

4

~

oW

2

bine GeoGebra

llustracién 38.- En el libro de 32 (arriba) si se utiliza un diagrama de érbol para cada tipo de experimento, y se muestra la
probabilidad de la interseccidn; en el libro de 42 (abajo), no.

La conclusion sobre la evolucion que se da, es la misma que la que se ha sacado para 3°
de ESO vy se propone lo mismo: se vuelve a ver casi toda la teoria de un modo casi
identico al curso anterior, el tema queda muy extenso y conlleva tiempo de clase
para verlo entero, estando los nuevos contenidos situados al final y existiendo la
posibilidad de que deje de verse algo por la falta de tiempo al final del curso escolar;
se propone de nuevo en este trabajo fin de master la sintesis de todos los contenidos
ya Vistos en cursos anteriores, en un breve apartado titulado Repaso, situado al
principio del tema.

8.2. Evolucién Singapur

En el caso de Singapur es diferente a Espafia, no hay una repeticion excesiva de lo visto
en el anterior curso, y se tiene un capitulo breve de repaso. La probabilidad unicamente
aparece en el curriculo de secundaria, en primaria no. Al nivel equivalente a la ESO, la
probabilidad aparece en el curriculo en 2° curso y en 3° y 4° siendo que estos dos
altimos aparecen unidos en el curriculo. Sin embargo, en los libros oficiales de
Singapur, la probabilidad aparece Unicamente en 2° y 4° curso.

8.2.1. 4° Curso secundaria:

Como se acaba de comentar, en Singapur hay una discontinuidad a la hora de ver la
probabilidad en secundaria, pues se comienza en 2° curso, pero en 3° no se ve la
probabilidad. El tema en el libro de 4° curso de secundaria en Singapur comienza con
un apartado destinado a repasar los conceptos de probabilidad vistos en 2° de curso,
que, como se ha dicho ya, es el dltimo curso en el que se vio la probabilidad. Este
repaso es breve, de apenas una pagina (ver llustracion 40), y pronto se empiezan a ver
nuevos conceptos; sin embargo, el tema esta disefiado de modo que a la vez que se van
viendo estos nuevos contenidos, se van repasando los contenidos vistos en 2° curso.
Tras el repaso, se ve la tabla de doble entrada y se introduce la probabilidad de la unién
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y de la interseccién y el concepto de sucesos incompatibles (“mutually exclusive
events”, en el libro), a la vez que se repasa el calculo de probabilidades visto en 2°.

Los objetivos del tema, o los conceptos que el alumnado aprendera a lo largo del tema,
vienen especificados en la primera pagina del tema en todos los cursos. Si se comparan
estos objetos, se ve que son complementarios y no se solapan, a diferencia de como
ocurre en Espafa (ver llustracion 39). En el repaso inicial del libro de cuarto curso se
repasan rapidamente todos los contenidos que aparecen como objetivos al comienzo del
libro de 2° curso.

En 22 ESO:
-~ B this chapte: 1
" At you will lgarn to
= know the meaning of prodabslis > a
~ = deline the serms experiment, ml’nmr LIS B of sagle e & )
- and event, -
2> - =)
Signy > de la probabilidad.
Deﬁrucon de “experimento”, ”resultado” “suceso” (vocabulario)
o de probabilidad (sucesos simples)
En 42 ESO:

; B In this chapter, you will learn to ~

- = do more with the propertties of > calculate the probabiliy of simple -
‘ probability, combined cvents 8

T > daw possibility diagrans and tree -

¥ diagrams,

« o ® (D

Hacer mas conlas p s de la probabilidad.

Uso d as de arbol v de p051b111dades

Calculo de probablhdad (sucesos co os —sencillos-)

llustracién 39.- Los objetivos de cada tema aparecen al principio del mismo. En el repaso inicial del libro de cuarto curso se
repasan rapidamente todos los contenidos que aparecen como objetivos al comienzo del libro de 22 curso.
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1 A Review of Probability Concepts
2ecall that probability measures the likelihood of an event occurring. In other words, prf)babilit)i 15
he chance that something will happen. For example, if the probability of rain tomorrow 1s 30f7:{. itis
ess likely to rain than not to rain but the chance it will rain is still 3 out of lO.. A }0% Probahnllty that
t will rain can also mean that for the next few days, given similar conditions, it will rain 30% of the

ime.

I'he following are some properties of probability.

n of time that the outcome is
g the number of ways that the
ssible outcomes.

sf the event happening

Any problem on probability uses certain terms to define it. These terms were first defined in
Mathematics Matters Book 2. They are summarised below.

Term Definition

: An activity which is under consideration such as tossing a coin or

g beriment throwing a die. .
One of the possible results of an experiment. For example, when a coin

Rcone is tossed, there are two possible outcomes: head (H) or tail (7).

Event A set of outcomes of an experiment satisfying a given condition.

llustracién 40.- Parte del capitulo de repaso al principio del tema en Singapur, 42 curso de secundaria.

A esto se suma un avance progresivo en los contenidos, por ejemplo, viendo en segundo
curso los experimentos simples Unicamente, y cuando el alumnado ya se ha
familiarizado y trabajado con estos, se introducen los experimentos compuestos, ya en
cuarto curso. No solo el avance de los contenidos es progresivo, a esto, y al hecho de
que se hace un repaso al principio se le suma la forma en la que se van viendo los
contenidos, por ejemplo, en el uso del vocabulario. Como se puede ver en la ilustracion
siguiente (ver llustracién 41), en Singapur no se pasa a utilizar notacion matematica de
repente, sino que se va explicando e introduciendo progresivamente (aunque es verdad
que no se llega a utilizar mucho):

Probability of obtaining 6 dots = Number of ways o obtain 6 dots
Total number of outcomes

o=
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(c) Mutually Exclusive Events

P
\ TR

Consider tossing a coin. If we get a head (H) then we cannot Maths Notes
get a tail (7), or when we get a tail, we cannot get a head.
Using set notation,
The event of getting a head excludes the event of getting a tail. P(A or B) = P{A U B), so
These events are called mutually exclusive events. P(A U B) = P{A) + P(B)
o 3 i 2 if A and B are mutuall
When a fair coin is tossed, the sample space is made up of two /

exclusive events. 4
equally likely outcomes: H, T. The probability of getting a ’

head, P(H) = 5 and the probability of getting a tail, P(T) = é
How do we compute the probability, P(H or T), of getting a head (H) or a tail (T)?
By definition,

Number of outcomes favourable to getting a head or a tail

P(Hor T) =

Total number of possible outcomes

llustracién 41.- Introduccidn progresiva de un vocabulario y notacion mas formal. Arriba libro de 22 curso, pag. 279; abajo libro de
42 curso, pag. 153. Se ve cdmo al principio la probabilidad de un evento se escribe por completo con palabras, sin embargo, se va
pasando a escribirlo como P(H), siendo H un suceso; o cdmo se explica que U es el simbolo utilizado para representar un “0”.

En conclusion, se considera que la evolucion en Singapur es mas adecuada que en
Espafia. No hay una repeticion casi idéntica de los contenidos y de la forma de verlos en
cada curso (ya se ha visto que en Espafia si sucede esto, ver Ilustracion 36; en Singapur
en cambio, se puede ver en los objetivos al principio del tema de cada libro, que esto no
sucede, ver llustracion 37 o llustracion 39), y sin embargo el capitulo de repaso breve
que si aparece en Singapur (ver llustracién 40) permite al alumnado recordar los
conocimientos que ya tenia del tema de la probabilidad, sin hacer este tema
excesivamente largo en cada curso. Ademas, aunque en ambos paises existe una
discontinuidad (un curso sin ver la probabilidad), el paso de un curso a otro es mas
progresivo en el caso de Singapur y méas abrupto en el de Espafia (al pasar de primaria a
secundaria por no repasar lo visto en primaria, y por meter lenguaje matematico formal
de repente, como el lenguaje conjuntista; y al pasar de los sucesos a la probabilidad sin
una explicacién o contexto).
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9. Comparacion entre Espafia y Singapur en la forma de transmitir los
contenidos.

Ya se ha visto una comparativa de la linea de aprendizaje de ambos paises, la diferencia
entre los contenidos que se ven de forma general, y como es el progreso en la ensefianza
de la probabilidad a lo largo de los cursos en cada pais. En este capitulo se realiza una
comparacion centrando la atencion en la forma en la que se transmiten los contenidos, y
profundizando mas en las diferencias (algunas de ellas anteriormente mencionadas de
forma sucinta), mostrando estas diferencias con ejemplos y mediante ilustraciones. Esta
comparacion se hace por separado para cada curso, segundo y cuarto de secundaria.
Para el primer caso, centrandose en cuatro aspectos distintos: como se introduce la
probabilidad y como se acerca ésta al alumnado; como se trabaja la probabilidad
experimental y la probabilidad como limite de la frecuencia relativa; la formalizacion de
los conceptos de probabilidad; y los ejercicios para practicar la teoria. En el segundo
caso, centrandose en cinco aspectos o contenidos: las definiciones, vocabulario y la
probabilidad; la probabilidad de la unién; los diagramas de arbol; la regla del producto;
y el teorema de la probabilidad total, aunque este no corresponda a nivel de ESO en el
curriculo de Espafia.

Para cada aspecto, se analiza primero el caso de Singapur, seguidamente el de Espafia, y
tras ello se infiere una conclusion de la comparacion entre ambos.

9.1. 2°ESO:

9.1.1. Introduccion al concepto de probabilidad. nocion vy sentido de la misma.

La introduccion del concepto probabilidad es muy distinta en ambos paises. Hay que
remarcar que este punto es importante en secundaria, pues el alumnado no esta
familiarizado con la probabilidad o casi la ve por primera vez (en Espafia si que se ha
visto en primaria, pero como se ha explicado, a esas edades los nifios aln estan
desarrollando capacidades que pueden ser requeridas para la correcta compresion de la
probabilidad; ademas, en cualquier caso, existe un afio de discontinuidad como ya se ha
comentado).

El libro de Singapur empieza, directamente, con la probabilidad (ver llustracion 42).
En primer lugar, se define la probabilidad, para lo que se utilizan frases que un alumno
de 2°ESO puede escuchar en la vida diaria. Ademas, se da una nocion de lo que es la
probabilidad antes de definirla, y cuando se define, se hace utilizando dos definiciones,
la de Laplace y con la probabilidad experimental, en un mismo ejemplo (y a su vez se
ve con el mismo ejemplo la ley de los grandes nimeros); aunque no se habla de
definicion ni se sefiala esto, no se habla de Laplace ni de “probabilidad experimental”,
pero si se esta definiendo implicitamente la probabilidad. El hecho de que se defina con
naturalidad y con las dos definiciones simultdneamente puede ser beneficioso para el
alumnado.

Finalmente se muestra como la probabilidad solo puede estar entre 0y 1, a la vez que se
muestra con la otra forma de expresarlo, que es el porcentaje; esto puede ayudar puesto
que generalmente puede ser mas sencillo tener una nocion mayor del porcentaje, del 0
al 100, debido a que es algo que se utiliza también coloquialmente en el dia a dia (por
ejemplo es facil escuchar a alguien decir “estoy cien por cien seguro de que va a ocurrir
lo que te digo™).
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.1 Definition of Probability

he term ‘probability” is intuitively used by many people in their everyday language as 4 measure
[ their belief for a future event to occur, For example, daily conversations that use the idea of
robability may including the following

| think my chances of getting into the polytechnic is 50-50
He stands a good chance of being the Captain of the school soccer team,
The chances of choosing all six comrect numbers in a TOTO game is almost zero

The weatherman predicts a high chance of rain tomorrow, so do carry an umbrella

Ithough probability cannot predict whether an event will occur tomorrow or cven next week or
onth, it does give us a good measure of some event happening in the long run. For example, the

robability of tossing a head or tail is . Yet if we 10ss a coin ten times, the outcome may be ten

zads or ten tuils consecutively, But, over the long term, after a few hundred or thousand tosses, the
amber of heads will be roughly equal to the number of tails. We can express the probability us a
action, decimal or percentage. The following examples show how chance can be quantified using the
meept of probability

1) What is the chance of getting a ‘7" when you roll # normal six-sided die? We can safely say that
this 15 an impossible event. An impossible event is one that will not happen at all and is assigned
# probability of 0

) We can say with full confidence that the sun will rise in the cast in the morning. This event is sure
to happen. An event which is sure to occur s a certain event and is assigned a probability of 1

) In most everyday situations, the probability lies between 0 and 1, For example, the probability of

L Y |
obtaining o ‘2" when a six-sided die is thrown is %

less olen moee often
- -~ - -
han not than n
z |
- } -
i 1
1] |
or " "I or
< ol or
00 0
0,25 n.sn 078 !
w or
0% o o o 100%
[ )
e 25% S0% 7% S
amposy)ble certain

llustracién 42.- Singapur, libro de 22, pag.262. Introduccidn a la probabilidad.

El concepto de probabilidad continda introduciéndose en Singapur a traves de los
ejemplos resueltos (ejemplos como los de ilustraciones siguientes, “Example 1”7 y
“Example 3”, por ejemplo), pero no como férmula, sino que sale a consecuencia de
calcular la probabilidad en esos ejemplos.

Es en uno de estos ejemplos (ver llustracion 49, “Example 1) donde se muestran de
forma natural la propiedad de la probabilidad: la suma de la probabilidad de un suceso
y la probabilidad del suceso contrario es igual a uno. Se puede encontrar, ademas, antes
de uno de los ejemplos (ver llustracion 43), una breve frase que anima a tener un
conocimiento de la probabilidad, y a su vez a ser conscientes de que en los juegos de los
casinos quien gana siempre es la casa; esto es importante pues corresponde a la
educacion que los nifios sean conscientes de cosas como esta (transversalidad de
conocimientos).
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its forms always

KExameLe 3

In the casino game of Roulette,
there are 37 pockets arranged
around a wheel. 36 pockets are
coloured red and black alternately
and the numbers in the red

and black pockets are arranged
randomly. There is also a green
pocket with the number ‘0". The
wheel is spun in one direction
“fhile a ball is spun in the opposite
direction. The pocket that the ball
finally falls into is noted.

(a) Find the probability of the ball falling into a red pocket

(b) In 100 games, h imes
! OW many times would the ball fal] into a red

llustracién 43.- Libro de 22 curso de secundaria Singapur; pag. 265.

El libro de Esparia, por el contrario, no comienza con la probabilidad. El libro empieza
diferenciando experimentos aleatorios de deterministas, y ensefiando técnicas de
recuento con experimentos compuestos, a lo cual siguen los sucesos y operaciones con
estos; todo ello sin hablar de la probabilidad y sin ni si quiera mencionarla, sin decir
gue se estan viendo esos conceptos (los sucesos, por ejemplo) para luego calcular
probabilidades con ello. Se llegan a ver las operaciones con sucesos y a utilizarse
diagramas de Venn antes de mencionar por primera vez la palabra probabilidad. Todo
esto se ve en la siguiente ilustracion (ver llustracion 44), compuesta por imagenes que
muestran los tres primeros capitulos del libro, en el tema de la probabilidad:
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E Azar y determinismo

Sabias que... Si un vehiculo circula a una velocidad de 80 km/h de manera constante, podemos
i conocer con antelacion el tiempo que tardara en recorrer una cierta distancia utili-

¢ Julio Cesar, al cruzar el rio Rubicén zando las leyes de a fisica.

i para marchar sobre Roma, dijo:

| “Alea jacta est”: La suerte (el dado) En cambio, cuando lanzamos una moneda al aire, no podemos conocer el resultado
: estd echada. de antemano.

| La palabra aleatorio tiene su raiz en 7 i ;

i el término latino aleam que significa Un experimento es determinista cuando podemos predecir su resultado.

| dado o suerte. Un experimento es aleatorio cuando:

La palabra azar tiene origen arabe. * Se puede realizar tantas veces como queramos.

. Los &rabes marcaban una de las ca-

i ras del dado con una flor de azahar. 8

S El espacio muestral, E, es el conjunto formado por todos los resultados posibles
de un experimento aleatorio.

* No se puede predecir el resultado concreto antes de realizarlo.

® v GeoGebra ~Ejemplo » Al extraer una bola del bombo de la figura
i “Eiramn smSaviadigital.com se puede obtener un ndmero del 0 al 9.
y descubre el azar a través El espacio muestral es:
i del parchfs.

s £={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Experimentos compuestos. Técnicas de recuento

En ocasiones, un experimento aleatorio esta formado por varios experimentos sim-
ples, como por ejemplo, lanzar una moneda y un dado a la vez o extraer mas de una
carta de una baraja.

Un experimento compuesto es el gue esta formado por la combinacidn de varios
experimentos simples.

E Sucesos

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral.

* Cada uno de los resultados posibles del espacio muestral se llama suceso ele-
mental y no puede descomponerse en otros més sencillos.

* Un suceso compuesto es el que esta formado por més de un suceso elemental.
* El espacio muestral, E, también se llama suceso seguro pues se cumple siempre.

* El suceso imposible es el que no se realiza nunca. Se representa con el sim-
bolo @.
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Operaciones con sucesos

La union de sucesos, A U B, es el suceso que se realiza cuando se verifica4 o
B o ambos a la vez. Estad compuesto por todos los elementos de A y de B.

La interseccion de sucesos, A N B, es el suceso que se realiza cuando se ve-
rifican al mismo tiempo el suceso A y el suceso B. Estd compuesto por los
elementos comunes de A y de B.

AUB

Uni6n de sucesos En el experimento de sacar una bola de /
la siguiente urna se estudian los sucesos:

A="sacar un nimero menor que 3" ={1,2} 2 '\'

o
. B ="sacar un nimero impar” ={1, 3, 5} 3 5 H )“)

C="sacar un nimero menor que 3 o salir nime-

B roimpar”={1, 2, 3, 5}
6\ D ="Sacar un nimero menor que 3 y salir namero impar” = {1}

F="Sacar un nimero mayor que 4" ={5, 6}

(|} ops
And El suceso C se produce cuando se verifica el suceso A o el suceso B o los dos a la

Interseccion de sucesos vez, por tanto, C=A U B.

El suceso D se produce cuando se verifican los sucesos A y B al mismo tiempo, por
tanto, D=A N B.

llustracién 44.- Comienzo del libro de 22 de ESO del tema de probabilidad; los tres primeros capitulos. Se ve cdmo no se menciona
la palabra probabilidad ni se explica al alumnado qué se esta viendo, porqué, y que relacidn tiene con el tema, la Probabilidad.

Si bien no se da esta explicacion en los primeros capitulos, tampoco se da en el
siguiente, el capitulo 4 (ver llustracion 45), en el que ya se habla de probabilidad,
directamente, sin una explicacion previa y sin relacionar el capitulo con los anteriores
(con los conceptos que el alumnado acaba de ver; esto es, sucesos, operaciones con
sucesos, etc.). Sin ningun contexto y sin situar al alumnado, la teoria del libro empieza a
hablar de la probabilidad experimental con un ejemplo de lanzamiento de monedas; y de
la regla de Laplace, con ejemplo cualquiera. Asi, el paso de la teoria de los sucesos a
la probabilidad se hace de forma abrupta, como si la probabilidad fuera otro
apartado ajeno al anterior.

Ademas, no se presenta la probabilidad de forma natural y dando una nocion de la
misma antes de nada, por el contrario, se presenta al alumnado una formula (en el caso
de Laplace), y una tabla con frecuencias relativas (en el caso de la probabilidad
experimental) directamente y sin un pequefio contexto previo; junto a algunas
propiedades de la probabilidad sin explicar por qué estas son asi (por qué la
probabilidad se encuentra entre el 0 y el 1).
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Si en un experimento aleatorio los sucesos elementales son equiprobables, |
n.” casos favorables

probabilidad de un suceso A es P(A)= —
n." casos posibles

David ha escondido una moneda debajo de uno de los vasos sin que Ana
vea donde se oculta. ;Qué probabilidad tisne de acertar Ana sl puede elegir dof
vasos?
Hay 5 vasos para elegir, por tanto el ndmero de casos posibles es 5.
Ana puede elegir 2 vasos, por tanto el niimero de casos favorables de Ana es 2
La probabilidad de que gane Anz es: P(Al=—=0,4
| Ten en cuenta Observa los resultados obtenidos al lanzar una moneda 50 y 500 veces:
& . .
La frecuencia absoluta de un suceso 50 lanzamientos 500 lanzamientos
es el nimero de veces que se verifica &) \ @ \
B Lsiiceso, Suceso ) - ‘.’l Suceso (i' Loy
La frecugncta relativa de un suceso Fr. absoluta 28 27 Fr. absoluta 253 247
es el cociente entre la frecuencia
t t : x 28 2 253 247
absoluta y el ndmero FoAal de veces Fr. relativa | —=0,56 2044 Fr. relativa | ——=0,506 | ——=0,494
que se repite el experimento y es un 50 0 0 0

nameroentre Oy 1.
No es lo mismo que exista una diferencia de 6 unidades entre las frecuencias abso-
lutas de los dos sucesos al realizar el experimento 50 veces que al hacerlo 500 ve-
ces, pues al aumentar los lanzamientos la frecuencia relativa correspondiente a salir
cara o cruz se aproxima 0,5.

SeanGebre o i
ﬁ be&’f ‘)‘L P' a La probabilidad de un suceso A, P(A), es el nimero al que se aproxima la fre-
i Entra en smSaviadigital.com cuencia relativa de A, al repetir el experimento indefinidamente.
i ysimula el lanzamiento de un dado. ) .
By Es un nimero comprendido entre Oy 1.
La probabilidad del suceso imposible es 0.

La probabilidad del suceso seguro es 1.

llustracidn 45.- Pagina 274, libro 22 ESO, capitulo 4. Definicidn de Laplace y probabilidad experimental. Introduccion de la
probabilidad (paso de sucesos a la probabilidad de sucesos). Abajo del todo, propiedades de la probabilidad sin explicar de ddnde
salen o porqué son asi.

Como a lo largo de todos los cursos, en el libro de Espafia de 2° ESO, el concepto que
se trata de transmitir al alumnado aparece compartimentado, separado y con el
nombre del concepto como titulo. Asi, aparecen las dos definiciones de la
probabilidad, pero de forma separada, no se explican o mencionan en un mismo
ejemplo, ni se habla de la relacion existente entre las mismas. Esto puede verse
también en la ilustracion anterior (ver llustracion 45).

Ademas, como ya se ha mencionado en el apartado de la evolucion, esto ocurre a la vez
que se introduce vocabulario nuevo y ajeno al alumnado, como espacio muestral,
suceso compuesto, suceso elemental, etc., y lenguaje matematico desde el principio
(ver Hustracion 46). Esto puede provocar que el alumno no vea el sentido a lo que esta
calculando, y que el uso de vocabulario nuevo desde el principio, sin contextualizar, lo
desubique. De hecho, se presentan al alumnado conceptos que luego no se utilizan en
este curso para calcular la probabilidad (y esto es lo que da un sentido a aprender esos
conceptos) cédmo los sucesos compatibles e incompatibles o la union y la interseccion de
Sucesos.
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Un experimento es determinista cuando podemos predecir su resultado.
Un experimento es aleatorio cuando:

* Se puede realizar tantas veces como gueramos.

* No se puede predecir el resultado concreto antes de realizarlo.

£l espacio muestral, E, es el conjunto formado por todos los resultados posibles
de un experimento aleatorio.

Un experimento compuesto es el que esta formado por la combinaci6n de varios
experimentos simples.

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral.
* Cada uno de los resultados posibles del espacio muestral se llama suceso ele-
mental y no puede descomponerse en otros mas sencillos.

* Un suceso compuesto es el que estd formado por mas de un suceso elemental.
* El espacio muestral, E, también se llama suceso seguro pues se cumple siempre.

* El suceso imposible es el que no se realiza nunca. Se representa con el sim-
bolo @.

* La unidn de sucesos, A U B, es el suceso que se realiza cuando se verificad o
B 0 ambos a la vez. Esta compuesto por todos los elementos de A y de B.

* La interseccion de sucesos, A M B, es el suceso que se realiza cuando se ve-
rifican al mismo tiempo el suceso A y el suceso B. Estd compuesto por los

elementos comunes de Ay de B.

Dos sucesos Ay B son compatiblessiAnB# @
Dos sucesos Ay B son incompatiblessiAnB=0

El suceso contrario o complementario de un suceso A, A o A, ests compues-
to por los elementos del espacio muestral que no estdn en A.

Si en un experimento aleatorio todos los sucesos elementales tienen la misma
probabilidad se dice que son sucesos equiprobables.

llustracién 46.- Vocabulario y notacion que va apareciendo a lo largo de las paginas del libro de texto de 22 ESO.

En Espafia en 2°ESO no aparece la propiedad de la probabilidad gue dice que la suma
de la probabilidad de un suceso y la probabilidad del suceso contrario es igual a uno. Si
aparece que la interseccion de un suceso y su contrario no tiene ningun elemento en
comun, de lo cual se puede extraer la propiedad mencionada, y asi se hace en 3°ESO
(ver llustracion 47), sin embargo, se hace sin ejemplo alguno, lo cual puede dificultar

la comprension del alumno.
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endo en cuenta que la unién de cualquier suceso y su contrario es el espacio
sstral, se puede hallar una expresion para la probabilidad del suceso contrario

P(AVA)=P(E)= 1= P(A)+ P(A)=1=> P(A) =1-P(A) P(A) =1-P(A)

llustracién 47.- Probabilidad del suceso contrario, pag. 272, 32 ESO.

De modo que se concluye que, si se compara la forma de introducir al tema de la
probabilidad al alumnado, queda claro que Singapur lo hace de un modo mas natural,
intuitivo y aplicable que Espafia, que por el contrario lo hace de forma abrupta,
mecanica, y pasando primero por conceptos de los cuales no se explica su razon de
verlos en el tema de la probabilidad, ni su utilidad para calcular probabilidades (ver
llustracion 48). Es cierto que, en Espafia, podemos ver como el libro de 6° de primaria
da una mejor nocién de lo que es la probabilidad, pero, como ya se ha dicho, en el libro
de 2°ESO no se hace ningun repaso de la misma. Asi pues, se concluye que un alumno
encontrard mas facilidades para comprender la probabilidad en Singapur, aunque
en Espafia encontrara la ventaja de poder diferenciar cada concepto distinto, y
volver al mismo para recordarlo, gracias a que todos ellos tienen nombre y aparecen
bien diferenciados en el libro (ver Ilustracion 49). En las siguientes ilustraciones se
puede ver una comparacion entre ambos paises en los aspectos ya citados.
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Regla de Laplace

Si en un experimento aleatorio los sucesos elementales son equiprobables, [=

probabilidad de un suceso A es ’(‘)=n..u_sosfav_o._ A
n." casos posibles

~Ejemplo » David ha escondido una moneda debajo de uno de los vasos sin que Ana
vea donde se oculta. ;Qué probabilidad tisne de acertar Ana <! puede elegir dos
vasos?

Hay 5 vasos para elegir, por tanto el ndmero de casos posibles es 5.
Ana puede elegir 2 vasos, por tanto el niimero de casos favorables de Ana es 2.

La prebabilidad de que gane Anz es: P[A):%:D.‘l

.1 Definition of Probability

‘he term ‘probability” is intuitively used by many people in their everyday language as a measure
{ their belief for a future event to occur, For example, daily conversations that use the idea of
robability may including the following.

I think my chances of getting into the polytechnic is 50-50.

He stands a good chance of being the Captain of the school soccer team,

The chances of choosing all six comrect numbers in a TOTO game is almost zero,
The h predicts a high ch. of rain w, 80 do carry an umbrella,

Ithough probability cannot predict whether an event will occur tomorrow or even next week or
ronth, it does give us a good measure of some event happening in the long run. For example, the

robability of tossing a head or tail is ; - Yet if we 10ss a coin ten times, the outcome may be ten

zads or ten tuils consecutively, But, over the long term, after a few hundred or thousand tosses, the
amber of heads will be roughly equal to the number of tails. We can express the probability us &
action, decimal or percentage. The following examples show how chance can be quantified using the
mcept of probability.

1) What is the chance of getting a ‘7" when you roll a normal six-sided die? We can safely say that
this is an impossible event, An impossible event is one that will not happen at all and is assigned
# probability of 0.

1) We can say with full confidence that the sun will rise in the cast in the morming. This event is sure
o happen. An event which is sure to occur s a certain event and is assigned a probability of 1.

) In most everyday situations, the probability lies between 0 and 1. For example, the probability of

obtaining o ‘2" when a six-sided die is thrown is % "

less often moee often
thun not than not
— 1.
0 1 1} ;) 1
or o w o or
o0 0,29 0.50 078 10
ol or ur or =
0% 100%
imposy)ble a% 0% Lo certain

llustracién 48.- Comparacion de cdmo se introduce la probabilidad, arriba en Espafia (pag. 274) y a abajo en Singapur (pdg.262).
Puede verse cémo en Espafia se presenta directamente la férmula de Laplace, antes de que los alumnos lleguen a preguntarse

coémo se calcula la probabilidad.
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A A
endo en cuenta que la unién de cualquier suceso y su contrario es el espacio
sstral, se puede hallar una expresion para la probabilidad del suceso contrario.
P(AVA) = P(E) = 1= P(A) + P(A) =1 => P(A) =1-P(A) P(A) =1~ P(A)
" Exameie 1

There are 40 students in a class, 15
are girls, If a student is selected
probability that

(@) aboy is selected,
(b) a girl is selected.

P SOLUTION

(1) Intuitively, the chunce of a boy
fraction of boys in the class,

of them are boys and the rest
at random from the class, find the

being selected is given by the
Since somebody has to
be selected, the um
y i ) of the probabilities
Probability of n boy being sclected = —Nomber of boyy """": s l’:\‘f :’: .
¥ ol doys <t 2
Number of students girtisequalto 1
718
40
= )
K

(b) l‘mhnhahl) of a girl being selected = —Number of girls
Number of ,lmlrr;\
w015
40
= 25
> Jil
= 5
L]
/\Ik-nmnvcl).

Probability of a girl being selected

In general, Proba
g ability
Probability of a girl not being selected of an event occuring
8,3 = 1 - Probability of an
ovent not oceuring

llustracién 49.- Comparacion de como se muestra una propiedad de la probabilidad, arriba en Espafia (pag.301 32ESO) y abajo en
Singapur (pag. 263). En singapur se hace de un modo natural y con un ejemplo, en Espafia en cambio sin contexto y con lenguaje
matematico, aunque dando un nombre a la propiedad.

9.1.2. Probabilidad experimental

Tras presentar la probabilidad y poner ejemplos para empezar a familiarizarse con el
calculo de probabilidades, el libro en Singapur pasa a trabajar con la probabilidad
experimental y la ley de los grandes numeros. Esto se hace de una forma adecuada, en
tanto que por una parte se muestran tablas de datos con distintos nimeros de veces
(repeticiones) que se realiza un experimento, y la frecuencia absoluta y la relativa para
cada caso, y ademas se muestra la grafica que resulta con estos datos y que muestra
muy visualmente la ley de los grandes ndmeros (ver llustracion 50). Y por otra parte se
pide a los propios alumnos que sean ellos quienes experimenten fisicamente (ver
llustracion 51), realizando experimentos repetidamente, tomando datos en una tabla
(algo que ya han trabajado previamente desde pequefios en estadistica), y hagan su
propia grafica. Y de este modo el alumno comprueba y ve por si mismo cémo se
cumple lo que le dice la teoria.
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llustracién 50.- En Singapur se utilizan tablas y gréficos para mostrar cémo es la definicién frecuentista de la probabilidad, ademas
el alumnado lo experimenta por si mismo y realiza su propia grafica.

ST :
<. (a) Toss a coin 100 times.

(b) Create a table as i it
te a table as in question 1 and record the results of your trials

(c) Use your results to answer questions 1(d) and 1(e)

llustracién 51.- Ejercicio en el que se pide al alumnado realizar un experimento repetidamente y anotar los datos en una tabla.
Libro de 29 curso, pag. 269; probabilidad experimental.

Sin embargo, se encuentra que el libro no aprovecha aqui para mostrar la relacion entre
la definicion frecuentista y la probabilidad como limite de la frecuencia relativa; se
sugiere pues, en el presente trabajo, la introduccion de un apartado (ver llustracion
52) que pida en primer lugar el resultado esperado (el alumno lo calculara como casos
favorables entre posibles) y otro al final que pida al alumno comparar el resultado
finalmente obtenido experimentando (probabilidad calculada con frecuencia relativa y
viendo su evolucion) con el resultado esperado, para diferente nUmero de repeticiones.
De este modo el alumnado podra tener una vision mas completa del concepto de
probabilidad.

Resultado esperado Resultado

(antes de lanzar el experimentado (tras

dado): haber lanzado el
dado vy completado la
tabla):

llustracién 52.- En el libro de Singapur se podrian afiadir estas preguntas para que el alumnado relacione las dos definiciones de la
probabilidad.
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En Espafia por su parte, al igual que sucedia con la definicion de Laplace, se muestra la
probabilidad como probabilidad experimental, como el limite de la frecuencia relativa,
sin una introduccién o un contexto previo, colocando una tabla directamente (ver
[lustracion 53).

l Ten en cuenta Observa los resultados obtenidos al lanzar una moneda 50 y 500 veces:
& " .
La frecuencia absoluta de un suceso 50 lanzamientos 500 lanzamientos
es el nimero de veces que se verifica %
el suceso. Suceso (‘/\ \ \ Suceso C)/' \ _'\;’,\’
La frecue_ancia relativa de un suceso Fr. absoluta 28 29 Fr. absoluta 253 247
es el cociente entre la frecuencia -~ [ |
| N t 28 22 z 247
absoluta y‘el niimero Fo_al de veces Fr. relativa | —=0,56 22 Ok B valative 253 -0506 | 22" _0.494
que se repite el experimento y es un 50 50 500 0

nameroentre Oy 1.
No es lo mismo que exista una diferencia de 6 unidades entre las frecuencias abso-
lutas de los dos sucesos al realizar el experimento 50 veces que al hacerlo 500 ve-
ces, pues al aumentar los lanzamientos la frecuencia relativa correspondiente a salir
cara o cruz se aproxima 0,5.

IG GeaGebra La probabilidad de un suceso A, P(A), es el nimero al que se aproxima la fre-

. Entra en smSaviadigital.com cuencia relativa de A, al repetir el experimento indefinidamente.
i ysimula el lanzamiento de un dado. ) .
Es un nimero comprendido entre Oy 1.

La probabilidad del suceso imposible es 0.

La probabilidad del suceso seguro es 1.

Probabilidad experimental. Simulacion

La probabilidad experimental de un suceso es el nimero al que se aproximan
las frecuencias relativas de ese suceso cuando el experimento se ha repetido
muchas veces o cuando el nimero de datos es suficientemente grande.

Estos son los resultados obtenidos al tirar varias chinchetas:

50 100 500 1000
32 71 355 695
;Qué probabilidad asignarfas al suceso “caer con la punta hacia arriba"?
Calculamos las frecuencias relativas en cada caso:
32 353 71 695

== . —_—= : —=0,71, ——=0,695
50 il 500 G0 100 1000

Al aumentar el ndmero de lanzamientos de chinchetas |as frecuencias se van acer-
cando a 0,7. Por tanto: P(punta arriba) =0,7.

llustracién 53.- En Espafia se trabaja poco la definicidn frecuentista de la probabilidad. Arriba el libro de 22ESO (pag. 274), abajo el
de 32 ESO (pag. 304); no hay mucha diferencia entre los mismos en este apartado.

La tabla sirve para mostrar la ley de los grandes nimeros, aunque seria deseable que
esta fuera mas amplia (con mas datos, con diferentes nimeros de repeticiones), de
modo que se pudiera ver mejor ese acercamiento de la frecuencia relativa a la
probabilidad teérica calculada con Laplace; igualmente ayudaria una grafica como la
de Singapur. Los ejercicios para trabajar esa parte de la teoria correspondiente a la
probabilidad experimental son menos en proporcion con los ejercicios para trabajar la
regla de Laplace (ver llustracion 54).
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23.De una baraja espafiola se extrae una carta. Calculala

DAD RESUELTA -
3 probabilidad de obtener:
20. Lola realiza varios lanzamientos de una moneda. a)ln tres.
- b)El rey de bastos.
o ) Un rey que no sea de bastos.
d)Una sota o un caballo.
6 24.Se extrae una bola de la siguiente urna.
®
Ha obtenida los siguientes resultados. (
Tiradas 10 100 500 1000
Caras 4 42 195 403
Fr, relativa 0,4 042 0,39 0,403
a)Redondea las frecuencias 3 las décimas. jPuedes
asignar una probabilidad al suceso € =“salir cara"? Calcula 12 probabilidad de los siguientes sucesos:
b) ;Puede que la moneda esté trucada? a)La bola es verde
a)Las frecuencias relativas del suceso C = "salir cara” al b)La bola no es roja.
redondear a las décimas en cada caso es 0,4. .
Por tanto, podemos asignar P(C) = 0,4. ¢) La bola es verde o azul.
b)Como tras varios lanzamientos la probabilidad de YaEs ol gy iy
obtener cara es 0,4, la probabilidad del suceso e)La bola es roja y tiene el ndmero 1.
X = "salir cruz” serd, por tanto, P(X) =1 - 0,4 =0.6.
Luego, la moneda parece estar trucada. 25. Se lanza un dado de 8 caras numeradas del 1 al 8.
a) ;Qué probabilidad hay de sacar un nGmero par?
Z%.En un cuadrado de lado 2 dm se coloca una diana de b);Qué probabilidad hay de obtener un nimero primo?
< radio 1 dm. Se han efectuado 500 disparos con estos ¢) ;Qué es mas probable, obtener un milltiplo 2 o un mal-
resultados: 386 han dado en la diana y el resto han tiplo de 37
dado fuera.
a)Asigna la probabilidad de acertar en la diana Ig.En un juego para dos jugadores Elsa y Benito lanzan
v F < dos dados y se anota su suma.
b)Si las dimensiones del circulo grande y el cuadrado
fueran mayores, ;habria mas probabilidad de acertar?
RESUELTA
22.5e extrae al azar una carta de una baraja espaola de
40 cartas. Calcula las siguientres probabilidades:
a)A = “salir un as”
b)C = “salir una figura"
a) Como hay 40 cartas los casos pasibles son 40. Elsa gana si la suma sale un nimero par y Benito si
Los casos favorables son 4, ya que hay 4 ases: sale un nimero impar.
pA) = 2505 favorables 4 1 g a)Es justo el juego?
casos posibles 40 10 b)iCuél es |a probabilidad de ganar de cada uno?
b)Hay tres figuras en cada palo en tatal 12 figuras ¢) Calcula las probabilidades de cada uno si en lugar de

llustracién 54.- Libro de 22 ESO, pég. 275. Hay 2 ejercicios (20 y 21) que versan sobre la probabilidad experimental, frente a 5
ejercicios (el resto) sobre la regla de Laplace.

Se concluye asi que en Singapur se trabaja mas y mejor el concepto de la
probabilidad experimental, y que el alumnado puede ver algo mejor la probabilidad
como limite de la frecuencia relativa, asi como la ley de los grandes nimeros.

9.1.3. Formalizacién de los conceptos

Como se ha mencionado anteriormente de forma sucinta, una de las mayores diferencias
entre el método de ensefianza de la probabilidad en Singapur y en Espafia, es la
formalizacion de los conceptos. Esto es, como la teoria se formaliza y se presenta ya
de un modo mas riguroso y matematico, poniendo nombre a los conceptos,
definiéndolos, etc.
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En Singapur se ha trabajado con la probabilidad y se han resuelto ejercicios de
probabilidad (con la frecuencia relativa, probabilidad experimental...), es después de
ello cuando se definen los términos que se han estado utilizando antes: Experimento,
Resultado, Suceso, y Equiprobabilidad; y se muestra la probabilidad con una formula.
También se muestra una propiedad que ya habia aparecido de forma natural en un
ejercicio (la probabilidad del suceso contrario), que ahora se enmarca para que el
alumnado la tenga presente (ver llustracion 55).
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123 Probability of Events with Equally Likely Outcomes

In onder 10 cafiulane l’l‘\'ﬂi“l M & more presise Wiy, we will defins the ’ll"ﬂ‘“l\l tovmns thay we

Flmnl
¢ A "
An expenment is ag activity consideration yuch a Tossing & ool ur Qrowing & G

As outconme iy one of the posdble ol of ey permmest, For erampie. whes 4 coip " e,
¥
I
ssuemng the coin coance 1y on it o Here O P L3 A 2y
Theat the lana s odge, 1 are tw techle oulcomee N(Hl"ll"”l

Evem
AD evert is 4 set of wltomes of ae esperimen satisfying a piven condik
| "

Eapuully 1ikedy

O ] i
s are sad to e equally likely if the chanoe of ocvurenre of esch oL i
come I equal
Let's examine some examples W0 \llueste the serms Farthor

Co
vonkder & spiter with four eyl sectin colournd b, red, yollow ued grees

Spimning e
I3 ; .":;:""’:l"::l':hf 'qm;-v s experciment. The EAperimest bads 10 000 of losr (rows. hie
'm" - > ey (hw iling on Wee, ml, yellow ur Broen. Kaok of the outoones |s o
pma h event of the experimen) s e Polees landing on the rod socty e

Probability of an event not happening = 1 — Probability of an event happening

llustracién 55.- Pag. 275, formalizacidn de los conceptos de probabilidad ya trabajados con los ejemplos a lo largo del tema, al final
del mismo.

Es decir, en Singapur se ve la probabilidad y todo lo que ésta conlleva de forma
natural y accesible para el alumnado, con lenguaje no matematico y facil de
comprender; y después de ver y trabajar con conceptos implicitamente y mediante

ejemplos (ver llustracion 55 e llustracion 56), estos son formalizados.
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There are 40 students in a class,
are girls. If a student is selected
probability that

(a) a boy is selected,

I5 of them are boys and the rest
at random from the class, find the

(b) a girl is selected.

psoLuTion -

(a) Intuitively, the chance of a

Intuit boy being sel is giv
fraction of boys in the class ’ e

; Since somebody has to
be selected, the sum
of the probabilities of

Probability of 4 i - Nutuber oftoys |
bability of a boy being selected = _Number of boys Selecting a boy and 3
Number of students girlis equal to 1
=15 :
40
13
8

(b) Probability of a girl being selecteq = . Number of girls

Number of students )
=015
40 \/
0 :
T
5
8
Alternatively,
Probability of a girl being selected
— : In general, Probability
aoility of a girl not being selected oty
e = 1~ Probability of an
event not occuring.

- 2

llustracién 56.- Uno de los ejemplos que se utilizan en Singapur cémo forma de llegar a la teoria del tema. Tras hacer estos
ejercicios, se hace una formalizacién matematica los conceptos utilizados y trabajados.

La ventaja y el sentido de esta forma de proceder es que se definen los conceptos
después de utilizarlos, por lo que esos conceptos ya tienen un sentido para los
alumnos, solo que no le habian puesto un nombre. Y la férmula de la probabilidad
(regla de Laplace) y la probabilidad del suceso contrario, no la han utilizado para
aplicarla mecanicamente (ver por ejemplo llustracion 56), sino que han pensado cual era
la probabilidad en cada ejercicio. Y, sin embargo, al formalizarla al final, se consigue
que el alumno la tenga presente y sea consciente de que asi es como ha obtenido la
probabilidad en los diferentes problemas (salvo en aquellos en los que se estaba tratando
con la otra definicion de la probabilidad, como limite de la frecuencia relativa).

Habiendo empezado por la probabilidad y una vez vista y habiendo trabajado con ella,
es entonces cuando se empieza a hablar de sucesos en el libro de Singapur, y se empieza
a pedir su obtencién. Estos aparecen en ejercicios para practicar, en donde se piden
cosas tales como el espacio muestral (sin utilizar este nombre u otro para el mismo,
pidiendo todos los resultados posibles) o sucesos compuestos, antes de pedir su
probabilidad (ver llustracién 57). Asi, los sucesos tienen un sentido para el alumnado,

que sabe que obtiene un suceso para luego calcular la probabilidad.
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ivity 12C

For each of the following experiments, first list the equally likely and favourable outcomes. Then
find the probability.

(a) Experiment: A die is rolled. List the possible outcomes.

Find the probability that the die

(i) shows an even number,

(ii) shows an odd number,

(iii) does not show an even number,

(iv) shows a number less than 7,

(v) shows a number greater than 6.

Experiment: Draw one slip of paper at random from a box containing 10 slips numbered one
to ten. List all the possible outcomes.

Find the probability that the slip
(i) has an even number,

s

(ii) has an odd number,

(iii) does not have an even number,

(iv) has a number greater than 10,

(v) has a number less than 5,

(vi) has a number less than or equal to 5.

EXAMPLE 6

(a) All possible outcomes.

(b) The event of obtaining an even number of dots.
(c) The event of obtaining an odd number of dots.

(d) The event of obtaining a prime number of dots

(e) The probability of obtaining six dots. ‘

(f) The probability of obtaining an even number of dots
(g) The probability of obtaining :

three or more dots.

llustracién 57.- Actividad 12C (arriba) y ejemplo 6 (abajo) de las paginas 278 y 279, respectivamente. El alumnado debe obtener el
espacio muestral y algunos sucesos, y esta accidn ya tiene un sentido para él, pues lo utiliza para calcular probabilidades.

Esto sucede al revés en Espafia, donde, como ya se ha dicho, vemos que primero se
definen conceptos como el espacio muestral, los tipos de sucesos, etc., y se empieza a
trabajar (se explica en la teoria y se hacen ejercicios) primero con los sucesos y mas
adelante se pasa a la probabilidad. Y en lugar de formalizar al final, en Espafia se
empieza y se parte de las formulas y conceptos ya presentados y luego Unicamente se
trabaja con ellos, se usan para resolver los ejercicios.

De modo que, en cuanto a la formalizacion de los conceptos, es al revés en un pais y
en el otro, donde en Singapur se hace que el alumnado trabaje con la probabilidad y al
final formaliza los conceptos que los alumnos han ido viendo mientras trabajaban la
probabilidad; mientras que en Espafia se empieza desde este punto. El problema de esta
segunda forma (la de Espafia) es que los alumnos no descubren la probabilidad, y en
su lugar se habla de conceptos que los alumnos aprenden antes de llegar a usarlos. En
Singapur en cambio, solo se pone nombre a aquello que ya han visto y conocen, de
modo que no lo olviden y de modo que quede claro y fijado en las mentes del alumnado
(ver Hustracion 58). De cualquier modo, no se puede decir que la forma que se utiliza en
Espafia no tenga ventajas, y se puede decir a su favor que esa forma puede permitir
que el alumno sea consciente de lo que esta utilizando, puesto que ya tiene un nombre y
ha sido definido desde el principio. Aun asi, en el presente trabajo se entiende que es
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maés adecuado el modo en que esta hecho en Singapur, dado que los estudiantes son
nifios, y estan viendo la probabilidad por primera vez (para alguien que ya conoce la
probabilidad, como un estudiante del master y futuro profesor, el libro de Espafia puede
ser mas adecuado para si mismo, pero no para preadolescentes).
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Carlos, Esthor y Jess estdn jugando a un juego de mesa que consiste en desplazarse
por un tablero y contestar una serle de preguntas en funcidn del ndmero que se ob-
tenga ol lanzar un dado tetraddrico.

Un suceso es cualquier subcanjunto del espacio muestral
* Cada uno de los resultados posibles del espacio muestral se llama suceso ele-
mental y no puede descomponerse en otros mas sencillos,
* Un suceso compuesto ¢s el que estd lormado por mas de un suceso elemental
* El espacio muestral, £ tamblén se [lama suceso seguro pues se cumple siempre.
. glwglo Imposible es el que no se realiza nunca. Se representa con of sim
o

Si un vehiculo circula a una velocidad de 80 km/h de manera constante, podemos
conocer con antelacién el tiempo que tardard en recorrer una cierta distancia utili-
zando las leyes de la fisica.

En cambio, cuando (anzamos una meneda al aire, no podemos conocer el resultado
de antemano.

Un experimento es determinista cuando podemos predecir su resultado.

Un experimento es aleatorio cuando:

* Se puede realizar tantas veces como queramos,

* No se puede predecir el resultado concreto antes de realizarlo.

£l espacio muestral. £, es el conjunto formado por todos los resultados posibles
de un experimento aleatorio.

Sucesos equiprobables

Si en un experimento aleatorio todos los sucesos elementales tienen la misma
probabilidad se dice que son sucesos equiprobables.

Ejemplo » El espacio muestral al [anzar un dado es £ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

La probabilidad de sacar 1 es la misma que la de 2, que la de 3.. Como hay seis
J les, la probabilidad de cada uno es:

A1) =P2) = P3) = lb) = A(5) = PL6) = +

1
Observa que P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + A(5) + P(6) = ststetetete
Los sucesos son equiprobables.

used owlier.
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llustracién 58.- Comparacién en la formalizacion de los conceptos. En Singapur (abajo), tras ver la probabilidad y que los alumnos
trabajen con ella, se hace una formalizacion de los conceptos y se pone nombre a aquello que los alumnos han visto y han estado
utilizando. En Espafia (arriba), por el contrario, se parte de los conceptos formalizados ya, y los ejercicios son para aplicar estos

conceptos.
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9.1.4. Ejercicios para practicar la teoria

En cuanto a los ejercicios para practicar la teoria, en el libro de Singapur se puede
ver algo de variedad en los mismos, se pueden encontrar ejercicios de distinta indole.
Entre los ejercicios se encuentran por ejemplo el de un vendedor que observa las
compras que realizan los Gltimos 1000 compradores que llegan a su tienda, o el de una
fabrica de bombillas y la probabilidad de que una bombilla sea defectuosa. Asi pues, se
puede al menos entre ver otra utilidad o aplicaciones de la probabilidad, como lo es, por
ejemplo, su uso en los procesos de control de calidad de un producto (una aplicacién de
la probabilidad en la vida cotidiana como medio para pronosticar).

2. In a light bulb factory. it i
i actory, it is found that the probability of
' - . i fi I E ing “fect 1 = Qi
how many defective bulbs there would be in 7 KX being ethatveis 1% Butimate

{a) 1000 bulbs,
(b) 5000 bulbs,
(e) 10 000 bulbs,
(d) 100 000 bulbs,

(ampLE 4

1pkeeper observed 1000 shoppers who walked into his shop over a
od of time. He found that 650 of them made purchases while the rest
not buy anything. Using the above observation, estimate

the probability that a person who walked into the shop would not
make a purchase,

the number of people who would be making purchases when 200
shoppers entered the shop.

LUTION _

Number of shoppers who did not make a purchase = 1000 — 650
=350
Total number of shoppers is 1000.

Probability that a shopper will not make a purchase

_ Number of shoppers who did not make a purchase
s Total number of shoppers

_ 350
© 1000
=0.35

Probability that a shopper will make a purchase
Number of shoppers who made purchases

Total number of shoppers
650
1000
= 0.65

llustracién 59.- Ejercicios del libro de 22 curso de secundaria en Singapur; ejercicio 2 de la pag. 273 y ejemplo 4 de la pag. 272,
respectivamente. Los ejercicios son mas variados en Singapur y esto permite ver otras utilidades del calculo de probabilidades.

En el libro de Esparia, por el contrario, casi todos los ejercicios y ejemplos se pueden
clasificar en cuatro tipos: los que usan lanzamientos de monedas, los de extraer cartas
de una baraja, los consistentes en lanzar uno o mas dados (ya sean cubicos o
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tetraédricos), y aquellos en los que se debe sacar una bola de una urna (o de una esfera
de bingo). En la siguiente ilustracion (ver llustracién 60) puede verse esto, tanto en las
imagenes de cartas, bombos, urnas, bolas, dados y monedas, como resaltado en amarillo

en los enunciados.

Ejemplos

» 5i sacamos una bola del bombo, los sucesos del expe-
rimento son:

* Suceso imposible: @

* Sucesos elementales: {R}, {A}, (M}

* Sucesos compuestos: {R, A}, (R, M}, (A, M}
* Suceso seguro: £ ={R, A, M}

» Al lanzar un dado tetraédrico el espacio de sucesos es:

* Suceso imposible: @
* Sucesos elementales: {1}, {2}, {3). (4}

* Sucesos compuestos: (1, 2}, (1, 3}, {1, 4}, {2, 3).
{2.4).{3,4).{1,2,3}.{1. 2.4). (1,3, 4).{2,3,4)

* Suceso seguro; £={1, 2, 3, 4}.

» Al sacar una canta de esta baraja el espacio de
SUCeSOS es:

* Suceso imposible: @
* Sucesos elementales: {C). {T). {R}. {P}

* Sucesos compuestos: (C, T}, {C, R}, {C, P}.
(. R (T PL (R, P), {C. T, R}, (C, T, P},
{C.RPLIT.R P}

* Suceso seguro: £={C, T R. P}

Ejemplo » En el experimento de sacar una bola de
I3 siguiente urna se estudian los sucesos:

* A="sacar un nimero menor que 3" ={1,2}
* B="sacar un nimero impar" = (1, 3, 5}

* C="sacar un nGmero menor que 3 o salir nime-
roimpar™={1, 2,3, 5}

* D ="Sacar un nGmero menor que 3 y salir nimero impar™ = {1)
* F="Sacar un ndmero mayor que 4" ={5, 6}

vez, portanto, C=AU B,

I £l suceso C se produce cuando se verifica el suceso Ao el sucesoBolosdosala o

RESUELTA

13.Una urna tiene 8 bolas iguales numeradas del 1 al 8.

Extraemos una bola al azar y consideramos los suce-
S0s:

A = "salir un nimero par* = {2, 4, 6, 8}
8 = "salir un nimero menor que 5" = (1, 2, 3, 4)
2)Halla el suceso unidénde Ay 8, ALB.
b)Halla el suceso interseccién de Ay B, AnB.
¢) ¢Son los sucesos A y B compatibles?
d)Escribe el suceso contrario de A, A.
¢) Escribe el suceso contrario de 8, 8.
3)Se ha de verificar A o B, es decir, salir un nGmero que
S0 par 0 menor que 5.
AuB={1,2,3,4.6,8}
b)Se ha de verificar A y 8, es decir, salir un ndmero que
sea par y, al mismo tiempo, menor que 5
AnB={2.4}
¢) Cuando sale el 2 0 el 4 se verifican ambos sucesos a8
la vez, son compatibles
d)El suceso contrario de A, A, se verifica cuando no se
verifica A, es decir, cuando no sale un nimero par.
A={1357}
@)EL suceso contrario de 8. B, se cumple cuando no se
verifica 8, es decir cuando sale 5 o més de 5.
B={56,7.8}

-Una urna contiene las siguientes bolas.

15.Enel expem;nenm de lanzar un dado cibico consider!
3 mos los sucesos:

A = "salir un nimero par”
8 = “salir un nimero menor que 3"

€={1,2,5)

0=(3}

Halla:

a) AuB ¢) BuC e)E

b) AnC d)CnD ncud

16.1ndica, a partir de los sucesos del ejercicio anterior,
3 son compatibles o incompatibles los sucesos:

a)AyB b)AyC QCyD
S Se extrae una carta de una baraja espafiola de 40 carta

Consideramos los sucesos:

A = "sacar un As™

8= “sacar un Oro"

C = "sacar una carta menor que 4"

8) Describe los sucesos: AUB, AUC y BUC
b)Describe los sucesos: AnB, ANC y BAC
¢) Describe los sucesos A, B y C

18. Lanzamos un dado dodecaédrico y miramos el nime
& de la cara superior. Describe los sucesos sigulentes.

a)“Salir un miltiplo de 4
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Chcivaums =

7.En of experimento de SaCar una carta de una barajs 10.Se lanzan 3 monedas y se anotan los resultados obt: RESUELTA : De una baraja espafiola se extrae una carta, Calcula la
5 espafiola: 5 nidos. probabilidad de obtener

2) Describe un suceso posible . 20-Lola realiza varios lanzamientos de una moneda. a)Un tres
b)Describe un suceso imposible A N f
€) Dascribe un suceso seguro. '
<7 <
\ R

b)El rey de bastos
(/8 ¢) Un rey que no sea de bastos.
8. Una urna contiene las siguientes bolas. 7
5 R
2) Escrive ol espacio muestral 6
b)Describe un suceso ele

d)Una sota o un caballo

H

4 Se extrae una bola de la sigulente urna

| y un suceso compuestq Ha obtenido los siguientes resultados.

€) /Cubntos sucesos formados por tres elementos hay?

Tiradas 10 100 500 1000
11. Se lanza un dardo a esta diana Soet ) 2_1 195 1 400
N Fr. rolativa 0.4 042 039 | 0403

2)Redondea las frecuencias a las décimas. jPuedes

asignar una probabilidad al suceso € = “salir cara™? Calcula la probabitidad de los sigulentes sucesos:
b) (Puede que la moneda esté trucada? 2)La bola es verde
; #)Las frecuenclas relativas del suceso C = “salir cara® al b)La bola no es roja
LSUELTA )

redondear a las décimas en cada caso es 0,4

Por tanto, podemos asignar A(C) « 0,4, €)La bola es verde 0 azul

9.Un mago tiene 5 tarjetas numeradas de 1 2 5. Sin mi-
rar, una ayudante del plblico escoge una de ellas.

b)Como tras varios lanzamientos la probabilidad de @)4a bola o tine ot ndwero 2

obtener cara es 0.4, la probabilidad del suceso €)La bola es roja y tiene el ndmero 1
X = "salir cruz” serd, por tanto, PX) = 1 - 0,4 = 0,6,
Luego, la moneda parece estar trucada.

a)Escribe el espatio muestra

b)Describe un suceso imposible.

25.Se lanza un dado de 8 caras numeradas del 1 21 8.

) Deseribe guro 7 8):Qué probabilidad hay de sacar un ndmero par?
d)lrdica 505 compuestos s lanzamos dos da) 21.En un cuadrado de lado 2 dm se coloca una diana de b);Qué probabilidad hay de obtener un ndmero primo?
dos a la i 3
s # la diana. radio 1 dm. Se han efectuado 500 disparos con estos €) {Qué es mds probable, obtener un miitiplo 2 0 un Mol
resultados: 386 han dado en la diana y el resto han tiplo de 37
dado fuera,

26.En un juego para dos jugadores Elsa y Benito lanzan

2)Asigna la probabilidad de acertar en la diana. D dos S oiota 8 sy
e dados y U SUma.

b)Si las dimensiones del circulo grande y el cuadrado

fueran mayores, Jhabefa mis orohahilidad de acertac?
| GoeoGenid T * ATExtraer una bola del bombo ae 1a Nigura

Fatra en smSaviadigital.com se puede obtener un nimero del 0 al 9.

y descubre ol azar a través El espacio muestral es.

del parchis

£={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
» Para analizar el experimento “Lanzar un . . . . .
dado y una monede a la vez", se utiliza una
tabla de doble entrada (@) 1¢ | 2¢|3C | ac|sc|ec
En el dado se puede obtener como resultado D 1x x| ax ! ax!losx ! ex
1.2,3,4,506
En la moneda se puede sacar cara o cruz RESULLTA 2.Indica cudles de los siguientes experimentos son alea-
. ~ torios,

El espacio muestral es: £ ={1C, 2C, 3C, 4C, 5C, 6C, 1X, 2X, 3X, 4X, 5X, 6X) 1.Indica si los siguientes experimentos son aleatorios

0 no. En caso affirmativo escribe el espacio muestral 3)Theke o ke af ey e culge de pls
" ihl ' . 0 X3 %
El nimero de resultados posibles del experimento compuesto es 12, que son las b)Anotar el horario de salida del tren de la estacion

il l | a)Sacar una tarjeta sin mirar de un grupo formado

casillas de la tabla por 2 tarjetas rojas, 3 tarjetas azules y 1 tarjeta ©)Reproducir una cancion de una lista de misica.

El experimento “Lanzar una moneda dos 1 2 £ amarilla. d)Extraer una carta de a baraja y medir su anchura
veces™ puede representarse utilizando un = )ﬂ — " "‘ b)Pesar un cesto de 3 kilos de patatas. ) Lanzar un dado ugando al parchis

diagrama de drbol para contemplar todas P ) = €) Sacar una bols de una bolsa opaca que contiene &

las opciones posibles / ~M — bolas rojas. 3. Escribe el espacio muestral que se obtiene al hacer gi-

/ ' A ¥ rar la aguja de la siguiente ruleta.

9

En cada lanzamiento puede salir carao cruz. €

De cada uno de los resultados del primer X
lanzamiento salen dos ramas, los resulta-

dos del segundo.

El espacio muestral estard formado por 4 sucesos elementales
£ ={CC, CX, XC, XX}

2) Es un experimento aleatorlio
a Extraemos sin mirar una carta de una baraja espafiols
& de 40 cartas.
b)Es un experimento determinista. Tiene una masa de p "
kg 2) jCudntos resultados posibles hay? Describe el espa-
cio muestral.

E = {roja, azul, amarilla}

€) Es un experimento determinista. Todas las bolas son
rojas. b)Si miramos solo el ndmero sin Importar el palo, jcudl

s el espac

muestral?

llustracién 60.- Ejercicios y ejemplos del libro de 22ESO en Espafia. La inmensa mayoria de estos son consistentes en experimentos
tales como extraer una bola, extraer una carta, lanzar una moneda, o lanzar dados. Esto puede apreciarse en la imagen con la gran
cantidad de dibujos de bolas, cartas, dados y monedas.

Como contra parte, sin embargo, esta el hecho de que todos los problemas de azar
pueden reducirse a uno de estos (urnas, cartas, dados, monedas...), y es un elemento
importante en la didactica de la probabilidad reducir cualquier enunciado a una de esas
situaciones.

9.2. 4°ESO
9.2.1. Vocabulario, probabilidad y definicidon de conceptos

En Singapur, el libro de 4° curso parte de hacer un repaso a los conceptos y contenidos
vistos en 2° curso. Como se ha dicho previamente, el repaso en Singapur es breve (ver
lustracion 40) y ocupa apenas una pagina, tras lo cual se empiezan a ver nuevos
conceptos enseguida; sin embargo, el tema esta pensado de forma que se van viendo
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estos nuevos contenidos y se van repasando los contenidos vistos en 2° curso a la
vez. Esto se puede ver, por ejemplo, en la siguiente ilustracion (ver llustracion 61).

) More about Probability
st’s see how probability is applied in different situations.
) A die is rolled. What is the probability of getting

(i) an even number,

(i) a number greater than 2,

(iii) a number which is even and greater than 2,

(iv) a number which is either even or greater than 27

The equally possible outcomes are 15:2,3:4: 5,6

The number of equally possible outcomes is 6.

llustracién 61.- Libro de 42 curso; pag. 152. En el ejemplo se repasa lo aprendido (obtener sucesos de un experimento simple y su
probabilidad; apartados uno y dos. Concepto de sucesos equiprobables) y se pasa a su vez a ver nuevos conceptos (probabilidad
de la unidn, e interseccion; apartados tres y cuatro).

Una vez mas, en Singapur (y ain en 4° curso) vemos que se expresa con palabras y con
un lenguaje coloquial lo que en Espafia se expresa con lenguaje matematico (ya desde 2°
de ESO, sin una introduccion progresiva del mismo, sin que exista un proceso de
adaptacion del alumnado a ese nuevo lenguaje; ver llustracion 62). Un lenguaje algo

mas matematico se empieza a usar en 4° curso en algunas cosas, en Singapur (ver
lustracion 63).

I'he following are some properties of probability.

e -','l\-l\‘;ru] ;;'i

‘;|[."r_q}-l-l~’|
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Lo probabilidad P(A), de un suceso A, es el valor de la [recuencia relativa de A,
[(A), al repetic el experimento infinitas veces
La probabllidad asoclada a un experimento aleatorio cumple las propledades
La probabilidad de cualguier suceso A esta comprendida entee QO y 1
0D=PA)<1
Lo probabilidad del suceso imposible es O: P(QD) = 0
La probabilidad del suceso seguro s 1: P(E) = 1

llustracién 62.- Comparacion del tipo de vocabulario utilizado en cada pais para transmitir los conceptos; matematico y formal en
Espafia, mas coloquial y accesible en Singapur. Comparacion de las propiedades de la probabilidad explicadas. En la imagen de
arriba, parte del repaso del tema de probabilidad de 22 curso, Singapur.

The equally possible outcomes are 1,2,3,4,5,6.
The number of equally possible outcomes 1S 6.

(i) Consider the event of getting an even number.
The list of all favourable outcomes is 2,4, 6.

The number of favourable outcomes is 3.
1

-
So the probability of getting an even number is = ma

Al lanzar un dado tetraédrico el espacio de sucesos ps:
Suceso imposible: &
aucesos elementales: (1), {2}, {3), (4]

Sucesos compuestos: {1, 2}, (1, 3), {1, 4}, {2, 3)
{2,4},(3,4},{1,2,3),{1, 2, 4), {1. 3. 4}, (2, 3, 4}

Suceso SERUrD F= {1, 2, 3. 4)

llustracién 63.- Otro ejemplo de cdmo Singapur explica con palabras comprensibles para todo alumno, auin en 42 curso, mientras
en Espafia se utilizan términos y notacion mas matematica (ya desde 22 ESO). En este caso, al hablar de los sucesos.

En Singapur (4° curso), no se utilizan los diagramas de Venn ni se habla de union e
interseccion de sucesos, etc. Por el contrario, mediante ejemplos, que es la forma en la
que van haciendo adquirir los conocimientos al alumno en Singapur (como ya se ha
visto en el capitulo anterior, de 2° de ESO), piden cuales son los resultados favorables
para “x” condicion. Esto es una forma mucho mas natural de pedir algo e igualmente
se trabajan los sucesos de unién e interseccion y sus probabilidades. Se puede ver en la

siguiente ilustracion (ver llustracion 64).
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) A die is rolled. What is the probability of getting
(i) an even number,
(i) a number greater than 2,
(iii) @ number which is even and greater than 2,

(iv) a number which is cither even or greater than 27

i H el
(i) Consider the event of getting a number which is even and greater than 2.

The list of favourable outcomes is 4, 6,
is list. we mentally check each even number as follows:

When making th
ber is not greater than 2.

« 2 is not a favourable outcome because this even num
1 ig % 2
« 4 is a favourable outcome because this even number is greater than 2.
- Al "
« 6 is & favourable outcome because this even number is greater than 2

The number of favourable outcomes is2

1

ich i 1o 2if = = —=.
So the probability of getting a number which is even and greater than 2 is 2 3

(iv) Consider the event of getting o number which is either even or greater than 2, The list of

favourable outcomes is 2, 3,4, 5, 6,
When making this list, we mentally check each number as follows:

0 a 2
« 1 is not a favourable outcome becuuse it 1s neither even nor greater than 2

Lé unfd ¢ 5SS
€ ucesos y 8, w8 0s e
) ’ 0" fe do (") 0s A A , @514 '()lll)ddU por todo los eleme ntos de A

i cede A o sucede B o ambos a la vez > m k
i :c N de dos sucesos A YyB. AN B, ests formado | | p 1
, d',' y de 8. Ocurre i suceden al mismo tiempo A y 090' TRED | i
4 diferencia de suceso i
PS0SAy B, A - B ests | |
s ' compuesto por \ iy
an en B, Ocurre cuando sucede A y no sucede 8 ’bc QIO:';':"’:“"':S i \ |
vEB.oeescribeA-8= A~ -
Ejemplos En = .
[ el experimento *| =
' anzar tres veces 4 '
5€ CoNnsi : una moned 1 i 3 —
: “;](;’,Ud” lps sucesos A = "sacar més Cruces que c.]rh"\1 ; 4 e B,
= 58 ] [ ) : l »
un namero impar de caras* Escribe los s 4 <& 4 ‘\
5 SuCesos: P \ \
AUBANByA-8 ’ | - - .
A= (XXX . e ‘ )
oo, xxe, xex, o B={XXC, XCX, Cxx. cc —~o ;
* El suceso A U § = " . ' e E ‘ ’ /
pehsined o .ac_,n mas cruces que caras 0 sacar un - VA
par de caras” est4 formado por los element I 3 \ 77:~ =
estdn en el Suceso A o en el suceso 8 - i s

A B= (XXX, XXC, XCX, CxX, ccy ~p—0 i
* El suceso A A 8 = “sac C

~@ / ~

ar mas cruces gu N\
estd for Que caras y sacar un ng Toar d ; '
mado por los elementos que estsn simultdneament : F::’O -l \ . )
i Cd eendyenB \
" "f‘B*(XX(,)(('X. XX A )
| El suceso A - 8 = *sgca mas cruces g : R ; 4
estard formado por | > QU€ caras sin sacar un nomer e
0s elementos de 4 4 umero impar de caras” —
=/ que no estan en 8 . A-B
- 4 -8=ANnE

A-B=AnE = (XXX}

llustracién 64.- En Singapur se trabaja lo mismo que en Espafia, en el caso de estas ilustraciones, la unién y la interseccion. Pero en
Espafia esto esta cargado de simbologia que puede dejar al alumno descolocado o ser un obstédculo en el aprendizaje en lugar de
una ayuda.

Bien es cierto, sin embargo, que del modo en que se hace en el libro de Singapur, un
concepto puede no quedar del todo definido, mientras que en Espafa si quede. Esto se
puede ver, por ejemplo, al ver el concepto de sucesos incompatibles. En Espafia queda
del todo definido, mientras que en Singapur un alumno podria pensar que para que dos
sucesos sean incompatibles, es necesario que las probabilidades de ambos den 1 al ser
sumadas; es decir, existe una ambigtiedad en el caso de Singapur (ver llustracion 65).

103



Comparativa de la ensefianza de la probabilidad en secundaria en el curriculo Espafiol y
de Singapur

(¢) Mutually Exclusive Events

P o
-~ ~ - <

Consider tossing a coin. If we get a head (H) then we cannot Maths Notes

get a tail (7), or when we get a tail, we cannot get a head.
Using set notation,

The event of getting a head excludes the event of getting a tail. P(A or 8) = P(A U B), so
These events are called mutually exclusive events. P(A U B) = P(A) + P(B)

if A and B are mutually

When a fair coin is tossed, the sample space is made up of two ahchein Sats.

equally likely outcomes: H, T. The probability of getting a

head, P(H) = é and the probability of getting a tail, P(T) = é 2

How do we compute the probability, P(H or T), of getting a head (H) or a tail (7)?
By definition,

Number of outcomes favourable to getting a head or a tail

P(Hor 7) = Total number of possible outcomes

Dos sucesos A y

1 33un glen ento or

& son Compatibles :i tien
R e

Dos sucesos A ni PRI ER
Ay B son incompatibles <i o tiens B
e Qi 'l-:r*‘-'-‘:‘-~p—~_0r, Q A
LN & experimento s
EXper) aNZ2ar tres
jees0s A = “sacar mi< ¢ ey €5 veles una moneda” '
= TowEl TS Cruces que caras” A« "Sacar un n '
L="sacar un numero par de ara<” aCal | Imer mpa a
ANB=1Xx xrx r - %
D W, \_"l!");,:,f\r:'._rn 'e
STy g < $ gles C paht
I=0y( ( ( n mpatihlec

llustracién 65.- Explicacion de sucesos incompatibles en el libro de Singapur y Espafia, respectivamente. En Espafia queda del todo
definido, mientras que en Singapur no tanto.

En cualquier caso, en el presente trabajo se considera una opcion mas adecuada la de
Singapur, pues el alumno entendera con facilidad el concepto, mientras que en Espafia
puede resultar extrafio para el alumno, y que este no aprenda el concepto y lo olvide con
facilidad, en cuyo caso el hecho de que el concepto esté definido totalmente carece de
importancia, pues el alumno no ha adquirido el concepto. Se propone para el caso de
Singapur, que se termine de formalizar el concepto, como ya se hace en Singapur con
otros conceptos que son formalizados al final (véase la regla de Laplace en 2° curso, ver
[lustracion 55).

9.2.2. Probabilidad de la unién

La probabilidad de la union se ve en Singapur con el ultimo ejemplo que se ha puesto
(ver llustracion 65), donde culmina formalizando y poniendo la férmula de la
probabilidad de la union para el caso de sucesos incompatibles (ver llustracion 66).
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1
Note that P(H) + P(T) = l' s 1
We conclude that P(H or T) = PUH) + XX(T)

F Y

B are mutually

= P(A) + P(B)

llustracién 66.- Continuacion del ejemplo del libro de Singapur de la ilustracion anterior. Se ve como se llega a la férmula de la
probabilidad (para sucesos incompatibles) mediante un ejemplo, y se formaliza.

Aqui sucede pues que no se muestra la férmula para la probabilidad de la unién, sino
que se llega a ella. Por el contrario, en Espafia (en 4°ESO) se da la formula y en el
ejemplo que aparece solo se utiliza esa formula que ha salido, desde el punto de vista
del estudiante, de la nada (ver llustracion 67, arriba). Hay que hacer notar, sin embargo,
que en Espafia se ve la probabilidad de la union tambiéen en 3°ESO (ver Ilustracion 67,
abajo), y en este libro si se hace algo mejor. Esto es porque, aunque no se puede decir
como tal que se llega a la formula mediante el ejemplo, si se muestra el célculo de la
probabilidad de la unién usando la nueva formula (la de la probabilidad de la union) y
usando la regla de Laplace, con lo que el alumnado puede comprobar que se llega al
mismo resultado. Es decir, puede comprobar que el nuevo conocimiento (la féormula
de la probabilidad de la union) que se le ha dado lleva al mismo resultado al que se llega
utilizando sus conocimientos previos (la regla de Laplace).

En el caso de Singapur no se ve la probabilidad de la unién para sucesos compatibles y
en Espafia si (tanto en 3°ESO como en 4°ESO).

La probabilidad de la unién de dos sucesos A yBes £
P(A s B) = P(A) + P(B) - P(A  B) & o
( AnB
SiAy B son sucesos ince mpatibles, AN B=@ = P (@) =0 = P(A\ ) B) = P(A) + P(B)
Se extrae una carta de una bar 1ja espafiola de 40 cartas y se definen los
JCEeS0
sacar ur
!
A A) 1 AB) = 10 [ 7o) Pl
40 40 " 40
Calcula la probabilidad de los sucesos AU By AU (
Suceso A B = "sacar un oro o una copa”
A y B son sucesos incompatibles, es decir, A ~ B = D=PANB)=0
P(AUB) = P(A) + P(B) - PlAAE) =0, 10 20 1
40 40 40 2
Suceso A L C = "sacar un oro o un as"
Ay Cson compatibles, A A C ="as de oros” =» PANC)= —
40
PAUC)=PA)+ P(O)-PANC)=10 ., 4 1 _13

40 40 40 40
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zando la regla de Laplace se pueden deducir otras propiedades de la probabili-

En el experimento “Extraer una carta de una baraja espaiola de 40 car
3", se definen los siguientes sucesos y sus probabilidades:

0 ="sacar un Oro" C="sacar una Copa" R ="sacar un Rey"
10 10 4
P0)= PC)=— R
10) 40 © 40 R)

40
estudian las probabilidades de los siguientes sucesos

Sucesos incompatibles
0w ="sacarun Oro o una Copa” OUR ="sacar un Oro 0 un Rey"
0y C son sucesos incompatibles

onC=0@

Oy R son sucesos compatibles:

8
0N R="rey de oros" A
u lo L P(UHL)*/U 13
afidaLapiace a0 Usando Laplace: P(OUR) ARE=0
Sumando las probabilidades: 5
2He f Sumando las probabilidades P(A L B) = P(A) + P(B)
P0)+P(C) 1() 10 :flu PO)+P(R) 10 4 14 Sucesos compatibles
X N O)+PR)= = ¥
40 40 40 40 40" 40 }
Se obtiene el mismo resultado, No se obtiene el mismo resultado
ya que en P(O) + P(R), el rey de
oros esta dos veces A
ANB 7@
i (A U B) = P(A) + P(B) - PA N B
St Ay 8 son sucesos incompatibles, A N 8= @, se verifica que: FIAME] = PN 3 PV =N

P(ALB) = P(A)+ P(B)
SiAy B8 son sucesos compatibles, es decir A m B # @, se verifica que
P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AB)

llustracién 67.- Cémo se llega a la probabilidad de la unién en Espafia, en el libro de 42 ESO (arriba) y en el de 32 (abajo). En 42
solamente se da al alumno la férmula directamente. En 32 se ve este concepto mejor, pues se utiliza la regla de Laplace
(conocimiento previo del alumnado) para obtener el mismo resultado que con las férmulas dadas (nuevo conocimiento).

9.2.3. Diagramas de arbol

En la probabilidad de experimentos compuestos, podemos encontrar en el libro de
Singapur los diagramas de arbol, al igual que en el libro de Espafia. En ambos paises
vemos dos tipos de diagramas de arbol: los que muestran todos los resultados posibles,
y los que no lo hacen e incorporan probabilidades en sus ramas (diagrama de arbol de
probabilidad). Llamaremos a partir de ahora al primer tipo diagrama de arbol de tipo 1,
y al segundo tipo diagrama de arbol de tipo 2 (ver llustracion 68).

AB
: AC 15t head Ind bead
D4 AD
/// 2
o ey BA T — red
s 5 _ted <
S B - P
o 2 "~biue
o A CA e 7
TS B CB C— d
~~p D ‘:.._""'---. . 1 - e
) DA £l T blue =
. 3 -4 5 "‘-\.___-
= » 3 i B S
p<__ B D £  Tblue
~c DC 7

llustracién 68.- Los dos tipos de diagrama de arbol. El primero (izg.; en este trabajo denominado como "de tipo 1") sin
probabilidades en sus ramas, y con él se puede ver todo el espacio muestral, todos los casos posibles. El segundo (drcha.; “de tipo
2" en este trabajo) con probabilidades en sus ramas.

Sin embargo, aunque en ambos paises se ven los dos tipos de diagramas de arbol, se
hace de un modo distinto, y esto puede ser determinante para la compresion del
segundo tipo de diagrama (diagrama de arbol de probabilidad) y de la regla del
producto. Para explicar como puede ser determinante, se va a exponer primero como
esta explicado el diagrama en cada pais, que difiere en realidad en aspectos algo sutiles:
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Se empieza en Singapur por el primer tipo de diagrama de arbol, lo cual tiene mucho
sentido, dado que asi se parte de los conocimientos previos (célculo de la probabilidad
coémo casos probables entre casos posibles), y, dado que es una técnica para contar, se
utiliza el diagrama como herramienta para ver todos los casos posibles y los casos
favorables. Esto se hace con un ejemplo (extraer cartas de una baraja, ver llustracion
69); en el que se usa para mostrar todos los casos posibles y no se calcula ninguna
probabilidad. Inmediatamente después de este ejemplo, se pone otro ejemplo distinto
(sacar dos bolas con reemplazamiento de una urna con bolas de color rojo y azul).

) Consider an experiment involving the following two tasks.

Ist task: A card is drawn from a box containing 4 cards,

labelled A, B, C and D.

2nd task: A second card is drawn from the remaining 3 cards.
2nd task: A

(b) Consider an experiment involving the following two tasks.

Ist task: A bead is drawn at random from a box containing 5 red beads and 2 blue beads.

2nd task: A second bead is drawn at random from the box after the first bead drawn is replaced.

llustracién 69.- Ejemplos con los que se empieza a introducir los diagramas de drbol (de ambos tipos) en Singapur. P4g. 156y 157.

En Espafa se introduce el diagrama de arbol de tipo 1 Gnicamente, en 2° de ESO, con
el objetivo de obtener el espacio muestral, con el siguiente ejemplo (ver llustracion 70).

El experimento “Lanzar una moneda dos 10 20 £
veces” puede representarse utilizando un /’ R 5
diagrama de arbol para contemplar todas (- ‘

e
las opciones posibles. i S8 i ﬁ" i)
En cada lanzamiento puede salir cara o cruz. ( I =
De cada uno de los resultados del primer e /’ E -
e

lanzamiento salen dos ramas, los resulta-
dos del segundo.

El espacio muestral estara formado por 4 sucesos elementales:
E={CC, CX, XC, XX}

llustracién 70.- Primer ejemplo en el que se introduce el diagrama de arbol (de tipo 1) en 22 ESO; pag. 269.

Tras esto, en 3° ESO aparece en el libro (pag. 299) el diagrama de arbol de forma casi
idéntica a 2°, salvo que el experimento del ejemplo es de tres lanzamientos de moneda
en lugar de dos (ver llustracion 71).
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B510s, otras d

En cada lanzamiente

uede

sali
primer lanzamiento salen dos ramas

a

ruz

resultade

G0N ramas con los resultadas del +

orcern

2 Cada une

del seg

de los

sult

res

ados
ndo, y de cada une

del

El espacio mu starh
. f Iuestral estard formado por 8 sucesos elementale
LG (. C 0 (EX0, (CXX, (XCO). (X0 ), (XXC) (XX
AL (XXX}

llustracién 71.- 32 ESO; Espaiia, pagina 299. Ejemplo casi idéntico al de 29, utilizado para calcular el espacio muestral, diagrama de
tipo 1.

Ya después, el diagrama de arbol aparece junto a la regla del producto, con dos
ejemplos distintos (ver llustracion 72). El ejemplo esta formado por dos experimentos
simples (lanzar moneda y lanzar dado), y en él el diagrama de éarbol coincide en ser un
diagrama de los dos tipos. En el segundo ejemplo el experimento compuesto consiste en
sacar dos bolas de una urna, con y sin reemplazamiento, y en él el diagrama de arbol es
de tipo 2.

Moneda Df"do La probabilidad de un resultado compuesto es el producto de las probabilida-
‘ ~ /e des de las ramas que forman el resultado.
1 F, == :-"
2 ; [’3 Se lanza una moneda y un dado cibico y se quiere calcular la probabili-
= L:a dad del suceso “sacar cruzy un 6”.
7, Se representa un diagrama de &rbol para contar los casos favorables y los posibles,
= Los resultados posibles son 12.

E={(C1),(C2), (C.3), (C.4), (C5), (C6), (X.1), (X,2), (X,3), (X.4), (X.5), (X.6)}

Para el suceso “sacar cruz y un 6" hay un caso favorable: (X, 6).

n.” casos favorables 1
n.” casos posibles 7]

1

Utilizando la regla de Laplace: P(X, 6)=

Observa que P(X, 6) = P(X) - P(6) = %%
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De una urna que contiene 5 bolas rojas y 3 azules se extraen sin mirar
dos bolas, una tras otra. ;Cual es la probabilidad de que las dos sean azules?
Hay dos maneras de realizar el experimento:
Sinreemplazamients:, Sin devolver a la urna la primera bola extraida.
L Jr— A En este caso el resultado de la primera extraccion condiciona el resultado de la
o P s ® segunda. En el diagrama de arbol podemos observar que si la primera bola es
’S/ = azul, en la urna quedaran 7 bolas de las cuales 2 son azules.
9’ . Si A, = “sacar bola azul en la primera extraccién” y A, = “sacar bola azul en la
3 - ‘,7/ ° segunda”, la probabilidad de sacar dos bolas azules es:
8 S 32 6_3
Zz=9 PANA)==—=—=—
7 A 87 5 28
Con 'eemp'alamienwi Devolviendo la primera bola extraida.
L _:”,_/ﬁ—'gﬂ""‘ ‘ Al volver a poner en la urna la bola extraida el resultado de la segunda extraccion
//8// T — -® no depende del resultado de la primera. La probabilidad de A, no depende de
.\/ T que se verifique A;:
- L PaAay=3.3=2
T e s 88 o4
8 e .
3=
8 =

llustracién 72.- Introduccion del diagrama de arbol (los dos tipos) en 32 ESO; Espafia, pagina 302, primer (arriba) y segundo (abajo)
ejemplo respectivamente. En el segundo ejemplo el diagrama de arbol es de tipo 2; en el primer ejemplo coincide que el diagrama
de arbol puede considerarse de ambos tipos.

Asi pues, se puede ver que, al principio, ambos paises muestran el primer tipo de
diagrama de arbol de tipo 1, para calcular el espacio muestral (ver llustracion 73).

Akkbbdiiad o
B \
A AC
F & B AD
~A BA
, i e
L T~ o
e A CA
. 4 B O < | oy
\ ~p co
N > DA
b< B OB
o C e
We see from the tree diagram that the two combined tasks can be done in 4 x 3 = 12 ways,

I tada lanzamiento puede
primer lanzamiento salen do
ES105, otras dos ramas con los

El uspacio muestrol estars for

f (ECO (CCX, (exo), (

5 ramas, los resultados

calle ot
salir cara o cruz. De Cada uno de los resultados del

del segundo, y de cada une de
resultados del tercern -

1 » )

mado por 8 sucesos elementales

CXX), (XCC), (XX, XAC) (XXX}

llustracién 73.- Comparacién. Tanto en Singapur (arriba) como en Espafia (abajo; 32 ESO, pag. 299) se muestra el diagrama de
arbol de tipo 1, con todos los resultados posibles, para calcular el espacio muestral.
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En este punto ya ambos paises difieren, se va a analizar cada uno por separado y
finalmente se hace una tabla a modo de comparativa entre ambos. Este analisis se lleva
a cabo con las siguientes consideraciones:

Se considera que es importante la explicacion de la regla del producto y como esta se
puede obtener a partir de la regla de Laplace, que es el conocimiento previo del
alumnado. Esta explicacion deberia ser general, tanto para experimentos dependientes
como independientes. Y esta explicacion se puede apoyar en el uso del diagrama de
arbol de tipo 1.

Se considera también que es importante la explicacion del diagrama de arbol de tipo
2. Este es diferente al primero, y deberia partirse igualmente del conocimiento previo
del alumnado para explicarlo. Asi, se considera una buena opcion la introduccion de
diagrama de tipo 2, después de la utilizacién del diagrama de tipo 1 en un mismo
ejemplo; esto es, utilizar un ejemplo en el que se calcule primero con el primer tipo de
diagrama y con Laplace una probabilidad que pida el enunciado, y después calcular eso
mismo utilizando el segundo tipo de diagrama. El alumnado debe entender por qué este
diagrama tiene probabilidades en sus ramas y que son exactamente estas probabilidades,
y ser consciente de las diferencias con el primero, viendo que este segundo no muestra
todos los resultados posibles (espacio muestral) y conociendo el porque de su
utilizacion.

En el caso de Espafia se empieza desde el primer momento, y antes del enunciado del
primer ejemplo, entregando al alumnado el enunciado de la regla del producto (ver
[lustracion 74).

Para calcular la probabilidad de un resultado en un experimento compuesto formado
por varios experimentos simples, se utiliza la regla del producto.

La probabilidad de un resultado compuesto es el producto de las probabilida-
des de las ramas que forman el resultado.

llustracién 74.- En Espafia se da la Regla del producto desde un inicio. Pagina 302, libro 32 ESO.

El primero de los dos ejemplos (ver llustracion 72, arriba) muestra como mediante
Laplace y mediante la regla del producto (entregada al alumnado) se llega a un mismo
resultado: Sin embargo, se pueden encontrar varios problemas. EI primero es que el
ejemplo es de tal modo que su diagrama de arbol es a la vez de tipo 1y de tipo 2 (dado
que una moneda tiene dos caras diferentes y cada cara de un dado tiene un numero
diferente, a diferencia de una urna con bolas de colores, en la que se repiten los colores);
asi el alumnado no los diferencia entre los dos tipos de diagrama de arbol y puede
confundirse en el futuro (ver llustracion 75).
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llustracién 75.- Primer ejemplo. El diagrama de arbol tiene probabilidades en sus ramas, pero a su vez desglosa todos los

Asier Pozo Molino

resultados posibles con sus ramas. Por tanto, en este diagrama coinciden ambos tipos. P4g. 302.

El segundo problema es que, aunque se muestra como mediante Laplace y mediante la
regla del producto (entregada al alumnado) se llega a un mismo resultado, esto se hace
sin una explicacion, solo utilizando ambas foérmulas, una al lado de la otra, y el

resultado de cada una (ver llustracion 76).

Utilizando la regla de Laplace: P(X,6)=

11

Observa que P(X, 6) = P(X) - P(6) = : éz 1

12

Para el suceso “sacar cruz y un 6" hay un caso favorable: (X, 6).
n.’ casos favorables 1
n.” casos posibles

12

llustracién 76.- Primer ejemplo. Resolucion del ejemplo; se muestra como ambos resultados coinciden, utilizando cada regla por

separado. No se da mas explicacidn que esa. Pag. 302.

El tercer problema es se da el segundo tipo de diagrama de arbol directamente, sin una
explicacion o contexto previo, sin dar un porqué o explicar qué son exactamente esas
probabilidades que aparecen en cada rama. Y tampoco se relaciona con el diagrama de
tipo 1, que es el que el alumnado ya conoce, y del cual conoce su sentido (ver

[lustracion 77).
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Sin reemplazamiento 4
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3 o
~ 8
o 5
. 8
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T o
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llustracién 77.- Segundo ejemplo. El diagrama se pone directamente y en un ejemplo muy distinto al anterior, en el que no se
utiliza el diagrama de arbol de tipo 1. Pag. 302.

Otro problema es que no se explica la relacion entre la regla del producto y la regla de
Laplace para el caso de experimentos dependientes (solo se usa la férmula), pero este
aspecto y el ya mencionado de explicar las probabilidades de cada rama se abordan en
el siguiente capitulo de este trabajo.

En el caso de Singapur, si se explica con Laplace (conocimiento previo del alumno)
como se llega a la regla del producto (nuevo conocimiento), y no se entrega la formula,
se puede ver en el segundo ejemplo de singapur (ver enunciado en llustracion 69, y la
resolucion en Ilustracion 78):

The second task can be done in 7 ways, and E; can occur in 2 ways. i\ est Daoil i
replaced after it was
2 drawn, we say that
So P(Ey) = 7! it is a sampling with
replacement.

Note that the outcome of the 2nd draw is not affected by the
occurrence of the first draw because the first bead drawn is replaced.

f o
We say that E, and E, are independent events. a’

What is the probability of the combined event, E,E,, occurring? g
¢

The combined tasks can be done in 7 x 7 ways, and the combined
event, E,E, can occur in 5 x 2 ways.

532
So P(E.E,) = =T
10

49

~

. 5
i can be written as W

5 x
7%

-

Notice that
We observe that P(E, and E,) = P(E)) x P(E»)

This multiplication rule of probability can be extended to more than two events.

llustracién 78.- Segundo ejemplo (una parte del mismo) de Singapur. Se ve cdmo se llega a la regla del producto para el caso de
experimentos independientes, y cdmo se ha llegado a través de Laplace (conocimiento previo). Pag. 158.
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Sin embargo, hay que hacer notar que en este ejemplo no se dibuja el diagrama de tipo 1
correspondiente, lo cual facilitaria la visualizacion y comprension por parte del
alumnado. Asi, los dos tipos de diagramas quedan sin ser relacionados del todo, pero si
se explica, coloquialmente, las probabilidades de cada rama del diagrama (ver

[lustracion 79).

We see that:

Probability of getting a red bead followed by a blue bead =

Probability of getting a blue bead followed by a red bead = —

We can show the probability of each of these combined events occurring in this experiment using
a probability tree diagram as shown below.

Ist bead 2nd bead
5
i red
5 . Ted -:::,
7__7‘_, 3 l\\" blue
7
5
oo 7 _— red
f, T blue c:j::—
"~ blue

~1|ra

Probability of getting a red bead followed by another red bead =

10
19
10
49

Probability of getting a blue bead followed by another blue bead = —'t-)

> o

~|r

Probability
5 25
x40
2 10

7 49

x 2= 10
749

2_ 4
o T Ty

3|

llustracién 79.- Parte del segundo ejemplo de Singapur. Las probabilidades escritas en cada rama se explican abajo. P4g. 159.

En la siguiente tabla puede verse un resumen de lo analizado, y una comparativa por
tanto de ambos paises, respecto a los diagramas de arbol:

Aspecto Espafa Singapur
Mostrar que la regla del | Si se hace en parte, pero | Si se hace, pero solo para
producto se puede obtener | solo para experimentos | experimentos

utilizando Laplace.

independientes y utilizando
el diagrama de arbol tipo 1.

La explicacion es
sumamente laxa y puede
pasar desapercibida.

independientes y utilizando
el diagrama de arbol tipo 1.

Se explica bien como se
obtiene.

Mostrar el diagrama tipo 2
junto al de tipo 1, en un
mismo ejemplo, mostrando
su relacion.

No. Si se usa un ejemplo
en que ambos tipos de
diagramas coinciden, pero
esto no se considera
positivo.

Si y no. Si se hace, pero sin
dibujar el diagrama de tipo
1 (lo cual lo hace mucho
menos visual).
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Regla del producto. | Se entrega la formula lo | No se entrega, se llega a
Entregar la formula o | primero de todo. ella, lo que puede facilitar

Ilegar a ella (ver llustracion

81).

su comprension.

Otros problemas.

El  ejemplo utilizado
(lanzar moneda y lanzar
dado después) hace que
ambos tipos de diagrama
de arbol coincidan. Asi el
alumnado los distinguira
peor.

(ya mencionado)

llustracién 80.- Tabla resumen. Comparacion. Los diferentes aspectos y cémo es en cada pais, en lo relativo a los diagramas de

arbol y su explicacion.

Notice that

x 2

5 . 5
2 X 2 can be written as =3

7

x 7

1|

We observe that P(E, and E,) = P(E|) x P(E>)

This multiplication rule of probability can be extended to more than two events.

25

wdgpendem events, then
E,) % P(E;) x P(E))

rara calcular

# progc

por vartos experimentos

|.a probabilidad de un resultado compues
des de las

abilidad de un resultado 2n un expe

imples, se utiliza la regla

que forman el resultad

nento com

del producto

to es el producto de las probabilida-

llustracién 81.- Comparativa. En Espafia (abajo) se da desde el principio la regla del producto. En Singapur (arriba) se llega a la

regla del producto a través de un ejemplo.

Hay que resaltar que en ambos es la regla del producto de experimentos independientes, pues no explican la expresion general
para experimentos dependientes (con la probabilidad condicionada).

En conclusién, se considera que en Singapur el alumnado podrd ver con mayor
facilidad de donde sale la regla del producto (y por tanto entenderla y aprenderla
mejor), y a su vez el diagrama de arbol de probabilidades, que en Espafa. Sin
embargo, se considera que en ambos paises hay aspectos que se podrian mejorar (en
Singapur también, por ejemplo, el diagrama de arbol de tipo 1 en el segundo ejemplo, y
mostrar el célculo de probabilidades del mismo modo también en el caso de “con
reemplazamiento™).

9.2.4. Reqla del producto
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Ademas de lo ya mencionado sobre la regla del producto, se pasa a hablar sobre cémo
esta se define y se muestra en ambos paises. La regla del producto es diferente si los
experimentos son dependientes o independientes.

En Espafa (en el libro de 4°ESO) se dice que “La probabilidad de un suceso de un
experimento compuesto es el producto de las probabilidades de los sucesos simples que
lo forman”, cuando esto en realidad, como poco, puede llevar a error al alumno. Se
debe explicar la regla del producto para experimentos dependientes, o para los dos casos
(experimentos dependientes e independientes). Lo que no se debe hacer y se hace en
este libro, es mostrar al alumnado la regla del producto para el caso de
experimentos independientes (ver llustracion 82, arriba) y no aclarar que esa
formula que se esta dando al alumno solo es asi cuando los experimentos son
independientes (ver llustracién 82, abajo).

La probabilidad de un suceso de un experimento compuesto es el producto de las

probabilidades de los sucesos simples jue lo forman,

La regla del producto es esta:

P(ANn B) =P(A) - P(B/A)

Lo que pasa es que cuando en el experimento compuesto se tiene que los experimentos son
independientes (como en el caso de lanzar una moneda primero y un dado después; o en el caso de
sacar dos bolas de una urna consecutivamente, pero devolviendo la primera bola a la urna):

B/A=B
Y por tanto: P(B/A) = P(B) ; claro esta.

Cuando los experimentos son
independientes, da igual lo que haya
salido en el primer experimento, por que
no dependen los experimentos entre si.

Regla del producto en
- P(ANB)=P(A) - P(B/A)

Regla del producto solc
en caso de que los
experimentos sean

- P(AnB)=P(A) - P(B/A) =P(A) - P(B)

f naientes.

P(B/A) =P(B)

Si los experimentos
son independientes:

llustracién 82.- En la imagen de arriba se muestra cémo se habla de la regla del producto en el libro de 42ESO, donde no se explica
la regla del producto para caso los dos casos posibles (experimentos dependientes o independientes). En medio y abajo, las
imagenes muestran la regla del producto para cada tipo de experimento (dependiente o independiente).

Es cierto que en el libro de 3°ESO, al hablar de la regla del producto, lo hace distinto y
de una forma menos confusa, pues dice que “La probabilidad de un resultado
compuesto es el producto de las probabilidades de las ramas que forman el resultado”.
Pero igualmente existe el problema de que en el ejemplo en el que esto se dice y se
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explica (ver llustracion 72, arriba), las probabilidades de las ramas de la derecha del
diagrama de arbol coinciden en ser a la vez la probabilidad condicionada y la
probabilidad de ese suceso en el segundo experimento (es decir, P(B/A) = P(B), lo
dicho ya, como en la ilustracion anterior, lustracion 82, se puede ver).

Moneda Dado

B: “Salir un 6 en el dado”
A: “Salir cara en la moneda”

P(B/A) =1/6
P(B)=1/6

P(B/A) =P(B)

llustracién 83.- Diagrama de arbol del primer ejemplo, 32 ESO; pag. 302. La probabilidad condicionada coincide con la probabilidad
del suceso B.

Por lo que, mas adelante, cuando el alumnado enfrente un problema de experimentos
dependientes, puede creer erroneamente que P(An B) = P(A) - P(B). Dada esa
definicion para la regla del producto, deberia decirse qué probabilidad se pone en
esas ramas de la derecha del diagrama de arbol (cuando los experimentos son
dependientes la probabilidad condicionada; cuando los experimentos son
independientes la probabilidad condicionada también, solo que no esta condicionada y
por eso es igual a la probabilidad de ese segundo suceso; ver Ilustracion 84).
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La probabilidad de un resultado compuesto es el producto de las probabilida-
des de las ramas que forman el resultado

REGLA DEL PRODUCTO

Experimentos dependientes Experimentos independientes

\ C cemplazamien \
Sin reemplazamic / \ Con reemplazamiento 5

‘ { 3 ==Y
8 [ 8 |

i n _; } o
> ‘ Py [ ]
3 ° |H : ‘| % ° .‘ 5 ‘,
‘ ® \ 10
\ 7 \ 7/

o Probabilidades condicionadas, pero como el
Prob.‘ab.lhdades segundo experimento no depende del primero, son
condicionadas. también la probabilidad de que ese segundo suceso

P(B/A) (en el segundo experimento) ocurra.

P(B/A) =P(B)

llustracidn 84.- Arriba: La regla del producto en el libro de 32 ESO. Aunque la define diferente y de forma menos confusa quiza
para el alumnado, igualmente conlleva a error, supone el mismo problema que se ve en el libro de 42ESO. Abajo: una posible
indicacion de esto que se ha dicho, para que el alumnado sea consciente.

En Singapur, cuando se obtiene la regla del producto se hace para el caso de
experimentos independientes, y asi se indica en la férmula del libro (aunque no se
resalta mucho, remarcar la palabra “independientes” en negrita podria ayudar a que este
detalle importante no pase desapercibido). Sin embargo, para experimentos
dependientes no se obtiene la regla del producto y sin embargo se usa como si fuera
igual que para el caso de independientes, al igual que en Espafia (ver Ilustracion 85).

llustracién 85.- En Singapur si se especifica que la férmula que se muestra es para el caso de experimentos independientes. Sin
embargo, al igual que en Espafia, fallan en que pueden hacer pensar al alumnado que esta misma férmula es la que corresponde
para el caso de experimentos dependientes (y no es asi pues apareceria ahi la probabilidad condicionada). En el libro Singapur no
se da nombre a esta propiedad.
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En el caso de ambos paises, se considera, en el presente trabajo, que se deberia
introducir aqui la probabilidad condicionada, pues, aunque no se quiera mencionar,
ésta aparece (de forma implicita) en el ejemplo que utilizan para mostrar la regla del
producto (y en la misma regla del producto en si). Ademas, eso ayudaria a que el
alumnado no tuviera una dificultad mayor al ver, mas adelante, el teorema de la
probabilidad total (ver llustracion 86).

(¢) Consider the experiment in (b) again, If the first bead drawn is not replaced, the probability of
cach of the vanious combined events occurring will be as follows
Son en realidad
Isthead  2nd bead Probability » probabilidades
4 red ) ,‘" ‘3' 0 condicionadas,
6 ' 1Y 2
red [ W pero no se dice.
il'a
6 U L 21
5 - 2 4
f 116/ 21
blue el
1 " )
i}

Notice that the probability of any event occurring in the second task is affected by the occurrence
Of an event in the first task, In other words, these are not independent events

n reemplazamiento , Sin devolver a la urna la primera bola extraida.

En este caso el resultado de la primera extraccién condiciona el resu
segunda. En el diagrama de arbol podemos observar que si primi
) PRI v v
~ azul, en la urna quedardn 7 bolas de las cuales 2 son azules
) c ’ . :
51 A, = "sacar bola azul en la primera extraccién” y A sacar bol:
3 segunda”, |a probabilidad de sacar dos belas azules es
o {\
8 3\ ¢
B 3[4 )
) P(A [>4
\7 ] 56
\J

Es en realidad una probabilidad
condicionada, pero no se dice.

llustracién 86.- En ambos casos (Singapur, Espafia) no se dice que se esta tratando con una probabilidad condicionada cuando se
estd haciendo (ejemplos exp. dependientes).

PROBABILIDAD CONDICIONADA

Se considera entonces, en este trabajo, que la introduccion de la probabilidad
condicionada deberia ser mas temprana, a la vez que se ve la regla del producto. A
continuacion, se critica (mencionando lo positivo y lo negativo) como se introduce la
probabilidad condicionada en el caso de Espafia; y se afiade una sugerencia de una
forma alternativa de hacerlo (esto ultimo seria extensible al caso de Singapur).

En el liboro de SM de 4° ESO, en la pagina 277, se muestra la probabilidad
condicionada (ver llustracion 87). Se utiliza para ello un experimento que consiste en
sacar (al azar) una Unica bola de una caja, pero al tener las bolas dos caracteristicas
(color y numero) existe la probabilidad condicionada. Se puede ver positivo el uso de
este ejemplo para su proposito, debido a que en €l se puede sacar facilmente y a simple
vista, con Laplace, tanto la probabilidad condicionada como el numerador y el
denominador del cociente.
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Probabilidad condicionada

Enuna urna hay 5 holas sydazule
urna hay 5 bolas rojas y 4 azules del mismo taman: numeradas

e saca una bola al azar, Jcudl es la probabilidad de que la bola seaun 1?

Enla urna hay 3 unos en las 9 bolas, por tanto A1) == :

o1 se sabe que | la extraida es ( L
@ que la bola extralda es roja, jcubl es ahora la probabllidad de que sea un 17

La probabilidad A1/ R) se puede obtener utilizando la regla de Laplace:

PUAR) 9 3

A1/R)
MR
9
En efecto, hay 2 unos en las bolas rojas
P P
| Ay B son dos sucesos de un experimento y 8 no es el suceso imposible, X#) > 0
la probabilidad de A condicionado por B es o '
R ; Ten en cuenta
AnB
P(‘/B) b({]) ‘v‘II A \‘.f“ on sucesos independientes
AB/A) = P(8) = PA~E) AA) . P(B)
A partir de la expresian de la probabilidad condicion ada, se deduce la regla de la multi
plicacién de las probabilidades condicionadas. 51 PA) >0y PB) >0, se v'r‘llfn aque

P{AB) = P(B) - P(A/B) y P(ArB) = P(A) - P(BJA)

llustracién 87.- El ejemplo de 42ESO (pdg. 277) para mostrar el cumplimiento de la féormula de la probabilidad condicionada, es
interesante por la facilidad de calculo de los tres términos de la férmula, pero el ejemplo es a su vez inadecuado para introducir
por primera vez esa expresion.

En cambio, de haberse utilizado un experimento compuesto dependiente, no seria tan
facil para el alumno ver que la igualdad que aparece en la ilustracion anterior
(HMustracion 87) es cierta: por ejemplo, el experimento compuesto de sacar dos cartas,
sacar la segunda carta un as habiendo sido un as la primera carta extraida; en este caso
el numerador, P(A, N A,), seria menos intuitivo de calcular.

Sin embargo, el hecho de usar un ejemplo distinto a los anteriores se ve como un
perjuicio para el aprendizaje del alumno. Esto es asi debido a que trata el concepto que
se quiere mostrar, la probabilidad condicionada, como si fuera algo nuevo y ajeno a lo
gue ya se ha visto, cuando no lo es. Esta probabilidad estaba ya presente en el ejemplo
con el que se explica la diferencia entre experimentos dependientes e independientes en
3°ESO (ver llustracion 72) en el que se utiliza la regla del producto (se explica por
primera vez en esa misma pagina, la regla del producto). De modo que lo que deberia
hacerse es lo siguiente: mostrar la regla del producto en ese ejemplo de 3°ESO
utilizando la probabilidad condicionada (ver Ilustracion 88), y poniendo su expresion
general (es decir, para el caso de experimentos dependientes); pues de esta misma
expresion, sin mas que mover un término de un lado de la ecuacién al otro, es de donde
procede la formula de la probabilidad condicionada, y esto los alumnos lo deberian ver
asi (ver llustracion 89).
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En un experimento compuesto formado por varios experimentos que se reaiizy
vamenie puede ocurrir gue el resultado de uno influya en gl resultado de los siguld
De una urna que contiene 5 bolas r 125y 3 azuls g exlrae
dos bolas, una tras otra, JCual es la probabilidad de que la s 588

Hay dos maneras de realizar el exper iment

S reemplazamient Sin devolver a la urna la primera bola extralda

- n este caso el resultado de |a primera extraccion condd na ¢l resultado de
4 segunda. En el diagrama de drbol podemos observa { ) ne "
o ol lau sedaran 7 | : B
uma guedardn 7 bolas de
N
SLA aca N azul en |a primers extraccion” y il bola azul ¢
segunda®, la probabilidad de sacar dos bolas azvu
o
s J A A) !
e
reampiazamient Devolviendo la primera bola extraida
Alvolver a poner en la urna la bola extralda ¢ tado de (3 segunda extr
o depende del resultado de s orime ) bablidad d
| 0 p
que s& verifique /
~N
o . )
4 Al
|
" 0
o

llustracién 88.- Ejemplo de 32ESO (pag. 302) en el que deberia aparecer la probabilidad condicionada, y la expresién general de la
regla del producto (es decir, la expresion para el caso de experimentos dependientes).

» Laregla del producto es: P(AnB)=P(A) - P(B/A)

, Probabilidad condicionada
P(ANB)=P(A) - P(B/A)

' Und urna hay 5 bolas rofas y & azules del misr

i es la probabilidad de que (a bola

P(ANB) Lo obablbiod A3/ 00 ponds s s
P(A) A1/R) "“' n.2

P(B/ A) =

T
3
En efect bolas
SIAy 8 50n dos sucesos de un experimento y 8 no es e suceso imposible. XH) » 0
-1 [)!obabvl‘dartdeAwndi(ionnﬂopmﬂwu I
20ty on en cuenta
. Ay
s PA/g)= 2000 Ay B anta
AB/A) = M8 Mo
A partir de la expresion de (a probabilided condicionada, se deduce | nulth
plicacian de las probabllidades condicionadas. $1 A(A) > 0 y A(8) > 0. se v e,

P(ANB) = P(B) - P(AIB) y (ANB) = P(A) - P(B]A)

llustracién 89.- La férmula de la probabilidad condicionada se extrae, moviendo un término de la ecuacion al otro lado, de la regla
del producto genérica (para experimentos no independientes). En el libro de 42 no se explica esto.

Ademas de esto, otro aspecto criticable a esta forma de introducir la probabilidad
condicionada es que no le da un sentido al hacerlo. Es decir, para que un concepto
quede fijado en la mente del alumnado, este debe tener un sentido; este sentido puede
ser, por ejemplo, la necesidad de conocer una formula que permita calcular algo que se
estd buscando calcular, y en el libro se introduce una férmula que el alumno no necesita
en ese ejercicio, pues puede calcular la probabilidad condicionada sin utilizarla. Asi
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pues, y, en conclusién, el ejemplo utilizado para introducir la probabilidad
condicionada puede ser bueno para que el alumnado pueda ver y comprobar con
facilidad el cumplimiento de la férmula de la probabilidad condicionada, pero no
para introducirla por primera vez.

9.2.5. Teorema de la probabilidad total

Ya se ha mencionado que el teorema de la probabilidad total no aparece en la ESO
en el curriculo de Espafia. Sin embargo, dado el hecho de que en el libro de texto de
referencia para este trabajo si que aparece (a pesar de que en la mayoria de libros no
aparezca), y que en Singapur encontramos el teorema de la probabilidad total (aunque
sin formalizar) en el libro de 4° curso, se aprovecha en este trabajo para realizar una
critica constructiva y sugerir una alternativa a la forma en la que se podria transmitir
al alumnado este concepto.

Tras analizar este concepto en los libros de texto de referencia de ambos paises, se ha
visto que eéste aparece, en ambos casos, de un modo que en el presente trabajo se
considera poco adecuado, aunque por razones distintas que se pasan a explicar a
continuacion.

En el caso del libro, de la editorial SM, de Espania, el primer problema es el ejemplo
(ver llustracion 90) que se utiliza para introducir y explicar al alumnado qué y como es
el teorema de la probabilidad total.

La poblacién activa de un pafs esta formada por un 15 % de trabajadores
dedicados a la agricultura, un 30 %, a la industria, y el 55 %, al sector servicios.
El 60 % de los trabajadores agricolas son mayores de 50 afios, el 35 %, en industria,
y el 40 %, en el sector servicios. Si se selecciona un trabajador al azar, ;qué proba-
bilidad hay de que tenga mas de 50 anos?

Los sucesos A: “dedicarse a la agricultura”, I = "dedicarse a la industria” y
= “dedicarse a los servicios” son incompatibles dos a dos y su union constituye el
espacio muestral que es la poblacién activa.

Si B es el suceso “tener mas de 50 anos”, se representa en un diagrama de arbol los
sucesos Y las probabilidades.

0,60 5

A
0,15 0,40 B
0,30 w-SC L

' I
0,65 B

0,55

0,40 o

S
0,60 8

llustracién 90.- Ejemplo utilizado para introducir el teorema de la probabilidad; pagina 278, libro 42 ESO editorial SM. Se utilizan
las proporciones, en lugar de objetos o personas, por primera vez para el alumnado, en el tema de probabilidad del libro.

Este problema es tal debido a que el ejemplo utilizado es el primer ejemplo en el que no
se utilizan objetos o personas que se puedan contar, sino que en su lugar se utilizan
proporciones de personas con cierta caracteristica comdn, en una poblacion. Tampoco
se ha trabajado la probabilidad como porcentaje (en Singapur por ejemplo, si la
muestran desde el principio como nimero con decimales o fraccion del 0 al 1, y como
porcentaje del 0 al 100). Esto supone al alumnado un cambio fuerte, que se suma al
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hecho de la introduccion de un nuevo concepto, y puede dificultar la adquisicion y
correcta comprension del alumnado de ese nuevo concepto (el teorema).

Se considera mas adecuado, por otra parte, mostrar el teorema de la probabilidad
total como la suma de las probabilidades de la interseccion de sucesos, pues la
férmula que se muestra se obtiene al fin y al cabo de ahi, sin mas que usar la regla del
producto en cada sumando (y el alumnado ya conoce la regla del producto). Se
muestra esto en la siguiente ilustracion (ver llustracion 91).

T2 DE LA PROBABILIDAD TOTAL

= Sabemos sin mas que razonar que: A; =(A; NA;) U (A; NRy)
/ * Oloqueeslomismo, “los casos en los que la segunda bola extraida es azul son los casos en los que las dos bolas

H — extraidas son azules o los casos en los que Ia primera bhaola extraida es rojay la segur\da azul”.

-R—._____ Hemos concluido antes que la
T regla del producto es:
PlA: N Ag) = PlAd) - P(AafA)

S enpAzR A T P(A;)=P(A;nA;)+P(A;NRy) ~___ Pues sustituimos esta expresién.
. 3 [ - I .
> ! P (Az) = P(A) - P(A; /A7) + P(Ry) - P(Ag /Ry) _53+3-2
T — — Y T 8-7
Ol 5 3
o 3 2 2 -
—_— 8 7 8 7

P(A;nB) T@20B) P(A,nB)

-

Teorema de la plobaoiLdad total: " e
P(B)-P(A) P(BJA)+PA) PBIAJ+..+PA) PBIA)
jo B o5 un suceso cualguiers asoctado al experimentoy A LA, A son un cor
junto de sucesos que verificar

Son incompatibles dos ados: A N A =D, 517 4]

Su unién es el espacio muestral: A, A UA UL UA

llustracién 91.- Arriba, se muestra como lo primero que se ve (por razonamiento) es que la probabilidad de un suceso del segundo
experimento (salir la 22 bola azul, en este caso concreto) es igual a la la suma de las probabilidades de la interseccidn de sucesos;
luego se puede desarrollar aplicando la regla del producto. Debido a que esto es asi, en la imagen de abajo se sefiala como se
considera que deberia aparecer el teorema en lugar de como aparece.

Ademas, podria mostrarse en el mismo ejemplo como la suma de probabilidades da
uno (esto se dice, pero fuera del ejemplo y con palabras y lenguaje matematico que no
llegara del mismo modo al alumnado).

En el caso de Singapur, el ejemplo que se utiliza (ver llustracién 92) no supone un
problema para la compresion del teorema como en Espafia, pues es un ejemplo que si
introduce un cambio con los ejemplos y problemas vistos hasta el momento (este
problema no es por ejemplo coger dos bolas de una urna, sino que si lo comparamos con
esto, es como si hubiera, no una, sino tres urnas, y las tres con bolas de dos tipos), pero
no es un cambio tan grande como en el caso del de Espafia. EI cambio que supone es
simplemente que en las probabilidades de las ramas de la derecha en el diagrama de
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arbol, en lugar de tener todas el mismo denominador, podran tener denominadores
diferentes.

NixampLE 6

Three book shelves are placed inside a room. There are 5 books on shelf
A, of which 2 are mathematics books; 7 books on shelf B, of which 3 are
mathematics books; and 5 books on shelf C, of which 1 is a mathematics
book. If a person enters the room and picks one book at random from
one of the shelves, find the probability that the book picked will be a
mathematics book, assuming that any of the 3 shelves are equally likely
to be selected.

llustracién 92.- Primer ejemplo en el que aparece la probabilidad total en Singapur; 42 curso, pag. 165.

El problema es que en este primer ejemplo que se ve el T2 de la probabilidad total en
Singapur, se utiliza una notacién confusa y que no se explica: se llama P(A) a P(“que
el libro sea de la estanteria A y que sea de matematicas”), sin indicar esto en ningln
lugar.

Sin embargo, en la lustracion 93 el libro no comete este error. Cabe aqui destacar
otra de las virtudes de Singapur, y es el hecho de poner varias alternativas (hasta
tres alternativas en algun caso) de resolucion en los apartados de algunos ejemplos, lo
cual puede ayudar a la compresion del contenido que se esta trabajando (ver llustracion
94).

(AMPLE 7

re are 4 carps and 3 grass fish in Pond A and 2 carps and 5 grass fish
>ond B. Assuming each grass fish or carp has an f:qual chance to be
ked, find the probability, if one from each pond is hooked, that

both are carps,
at least one is a carp.

llustracién 93.- Segundo ejemplo en el que aparece la probabilidad total en Singapur. 42 curso, pag. 166.
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Se propone, en cualquier caso, en este trabajo, la introduccion de otra alternativa,
introduciendo el diagrama de arbol de tipo 1 (el que muestra todo el espacio muestral,
sin probabilidades en sus ramas); de este modo el alumnado vera también de donde sale
ese (ver llustracion 94, en el centro) 4-2, ese 4-5, y ese 3-2, de los casos favorables, y el
7-7 de los posibles (ademas de hacerlo porque la regla del producto te dice que es asi).

3\ S
y) Probability of not getting any carp = [:,‘ )[ ;)

il
—
|
P
|
N—
o

Thus, probability of getting at least one carp

15
T
_ M
T
Jternative Solution for (b): e i
of not getting a carp
el A = event of getting a carp from pond A. from pond A.

et B = event of getting a carp from pond B.
>robability of getting at least one carp = P(AB') + P(A'B) + P(AB)

- ()3 + ()3 + G)E) P
P N /

T

A tree diagram may be used to solve the problem as follows:

Pond A Pond B Probability
= carp L N
e T R R T

4 N P
el T~ - i LT
: bl ~ grass fish — 3 4
= 2 grass fis =K S
= z 3 2. ¢
e, - _ car R o ST )
3 ,,7-7'" gl 779

7  grass fish <

5 T~ grass fish
7

- . . P | 20 6 34
» ol » o » ; S — + e - A
Therefore, the required probability is TR TR T T

llustracién 94.- En Singapur algunos ejemplos muestran varias alternativas de resolucidn. En la ilustracion, tres alternativas para el
apartado de un ejemplo que muestra el teorema de la probabilidad total. Esto es beneficioso para el aprendizaje pues se completa
la informacidén que se da al alumnado. Aparte, se considera que la columna de la derecha del diagrama de arbol con la cabecera
“Probability” ayuda de forma visual.

Aunque en el libro de 4° de Singapur no se llega a mencionar o dar nombre al teorema
de la probabilidad total, podemos considerar que, en parte, se formaliza al final, en el
apartado o capitulo “Chapter Review” (ver Ilustracion 95).
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), Combined Events

ili iagre sibili agri yw the probabilities of
(a) We can use a probability tree diagram or possibility diagram to shc prob

combined events occurring.

Example: Two dice are rolled together, Find the probability that the product is an even number

Tree diagram

15t die 2nd die
! P(even, even) I;(':l
y oven (even, even) = 2%73 '
1 even " l |
2 | odd Pleven, odd) = <X = 3
5
] : P(odd, even) = +-x L=+
5 ever (odd, ¢ %3 %
|
] odd = { ' .
. 1 odd Plodd, odd) = =X 5=
3 272
. 1, 1,13
> "t is even) = = =
P(product is even) = = + & + & =7

llustracién 95.- Formalizacién parcial del teorema de la probabilidad total en Singapur (42 curso). No se muestra una férmula o
expresion genérica del teorema de la probabilidad.

En cualquier caso, se considera que ambos paises, tanto Espafia como Singapur,
podrian haber utilizado el mismo ejemplo que utilizaron para mostrar la regla del
producto. No tienen porque verse ambos conceptos a la vez, sino que se puede volver a
poner el mismo ejemplo que se utilizd, para ver el teorema de la probabilidad. Y se
considera asi porque esto permite que el alumnado vea todo en un mismo ejemplo, y
pueda ver la diferencia entre la regla del producto y el teorema de la probabilidad
total, ademas de que serd un ejemplo ya trabajado, aunque sea parcialmente, por el
alumno. Igualmente, después de ello se puede utilizar otro ejemplo mas, y que sea
distinto, para explicar el teorema, de modo que el alumno vea el concepto con distintos
ejemplos y comprenda mejor.
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Sintesis, conclusiones y cuestiones abiertas

Breve sintesis

El presente trabajo puede dividirse en dos partes diferenciadas. En la primera parte se
ha analizado el curriculo vigente de Espafia, en primaria y secundaria, en cuanto al
contenido de probabilidad. Se han analizado ejercicios, problemas y cuestiones tipo en
los libros de texto y su relacién con el contenido en el curriculo. Y finalmente se han
comentado las ausencias y presencias que se han encontrado en el curriculo y en los
libros de texto, ademas de comentar la coherencia de los libros de texto en relacién con
el curriculo.

En la segunda parte de este trabajo, se ha tratado de hacer una comparacién entre dos
paises cuyo método de ensefianza difiere significativamente, Espafia y Singapur; sin
embargo, no se ha tomado esto como un limite, sino que se ha aprovechado para
analizar cada pais y proponer algunas mejoras en algunos casos. Este anélisis y
comparacion se ha hecho para el periodo educativo correspondiente a la ESO en
Espafia, y se ha hecho de la siguiente forma.

En primer lugar, se ha querido transmitir una primera imagen global y superficial de la
probabilidad en ambos paises, los objetivos de cada uno, y los contenidos que aparecen
en sus libros, antes de ver como cada pais intenta cumplir esos objetivos y transmitir
esos contenidos. Para ello se han presentado las diferencias entre los curriculos de los
dos paises (explicando que el de Singapur es muy diferente), y las lineas de aprendizaje
en ambos paises. En segundo lugar, se ha analizado la evolucién en cada pais y como de
adecuado es el progreso de la ensefianza de la probabilidad a lo largo de los cursos. Y,
finalmente, se ha profundizado en cdmo en uno y otro pais se transmiten los distintos
contenidos de la probabilidad, poniendo ejemplos de ello mediante ilustraciones de los
libros de texto y otras ilustraciones de elaboracion propia.

A lo largo del trabajo se han ido sacando conclusiones conforme se iban analizando y
comparando ambos paises en cada aspecto o contenido, a la vez que se han realizado
sugerencias de mejora cuando se ha estimado oportuno.

Para todo ello, se ha usado en Espafia un libro de texto de referencia (una editorial de
libros de texto, en realidad) y se ha explicado, al principio de la segunda parte del
trabajo, por qué este es representativo del resto.

Asi pues, este trabajo puede servir para conocer otro modo de ensefiar la probabilidad
con un enfoque distinto al que conocemos en Espafia, y para, tras ver las debilidades y
fortalezas de cada pais, coger aquello que se considera mejor de cada sistema; ademas
de las sugerencias que se han ido dando y que pueden ser Utiles. Se ve de este modo que
el trabajo no es Unicamente una comparacion entre dos paises.
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Conclusiones generales del trabajo

La primera conclusion que se extrae es que Espafia y Singapur son muy distintos en el
método de ensefianza de la probabilidad.

Ya desde sus respectivos curriculos se diferencian muy notablemente, donde el de
Espafia es concreto, detallado, completo y cerrado, mientras el de Singapur es menos
especifico, mas breve, y méas abierto; este ultimo, ademas, articula todo el aprendizaje
de las matematicas entorno a un eje: la resolucion de problemas.

Esto hace que la estrategia de ensefianza sea distinta, encontrando asi que en Singapur
se parte de ejemplos que acabaran ensefiando los contenidos de la teoria que son
formalizados matematicamente al final, llegando asi a las férmulas; mientras, en
Espafia, se parte de la teoria formal y se proponen ejercicios después.

Relacionado con esto, se encuentra que la notacién y el vocabulario utilizado es méas
formal, mas matematico en Espafia, donde ademas se dan las definiciones de conceptos
al comienzo de las lecciones, como ya se ha mencionado en los apartados anteriores.

En cuanto a los ejemplos, son mas variados, y mas cercanos al alumnado, los utilizados
en Singapur, y estan, en general, mas relacionados con la vida cotidiana. El sentido y la
utilidad que pueda ver un alumno en la probabilidad sera mayor en Singapur (debido
por ejemplo a que en Espafia se empieza con sucesos de forma aislada y Singapur con la
probabilidad directamente, experimentando).

Todo lo anterior es determinante, pues de ello se concluye que el alumnado tiene mayor
facilidad para comprender y asimilar el concepto y los contenidos de la probabilidad en
un sistema como el de Singapur, pero evitar la formalizacion puede llevar a
ambigledades (como con la regla de la union y los sucesos mutuamente excluyentes).

En cuanto a la evolucidn, se concluye que Espafia mas repetitivo en los contenidos, y el
volumen de esto es muy grande, mayor en cada curso; en Singapur, por el contrario, es
mMAs progresivo, con repasos breves y viendo contenidos nuevos despues.

En Espafia, en la ESO, se imparte la probabilidad en un curso mas (tres cursos), y en
Singapur no se ve la probabilidad en primaria mientras que en Esparfia si. Sin embargo,
ambos paises acaban viendo casi los mismos contenidos.

Ademas, en Espafia hay varios saltos mas abruptos (al pasar de sucesos a probabilidad,
por ejemplo).

De ello se concluye que la evolucion de la ensefianza de la probabilidad, a lo largo de
los cursos, es mas adecuada en Singapur.

En ambos paises podrian mejorarse algunas cosas como la regla del producto, dejando
claro al alumnado cual seria la formula general y cual la especifica para casos concretos,
o mostrando de donde surge la regla, explicando la probabilidad condicionada al ver la
regla del producto. También podrian eliminarse las discontinuidades que hay de un
curso a otro, habiendo cursos intermedios en los que no se ve nada de probabilidad,
propiciando el olvido de lo anteriormente visto.
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A estas conclusiones generales se podrian sumar las conclusiones mas concretas que se
han ido sacando en el presente trabajo, para contenidos especificos de la probabilidad
como los diagramas de arbol, la probabilidad de la unidn, etc.
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