E.T.S. de Ingenieria Industrial,

Informatica y de Telecomunicacion

Nuevo sistema de inferencia utilizando
funciones penalty y el método del
gradiente para un sistema de reglas

Grado en Ingenieria Informatica

Trabajo Fin de Grado

Alberto Maillo Ruiz de Infante

Javier Fernandez Fernandez

Pamplona, 28/03/2017




Resumen

En este trabajo se va a explicar tedricamente y a través de una aplicacion los siguientes
apartados:

1. Nueva version del Modus Ponens Generalizado (GMP) satisfaciendo los axiomas de Fukami

Este nuevo algoritmo se caracteriza por utilizar indices de igualdad e de overlap.

2. Reduccidn de un sistema de reglas a una sola aplicando funciones penalty
A partir de n reglas, construimos la relacién R para cada una de ellas. Luego, la idea
consiste en obtener una Unica relacion aplicando funciones penalty a las n anteriores.

3. Reconstruccion de una regla con el algoritmo del gradiente
Con regla obtenida en el punto anterior, mediante el algoritmo del gradiente calcular la
nueva familia de conjuntos Ay B.

4. Aplicacion del punto 1 a la nueva regla y estudiar los axiomas.

Lista de palabras claves

I.  Sistema de reglas
Il. Funciones penalty
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VI.  indice de igualdad
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Introduccion

Este trabajo consiste en que a partir de un sistema de reglas, reducirlas todas ellas a una
utilizando las funciones penalty. Posteriormente, gracias al algoritmo del gradiente,
construimos una Unica regla. Y por ultimo, usamos esa regla y el nuevo método del Modus
Ponens Generalizado para calcular los nuevos consecuentes de las nuevas reglas.

Es decir, dado un sistema de reglas:

R1. Six es A; entonces Y es B ———> Relacién 1 (matriz)
R2. Six es A, entonces Y es B, ——— Relacion 2 (matriz)
R3. Si x es A; entonces Y es B; —————> Relacion 3 (matriz)

Rn. Si x es A, entonces Y es B, ————> Relacién n (matriz)
donde R1,R2, ..., Rn son matrices construidas utilizando un operador de implicacién.
Luego utilizamos funciones penalty para:
R1,R2, ..., Rn
k_Y_J

tomar una unica Rinal

Entonces a partir de la Ry, ¥ €l algoritmo del gradiente construimos A* y B* de forma que
tenemos:

Si X = A* entonces Y =B*
X= A*

Y=B'*

El cdlculo de B’* se hace a partir del nuevo algoritmo del GMP utilizando indices de overlap e
de igualdad.

Aplicacion

La aplicacién en la que se va a basar el proyecto, consiste en un sistema de reglas, cuya regla
determina cual es el rendimiento general(Y) de un empleado a partir de conocer sus cualidades
individuales(X,), habilidades personales(X,), habilidades técnicas(Xs) y habilidades en
gestion(X,).

Cada regla tiene la siguiente estructura:
o SiXi;=A1y Xy=A,y X3=A3zy X4=A, entonces Y=B.



Tanto el referencial X e Y es el mismo:
X=Y=0, 0.1, 0.2,...,, 9.8, 9.9, 10.

Como se ha nombrado anteriormente tenemos cuatro variables difusas como antecedentes,
cada una tiene tres etiquetas lingliisticas: pobre, bueno y excelente.

1. Cualidad Individual: Contiene cualidades de una persona tales como adaptabilidad,
motivacién, innovacidn, iniciativa, responsabilidad, habitos de trabajo, habilidades
analiticas.

Cualidad Individual

pobre
bueno
- excelente

0.9f \

0.7 A

04

Grado de pertenencia
o
o
/f’

02

01

Referencial X

Fig.1.1. Primer antecedente Cualidad Individual

2. Habilidades personales: Incluye habilidades comunicativas, tolerancia al estrés.

Habilidades Personales

pobre
bueno
excelente

Grado de pertenencia

Referencial X

Fig.1.2. Segundo antecedente Habilidades Personales



3. Habilidades técnicas: Incluye el conocimiento del trabajo y las herramientas
utilizadas para ello.

Habilidades Técnicas

pobre
bueno
— excelente

Grado de pertenencia

Referencial X

Fig.1.3. Tercer antecedente Habilidades Técnicas

4. Habilidades en gestién: Medida en que el empleado demuestra habilidades de
gestidn efectivas. Incluye planificacién y organizacidn, resolucion de problemasy
toma de decisiones, productividad, trabajo de calidad, ingenio y gestion del
tiempo.

Habilidades en Gestion

-

pobre
bueno
excelente

=
w0

=
@

Grado de pertenencia
° o o o o o
N w = o o ~

o
i

Referencial X

Fig.1.4. Cuarto antecedente Habilidades en Gestion



Luego el consecuente rendimiento general , que surge entre los medios empleados para

obtener algo y el resultado obtenido, estd formado por cuatro etiquetas lingtiisticas: pobre,

medio,

0.9

08

0.7

0.6

05

04

Grado de pertenencia

03

0.2

0.1

bueno y excelente.

Rendimiento General

pobre
medio
bueno
excelente |,

Referencial Y

Fig.1.5. Consecuente Rendimiento General

Sistema de reglas

Vamos a utilizar el siguiente sistema de reglas:

R1

R2.

R3.

R4.

R5.

. Si cualidad individual=pobre y habilidades personales=pobre y habilidades

técnicas=pobre y habilidades de gestidn = pobre entonces rendimiento general =
pobre.

Si cualidad individual=bueno y habilidades personales=pobre y habilidades del
trabajo=bueno y habilidades en gestidn=pobre entonces rendimiento general= medio.

Si cualidad individual=bueno y habilidades personales=excelente y habilidades del
trabajo=excelente y habilidades en gestién = bueno entonces rendimiento general =
excelente.

Si cualidad individual=excelente y habilidades personales=excelente y habilidades
técnicas=pobre y habilidades en gestién = pobre entonces rendimiento general =
pobre.

Si cualidad individual=bueno y habilidades personales=bueno y habilidades
técnicas=pobre y habilidades en gestién = bueno entonces rendimiento general =
bueno.



R6. Si cualidad individual=excelente y habilidades personales=excelente y habilidades
técnicas=excelente y habilidades en gestion = excelente entonces rendimiento general
= excelente.

R7. Si cualidad individual=excelente y habilidades personales=excelente y habilidades
técnicas=pobre y habilidades en gestidon = bueno entonces rendimiento general =
bueno.

R8. Si cualidad individual=pobre y habilidades personales=excelente y habilidades
técnicas=excelente y habilidades en gestion = bueno entonces rendimiento general=
medio.

Preliminares

Definicién 1: un conjunto difuso A estd definido en un universo U finito y no vacio:
A={(u;,, 1a (ui))| ui e U}
donde pa: U ->[0, 1] se le llama grado de pertenencia.

A todos los conjuntos difusos definidos a partir de un referencial finito (U) se denota FSs(U).
Un conjunto difuso A se dice que es normal cuando existe al menos un u; € U tal que
ua(u)=1. Dos conjuntos difusos A y B del mismos referencial U son completamente
disjuntos si pa(u;)ug(u;)=0 para todo u; € U.

Dado un conjunto difuso A, la expresiéon A={(u, c(ua(u)))| u; € U} se denomina el
complementario de A, donde ¢ es una negacion.

Una funcién T: [0, 1)* -> [0, 1] se llama t-norma si es conmutativa, asociativa, creciente y con
elemento neutral 1. Luego, una funcion S: [0, 1]* ->[0, 1] es una t-conorma si es conmutativa,
asociativa, creciente y con elemento neutral 0.

Operador de implicacion

Un operador de implicacién es una funcién I: [0,1]* ->[0, 1] que satisface las siguientes
propiedades:

11- Si x<=z entonces I(x, y)>=I(z,y) para todo y € [0,1]
12- Si y<=t entonces I(x, y)<=I(x, t) para todo x € [0, 1]
13- 1{0, x)=1 para todo x € [0,1]

14- I(x, 1)=1 para todo x € [0, 1]

I5-1(1, 0)=0

Ejemplo 1: Implicacion de Lukasiewitch I,.=min(1, 1-x+y).



Funciones de agregacion

Definicién 2 [1, 2]: M: [a, b]" ->[a, b] es una funcidn de agregacidn si es mondtona no
decreciente en cada componente y satisface M(a)=M(a, a,..., a) y M(b)=(b, b, ..., b)=b

Ahora vamos a demostrar que el minimo, el maximo y la media geométrica son medidas de
agregacion elegidas. Para ello vamos a tomar el intervalo [0, 1].

Demostracién 1: El minimo es una funcidn de agregacién

o min(0,...,0)=0
o min(1,...,1)=1
o min(x, y)Smin(x, z) si y<z

Demostracidn 2: El maximo es una funcién de agracion;

o max(0,..,0)=0
max(1,..,1)=1
max(x, y)smax(x, z) si y<z

Demostracion 3: La media geométrica es una funcion de agregacion

o MG(O,..,0,)="0-..-0=1/0=0
o MGQ,..1,)=V1-.-1=V1=1
o  MG(x, y)SMG(x, z) siy<

Funciones e indices de overlap

Una funcidon de overlap(“solapamiento”) es la representacion del desconocimiento en
determinar si pertenece a un conjunto o a otro.

Definicién 3 [3]: Una funcién de overlap Go: [0,1]*-> [0, 1] cumple que:
1. Gol(x, y)=Goly, x) paratodo x, y € [0, 1]
2. Gol(x, y)=0siy solo si xy=0
3. Go(x, y)=1siy solo sixy=1
4. Ggescreciente

5. Gg es continuo



Definicidn 4 [4]: El indice de consistencia entre Ay B, siendo Ay B € FSs(U), se define como

07(4, B) = ;isup(min(ps (w;), np(u;)))

Una caracteristica es que si los conjuntos son completamente difuso entonces 0,(4, B) = 0.

Otra es que si para todo u; € U tenemos que pa(ui)=ps(ui)=1 entonces Oz(A, B)=1.

Ejemplo 2: el sup de la ecuacidn de arriba es el maximo

0z(A, B) = Vizq(ta(u) Anp (wy))

Definicion 5 [3]: Un indice de overlap O: FSs(U) x FSs(U) -> [0, 1] tal que
1. O(A,B) =0siysolosi Ay B son disjuntos, esto es pa(u;)us(ui)=0 para todo uj € U
2. O(A,B)=0(B, A)
3. SiB<=C entonces O(A,B)<=0(A,C)

Definicidn 6: A un indice de overlap, que satisfaga las propiedades dadas en la Definicion 5, se
le lama normal si cumple también:

Si existe un u; € U tal que pa(ui)=ps(u;)=1, entonces O(A,B)=1.

Teorema 1: Siendo M: [0, 1]" -> [0, 1] una funcién de agregacion tal que M(xy, ..., X,)=0 si y solo
Si X1=...=X, =0. Y siendo Gy una funcién de overlap bajo las caracteristicas de Definicion 3.
Entonces, el indice de overlap resultante O: FSs(U)x FSs(U) -> [0, 1] es:

0(4,B) = M1 (Go(ra(us), np(u:)))
con las mismas propiedades escritas en Definicion 5.

Ejemplo 3: Si tomamos como medida de agregacién la media aritmética y como funcion de

overlap Go(x,y)=/x - v, entonces el indice de overlap resultante es:

0(A, B) = =% \Jua(udits (u;)

indice de igualdad

Medida que determina cuanto se parecen dos conjuntos difusos.
A=B ©ACBABCA

Se conoce la medida del subconjunto entre dos conjuntos difusos Ay B, que indica cual es el
grado de A que esta contenido en B.



Definicion 7: si op: FS(U)x FS(U)->[0,1] satisface:
a) op(A,B)=1siy solo si A<B, es decir, pa(u;)<ug(u;) para todoi € {1,.., n}
b) opi(A, A)=0 siy solo si A={(u;, pa(xi)=1) | u; € X}
c) SiA<B entonces op(A,C)= o(B,C) y op(C,A)< opi(C,B)

entonces decimos que op;es una medida difusa del subconjunto.

Proposicion 1: Teniendo M una funcion de agregacion que cumple las propiedades de la
Definicion 2 e | un operador de implicacidn, se puede obtener:

opr(AB) = My (I(A(w), B(w)))

para todo A,B € FS(U).

Una expresion como indice de igualdad bajo estas condiciones puede ser:

EQDI (A' B) = /\{O-DI(A' B), Opj (B' A) }
Proposicion 2: la ecuacidn de arriba cumple las siguientes caracteristicas:

a) EQp;(A,B) =1siysolosiA =B

b) EQp;(A,B) = EQp;(B,A)
c) SiA<B<C, entonces EQp;(C,B) = EQp;(C,A)y

d) EQpi(A,B) = EQp(4,C)

e) EQp;(A,Ac) =1siysolosid = {(u,uy(u) =e)|uel}

f) EQp;(A,A;) =0siysolosiA=10A4A=0

g) Siop; satisface op;(A,B) = ap; (B¢, Ac) entonces EQp; (A, B) = EQp;(Ac, Be)

Ejemplo 4: Utilizando la media aritmética y el operador de implicacion de Lukasiewitch
I.=min(1, 1-x+y) segun la Proposicién 1:

opi(A,B) =% =1 A1, 1 — A(x) + B(x))

Entonces:

1% 1%
EQp, (4 B) = /\{Ez A1 — A + B(x)),ﬁz AL 1= B(x) +A() }
i=1 i=1



Nueva version del Modus Ponens Generalizado(GMP)
satisfaciendo los axiomas de Fukami

Introduccion

Modus ponens o modus tollens son herramientas utiles cuando el conocimiento estd
expresado en proposiciones que solo toman valores “true” y “false”, esto se denomina légica
clasica binaria. En estos casos, la operacion légica de implicacién es esencial para construir
esquemas de razonamiento en la ldgica cldsica y para modelar la representacién del
conocimiento en forma de reglas. El Modus Ponens clasico (MP) tiene por lo general la
siguiente estructura:

Regla: If Xis Athen Yis B
Hecho: Xis A
Conclusion: YisB

donde Ay B son valores binarios (true o false)

El MP no contempla las situaciones en las que el conocimiento estd determinado por un grado
de incertidumbre, es decir, cuando es difuso o borroso. Esto requiere otros mecanismos de
representacién y de razonamiento. Una herramienta muy eficiente que trabaja en la
resolucion de estos tipos de problemas es la teoria difusa[12], en donde los esquemas de
razonamiento estan denotados como razonamiento aproximado(7, 8, 9, 10]. A partir de esto,
obtenemos el Modus Ponens Generalizado (GMP) que se trata del modus ponens con
razonamiento aproximado:

Regla: If Xis Athen Yis B
Hecho: Xis A
Conclusion: Yis B’

donde A, A’, By B’ son conjuntos difusos
En 1978 Zadeh [4]presentd un método para resolverlo:

B'(¥)=Axex(B(¥), 0,(A(x), A'(x))) paratodoy Y

Siendo O, un indice de consistencia que es el concepto clasico de indice overlap extendido a
conjuntos difusos.

La principal ventaja de razonamiento difuso es la capacidad de obtener nueva informacion,
incluso cuando el hecho (X is A’) es dispar a la condicién de la regla (X is A). Y en los casos en
los que A=A’, volvemos al Modus Ponens (MP).

Otro método para obtener la conclusién B’ es el siguiente:

B’(y)=i16‘§T(A’(x), I1(A(x),B(y))) paratodoyeY



Donde | es un operador de implicacidon y T una t-norma[11]. Esta expresidon es conocida con la
regla composicional de inferencia.

Como los métodos nombrados anteriormente, existente varios que resuelven el Modus
Ponens Generalizado intentando encontrar el mejor operador de implicacién o funcién
equivalente tal que B’ satisfaga la mayoria de los axiomas de Fukami[5] y Baldwin y
Pilsworth[6].

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo de inferencia que utiliza indices de overlap e
igualdad y se comprueba si cumple las propiedades de Fukami[5] y Baldwin y Pilsworth[6].

Axiomas de Fukami
Los axiomas de Fukami [5]:
F1. If A’=Athen B’=B
F2. Modificador muy If A=A’ then B'=B 6
If A’=A then B'=B’
F3. Modificador mas o menos If A’=A" then B’=B **
F4. Complementario If A’=A. then B’=Y &

If A’=A. then B’=B,

Axiomas de Baldwin y Pilsworth

A parte existen otros cinco axiomas escritos por Baldwin y Pilsworth [6], que algunos de ellos
estan en contraccidn con los de Fukami.

B1. B'>B
B2. If A} < A’ then B; < Bj monotono.
B3. If A’=A. then B’=Y

B4. Simetria entre le modus ponens y el modus tollens: If B’= A’o I(4, B) then
Ar=B; 0 1(A,B)

10



Algoritmo con indices de overlap e igualdad

Se tiene:
Regla: If Xis AthenYis B
Hecho: Xis A
Conclusion: YisB

Con A, A’ e FSs(X) y B, B’ € FSs(Y) siendo X, Y referenciales finitos no vacios

1. Se selecciona un indice de overlap O segun la Definicién 5 y un indice de igualdad EQp;
segun la ecuacion de Proposicién 2.
2. Se construye el conjunto @ paratodoyeY

0, siB(y) =0
B()]" en caso contrario

JORSH

(21)0,5i 0(4,A) =06 A" = Ag;
2K siAxDA (x)) # 0y A(x))A' (x) #1yA(x) =1y

A (xy) .
donde y = ¢ = Tnacx) Vx; € X;

(2.3)1,si 0y (A", 4) =1
L(2.4) K - EQp; (A, A)

donde
InA' . P
AL T50S),  SLAGDA ) # 0y AG) # 1;
K= %Z?zlwi siendo w; = 1, si (A(x) = 0y A'(x)) #0) 6
L (A(x) # 0y A'(x)) =0) 6
Ax) =1y0+A'(x) #1)

3. Construimos el conjunto final

B = \/(B»).00) paratodoy ey

11



Ejemplos

En esta seccidn vamos a realizar diferentes pruebas aplicando el algoritmo de arriba y
posteriormente vamos a estudiar los datos de salida.

Para ello vamos a utilizar el siguiente supuesto caso que consiste en estudiar cual es el
rendimiento general(Y) de un empleado, a partir de su cualidad individual(X). Tienen el
siguiente esquema:

o Sicualidad individual =A entonces rendimiento general=B
cualidad individual = A’

rendimiento general=B’?

Como dicta el nuevo método, a priori se debe elegir un indice de overlap e un indice de
igualdad, éste ultimo sera el del Ejemplo 4:

1\ 1%
EQpi(A4,B) = AL ) A(L1—AGO +B().5 Y AL1=BG)+A()}
i=1 i=1

En cambio, se va a seleccionar dos indices de overlap los cuales ambos cumplen las
propiedades de la Definicién 5, y uno de ellos también satisface la caracteristica de indice de
overlap normal.

indice de overlap normal

En este caso, el indice de overlap elegido es:

A=B={xq, Xa, ..., Xn}

O(A,B)=V A(x;)AB(x;) paraie€{l,.., n} (1)
Es normal ya que tiene esta propiedad extra:

e Sjexiste un u; € U tal que pa(u;)= pe(u;)=1 entonces O(A,B)=1

Demostracién 1: Suponemos que existe un x; € A, B tal que A(x;)=B(x;)=1

A(x1)=B(x1)=1
O(A,B)=V A(x))AB(x;) = Vmin(1,1), min(A(x;),B(x;)) paraie€{2,.,n}

O(A,B)=max(1, min(A(x;), B(x;)) ycomo Ay Btoman valores entre [0, 1]
entonces se obtiene que O(A,B)=1.

12



Proposicion 3: Bajo la condiciones de algoritmo y de los indices elegidos anteriormente, se
obtiene el cumplimiento de la siguiente propiedad.

Ejemplo 5: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’, en los casos en los que A’ =

Grado de pertenencia

Grado de pertenencia

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

(F1) If A’=A then B’=B

A

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B
cualidad individual = A

Cualidad Individual

Referencial X

4 A= pobre
i ———— A'=A= pobre
0 5 10
Referencial X
Cualidad Individual
I A= bueno
3 —— A'=A= bueno
0 5 : 10

Grado de pertenencia

Grado de pertenencia

rendimiento general=B’

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
02
0.1

Rendimiento General

B= pobre
——— B'=B= pobre

A 1

5 10
Referencial Y

Rendimiento General

B= excelente
——— B'=B= excelente

L £ 3

5 10
Referencial Y

Fig. 2.1. Estudio del primer axioma de Fukami con indice de overlap (1)
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Proposicion 4: Bajo la condiciones de algoritmo y de los indices elegidos anteriormente, se

obtiene el cumplimiento de la siguiente propiedad.

(F2) If A’=A” then B’=B

Como se trata de un indice de overlap normal, es decir, A(x;)A’(x;)=1, entonces y = 1 entre

en el paso (2.3)

Ejemplo 6: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’, en los casos en los que A’ = A%,
es decir, vamos aplicarle el modificador “muy”.

Grado de pertenencia

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04

Grado de pertenencia

0.3
0.2
0.1

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B

cualidad individual = A?

Cualidad Individual

A= pobre
A'=muy pobre

5 10
Referencial X

Cualidad Individual
L]

T

A= buenoc
- A'=muy bueno

T

0 : 5 10

Referencial X

Grado de pertenencia

Grado de pertenencia

09
0.8
07
06
05
04
0.3
02
0.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

rendimiento general=B’

Rendimiento General

B= pobre
- B'=B= pobre

0 ‘ 5 10

Referencial Y

Rendimiento General

B= excelente
B'=B= excelente

=1 4 1

0 5 10

Referencial Y

Fig. 2.2. Estudio del segundo axioma de Fukami con indice de overlap (1)
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Proposicion 5: Bajo la condiciones de algoritmo y de los indices elegidos anteriormente, si

satisface el tercer axioma de Fukami.

(F3) If A’=A" then B’=B *

Ejemplo 7: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’ aplicdndole el modificador mas

%
o menos A’ = A”,

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B

cualidad individual = A

%

Cualidad Individual

rendimiento general=B’

Rendimiento General

A= pobre

—— A'=mas o menos pobre

B= pobre
B'=mas o menos pobre

Grado de pertenencia
o
(3]

Referencial X

Cualidad Individual

09

0.7

10

06 A= bueno
= - A'=mas o menos buenoc

05

04

Grado de pertenencia

02
01

0 5
Referencial X

Grado de pertenencia

iz A

5 10
Referencial Y

Rendimiento General

]

B= excelente
B'=mas o menos excelente

07}
06}
05}
04

Grado de pertenencia

02}
01

0 1
0 5 10
Referencial Y

Fig. 2.3. Estudio del tercer axioma de Fukami con indice de overlap (1)
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Proposicion 7: Bajo la condiciones de algoritmo y de los indices elegidos anteriormente, se
obtiene el cumplimiento de la siguiente propiedad.

(F4) If A’=Ac then B'=Y
(B3) If A’=Ac then B’=Y

En este caso el valor de y = 0 calculado en el paso (2.1)

Ejemplo 8: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’ siendo A’ el complementario de
A.

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B
cualidad individual = A¢

rendimiento general=B’

Cualidad Individual Rendimiento General
{ - 1 S

0.9 A= pobre
osl —— A'=complementario pobre

B= pobre
B

06}
05}

Grado de pertenencia
Grado de pertenencia

03}
02t /

01/

r

0 ; - L . L 1 7 2 N
0 2 4 6 8 10 4 6 8 10
Referencial X Referencial Y

Cualidad Individual Rendimiento General

i — S— 1r [ —
:{‘ "1‘ |

LR ‘D‘ /\ .}: LA B= excelente

08¢ A= bueno 08} B
o L — A'fcomplementario bueno = 07}
o 1 o
= 1 =
2 06¢} / s 06}
= ' I
y == :‘ 1=
2 05} } 2 05}
2 | 2
o 04¢t o 04¢
= =
s i
D 03¢ S 03¢

02} ":. 02}

01 01

0 7 . . B i ; 0 i f s g3 5
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Referencial X Referencial Y

Fig. 2.4. Estudio del cuarto axioma de Fukami con indice de overlap (1)
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indice de overlap no normal

Aqui el indice de overlap es:

A=B={x4, X, ..., Xn}

O(AB)=, i-n VACr) - B(x;) paraiefl,...n} (2)

No se trata de un indice de overlap normal porque para que O(A,B)=1 todos los valores de

A(x;)=B(x;)=1 paraie{1,...,n}

Proposicion 8: Con el nuevo indice de overlap, y bajo las condiciones del nuevo método y el

indice de igualdad elegido al principio, cumple:

(F1)  If A=A then B’=B

Ejemplo 9: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’, en los casos en los que A’ = A

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B

cualidad individual = A

Cualidad Individual

A= pobre

0.9 — A'=A= pobre

0.8

0.7
0.6

T

0.5

T

04

Grado de pertenencia

03

T

0.2

T

0.1

oL Vi 1
0 5 10

Referencial X

Grado de pertenencia

09

0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

rendimiento general=B’

Rendimiento General

B= pobre
—— B'=B= pobre

.- 1
5 10
Referencial Y
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Grado de pertenencia

Cualidad Individual

A= bueno
- A'=A= bueno

09

0.8
0.7

T

0.6

05
04

0.3

02

0.1

0 § 2 1 3
0 5 10

Referencial X

Rendimiento General

09t

B= excelente
— B'=B= excelente

0.8
07
06

04r

Grado de pertenencia
o
(&)}

03+
02¢r
01}

5 10

Referencial Y

Fig. 2.5. Estudio del primer axioma de Fukami con indice de overlap (2)

Proposicion 9: En este caso se puede observar que B’ es igual a B luego

(F2) If A’=A’then B’=B

Si A’=A% con g>1 entonces B’=B

Eiemplo 10: Si A’ es igual a A” luego el consecuente B’ es:

Grado de pertenencia

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B

cualidad individual = A?

Cualidad Individual

A= pobre
—— A'=muy pobre

RS -
5 10
Referencial X

rendimiento general=B’

Rendimiento General

0.9

T

0.8

0.7

0.6

0.5

T

04

T

Grado de pertenencia

03

T

T

02

T

0.1

18

B= pobre

B'=B= pobre

=
Referencial Y
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Cualidad Individual Rendimiento General

1r - 1r
| /\ L B= excelente
0.8 A= bueno 08| | —— B=B= excelente
= 0Tl : A‘=muy bueno = 07| |
o } o /
= = J
g 06} g 0.6 - ]
@ @
= =
=2 05 2 05}
= 3
(=] 04 i o 04 L
= =
o ©
@ 0.3 @ 03
02}t 02t
01 01}
0'- 1 o ' .
0 10 0 5 10
Referencial X Referencial Y

Fig. 2.6. Estudio del segundo axioma de Fukami con indice de overlap (2)

Proposicion 10: Bajo las condiciones de algoritmo y un indice de overlap no normal si que se
da el siguiente resultado:

(F3) If A’=A" se obtiene gue B’=B %

Ya que el valor de y es igual a 0.5, calculado en el paso (2.2)

Ejemplo 11: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’ aplicandole el modificador

1,
mds o menos A’ = A/’,

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B

cualidad individual = A”

rendimiento general=B’

Cualidad Individual Rendimiento General

A= pobre
A'’=mas o menos pobre

B= pobre
B'=mas o menos pobre

Grado de pertenencia
Grado de pertenencia

- .
5 10 5 10
Referencial X Referencial Y
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Grado de pertenencia

Fig. 2.7.

Cualidad Individual

1

Rendimiento General

=

B= excelente .
- B'=mas o menos excelente |/

A= bueno
—— A’=mas o menos bueno

Grado de pertenencia

Referencial X

0.
0.
0.
0.

8
7
6
5

04

0.

3

0.2

0.

1
0

0
Referencial Y

Estudio del tercer axioma de Fukami con indice de overlap (2)

Proposicion 11: Satisface la siguiente caracteristica:

(F4) If A'=Ac then B’=Y

(B3) If A=A then B’=Y

Ejemplo 12: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’ siendo A’ el complementario
de A.

Grado de pertenencia

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
02

01

Si cualidad individual = A entonces rendimiento general=B

cualidad individual = A

Cualidad Individual

— A= pobre

Grado de pertenencia

A'=complementario pobre
5

10
Referencial X

20

rendimiento general=B’

Rendimiento General

— B= pobre
- B'

10
Referencial Y



—— B= excelente
S——

A= bueno 3
A'=complementario bueno |

Fig. 2.8. Estudio del cuarto axioma de Fukami con indice de overlap (2)
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Reduccion de un sistema de reglas a una sola aplicando funciones
penalty

Construccion de R para cada regla

Cada regla, como ya se ha nombrado anteriormente, tiene la siguiente estructura:

o SiXi;=A1y Xy=A,y X3=Aszy X4=A4 entonces Y=B.

Debido a que la aplicacidén consta de cuatro antecedentes, lo primero que se debe hacer es
unirlos y obtener uno unico, para ello vamos a utilizar una t-norma:

Ejemplo:
A1=A2= A3= A4={x1, ey xn}

A(x;)=min(A; (x;), Az (x;), A3(x;), A4 (x;)) para cadai € {1,..., n}

Después de esto ya se puede construir la relacién R, por ejemplo utilizando un operador de
implicacion [,=min(1, 1-x+y).

Entonces para cada regla j € {1,..,8} tenemos:

A= 1{xq, o X0}
Bi={y1, -, Ym!}

IL(xl.»Y1) IL(xl" Ym)

R: = : . :
' (IL(xn».V1) IL(xn'Ym))

Finalmente obtenemos 8 matrices R, una para cada regla.
Funciones penalty

Elegir el conjunto de funciones de agregacion para agregar los datos de entrada al sistema, los
cuales estan formados por muchas componente, y con la finalidad de que escoger el que
presenta menos disimilitud respecto a dichos datos de entrada.
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Definicién 1: Una funcidn penalty es una funcién P: [a, b]™" -> R* = [0, o] que satisface las
siguientes propiedades:

1. P(x, y)>=0 paratodo x € [a, b]", y € [a, b]
2. P(x,y)=0six =yparatodoi=l,.., n

3. P(x, y) es quasiconvexa en y para cualquier x, esto es,
P(X, }\ ) }’1 + (1' )\) ' }’2) <= max(P(x, yl)l P(X, }’2))

Denominaremos funcién basada en la funcidn penalty P a la funcién
f(x)=arg ™PP(x,y) .

. .. , . c+d . . , . .
si y es el Unico minimo, ey = — = S el conjunto de minimos es el intervalo [c, d]

Teorema: Cualquier funcién de agregacion promedio puede ser representada como una
funcién basada en una funcién penalty escrita en la Definicion 1.

Ejemplos:

1. La media aritmética es la funcidén basada en la funcion penalty
P(x, ¥)=Xi21 (x; — ¥)?

Y por tanto es la solucién de: minimizar Y-, (x; — y)?

2. La mediana es la funcién basada en la funcién penalty

P(x, y)=Xizq 1% — ¥l

Luego es la solucion de: minimizar Yi-q |x; — y|

Funcidn penalty en producto cartesiano de reticulos

X:(Xll X2y e Xn) y= (ylr---, yp)

X1:(X11, ey le) \

Xo=(Xa1) ey Xop) — P

e

v

X3:(Xn1: (LY an)
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Corolario: Sean a, b e L,={C; x ... xC,,, £, A, V }. Entonces, todas las cadenas maximales que

unen A(a, b) y V(a, b) tienen la misma longitud.

Si L, es el producto cartesiano de m cadenas, entonces la distancia entre x, y € L, puede ser

definida como la longitud de la cadena C con elemento minimal a= A(x, y) y el elemento

maximal b=V(x, y). Es decir
d(x, y)= longitud(C)-1
Es equivalente a:

dix, ¥)= X% d; (x;, ¥) = X% 1% — yil

Método de construccion de FPSPCR

Funciones de disimilitud restringidas reticulares fieles:

Sr(x, ¥)=K(d(x, ¥))=K(X24 [x; — yil)

Siendo K: C -> C una funcién convexa con un Unico minimo en K(0)=0

Teorema: Sean K; : R-> R *funciones convexas con un tnico minimo K;(0)=0 (i=1, ..., m), y sea la
distancia entre conjuntos difusos definida por:

D(AB)=XiZ 1A(w;) — B(w)|
Donde A, B € FS(U) y Cardinal(U)=n. Entonces la aplicacidn

Py: FS(U)" x L' -> R * dada por
PolA, V=D, B)=Si s Ky (D (40, By, )) = St Ko (St g (45) = 3a1)

satisface

1. Py(A,Y)=0
2. Py(A,Y)=0siy solosiA,=y4paracadag=1,..,m
3. Esconvexaeny,paracadaqg=1,.,m
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Ejemplo.

1. Sitomamos Kq(x):x2 para todo g € {1,...,m} entonces

Py(A, Y)=ZZ"=1(Z$=1 |Aq(up) —Vq DZ

2. SiKy(x)=x paratodo q € {1, .., m} entonces

Pu(A, Y)=Xqt1 Xp=1144 (up) = gl

Uso de funciones penalty en nuestra aplicacion

En nuestro caso tenemos 8 matrices las cuales queremos reducir a una sola.

A={x1, . x101}

B={y1, ., Y101}

Luego cada relacion R, construida utilizando un operador de implicacién, tiene 101 filas y 101
columnas:

rn(1,1) - 1r(1,101)
R, = < : : )
r(101,1) - 7,(101,101)
rs(1,1) - 1e(1,101)
Rg = ( : : )
r5(101,1) - 74(101,101)

Las funciones de agregacion utilizadas son: minimo, maximo y la media geométrica(M.G).

El proceso que se utilizara para obtener la relacidn resultante de unir las ocho, serd el
siguiente:

1. Hasta que no lleguemos al final de la matriz
1.1.Selecciona los mismos tres elementos consecutivos para cada relacion.
Ej.

Ran )\ [Ran)\ [Ras,)

7’ ’

(Rii1)g (R1,2)4 (R(1,3)4
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1.2. Generamos todas las posibles maneras de agregarlos

VR3=33=27 posibles maneras

j.
(Ra1,p,) (R1,2),) (R13),)
agregacion(1,1:3)=min : ,min : ,min :
(R,1)g Rz (Ra3)g
(Ra1,n,) (R1,2),) (Rai3),)
agregacion(2, 1:3)=min : ,min : ,max :
(R0 (R1,2) (R13)4
(R1,1,) (R1,2),) (R13),)
agregacion(27, 1:3)=M.G : ,M.G : ,M.G :
(Re1,14 (Ra1,2)4 (Re1,3)4

1.3. Aplicamos la funcién penalty a cada una de las agregaciones del paso 2 y
seleccionamos el minimo.

Py(A, Y)=2qt1 Xp=1(4q (up) —¥)?
j.
_y'3 8 o 2 .
Pi—ZqﬂZp:l(R(p,q)p —agregacion(i,q))“ paraie{l,.., 27}
1.4.Insertamos en la matriz final el resultado del paso 3.
Rrina=agregacion(min(P;), 1:3) siendo 1<i<27

2. Tenemos nuestra relacién final Rs,,(101x101)

Nota: debido a que las matrices estdn compuestas por 10201 elementos, y no es multiplo de
tres, entonces en la Ultima iteracion en vez de coger tres se seleccionaran cuatro elementos.
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Reconstruccion de una regla con el algoritmo del gradiente

Algoritmo del gradiente

Dada la relacidn R se trata de encontrar la familia de conjuntos {A}; y {B}::
1. Creamos las matrices de la iteracion 0 {A%}; y {B°}; aleatoriamente.

2. Construimos la matriz R

Reoy) = \/ 400AB)
i=1

Es decir, para calcular el elemento situado en la posicion (x, y) de la nueva matriz
debemos coger la columna x de la matriz Ay la columna y de la matriz B, hacer el
minimo elemento a elemento y finalmente, calcular el maximo de los minimos
obtenidos.

3. lterar

a. Construimos la funcion costo(fitness), que nos servird para calcular el error

0= > ®-RP= ) (R(x.y)—\C/Ai(xMBi(y))z
i=1

(x,y)ex,y (x,y)ex,y

Qter=" > RGoy) - \/ AT @B (7))?
i=1

(x,y)ex.y
b. Calculamos los valores de A y B para la determinada iteracion

inter
dAi:teT (x)

A%ter+1(x) — Ai:ter(x) -«

inter

BT () = BTN — @ s
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Condicién de parada:
e Alcanzar el nUmero maximo de iteraciones

° Qiter—l _ Qiter < umbral

Las ecuaciones del paso 3.b equivalen:

> Actualizacidn del elemento situado en la fila r y en la columna t de la matriz A seria:

Cols ¢
ATHEVO (1) = A (t) + 2 * a * Z <R(t, y) — \/Ai(t)/\Bi (}’)>
y=1 i=1

o| @A) = \[ 4OABD) |« (4r©) < B0
i=1

i#r

» Actualizacidn del elemento situado en la filar y en la columna t de la matriz B seria:

Filas c
Bruevo() = B (t) + 2 * a * (R(x, t) — Ai(X)/\Bi(t)>

o AONB) = \ [ 4:CONB®) |+ (B () < A-(x))
i=1

i#r
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En este caso tenemos que encontrar cuatro conjuntos de A: A4, A,, A;, A, debido a que
tenemos cuatro antecedentes y luego uno para B.

Después de aplicar el algoritmo del gradiente sobre la Ry, obtenemos la siguiente familia del
conjunto de A (A, A,, Az, Ay):

Antecedente 1 Antecedente 2
1 M 1
| i ﬂ ]
08 08
o =
< 2
L] [}
S 06 '1 = 0.6|
S 5 d
o o
S 04 J =04
H | H j
© 02 V VJ © 02 [\
0 : . L . 1 0 - : - . ]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Referencial X Referencial X
Antecedente 3 Antecedente 4
1 n 1
08 08
o o
s 06 s 06
3 g H
S 04 1 S 04
3 2
© 02 o2 ‘ J~
0 - . - - ] 0 - - - - )
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Referencial X Referencial X

Fig.3.1. Los conjuntos de los antecedentes (A4, A,, Az, As)
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Y como consecuente B:

Fig.3.2. El conjunto del consecuente (B)

El resultado es la obtencién de una Unica regla:

o SiX;=A1y X;=A,y X3=Azy X;=A,; entonces Y=B.
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Aplicacion del nuevo algoritmo GMP utilizando indices de
igualdad e overlap

Este método trabaja con reglas que solamente tiene un antecedente (X=A), asique debemos
agregar los cuatro antecedentes de la “Fig.2.6.” utilizando una t-norma, como por ejemplo el
minimo.

El conjunto difuso A es:

Un unico antecedente

091
08

0.7

04

Grado de pertenencia
(=]
o

03

02F

0.1 f

0 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Referencial X

Fig.4.1. Agregacion de los cuatro antecedentes
Hemos transformado una regla formada por cuatro antecedentes a otra con uno solo:

o Si X=A entonces Y=B.
Estudio de los axiomas de Fukami
Escogemos los siguientes indices de igualdad y overlap:
1w 1%
BQoi(4,B) = AG: ) AL T—AG) +B®), > AL 1=BG) +A@) }
i=1 i=1
O(A,B)=V A(x;)A\B(x;)

Vamos a comprobar sus axiomas a partir de realizar una serie de ejemplos.

31



Proposicion 1: Bajo la condiciones de algoritmo, se cumple.
(F1) If A’=Athen B’=B

Se obtiene el valorde y = 1.

Ejemplo 1: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’, en los casos en los que A’ = A.

SiX= AentoncesY =B

X=A
Y=B’
1r 1
B
09t A I
Rk, 0.99 ) B=B

0.8+ 0.98|

071
e o 097+
£ s
iz & 0961
2 05} ' 2
3 | 1 S 095f
= FI 1 t
& i ) ‘ | G 094}

03} il | | |

i 1 T R l |
o2k L] L i | I 093+
01} ! il ¥t | | V 0921 |
i |
W s , k3
0 L ! L 1 1 ) 0.91 L L 1 1 )
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Referencial X Referencial Y

Fig.4.2. Estudio del primer axioma de Fukami

Proposicion 2: Bajo la condiciones de algoritmo, se puede concluir a que satisface el siguiente
axioma.

(F2) If A’=A” then B’=B

Si A’=A° con g1 entonces B’=B

Eiemplo 2: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’, aplicando el modificador
“muy”, es decir, A=A’

Si X = A entonces Y =B
X= A’

Y=B’
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-,
1
—_

S— —= |
0.9r —— A=A2 0.99F ———B=B
e 098} |
07+ i | sl
= = 097}
o o \
s 06F s
2 2 0.9 |
305 3 Vo
3 S 095F | ‘
S 04 < k4
2 2 \
0] @ 094f |
0.3} :;
ol 0831 | i‘
0.1 0.92} ];f
0 i \ N b WU A 091 1 ! ! ! ]
4 0 2 4 6 8 10
Referencial X Referencial Y

Fig.4.3. Estudio del segundo axioma de Fukami
Proposicion 3: Bajo la condiciones de algoritmo satisface el tercer axioma de Fukami:
(F3) If A’=A"2 then B’=B"?
Si A’=A" con 0<g<1y A(x;)A’(x;)# 1 para todo x; € X entonces B’=B*

Ejemplo 3: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’, aplicando el modificador “mas

o0 menos”, es decir, A=AY?

SiX= A entonces Y =B

X = AY2
Y=B’
1 1r
099
098F ',
X} @ 097f [
o (&) 2
o c 9|
) @ | |
s S 096\ |
2 2 1
8 S 095¢ —eHe
o o
® =
(0] G 094}
093+
092
0-91 1 1 1 1 ]
0 2 4 6 8 10
Referencial X Referencial Y

Fig.4.4. Estudio del tercer axioma de Fukami
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Proposicion 4: Bajo la condiciones de algoritmo satisface:

(F4) If A’=Acthen B’=Y

Ejemplo 4: En este ejemplo vamos a calcular el consecuente B’ siendo A’ el complementario de
A, esto es, A’=Ac

SiX= AentoncesY =B

X= Ac
Y=B’
1r ) 1 : | 1
([N, Lkl |
B R g I RS
1! ‘A[ ihl i F" b;l i ‘H [ ‘ f ‘ "M }H \[
0.8 'El.‘ |' ;“\ }f‘!. U‘ \ ] ‘ ‘ j;l‘ r,’ ‘ k‘ 1‘ [‘\ 098}
o.7-1’ “ I ‘ IR ‘ {
= ” r f \ \[ ‘ | = 097}
S 06) - || £
Sl [—A -‘ : § 096}
= S 095}
g g
@ G 0941
H 0.93f
N 092}
R e
Referencial X Referencial Y

Fig.4.5. Estudio del cuarto axioma de Fukami
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Conclusiones y lineas futuras

En este trabajo hemos partido de un sistema de reglas y finalmente hemos acabado con una

Unica regla resultante del sistema, la cual hemos utilizado para clasificar nuevos datos. Como

linea futura podria incorporar al proyecto el algoritmo gravitacional, en el apartado de

reconstruccion de una regla.
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