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Nota para el lector

A lo largo de la memoria, la palabra grupo se entender�a como grupo �nito.
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Introducci�on

Como es sabido, la teor��a de Cli�ord para caracteres de grupos �nitos estudia

la descomposici�on en irreducibles del car�acter inducido a un grupo G de uno

dado en H � G, as�� como la del restringido a H de un car�acter de G.

El desarrollo de esta teor��a en el anillo de caracteres generalizados sobre C,

R(G), es posible gracias a que se puede de�nir un producto escalar

[ ; ] : R(G)�R(G) �! Z

respecto del cual el conjunto de caracteres irreducibles de G, f�i; i = 1 : : : ng,

forma una base ortonormal.

Adem�as, la inducci�on y la restricci�on de caracteres son adjuntas respecto

de los correspondientes productos escalares, es decir, se veri�ca la conocida

Ley de Frobenius:

[�H ; �]H = [�; �G]G

para todo � 2 R(G) y para todo � 2 R(H), en donde �H denota el restringido

del car�acter � a H y �G el inducido del car�acter � a G.

Esto permite expresar �G como suma de caracteres irreducibles de G,

�G =
Pn
i=1 ti�i, en donde

ti = [�G; �i] = [�; (�i)H ]:
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De la misma forma se expresa �H como suma de caracteres irreducibles de

H.

Las analog��as que presentan la inducci�on y restricci�on de conjuntos sobre

los que act�ua un grupo G con sus hom�onimas para caracteres hac��an pensar

en la posibilidad de desarrollar una teor��a de Cli�ord para G-conjuntos. El

marco adecuado para tal desarrollo ser��a el anillo de Burnside del grupo, 
(G),

Z-m�odulo libre que tiene como base el conjunto de las clases de isomorf��a de

G-conjuntos simples, f[G=U ]g, en donde (U) recorre el conjunto de clases de

conjugaci�on de G, C(G), y en el que se considera, adem�as, una operaci�on

producto de�nida a trav�es del producto cartesiano de G-conjuntos.

Para poder trasladar resultados de la teor��a de Cli�ord para caracteres al

anillo de Burnside, parec��a ser de utilidad el homomor�smo linealizaci�on que

asocia a cada G-conjunto simple, G=U , un car�acter permutaci�on de la siguiente

forma:

Sea V el espacio vectorial sobre Q que tiene como base los elementos de

G=U . V es Q[G]-m�odulo con la acci�on que se obtiene al extender la de G sobre

los elementos de la base.

Su car�acter asociado resulta ser el inducido a G del car�acter trivial del

subgrupo U , que se denota por (1U)
G.

La aplicaci�on que asigna a cada G-conjunto G=U el car�acter (1U)
G se ex-

tiende a un homomor�smo de anillos � : 
(G) �! RQ(G), en donde RQ(G)

es el anillo de caracteres racionales de G, es decir, el anillo de caracteres de

Q[G]-m�odulos.

Th�evenaz[?] de�ne, utilizando este homomor�smo, una aplicaci�on bilineal



� : 
(G)� 
(G) �! Z

dada por

�(x; y) = [�(x); �(y)]:

De esta forma, utilizando la ley de reciprocidad de Frobenius y la f�ormula

de Mackey de la teor��a de caracteres, se tiene:

�(G=U;G=V ) = [(1U)
G; (1V )

G] = [1U ; ((1V )
G)U ]

= [1U ;
X
V xU

(1U\V x)
U ] =

X
V xU

[1U\V x ; 1U\V x ]

= cardfdobles coclases V xUg:

Como el homomor�smo � conmuta con la inducci�on y la restricci�on de


(G) y RQ(G), la forma bilineal � veri�ca la ley de reciprocidad de Frobenius,

elemento clave de la teor��a de Cli�ord para caracteres. Esto la hac��a, en

principio, adecuada a nuestro prop�osito de desarrollar en el anillo de Burnside

una teor��a de Cli�ord.

El problema es que dicha forma bilineal no tiene por qu�e ser siempre regular

y no sirve para nuestro objetivo.

De hecho, Th�evenaz[?] demuestra que la matriz A de la forma bilineal �

respecto de la base can�onica de 
(G), f[G=U ]; (U) 2 C(G)g, tiene como rango

el n�umero de clases de conjugaci�on de subgrupos c��clicos de G.

Como consecuencia, obtiene que A es regular si y s�olo si el grupo G es

c��clico.

Hab��a que buscar, por tanto, otra forma bilineal en 
(G) y parec��a m�as

conveniente elegir primero una base del anillo de Burnside en la que poder



expresar c�omodamente los G-conjuntos inducido y restringido de uno dado y

de�nir despu�es un producto escalar respecto del cual dicha base fuera ortonor-

mal.

Un primer intento fue tomar como base de 
(G) la formada por los ele-

mentos idempotentes del anillo, cuya expresi�on, dada por Gluck[?] y por

Yoshida[?], utiliza la funci�on de M�obius asociada al ret��culo de los subgrupos

de G.

Pronto se vio que esta opci�on no era la m�as acertada y se pens�o que los

G-conjuntos simples ser��an, por su sencillez, los m�as adecuados para jugar en

nuestra teor��a el papel de los caracteres irreducibles en la teor��a de Cli�ord.

Con esta idea, de�nimos un producto escalar en 
(G) por

< G=U;G=V >=

8>><
>>:

1 si (U)G = (V )G

0 si (U)G 6= (V )G

respecto del cual, obviamente, la base f[G=U ]; (U) 2 C(G)g es ortonormal.

Pero con este producto escalar y la conocida inducci�on de G-conjuntos, la

ley de reciprocidad de Frobenius dejaba de veri�carse.

Se hac��a necesario, por tanto, de�nir una nueva inducci�on que fuera ad-

junta de la restricci�on respecto del producto escalar < ; > de�nido arriba, que

denominamos elevaci�on.

Con este material, comenzamos el desarrollo de nuestra teor��a en el anillo

de Burnside, en la que nos aparecen conceptos an�alogos a los de subgrupo de

inercia o ��ndice de rami�caci�on, as�� como resultados formalmente parecidos a

los de la teor��a de caracteres para el casoH<G, que se recogen en el Cap��tulo 1



de la memoria. (Ver los teoremas ?? y ??).

La obtenci�on de estos primeros resultados justi�ca el estudio en mayor

profundidad de la elevaci�on . En el Cap��tulo 2 se de�nen en G-conjuntos,

utilizando la elevaci�on, conceptos que en caracteres vienen dados a trav�es de

la inducci�on, como los de car�acter primitivo, cuasi-primitivo, grado, car�acter

monomial o M-grupo.

De esta forma, se de�ne G-conjunto d�ebilmente primitivo como un G-con-

junto que no es el elevado de un H-conjunto para ning�un H � G y se estudian

los grupos G en los que todo G-conjunto es d�ebilmente primitivo ( Teore-

ma ??), as�� como aqu�ellos en los que los �unicos G-conjuntos no triviales con

esta propiedad son los primitivos. (Ver Teorema ??).

Para ello se utilizan, adem�as de las t�ecnicas propias de teor��a de grupos,

propiedades relacionadas con la funci�on de M�obius del ret��culo de los subgrupos

de G, que se muestra una vez m�as como una potente herramienta en el estudio

de problemas relacionados con la estructura reticular del grupo.

Se de�ne a continuaci�on el grado de un G-conjunto simple G=U como el

��ndice deNG(U) enG. Aunque puede parecer m�as natural tomar como grado el

tama~no del G-conjunto, j G : U j, la de�nici�on elegida proporciona un concepto

m�as adecuado de G-conjunto monomial, como el elevado de un H-conjunto

de grado uno, y permite estudiar los grupos en los que todo G-conjunto es

monomial. Se demuestra que estos grupos coinciden con los grupos nilpotentes

(Teorema ??), a diferencia de lo que ocurre con los M-grupos (grupos en los

que todo car�acter es monomial).

Se estudia tambi�en un concepto an�alogo al de car�acter monomial relativo



a un subgrupo normal N ; se demuestra que, en un grupo G, los subgrupos

normales N de G tales que todo G-conjunto simple es monomial relativo a

N son exactamente aqu�ellos que dan cociente nilpotente (o equivalentemente,

aqu�ellos que contienen al residual nilpotente o hiperconmutador). (Ver Teo-

rema ??).

Para terminar el trabajo, parec��a interesante encontrar en G-conjuntos un

resultado similar al teorema de descomposici�on de una representaci�on irre-

ducible de G como producto tensorial de representaciones proyectivas. Con

ello se completar��a el estudio en el anillo de Burnside de los resultados funda-

mentales del art��culo original de Cli�ord[?].

Se hac��a necesario, por tanto, de�nir un concepto deG-conjunto proyectivo,

o mejor a�un, de extensi�on proyectiva a G de un H-conjunto, con H < G, y un

producto tensorial que permitiera descomponer un G-conjunto simple.

En esta �ultima parte del trabajo, recogida en el Cap��tulo 3 de la memoria,

se utiliza un lenguaje distinto al de los cap��tulos anteriores. Conviene ver un

H-conjunto de orden l como un homomor�smo  de H en �l, o lo que es lo

mismo, como una representaci�on por permutaciones de H.

Se de�ne extensi�on proyectiva de  a G, cuando H es normal en G, como

una aplicaci�on T : G �! �l que extiende a  y que adem�as veri�ca, para

todos g 2 G y h 2 H,

T (ghg�1) = T (g)T (h)T (g)�1:

En el caso conocido de las representaciones proyectivas se llega a que, si

R es una tal representaci�on proyectiva de un grupo G que extiende a una

representaci�on de H irreducible, entonces, para cualesquiera g, g0 2 G, la



matriz R(g0g)�1R(g0)R(g) es un valor escalar. En nuestro caso, podremos

asegurar nada m�as que T (g0g)�1T (g0)T (g) es un elemento del centralizador en

�l del conjunto imagen de  .

Con estas ideas se establece, en primer lugar, un teorema de existencia

de extensi�on proyectiva de un H-conjunto ordinario. (Ver Teorema ??). Se

estudian tambi�en algunos casos relevantes en los que dicha extensi�on es �unica.

A continuaci�on, se de�ne el producto tensorial de una extensi�on proyectiva

T de un H-conjunto simple de orden l, H=U , por un G=H-conjunto ordinario

de orden m, G=S, como una representaci�on por permutaciones de G en el

producto orlado �l o �m, que, en general, es proyectiva y cuya restricci�on a H

da como resultado la suma de m copias de H=U .

Adem�as, esta representaci�on producto es G-conjunto ordinario si y s�olo si

la restricci�on de T a S es homomor�smo. (Ver Proposici�on ??).

Se ve tambi�en que, en el caso en que las dos representaciones que intervienen

en el producto sean ordinarias, el resultado es equivalente al del producto

cartesiano entre G-conjuntos, como era deseable. (Ver Corolario ??).

Con esta de�nici�on, se establece un teorema de descomposici�on de un

G- conjunto simple, G=V , con restricci�on a H homog�enea,

G=V = aUVH=U;

como producto de una extensi�on proyectiva de H=U por el G=H-conjunto

ordinario G=V H. (Ver Teorema ??).

En el caso en que G = HL, producto directo, se obtiene como corolario

que todo G-conjunto simple es producto tensorial de una extensi�on proyectiva

de un H-conjunto por un L-conjunto. (Ver Corolario ??).





Cap��tulo 0

Resultados previos

En este cap��tulo previo se introducen algunos conceptos y resultados b�asicos

sobre G-conjuntos, anillo de Burnside y funci�on de M�obius con el �n de hacer

la memoria lo m�as autocontenida posible. Apenas se incluye aqu�� material

original, salvo en alg�un caso por el enfoque dado, por lo que las demostraciones

se presentan de forma esquem�atica o se suprimen.

0.1 G-conjuntos

Los contenidos de este p�arrafo, en su mayor parte, se encuentran desarrollados

con detalle en las notas de Dress[?] o en el libro de Rotman[?].

De�niciones 0.1.1

(i) Sea G un grupo. Se llama G-conjunto de orden n a un conjunto X de n

elementos junto con una aplicaci�on

� : G�X �! X;
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donde �(g; x) se denota por g � x, que veri�que, para todos g; h 2 G,

x 2 X:

(a) hg � x = h � (g � x) y

(b) 1 � x = x.

(ii) Si X es G-conjunto, se llama G-�orbita de x 2 X a

Gx = fg � x; g 2 Gg:

(iii) En las mismas condiciones, se llama estabilizador de x en G a

Gx = fg 2 G; g � x = xg;

que es subgrupo de G.

Si x1; x2 2 X, el estabilizador de x2 en Gx1,

(Gx1)x2 = fg 2 G; g � x1 = x1; g � x2 = x2g;

se denota Gx1x2.

De manera an�aloga se de�ne el estabilizador de x1; : : : ; xk 2 X, que se

denota Gx1:::xk , como fg 2 G; g � xi = xi; i = 1; : : : ; kg.

(iv) Se llama estabilizador del subconjunto fx1; : : : ; xkg de X a

Gfx1;:::;xkg = fg 2 G; g � xi 2 fx1; : : : ; xkg; i = 1; : : : ; kg:

(v) X, G-conjunto, se dice simple o transitivo si para todos x; y 2 X existe

g 2 G tal que g � x = y.



(vi) Se dice que dos G-conjuntos X,Y son G-isomorfos si existe una apli-

caci�on biyectiva f : X �! Y tal que f(g �x) = g � f(x) para todos g 2 G,

x 2 X. Denotaremos por [X] la clase de isomorf��a de un G-conjunto X.

Es conocida la siguiente proposici�on.

Proposici�on 0.1.2 (Ver [?, prop.3.1 y corol.])

(i) Si X es G-conjunto transitivo, x 2 X y U = Gx, entonces X es G-iso-

morfo al G-conjunto G=U de clases a izquierda de U en G con la acci�on

por multiplicaci�on a izquierda: g � hU = ghU .

(ii) Los G-conjuntos transitivos G=U y G=V son G-isomorfos si y s�olo si los

subgrupos U y V son conjugados en G.

Observaci�on 0.1.3

Para cada G-conjunto X = fx1; : : : ; xng, se de�ne de forma natural la

aplicaci�on ' : G �! �n dada por

'(g)(i) = j si g � xi = xj:

Obviamente la de�nici�on de ' depende de la forma en que se hayan orde-

nado los elementos de X. Es f�acil comprobar que esta aplicaci�on es homomor-

�smo de grupos.

Rec��procamente, dados ' : G �! �n, homomor�smo de grupos, y el

conjunto X = fx1; : : : ; xng, se puede dotar a X de estructura de G-conjunto

de�niendo la aplicaci�on � : G�X �! X mediante

�(g; xi) = xj si '(g)(i) = j:



De�niciones 0.1.4

(i) Un homomor�smo ' : G �! �n se denomina representaci�on por per-

mutaciones de G de grado n. Se dir�a que ' est�a asociada al G-conjunto

X si est�a de�nida seg�un lo expresado en la observaci�on anterior.

(ii) Se dice que una representaci�on por permutaciones de G de grado n, ',

es transitiva o irreducible si, para cualesquiera i; j 2 f1; : : : ; ng, existe

g 2 G tal que '(g)(i) = j.

(iii) Dos representaciones por permutaciones '; '0 : G �! �n se dicen equi-

valentes si existe � 2 �n tal que

� � '(g) = '0(g) � � para todo g 2 G:

Es f�acil demostrar la siguiente proposici�on.

Proposici�on 0.1.5

(i) Un G-conjunto X es transitivo si y s�olo si cualquier representaci�on aso-

ciada a X es transitiva.

(ii) Si ' es una representaci�on asociada al G-conjunto X, el estabilizador de

x1; : : : ; xk es

fg 2 G; '(g)(i) = i; i = 1; : : : ; kg:

(iii) Dados dos G-conjuntos X y X 0, ' : G �! �n, una representaci�on

asociada a X y '0 : G �! �n, una representaci�on asociada a X 0, se

tiene:

X y X 0 son G-isomorfos si y s�olo si ' y '0 son equivalentes.



0.2 Anillo de Burnside

Una exposici�on detallada de las ideas b�asicas sobre el anillo de Burnside puede

verse en Dress[?] o en tom Dieck[?].

De�nici�on 0.2.1 Dados dos G-conjuntos X e Y , llamaremos suma de ambos

al G-conjunto uni�on disjunta X _[Y con la acci�on obvia de G.

Esta operaci�on es compatible con la relaci�on de isormorf��a de G-conjuntos,

lo que permite de�nir la suma de las clases de isormorf��a :

[X] + [Y ] = [X _[Y ]:

Dado que todo G-conjunto X se puede escribir como uni�on disjunta de sus

�orbitas, X = _SOi, y que cada �orbita Oi es G-isomorfa al conjunto de clases

a izquierda G=Ui, donde Ui es el subgrupo estabilizador de un elemento de la

�orbita, podemos escribir

[X] =
X
i

[G=Ui];

o bien, agrupando G-conjuntos isomorfos,

[X] =
X

(U)G2C(G)

tU [G=U ]; con los tU 2 N;

en donde C(G) denota el conjunto de clases de conjugaci�on de subgrupos de

G y (U)G denota la clase de conjugaci�on del subgrupo U en G. Escribiremos

solamente (U) cuando no haya posibilidad de confusi�on.

De�nici�on 0.2.2 Dados U y V subgrupos de G, diremos que U es subconju-

gado de V en G, y lo escribiremos U <
�
V o (U)G � (V )G, si existe x 2 G tal

que Ux � V .



De�nici�on 0.2.3 El producto cartesiano de dos G-conjuntos X e Y , X � Y ,

es un G-conjunto con la acci�on diagonal

g � (x; y) = (g � x; g � y);

que se llama producto de X por Y .

El producto de G-conjuntos es compatible con la relaci�on de isormorf��a, con

lo que queda de�nido un producto de clases de isormorf��a de G-conjuntos:

[X] � [Y ] = [X � Y ]:

El conjunto de las clases de isomorf��a de G-conjuntos, con las operaciones

suma y producto de�nidas, es un semianillo conmutativo que denotaremos


+(G). Ha quedado visto que


+(G) = f
X

(U)G2C(G)

tU [G=U ]; tU 2 Ng:

De�nici�on 0.2.4 El anillo de Grothendieck de 
+(G) se llama anillo de Burn-

side de G y lo denotaremos 
(G).

Es f�acil observar que


(G) = f
X

(U)G2C(G)

tU [G=U ]; tU 2 Zg:

El anillo de Burnside puede considerarse una construcci�on de tipo funtorial

que, adem�as de asociar a cada grupo G el anillo 
(G), asocia a cada homo-

mor�smo de grupos H �! G un homomor�smo de anillos 
(G) �! 
(H)

llamado restricci�on y un homomor�smo de Z-m�odulos 
(H) �! 
(G) llamado

inducci�on.



Estos homomor�smos se encuentran descritos en Dress[?] y Ochoa[?] para

un homomor�smo cualquiera f : H �! G. Destacamos los siguientes casos

particulares, que pueden verse en Yoshida[?]:

(i) Si H � G y X es G-conjunto, llamamos restringido de X a H al H-con-

junto cuyos elementos siguen siendo los de X y que resulta de considerar

s�olo la acci�on de los elementos de H. Lo denotaremos por XH .

Es f�acil ver que la restricci�on as�� de�nida respeta clases de isomorf��a y

que se puede extender por linealidad a una aplicaci�on,

ResGH : 
(G) �! 
(H);

que resulta ser homomor�smo de anillos.

(ii) SiH � G yX esH-conjunto, se construye el conjunto cocienteG�X= �,

donde la relaci�on de equivalencia viene dada por:

(g; x) � (g1; x1) si y s�olo si existe h 2 H tal que g1 = gh y x1 = h�1 � x.

Dicho conjunto resulta ser G-conjunto con la acci�on

g1 � [(g; x)] = [(g1g; x)]:

Lo llamaremos inducido de X a G y lo denotaremos XG.

Es f�acil comprobar que

[(H=U)G] = [G=U ] para todo H-conjunto simple H=U

y que tambi�en la inducci�on as�� de�nida respeta las clases de isomorf��a de

H-conjuntos.



Extendiendo por linealidad la aplicaci�on inducci�on, se obtiene un homo-

mor�smo de Z-m�odulos

IndGH : 
(H) �! 
(G):

(iii) Si N < G, entonces todo G=N -conjunto X puede ser inado a un G-con-

junto de�niendo sobre X la acci�on g � x = (gN) � x.

Aparece, as��, un homomor�smo de anillos

Inf : 
(G=N) �! 
(G);

que es un caso particular de la restricci�on: la correspondiente al homo-

mor�smo proyecci�on can�onica de G en G=N .

Si para cada U � G, denotamos U = UN=N , se tiene

[Inf(G=U)] = [G=UN ]:

(iv) Si H � G, g 2 G y Hg = g�1Hg, se de�ne, para cada H-conjunto X,

su conjugado como el Hg-conjunto g�1X formado por los s��mbolos g�1x,

x 2 X, con la acci�on obvia:

hg � g�1x = g�1(h � x):

Se comprueba f�acilmente que

[g�1(H=U)] = [Hg=U g]

para todo H-conjunto simple H=U .

En particular, si H<G, el conjugado de H=U por g es isomorfo a H=U g.



Esta conjugaci�on respeta tambi�en las clases de isomorf��a de H-conjuntos

y da lugar a un homomor�smo de anillos:

ConjgH : 
(H) �! 
(Hg):

Este homomor�smo vuelve a ser un caso particular de la restricci�on

cuando se considera el homomor�smo Hg �! H dado por hg 7�! h.

Las principales propiedades de estos homomor�smos son (ver Dress[?] y

Ochoa[?]):

Proposici�on 0.2.5 (Ley de Frobenius) Si H � G, x 2 
(H) e y 2 
(G),

entonces:

IndGH(x) � y = IndGH(x � Res
G
H(y)):

Proposici�on 0.2.6 (F�ormula de Mackey) Si H;K � G, entonces

ResGK � Ind
G
H =

X
HgK

IndKK\Hg � ResH
g

K\Hg � Conj
g
H ;

en donde el sumatorio recorre las dobles coclases de H y K en G y, utilizando

notaci�on funcional, consideramos que act�ua primero el homomor�smo de la

derecha. Es decir, si X es H-conjunto, se tiene

[(XG)K ] =
X
HgK

[((g�1X)K\Hg)K ]:

Como consecuencia directa de la F�ormula de Mackey y observando que

G=V = IndGV (V=V ), se obtiene:

Proposici�on 0.2.7 Si H � G, se veri�ca para todo G-conjunto simple G=V :

[(G=V )H ] =
X
V xH

[H=(H \ V x)];

en donde el sumatorio recorre las dobles coclases de V y H en G.



Utilizando este resultado junto con la Ley de Frobenius, se obtiene la si-

guiente expresi�on para el producto de G-conjuntos simples:

Proposici�on 0.2.8

[G=V �G=W ] =
X
WxV

[G=(V \W x)];

en donde el sumatorio recorre las dobles coclases de W y V en G.

0.3 Funci�on de M�obius en un poset

La referencia b�asica para el estudio de la funci�on de M�obius es Rota[?]. El

art��culo de Hawkes, Isaacs y Ozaydin [?] da demostraciones puramente com-

binatorias de algunos resultados de Rota y ampl��a el estudio de esta funci�on.

En lo que se re�ere a la relaci�on entre funci�on de M�obius y anillo de

Burnside, puede consultarse tambi�en Yoshida [?], Kratzer-Th�evenaz [?] o

Solomon [?].

De�niciones 0.3.1

(i) Llamaremos poset a un conjunto parcialmente ordenado (X;�) que sea

adem�as localmente �nito, es decir, que veri�que para todos x; y 2 X que

fz 2 X; x � z � yg es un conjunto �nito.

(ii) Se dice que un poset (X;�) es semirret��culo inferior si existe el ��n�mo

de fx; yg, que denotamos x ^ y, para todos x; y 2 X.

(iii) An�alogamente, se dice que un poset (X;�) es semirret��culo superior si

existe el supremo de fx; yg, que denotamos x _ y, para todos x; y 2 X.



(iv) Un poset que es semirret��culo inferior y superior se denomina ret��culo.

(v) Si x < y en un poset X, se dice que x es maximal en y si para todo

t 2 X con x � t < y, se tiene x = t.

(vi) Si (X;�) es un poset, se llama funci�on de M�obius en X a la aplicaci�on

� : X �X �! Z que veri�ca

�(a; b) = 0 si a 6� b

y que est�a de�nida recursivamente cuando a � b por las ecuaciones

�(a; a) = 1

X
a�x�b

�(a; x) = 0 si a < b:

Nos interesa destacar los siguientes resultados, cuya notaci�on y presentaci�on

ha sido adaptada a nuestras necesidades:

Proposici�on 0.3.2 (Ver [?, Lema 2.4]).

Si X es semirret��culo inferior y x no es intersecci�on de maximales en y,

entonces �(x; y) = 0.

Proposici�on 0.3.3 (Ver [?, Cor. de Prop.5.4] o bien [?, Lema 2.7]).

Sea X un poset con un elemento m�aximo 1 y sea a < 1 un elemento de X

tal que existe ��n�mo de fa; xg para todo x 2 X. Entonces, para cada b 2 X,

se veri�ca

X
a^x=b

�(x; 1) = 0:



En esta memoria, nos interesar�a el poset S(G) de los subgrupos de un grupo

G con la relaci�on �, que es un ret��culo ya que, dados U; V 2 S(G), el menor

subgrupo que contiene a U y V , hU; V i, es el supremo de fU; V g y el subgrupo

intersecci�on, U \ V , es el ��n�mo de fU; V g.

Adem�as, (S(G);�) posee al 1 como elemento m��nimo y a G como elemento

m�aximo.

Podemos, por tanto, escribir la proposici�on anterior para el caso del ret��culo

S(G).

Proposici�on 0.3.4 Sea H < G. Entonces, para cada U � G, se veri�ca

X
H\S=U

�(S;G) = 0:



Cap��tulo 1

Teor��a de Cli�ord en el anillo

de Burnside

A partir de ahora seguiremos, por comodidad, la siguiente notaci�on. Si G es un

grupo y V es un subgrupo de G, con G=V se denotar�a la clase de G-isomorf��a

del G-conjunto G=V , es decir, consideraremos G=V como elemento del anillo

de Burnside de G.

En este cap��tulo nos proponemos desarrollar en el anillo de Burnside una

teor��a an�aloga a la teor��a de Cli�ord sobre descomposici�on en suma de irre-

ducibles de los caracteres inducido y restringido de uno dado.

Esta teor��a, para caracteres complejos, explota constantemente un par de

hechos bien conocidos:

(i) El conjunto de los caracteres irreducibles sobre C de un grupo �nito G,

Irr(G), forma una base del Z-m�odulo libre R(G) de los caracteres gene-

ralizados de G y esta base es ortonormal respecto del producto escalar
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habitual, que viene dado por la f�ormula:

[�; �]G =
1

j G j

X
g2G

�(g)�(g);

para �; � 2 R(G).

(ii) Las aplicaciones restricci�on e inducci�on de caracteres son adjuntas res-

pecto a los oportunos productos escalares, es decir,

[�H ; �]H = [�; �G]G para todos � 2 R(G); � 2 R(H);

lo que se denomina Ley de reciprocidad de Frobenius.

Para poder desarrollar en el anillo de Burnside de un grupo una teor��a an�aloga

a la teor��a de Cli�ord para caracteres, los hechos citados arriba deben tener

una r�eplica apropiada.

Nos interesa, por tanto, de�nir un producto escalar en 
(G), respecto

del cual f[G=U ]; (U) 2 C(G)g sea una base ortonormal. De esta forma,

los G-conjuntos simples jugar�an en nuestra teor��a el mismo papel que los ca-

racteres irreducibles en la teor��a de Cli�ord, es decir, ser�an los �atomos en la

descomposici�on del conjunto inducido o restringido de uno dado.

Sea

< G=U;G=V >=

8>><
>>:

1 si (U)G = (V )G

0 si (U)G 6= (V )G

:

Extendiendo por Z-bilinealidad la aplicaci�on denotada por<;> al producto


(G)� 
(G), se obtiene de forma natural un producto escalar en el anillo de



Burnside, respecto del cual la base can�onica es ortonormal. De esta forma,

todo elemento x 2 
(G) puede escribirse como

x =
X

(V )2C(G)

tVG=V;

con tV =< x;G=V >, perteneciente a Z.

Si x es G-conjunto, diremos que G=V es componente simple de x si tV 6= 0.

Pero con este producto escalar y la conocida inducci�on de G-conjuntos, la

ley de reciprocidad de Frobenius deja de veri�carse.

Por ejemplo, si H � G con j G : H j= 2, se tiene

< (H=H)G; G=H >=< G=H;G=H >= 1;

mientras que

< (H=H; (G=H)H >=< H=H;
X
HxH

H=H \Hx >=< H=H;
X
xH

H=H >

por ser H < G. Y este �ultimo valor es 2.

La idea es, por tanto, de�nir una nueva inducci�on que sea adjunta de la res-

tricci�on respecto del producto escalar de�nido arriba, para la que proponemos

el nombre de elevaci�on.

De�nici�on 1.0.5 Dado un grupo G, si H es subgrupo de G y H=U es H-con-

junto simple, llamaremos elevado de H=U a G al G-conjunto (H=U) "G que

veri�ca:

< (H=U) "G; G=V >G=< H=U; (G=V )H >H

para toda (V )G 2 C(G).



Notemos que la de�nici�on es correcta porque no depende del representante

elegido en (U)H ni del representante elegido en cada (V )G. Adem�as, queda

un��vocamente determinado el G-conjunto (H=U) "G.

Esta aplicaci�on elevaci�on se extiende por linealidad a un homomor�smo de

Z-m�odulos de 
(H) en 
(G) que veri�ca las siguientes propiedades inmediatas:

(i) Ley de reciprocidad de Frobenius:

< x "G; y >G= < x; y H >H para todos x 2 
(H), y 2 
(G).

En efecto, puesto que el producto escalar es lineal en ambas componentes

y la propiedad es v�alida para H-conjuntos y G-conjuntos simples por la

propia de�nici�on de elevaci�on.

(ii) La elevaci�on es transitiva:

Si U � H � K � G, se veri�ca ((H=U) "K) "G= (H=U) "G.

En efecto, para cada G-conjunto simple G=V ,

< ((H=U) "K) "G; G=V >=< (H=U) "K ; (G=V )K >

= < H=U; (G=V )H >=< (H=U) "G; G=V > :

Evidentemente, para cada U � H � G, podemos escribir

(H=U) "G=
X

(V )2C(G)

aUVG=V

con los aUV enteros no negativos.

Adem�as,

aUV =< (H=U)"G; G=V >=< H=U; (G=V )H >



y, por tanto, para cada V � G,

(G=V )H =
X

(U)2C(H)

aUVH=U:

Proposici�on 1.0.6 Dado un grupo G, si U � H � G y V � G, se tiene

(i) aUV = cardfV xH; H \ V x = Uh para alg�un h 2 Hg.

(ii) Si (U)G 6� (V )G, entonces aUV = 0.

Demostraci�on

aUV = < H=U; (G=V )H >=< H=U;
X
V xH

H=(H \ V x) >

= cardfV xH; H \ V x 2 (U)Hg

= cardfV xH; H \ V x = Uh para alg�un h 2 Hg:

En particular, si (U)G 6� (V )G, aUV = 0.

El rec��proco del apartado (ii) de la proposici�on ?? no es cierto en general,

como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.0.7 Consideremos el grupo

G = hx; y; a : x2 = y2 = a3 = 1 = [x; y]; xa = y; ya = xyi �= A4

y en �el los subgrupos U = hxi y V = H = hxyi.

Como V es subgrupo normal de G, se veri�ca

aUV = cardfV xV ; V \ V x = Uh para alg�un h 2 Hg

= cardfxV ; V \ V x = Ug = 0:

Sin embargo, es claro que (U)G � (V )G.



Otra propiedad interesante de la elevaci�on es que se comporta bien al pasar

al cociente por ciertos subgrupos normales.

Proposici�on 1.0.8 Sean N � U � H � G, con N < G. Entonces,

(H=U) "G=
X

(V )2C(G)

aUVG=V () (H=U) "G=
X

(V )2C(G)

aU VG=V ;

con aU V = aUV para todo (V ) 2 C(G), donde la barra denota la imagen por el

epimor�smo natural de G en G=N .

Demostraci�on Las �unicas clases de conjugaci�on (V )G para las que el coe�-

ciente aUV puede ser no nulo son las que veri�can (U)G � (V )G. Tambi�en en G,

las �unicas clases (V )G que pueden aparecer en el sumatorio del enunciado con

coe�ciente aU V 6= 0 son las de la forma (U)G � (V )G. Como N � U , podemos

establecer una biyecci�on entre los conjuntos f(V )G 2 C(G); (U)G � (V )Gg y

f(V )G 2 C(G); (U)G � (V )Gg

Ahora, para cada (V )G 2 C(G) con (U)G � (V )G,

aUV = cardfV xH; H \ V x = Uh para alg�un h 2 Hg

= cardfV xH; H \ V x = Uh para alg�un h 2 Hg

= cardfV xH; H \ V
x
= U

h
para alg�un h 2 Hg = aU V ;

ya que N � U; V; H.

Puede ser interesante el estudio de la matriz (aUV ) para H � G �jos. Para

el caso en que H sea subgrupo normal de G, se tiene el siguiente resultado:



Proposici�on 1.0.9 Dado un grupo G y dados H < G y V � G, si llamamos

S = H \ V , entonces

aUV =

8>><
>>:

0 si U 62 (S)G

jNG(S)�Hj
jV Hj

si U 2 (S)G

Es decir,

(G=V )H =
j NG(S) �H j

j V H j

X
(U) 2 C(H)
U 2 (S)G

H=U:

Demostraci�on

(G=V )H =
X
V xH

H=(H \ V x) =
X
V Hx

H=(H \ V )x =
X
V Hx

H=Sx:

Luego aUV = 0 si U 62 (S)G.

Adem�as, si U = Sg para alg�un g 2 G, se tiene:

aUV = cardfV Hx; Sx 2 (U)Hg

= cardfV Hx; Sx = Sgh para alg�un h 2 Hg

= cardfV Hx; xh�1g�1 2 NG(S) para alg�un h 2 Hg

= cardfV Hx; x 2 NG(S)gH = NG(S)Hgg

=
j NG(S) �H j

j V H j
= aSV :

Observemos que el cociente obtenido en la proposici�on ?? es entero ya que

S = H \ V y, por tanto, V � NG(S). Adem�as, se puede expresar de la forma

aSV =
j NG(S) �H j

j V H j
=

j NG(S) jj H jj S j

j V jj H jj NG(S) \H j
=
j NG(S) : V j

j NH(S) : S j
:

Como consecuencia de la proposici�on ??, se tiene el siguiente resultado:



Corolario 1.0.10 Sea H subgrupo normal de G. Si U;W � H, V � G y

x 2 G, entonces

(i) (H=Ux)"G = (H=U)"G.

(ii) < (G=V )H ; H=U
x >=< (G=V )H ; H=U >

(iii) < H=Ux; H=W x >=< H=U;H=W >.

Demostraci�on Para demostrar los puntos (i) y (ii), basta observar que los

coe�cientes aUV de la expresi�on

(H=U) "G=
X

(V )2C(G)

aUVG=V

s�olo dependen de la clase de conjugaci�on de V y U en G, y esto es obvio por

la proposici�on ??. Veamos la demostraci�on de (iii):

< H=Ux; H=W x > es distinto de cero e igual a uno si y s�olo si Ux = W xh

para alg�un h 2 H, es decir, si y s�olo si U =W xhx�1
para alg�un xhx�1 2 H. Y

esto ocurre si y s�olo si < H=U;H=W >= 1.

Observaci�on 1.0.11 Dados un grupo G y un H-conjunto simple H=U con

H < G, observemos que G act�ua por conjugaci�on sobre el conjunto

fH=D; (D) 2 C(H); D 2 (U)Gg

de forma transitiva. Si T es el subgrupo estabilizador de H=U por dicha acci�on,

se tiene:

T = fx 2 G; H=Ux = H=Ug = NG(U) �H:



Como consecuencia, se deduce que la longitud de la �orbita de H=U es

j G : NG(U)H j.

Nuestro primer resultado se corresponde �elmente con el resultado central

de la teor��a de Cli�ord para caracteres. Aqu��, el subgrupo T de la observaci�on

anterior juega el papel del denominado subgrupo de inercia de un caracter

irreducible.

Teorema 1.0.12 (Ver [?, teor.6.11])

Dado un grupo G y dados H < G y U � H, si llamamos T = NG(U) �H,

A = fT=V ; < (T=V )H ; H=U >6= 0g y B = fG=V ; < (G=V )H ; H=U >6= 0g,

donde los elementos de A y B son clases de isomorf��a de T -conjuntos y G-con-

juntos respectivamente, entonces

(i) (T=V )"G = G=V para todo T=V 2 A.

(ii) La aplicaci�on f : A �! B dada por f(T=V ) = G=V est�a bien de�nida y

es biyectiva.

(iii) < (T=V )H ; H=U >=< (G=V )H ; H=U > (= aUV ) para todo V � T .

(iv) Si G=V 2 B, eligiendo un representante adecuado de (V )G, podemos

suponer V � T . Entonces, T=V es la �unica componente simple de

(G=V )T que pertenece a A.

Para demostrar este teorema vamos a necesitar el siguiente

Lema 1.0.13 En las condiciones del teorema ??, si T=V y T=V x 2 A con

x 2 G, entonces V y V x son conjugados en T .



Demostraci�on Tomando un adecuado conjugado de V en T podemos suponer

que V \H = U . An�alogamente, V x\H = U tomando un adecuado conjugado

de V x en T . Por tanto, U = V x \H = (V \H)x = Ux y, as��, x 2 T .

Demostraci�on [del teorema ??]

(i) Sea T=V 2 A. Como< (T=V )H ; H=U >6= 0, podemos suponer, tomando

un representante adecuado en (V )T , que V \H = U . Es claro que G=V

es componente simple de (T=V )"G. Veamos que es la �unica.

Sea < G=W; (T=V )"G >6= 0. Para alg�un x 2 G, se tiene W x \ T = V .

Ahora, (W x \ T ) \H = V \H = U . Y, por otro lado, (W x \ T ) \H =

W x \ H. Luego W x \ H = U . As��, W x � NG(U) � T , de donde

V =W x \ T =W x y G=V = G=W como clases de isomorf��a.

Se tiene ya que (T=V )"G = nG=V . Veamos que n = 1.

n = < (T=V ) "G; G=V >=< T=V; (G=V )T >

= < T=V;
X
V xT

T=(T \ V x) >

= cardfV xT ; T \ V x = V t para alg�un t 2 Tg:

Ahora bien, si T \ V x = V t, entonces V x = V t y V x \H = V t \H. Por

tanto, Ux = U t, con lo que xt�1 2 NG(U) � T y as�� x 2 T . Es decir,

n = 1.

(ii) Si T=V 2 A, entonces (T=V )"G = G=V y G=V 2 B, con lo que la

aplicaci�on f est�a bien de�nida. Veamos que f es suprayectiva:

Sea G=V 2 B. Tomando un adecuado conjugado de V podemos suponer

que V \H = U . As��, V � NG(U) � T y < (T=V )H ; H=U >6= 0, por lo



que T=V 2 A y (T=V )"G = G=V , por el apartado (i).

La inyectividad de f es consecuencia inmediata del punto (i) y del lema

??. En efecto, supongamos que T=V y T=W son elementos de A con

(T=V )"G = (T=W )"G. As�� pues, G=V = G=W , o sea, W = V x para

alg�un x 2 G. Como T=V y T=W est�an en A, se concluye del lema que

V y W son conjugados en T , es decir, que T=V = T=W .

(iii) Por ser f biyectiva, se tiene para todo V � T que T=V 2 A si y s�olo si

G=V 2 B, es decir,

< (T=V )H ; H=U >6= 0()< (G=V )H ; H=U >6= 0:

En ese caso,

< (G=V )H ; H=U >=
j NG(U) : V j

j NH(U) : U j

=
j NT (U) : V j

j NH(U) : U j
=< (T=V )H ; H=U > :

(iv) Es claro que T=V es componente simple de (G=V )T . Supongamos que

T=V1 2 A es componente simple de (G=V )T con T=V1 6= T=V .

Entonces < ((G=V )T )H ; H=U > es mayor o igual que la suma

< (T=V )H ; H=U > + < (T=V1)H ; H=U >;

que a su vez es estrictamente mayor que < (T=V )H ; H=U > ya que,

por ser T=V1 2 A, el segundo sumando es estrictamente positivo y esto

contradice la igualdad de (iii).



Observaci�on 1.0.14 En las condiciones del teorema anterior y manteniendo

la notaci�on, se tiene

(H=U)"G =
X

(V )2C(G)

aUVG=V =
X

G=V 2B

aUVG=V

=
X

T=V 2A

aUV (T=V )"G = (
X

T=V 2A

aUV T=V )"G = [(H=U)"T ]"G:

En consecuencia, para estudiar las componentes simples de (H=U)"G y los

coe�cientes aUV correspondientes, podemos suponer T = G, es decir, H=U

invariante por la acci�on de G.

En ese caso, fH=D; (D) 2 C(H), D 2 (U)Gg consta de un �unico elemento,

H=U , y, por tanto

(H=U)"G =
X

(V )2C(G)

aUVG=V

es tal que, para cada (V )G con aUV 6= 0, se tiene (G=V )H = aUVH=U , es decir,

H=U es la �unica componente simple de (G=V )H cuando T = G.

El resultado que presentamos a continuaci�on reproduce, aunque no tan

�elmente como el teorema ??, lo que ocurre en teor��a de caracteres:

Teorema 1.0.15 (Ver [?, teor.6.16])

Dado un grupo G y dados un subgrupo H normal en G y un H-conjunto

simple H=U tal que existe un G-conjunto G=W veri�cando (G=W )H = H=U ,

si llamamos

M = fG=V ; H � V g y N = fG=S; S <
�
W y < (H=U)"G; G=S >6= 0g;

en donde los elementos son de nuevo clases de isomor���a de G-conjuntos,

entonces la aplicaci�on � dada por

�(G=V ) = G=V �G=W = G=(V \W )



de�ne una biyecci�on de M en N .

Demostraci�on Como (G=W )H = H=U , podemos suponer W \ H = U .

Adem�as, sabemos que

(G=W )H =
X
WxH

H=(H \W x);

luego WH = G. Ahora, si G=V 2 M, se tiene H � V y VW � HW = G.

Luego , por el resultado ??, G=V � G=W = G=(V \W ), con V \W � W

y < (H=U)"G; G=(V \W ) >6= 0 ya que (V \ W ) \ H = W \ H = U . Por

tanto, G=(V \W ) 2 N . Adem�as, � est�a bien de�nida porque el producto

cartesiano respeta las clases de isomorf��a de G-conjuntos.

Veamos que es suprayectiva:

Si G=S 2 N , tomamos G=HS, que est�a enM. Claramente, S � (HS)\W ,

tomando un adecuado representante en (S)G. Adem�as

j (HS)\W j=
j HS j � jW j

j HSW j
=
j H j � j S j � jW j

j H \ S j � j HW j
=
j S j � j H \W j

j U j
=j S j :

As��, S = (HS) \W y �(G=HS) = G=S.

Para demostrar la inyectividad de � notemos primero que, si H � V ,

entonces

V = V \G = V \WH = (V \W )H:

Ahora, si G=V y G=V1 2M con G=(V \W ) = G=(V1 \W ), se tiene

V1 \W = (V \W )x para alg�un x 2 G

y, por tanto,

V1 = (V1 \W )H = (V \W )xH = ((V \W )H)x = V x:

Luego G=V = G=V1



Observaci�on 1.0.16 En las condiciones del teorema anterior, nos es posible

conocer las componentes simples de (H=U)"G que son de la forma G=S con S

subconjugado de W . El problema es que puede haber componentes simples de

(H=U)"G que no sean de esta forma, como se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.0.17 Consideremos el grupo

G = hx; y; z : x2 = y2 = z2 = 1 = [x; y] = [x; z] = [y; z]i �= C2 � C2 � C2

y en �el los subgrupos H = hx; zi, W = hx; yi y S = hx; yzi.

Es claro que G = HW y que H \W = hxi = U .

As��, (G=W )H = H=U y se veri�can, por tanto, las hip�otesis del teorema

anterior.

Como S \H = U , G=S es componente simple de (H=U)"G. Sin embargo,

S no es subconjugado de W .

En las condiciones del teorema ?? y utilizando la misma notaci�on, se puede

observar que en algunos casos no hay componentes simples de (H=U)"G fuera

del conjunto N . Por ejemplo, cuando sea posible tomar NG(U) como el W del

teorema, o en el caso en que los cardinales de H y G=H sean coprimos.

Corolario 1.0.18 Sea H un subgrupo normal en G y H=U un H-conjunto

simple con NH(U) = U .

(i) Si, adem�as, H=U es invariante por G, entonces

(H=U)"G =
X

(V ) 2 C(G)
H � V

j G : V j G=(V \NG(U));

en donde G=(V \NG(U)) = G=(W \NG(U)) si y s�olo si (V )G = (W )G.



(ii) En otro caso, se veri�ca

(H=U)"G =
X

(V ) 2 C(T )
H � V

j T : V j G=(V \NG(U));

en donde T = NG(U)H es el estabilizador de H=U en G.

Demostraci�on

(i) Como H=U es invariante por G, se tiene NG(U) �H = G. Por ser adem�as

NG(U) \H = U , se veri�ca (G=NG(U))H = H=U .

Por el teorema anterior, la aplicaci�on

� : G=V �! G=(V \NG(U))

de�ne una biyecci�on entre

fG=V ; H � V g y fG=S; < (H=U)"G; G=S >6= 0g

ya que, si< (H=U)"G; G=S >6= 0, entonces S es subconjugado deNG(U).

As��,

(H=U)"G =
X

(V ) 2 C(G)
H � V

aU;V \NG(U)G=(V \NG(U));

en donde

aU;V \NG(U) =
j NG(U) : V \NG(U) j

j NH(U) : U j

=
j NG(U) � V j

j U : U j � j V j
=j G : V j :

por el comentario posterior a la proposici�on ??.



(ii) H=U es invariante por la acci�on de T , luego, aplicando el apartado (i),

se tiene

(H=U)"T =
X

(V ) 2 C(T )
H � V

j T : V j T=(V \NG(U)):

Basta aplicar ahora el teorema ??.

Corolario 1.0.19 Sea H un subgrupo normal en G con (j H j; j G=H j) = 1.

(i) Si H=U es invariante por la acci�on de G, entonces

(H=U)"G =
X

(V ) 2 C(G)
H � V

j G : V j G=(U(V \K));

donde K es un complemento de NH(U) en NG(U).

(ii) En otro caso,

(H=U)"G =
X

(V ) 2 C(T )
H � V

j T : V j G=(U(V \K));

donde T es el estabilizador de H=U por la acci�on de G y K es, como en

(i), un complemento de NH(U) en NG(U).

Demostraci�on

(i) Como H=U es invariante por la acci�on de G, se tiene NG(U)H = G.

Ahora,

G=H = NG(U)H=H �= NG(U)=NH(U):

Por el teorema de Schur-Zassenhaus, NH(U) admite un complemento K

en NG(U) y, por cuesti�on de �ordenes, K es un complemento de H en G.



Llamamos W a UK, que es subgrupo por ser K � NG(U). Adem�as, W

veri�ca

WH = UK H = G y

W \H = UK \H = U(K \H) = U:

As��, (G=W )H = H=U y se veri�can las hip�otesis del teorema ??.

Por tanto, las componentes simplesG=S de (H=U)"G tales que (S) � (W )

son las del conjunto

fG=(V \W ); (V ) 2 C(G); H � V g:

Veamos que �estas son todas, es decir, que si la componente G=S veri�ca

< G=S; (H=U)"G >6= 0, entonces (S) � (W ):

Tomando un adecuado conjugado de S, podemos suponer S \ H = U .

Entonces, S � NG(U) y, como U<NG(U), podemos pasar a NG(U)=U =

NG(U), dondeNH(U) es un subgrupo de Hall con complementoKU =W .

Ahora S \NH(U) = 1, luego j S j divide a j NG(U) : NH(U) j=jW j.

Por tanto, S est�a contenido en un subgrupo de orden jW j, que debe ser

conjugado de W . As��, (S) � (W ) y se tiene

(H=U)"G =
X

(V ) 2 C(G)
H � V

aU;V \WG=(V \W );

en donde V \W = V \ UK = U(V \K).

Ahora, de acuerdo con lo dicho en la nota posterior a la proposici�on ??,

para cada (V )G con H � V ,

aU;V \W =
j NG(U) : U(V \K) j

j NH(U) : U j
=
j NG(U) j

j NH(U) j
�

j U j

j U(V \K) j



= j K j �
j U j � j U \ V \K j

j U j � j V \K j
=

j K j

j V \K j
:

Como, adem�as, V = H(K \ V ) y H \ (K \ V ) = 1, es inmediato que

j V \K j=j V : H j, luego:

aU;V \W =
j K j

j V : H j
=
j K j � j H j

j V j
=j G : V j :

(ii) Como H < T y (j H j; j T=H j) = 1, se tiene por (i)

(H=U)"T =
X

(V ) 2 C(T )
H � V

j T : V j T=(U(V \K));

paraK complemento deNH(U) enNT (U) = NG(U). Basta aplicar ahora

el teorema ??.

Dado un grupo G y un factor principal abeliano de G, K=H, se puede

obtener informaci�on sobre la restricci�on a H de K-conjuntos simples que sean

G-invariantes.

Lema 1.0.20 Sean H y K subgrupos normales de un grupo G con H � K y

sea K=V un K-conjunto simple invariante por la acci�on de G. Entonces, si

H=U es componente simple de (K=V )H , se veri�can

(i) H=Ux es componente simple de (K=V )H para todo x 2 G.

(ii) K=U es invariante por la acci�on de G.



Demostraci�on

(i) Tomando un adecuado representante de la clase de conjugaci�on de V en

K, podemos suponer que V \H = U .

Para x 2 G, como NG(V ) �K = G, existen n 2 NG(V ) e y 2 K tales que

x = ny.

As��, Ux = Uny = (V \ H)ny = (V \ H)y = Uy, conjugado de U en K.

Como, por la proposici�on ??, tenemos

(K=V )H = a
(K)
UV

X
(D) 2 C(H)
D 2 (U)K

H=D;

es claro que H=Ux aparece como componente simple de (K=V )H .

(ii) Supongamos, como en (i), que V \ H = U . As��, NG(V ) � NG(U).

Adem�as, K=V invariante por G implica NG(V ) �K = G.

Luego NG(U)K = G y, por tanto, K=U es invariante por la acci�on de G.

Proposici�on 1.0.21 Si K=H es factor principal abeliano de un grupo G y

V � K con K=V invariante por la acci�on de G, entonces se da una de las dos

situaciones siguientes:

(i)

(K=V )H =
X

(D) 2 C(H)
D 2 (V )K

H=D;

con j K : H j sumandos distintos. Es decir, en este caso V � H y la

clase de conjugaci�on de V en K, (V )K, se descompone en j K : H j

clases de conjugaci�on de subgrupos de H.



(ii) (K=V )H =j K : V H j H=U , donde U = V \H.

Demostraci�on Sea U = V \H y T el estabilizador de H=U por la acci�on

de G: T = NG(U)H.

Por el apartado (ii) del lema anterior, K=U es invariante por la acci�on de

G, luego

G = NG(U)K = TK:

Como H � K\T y K=H es abeliano, K\T <K. Adem�as, K\T < T , por

lo que K \T < TK = G. De esta forma, o bien K \T = H, o bien K \T = K

puesto que K=H es factor principal de G.

Supongamos primero que K \ T = H. En ese caso, V � H y, obviamente,

U = V \H = V .

Aplicando el resultado de la proposici�on ??, se tiene

(K=V )H = a
(K)
U;V

X
(D) 2 C(H)
D 2 (V )K

H=D;

en donde el n�umero de sumandos distintos es el cardinal de la �orbita de H=U

en K. Como T es el estabilizador de H=U en G, T \ K = H resulta ser el

estabilizador de H=U por la acci�on de K. Luego la �orbita de H=U en K tiene

j K : H j elementos y �este es, por tanto, el n�umero de sumandos distintos que

aparecen en la expresi�on de arriba.

Igualando ahora cardinales en la misma expresi�on, se tiene

j K : V j= a
(K)
U;V j K : H j � j H : V j;

de donde a
(K)
U;V = 1. Se da, por tanto, la situaci�on (i).



Sea ahora K \ T = K. En este caso, el estabilizador de H=U en K es

T \ K = K y, por tanto, H=U es invariante por la acci�on de K, con lo que

se tiene la situaci�on (ii), donde el valor de a
(K)
U;V se puede calcular igualando

cardinales o por aplicaci�on directa del resultado ??.

En la proposici�on anterior observemos que, si V 6� H, s�olo puede darse la

situaci�on (ii).

Corolario 1.0.22 Si H < G con j G : H j= p, primo, entonces, para cada

G-conjunto simple G=V , se da una de las dos situaciones siguientes:

(i)

(G=V )H =
X

(D) 2 C(H)
D 2 (V )G

H=D:

con p sumandos distintos.

(ii) (G=V )H =j G : V H j H=U , donde U = V \H.

Demostraci�on Basta tomar K = G en el teorema anterior.

En el caso (ii) del corolario anterior, observemos que s�olo caben dos posi-

bilidades: V � H (V H = H) y (G=V )H = pH=U , o bien V 6� H (V H = G) y

(G=V )H = H=U .

Veamos ahora con un ejemplo que, dados un grupo G y un subgrupo H

normal en G, pueden existir G-conjuntos simples en las dos situaciones ante-

riores.

Ejemplo 1.0.23 Se considera el grupo

G = ha; b : a4 = b2 = 1; ba = a�1bi �= D4



y llamamos H = ha2; bi, subgrupo normal en G de ��ndice dos. Tomamos

V = hbi � H. Ahora, NG(V ) = H y T = H. En este caso

(G=V )H =
X

(D) 2 C(H)
D 2 (V )G

H=D = H=V +H=V a:

Por otro lado, consideramos W = ha2i, subgrupo normal en G; ahora

U = W \ H = W y T = NG(U) � H = G. Ahora, (G=W )H =j G : WH j

H=U = 2H=W .



Cap��tulo 2

Primitividad y grado de

G-conjuntos

El concepto de G-conjunto primitivo puede caracterizarse en t�erminos de la

inducci�on cl�asica de G-conjuntos. Si en esa caracterizaci�on sustituimos in-

ducci�on por elevaci�on, obtenemos un nuevo concepto que llamaremos G-con-

junto d�ebilmente primitivo.

De la misma manera, se obtienen en este cap��tulo de�niciones que recuerdan

a otras de teor��a de caracteres y, a partir de ah��, algunos resultados sobre

grupos.

Las propiedades sobre caracteres que se recuerdan en este cap��tulo pueden

encontrarse, por ejemplo, en el libro de Isaacs[?] o en el de Curtis y Reiner[?].

2.1 G-conjuntos d�ebilmente primitivos

Comenzamos recordando la de�nici�on de G-conjunto primitivo.

lv



De�nici�on 2.1.1 Dado un grupo G, el G-conjunto transitivo, X, se dice

primitivo si StabG(x) es maximal en G para alg�un x 2 X.

Obs�ervese que esto se puede expresar diciendo que X es G-isomorfo a un

G-conjunto G=U para el que no existe ning�un subgrupo H, U < H < G, con

(H=U)G = G=U .

Los G-conjuntos primitivos se pueden caracterizar tambi�en utilizando la

elevaci�on:

Proposici�on 2.1.2 X, G-conjunto transitivo, es primitivo si y s�olo si existe

U < G tal que

nX = (U=U)"G �G=G

para alg�un n 2 N n f0g.

Demostraci�on Notemos que (U=U)"G�G=G siempre es G-conjunto ya que

< (U=U)"G; G=G >=< U=U; (G=G)U >=< U=U;U=U >= 1:

Adem�as,

(U=U)"G �G=G 6= 0 si U < G

ya que G=U es siempre componente simple de (U=U)"G.

=)) X es G-isomorfo a G=U para alg�un U subgrupo maximal de G.

Ahora,

(U=U)"G = aUUG=U +G=G;

en donde

aUU = < U=U; (G=U)U >=< U=U;
X
UxU

U=U \ Ux >



= cardfUxU ; U \ Ux = Ug

= cardfUxU ; Ux = Ug

Como U < �G, o bien aUU = 1 si NG(U) = U , o bien aUU =j G : U j si

NG(U) = G.

As��,

(U=U)"G =j NG(U) : U j G=U +G=G

y, por tanto,

(U=U)"G �G=G = nX; con n =j NG(U) : U j :

(=) (U=U)"G =
X

(V )2C(G)

aUVG=V , en donde

aUV 6= 0 si y s�olo si U <
�
V:

Como aUG = 1, se tiene

(U=U)"G �G=G =
X

(V )G 2 C(G)
(U)G � (V )G 6= (G)G

aUVG=V;

con todos los coe�cientes aUV mayores o iguales que 1.

As��, (U=U)"G�G=G = nX, con X transitivo y n 6= 0, si y s�olo si X �= G=U

con U maximal en G.

En ese caso, n =j NG(U) : U j.

El concepto de car�acter primitivo puede expresarse en t�erminos de in-

ducci�on (de caracteres) de manera an�aloga a la de G-conjuntos primitivos:

De�nici�on 2.1.3 Dado un grupo G, un car�acter � 2 Irr(G) se dice primitivo

si � 6= �G para cualquier car�acter � de un subgrupo propio de G.



Estudiemos ahora los caracteres que veri�can la propiedad an�aloga a la que

aparece en la proposici�on ??, es decir, los caracteres � 2 Irr(G) para los que

exite U < G con

n� = (1U)
G � 1G para alg�un n 2 N n f0g:

Observemos en primer lugar que (1U)
G � 1G siempre es car�acter y que,

adem�as, no tiene a 1G como componente ya que

[(1U)
G; 1G] = [1U ; 1U ] = 1:

Es tambi�en distinto de cero por ser U < G.

Proposici�on 2.1.4 Dado un grupo G, si � 2 Irr(G) es tal que existe U < G

con

n� = (1U)
G � 1G para alg�un n 2 N n f0g;

entonces n = 1.

Demostraci�on La demostraci�on para el caso en que U es subgrupo maximal

de G aparece en el corolario 3.5 de M.Aschbacher-R.Guralnick[?]. Para el caso

general, observemos que n� es la diferencia de dos caracteres permutaci�on, por

lo que � es un car�acter racional que, adem�as, veri�ca

[�; 1G] = 0:

Luego � debe tomar un valor menor o igual que 1 para alg�un g 2 G y, por

tanto, n�(g) � �n. Pero (1U)
G � 1G s�olo puede tomar valores mayores o

iguales que �1, lo que lleva a contradicci�on si n > 1.



Por tanto, � 2 Irr(G) es uno de los caracteres que estamos estudiando si y

s�olo si � = (1U)
G � 1G para alg�un U < G.

Esto obliga a que (1U)
G sea un car�acter de permutaci�on 2-transitivo o, lo

que es lo mismo, a que el n�umero de dobles coclases de U en G sea dos, de

donde se deduce inmediatamente que U es maximal en G.

A diferencia de lo que ocurre en G-conjuntos, estos caracteres � 2 Irr(G)

para los que existe U < G con

n� = (1U)
G � 1G para alg�un n 2 N n f0g

no coinciden con los caracteres primitivos.

Por ejemplo, si G �= �4, a partir del subgrupo U �= D4, se obtiene el

car�acter � = (1U)
G � 1G, que es el car�acter irreducible de grado dos de G.

Pero este car�acter no es primitivo ya que � =  G para el car�acter lineal no

trivial  del subgrupo V �= A4.

Por otro lado, si G �= A5, los caracteres irreducibles de grado tres son

primitivos porque G no tiene subgrupos de ��ndice tres. Sin embargo, estos

caracteres no veri�can la propiedad de la proposici�on ?? porque, si se tiene

� = (1U)
G � 1G con �(1) = 3, entonces j G : U j= 4, lo cual no es posible en

G �= A5.

Volviendo a G-conjuntos, parece interesante estudiar aqu�ellos que veri�can

la primitividad, pero con respecto a la elevaci�on.

Comenzamos con la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 2.1.5 Dado un grupo G, diremos que el G-conjunto simple G=V

es w-primitivo o d�ebilmente primitivo si no existe ning�un H-conjunto simple

H=U , con U � H < G, tal que (H=U)"G = G=V .



Si pretendi�eramos una analog��a completa con el concepto de G-conjunto

primitivo en t�erminos de inducci�on, habr��a que escribir en la de�nici�on anterior

U < H < G, pero obtendr��amos el mismo concepto puesto que (U=U)"G

siempre tiene al menos dos componentes, G=U y G=G, por lo que nunca puede

ser G-conjunto simple.

Notemos tambi�en que, en la de�nici�on anterior, G=V = (H=U)"G implica

V 2 (U)G, ya que G=U siempre es componente simple de (H=U)"G.

Proposici�on 2.1.6 Dados un grupo G y un H-conjunto H=U con U � H � G,

entonces

< (H=U)"G; G=U >= 1 si y s�olo si NG(U) � H.

Demostraci�on

< (H=U)"G; G=U >= 1()< H=U; (G=U)H >= 1

() < H=U;
X
UxH

H=(H \ Ux) >= 1() el conjunto

C = fx 2 G; H \ Ux = Uh para alg�unh 2 Hg coincide con H.

En ese caso, NG(U) � H ya que, si x 2 NG(U), se tiene x 2 C. Y,

rec��procamente, si NG(U) � H y x 2 C, entonces Uh = Ux para alg�un h 2 H

y, por tanto, xh�1 2 NG(U), de donde x 2 H. Luego C � H y, como tambi�en

H � C, se tiene la igualdad.

Corolario 2.1.7 El G-conjunto simple G=U es w-primitivo si y s�olo si, para

cada H < G con NG(U) � H, existe S � G tal que S \H = U con S 6= U .

En particular, si U < G, G=U es w-primitivo.



Demostraci�on Sea G=U w-primitivo. Para cada NG(U) � H, se tiene

< (H=U)"G; G=U >= 1. Si, adem�as, H < G, tiene que ser (H=U)"G 6= G=U .

Luego existe otra componente G=S en (H=U)"G distinta de G=U . Eligiendo

un representante adecuado en (S)G, se veri�ca S \H = U .

Rec��procamente, los �unicos subgrupos H < G que pueden veri�car la

condici�on (H=U)"G = G=U son aqu�ellos para los que NG(U) � H. Pero,

por hip�otesis, para cada H de esta forma existe alguna componente G=S en

(H=U)"G distinta de G=U . Luego G=U es w-primitivo.

Observaciones 2.1.8 Dados un grupo G y un G-conjunto simple G=U ,

(i) si G=U no es w-primitivo, existe M < �G tal que (M=U)"G = G=U .

Para demostrarlo, basta notar que, si (H=U)"G = G=U , entonces tambi�en

(K=U)"G = G=U para todo H � K.

En efecto< (H=U)"G; G=U >= 1 implicaNG(U) � H. LuegoNG(U) � K

y, por tanto, tambi�en < (K=U)"G; G=U >= 1.

Veamos que G=U es la �unica componente simple de (K=U)"G:

Sea G=S con < (K=U)"G; G=S >6= 0. Entonces, S \ K = U para un

adecuado representante de (S)G. Luego

U � S \H � S \K = U:

Por tanto, < (H=U)"G; G=S >6= 0 y se tiene U = S.

(ii) Si N � G tal que N � U , entonces G=U es w-primitivo en G si y s�olo

si G=U es w-primitivo en G = G=N .



Para verlo, basta recordar que, si N � U con N < G, entonces

(H=U) "G=
X

(V )2C(G)

aUVG=V () (H=U) "G=
X

(V )2C(G)

aUVG=V ;

con aUV = aUV para todo (V ) 2 C(G).

(iii) Si G=U es primitivo, entonces es d�ebilmente primitivo.

En efecto, si U es maximal en G, G=U s�olo puede ser el elevado de U=U .

Pero < (U=U)"G; G=G >6= 0, por lo que (U=U)"G 6= G=U y, por tanto,

G=U es w-primitivo.

El rec��proco no es cierto. Basta tomar U < G con U no maximal en G.

De esta forma, G=U es w-primitivo y no primitivo. De hecho, veremos

m�as adelante que se pueden caracterizar los pocos grupos G en los que

G=U w-primitivo con U 62 f1; Gg implica G=U primitivo.

Veamos ahora que, si consideramos la funci�on de M�obius, �, en el ret��culo

S(G) de los subgrupos de un grupo G, podemos establecer alguna relaci�on

entre el valor �(U;G) y la primitividad d�ebil de G=U para U � G.

Proposici�on 2.1.9 Dado un grupo G, si el G-conjunto simple G=U veri-

�ca (H=U)"G = nG=U para alg�un H < G y para alg�un n 2 N , entonces

�(U;G) = 0.

Demostraci�on (H=U)"G = nG=U equivale a a�rmar que la �unica compo-

nente simple de (H=U)"G es G=U y, por tanto, que si S \ H = U , entonces

S = U . Aplicando ahora la proposici�on ??, se tiene
X

H\S=U

�(S;G) = 0. Pero

el �unico S � G que veri�ca S \H = U es el propio U . Luego el sumatorio se

reduce a �(U;G), que, por tanto, es cero.



<x,y>

<x>

<xy> <y>

 1

<x 2, xy> <x 2,y>

<x3 y> <x 2 <x 2y>>

El rec��proco de la proposici�on anterior no es cierto en general, como prueba

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.10 Consideremos el grupo

G = hx; y : x4 = y2 = 1; yx = x�1yi �= D4

y en �el el subgrupo U = 1. Como U no es intersecci�on de subgrupos maximales

de G, se tiene, por la proposici�on ??, �(1; G) = 0.

Pero, para cada H < G, existe V 6= 1 con V \ H = 1, como se ve en el

siguiente diagrama.

Diagrama 2.1.

Luego

(H=1)"G 6= nG=1 para todo H < G y para todo n 2 N.

Corolario 2.1.11 Si U < G veri�ca �(U;G) 6= 0, entonces el G-conjunto

simple G=U es w-primitivo.

Demostraci�on Si G=U no es w-primitivo, existe H < G, con NG(U) � H,

que veri�ca (H=U)"G = G=U . Por la proposici�on anterior, se tiene en tal caso

�(U;G) = 0.



Sabemos, por la proposici�on ??, que �(U;G) 6= 0 obliga a que U sea in-

tersecci�on de maximales de G. Sin embargo, no parece que esta condici�on sea

su�ciente para asegurar que (H=U)"G 6= nG=U para todo H < G y para todo

n 2 N, ni siquiera para poder decir que G=U es d�ebilmente primitivo.

El ejemplo ?? prueba que el rec��proco del corolario ?? no es cierto. Veamos

que existe un contraejemplo con un subgrupo U que no es normal en G.

Ejemplo 2.1.12 Se considera el grupo

G = ha; b; c : a3 = b2 = c4 = 1 = [a; c] = [b; c]; ba = a�1bi �= �3 � C4

y en �el el subgrupo U = hbi �= C2.

De esta forma, NG(U) = hb; ci �= C2�C4, que es maximal en G. Por tanto,

basta ver (NG(U)=U)"G 6= G=U para comprobar que G=U es w-primitivo.

Consideramos el subgrupo V = ha; bi �= �3, que veri�ca V \ NG(U) = U ,

con V 6= U . Luego G=V es componente simple de (NG(U)=U)"G, por lo que

(NG(U)=U)"G 6= G=U .

Adem�as, los �unicos subgrupos maximales de G que contienen a U son

ha; b; c2i �= D6 y hb; ci = NG(U), cuya intersecci�on es hb; c2i �= C2 � C2. Luego

U no es intersecci�on de maximales de G y, por tanto, �(U;G) = 0.

El diagrama ?? de la p�agina siguiente muestra los subgrupos de G que

contienen a U =< b >.

Estudiemos ahora en qu�e grupos G todos los G-conjuntos G=U (U 6= G)

d�ebilmente primitivos son primitivos. Por supuesto, G=G es w-primitivo y no

se considera primitivo, luego obviamos este caso trivial.



< a,b>

 <b>=C

G

<a,b,c  >2D   =
6

<b,c>=

D  = 
3

C   x  C
2 4

<b,c  >
2 = C  x C2 2

2

Diagrama 2.2.

Tambi�en G=1 es w-primitivo por ser 1< G y s�olo ser��a primitivo si 1 < �G,

es decir, si G �= Cp, con p primo. Parece, por tanto, m�as interesante estudiar

en qu�e grupos G todo G-conjunto simple w-primitivo y distinto de los triviales

(G=1; G=G) es primitivo.

Lema 2.1.13 Si G es un grupo en el que todo G-conjunto simple G=U , con

U 62 f1; Gg, w-primitivo es primitivo, entonces la intersecci�on de dos maxi-

males distintos cualesquiera de G es trivial.

Demostraci�on Sea U un subgrupo de orden maximal entre los que son

intersecci�on de dos o m�as maximales distintos de G. Entonces, los �unicos

subgrupos que pueden contener a U son el propio G, subgrupos maximales de

G o subgrupos que no sean intersecci�on de maximales de G. As��,

�(U;G) = �
X

U<S�G

�(S;G) = ��(G;G)�
X

M < �G
M > U

�(M;G);

porque los subgrupos S que no son intersecci�on de maximales en G veri�can

�(S;G) = 0. Luego �(U;G) = �1�m(�1), donde m es el n�umero de maxima-

les que contienen a U , al ser �(M;G) = �1 para cadaM < �G. De esta forma,



�(U;G) = m� 1 � 2� 1 = 1. Luego �(U;G) 6= 0 y, por el corolario anterior,

G=U es w-primitivo. Como estamos suponiendo que todo G=U w-primitivo no

trivial es primitivo y U < G no es maximal en G, se tiene U = 1.

Como hemos tomado U de orden maximal entre los que son intersecci�on de

dos maximales distintos de G, concluimos que la intersecci�on de dos maximales

distintos cualesquiera de G tambi�en es trivial.

Teorema 2.1.14 Sea G un grupo tal que todo G-conjunto w-primitivo no tri-

vial (distinto de G=1 y G=G) es primitivo. Entonces, G es isomorfo a uno

de los siguientes grupos, donde p y q son primos: 1, Cp, Cp2, Cp � Cq,
(r

[Cq � � � � � Cq] Cp. En el �ultimo, Cp act�ua de forma irreducible y �el sobre
(r

Cq � � � � � Cq (y, por tanto, r es el orden de q m�odulo p).

Demostraci�on Sea G un grupo de los buscados distinto del trivial. Si

U < G, entonces G=U es w-primitivo. Luego, o bien U es maximal en G, o

bien U = 1 �o U = G. Pueden darse los siguientes casos:

(i) Si G tiene un �unico subgrupo maximal, entonces G es c��clico de orden

potencia de primo. Como todo subgrupo normal no trivial es maximal,

se concluye G �= Cp o G �= Cp2 , con p primo.

(ii) Si G tiene m�as de un subgrupo maximal y todos los subgrupos maxi-

males son normales, entonces G es nilpotente con subgrupo de Frattini

�(G) = 1 porque �(G) < G y �(G) no es maximal en G. Luego G es

producto de subgrupos elementales abelianos. Pero, por el lema ante-

rior, la intersecci�on de dos maximales distintos cualesquiera de G debe

ser trivial. Luego, G �= Cp � Cq con p; q primos. Puede ser p = q.



(iii) Si G tiene alg�un maximal M no normal, entonces la intersecci�on de

dos conjugados cualesquiera de M es trivial por el lema anterior y, por

tanto, G es un grupo de Frobenius. As��, G es producto semidirecto de

M y N , donde N = [G n
[
g2G

M g]
[
f1g es el n�ucleo de Frobenius de G,

con j N j=j G :M j.

De dicho n�ucleo se sabe que es subgrupo normal de G y que es nilpo-

tente. Adem�as, CoreG(M) = 1. Luego G es un grupo primitivo y N

es un subgrupo normal minimal que, por ser nilpotente, es abeliano:

N =
(r

[Cq � � � � � Cq].

As��, G es primitivo de tipo I. Adem�as, N < G implica N < �G por ser

N no trivial.

Luego M �= G=N �= Cp y, por tanto, G �=
(r

[Cq � � � � � Cq] Cp, donde la

acci�on de Cp sobre el normal es irreducible y �el. En consecuencia p 6= q

y, por teor��a de representaciones de grupos abelianos, sabemos que, para

cada par ordenado (p; q) de primos distintos, existe, salvo isomorf��a, un

�unico grupo de estas caracter��sticas, en el que r es el orden de q m�odulo

p. (Ver, por ejemplo, [?, teor.12.4]).

Veamos que, si G �=
(r

[Cq � � � � � Cq] Cp con la acci�on de Cp sobre el sub-

grupo normal irreducible y �el, entoncesG es uno de los grupos buscados:

Los �unicos subgrupos propios de G son los que est�an contenidos en

N �=
(r

Cq � � � � � Cq y los subgrupos conjugados de M .

Si U < N , se tieneNG(U) = N y es f�acil comprobar que (N=U)"G = G=U .

Luego G=U no es d�ebilmente primitivo. Como N y los conjugados de



M son maximales en G, los �unicos G-conjuntos w-primitivos no triviales

son los primitivos. Luego G veri�ca las hip�otesis del teorema.

Nos proponemos ahora estudiar los grupos G en los que todo G-conjunto

simple G=U es w-primitivo.

De�nici�on 2.1.15 Diremos que un grupo G es un w-grupo si veri�ca dicha

propiedad.

Lema 2.1.16 Dado un grupo G, si el G-conjunto simple G=U es w-primitivo

y K es un subgrupo normal de G con U � K, entonces NG(U)K = G.

Demostraci�on Obviamente, G=U es componente simple de (K=U)"G. Si

llamamos T = NG(U)K, sabemos por el teorema ?? que (T=U)"G = G=U .

Como G=U es w-primitivo, se tiene T = G.

Lema 2.1.17 Si G es un w-grupo, entonces todo subgrupo subnormal en G es

normal en G.

Demostraci�on Se obtiene como consecuencia de la propiedad de Frattini

demostrada en el lema anterior.

Sea U < <G. Razonando por inducci�on sobre el defecto del subgrupo U

en G, podemos suponer que existe H < G con U < H. Por el lema anterior,

NG(U)H = G. Como H � NG(U), se tiene NG(U) = G.



Los grupos G en los que todo subgrupo subnormal en G es normal en

G se denominan t-grupos, en donde la t hace referencia a que la normalidad

es transitiva. La estructura de los t-grupos resolubles fue determinada por

Gasch�utz [?] y queda recogida en el siguiente resultado (ver, por ejemplo,

Robinson [?, teor.13.4.4]):

Teorema 2.1.18 Sea G un t-grupo �nito resoluble y sea L = [G0; G]. En-

tonces, L es el menor t�ermino de la serie central descendente de G, L es

abeliano con j L j impar y (j L j; j G : L j) = 1. Por tanto, L tiene un

complemento K en G que, adem�as, es de Dedekind.

Como corolario de este teorema, Gasch�utz [?] obtiene que todo subgrupo de un

t-grupo resoluble es, a su vez, t-grupo resoluble (Ver, por ejemplo, Robinson

[?, cor.13.4.7]).

Necesitaremos tambi�en el siguiente resultado sobre automor�smos poten-

cia, es decir, automor�smos de un grupo G que dejan invariante todo subgrupo

de G (Ver [?, 13.4.3]):

Lema 2.1.19 Sea � un automor�smo potencia de P , p-grupo abeliano. Si

(j � j; p) = 1, entonces, o bien � �ja todo elemento de P , o bien, � �ja

�unicamente el elemento neutro de P .

Utilizando estos resultados, establecemos los siguientes lemas, que nece-

sitaremos para la caracterizaci�on de los w-grupos resolubles:

Lema 2.1.20 Si G es un t-grupo resoluble y L = [G0; G], entonces

Z(G) \ L = 1:



Demostraci�on Sea K un complemento de L en G. Como L es abeliano,

todo subgrupo de L es normal en L y, por ser G t-grupo, es tambi�en nor-

mal en G. Por tanto, cada k 2 K act�ua por conjugaci�on sobre L como un

automor�smo potencia de L.

Sea p jj L j, con p primo, y sea Lp 2 Sylp(L). Como (j k j; p) = 1 para cada

k 2 K, o bien k �ja todo elemento de Lp, o bien, k �ja s�olo el elemento neutro

de Lp, seg�un el lema ??.

Sea x 2 Z(G) \ Lp y supongamos x 6= 1. Entonces k 2 CG(x) para todo

k 2 K y, por lo anterior, k 2 CG(Lp) para todo k 2 K. As��, K � CG(Lp) y,

como L es abeliano, G = CG(Lp). Por tanto, [L;G] = [Lp0 ; G], en donde Lp0 es

el p0-subgrupo de Hall de L. Ahora, por ser Lp0 < G,se tiene

[Lp0 ; G] � Lp0 < L:

Se llega as�� a una contradicci�on con el hecho de que L sea el menor t�ermino de

la serie central descendente de G. Por tanto, Z(G) \ Lp = 1 para todo primo

p jj L j. Luego Z(G) \ L = 1.

Lema 2.1.21 Si G es un t-grupo resoluble, L = [G0; G] y K es un comple-

mento de L en G, entonces NG(K) = K.

Demostraci�on Como G = LK, por la identidad de Dedekind se tiene

NG(K) = NL(K)K. Por acci�on coprima de NL(K) en K, es claro que

NL(K) = CL(K) y, �nalmente, como L es abeliano,

CL(K) = CL(G) = L \ Z(G) = 1:



Teorema 2.1.22 Sea G un grupo �nito y resoluble. Entonces, G es w-grupo si

y s�olo si G es t-grupo y L = [G0; G] es producto directo de subgrupos elementales

abelianos.

Demostraci�on

=)) Como G es w-grupo resoluble, G es t-grupo resoluble. Supongamos,

por reducci�on al absurdo, que alg�un subgrupo de Sylow de L no es elemental

abeliano, es decir, L = Cr1
p1
� � � � � Crs

ps con alg�un ri > 1. Supongamos r1 > 1

y sea A = Cr1�1
p1

� � � � � Crs
ps , maximal en L. Llamamos M = AK, que es

maximal en G y veamos (M=K)"G = G=K:

Por el lema ??, NG(K) = K. LuegoNG(K) �M y, por tanto, < (M=K)"G; G=K >= 1.

Sea ahora G=S componente simple de (M=K)"G. Tomando un adecuado

conjugado de S, podemos suponer S \M = K. Entonces,

(S \ L) \ (M \ L) = K \ L = 1:

Pero M \ L = AK \ L = A(K \ L) = A. Luego (S \ L) \ A = 1.

Si S \ L 6= 1, entonces (S \ L)A = L por ser A < �L; en ese caso el orden

j S \ L j=j L : A j= p1 con (S \ L)A producto directo. As��,

L = (S \ L)A = Cp1 � Cr1�1
p1

� � � � � Crs
ps ;

que no es isomorfo a Cr1
p1
� � � � � Crs

ps = L, lo que nos lleva a un absurdo.

Por tanto S \ L = 1, de donde j S j divide a j K j y, como K � S, se llega

a K = S.

Deducimos as�� que la �unica componente simple de (M=K)"G es G=K, por

lo que G=K no es w-primitivo, contradiciendo la hip�otesis.



(=) Supongamos que G es t-grupo y L es producto directo de subgrupos

elementales abelianos. Sea U � G.

Si U < G, G=U es w-primitivo.

En otro caso, si existe NG(U) � H < G tal que (H=U)"G = G=U , sabemos

que (M=U)"G = G=U para cualquierM con H �M < �G. Por tanto, para ver

que G=U es w-primitivo, basta ver que (M=U)"G 6= G=U para todo M < �G

con NG(U) �M .

Podemos escribir U = U�U�0 , donde � es el conjunto de primos divisores de

j L j, U� 2 Hall�(U), U�0 2 Hall�0(U). Se tiene U� = U \L y U�0 <
�
K. No hay

problema en suponer, tomando un adecuado conjugado de U , que U�0 = U\K.

As��, U = (U \L)(U \K), con U \L< G y U \K<K, por ser K de Dedekind.

Luego K � NG(U).

Sea NG(U) � M < �G. Se tiene K � M . Luego M = K(M \ L), con

A =M \ L maximal en L.

Como L es producto de subgrupos elementales abelianos, el ��ndice de A en

L es un primo p y, adem�as, existe B � L, complemento de A en L de orden p.

Luego existe B � L, complemento de A en L. Tomamos S = BU , que tiene

sentido por ser B < G. Ahora,

S \M = BU \M = (B \M)U = U

por ser B \M � A \ B = 1. Luego G=S es componente simple de (M=U)"G

y, por tanto (M=U)"G 6= G=U . En de�nitiva, G=U es w-primitivo.

Como consecuencia de este teorema se obtiene que en el universo de los

grupos resolubles, la propiedad de ser w-grupo se hereda para subgrupos, algo

que no es f�acil ver de forma directa.



Corolario 2.1.23 Si G es w-grupo resoluble y S es subgrupo de G, entonces

S es w-grupo resoluble.

Demostraci�on Como G es w-grupo resoluble, G es t-grupo resoluble con

L = [G0; G] producto directo de subgrupos elementales abelianos. Por tanto,

S es tambi�en t-grupo resoluble. Adem�as, [S0; S] � [G0; G]; luego [S0; S] es

tambi�en un producto directo de subgrupos elementales abelianos y, por el

teorema, S es w-grupo resoluble.

Utilizando la caracterizaci�on de Peng [?] de subgrupos pronormales en un

grupo G resoluble, obtendremos una segunda consecuencia del teorema.

De�nici�on 2.1.24 Un subgrupo H se dice pronormal en G si, para cada el-

emento x 2 G, los subgrupos H y Hx son conjugados en el subgrupo hH;Hxi

generado por H y Hx.

Teorema 2.1.25 (Peng[?]) Sea G un grupo resoluble yH � G. H es pronor-

mal en G si y s�olo si, para cualesquiera subgrupos K, L de G con H � K � L

y K < L se veri�ca NL(H)K = L.

Adem�as, Peng [?] demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.1.26 Un grupo G es t-grupo resoluble si y s�olo si todos sus sub-

grupos de orden potencia de primo son pronormales en G.

Corolario 2.1.27 Si G es w-grupo resoluble, entonces todo subgrupo de G es

pronormal en G.



Demostraci�on Sea H � G. Y sean K, L subgrupos de G con H � K � L

y K < L. Como L es w-grupo resoluble, L=H es w-primitivo y, por el lema

??, NL(H)K = L. Por el teorema ??, H es pronormal en G.

El rec��proco de este resultado no es cierto, como vemos a continuaci�on:

Ejemplo 2.1.28 Es f�acil comprobar que, si consideramos el grupo

G = ha; b : a9 = b2 = 1; ab = a8i �= D9;

todo subgrupo es pronormal en G. Y, sin embargo, podemos encontrar un

G-conjunto simple G=U que no es w-primitivo.

En efecto, sea U = hbi = NG(U) y tomamos H = ha3; bi �= �3. Como

NG(U) � H, < (H=U)"G; G=U >= 1. Adem�as, no existe otra componente

simple de (H=U)"G distinta de G=U porque H y G son los �unicos subgrupos

de G que contienen a U . Por tanto, si S � G veri�ca S \ H = U , entonces

S = U , con lo que (H=U)"G = G=U y G=U no es w-primitivo.

2.2 G-conjuntos cuasi-primitivos

En teor��a de caracteres se utiliza el concepto de car�acter cuasi-primitivo:

De�nici�on 2.2.1 Dado un grupo G, � 2 Irr(G) se dice car�acter cuasi-primitivo

si, para todo H < G, se veri�ca �H homog�eneo, es decir, �H = e� para alg�un

� 2 Irr(H) y para alg�un e 2 N.

Por analog��a podemos de�nir la idea de G-conjunto cuasi-primitivo:



De�nici�on 2.2.2 Dado un grupo G, diremos que el G-conjunto simple G=V

es cuasi-primitivo si (G=V )H es homog�eneo para todo H < G, es decir, si

(G=V )H = aUVH=U , en donde U = V \H.

Es conocido que todo car�acter primitivo es cuasi-primitivo. Veamos que

este resultado tambi�en se obtiene para G-conjuntos con la hip�otesis m�as d�ebil

de la siguiente proposici�on:

Proposici�on 2.2.3 Dado un grupo G, si el G-conjunto simple G=V es d�ebilmente

primitivo, entonces es cuasi-primitivo.

Demostraci�on Dado H < G, sabemos que

(G=V )H = aUV
X

(D) 2 C(H)
D 2 (U)G

H=D;

en donde U = V \H. Luego G=V es componente simple de (H=U)"G y, por

el teorema ??, G=V = (T=V )"G, con T = NG(U)H. Pero G=V w-primiti-

vo implica T = G y, por tanto, H=U invariante por la acci�on de G. As��,

(G=V )H = aUVH=U , homog�eneo.

Es conocido el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4 (Berger) Si G es un grupo resoluble, entonces todo car�acter

cuasi-primitivo de G es primitivo .

Sin embargo, no todo G-conjunto cuasi-primitivo es w-primitivo, ni siquiera

en el caso resoluble.



Ejemplo 2.2.5 Tomamos de nuevo el grupo

G = ha; b : a9 = b2 = 1; ab = a8i �= D9

y en �el el subgrupo V = hbi. Hemos visto antes que G=V = (H=V )"G, con

H = ha3; bi, es decir, G=V no es w-primitivo. Es f�acil comprobar que G=V

es, sin embargo, cuasi-primitivo. En efecto, los subgrupos normales de G son

1,hai,ha3i y G. Cada uno de estos subgrupos N veri�ca NG(V \N)N = G, es

decir, (G=V )N es homog�eneo.

Con hip�otesis m�as restrictivas, se obtiene un rec��proco de la proposici�on ??

Proposici�on 2.2.6 Si G es un grupo nilpotente y G=V es un G-conjunto

simple cuasi-primitivo, entonces G=V es d�ebilmente primitivo.

Demostraci�on Supongamos que G=V no es w-primitivo. Entonces, existe

V � M < �G tal que (M=V )"G = G=V . Como G es nilpotente, M < G y,

como G=V es cuasi-primitivo, ha de ser (G=V )M homog�eneo, es decir,

G = NG(V \M)M = NG(V )M =M;

siendo cierta esta �ultima igualdad por ser < (M=V )"G; G=V >= 1. Se llega

as�� a un absurdo.

No se puede asegurar, sin embargo, que en un grupo G nilpotente todo

G-conjunto cuasi-primitivo sea primitivo. Basta tomar G abeliano y U < G

no maximal en G.

Tampoco es cierto que los grupos nilpotentes sean los �unicos grupos G en

los que todo G-conjunto cuasi-primitivo es w-primitivo.



Ejemplo 2.2.7 Tomando G �= �3, todo subgrupo es normal o maximal en G,

luego todo G-conjunto simple es w-primitivo.

Veamos ahora que la propiedad de cuasi-primitivo se conserva al pasar a

cociente.

Proposici�on 2.2.8 Dado un grupo G y un subgrupo N normal en G, si el

G-conjunto simple G=V es cuasi-primitivo, entonces el G-conjunto simple

G=V N es cuasi-primitivo , donde la barra denota la imagen por el epimor-

�smo can�onico de G en G=N .

Demostraci�on Sea M < G, de forma que M < G y N � M . Veamos que

(G=V N)M es homog�eneo; equivalentemente, NG(V N \M)M = G o, lo que es

lo mismo, NG(V N \M)M = G por ser N � V N \M .

Como (G=V )M es homog�eneo, se tiene NG(V \M)M = G, donde

NG(V \M) � NG[(V \M)N ] = NG(V N \M)

por la regla de Dedekind. As��,

G = NG(V \M)M � NG(V N \M)M

y se tiene el resultado.

2.3 G-conjuntos monomiales

En muchos aspectos de la teor��a de caracteres juega un papel importante el

concepto de grado (�(1) para un car�acter �).

Se puede de�nir un concepto similar en G-conjuntos que da lugar a algunos

resultados an�alogos a los de la teor��a de caracteres.



De�nici�on 2.3.1 Dado un grupo G, llamaremos grado del G-conjunto simple

G=V , gr(G=V ), al ��ndice j G : NG(V ) j.

De esta forma, G es un grupo de Dedekind si y s�olo si todo G-conjunto

simple es de grado uno, resultado que se corresponde con el de que un grupo

es abeliano si y s�olo si todos sus caracteres irreducibles son de grado 1.

Esto justi�ca en parte la elecci�on de la de�nici�on de grado de unG-conjunto

simple G=V , desechando otras que pueden parecer en principio m�as naturales,

como j G : V j. Los siguientes resultados, que reproducen hechos propios de la

teor��a de caracteres, contribuyen asimismo a justi�car tal elecci�on.

Proposici�on 2.3.2 (Ver [?, lema 6.8])

Dados un grupo G, un subgrupo H normal en G y un G-conjunto simple

G=V , si H=U es un H-conjunto que veri�ca < (G=V )H ; H=U >6= 0, entonces

el grado de H=U divide al grado de G=V .

Demostraci�on Podemos suponer, tomando un adecuado representante de

(V )G, que V \H = U . As��, NG(V ) � NG(U) y

gr(G=V )

gr(H=U)
=

j G : NG(V ) j

j H : NH(U) j
=

j G : NG(V ) j

j NG(U)H : NG(U) j

= j G : NG(U)H jj NG(U) : NG(V ) j

es entero.

Proposici�on 2.3.3 (Ver [?, teor.6.9])

Sea G un grupo y � un conjunto de primos divisores de j G j de forma

que existe un �-subgrupo de Hall de G y el grado de G=U es un �-n�umero

para todo U � G. Entonces, el �-subgrupo de Hall es normal en G y G tiene

�-complemento de Dedekind.



Demostraci�on Sea H 2 Hall�(G). Como j G : NG(H) j divide a j H j,

se tiene j G : NG(H) j= 1 y, por tanto, H < G. Por el teorema de Schur-

Zassenhaus, existe K, �-complemento de G.

Sea ahora U � K. Se tiene

j K : NK(U) j=j G : HNK(U) j es un �'-n�umero divisor de

j G : NG(U) j=j G : HNK(U) j � j HNK(U) : NG(U) j;

que es un �-n�umero.

Luego j K : NK(U) j= 1 y, por tanto, K es de Dedekind.

Ni siquiera cuando el conjunto � de la proposici�on anterior consta de un

�unico primo p, el �-complemento tiene por qu�e ser normal, a diferencia de

lo que ocurre en un grupo G en el que todo car�acter irreducible tiene grado

potencia de p.

Ejemplo 2.3.4 Tomamos G �= �3 y p = 3. El ��ndice de NG(U) en G es

potencia de 3 para todo U � G y, sin embargo, el 3-complemento de G no es

normal en G.

El rec��proco de la proposici�on anterior se obtiene en el caso de caracteres

como consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 2.3.5 (Ito) Sea G un grupo y A < G un subgrupo abeliano. En-

tonces, �(1) divide a j G : A j para todo � 2 Irr(G).

En el caso de G-conjuntos, es necesario imponer la hip�otesis adicional de

que el �-complemento de G sea tambi�en normal en G.



Proposici�on 2.3.6 Sea G un grupo con �-subgrupo de Hall H < G y tal que

su �-complemento K es tambi�en normal en G y de Dedekind. Entonces, el

grado de G=U divide a j H j para todo U � G.

Demostraci�on Sea U � G. ComoH yK son normales enG y (j H j; j K j) = 1,

se tiene U = (U \H)(U \K). Luego

NG(U \H) \NG(U \K) � NG(U):

Ahora, K � NG(U \K) por ser K de Dedekind y tambi�en K � NG(U \H)

ya que

U \H = (U \H)(K \H) = [(U \H)K] \H

y, por tanto, K � (U \H)K � NG(U \H).

Se deduce as�� que

K � NG(U \H) \NG(U \K) � NG(U);

de donde se obtiene que j G : NG(U) j divide a j G : K j.

Es f�acil ver que el resultado no es cierto, en general, si el �-subgrupo de

Hall no es normal en G.

Ejemplo 2.3.7 Tomando de nuevo G �= �3 y � = f2g, se observa que el

2-complemento de G es normal en G y de Dedekind. Sin embargo, el grado de

P , 2-subgrupo de Sylow de G, es j G : NG(P ) j= 3.

Tampoco podemos asegurar que se veri�que el resultado cuando el �-com-

plemento K no sea normal en G:



Ejemplo 2.3.8 Tomamos ahora G = A4 y � = f2g. El 2-subgrupo de Sylow

de G, V �= C2 � C2, es normal en G y tiene como complemento K �= C3, que

es de Dedekind, pero que no es normal en G.

Si llamamos U a un subgrupo de orden 2 de V , se tiene NG(U) = V y, por

tanto, j G : NG(U) j= 3, que obviamente no divide al orden de V .

Recordemos que un car�acter se dice monomial si es inducido de uno lineal.

El concepto an�alogo que se tendr��a en G-conjuntos utilizando la inducci�on

cl�asica carece de inter�es, pues obviamente todo G-conjunto simple, G=U , es

inducido de uno trivial, U=U .

Sin embargo, si utilizamos la elevaci�on, obtenemos un concepto que nos

dar�a cierto juego:

De�nici�on 2.3.9 Dado un grupo G, el G-conjunto simple G=U se dice mono-

mial si es el elevado de un H-conjunto de grado 1 para alg�un H � G.

Obs�ervese, de nuevo, que la elecci�on del concepto de grado vuelve a resultar

m�as apropiada que el tama~no j G : U j, pues de esta forma ning�un G-conjunto,

salvo G=G podr��a ser monomial.

Proposici�on 2.3.10 Sea U � G. Si existe H � G tal que (H=U)"G = G=U

con gr(H=U) = 1, entonces H = NG(U).

Demostraci�on Sabemos que (H=U)"G = G=U =) NG(U) � H. Adem�as,

si gr(H=U) = 1, entonces H � NG(U) y se tiene el resultado.

Corolario 2.3.11 El G-conjunto simple G=U es monomial si y s�olo si veri�ca

G=U = (NG(U)=U)"G.



Caracterizamos a continuaci�on los grupos G en los que todo G-conjunto simple

es monomial.

Recordemos que los grupos en los que todo car�acter es monomial (M-gru-

pos) son siempre resolubles y que todo grupo superresoluble es monomial. Se

obtiene aqu�� un resultado m�as preciso.

Teorema 2.3.12 Sea G un grupo. Todo G-conjunto simple es monomial si y

s�olo si G es nilpotente.

Demostraci�on

(=) Si G es nilpotente, dado G=U , tomamos H = NG(U). Es claro que

< (H=U)"G; G=U >= 1. Veamos que (H=U)"G = G=U . Sea G=S componente

simple de (H=U)"G. Podemos suponer S \ H = U para un adecuado repre-

sentante de (S)G. As��,

NS(U) = NG(U) \ S = U

y, como S es nilpotente, debe ser U = S. Luego (H=U)"G = G=U .

=)) Rec��procamente, supongamos que todo G-conjunto simple es mono-

mial y que G no es nilpotente. Entonces, existe M < �G, con M no normal en

G. As��, gr(G=M) 6= 1 y G=M 6= (M=M)"G, ya que < (M=M)"G; G=G >6= 0.

Luego G=M no es el elevado de ning�un conjunto simple de grado uno, lo que

contradice la hip�otesis.

Aunque ya tenemos caracterizados los w-grupos resolubles, podemos apro-

vechar este teorema para obtener el siguiente corolario inmediato.

Corolario 2.3.13 Sea G nilpotente. G es w-grupo si y s�olo si G es de Dedekind.



Demostraci�on Como G es nilpotente, para cada U � G, G=U es monomial,

es decir, G=U = (NG(U)=U)"G. Por tanto, G=U es w-primitivo si y s�olo si

U < G, de donde se concluye el resultado.

Tomamos nuevamente como referencia un concepto de la teor��a de carac-

teres:

De�nici�on 2.3.14 Dados N < G y � 2 Irr(G), se dice que � es M-car�acter

relativo a N si para alg�un N � H � G existe  2 Irr(H) tal que  G = � con

 N irreducible.

Pretendemos que, al igual que ocurre en caracteres, el concepto de G-con-

junto monomial relativo a N = 1 coincida con el de G-conjunto monomial.

De�nici�on 2.3.15 Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, diremos

que el G-conjunto simple G=U es monomial relativo a N si existe U � H � G,

con N � H, tal que (H=U)"G = G=U y (H=NG(U))N es simple.

La de�nici�on m�as natural, exigiendo que (H=U)N sea simple en lugar de

(H=NG(U))N , no parece tener demasiado inter�es, entre otras cosas, porque no

veri�ca la observaci�on (iii) siguiente:

Observaciones 2.3.16 Utilizando la misma notaci�on que en ??, observamos

que

(i) La de�nici�on tiene sentido, ya que < (H=U)"G; G=U >= 1 equivale a

NG(U) � H.



(ii) (H=NG(U))N es simple si y s�olo si NG(U)N = H. Luego H queda deter-

minado para cada G-conjunto monomial relativo a N . Por tanto, G=U

es monomial relativo a N si y s�olo si (NG(U)N=U)"G = G=U .

(iii) G=U es monomial relativo a N = 1 si y s�olo si G=U es G-conjunto

monomial.

(iv) Si NG(U)N = G, entonces G=U es monomial relativo a N .

Proposici�on 2.3.17 Sean U � G y N < G.

(i) Si G=U es G-conjunto monomial, entonces G=U es monomial relativo a

N .

(ii) Si U � N , entonces G=U es monomial relativo a N .

Demostraci�on

(i) Como G=U es monomial, se tiene G=U = (NG(U)=U)"G. Adem�as,

NG(U) � NG(U)N . Luego ha de ser tambi�en (NG(U)N=U)"G = G=U ,

es decir, G=U monomial relativo a N .

(ii) Como U � N , podemos considerar (N=U)"G, G-conjunto que tiene a

G=U como componente simple. Si llamamos T = NG(U)N , se tiene por

el teorema ?? (T=U)"G = G=U y, por tanto, G=U es monomial relativo

a N .



Caracterizamos ahora los gruposG en los que todo G-conjunto simple es mono-

mial relativo a un mismo subgrupo N < G.

Teorema 2.3.18 Sea G un grupo y N un subgrupo normal en G. Todo G-con-

junto simple es monomial relativo a N si y s�olo si G=N es nilpotente.

Demostraci�on

=)) Para cada S � G, denotamos por S la imagen de S por el epimor�smo

can�onico de G en G=N .

En virtud del teorema ??, para ver que G=N = G es nilpotente, basta

probar que cualquier G-conjunto simple, G=U (N � U) es monomial.

En efecto, dado G=U , como G=U es G-conjunto monomial relativo a N ,

(NG(U)N=U)"G = G=U y, utilizando la proposici�on ?? para el paso al cociente,

se tiene (NG(U)N=U)"G = G=U , con NG(U)N = NG(U) por ser N � U .

(=) Sea G=U un G-conjunto simple y supongamos G=N nilpotente. Como

NG(U) � NG(U)N , se tiene < (NG(U)N=U)"G; G=U >= 1. Veamos que G=U

es la �unica componente simple de (NG(U)N=U)"G.

Si < (NG(U)N=U)"G; G=S >6= 0, entonces, eligiendo S adecuadamente

entre sus conjugados, se tiene S \NG(U)N = U . As��, U � S y UN � SN .

Supongamos ahora UN < SN .

Como G=N es nilpotente,

UN < NSN(UN) = SN \NG(UN):

Sea sn 2 SN \NG(UN) (s 2 S, n 2 N) con sn 62 UN . En particular,

s 2 NG(UN)N = NG(UN):



As��, U s � (UN)s = UN y U s � S.

Luego

U s � UN \ S � NG(U)N \ S = U

y, por tanto, s 2 NG(U).

As��, s 2 S \NG(U)N = U , en contradicci�on con ser sn 62 UN .

Luego UN = SN , con lo que S � NG(U)N y, por tanto,

U = S \NG(U)N = S:



Cap��tulo 3

G-conjuntos proyectivos

En este cap��tulo se analizan los G-conjuntos desde un punto de vista lige-

ramente distinto y se de�nen conceptos an�alogos a los de representaciones

algebraicas proyectivas, obteni�endose resultados que recuerdan a los de estas

�ultimas, como el teorema de extensi�on proyectiva a G de un H-conjunto inva-

riante por G, con H< G, o el de descomposici�on de un G-conjunto irreducible

en el producto tensorial de un G-conjunto proyectivo por un G=H-conjunto

ordinario.

3.1 Extensi�on proyectiva

Comenzamos recordando algunas ideas elementales de representaciones proyec-

tivas.(Ver, por ejemplo, [?, cap.11] o bien [?, cap.7]).

De�nici�on 3.1.1 Si G es un grupo y F un cuerpo, es conocido que una F -re-

presentaci�on proyectiva de G es una aplicaci�on @ : G �! GL(n; F ) que veri-

�ca, para cada par g; g0 2 G, @(g)@(g0) = @(gg0) � �(g; g0) para alg�un escalar
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�(g; g0) 2 F .

Si H < G y � : H �! GL(n;C) es una C-representaci�on ordinaria de

H que es irreducible y con car�acter invariante por G, se puede construir una

representaci�on proyectiva @ de G que extiende a �. El proceso consiste en

construir una aplicaci�on @ : G �! GL(n;C) tal que @ jH= � y que veri-

�que @(ghg�1) = @(g)@(h)@(g)�1 para todos g 2 G, h 2 H. Esta condici�on

implica que @(g0g)�1@(g0)@(g) es una matriz escalar y, por tanto, @ es una

representaci�on proyectiva de G.

Para de�nir un concepto an�alogo al de representaci�on proyectiva de G en

la teor��a de representaciones por permutaciones, nos basaremos en la idea

anterior.

De�nici�on 3.1.2 Si H < G y  : H �! �l es una representaci�on por per-

mutaciones de H, llamaremos extensi�on proyectiva de  a una aplicaci�on

T : G �! �l que veri�que T jH=  y T (ghg�1) = T (g)T (h)T (g)�1 para todos

g 2 G, h 2 H.

Antes de seguir con otras de�niciones b�asicas para nuestro estudio, vamos

a trasladar algunas ideas de la teor��a de G-conjuntos al lenguaje de representa-

ciones por permutaciones, que ser�a el que utilicemos con m�as asiduidad en esta

secci�on.

Proposici�on 3.1.3 Sea ' : G �! �n una representaci�on por permutaciones

irreducible de G. Y sea U = fg 2 G; '(g)(1) = 1g el estabilizador de la

primera cifra. Entonces ' es una representaci�on asociada al G-conjunto G=U



de clases a izquierda de U en G. Adem�as, existe un transversal t = fg1; : : : ; gng

a izquierda de U en G tal que

g � giU = g'(g)(i)Upara todo 1 � i � n:

Demostraci�on Como ' es irreducible, podemos tomar para cada 1 � i � n

un gi 2 G tal que '(gi)(1) = i. Es f�acil ver que fg1; : : : ; gng es un transversal a

izquierda de U en G y que, para cada 1 � i � n, giU = fg 2 G; '(g)(1) = ig.

Para demostrar que ' es una representaci�on asociada al G-conjunto

fg1U; : : : ; gnUg de clases a izquierda de U en G, basta comprobar que

g � giU = gjU () '(g)(i) = j para todos g 2 G, 1 � i � n:

En efecto,

g � giU = gjU () g�1j ggi 2 U () '(gj)
�1'(g)'(gi)(1) = 1

() '(g)'(gi)(1) = '(gj)(1)() '(g)(i) = j:

De�nici�on 3.1.4 Dadas ' : G �! �l, '
0 : G �! �l0 representaciones por

permutaciones de G, de�nimos la representaci�on suma de ' y '0,

'+ '0 : G �! �l+l0 ;

como

('+ '0)(g)(i) =

8>><
>>:
'(g)(i) si 1 � i � l

l + '0(g)(i� l) si l + 1 � i � l + l0



Observaciones 3.1.5

(i) Es f�acil comprobar que la suma as�� de�nida es compatible con la equi-

valencia de representaciones de G. Adem�as, si X es un G-conjunto con

representaci�on asociada ' y X 0 es un G-conjunto con representaci�on aso-

ciada '0, entonces X +X 0 tiene como representaci�on asociada '+ '0.

(ii) En el caso en que se tengan representaciones '1; : : : ; 'm : G �! �l, la

representaci�on suma

'1 + : : :+ 'm : G �! �ml

se puede ver de la siguiente forma:

Identi�camos el conjunto f1; : : : ;mlg con el conjunto de pares ordenados

f(i; j); 1 � i � m; 1 � j � lg a trav�es de la aplicaci�on biyectiva f dada

por

f(k) = (i; j) si k = (i� 1)l + j

con i 2 f1; : : : ;mg, j 2 f1; : : : ; lg.

De esta forma, se puede considerar �ml actuando sobre el conjunto

f(i; j); 1 � i � m; 1 � j � lg

y se tiene

('1 + : : :+ 'm)(g)(i; j) = (i; 'i(g)(j)):

(iii) Si H < G y  : H �! �l es homomor�smo de grupos, podemos cons-

truir, para cada g 2 G, el homomor�smo  g : H �! �l dado por

 g(h) =  (ghg�1) para cada h 2 H.



En este caso, si  es irreducible, sabemos que  es la representaci�on

asociada al H-conjunto H=U , donde U = fh 2 H;  (h)(1) = 1g.

Es f�acil ver que, entonces,  g es tambi�en irreducible y, por tanto, es la

representaci�on asociada al H-conjunto H=V , donde

V = fh 2 H;  g(h)(1) = 1g = U g:

De�nici�on 3.1.6 Dado H < G, se dice que una representaci�on  : H �! �l

es invariante por G si, para todo g 2 G, las representaciones  y  g son

equivalentes.

Observemos que, si H < G, una representaci�on  : H �! �l irreducible

es invariante por G si y s�olo si el H-conjunto H=U correspondiente a  es

isomorfo a H=U g para todo g 2 G. Y esto es equivalente a que los subgrupos

U y U g sean conjugados en H para todo g 2 G, es decir, a que NG(U)H = G.

Una vez presentado el lenguaje que vamos a utilizar, comenzamos el desa-

rrollo de nuestra teor��a.

De�nici�on 3.1.7 Sean G un grupo y H < G. Una aplicaci�on T : G �! �l

se dice G-conjunto proyectivo relativo a H (o representaci�on proyectiva por

permutaciones de G respecto de H) de orden l si veri�ca

(i) T jH es homomor�smo de grupos.

(ii) T (ghg�1) = T (g)T (h)T (g)�1 para todos g 2 G, h 2 H.

Diremos que T , G-conjunto proyectivo relativo a H, es irreducible cuando,

para todos i; j 2 f1; : : : ; lg, exista g 2 G tal que T (g)(i) = j.



Observaciones 3.1.8

(i) Dada una representaci�on por permutaciones T proyectiva respecto de

H < G, si T jH es irreducible, entonces T es tambi�en irreducible. El

rec��proco no es cierto en general, al igual que ocurre en representaciones

por permutaciones ordinarias.

(ii) Toda representaci�on por permutaciones ordinaria de G es proyectiva res-

pecto de cualquier H < G.

(iii) Cualquier aplicaci�on T : G �! �l con T (1) = 1 es G-conjunto proyectivo

relativo a 1.

(iv) Dada una aplicaci�on cualquiera T : G �! �l veri�cando T (1) = 1, no

siempre existe el mayor subgrupo normal H de G tal que T es G-conjunto

proyectivo relativo a H.

Por ejemplo, si

G = ha; b : a2 = b2 = 1 = [a; b]i �= C2 � C2 y l = 2;

de�nimos T : G �! �2 como T (g) = 1 para todo g 6= ab y T (ab) = (1; 2).

De esta forma, T es G-conjunto proyectivo relativo a los subgrupos nor-

males hai y hbi, pero no lo es respecto del subgrupo generado por ellos,

G.

(v) Si T es G-conjunto proyectivo de orden l relativo a H < G, entonces,

para todos g; g0 2 G, la permutaci�on T (g0g)�1T (g0)T (g) pertenece al cen-

tralizador en �l de Im  , donde  = T jH .



En efecto, utilizando la propiedad(ii) de la de�nici�on,

T (g0g) (h)T (g0g)�1 =  (g0ghg�1g0�1)

= T (g0) (ghg�1)T (g0)�1 = T (g0)T (g) (h)T (g)�1T (g0)�1;

de donde se obtiene que T (g0g)�1T (g0)T (g) conmuta con  (h) para todo

h 2 H.

En los casos en que C�l(Im  ) sea trivial, la condici�on de que

T (g0g)�1T (g0)T (g) 2 C�l(Im  )

obliga a que T sea homomor�smo.

En particular se tiene

(vi) Si T es G-conjunto proyectivo de orden l relativo a H < G y  = T jH

es H-conjunto 2-transitivo, entonces C�l(Im  ) = 1 cuando l > 2.

En efecto, sea � 2 C�l(Im  ) y supongamos que, para alg�un i 2 f1 : : : lg,

�(i) = j 6= i. Tomamos k 6= i; j y elegimos � 2 Im  tal que �(i) = i y

�(j) = k. Entonces, como �� = �, se tiene

i = �(i) = ��1��(i) = ��1�(j) = ��1(k);

de donde se llega al absurdo �(i) = k 6= j. Luego � es la identidad en �l

y, por tanto, C�l(Im ) = 1.

(vii) Si T; T 0 : G �! �l son extensiones proyectivas del H-conjunto

 : H �! �l, con H<G, entonces la permutaci�on T (g)�1T 0(g) pertenece

a C�l(Im ) para todo g 2 G.



En efecto, para todos g 2 G y h 2 H,

T (g) (h)T (g)�1 =  (ghg�1) = T 0(g) (h)T 0(g)�1;

de donde se obtiene el resultado.

Tambi�en ahora, si C�l(Im  ) = 1, se obtiene T (g) = T 0(g) para todo

g 2 G. Es decir, en ese caso, si existe extensi�on proyectiva de  , es

�unica.

(viii) Si T : G �! �l es G-conjunto proyectivo relativo a H < G y � 2 �l,

entonces la aplicaci�on T � : G �! �l de�nida por T � (g) = ��1T (g)� es

G-conjunto proyectivo relativo a H. Adem�as, T � jH y T jH son H-con-

juntos isomorfos:

Es claro que T � jH es homomor�smo de grupos equivalente a T jH .

Adem�as,

T � (g)T � (h)[T � (g)]�1 = ��1T (g)T (h)T (g)�1�

= T � (ghg�1):

Luego T � es G-conjunto proyectivo relativo a H.

Esta �ultima observaci�on nos sugiere la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 3.1.9 Los G-conjuntos proyectivos T; T 0 : G �! �l relativos a

H < G se dicen equivalentes si existe � 2 �l de forma que T � = T 0.

Aunque T; T 0 : G �! �l sean G-conjuntos proyectivos relativos a H < G

con T jH y T 0 jH H-conjuntos isomorfos, no se puede asegurar que T y T 0 sean

G-conjuntos proyectivos equivalentes.



Ejemplo 3.1.10 Se considera el grupo

G = ha; b : a2 = b2 = 1 = [a; b]i �= C2 � C2

y en �el el subgrupo H = hai �= C2. La aplicaci�on T : G �! �2 dada por

T (g) = 1 si g 6= a y T (a) = (1; 2) es G-conjunto proyectivo relativo a H.

Tambi�en la aplicaci�on T 0 : G �! �2 dada por T 0(1) = T 0(ab) = 1 y

T 0(a) = T 0(b) = (1; 2) es G-conjunto proyectivo relativo a H.

Adem�as, T jH= T 0 jH . Pero T 0 es homomor�smo de grupos y T no lo es,

luego no son equivalentes.

El contraejemplo anterior nos permite asegurar que, dado  : H �! �l,

homomor�smo con H < G, pueden existir distintas extensiones proyectivas de

 .

El siguiente resultado estudia la existencia de una tal extensi�on.

Teorema 3.1.11 Sea H<G y  : H �! �l un H-conjunto ordinario. Existe

T : G �! �l, extensi�on proyectiva de  , si y s�olo si  es invariante por G.

Demostraci�on

(=) Sea  : H �! �l invariante por G. Para cada g 2 G,  y  g son

equivalentes como representaciones deH. Luego existe en �l una permutaci�on,

que denotaremos por T (g), tal que

 g(h)T (g) = T (g) (h) para todo h 2 H:

Equivalentemente,

 (ghg�1)T (g) = T (g) (h) para todo h 2 H:



Si g 2 H, podemos tomar T (g) =  (g). De esta forma, T : G �! �l es

G-conjunto proyectivo relativo a H con T jH=  .

=)) Sea T : G �! �l G-conjunto proyectivo relativo a H con T jH=  .

Entonces, para cada g 2 G,

 (ghg�1) = T (g) (h)T (g)�1 para todo h 2 H:

As��,  g y  son H-conjuntos isomorfos para cada g 2 G. Luego  es invariante

por G.

Observaciones 3.1.12

(i) La proposici�on anterior, en el caso en que  : H �! �l sea H-conjunto

irreducible y U = fh 2 H;  (h)(1) = 1g, a�rma que existe T : G �! �l,

extensi�on proyectiva de  , si y s�olo si NG(U)H = G.

Recordemos que, en el caso  irreducible y U = fh 2 H;  (h)(1) = 1g,

existe T : G �! �l, G-conjunto ordinario con T jH=  , si y s�olo si existe

V � G con V H = G y V \H = U . Esta condici�on es m�as fuerte que la

anterior porque V \H = U implica V � NG(U) y, por tanto, V H = G

obliga a NG(U)H = G.

(ii) Teniendo en cuenta las observaciones ??(v) y (vii) junto con el teorema

??, se tiene que, dado H < G y dada  : H �! �l , invariante por

G veri�cando C�l(Im  ) = 1, existe una extensi�on proyectiva de  que

resulta ser homomor�smo de G en �l y que, adem�as, es �unica. Es decir,

existe un �unico G-conjunto ordinario T con T jH=  .

En el caso  irreducible se tiene, por ejemplo, que si H=U es H-conjunto

invariante por G y 2-transitivo (es decir, NG(U)H = G y el cardinal



de las dobles coclases de U en H es igual a dos), entonces existe un

�unico G-conjunto ordinario irreducible G=V tal que (G=V )H = H=U .

En particular, se puede a�rmar que existe en G un subgrupo V de ��ndice

j H : U j.

3.2 Producto tensorial

En esta secci�on obtenemos como resultado m�as interesante un teorema de

descomposici�on de un G-conjunto irreducible con restricci�on a H < G ho-

mog�enea en producto tensorial de un G-conjunto proyectivo relativo a H por

un G=H-conjunto ordinario.

Comenzamos recordando algunos conceptos relativos al producto orlado de

grupos sim�etricos.

De�nici�on 3.2.1 Dados dos grupos sim�etricos �l, �m, se de�ne el producto

orlado �l o �m con acci�on natural como el producto semidirecto

�m
(m

[�l � : : :� �l] con la operaci�on producto dada por

(� 0;�01; : : : ; �
0
m) � (� ;�1; : : : ; �m) = (� 0� ;�0�(1)�1; : : : ; �

0
�(m)�m)

para todos �; � 0 2 �m; �i; �
0
i 2 �l (i = 1; : : : ;m).

Observaci�on 3.2.2 Podemos considerar �l o �m como subgrupo de �lm a

trav�es del monomor�smo � : �l o �m �! �lm de�nido de la siguiente forma:



Sobre el conjunto de pares ordenados f(i; j); 1 � i � m; 1 � j � lg, act�ua

�lm tras identi�car f1; : : : ; lmg con el conjunto de dichos pares como en el

punto (ii) de la observaci�on ??.

Ahora, para cada (� ;�1; : : : ; �m) 2 �l o �m, de�nimos

�(� ;�1; : : : ; �m)(i; j) = (�(i); �i(j)) para todos 1 � i � m; 1 � j � l:

Es f�acil comprobar que la aplicaci�on � : �l o �m �! �lm as�� de�nida es

monomor�smo de grupos.

Dado un grupo G y un subgrupo H normal en G, de�nimos a continua-

ci�on un producto tensorial de un G-conjunto proyectivo T de orden l por un

G=H-conjunto ordinario de orden m como una representaci�on proyectiva de G

en el producto orlado �l o �m que, restringida a H, sea la suma de m copias

de T jH .

Observaci�on 3.2.3 Sea G un grupo, H < G y W : G �! �m un G-conjunto

irreducible con

W (h) = 1 para todo h 2 H, es decir, un G=H-conjunto irreducible. Si lla-

mamos

S = fg 2 G; W (g)(1) = 1g, entonces H � S. Adem�as, sabemos por la

proposici�on ?? que podemos elegir un transversal t = fg1; : : : ; gmg a izquierda

de S en G tal que W (gi)(1) = i para todo 1 � i � m. De esta forma, como se

ve en la misma proposici�on, se tiene

g � giS = gW (g)(i)S para todo 1 � i � m:



De�nici�on 3.2.4 Sean T : G �! �l, G-conjunto proyectivo relativo a H<G,

W : G �! �m y t = fg1; : : : ; gmg como en la observaci�on anterior.

Llamamos producto tensorial de T por W a trav�es del transversal t a la

aplicaci�on T 
tW : G �! �lm dada por

T 
tW (g) = �[W (g); T (g�1W (g)(1) � g � g1); : : : ; T (g
�1
W (g)(m) � g � gm)];

donde � : �l o �m �! �lm es el monomor�smo de�nido en la observaci�on ??.

Proposici�on 3.2.5 Dados T : G �! �l, G-conjunto proyectivo relativo a

H < G, W : G �! �m, S y t = fg1; : : : ; gmg como en la observaci�on ??, se

tiene:

(i) T 
tW : G �! �lm es G-conjunto proyectivo relativo a H con

T 
tW jH=
mX
i=1

 g
�1
i , donde  = T jH .

En el caso  irreducible,  = T jH representa la acci�on de H sobre H=U ,

donde U = fh 2 H;  (h)(1) = 1g, y T 
t W jH representa la acci�on de

H sobre
mX
i=1

H=U g�1
i .

(ii) T 
t W es G-conjunto ordinario si y s�olo si T jS es homomor�smo de

grupos.

En ese caso, si se veri�ca  = T jH irreducible, se tiene S = V H, donde

V = fs 2 S; T (s)(1) = 1g y V \ H = U = fh 2 H;  (h)(1) = 1g;

adem�as, T 
tW es irreducible y representa la acci�on de G sobre G=V .



Demostraci�on

(i) Para cada h 2 H,

T 
tW (h) = �[W (h); T (g�1W (h)(1) � h � g1); : : : ; T (g
�1
W (h)(m) � h � gm)]

= �[1;T (g�11 � h � g1); : : : ; T (g
�1
m � h � gm)]:

Como � : �l o �m �! �lm es homomor�smo de grupos, basta ver que

(1;T (g�11 � hh0 � g1); : : : ; T (g
�1
m � hh0 � gm))

= (1;T (g�11 hg1); : : : ; T (g
�1
m hgm)) � (1;T (g

�1
1 h0g1); : : : ; T (g

�1
m h0gm))

para comprobar que T 
t W jH es homomor�smo. Y esto es claro por

ser T jH=  homomor�smo de grupos.

Adem�as, T 
t W (h)(i; j) = (i;  (g�1i hgi)(j)) = (i;  g
�1
i (h)(j)). Luego

T 
tW jH=
mX
i=1

 g
�1
i :

En el caso  irreducible, si U = fh 2 H;  (h)(1) = 1g, T jH representa

la acci�on de H sobre H=U y T 
tW jH representa la acci�on de H sobre
mX
i=1

H=U g�1
i .

Para comprobar que T 
tW es G-conjunto proyectivo relativo a H, falta

ver que

T 
tW (g) � T 
tW (h) = T 
tW (ghg�1) � T 
tW (g)

para todos g 2 G; h 2 H:

T 
tW (g) � T 
tW (h) =

�[W (g); T (g�1W (g)(1) � g � g1); : : : ; T (g
�1
W (g)(m) � g � gm)] �

�[1;  (g�11 � h � g1); : : : ; T (g
�1
m � h � gm)]

= �[W (g); T (g�1W (g)(1)gg1) (g
�1
1 hg1); : : : ; T (g

�1
W (g)(m)ggm) (g

�1
m hgm)]:



Por otro lado, T 
tW (ghg�1) � T 
tW (g) =

�[W (ghg�1); T (g�1W (ghg�1)(1)ghg
�1g1); : : : ; T (g

�1
W (ghg�1)(m)ghg

�1gm)] �

�[W (g); T (g�1W (g)(1) � g � g1); : : : ; T (g
�1
W (g)(m) � g � gm)]

= �[W (gh); T (g�1W (gh)(1) � ghg
�1 � gW (g)(1)) � T (g

�1
W (g)(1) � g � g1);

: : : ; T (g�1W (gh)(m) � ghg
�1 � gW (g)(m)) � T (g

�1
W (g)(m) � g � gm)]:

Como W (gh) =W (g), basta ver que, para cada 1 � i � m,

T (g�1W (g)(i) � g � gi) �  (g
�1
i � h � gi)

=  (g�1W (g)(i) � ghg
�1 � gW (g)(i)) � T (g

�1
W (g)(i) � g � gi);

equivalentemente,

T (g�1W (g)(i) � g � gi) �  (g
�1
i � h � gi) � [T (g

�1
W (g)(i) � g � gi)]

�1

=  (g�1W (g)(i) � ghg
�1 � gW (g)(i));

lo cual es cierto por ser T G-conjunto proyectivo relativo aH con T jH=  .

(ii) T 
tW : G �! �lm es G-conjunto ordinario si y s�olo si

T 
tW (g0g) = T 
tW (g0) � T 
tW (g)

para todos g; g0 2 G. Y, como W y � son homomor�smos, usando la

de�nici�on de T 
tW y del producto orlado, se ve que esto es equivalente

a que

T (g�1W (g0g)(i) � g
0g � gi) =

T (g�1W (g0)W (g)(i) � g
0 � gW (g)(i)) � T (g

�1
W (g)(i) � g � gi)



para todo i 2 f1; : : : ;mg.

Pero g � gkS = gW (g)(k)S implica g�1W (g)(k) � g � gk 2 S para todo 1 � k � m

y para todo g 2 G.

Luego, si T jS es homomor�smo de grupos, se veri�car�a la igualdad

exigida.

Rec��procamente, si suponemos g1 2 S, para cada x 2 S existe s 2 S con

x = g�1W (s)(1) � s � g1, ya que W (s)(1) = 1 para todo s 2 S. Luego, si se

veri�ca la igualdad, tomando i = 1 y g; g0 2 S, se obtiene

T (g�11 � g0g � g1) = T (g�11 � g0 � g1)T (g
�1
1 � g � g1);

o sea, T jS es homomor�smo de grupos.

En de�nitiva, T 
tW es G-conjunto ordinario si y s�olo si T jS es homo-

mor�smo de grupos.

En este caso, si adem�as T jH es irreducible, T jS resulta ser tambi�en

irreducible porque H � S. Luego T jS representa la acci�on de S so-

bre un S-conjunto transitivo S=V con V = fs 2 S; T (s)(1) = 1g y

(S=V )H = H=U , lo cual obliga a que se veri�que V H = S y V \H = U .

Veamos ahora que, en este caso, T 
tW representa la acci�on de G sobre

G=V , de donde se deducir�a que es irreducible:

Como T jS: S �! �l es irreducible, sabemos por la proposici�on ?? que

podemos elegir un transversal, fs1; : : : ; slg, a izquierda de V en S tal que

s � sjV = sT (s)(j)V .

Ahora, fgisj; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; lg es un transversal a izquierda de



V en G y, para cada g 2 G, se tiene

g � gisjV = gW (g)(i) � g
�1
W (g)(i) � g � gi � sjV;

en donde g�1W (g)(i) � g � gi 2 S para todo 1 � i � m. Luego

g � gisjV = gW (g)(i) � sT (g�1
W (g)(i)

�g�gi)(j)
V

para todos 1 � i � m, 1 � j � l.

Por otra parte, (W (g)(i); T (g�1W (g)(i) � g � gi)(j)) = T 
t W (g)(i; j), luego

T 
t W representa la acci�on de G sobre G=V mediante el transversal

fgisj; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; lg.

Observaci�on 3.2.6 Sean T , W y S como en la de�nici�on de producto tenso-

rial. Y sean t = fg1; : : : ; gmg y t0 = fg01; : : : ; g
0
mg transversales a izquierda de

S en G tales que W (gi)(1) = W (g0i)(1) = i para todo 1 � i � m. En general,

no se puede asegurar que los G-conjuntos proyectivos T 
tW y T 
t0 W sean

equivalentes, aunque siempre lo son sus respectivas restricciones a H.

En efecto, recordemos que T jH=  es siempre invariante por G, luego

(T 
tW ) jH=
mX
i=1

 g
�1
i y (T 
t0 W ) jH=

mX
i=1

 g
0�1
i

son H-conjuntos isomorfos.

Ejemplo 3.2.7 Se considera el grupo

G = ha; b; c : a3 = b2 = c2 = 1 = [a; c] = [b; c]; ab = a2i �= �3 � C2



y de�nimos la aplicaci�on T : G �! �3 por

T (a) = T (ac) = (1; 2; 3); T (a2) = T (a2c) = (1; 3; 2)

T (b) = T (bc) = T (a2b) = T (a2bc) = (1; 2)

T (ab) = T (abc) = (1; 3) y T (1) = T (c) = 1:

Si H = hai, es f�acil comprobar que T es G-conjunto proyectivo relativo a H.

Sea W : G �! �2 el homomor�smo dado por

W (a) =W (b) = 1 y W (c) = (1; 2):

Y sean t = f1; cg y t0 = f1; bcg transversales a izquierda de S =< a; b > en G.

Es f�acil comprobar que

(T 
tW )(b)(i; j) = (i; T (b)(j)) = (T 
t0 W )(b)(i; j)

para todos 1 � i � 2, 1 � j � 3.

Es decir, tanto (T 
t W )(b) como (T 
t0 W )(b) corresponden a la per-

mutaci�on (1; 2)(4; 5) 2 �6 si identi�camos f(i; j); 1 � i � 2; 1 � j � 3g con el

conjunto f1; 2; 3; 4; 5; 6g como en el apartado (ii) de la observaci�on ??.

Por otro lado,

(T 
tW )(ab)(i; j) = (i; T (ab)(j))

para todos 1 � i � 2, 1 � j � 3. Es decir, (T 
tW )(ab) = (1; 3)(4; 6) 2 �6.

Sin embargo,

(T 
t0 W )(ab)(1; j) = (1; T (ab)(j)) para todo 1 � j � 3 y

(T 
t0 W )(ab)(2; j) = (2; T (a2b)(j)) para todo 1 � j � 3:



Por tanto, (T 
t0 W )(ab) = (1; 3)(4; 5) 2 �6.

Si los G-conjuntos proyectivos T 
tW y T 
t0W fueran equivalentes, exis-

tir��a � 2 �6 tal que

(T 
tW )(g)� = �(T 
t0 W )(g) para todo g 2 G:

En particular, deber��a ser

[(T 
tW )(b)]� = (T 
t0 W )(b)

o, lo que es lo mismo, [(1; 2)(4; 5)]� = (1; 2)(4; 5) y, por tanto,

� 2< (1; 2); (4; 5); (3; 6); (1; 4)(2; 5); (1; 5)(2; 4) > :

Es f�acil comprobar que ning�un � del subgrupo anterior veri�ca

[(T 
tW )(ab)]� = (T 
t0 W )(ab)

o, equivalentemente, [(1; 3)(4; 6)]� = (1; 3)(4; 5). Luego losG-conjuntos proyec-

tivos T 
tW y T 
t0 W no son equivalentes.

Proposici�on 3.2.8 Sean T : G �! �l, G-conjunto proyectivo relativo a

H < G, W : G �! �m, S y t = fg1; : : : ; gmg como en la observaci�on ??,

veri�cando adem�as que T jS es homomor�smo de grupos.

(i) Si t = fg1; : : : ; gmg y t0 = fg01; : : : ; g
0
mg son transversales a izquierda de S

en G tales que W (gi)(1) = W (g0i)(1) = i para todo 1 � i � m, entonces

los G-conjuntos (ordinarios) T 
tW y T 
t0 W son G-isomorfos.

(ii) Si T jS=
pX

k=1

�k, donde, para cada 1 � k � p, �k : S �! �lk re-

presenta un S-conjunto irreducible S=Vk, entonces T 
t W representa



la acci�on de G sobre el conjunto
pX

k=1

G=Vk para cualquier transversal a

izquierda t = fg1; : : : ; gmg de S en G que veri�que W (gi)(1) = i para

todo 1 � i � m.

Demostraci�on

(i) Sabemos que, para cada 1 � i � m, las clases a izquierda giS y g0iS

coinciden con el conjunto fg 2 G; W (g)(1) = ig. Luego g�1i g0i 2 S para

todo i 2 f1; : : : ;mg.

Llamamos � a la permutaci�on de �lm dada por

�(i; j) = (i; T (g�1i g0i)(j)):

Veamos que, para cada g 2 G, se veri�ca

�(T 
t0 W )(g)(i; j) = (T 
tW )(g)�(i; j)

para todos 1 � i � m, 1 � j � l:

�(T 
t0 W )(g)(i; j) = �(W (g)(i); T (g0�1W (g)(i) � g � g
0
i)(j))

= (W (g)(i); T (g�1W (g)(i) � g
0
W (g)(i)) � T (g

0�1
W (g)(i) � g � g

0
i)(j)):

Como los elementos g�1W (g)(i) � g
0
W (g)(i) y g

0�1
W (g)(i) � g � g

0
i pertenecen a S y,

adem�as, T jS es homomor�smo, la expresi�on anterior es igual a

(W (g)(i); T (g�1W (g)(i) � g � g
0
i)(j))

= (W (g)(i); T (g�1W (g)(i) � g � gi) � T (g
�1
i g0i)(j))

= (T 
tW )(g)(i; T (g�1i g0i)(j)) = (T 
tW )(g)�(i; j);



por ser tambi�en g�1W (g)(i) � g � gi; g
�1
i g0i 2 S.

Luego losG-conjuntos T
tW y T
t0W sonG-isomorfos, como quer��amos

demostrar.

(ii) T jS es el homomor�smo de S en �l1+:::+lp dado por

T (s)(j) =

8>><
>>:
�1(s)(j) si 1 � j � l1

�k(s)(jk) + l1 + : : :+ lk�1 si j = (�)

(*)l1 + : : :+ lk�1 + jk para algunos 2 � k � p, 1 � jk � lk.

Para cada 1 � k � p, como �k representa la acci�on de S sobre S=Vk,

existe un transversal a izquierda fsk1; : : : ; s
k
lk
g de Vk en S veri�cando

s � skjkVk = sk�k(s)(jk)Vk para todo 1 � jk � lk.

Sea t = fg1; : : : ; gmg transversal a izquierda de S en G veri�cando

W (gi)(1) = i para todo 1 � i � m.

Entonces, para cada 1 � k � p,

fgis
k
jk
; i = 1; : : : ;m; jk = 1; : : : ; lkg

es un transversal a izquierda de Vk en G.

Ahora, para cada g 2 G,

g � gis
k
jk
Vk = gW (g)(i) � (g

�1
W (g)(i)ggi) � s

k
jk
Vk

= gW (g)(i) � s
k
�k(g

�1
W (g)(i)

ggi)(jk)
Vk;

para todos 1 � i � m, 1 � k � p, 1 � jk � lk, por ser g
�1
W (g)(i) � g � gi 2 S.

Por otro lado,

T 
tW (g)(i; j) = (W (g)(i); T (g�1W (g)(i) � g � gi)(j))



=

8>><
>>:

(W (g)(i); �1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)) si 1 � j � l1

(W (g)(i); l1 + : : :+ lk�1 + �k(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(jk)) si j = (�)

(�)l1 + : : :+ lk�1 + jk para algunos 2 � k � p, 1 � jk � lk.

Luego T 
tW =
pX

k=1

Tk, donde para cada 1 � k � p, Tk es un homomor-

�smo irreducible de G en �mlk que representa la acci�on de G sobre G=Vk

a trav�es del transversal fgiskjk ; i = 1; : : : ;m; jk = 1; : : : ; lkg.

Corolario 3.2.9 Sean T : G �! �l y W : G �! �m G-conjuntos ordinarios

irreducibles que representan, respectivamente, la acci�on de G sobre G=V y

G=S. Entonces, el producto tensorial T 
tW a trav�es de cualquier transversal

a izquierda t = fg1; : : : ; gmg de S en G veri�cando W (gi)(1) = i para todo

1 � i � m representa la acci�on de G sobre el producto cartesiano G=V �G=S.

Demostraci�on Para poder aplicar la de�nici�on de producto tensorial T 
tW

que conocemos, consideramos T como G-conjunto proyectivo relativo a H = 1.

De esta forma, S � 1 y se veri�can las condiciones exigidas para que T 
tW

est�e bien de�nido.

Como T representa la acci�on de G sobre el conjunto G=V , sabemos que

T jS representa la acci�on de S sobre
pX

k=1

S=(S \V xk), donde fx1; : : : ; xkg es un

conjunto de representantes de las (V , S)-dobles coclases en G.

Por la proposici�on ??, T 
t W representa la acci�on de G sobre el G-con-

junto
pX

k=1

G=(S \ V xk), que es, de acuerdo con la proposici�on ??, G-isomorfo

al producto cartesiano G=V �G=S.



De�nici�on 3.2.10 La suma de G-conjuntos proyectivos se de�ne de forma

an�aloga a la de G-conjuntos ordinarios, es decir, T1 + T2 : G �! �l+l0 viene

dada por:

(T1 + T2)(g)(i) =

8>><
>>:
T1(g)(i) si 1 � i � l

l + T2(g)(i� l) si l + 1 � i � l + l0

Proposici�on 3.2.11 (Distributividad del producto tensorial respecto de la

suma en la primera componente).

Sean T1 : G �! �l y T2 : G �! �l0 G-conjuntos proyectivos relativos a

H < G. Y sea W : G �! �m G-conjunto irreducible con W (h) = 1 para

todo h 2 H. Entonces, si S = fg 2 G; W (g)(1) = 1g y t = fg1; : : : ; gmg

es un transversal a izquierda de S en G veri�cando W (gi)(1) = i para todo

1 � i � m, los G-conjuntos proyectivos (T1
tW )+(T2
tW ) y (T1+T2)
tW

son equivalentes.

Demostraci�on Para cada g 2 G, [(T1 
t W ) + (T2 
t W )](g) es una per-

mutaci�on de f1; : : : ; lm; lm+1; : : : ; lm+ lm0g que act�ua de la siguiente forma:

(i) Si 1 � k � lm, entonces [(T1
tW )+(T2
tW )](g)(k) = (T1
tW )(g)(k).

Ahora, k = (i� 1)l + j para algunos 1 � i � m y 1 � j � l. Hab��amos

identi�cado f1; : : : ; lmg con f(i; j); 1 � i � m; 1 � j � lg y, de esta

forma, se ten��a

T1 
tW (g)(i; j) = (W (g)(i); T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)):

Si pensamos ahora que (T1 
t W )(g) act�ua sobre f1; : : : ; lmg, debemos

escribir

T1 
tW (g)(k) = [W (g)(i)� 1] � l + T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j) 2 f1; : : : ; lmg:



(ii) Si lm+ 1 � k � lm+ l0m, entonces

[(T1 
tW ) + (T2 
tW )](g)(k) = lm+ (T2 
tW )(g)(k � lm):

Ahora, k � lm = (i � 1)l0 + j para algunos 1 � i � m, 1 � j � l0. Se

ten��a

T2 
tW (g)(i; j) = (W (g)(i); T2(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)):

Luego podemos escribir

lm+ T2 
tW (g)(k � lm) =

lm+ [W (g)(i)� 1]l0 + T2(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j) 2 flm+ 1; : : : ; lm+ l0mg:

Por otro lado, [(T1 + T2)
tW ](g) act�ua sobre los pares

f(i; j); 1 � i � m; 1 � j � l + l0g

de la siguiente forma:

[(T1 + T2)
tW ](g)(i; j) = (W (g)(i); (T1 + T2)(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j))

=

8>><
>>:

(W (g)(i); T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)) si 1 � j � l

(W (g)(i); l + T2(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j � l)) si l + 1 � j � l + l0

Si identi�camos f(i; j); 1 � i � m; 1 � j � l + l0g con f1; : : : ; (l + l0)mg

de la manera habitual, es decir, haciendo corresponder a cada par (i; j)

del primer conjunto el elemento k = (i � 1)(l + l0) + j del segundo, se

tiene, para cada k de esta forma:

[(T1 + T2)
tW ](g)(k) =8>><
>>:

(W (g)(i)� 1)(l + l0) + T1(g
�1
W (g)(i)ggi)(j) si 1 � j � l

(W (g)(i)� 1)(l + l0) + l + T2(g
�1
W (g)(i)ggi)(j � l) si l + 1 � j � l + l0



Sea ahora � 2 �lm+l0m la permutaci�on de�nida como sigue:

Para 1 � k � lm, �(k) = (i� 1)(l + l0) + j, donde 1 � i � m y 1 � j � l

vienen dados por k = (i� 1)l + j.

Y si k > lm, �(k) = (i � 1)(l + l0) + l + j, donde 1 � i � m y 1 � j � l0

vienen dados por k � lm = (i� 1)l0 + j.

Comprobemos ahora que

� � [(T1 
tW ) + (T2 
tW )](g) = [(T1 + T2)
tW ](g) � �

para todo g 2 G.

(i) Sea 1 � k � lm, con k = (i � 1)l + j, donde 1 � i � m y 1 � j � l.

Ahora,

� � [(T1 
tW ) + (T2 
tW )](g)(k)

= � [(W (g)(i)� 1)l + T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)]

= (W (g)(i)� 1)(l + l0) + T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j);

al ser 1 �W (g)(i) � m y 1 � T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j) � l.

Por otro lado,

[(T1 + T2)
tW ](g) � �(k)

= [(T1 + T2)
tW ](g)[(i� 1)(l + l0) + j]

= (W (g)(i)� 1)(l + l0) + T1(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)

porque 1 � j � l.

(ii) Sea ahora lm + 1 � k � lm + l0m, con k � lm = (i � 1)l0 + j, donde

1 � i � m y 1 � j � l0:

� � [(T1 
tW ) + (T2 
tW )](g)(k)



= � [lm+ (W (g)(i)� 1)l0 + T2(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j)]

= (W (g)(i)� 1)(l + l0) + l + T2(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j):

Por otro lado,

[(T1 + T2)
tW ](g) � �(k)

= [(T1 + T2)
tW ](g)[(i� 1)(l + l0) + l + j]

= (W (g)(i)� 1)(l + l0) + l + T2(g
�1
W (g)(i) � g � gi)(j):

Observaci�on 3.2.12 La de�nici�on de producto tensorial podr��a extenderse

a un G=H-conjunto ordinario W cualquiera en la segunda componente por

linealidad:

Sea W = W1 + : : : + Wp, donde, para cada k 2 f1; : : : ; pg, Wk es un

G-conjunto irreducible veri�cando Wk(h) = 1 para todo h 2 H.

Si, para cada k, Sk = fg 2 G; Wk(g)(1) = 1g y tk = fgk1 ; : : : ; g
k
mk
g es

un transversal a izquierda de Sk en G veri�cando Wk(g
k
i )(1) = i para todo

1 � i � mk, se de�ne el producto tensorial de un G-conjunto proyectivo T

relativo a H por W a trav�es del conjunto de transversales ft1; : : : ; tpg como

T 
ft1;:::;tpg W =
pX

k=1

T 
tk Wk:

Teorema 3.2.13 (de descomposici�on de un G-conjunto irreducible en pro-

ducto tensorial de un G-conjunto proyectivo relativo a H < G y un G=H-con-

junto).



Sea G=V G-conjunto simple y sea H<G con (G=V )H homog�eneo, es decir,

NG(U)H = G, siendo U = V \H. Entonces, existen T : G �! �l, G-conjunto

proyectivo relativo a H con T jH representando la acci�on de H sobre H=U , y

W : G �! �m, representaci�on asociada al G-conjunto irreducible G=V H, tales

que T 
t W representa la acci�on de G sobre G=V para cualquier transversal

t = fg1; : : : ; gmg a izquierda de V H en G veri�cando W (gi)(1) = i para todo

i 2 f1; : : : ;mg.

Demostraci�on Tomamos en primer lugar un transversal fg1; : : : ; gmg a

izquierda de V H en G con g1 = 1. Adem�as, podemos tomar gi 2 NG(U)

para todo 1 � i � m por ser V � NG(U) y NG(U)H = G.

Ahora, para cada g 2 G, llamamos W (g) a la permutaci�on de �m dada

por g � giV H = gW (g)(i)V H para 1 � i � m. Es f�acil comprobar que la

aplicaci�on W : G �! �m as�� de�nida es un homomor�smo de grupos que

veri�ca W (h) = 1 para todo h 2 H.

Sea ahora fh1; : : : ; hlg transversal a izquierda de U enH y sea  : H �! �l

el homomor�smo de grupos de�nido por

h � hjU = h (h)(j)U para 1 � j � l:

Ahora, fh1; : : : ; hlg es tambi�en transversal a izquierda de V en V H y se tiene

adem�as

h � hjV = h (h)(j)V para todo h 2 H:

(V H=V y H=U son isomorfos como H-conjuntos).

Si llamamos � : V H �! �l al homomor�smo dado por

v � hjV = h�(v)(j)V para todo v 2 V H;



se tiene claramente � jH=  .

Vamos ahora a de�nir T : G �! �l, G-conjunto proyectivo relativo a H

tal que T jV H= �:

Para cada i 2 f1; : : : ;mg, fhgi1 ; : : : ; h
gi
l g es un transversal de U gi = U en

H, por lo que es tambi�en transversal de V en V H.

Dado g 2 G, existe un �unico i 2 f1; : : : ;mg y un �unico v 2 V H tales que

g = giv. Estos elementos v 2 V H y gi 2 t veri�can, por otra parte,

v � hjV = hgij1V para alg�un j1 2 f1; : : : ; lg:

Pues bien, de�nimos T : G �! �l por T (g)(j) = j1.

Vamos a ver que T es G-conjunto proyectivo relativo a H con T jV H= �:

(i) Es claro, por la de�nici�on de T , que T jV H= �. Por tanto,

T jH= � jH=  ;

homomor�smo que representa la acci�on de H sobre H=U .

(ii) Para cada g 2 G y para cada h 2 H, veamos  (ghg�1) = T (g) (h)T (g)�1.

Si g = giv, se tiene, para cada 1 � j � m,

T (g)�1(j) = j1 dado por vhj1 = hgij v1, para alg�un v1 2 V ;

 (h)(j1) = j2 dado por hhj1v2 = hj2 , para alg�un v2 2 V ;

T (g)(j2) = j3 dado por vhj2v3 = hgij3 , para alg�un v3 2 V .

Ahora,

hj3 = (vhj2v3)
g�1
i = (vhhj1v2v3)

g�1
i

= (vhv�1hgij v1v2v3)
g�1
i = hg

�1
hj(v1v2v3)

g�1
i ; con

(v1v2v3)
g�1
i 2 V g�1

i \H = (V \H)g
�1
i = U g�1

i = U = V \H:



Luego hj3 2 (ghg�1) � hjV y as��, j3 =  (ghg�1)(j).

Como T jV H es homomor�smo y V H es precisamente el conjunto de los

elementos g de G tales que W (g)(1) = 1, el producto de T por W no depende

del transversal elegido. Adem�as, podemos asegurar por el apartado (ii) de la

proposici�on ??, que T
tW es G-conjunto ordinario. Por la misma proposici�on,

se tiene en ese caso que T 
tW representa la acci�on de G sobre G=V , con lo

que queda probado el teorema.

Observaci�on 3.2.14 El G-conjunto proyectivo T de la descomposici�on ante-

rior puede tomarse ordinario si existe R � G tal que (G=R)V H = V H=V , o

equivalentemente, R � V H = G y R \ V H = V .

Corolario 3.2.15 Sea G = HL, producto directo, y sea G=V G-conjunto

simple. Entonces, existen T : G �! �l, G-conjunto proyectivo relativo a

H con T jH representando la acci�on de H sobre H=U , donde U = V \ H,

y W : G �! �m, G-conjunto irreducible con W (h) = 1 para todo h 2 H

representando la acci�on de G sobre G=V H, tales que T 
t W representa la

acci�on de G sobre G=V para cualquier transversal a izquierda t = fg1; : : : ; gmg

de V H en G veri�cando W (gi)(1) = i para todo i 2 f1; : : : ;mg.

(Es decir, todoG-conjunto simple se puede obtener como producto tensorial

de una extensi�on proyectiva de un H-conjunto por un G=H-conjunto, o lo que

es lo mismo en este caso, por un L-conjunto).

Demostraci�on Como G = HL es producto directo, se tiene L � NG(U),

donde U = V \ H. Por tanto, NG(U)H = G y se veri�can las hip�otesis del



teorema de descomposici�on de G-conjuntos. Aplicando el teorema, se obtiene

el resultado.

Observaci�on 3.2.16 En algunos casos, el G-conjunto T de la descomposici�on

anterior puede tomarse ordinario. Por ejemplo, si (j H j; j L j) = 1, el G-con-

junto G=V L veri�ca (G=V L)V H = V H=V . Luego basta tomar como T una

representaci�on de G=V L. En ese caso, adem�as, la descomposici�on se reduce a

la ya conocida G=V = G=V L�G=V H.
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