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Nociones generales concernientes á la extension. Pág. I 
1. El espacio que los cuerpos ocupan tiene tres 

dimensiones, longitud, latitud 6 anchura, J prefun
didad, grueso 6 altttl'a, 

Los límites de los cuerpos son superficies, que so
lo constan de dos dimensiones, cuales son longitud 1 
latitud. 

Los límites de las superficies ó sus mutuos encuen
tros son líneas, las cuales no tienen mas de una sola 
dimension que llamamos longitud. 

Los límites de las líneas ó sus recíprocos encuen-. 
tros son punto~ que no tienen dimension alguna..... 1-3 

2. La línea recta es el camino mas corto por don-
de se puede· pasar de un punto á otro. 

La posicion de una línea recta se halla determina
da por dos puntos, y no es posible prolongarla á ma-
yor distancia sino de un s.olo modo. . . 

El p_lano ~s una -~1:!p~r.ficie á la cual se .puede apli
car una línea recta en todos sentidos. 

PRIMERA PARTE. 

SECCION l'RIMERA, 

De las p1·opiedades de las líneas rectas ¡ cir
. cularu. 

Definiciones y nociones generales........................ . I) 
En los Elementos de Geometría no se consideran 

mas de dos especies de líneas, á saber : la. línea rec• 
ta, y la línea circular, cuyos puntos hallándose to-
dos situados en un mismo plano, distan igualmente 
de otro punto tomado en el mismo plano, y llama-
do ccntl·o. · · 

Las rectas que miden la distancia qe cualquiera 



lV • , 1) 
punto de la circunferencia a su cen~ro , se mn~n 
r,:tdios del círculo: una parte cua~qu1era de la c1r~ 
cunferencia se llama arco : por circulo entendemos 
la porcion de plano terminada por todas partes por 
la línea circular, 

A fin de determinar todos los puntos que se ha-
llan á una distancia dada de un punto dado, debe
mos describir desde este último como centro , y con 
un radio igual á la distancia dada, una circunferend 
cía de círculo .... ;·~ ......................... •·········;············:····· 

4
. Medir la distancia de dos puntos o la longitud 

de una recta, es investigar cuántas. veces en e_sta rec
ta está contenida otra recta adoptada por un_1dad .. 

En o-en eral medir una recta con otra es in vest1-
º ' . ' gar la relacion que tengan esta; dos líneas entr: s1 , y 

averiguar si hay alguna otra lrnea mas pequena que 
se halle contenida un exacto número de veces en am
bas , y que por consiguiente sea la medida comun de 
ellas ............................ •~ ........................................ ,, .. • 

5. Problema. Siendo dad.;1s dos rectas , det,er~1-. 
nar su comun medida , 6 Cl.ittnao menos la prox1ma 
re1acion de la una á la otra ......................... .., .......... .. 

6. Una recta ~o puede encontrarse con otra mas 
que en un solo punto .............................................. .. 

7. El espacio indefinido, comprendido entre dos 
rectns que se cortan en un punto , y que podemos 
imaginar prolongadas cuanto qu~ramos, se llama 
ángulo. . . 

El punto en que se encuentran las líneas ó lados 
que forman el ángulo, se llama 'Vértice. 

8. Dos á □ gulos son entre sí iguales, siempre que 
colocados el uno sobre· el otro se cubren perfecta
mente. 

Para que se verifique la igualdad de dos ángulos, 
no es necesario que }os dos lados del uno tengan exac~ 
tamente la misma longitud que'los del otro; basta 

id. 

id. 

para ello que se cubran el uno nl otro en la parte 
que les sea comun ............................................... , ...• 

9. La porcion respectiva de dos recrns depende 
del ángulo que entre sí forman. 

Una línea es perpendicular sobre otra , siempre 
que forma con esta otra dos ángulos iguales. 

La perpendicular no se inclina mas hácia un lado 
que hácia otro de la recta á la cual encuemra. 

Los ángulos que estas rectas forman se llaman ánd 
gulas rectos. 

Todo ángulo menor que uno recto se llama án-. 
gula agudo. 

· Todo ángulo mayor que uno recto se llama án
gulo obtuso. 

Todos los ángulos rectos son entre sí iguales ........ 
I o. La suma de todo·s. los ángulos que se pueden 

formar de un mismo lado de una recta , y tomando 
por vértice á uao cualquiera de sus puntos, equiva
le en todos casos á dos ángulos rectos , sea cual fue-
re el / d l ' 1 numero e os angu os propuestos ................... . 

I I. Siempre que una '.recta cae sobre otra, for
ma con esta otra dos ángulos, que reunidos equiva
len á dos rectos. 
• Dos rectas que entre sí se encuentran, forman al 

r.ededor de su mutuo punto de encuentro cuatro án
gulos, de los cuales dos á dos son opuestos por el · 
7Jérti·ce' ······ .......... t.••· •• · •••••.••• , •••.••••••••••••••••••••••••••••• 

I 2. Teorema. Los ángulos opuestos por el vérti-
' . 1 ce, son entre s1 1gna es ......................................... .. 

· I 3• Corolario. Dos perpendiculares forman entre 
, , 1 :s1 cuatro angu os rectos. · 

La suma de todos los ángulos que se pueden for• 
mar al rededor de un punto, no vale nunca mas que 
cuatro rectos ................... , ......................... ; ..... : ..... . 

. No es posible encerrar espacio alguno por un nú
mero de rectas menor que tres , y este espacio se lla .. 
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VI 
111a triángulo............................................................ 2 I 

1 5. La suma de dos lados de un triángulo es ma-
yor que el ~erce:º· . , . 

Si en el rntenor de un triangulo tomamós un pun-
to cualquiera , y desde este punto tiramos rectas á. 
dos de los ángulos del triángulo, la suma de ~~tas 
rectas será menor que la de los dos lados del trian-
gulo 9ue las envuelve?·. . ., , 

Seis cosas pueden d1strngume en un triangulo ; a 
saber , tres ángulos y tres lados. 

Existen entre estas seis cosas relaciones necesarias. 2 2 
16. Teorema. Siempre que dos lados de un tri

ángulo sean respectivamente iguales á otros dos de 
otro triángulo, y que el ángulo comprendido porlos 
primeros sea igual al formado por los segundos, ha-
brán de ser iguales en todas sus demas partes............ 2 3 

17. Un triángulo se halla enteramente determi-
nado con solo que se conozca uno de sus ángulos, y 
los dos lados que lo comprenden.............................. 24 

18. Teornna. Siempre que dos triángulos tengan 
un lado del uuo. jguaLá....otto-d.el-otró , . y que-sl'lan · 
respectivamente iguales los dos ángulos adyacentes 
e~,ambos, habrán de ser perfectamente iguales los 
tr1angulos ............. ,.................................................. id. 

I 9. Si dos lados de un triángulo fueren respecti
vamente iguales á otros dos de otro triángulo, y que 
el ángulo comprendido entre los primeros sea menor 
que el comprendido entre los dos últimos, el lado 
opuesto al mayor de estos dos ángulos deberá ser 
1nayor que el opuesto al otro .................. ;,,.............. 2 5 

20. Corolario. Dos triángulos cuyos tres lados 
son respecti varn;;:nte iguales cada uno á su corres
pondiente, son iguales en todas sus partes ......... ,...... 26 

2 r. Dados que nos sean con separncion los tres 
fados de un triángulo, describirlo .................... ,..... 27 

2:2. Ohw·"Vac.iones. Para que se pueda formar u11 

triángulo con tres líneas dadas, es indispensáb1e que 
la suma de cualesquiera dos· de ellas sea mayor que 

VII 

la tercera .......... ,. ............................................ ,1.,,,,.... 27 
23. Problema. En un punto dado, tomado en 

una recta dada , construir un ángulo igual á otro 
dado ............................................. º.......................... 28 

24- Dado que nos sea un triángulo, construir otro 
que le sea igual , empleando en la construccion de 
este último uno de los ángulos del primero, y los dos 
lados que Jo comprenden........................................ 29 

2 S. Dado · que nos sea un triángulo , construir 
otro que le sea igual, empleando en la construccion 
de este último un lado del primero y los dos ángu• 
los adyacentes ............................................. ,.,....... 30 

De las Hn,as perpendiculares y de las oblicuas...... id. 

26. Teorema, Las líneas que parten de un mismo 
punto cualquiera de.la perpendicular, y que se apar-
tan igt1::tlmen~e d~ su. pie , son iguales; y las que mas 
dista11 son n1as largas ... :........................................... id. 

27. I.° Corolart'o. Dos oblicuas iguales caen ne
cesariamente á diferentes lados de la perpendicular, 
y á igual distancia de su pie................................... 3 I 

28. 2. ° Cololari·o. La perpendicular es la línea 
mas corta de cuantas pueden tirarse de un punto á 
una recta dada, cuando caiga en el medio de esta 
recta, tiene. todos sus puntos igualmente distantes 
de las dos extremidades, de las cuales distan desigual
mente todos los puntos tomados fuera de la perpen
dicular. De un punto á .una recta no es posible tirar 
tres rectas iguales................................................... 3 2 

29. Problema. Tirar sobre una línea dada una 
perpendicular que la divida en dos partes iguales...... id. 

30. Problema. Por un punto dado ell una recta 
l~vantar una perpendicular á esta recta .......... '.......... 33 
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3 r. Problema. Por Ull runto tomado fuera de 
una recta, bajar una perpendicular sobre ella ......... .. 

3 2. Teorema. De un punto tomado fuera de 
una recta, no puede bajarse sobre ella mas de una 
sola perpendicular. Lo mismo .se ve~ifica aun cuan-
do se tome el punto sobre la misma lmea . .. : ............ ; 

34 

id. 
3 3. I.º Corolario. Dos r~ctas perpendiculares a 

una tercera no se encuentran pmas , por mas prolon
gadas que las supongamos, ya sea há~ia la parte de 
turiba, ó hácia la de abajo de esta última................ 3S 

34. 2.º Corolario. pos triángulos, cada_uno de 
los cuales tenga un angulo recto, son 1g,uales ~ 
1.º siempre que ademas sean iguales los lados res~ 
pectivamente opuestos á los ángulos rectos, y al.gu• 
no de los otros ángulos sea igual á su correspondien
te: 2.º Cuando ademas de tener iguales l_os. lados 
opuestos á los ángulos rectos, tiene tambien cada 
uno de ellos uno de los otros lados igual á otro de 
los otros ....... , ....... ,, .. n.,.,, •• ••••••••••••••••••••••.• , •••••••••••••••• 

3 5. Obser7Jadones. El segun~o caso de }gualdad 
de que acabamo_~ 5!.~lill.&:~on.-,·· rel-at1vo·á:c1{jg 
triángulos que tengan un ángulo recto , no conviene 
generalmente á todos los demas ................................ . 

36. Teorema. Cuando dos lados de un triángulo 
sean entre sí iguales, los ángulos opuestos á estos la
dos lo serán tambien; y cuando sean desiguales el 
rna yor de ellos se hallará opuesto ,al mayor ángulo. 

37. Corolario. Si dos ángulos de un triángulo 
son entre sí iguales, los lados opuestos á estos ángu
los habrán rambien de serlo entre sí. El mayor de 
los lados es el opuesto al mayo!' de los ángulos. Fi
nalmente, siempre que sean entre sí iguales los tres 
lados de cualquier triángulo, los tres ángulos lo se-

, b' ' , rnn tam 1en entre s1, y rec1procamente ................... . 
· 38. Los triángulos cuyos lados son todos desigua• 

les, se llaman escalmos; los que tienen iguales dos 
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37 

38 

de sus lados, is6sceles; los que todos sus tres la-
dos entre sí iguales, equila'teros ..................... ......... . 

Teoría de las paralelas ...................... . 

39. Dos rectas que, aunque situadas en un mis~ 
mo plano, no se encuentran jamas por mas que se 
prolonguen, se llaman paudelas entre sí.. ............ .. 

Son , pues, entre sí paralelas dos. re.etas que sean 
perpendiculares á .una tercera, ............................... .. 

40. Nota. Siendo una recta perpendicular;. á 
otra , cualquiera otra recta que sea oblicua á esta, si 
se la prolonga suficientemente, encontrará necesaria-

, 1 . mente_ a a pr1me;ra .....................•............. , .. .. _ .. 11,., ·•· 

Nota en que se hace ver esta proposicion ........... . 
41_. Teorema. Cuand_o dos rectas sean paralelas, 

todas las que fueren perpendiculares á una de ella, 
lo habrán al mismo tiempo de. ser á la otra .............. ,. 

42. Corolario. Dos rectas paralelas á una terce-
ra, son p:tral_e~as·e_r:1Jre,sí ........ , ..................... ~ ....... , ....... ~. 

43. Teorema. Cuando dos rectas paralelas se ha
llan cortadas por .un~ .. tercer:i, los ángulos que ellas 
hacen con esta últiiµa e,n, un mismo lado, el uno en 
la parte de afuera y el otro en la de adentro , son 
• 1 , 
1gua es entre s1 ..... ,. .. ,.~1~•··,·:····•·-'·······~ ................. , ...... . 

39 
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id. 
44- Teorema. Siempre que dos rectas hagan con 

otra tercera y á un mismo :l,1do con ,:espe.cto á esta, 
ángulos ,iguales,· lJ!?O en la parte de afuera y otro 
en la ~e adentro , habrán de ser entre sí paralelas..... 43 

45• Observaciones. Llamamos seca11te á toda 
recta qm~ corte. á o,tras.paralelas. Los ángulos situa
dos al 1:1.:s~o l~.do de. la secante, y cuya abertura se 
halla d1~1g1da hácia una misma parte, se llam:.rn án
gulos correspondientes. Todos los ángulos cuya aber~ 
~ura se hall~ entre las paralelas , · se llaman ángulos 
internos; ast como se llaman áng1üos externos aque-
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llos cuya abertura se halla dirigida á la parte de 
afuera. Los ángulos que se encue1itran en una situa
cion opue~ta , tanto con respecto á la secante como 
á las paralelas, se llaman ángulos alternos ...... ;......... 43 

46. Teorema. Siempre que dos paralelas se ha- . 
Uen cortadas por una secante: 

1.º Los ángulos correspondientes son iguales, 
2:9 Los ángulos alternos internos son iguales, 
3. 0 Los ángulos alternos externos son· iguales, 
4-º Los, ángulos internos de un mismo lado for, 

man dos ángulos cuya suma equivale á la de ,dos 
rectos, 

5.º Los ángulos externos de un mismo lado for
man otros dos ángulos cnya suma equivale á otros 
dqs rectos , . . 

6:' Siempre que se vedfique cualquiera de esta.s · 
propiedades, las rectas son necesariam_ente paralelas;. 

47. Corolario. Dos rectas respectivamente per.
pendiculares á otras dos rectas que se cortan, detien 
necesariamente •encontrarse ......................... .-..... ,,.-..• 

44 

48. Problt·m,kF-0r~\.'\l."r:PU1ltO'"Oa8.b tirar·-un.a tec-' 
ta paralela á otra dada .......... ·············••.•··• ............. ·.· id .. 

49. Problema. Por un punto dado fuera de una 
recta, tirar otra que h::iga con ella un ángulo igual 
á otro dndo .... -•·•·••111••·············· .. ·•· ... · .. · ... , .......... , .. , ..••. 

5c. Teo1~ema. Los ángulos,·cuyos"l::idos son res• 
pectivamentl;l paralelos los del uno á los del otro; 
}'. que ten~an su abertur;i dirigida en u~ mismo se11-
t1do, son iguales entre s1 ........ ; .............................. .. 

5 r. Teorema. Los tres áhgulos de todo triángu
lo reunidos, eg u i v::ilen en todos casos á la suma de 
dos ángulos rectos .......... ················"•·········••'·•·.••.•··º·· 

N. B. El ángulo externo de un triángulo equivale 
por sí solo á la suma de los dos· ángulos internos 
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id. 

op11estos ............•....... :............................................. S0 
5 2. Corolario. Siempre que dos ángulos de un 

triángulo sean respectivamente iguales á otros dos án
gulos de otro triángulo , el tercero del uno habrá de 
ser igual al tercero del otro. . . 

N ingun trióngulo puede. tener mas de un solo 
ángulo recto , ni mucho menos, mas de un ángulo 
obtuso ..................... , ............................................... . 

5 3. Se llama triángulo rectángulo al que tiene 
un ángulo recto; acutángulo al que tiene sm tres án
gulos agudos, y obtusángulo al que tenga un ángu.;. 
lo obtuso. Las dos últimas especies se comprenden 
b::ijo de la denominacion comun de triángulos obli
cudngulos. En el triángulo equilátero, que tiene sus 
tres ángulos entre sí iguales, cada uno de ellos equi-
vale á dos tercias partes de un ángulo recto ............ . 

54. Teorema. Las partes de paralelas intercep
tadas entre paralelas son entre sí iguales, y recípro • 
camente ... , . ............ ,.,:.,; ........... .. ·.1 ••· ··' ••• •• .- •••••••• ~ ••••••••• ; 

SS. Dos paralelas distan igualmente en todos sus 
puntos la una de,la otra ............................................. · 

56. Teorema. Siempre que das rectas cualesquie
ra esten cortadas ,por un número cualquiera de para
lelas tiradas por pnritós tomados á distancias iguales 
en la primera, serán tambien entre sí igual~s las par-
tes de_la segunda ................. , ........................ ~.,, ...... . 

57. Cualquier número de partes de la primera 
recta es á igual número de partes de la segunda co
moi la pdn1era rec.ta entera es á la segunda entera ..... 

S 8. Tres paralelas cortan en todos casos á dos rec-
tas cualesquiera en partes proporcionales ................ . 

Nota sobre las. razones incomensurables ...... , .. .. 
59. r.° Corola1'io.:Si en un triángulo se tira una 

recta paraleJ;J tJ.lll.O d.e s'us lados , cortará á los otros 
d , . 1 . os en partes i:¡ntre s1 proporc10na es ........................ . 

60. 2.º Corolario, Recíprocamente cuando una 
recta corte á dos lados de un triángulo en p::irtes pro
porcionales, habrá de ser paralela al terce,r lado ........ 

id. 

id. 

53 

id. 

S5 

id. 



X.H ¿· 'd d 6r. 3.º Corolario.' La r~cta que iv1 a .~n · os 
parres ignales á uno de los angulas de un triangulo 
cualquiera , di vide al lado opuesto en dos segmen· 
tos proporcionales :Llos lados adyacentes ....... : ........ ; 

62. Problema. Hallar una cuarta proporc10nal a 
tres líneas dadas ................................................ , ...... . 

6 3. Dos triángulos son semejantes cuando los án
onlos del uno son respectivamente iguales á los del 
~tro, y son entre sí propor~i~n'ales lo; lados que en 
ambos. se hallan. opuestos a angulas iguales, y que 
por esta razon S'e lláman lados homólogos. U na de 
estas condiciones está necesariamente unida con la 
otra.4 .......... , ................... , ........................................ . 

6..¡.. Teorema •. Siempre que dos triángulos tengan 
respectivumente iguales los ángulos del uno á los del. 
otro , sus .la.dos homólogos son proporcionales, y los 
triangulos son por .consiguiente semejantes ............. ;,.'' 

6 5. Corolttrio. Dos triángulos son semejantes: 
I. º siempre que dos ángulos del uno sean respectiva
mente iguales á otros dos del otro: 2. º siempre 'que 
los lados del uno sean respectivamente paralelos á los 

57 
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del otro: 3.0 sieinpre que fos lados del primero seaá 
respectivamente perpendiculares á los ·del segundo.... 60 

66. Teorema. Dos triángulos son.semejantes siem
pre l}Ue un ángulo del uno' sea igual á otro ángulo · 
del otro, y esten comprendidos los dos ángulos por 
lados entre sí proporcionales ............................... .." ... . 

67. Teorema. Dos triángulos, de los cuales los 
lados del uno son respectivamente proporcionales á 
los dd otro, son entre sí , semejantes ...................... . 

68. Problema. Construir sobre una ·recta dada 
un triángulo semejante á otro dado ................... , .... . 

69. Tearem,.:i. Cuantas. réctas queramos, ti(adas 
por un mismo punto, y encontradas por dos parale. 
fas , estan. cortadas por estas paralelas en partes pro
porcionales, asi como tambien las cortan. en part'es 

id. 

:XIII 
• 1 ' ó' proporciona es ..................... ,1,, •. ~····•······· •. ,,,1,,.,,........ if 

70. Problema. Dividir una recta dada del mismo 
modo que se halle dividida otra recta..................... 6 5 

7 ~. Obser'Vacion. Otra solucion de la misma 
cuest1on .... , .................................................................. ., 66 

72. I .º Corolario. Division de una recta en par-
tes iguales..................................................................... 68 

73. 2..º Corolario. Constr.uccion de las. escalas.... id. 
' 7 4. Si desde el vértice del ángulo recto del tri
ángulo rectángulo se baja una perpendicular sobre el 
lado opuesto que llamamos hipotenusa: 1. º esta per
pendicular dividirá al triángulo en otros dos que le 
serán semejantes, y que por consiguiente serán se
mejantes entre sí: 2..º la misma dividirá á fa hipo
tenusa en dos partes ó segmentos tales , que cada uno 
de los lados del ángulo recto sea medio proporcional 
entre el segmento que le sea adyacente y la hipote-
nusa entera: 3. º la perpendicular será media pro- · 
porcional entre los dos segmentos de la hipotenusa. 7° 

75. Corolario. La segunda potencia del número• 
que exprese la longitud de la hipotenusa, es igual á 
la suma ·de las segundas potencias de los números 
que expresan las longitudes de los otros dos lados..... 7I 

76. '[éorcma. Estando refe'ridos á una medida 
comun los tres lados de un triángulo , y expresado~ 
por consiguiente.en números; si de la extremidad de 
cualquiera de estos ládos se baja una perpendicular 
sobre otro cualquiera de los otros dos, 1a segunda po· 
tencia del primero será igual á la suma de las segun
das potencias de los dos últimos, menos dos vece~ el 
producto del lado sobre que cae la perpen~icular, 
por la distancia de esca perpendicular al ángulo 
opuesto al primer lado, en caso que este ángulo sea 
agudo; y mas dos veces el mismo producto cuando 
este ángulo sea. obtuso............................................ 73 

77. Corolario. Un triángulo es acutángulo, rec.: 
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tángulo, ú obtusfogulo, segun qüe la segunda po
tenda del mayor de sus lados es menor, ó igual ó 
mayor que la suma de las segundas potencias de los 
otros dos lados ...................... , .. , .. ¡ .. , .•.••.•••...•..•..•...• 

De los polígonos. 

78. Las superficies planas terminadas por .un con-. 
junto cualquiera cte líneas rectas , se llaman polí-
gonos .. , ............. ................................................ , ......• 

El mas sencillo de todos es el triángulo; los po• 
lígonos de cuatro lados se llaman-en general cuadri
lateros; los de cinco, pentágonos; los de seis, exá
gonos; los de siete, eptágonos; los de ocho, octágo• 
nos; los de nueve, r:nr:tÍgonos; los de diez, dr:c á
gonos; los de doce, dodecágonos; los de quince ,pr:n• 
tedecágonos. 

Los ángulos cuya abertura se halla mirando á la 
parte interior del polígono, son los llamados ángu
los s.,i/ientes, y aquelJos, cuya abertura mira á la par-, 
te· de afuera, se llaman ángulos entrantes. 

Las líneas tiradas de los ángulos de· un polígo• 
no, sin ser ad yacentes á los mismos lados , tienen el 
nombre d~ diagonales .... u •• ,, ............................. ~.· ••••• 

79· El poligono de cuatro lados, cuyos lados 
opuestos son paralelos es el llamado paralel6gramo. 

r. º Cada una de las diagonales di vide al para
leló~·amo en dos triángulos entre sí iguales. 

2. . Los lado~ opuestos de un paraleló gramo s011 
resp.!ct1vamente iguales. 

3. º Siempre que sean entre sí iguales los lados 
opue,tos de una figura de cuatro lados , ó en caso 
e¡ ue cada dos lados opu~stos sean entre sí iguales y pa~ 
ra!elos, la tal figura viene necesariamente á ser Ull 

11aralel~g·1·a.1t1a"··· ...•............... , .............. ._, ...•... , .....••.. 
80. Teorema. Las do~ diagonales de un paraleló-

id. 

77 

id. 

XV 
gramo se cortan mutuamel'lte en dos partes iguales.. 77 

8 r. Teorema. Juntando uno de los ángulos de 
un polígono á todos los demas, resultará dividido el 
polígono en un número de triángulos igual al de sus 
lados, disminuido de dos unidades. 

82.. Corolado. La suma de todos los ángulos in
teriores de un polígono , vale tantas veces dos rectos 
como .lados tenga, menos dos.................... .. .... .... .... 78 

83. TeiJrema. Si se prolongan en un mismo sen
tido todos los lados de un polígono que no tenga ' , 
ningun 'ángulo entrante, la suma de los ángulos ex
teriores será exactamente igual á la de cuatro rectos, 
seá cual fuere por otra parte el número de los lados 
del polígono .......................... 1 •••••••••••••••••••••••••••••••• 79 

84 Obser'Vacion. Dos polígonos son iguales cuan• · 
do se componen de un mismo número de triángulos 
iguales y semejantemente dispuestos........................ id. 

8 5 . . Teorema. Cuando conocemos todos los la-
dos de un polígono, á excepcion de uno solo , y que 
al mismo tiempo conocemos los ángulos comprendi-
dos entre los ,Jados •dados, se halla determinado el 
polígóno, y puede ser construido sin obstáculo....... 80 

86. Observaci'on. Para determinar un polígono 
de un número N de lados, es necesario tener co
nocidas 2N-3 cosas, entre las cuales los ángulos no 
han de contarse mas que N-1 datos ..................... ; 8r 

87. Se llaman polígonos semejantes aquellos en 
que los ángulos del uno son respectivamente iguales 
á _ los_ del otro , y cuyos lados homólogos son pro-
JJorc1onales ..... ........•.............. •.•• ... . . • ... .. . . . .. . .. .. .. .. ...• id. 

88. Teorema. Dos polígonos compuestos de un 
mismo número de triángulos respectivamente seme
jantes cada uno al suyo, y semejantemente dispues~ 
tos, tienen sus ángulos iguales cada uno á su corres
pondiente, sus lados homólogos proporcionales, y 
por consiguiente son entre sí semejantes......... ......... id. 



X.VI s
9

• T,-orenui. Siempre que dos poH$onos s,on se• 
m~j:intes, se hall:u~ compuestos de un mismo numero 

ui.íngulos seme¡antes, cada uno ni suyo , y seme
~ ¿· j.:inr~rnen.te 1spuestos ............................................ . 

90. Problema1. Construir sobre una línea dada un 
pol1gono semejante á otro dado .. , ..................... , .... . 

9 i:, Observ;1cion. Otro modo de dividir_polígonos 
en rr 1ang11los .. .. ~ ....•. ,,,,. ,., ............................... , ........•. 

}lcittt respectiva al arte de levantar planos .......... . 
9 ::. Ttorema. Si en dos poligonos semejantes se ti

ran dos rectas que se hallen colocadas de un modo 
~eme¡:wte en ambos , estas habrán de ser proporcio-
n;¡¡1,;i á los lados homólogos de los polígonos ......... . 

93. Tt·(wema. Los contornos de dos polígonos se
mej::mrcs son entre sí como los lados homólogos de 
CitOS mismos poligonos ......... , .. ,. 0 ........................... , .. 

De lli línea recta J dd cít·culo .............. . 

9-1. Una ¡¡ecta y uoa circunferencia de círculo no 
puedt;!n cortarse en mus de dos puntos. 

Toda recta que corta á la circunferencia de un 
drrnlo , y se halla prolongad,t hácia afuera , se llama 
s;1 ~·1.1nte. 

La parte de esta recta, comprendida dentro del 
-1 r .,, :o ·,~ llama C'"rd • li...~l,,..u~ ,,~ "" ,..,..., ,i;.,,, ....... ,.. .......... , •• .., ........... , •• ,,,.,. 

1) 5. La cuerda que pasa por las extremidades de 
1.m a,co, ó que lo subtende, se llama su cuerda. 

~r ,u ~1isma cuer~a pertene~e á dos arcos , que. 
rcun turman la c1rcunferenc1a entera 

96. Cuando una cuerda pasa por ei'"~~-~~-;~ .. d~i 
c:r.:u1o , se lJ. da el nombre de didmetro. , 

Todo, los diámetros de un mismo círculo son 
entre sí. 

Vn ~iámetro es fa m_ayor de las rectas que se 
P tuardentro de la. cmunferencia de un círculo. 

id. 

86 

id. 

id. 

id. 
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97. El diámetro divide á la circunferencia en dos 

panes iguales. 
D~s _círculos descritos con un mismo radio son 

entre s1 1gt1~1les .... ,.................................................. 88 
98. Teorema. Si aplicamos un arco cualquiera de 

círculo sobre otro arco del mismo círculo, ó de otro 
circulo descrito con el 1~1ismo radio que el primero, de 
modo que dos cualesquiera puntos de uno de los arcos 
caigan sobre otros dos del otro, y las convexidades 
esten mirando hácia un mismo lado, el menor de es
tos dos arcos se habrá necesariamente de confundir 
con el n1a_yor ...••••••••••••. , ••• ........ ••••.• •.• • •. • . ••• .•• •.• .• .•••. 1"d 

71.T • 1.vota relativa á la propiedad del círculo, que le 
es co?1un con la línea recta, y que nos hace ver la 
seme¡anza de sus partes, ó la uniformidad de su cur-
vatur,1 .................... ~ ....•.............•...••.... , .•..........•..•.. 

99· Corolario. En un mismo círculo ó en dos cír
culos descrito_s con un mis!11o radio , los arcos cuyas 
cuerdas sean iguales, habrnn de ser necesariamente 
igu~les, siempre que ambos sean de una misma es
pecie; es decir, ó ambos menores, ó ambos ma• 
y ores que la semicircunferencia; y recíprocamente 
cnan~lo los arcos sean iguales , las cuerdas tambien 
habran de serlo entre sí 
. I oo. Teorema. En 1;;;·:i;;~;~·~í~~~i~·ó·~·~·~í;~·t~j~; 
1gual:s, al mayor arco le p~rtenece la mayor cuerda, 
Y rec1procamente; con tal sm embargo que. los arcos 
que comparamos sean menores que la semicircun
ferencia ·····--········· ................................. ················· 

. I o I. Problema. Estando dados dos arcos de un 
mismo círculo ó de dos círculos iguales, determinar 
la razon que entre sí tengan sus longitudes .............. . 

I 0 2. La recta que no tiene mas que un punto de 
comun con un círculo, y que no hace mas que tocar-
le, se llama tangente ............................................... . 

103• Teorema, La perpendicular tirada sobre un 
TOMO III. 3 

id. 

id. 

92. 
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punto de la circunferencia de1 círculo sobr~ el radio 
que p;:isa por este punto, es, tangente al circ1;-1lo; y 
reciprocamente la tongente a un pullto cualquiera de 
fa circunferencia, es perpendicular á la extremidad 
del radio tirado por este punto ............................ : .. 

104. Corolario.Se tira una tangente á un punto 
d;¡du de una circunferencia del círculo, levantando á 
fa extr-.:mi..-lad del radio que pasa por este punto una 
perpe11J.icul,,1r .. .. , ....................... , .................. , ........ . 

105. Teonma. Toda 1ecta levantada perpendi
cubnncnte sobre el punto de enmedio de una cuer
da, pasa por d centro dd arco., y por el punto de 
enmcdio del :1rco subtendido por l.1 tal cuerda ....... . 

106. 1. º Coro!.zrio. Estando en una recta el 
punto de enmedio de una cuerda, el cent10 del 
circulo, y el punto medio del arco subtendido por 
l::i cu.:rda, luego que se verifique que est::m en la 
n:.:t:1 dos de los tres indicados puntos, lo habrá de 
estar necesariamente el tercero. 

Toda perpendicular baiada desde el centro ó des
de ei medio del'arco sobre la cuerda, caerá sobre el 
puntü m.:dio de la cuerda .................................... . 

ID7. 2., Corol,trio. Para dividir un arco en dos 
pJrtes 

1

igu:iks, basta levantar una perpendicular so
bre el medio de la cuerda que st1brende al arco ... 

108. Twrem:i. Los arcos interceptados en un 
mi~mo cnnilo entre dos cuerdas paralelas, ó entre 
un:1 rnngente y una cuerda paralela, son iguales ...•. 

1c9. T,'orona. Si de los vértices de dos ángulos 
de!'cribimos con un mismo radio los dos arcos que les 
c,orre,ponden, la rnzon de los dos arcos comprendi
do,s entre los lados de cada uno de los ángulos ha
b:;1 ,:e ser la misma que la_ de los mismos ángulos ..... 

I I o. I.° Corol.1rio. Siendo la misma la razon 
de los arcos que la de los ángulos, es consiguiente 
que la medida de un ángulo sea el arco de círculo 

93 

id.· 

id. 

94 

id. 

95 

XIX 
comprendido' entre sus lados, y descrito desde m vér~ 
tice co1no centro ........•.. ,,. .................. ,................... 97 

1 I 1. 2. º Corolario. Las rectas que dividan á un 
arco en partes iguales, dividen juntamente en el 
misn:o número de partes iguales al ángulo, cuya 
n1ed1da es el tal arco.............................................. 99 

• I I 2. Teorema. ~uando un ángulo tiene su vér
tice colocado en. la circunferencia de un círculo su 
medida es la mitad del arco comprendido entre' sus 
lados..................................................................... id. 

I 13. 1.
0 ()orol,rrio. El ángulo formado por una 

c1;1erda y P.ºr la prolongacion de otra, tiene por me
dida la mitad de la suma de los arcos subtendidos 
por estas ct1erdas, al lado de afuera del ángulo que 
ellas for1nan· ....... ...... , ................. '!' •••• , •••••••••••••• , •••••••••• • 1 01 

I I,4·. 2.° Corolario. r.º T~dos los ángulos cu
yos vert1ces se hallen en la circunferencia y qüe 
se apoyen sobre un mismo arco, son entre sí 
iguales ................. , .................................................. 102 

2. º El ángulo cuyo vértice se halla en la cir
cn.nferencia, pas~~do los otros lados por las extre
nudades de un d1ametro , es un ángulo recto........... id. 

I I 5· T_eo1'ema. El ángulo cuyo vértice se halla 
dentro del cmülo entre este y la circunferencia tie-
ne por medida de la mitad del arco compre~dido 
entre sus. lados , y juntamente la mitad del arco 
comprendido entre sus prolongaciones...................... id. 

I I 6. El ángulo cuyo vértice se halla fuera del 
círculo , tiene por medida la mitad de la diferencia 
de los arcos comprendidos entre sus lados, uno de 
los cuales vuelve su concavidad hácia el vértice 
mientras que otro dirige su convexidad ................... ~ 103 

I I ~ • Problema. Elevar una perpendicular en la 
extremidad de una línea recta sin prolongarla.......... id. 

, I IS .. Problema. De un punto dado fuera de un 
circulo, tirar una tangente á este círculo, ................. 104 
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u9. Problema. Por tres puntos que no se h~

llen en línea recta', h~cer pasar una circunferencia 
de círculo ....................... •···············~······················· I 04 

n.o. 1.º Corolario. Por tres puntos. dados no 
es posible hacer pasar mas de una sola circunferencia 
de círculo. 

Esta cuestion no admite solucionsiempre que los 
tres puntos dados se hallen e~ línea recta.................. I 05 

I 2 r. 2.º Corolario, Dos circ,ulos no pueden tener 
tres puntos comunes sin confundirse , y á consecuen
cia no podrán mutuamente encontrarse en mas que 
en dos puntos ..... , ................ ,.,. ...... , ....... ,................ id. 

r22, Teorema, Dos cír_culos que pasan por 1111 

mismo punto de la recta que reune sus centrns, no 
tienen de comun mas que este punto , en el cual se 
tocan por consiguiente; y recíprocamente, siempre 
que dos círculos se toquen , sus centros y el punto 
del contacto habrán de estar en una misma recta,,.... I 06 

123, Obser'Vaciones, Condiciones que deben 
verificarse para que se corten dos círculos. 

La perpendicular levantada por el punto de con
tacto de dos círculos sobre la línea que j1ínta sus 
centros, toca al mismo tiempo á estos dos círculos. 

Entre un círculo y su tangente no es posible tirar 
ninguna recta ; mas se puede hacer pasar una infini-
dad de drculos diferentes......................................... 107 

Nota con respecto al ángulo de contingencia...... 1 08 
r 24. Problema. Describir un círculo que toque 

en un punto dado á una recta dada de posicion , y 
que pase por otro segundo punto dado.~ ............ ,.. ... id. 

I 2 5. Problema. Describir un círculo que toque 
en 1111 punto dado á otro círculo dado, y que asimis-
mo pase por"un segundo punto dado .................... ,.... I 09 

I 26, Problema. Describir sobre una recta da. 
_da un círculo tal c¡ue todos los ángulos que tengan 
su vértice en 1a circunferencia , é .insistan sobre es~ 

ta recta, sea•;1 iguales á 11
1

11 cierto ángulo dado ;fJ des
cribir· un segmento de circulo c,,1paz de un angulo 
dado .................................... , .................. , ...............• 

1 27. · Dos secantes que parten de un mismo 
punto tomado fuera de un círculo, y se halian pro• 
longadas hasta la parte de la ~ircunferencia mas djs
tante de aquel punto, son rec1procamente proporcio-
nales á sus partes exteriores ................................... ,.,. 

128. Obscr'Vacion. La tangente es media pro
porcional entre. la secante y su p~r~e ex~ern~ .. 

Demostrac1011 de esta propos1c1on a przort ..... ... . 
129. Dos cuerdas que s~ encuentran en un ~ír

cu1o, se cortan en partes rec1procamente proporc10-

XXI 

IIO 

id. 

IlI 

nales .................. , .................................................... 1 12 

N. B. Propuesta comunal teorema anterior y al 
clel §. 127: Siempr~ que dos rec~as que se c~:>rtan e,n~ 
cuentren al mismo tiempo una circunferencia de cir
culo, cada una en dos P,Untos , las distancias de su 
puntó de encuentro á cada uno de aquellos en que 
cortan la circunferencia del círculo, son recíproca-
mente proporcionales ............................................... I 13 

130. Corolario. La perpendicular levantada so-· 
bre un diámetro , y terminada en la circunferencia, 
es media proporcional entre los dos segmentos del 
diámetro ............................ "'''................................ id. 

13 1. Obs;r'Vacion. Demostracion de la proposi
cion anterior , deducida del' triángulo rectángulo. 

La cuerda tirada por la extremidad del diáme
tro, es media proporcional entre el diámetro y el 
segmento formado por la perpendicular bajada de la 
otra extreinidad de esta cuerda. 

Otro modo de hallar trna media proporcion~l en-
tre dos líneas dadas............................................... id. 

I 32. Problema. Dividir una línea en media y 
extrema razon; es decir, de modo que la parte ma
yor sea media proporcional entre la línea entera y la 
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otr,t parte ...................................................... , ............ :r 14, 

J 33. Problema. Describir una circunferencia 
de círculo que pase por dos puntos dados, y que 
toque á una recta indetinid,1 dada de posicion ........... 11) 

Nota sobre las diversas soluciones de que son 
susceptibles este prob,lema y el anterior.................. 116 

I 34. Teorema. En un semicírculo hls scgundus 
potencias de las longitudes de las cuerdas lllle parten 
de la extremidad de un diámetro, son proporciona
les á los segmentos comprendidos sobre este diáme
tro entre la extremidad comun de todas las cuerdas, 
y el pie de la perpendicular bajada de la otra extre-
midad ................................... , .............. ,............................... icl. 

De los polígonos inscritos J circ1mscritos al círculo. I 17 

r 3 5. Obser'7Jacion. Se puede hacer pasar un 
círculo por los vértices de los ángulos de un trián
gulo cualquiera. En tal caso el triángulo se halla 
inscrito en el círc:ulo, y este circunscrito al trián-
gulo. . .. 

Otra demostrncion de las proposiciones de los 11Ú• 

n1eros 3 6 , 3 7 y 5 I ............................ , . .. .. .. .. .. .. .. . . .. . . id~ 
136. '. Problenut. Inscribir un drculo en un tri

ángulo dado , es decir, de5cribir en el. interior de este 
triángulo un círculo cuya circnnfotencia no lrnga mas 
que toe.ar los tres lados .................................... , .. , ..... I 18 

r 37. Obse1·vacion. En un círculo no se pueden . 
inscrioir todos los polígonos de cuatro ó de m,1yor 
nÚnlero <.-le la(1os1 ......................... ; .......... , ........ " ........ ~ I I 9 

Nota rel.itiva ,il caracter de los cuadriláteros 
inscritos en el círculo ......................................... ,..... 120 

I 38. Teorema. Siempre que un polígono de 
cualquier número de l.1dos sea 1·,Ktt!m·, es decir, ten
ga entre sí iguales todos sns á11gulos, y junrnmcnte 
sus fodos , puede ser inscrito y ,circunscrito nl círculo. id. 
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1 3 9. Los ángulos formad;>s 11or los radios tir?
dos desde el centro de un poltgono, se llaman ,m
g·ulos en el centro; y equiv1ilie11do la suma de ellos 
ú la de cuatro ángulos rectos, c:1<la uno de ~1qnc
llos vendrá ú ser igual nl cuoctcn~c de cs_t:a su
ma , dividida por el número de los angulas o ludos 
dd polígono propuesto ............................... _. ........ ; .. I 1I 

r 4 0 • Lo!i polígonos regulares de un mismo nu
mero de ludos son semejantes ; y sus c,ontornos son 
entre sí como los radios de los círculos a qnc se ha-
llen inscrit(1S ó circunscritos .................................... . 

14 r. Probfona. Hallúndosc ya inscrito c11 un 
círculo un polí3ono de cualquier número de lacios, 
inscribir en el mismo círculo un segundo polJgono 
':}llC tenga un ni'.uncro de lados doble dd del prim_e-
ro, y determinar el v~1lor de uno de los lados dd sc-
g11r1<...io •• , .••••• , •• , .•..•....••. ;,,••·· •••••••.•••••• •·• •·•··· · • •··· • · ·• ·• •• ·• 

142. HI cuadrilútcro cuyos ángu'los son todos 
entre sí iv.ualcs, siéndolo a~imismo sus lados , SI.! lla~ 
ma cu,1ti1':,ido Cualqukrn de sus ángulos es recto .. ,. 

r.+:~. Obst:f'!Jt1cio1u·s. Todo ct1~1.drndo es un p:~rale
lógrnmo; d parnldognimo t1tw tll.!lle los ladus igua-
les y los itngulos desiguales, se llama r01!1bo; aqud 
ci1yos úngulos son r1:ctos y los lados dcs1gunles '· se 
llarn,1 n:ctc.w¡ru!o. Todo rcctú11gulo puede ser 1ns ... .... 
crito ·...:11 ·t111 c11t:t1lo •••••• ,,.t••··········•· 1

••···•·····••···~·••····•· 

1 44. Probl1m1t1,. Construir 1111 cuadrado ~obre 
1111a recta tÍi1dn .............. " ........................... , ................ , .. . 

I1.~5. Probiim1a. ln~cribir en un círculo los pó-
lígonos de 4, l:l, 16, :P·, 64 &c. lados .. _. .............. ~;• 

Not'a respectiva al modo de dctcl'm11rnr g•~omu-
. , v' tr1cn111c11tc il 2 ......... " ............ , ... ............................ , ...•. ~ 

146. Problema. Inscribir en nn círculo lus polí
gonos de 3 , 6, r 2, 24,, 4~ ~{c. lados .. : ........ '":·• ... 

147. Prob./an(t, lnscr1b1r en un circulo los po• 

122 

123 

124 

id . 

12.6 

id." 
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lígonos de cinco, die~, "tJcint~ , cuar_enta &c. lados .• 

148. Obscr'Vaczo1z. La d1feren~1a entre los arcos 
subtendidos entre los lados del exagono y del de
cágono, da la décimaq uinta parte de la circunferen
cia ; la cuerda de este arco es el lado del pentedecá
gono , y por su biseccion obtendremos los polígonos 
de 30, de6o &c. lados ........................................ , .. . 

Nota sobre la division del círculo en 2, ~ I par-

tes ...... ~ .............•............ , ....... , .... , •......... ··· ··••t •• ••••••.••• 
149. Problema. Hallándose inscrito en un cír

culo un polígono regular de cualquiera 'número de 
lados, circunscribir al mismo círculo un polígono re
gular del mismo número de lados; y recíprocamente, 
esta,ndo ~ado. el polígono circunscrito, construir el 
pol1gono 1n':icr1to ...................................... ................ . 

IS o. Corolario. Expresion del lado del polígo-
no regular inscrito corre~pondiente ........................... . 

I 5 I. Oburv,1ciones. La diferencia entre el con• 
torno del polígono inscrito y el del polígono circuns• 
crito correspondiente , disminuye á proporcion que 
el número de lados aumenta; y en todo caso nos es 
posible determinar dos polígonos, el uno inscrito, y 
circunscrito el otro, tales que la diferencia de sus 
contornos sea menor que cualquiera cantidad dada, 
por pequeña que esta sea ................. ,t .. ,, ........... ,."·•·· 

l 52. La circunferencia del círculo es menor 
que el contorno del polígono circunscrito, y mayor 
que el del polígono inscrito. En todo caso podemos 
determinar un polígono inscrito ó circunscrito, tal 
que la diferencia entre su contorno y la cirrnnfe
rencia del círculo sea menor que cualquiera otra 
cantidad dada, por pequeña que sea ..................... .. 

I 5 3. Teorema. Siempre que dos cantidades in* 
vari~bles ~ y B sean tales que se pueda probar que 
la diferencia A- B de las dos es meno..r que otra 

130. 

133 

1 34 

·xxv
tercera cantidad J\, por pequeña que pueda ser esta 
última, las otras dos habrán de ser necesariamente 
• 1 t ' 1g11a es en re s1 ......................................... -.....•....•..• 

I 54. Teorema. Las circunferencias de los círcu-
los son entre sí como sus radios ó sus diámetros ....... . 

Nota. Otra demostracion del mismo teorema .. .. 
IS S. Corolario. Medio de calcular la longitud 

de una circunferencia, cuyo radio se con?ce .. '. ..•. ~ ... 
156. Problema. Hallar la razon aproximada 

de la circunferencia al diámetro ................................ . 
Nota. Razon de la circunferencia al diámetro, 

consignada en una obra de los Bramas ................... . 
I 57. Obscr'Vacioncs.·Solucion compendiada del 

último problema ............... -..... " ...... , ... . 11,,, ... _ ......... , •••••• 

SECCION II. 

135 

136 
1 37 

id. 

I43 

Del are a dt? los polígonos,)' de la dtl círculo ........ ,. 145 

I 58. La porcion: de·extension comprendida en
. tre las líneas que terminan una figura, se llama la 
supetftcic ó el afea de esta figura ........................... ,. 

Nota tocante al uso de las palabras super:ftcie )' 
a1·ca ... , .. 1, ••• ••••• ; •• , •.•••••••••••••••••••••• ~ .............................. . 

I 59. Dos figuras de diferentes formas, bien que 
de una extension igual, ó que contienen a reas i gua.-
les, se llaman equi-vale-ntcs ............... ~ .. .-.• ; .............. .. 

160. En los triángulos y enlos paralelógramos 
se toma arbitrariamente por base uno de los lados, 
y se da el nombre de la altura á la perpendicular 
bajada d~sde.,el ángulo opuesto á aquel lado del tri
ángulo , ó de cualquier punto dellado opuesto en ,el 

1 l , "' .para ,e ogramo .. a •••••.•••• , ••• -............................ , ••••••••••• • , •• 

. I 61. Teorema. Dos paraleló gramos, con u na 
. misma base y con una misma altura, son equiva-
lentes.··~·· ........ (., .. ·~· ......................... ,.ª.,º' ••.•.•••.•.•••• ,..·~·· 

TOMO IU. 

id. 

id. 

id. 

id. 



xxvl 6 Cualquiera triángulo ~s la mitad de un 
I 2, • b I . 
l 1, •amo que tenga la nmma ase y a mis-para e og1 · 

ma a1t11ra ... ,, ••.••...•.....•.....••..•. ,.~•.•·····.······· ....................... 247 
163. Corolario. Dos triángulos q~1e 

1
tengan la 

• base y la misma altura, son equ1va entes ...... 248 misma . e I' 
1 64- Problema. Tras10rmar un po 1~on

1
o en otro 

ue tenga un lado menos y que se~ equ1va ente...... id. 
q 1 65. Corolario. Por.este med10 s.~ puede co~
vertir un polígono cualquiera en un triangulo eqrn-
valente,,., .. ,. ····~·••11,•.•,••,•·············•······••.• ··········'.' ..... ~. · ··· ·· 2 49 

r66. Teorema. Dos rectángulos que tienen una 
misma b;tse , son entre sí como s~1s alturas ............ :·... id. 

1 67. Teorema. Dos rectangulos cualesqn1era 
son entre sí como los productos de. sQs bases por 
sus alturas ................... •··~····················•• 1 

•·······•········ 

Notas sobre la considerncion de los productos 
de las areas .................................................... ,., ........ . 

168. Observacion. Sobre la medida de las areas 
en general, y sobre el ,sentido d: l~ expresion de 
<JUe el arca de un rectangulo es zgttaf,4/ prodtt~to 
de sti.base por .s~ altura ...................................... : ... ·. 

169. 1.º Corolario. E~ area de un cuadrado se 
mide por la segunda potencia. de uno de ~us lados .... 

170. 2.º Corolario. El area .de .un paralelógrn
m o se mide por el producto de su base por su altt1nt.í 

Dos paraleló gramos cualesquiera tienen· la mis
ma razon q ne. los prodnctos de .. sus. bases por sus: al-

id. 

2 54 

id. 

turas ..... ; ................ , .. , ......... .... , ·•··••'•·· , ..... ,,_r¡ ••• • ....... ••• id. 
171. 3.° Corolario. Ei area de un triángulo se 

mide por la mitad del producto de su base por su al-
tura .......................... ~.~ ..........•.• ·,,~··· ~-i•·~·••··· ......... •••· ► ·•: \ id. 

Cualesquiera triángulos son entre sí como .los 
productos de rns bases .por.. sus. alturas ..... · ... 1.......... 2 5 5 

172.. · Problema. Trasformar un paralelógrnmo 
ó un 'triángulo en un cuadrado .......... ; .................... • id. 

l 73. Corolario. Trasformar cualquiera .p.olígo .. . 

XXVII 

no en un cuadrado equivalente .............................. 156 
174. Observacion. El area de cualquier polígo-

no se valúa determinando la suma de las areas de los 
triángulos que lo fonnan ......................... •;•""''""" id. 

175 .. Teorema. El area de un cuadnlatero que 
tiene dos de sus lados paralelos, que se llama trctpc
zio se mide por el producto de la semisuma de los 
dos' lado.s paralelos, multiplicada por la altura to-
n1ada entre ellos ............. , ... · .......... , ... · .. ~.................... id, 

Tambien se la puede medir por el prod~cto d~ 
su altura multiplicada por una paralela tirada a 
igual distancia á los lados paralelos ....................... •· I S7 

176. Teorema. Las areas de los polígonos seme~ 
jan tes son entre sí como los cuadrados de los lados ho• 
rnólogos de ellos .•............. : ........... ,........................ id .. 

177. Teorema. Las areas de dos. triángulos que 
tengan un ángulo comun , estan en la razon de los 
productos de los lados que comprenden este ángulo .. I S9 

1,78. El cuadrado construido sobre la hipotenu
sa de un triángulo reétángulo equivale á la suma de 
los cuadrados construidos sobre los otros dos lados 
del n1i-sn10 triángulo ................ , .................... ···:·•·· jd. 

179. I. º Corolario. Los cuadrados construidos 
sobre los lados del ángulo recto, y sobre la hipote• 

. nusa de un triángulo rectángulo, son entre sí como 
los segmentos adyacentes·, y la hipotenusa entera .... · 160 

. 180 •. 2,º Corolario. Cualquiera polígono cons
truido sobre la hipotenusa de un triángulo rectángu, 
lo, es eqúivalente á la suma de los dos polígonos se-
mejantes construidos sobre los otros dos lados ........... I 6 r · 

1 8 I. • Problema; Construir un polígono seme;.. · 
jante á otro dado bajo la condicion d~ que su ?r7a 
tenga con la de••este• una razon dada I o sea eqmva-
lente á un cuadrado dado.; .......... ,......................... .. id. 

I 82. Teorema. El area d~ un polígono regülar 
tiene por medida la mitad del producto de su contor-
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no por el radio del círculo inscrito. Este contorno se 
llama perímetro , y el radio del círculo inscrito se 
llan1a apotema ................................. , .................... . 

: _ 183. Co1'ohtrio~ Las areas de los polígonos re
guhres son entre sí como los cuadrados de los radios 
de los círculos en que los polígonos se hallen inscr.i-

, . . 
tos o c.1rcunscr,1tos .......... , .............................. .-....... .. 

184. Observa,cion. En to.do caso es posible ha
llar dos polígonos del mismo número de lados., el uno 
inscrito y el otro circunscrito , tales que la diferencia 
de sus a reas sea menor que una cantidad dada , por· 
pequeña que ~.&.ta sea ............................... -........ _ .... .. 

18 5. Corol,iriq. En todo caso podemos asignar 
11n polígono regular inscrito ó circunscrito, cuya 
area _ se diferencie tan poco como se quiera de la de 
1.1n círci1lo dado ...................................................... . 

186. Tuwema. Si tres cantidades A, B, X son 
tales que la primeraA, á la cual supondremos varia
ble, mas que sin embnrgo sea mayor en todo caso 
que las otras dos B y X, que jamas varían, y _pue• 
da acercarse á entrambas á un mismo tiempo tanto 
como se nos antoje , debemos estar ciertos de que 
B =X., ............................................... , ................ .. 

187. Teorema. El area· de un círculo tiene por 
medida la mitad del producto de la circunferencia 
por el ,radio ........................ ,-. .................................. . 

Nota. Otrn prueba de la misma proposidon ...... . 
188. Corolario. Las a reas de los círculos son en

tre sí como los cuadrados de sus radios ó de sus diá
metros. 

· El a~e~ de un círculo es igual al cuadrado del rn-. 
dio , multiplicad? por la razon d~ la. circ:unferencia 
1 d'' . . ' a 1ame~ro. ~ ....... ~· ........... ········~ ...... , .............. ~··•···~···· 

189. Teorema. El area de un sector de cfrcu!o 
tiene por medida la mitad del produc_to del arco por. 
el radio . . . · ' !•••~.!1•,····~····, .. ····•.t:~.-~, ..•........... ,~••iJ'••···········•·!•1•1•, 

id. 

id. 

166 
id. 
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190. (!bser-vacion. El area del segmento se .~e- · 
termina qmtando de la area del sector la del trian• 
gulo co;respondiente........ ..... .......... .... .... . ........ ....... I 68 

N.B. Qué e.osa sea el segmen,t.o Y. su flecha...... I 69. 

P AR T E SEG UN D A. 

SECGION P;RIMER.A., 

' . 

De 'ios planos, y ·ae los cuerpos terminados ·por super• 
.ftcies planas. . 

De los planos y de las líneas rectas ......................... 171 
191. Una línea que tiene un mismo plt.mo, se. . . 

halla en el mismo plano toda ·~ntern .. ~ ...... ~................. 1d. 
19 2. La interseccion de dos planos es un.a línea 

recta ....................... , ............... , ................. ,,................ idº 
193. Son necesarios tres puntos para determinar 

un plano, ó coinciden perfectatnen~e dos planos que 
tengan tres puntos comunes., los cuales no s

1
e hallen 

en una línea recta ............................ ; .......... ;;............ id. 
194. Dos líneas q1.1e se cortan, se hallan en un 

mismo plano. Todo triángulo se halla en un solo pla~ 
no, y cuatro puntos que no se hallen en un mismo 
plano , forman lo que llamamos un cuadrilátero 

• , • - 1 .d 
oblicuo ................. _ ... ~•~······ .. ·············,·"· ····••.•.•,•·······~··••.•t• 1 • 

19 5. En· el espacio dos rectas pueden ser. p~r ~ 
pendicµlares á otra tercera, sin ser par.alelas entre sí •• 17 2. 

196. Teor.ema. Una recta levantada fuera de un 
plano perpendicularmente á. otrns dos tiradus por sri 
pie en .este mismo plano, ~s perpen~Hcu\a; á. topis 
la~ que por el mismo púnto se p~drian tirar en el 
mismo pl~no.,,.~·· .. ·~•&:•u·,,, •.• ;.......................................... i4~ :: 

197. Obser'Vacio1h La línea tirada ,on arreglo . 
al teorema anterior , es perpendicular al plano. sobre. 
qµe. es~~. Jeyantadlau,~~! ~.•,•-~~ , ......... ~~· .......... ~·~· ~ .. ~ .. ~ ~~••,.· t~•,-. .•. , ¡ 7-3'.i'l 
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1 9~:i. Teorema. Si tres rectas :on. todas perpen-

diculares á otra misma recta en un mismo punto, se 
hallan todas aquellas tres en un mismo plano per-
pendicular á esta recta .............. ; ............................... -. -I 7 3 

199. T,·orer;ut. Por un pun~o tomado en un pla-
no ó fuera de él, no se puede tirar mas de una sola 
perpendicular á este plano ; y por el mismo punto 
de una recta no puede pasar mas que ·un solo plano 
perpendicu hr á esta recta.··:·············· .. :······.............. I 7 4 

2.00. Teorema. Las oblicuas que igualmente se 
aparran de la perpendicular á un plano , son igua
les; siendo las mas largas las que mas se a partan 
de ella; y siendo la perpendicular la recra mas corta 
que es posible tirar desde un punto dado á un 
plano .................... ;.;.; ......... : ........... ·:......................... 17 S 

2:i r. Obser-vaciones. De cualquier punto de 
una p.!rpendicuLtr á un plano, podemos hacer Ílso 
p:ua describir en el mismo plano círculos cuyos cen-
tros esten á su pie .................................................... 176 

Siendo la perpendicular á un plano la línea mas 
corta que puede tirarse_ al plano desde un punto to
maiio fuera de él , habrá de ser la medida natural 
de su respectiva distancü......................................... id .. 

202. Ti:orema. Si por un punto de una recta 
oblicua á un plano se baja sobre este plano una per• 
pendicular, y por otra recta se juntan los pies de 
la oblicua y de la perpendicular, la perpendicular-
á fa última recta lo será tambien á la oblicua.......... id~ 

203. Teorentil, Una recta situada fuera de un 
plano , 'pero paralela á otra línea cualquiera tirada , 
en este plano, no lo encuentra, por mucho que se 
h suponga prolongada, y al mismo tiempo es pa• 
ralela á toda recta tirada en el plano ,paralelamente 
á la pri111era ..................... : .................. _...................... 177_ 

1 
204 Do,s rectas paralelas á otra tercera 5-on pa-

ra.Jelils entre s1 ........... u .. ., •• ,. .......................... ,............ id. 

XXXI 

205. Teorema. Los ángulos que tengan los la
dos paralelos y la abertura dirigida en. un mismo 
sentido, son iguales, imrique se hallen situados en pla~ 
nos diferentes............................................................ 178 

206. Teorema. Si por cualqniera punto de la 
seccion comun.de.dos planos se tiran en cada uno de 
ellos rectas respectivamente perpendiculares á la 
mencionada seccioo cornun; y siendo el ángulo que, 
ellas forman, entr~. sí igual. al formadp por otr¡¡s dos 
rectas tiradas de la misma manera en otros dos pla-
nos, se podrá hacer_ que coincidan los dos primeros 
planos con los dos últimos........................................ id. 

~07. , 1. º Corolario. El espacio indefinido, com
prendido entre dos planos que se• cortan , se ll~ma 
dngulo diedro ó ángulo de dos. caras, y mide la in-
clina¡::fon de ellos,,, . . . . i : 

El ángulo diedro tierie por medida al' ángulo 
plano formado por dos rectas tiradas en cada una de 
,sus caras .. perpendi.culnrrnente á su. conmn . seccion 
y por un mismo punto de esta recta.. ; ·i ¡ . ·• 

Los ángulos diedros gozan de las rriismas.propie-
dades.que los ángulós planos que los miden ..... , ........ 179 
: ' No.ta. Razon. de la denominacion de ángulo 
diedro ........................................................................ 180 

208. 2.° Corolario. Un plano tirado por una lí
nea pespendicular á otro plano, es perpendicular. á · 
~ste último: ........... ,..... ~ r: r_~: 
· Por una recta tornada en: un plano .nó es ·posi.ble 
levantar mas de un solo, plano perpendicular al pri-
mero ..................... : .................................. ; ................ 1.8r 

209. Teorema. Si, por un,punto cualquiera' de 
.Ja: comun ,!Seccion de .dos plános que se encuentran 
en ángulo recto,; sedevanta perpendicularmente al 
primero una recta, s.e hallará esta comprendida en el 
segundo ................................................................... 18z 

210. Corolario. La interseccion de dos planQs,: 
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p~rpendiculares á un tercero, és perpendicufor á es-
te último ......................................................... :......... IS 2 

2 r 1. Teo1"ema. La recta. tirada en un plano 
perpendicularmente á la corn?n . seccion de este y · 
de otro que lo encuentra en angulo. recto, es per
pendicular á este otro................................................. id. 

212. Teorenur. Dos rectas perpendiculares á un 
mismo piano son entre sí p~ralelas_; y recíprocam.en
te si una recta es perpendicular a un plano, cual
quiera otra recta paralela á esta habrá tambien de 
si;:r perpendicular al mismo plano .. '. ... ;.; .. ·.:: ......... ;;..... I 8 3. 

2.13. Teorema. Dos planos perpendiculares á 
una misma recta no pueden jamas encontrarse.......... id. 

214- No encontrándose jamas dos planos per
pendiculares á una misma recta, habrán de ser para-
lelos entre sí. .......................................................... :.. z:84 

215. Teorema. Cuando dos planos paralelos se 
hallan cortados por un tercero , las intersecciones 
.son entre sí paralelas................................................... id .. 

2 I 6. Coro!.irio. Dos planos paralelos tienen co• 
munes sus perpendiculares : · 

La distancia de dos planos paralelos es una mts• 
ma en rodos lugares ..................... .'............................. id. 

217. Teorema. Si dos rectas que se cortan son 
paralelas á otras dos que tambien se cortan , el pla
no determinado por las dos primeras será paralelo al 
determinado por las otras dos ........................... ; .. ; ... ; x 8 S 

nS. Corolarü,. Por dos rectas que no cortán
dose ni siendo entre sí paralelas no puede11 hallarse 
comprendidas en un mismo plano, se pueden en to
do caso hacer pasar dos planos paralelos. cuya mas 
corta distancia nos dé la de las dos rectas propuestas.' . id. 

2r9. · Obser'Vacion. La mas ·corta distancia de ) 
las rectas del artículo anterior, tiene lugar. en una 
recta que es perpendicular á entrambas á un tiempo. I86 

220. Teorema. Dos rectas comprendidas entre, 

XXXIII 
dos planos paralelos, resultan en todo caso cortadas 
en partes proporcionales por medio de un tercer 
plano paralelo á los dos primer.os .............................. 186 

221. Cuando muchos plarios que pasan por m1 

mismo punto se encuentran dos á dos, el espacio que 
comprenden entre sí, indefinido en el sentido opues
to al punto en que se encuentran, se llama ángulo 
poliedro ó de muchas caras. 

El ángulo de tres caras se llama ángulo trie-
dro &c. · 

El punto de encuentro de todas las caras de un 
ángulo poliedro, viene á ser su 'Vértice. 

La~ comunes secciones de las caras son las aristas. 
En cualquier triángulo triedro nos ocurren seis 

cosas que considerar; á saber, tres ángulos planos y 
tres ángulos diedros.................................................. I 87 

2.2 2. Teorema. La suma de cualesquiera dos 
de los ángulos planos que componen un ángulo trie-
dro , es en todo caso mayor que el tercero................ 18 8 

223. Teot"ema. Si dos ángulos triedros se hallan 
formados de los mismos ángulos planos, serán ioua. 
les los ángulos diedros comprendidos entre los á;gn-
los, planos iguales....................................................... I 8 9 

2.24. '{eo,·m1a. Dos ángulos triedros compues
tos por tres ángulos planos iguales, y semejan temen• 
te dispi1estos entre sí, son iguales en todas sus 
partes ........................................................................ 19 ¡ 

2 2 5. Obserrvacion. Dos ángulos triedros, com
puestos .de los mismos ángulos planos reunidos de un 
modo diferente, ó dos ángulos triedros inwrsos el 
uno del otro, no pueden coincidir , mas encierran el 
mismo espacio ................................. ·.......................... I 9 2. 

Not,t relativa á los ángulos triedros inversos ...... 193 
2.26. Teorem.1. La suma de los ángulos planos 

q~1e compon~□ un ángulo poliedro convexo, es de~ 
c1r , cuyas anstas son todas salientes ó exteriores, pe-

ToMo ur. S 



"Ji.XXIV 
ro q_ue por otra parte. sean cu~lesquiera, es en todo 
caso menor que la de cuatro angulos rectos............. 193 

D_e los cuerpos terminados por planos.............. I 94 

2, 2.7. Los cuerpos terminados por planos, se llad 
man poliedros. 

No se puede cerrar por todas partes un espa
cio por un número de planos menor que cuatro; 
y el cuerpo que en tal caso resulta, se llama te-
traedro...................................................................... id. 
· Todo cuerpo que tenga por una de sus caras á 

un polígono cualquiera, y cuyas caras s011 todas tri
ángulos que tienen su vértice en un mismo punto, 
se llama pirámide; y el punto en que se reunen es" 
tas fütimas, es el .vértice, y la cara opuesta la 
hase. 

228. Téorema. Si dos tetraedros tienen cada 
uno un ángulo triedro compuesto de triángulos 
iguales y dis_pl1estos de un modo semejante, serán· 
iguales, aun cuando dos caras del uno sean iguales á 
<los del otro, y se hallen reunidas del mismo mo
do, y formen entre sí el mismo ángulo diedro que 
estas .......................................................................... 19) 

· 229. Los poliedros semejantes son aquellos que 
tienen las caras en m1 mismo número, semejantes, 
semejantemente dispuestas , é igualmente inclinadas 
las unas con respecto á las otras................................ id. 

230. Teorema. Cuando los triángulos que for-
man dos ángulos triedros homólogos de dos tetraedros 
son semejantes cada m10 a1 suyo, y se hallan dis
puestos de un modo semejante , estos tetraedros se. 
rán semejantes; y ademas lo son tambien siempre 
que dos caras del uno hacen entre sí el mismo ángu• 
lo que d?s caras del otro, son ademas semejantes á 
estas, y reunidas por lados homólogos....................... 196 

XXXV 
2 3 r. Teorema. Dos pirámides cualesquiera son 

semejantes , cuando sus caras lo son, y se halla o 
dispuestas de un modo semejante........................... I 98 _ 

232. 1.ºCorolario.Cuandocortamos por un 
plano paralelo á la base una pirámide, la quitamos 
una pirámide que la es semejante........................... id. 

2 3 3. 2. º Corolarlo. Las aristas homólogas de las 
pirámides semejantes son proporcionales entre sí y á 
las perpendiculares bajadas desde sus vértices sobre 
las bases ..... , ............................ ,.. . . .. ... .... .. . ... .. . . .. . . . I 99 

234. Obser-vacion. Por lo anterior podemos ha
llar la altura de uÍ1a pirámide, cuando conocemos 
las dimensiones de un tronco que tenga bases para-
lcl~s ... .................. ,,.1,,, •••••••.•••••• , ••••••••••••••••••••••••••• 

2 3 S. Teorema. Las bases de las pirámides se
mejantes son entre sí como los cuadrados de dos 
aristas homólogas cualesquiera, y como- los cuadra
dos de las perpendiculares bajadas desde el vértice 
á st1 plano ... ~ ....•................ ~ ............. , ...•....... .......... 

236. Corolario. Las secciones hechas á una mis
ma distancia de los vértices en élos pirámides cuales
quiera , se hallan en una razon constante , sean cua~ 
les fueren por otra parte las distanéias y las figuras 
de las bases ..................................... , .. .................. . 

237. Los poliedros que tienen dos caras opues
tas, iguales y paralelas I y en q ne todas las demas son 
paralelógramos , se llaman prismas. 
_ Los polígonos opuestos son las bases del prisma. 

Cada ángulo poliedro de un prisma no está com
prendido mas que por tres ángulos planos. 

Cuando sus aristas son perpendiculares á su base, 
le llamamos prisma recto ,en vez de que á cualquie
ra otro les damos el nombre de prismas oblicuos ...... 

238. El prisma cuya base es un paralelogramo 
se llama pat'alelepípcdo; sus caras son opuestas y pa-
ralelas .................... , ... ,., ..... º., 1,,, ••••.••• , ·······••e······: ... . 

200 

id. 

20¡ 

id. 

202 
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:1"9. Teorema. Un poliedro comprendido entre 
seis p[:mos paralelos d.os á dos, es un paral':lepípedo. 

2..¡.o. Teorema. Siempre que de dos pnsmas ten
ga alguno un áng~lo triedro c~mpuesto de po~ígo
nos iguales y semepntemente dispuestos, seran igua-
les estos dos pris1nas ................................................. . 

}lota sobre la semejanza de los prismas ............. . 
241. Obser-vaciones. Juntando con el auxilio de 

rcct.is el vértice de un ángulo á todos los <lemas, y 
dividiendo todas sus caras en triángulos, se pueden 
dividir en todo caso cualesquiera poliedros en pirá
mides triangul.ires. 

Dos cuerpos compuestos de un número igual de 
pirámides triangulares iguales y dispuestas de un mo
do semejante , son iguales. 

Siempre que un poliedro tenga un número de 
tíngulos N, está determinado por 3N - 6 datos 
adoptados entre las distancias de estos ángulos ........ . 

. Not.i sobre ~¡ número de ángulos, de caras y de 
anstas de un pohedro ............................................... . 

:142. Teorema. Dos poliedros, que se compo
ne~ de igual nü_mero de pirámides semejantes y se-
mepntemente dispuestas, son semejantes .................. . 

243. Teorema. Siempre que dos poliedros sean 
semej:rntes, !e les podrá dividir en un igual número 
d~ tetrnedros semejantes y semejantemente dispuestos. 
. 244. T~orema. Las aristas homólogas de los po-

1_i_edros seme¡antes son proporcionales, asi como las 
éJJ ~on.1l~s de las caras homólogus y las diagonales in-
tenores a Jos poliedros .......................... , ................. . 

245. Obs~rvaciones sobre la medicion del area 
de ,1os poliedros .............................................. , ........ . 

203 

id. 

id. 

jd. 
• 

2 46. Teorema. Las areas de los poliedros seme
¡ante~ son entre sí como los cuadrados de las aristas 
~wmologas ....... 

1

' , .... ' •••••••••••••• •••• , ••••• , ........... , 1 t ·········" ... . 2IO 
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De la medicion de los 'Volúmenes ........... 2.II 

2.47. El espacio comprendido por la super~cie 
de un poliedro ú ocupado por este cuerpo, esta ya 

' , d designado bajo el nombre de 7.10/mnen y aun e ca-
pacidad, cuando tratamos de un c~erpo hueco ...... _.. 

Nota que da á conocer los motivos para excluir 
la palabra solidez .................................................... .. 

248. Teorema. Dos paralelep~pedos const:ui
dos sobre una misma base, y termmados superior
mente por un mismo plano paralelo á su base , son 
equivalentes en volún1en .................................... _. ... . 

249. Corolario. Un paralelepípedo cualqm;ra 
puede ser trasformado en un pa.ralelepípedo rec.tan
gulo, que tenga ·una base eqmvalente y la misma 
altura .................................................................... .. 

La altura de un prisma ó de un paralelepípedo 
es una perpendicular tirada entre las dos bases.: la 
altura de una pirámide es la perpendicular ba¡ada 
desde el vértice sobre la cara opuesta, la cual sella-
ma generalmente base ............................................. .. 

2 5 o. Teotema. Si se forma sobre la base de un 
prisma triang\1lar un paralelógrnrno, y se levanta SO· 

bre este paraleló gramo, tornado por ba;e, un ~arale
lepípedo de la misma altura que el pnsma tnangu-
lar , vendrá este á ser. la mitad del otro ................... .. 

· Nota en que se demuestra la igualdad de los vo
lúmenes de los dos prismas triangulares del §. ante• 
cedente, que aunque construidos sobre las misnrns 
partes, jamas pueden coincidir ............................... .. 

2 5 I, Corolario. Dos prismas trian gula res de 
iguales bases é iguales alturas son equivalentes ....... 

2 5 2. Si se corta un tetraedro por planos para
lelos á su base, y equidistantes, se podrá formar á 
cada corte un prisma exterior y otro interior, de 

id. 

id. 

2 I 2. 

id. 

214 

215 

id. 
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modo que la suma de los primeros se diferencie ta11 

poco como se quiera de 1a de los segundos, y por 
consiguiente tambien del tetraedro............................ 2 r S 

2 S 3. Teorema, Dos tetraedros de una misma 
base y de una misma altura, son equivalentes .•.. , ...... 2 17 

Not,t. Otra demostraciun de la proposicion an ~ 
terior ........................................................................ . 218 

254. Teorema. Un tetraedro es equivalente al 
tercio del prisma triangular de la misma base y de 
misma altt1ra ..........•.......... , .............•..................... id. 

2 5 5. Teorema. Los paralelepípedos rectángulos 
de una misma base, son entre sí como sus alturas..... 2 r 9 

2 5 6. Teornna. Dos paralelepípedos rectángulos 
son entre sí como los productos de las aristas que for~ 

. ' 1 t . d man un mismo angu o ne ro ................................. 22o 

2 57. Obser-vacion. La medida del volúmen de 
un paraldepípedo rectángulo es el producto de sus 
tres aristas contiguas, tomando por término de com
paracion al paralelepípedo, cuyas tres aristas conti-
guas son iguales á la línea escogida por unidad ... , .... ~ 22 ¡ 

2 58. r." Corolario. Cuando las aristas son 
iguales entre sí , el paralelepípedo , que en tal caso 
turna el nombre de cubo, tiene por medida la ter• 
cera potencia de su arista........................................ 222 

, 2 5 9. ~- º El volún:en de un paralelepípedo 
cuaiqmera tiene por medida al producto de su base 
por su alturu ........................ ····•···••~·•·· .. •····· .. •·····•·,·• 223 

260. 3.° Corol,trio. El volúmen de un prisma 
cu:dquiera es igual al produ~to de su base por su 
altura.............. . . "d . . ........... ····· ........... ·······• ........ 1.. •.. .. 1 ,a 

Dos pmmas cualesquiera son entre sí como los 
productos de sus bases por sus alturas...................... 224 

2.6 r. 4,º Corolario. El volúmen de un tetrae-
dro tiene por medida la tercia parre del producto 
de su base por su altura ......................... ,. ...... ;...... id. 

262. 5.° Corolario. El volúmen de una pirámi: 
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de cualquiera tiene por medida á la tercia parte del 
producto de su base por su altura. 

Dos pirámides cualesquiera son entre sf como 
los productos de sus bases por sus alturas ................. 2 24 

263. Obscrvacion. El volúmen de un tronco 
de pirámide se obtiene sacando la diferencia entre el 
de la pirámide entera y el de la pirámide truncada.. 22 5 

El volúmen de un poliedro cualquiera puede 
valuarse descomponiendo en pirámides á este polie
dro, ó reduciéndolo en prismas triangalares trun-

cados .. , ......................... 11•• ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• id. 
26.4. Teor,cma. Un prisma triangular truncado 

es eqmv:'llente a tres tetraedros de una misma base 
• ,,. ■ • ' que tienen sus vert1ces respecttvos, colocados en ca-

da uno de los ángulos del triángufo opuesto á esta 
base ....................................................... ; ................. 226 

265. Corolario. El volúmen de un prisma tri• 
angular truncado tiene por medida al producto de su 
base por la tercia parte de la suma de 1-as tres per .. 
pendiculares bajadas sobre esta base desde cada uno 
de los ángulos de la base superior ...... , .................. 2 27 

. 266. Teorema. Dos poliedros semejantes son 
entre sí como los cubos de sus aristas homólogas...... 'd 

~T 1 • 
.Lvotc¡. Los v~lúmenes de los tetraedros que tie-

nen un angulo tnedro comun, son entre sí como los 
productos de las aristas que en cada uno compren-
den este ángulo ................................ !·····~•····,.,·······, 22g 

SECCÍON II. 

De los cuerpos redondos ... : ............. 229 

2 67. . Los cuerpos redóndos son los que se pro. 
ducen haciéndolos girar á una figura plana al rede-
dor de un-a línea recta 

' 



XL N consideran en los Elementcs de Geomé-
o se l ·¡· d 1 , t1e el cono recto , e c1 IIl ro recto y a 

tria mas q 
esfera , , ·¿ • • El cono recto se engendra hac1en o girar un tn• 
, l cángnlo al rededor del uno de los. lados 
angu o rec 1 h' 
del ángulo recto, de ?1-ºd? ~ ue a 1potenusa venga 
:á describir la superficie con1ca re.eta, . , 

El lado al rededor del cual gira el triangulo ge-
nerador , se llama el ege , , ¡' 

La base del cono es 1111 clfCU o, , 
T od,t seccion e\ecutada por. un plano paralelo a 

esta base es igualme~te un círcul~, 
L

15 
circunferencias de esto~ circulas son propor• 

cionlles á sus distancias al vértice, 
Sus areas son entre sí como los cuadrados de es-

tas distancias ...... : .... , ....... , ........... , ..................... ,. .•... 
Nota sobre el cono oblicuo .................... •:" •:••" 

z68. Obser-vacion. Cuando tenemos conoc1m1en
to de todas las dimensiones de un tronco de __ cono 
re.:to con bases paralelas, podemos con el auxilio de 
lo que antecede determinar la ·altura d.el cono .en-
tero •···••"···•···•····· .. ••······••····•····· .......... , .. ···••o-

~6~:·"·reorema. Se pueden descu~rir _en teda 
caso dos pirámides regulares, la una mscnta Y. la 
otra circunscrita á un cono recto, tales que la d1 fe
rencia de sus areas sea menor que cualquiera mag-
nitud dJda, por pequeña.que est;uea, • · 

El area de una pirámide regular, cuando en ella 
no se comprende su base, tiene por medida la mitad 
del pro.:lucto del contorno de esta base por la per
pendicufo r bajada desde el vértice sobre uno de sus. 
lados .. , .....•. ~ .. • .... ••·• .... • • • · · · · · • • ··· · ··•·· 0

" • ,. • ·-~ • ''' '· • • • • • • • ... • • .. • 

'.17º· La area del cono· es en todo caso menor 
que la de la pirámide circunscrita, y m¡¡yor que. la 
de: la pirámide inscrita; pero cada una de estas últi
mas puede acercarse á la primera ~omo se quiern .• 

id. 

23I 

271. Teonma. El area de un cono recto tierie 
por medida la mitad del producto de la circunferen· 
cia del círculo que le sirve de base por su lndo ........ . 

Not~i donde se da á conocer otro género de de
mostracion para la proposicion imterior y sus anido-
ga5, ............ , ............... . , ............... , ....................... . 

272. Teorema. El area de un tronco de cono 
recto con bases paralelas ó de un cono truncado 
tiene por medida la mitad del producto de la sum~ 
de las circunferencias de sus dos bases por su lado, ó 
el producto de este lado por la circunferencia hecha 
á igual distancia de las bases ....................... , .... , .. .. 

N. B. Sustituyendo el vértice en vez de la base 
superior, vienen á convenir estas medidas al cono 
entero •• , ................. ,,.. .............. ,.,,., .. , .. , .•......•........•. 

. 273. 1:c,or~ma. En tod~ cas? se pueden deter
rn1.nar dos p1ra~1des, ~a una mscma y la otra circuus
cnta, que se d1ferenc1en tan poco como se quiera del 
cono, siendo menor la una y mayor la otra ............ . 

. 27 4. Pu~de siempre ,asignarse una pirámide im
cnta y otra circunscrita a un cono recto , tales que 
1a ?iferenc!a de sus volúmenes sea menor que cual
qmer cantidad dada , por pequeña que ella sea ...... 

. 275. Teorema. El volúmen de un cono tiene 
por medida al tercio del producto del ~rea de rn ba-
se por su altura .......................... ~ ....... ~ .... : ............... . 

Nota sobre el cono oblicuo 
276. Problema. Hallar el ~-~fo~;~;;·d~-~~·;r~~-: 

co de cono recto con bases oaralel;is • . 
277. Un rectángulo que da ;¡;~¡~·~;·~i·~~~i~d~; 

d~ uno de sus lados engendra un cuerpo llamado ff. 
ltndi-o recto. 

Las bases de 1~n cilindro recto son círculos i gua-
1,es y paralelos, as1 como todas las secciones parale!Js 
a estas bases, 

TOMO nr. 6 

XLI 

2 34 

id. 

id. 

id. 

2 37 

id. 
id. 
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El lado al rededor del cual se vuelve el rectán-

gulo generador , se ~l~ma el e~e........ ..................... id. 
Nota sobre el c1h11dro obl1cuo .......................... 239 
!!.78. Teorema. Se puede inscribir y circunscri-

bir á un cilindro recto dos prismas rectos, tales que 
la diferencia de sus areas sea menor que una mag. 
nitud dada, por pequeña que sea esta cantidad.,....... id. 

279. Nota. Corolario. Se puede en todo caso 
determinar un prisma inscrito ó circunscrito que se 
diferencie cuan poco se quiera del aren del cilindro 
recto, mayor que la primera, y menor que la se-
gunda ........................................................... , .•...... i4I 

!!.So. Teorema. El area de la superficie convexa 
del cilindro recto tiene por medida al producto de 
la circunferencia de su base por su altura .• ,............ id. 

28 r. Teorema. Se pueden en todo caso formar 
en el cilindro dos prismas, uno inscrito y otro circuns
crito, ta1es que sus v?lúmenes se diferencien entre sí 
tan poco como se quiera .... ,., .............................. ,..... id. 

282. Corolario. Se pueden construir un prisma 
inscrito y un prisma circunscrito , tales que sus volú
menes se diferencien tan poco como se quiera d.el del 
cilindro, que será en todo caso mayor que el pri-
mero y nl.enor que el segundo ................................. , 242 

283. Teorema. El volúmen de un cilindro rec-
to ·tiene por medida el area de su base por su altura. id. 

Nota sobre el cilindro oblkuo........................... id. 
284. Un semicírculo, girando al rededor de su 

diámetro, engendra la esfera y la semicircunferencia 
ique la envuelve, describe la superficie esférica , 

. El diámetro , al rededor del cual gira el semicfr .. 
cu 1o generador, es el ege , y sus extremos son los 
polos', 

La superficie esférica tiene todos sus puntos 
igualmente distantes del centro del círculo generador, 243 

285. T,orema. La secdon de la esfera por me-

XLIII 
dio de un p1ano cualquiera, es en todo caso un drculo. id. 

286. Obser'Vacion. Los círculos cuyo plano pa-
sa por el centro de la esfera, son círculos máximos, 
todos los demas son círcu1os menores....................... 244 

Todos los círculos máximos son entre sí iguales. 
287. Corolario. Dos círculos máximos se cortan 

constantemente en dos partes iguales........................ id. 
288. Cuando tres círculos se cortan dos á dos 

en la superficie de la esfera, ~orman un triángulo es
férico de los cuales se consideran en los Elementos 
los 6nicos que estan formados por tres arcos de cír-
culos máximos .... 11••···· .. ········"·"''"'. ·••-to••······················· id .. 

289. Teorema. La suma de dos lados cuales-
·quiera de un triángulo esférico es constantemente 
mayor que el tercero ........... ,..................................... 24s 

290. I.º Corolario. El camino mas corto para 
pasar de un punto á otro sobre la superficie esférica> 
es el arco de círculo máximo determinado por el pla
no que pasa por estos dos puntos y por el centro de 
la esfera..................................................................... id. 

29r. 2.º Corolario. La suma de los tr7s lados 
de un triángulo esférico es menor que la circunfe-
rencia de un círculo máximo............. ...... ............ ..... 246 

292. Teorema. Si por el centro de un círculo 
cualquiera trazado sobre la esfera se levanta una 
perpendicular, pasará esta por el centro de la esfera, 
y la cortará en dos puntos, cada uno de los cu~les se 
hallará igua1mente distante de todos los de la circun
ferencia del círculo propuesto................................... 247 

293. Corolario. Cada uno de estos puntos, que 
se llaman polos, servirá para describir este círculo. 

La recta que los junta, es el ege del mismo cír-
culo ............... ·............................................................ 248·· 

2.94. Teorema. El plano tirado por un punto de 
· la superficie de la esfera perpendicularmente al radio 
que pasa por este punto, es tangente á la e&fera; y 
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redprocamente el p1ano ta~gente a un P?nto c~al-
quiern de la superfi~ie esfénca, es perpendicular a la 
exr •emidad del radio .......................................... • ..... . 

1

295 . Teorema. Dos porci?nes .correspondien~~s 
éle polígonos '.·egulares, la una mscnta y la otra _c1r
cuo,crita al emulo generador de la esfera, descnben 
al tiempo di! girar al rededor del diámetro de este 
círculo dos cuerpos, cuyas areas pueden diferenciar
se en me:10s que ninguna cantidad pequeña, por chi-
ca que es.ta sea: • 

El area de cada uno de estos cuerpos tiene por 
medida al producto de su altura por la circunferen
cia del círculo inscrito al polígono que lo engendrn. 

296. Corolario. El area del cuerpo inscrito es 
menor que la de la porcion correspondiente de la es
fera; mas el area del cuerpo circunscrito es mayor, y 
sin embargo se pueden encontrar dos cuerpos cuya 
area se diferencie tan poco como se quiera de la de 
];¡ pordon de esfera ................................................ .. 

.297. El area del casqrute. eeférico es igual á la 
altura multiplicada por la circunferencia de un cír-
culo máx.imo ............................................. , ............. .. 

298. I. ° Co1·olario. La area de una esfera entera 
es igual á su diámetro multiplicado por la circunfe
rencia de un éírculomáximo, y la de una zona cual
cpiera es igual al producto de esta zona por ]a cir-
cunf;;rencia de un círculo máximo ............................ . 

299. 2. º Corolario. El area de la superficie es
f~r icJ. es cuádrupla de la de uno de sus círculos má-
.x1mc·s .................................. .......................... , .......... . 

300. Ttorm1t1. El area del huso esférico es á 1a 
de la e~fera como el ángulo plano que mide al ángu
lo diedro que forman los planos que determinan este 
huso, es á cuatro rectos ......................................... . 

3or. Ttormza. El area de un triángulo esférico 
es á la de la esfera entera como la diferencia entre la 

id. 

id. 
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suma de los tres ángulos diedros formados por los 
planos de los círculos que componen este triángulo 
y dos ángulos rectos, es~ ocho ángulos_r~ctos, ...... 255 

Nota donde por medio de la propos1c1on ante-
rior se demuestra que dos triángulos esféricos que 
tienen sus lados respectivamente iguales á cada uno 
al suyo, mas que reunidos nos presentan alguna in
version , son equivalentes.......................................... id. 

302. Teorema. La diferencia entre los volúme
nes de los cuerpos engendrados por dos porciones 
correspondientes de pol1gonos regulares, la una ins
crita y la otra circunscrita á un arco de círculo, 
mientras la revol ucion de este arco al rededor de es
te ege, y mientras se hallan cerrados por la superfi
cie cónica, descrita en la misma circunstancia por el 
radio que termina las dos porciones del polígono, 
pueda ser tan pequeña corno se quiera. • • 

El volúmen de cada uno de estos cuerpos tiene 
por medida la suma de las areas descritas por los la
dos del polígono generador, multiplicada por el ter-
cio del radio del circulo inscrito á este polígono....... 2 5 8 

303. Corolart'o. El sector ciférico, engendrado 
por la rev:olucion del sector circular, es menor que 
el cuerpo circunscrito , y mayor que el inscrito; 
mas su diferencia con el uno ó con el otro de estos 
crn~rpos , puede reducirse á cuanta pequeñez se. 
quiera .............. ,,,, ......................... ........... ; ... ~ ......... , 2.6 I J 

304. Teorema. El volúmen de un sector esféri• 
co es igual al area del casquete sobre que se apoya, 
multiplicada por el tercio del radio.......................... id • 

3 o 5. 1. º Corolario. El volúmen de la esfera es 
igual á su area, multiplicada por el tercio del ra
dio, ó al area de su círculo .máximo multiplicada por 
los dos tercios de su diámetro.................................. 262 

306. 2.º Corolario. La medida del sector esfé. 
rico, aun cuando supere á la semiesfera, es la mis-
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n1a que en el núrnero 304......... ............................... id, 

307. 3.º Corolario. El volú_men de la J?Orcion 
de esfera engendrada por el 

1
se_1msegmento c1~cula:, 

y que se llama segmento esferico, se obtendra qut
ta.ndo del volúmen del sector esférico el del cono 
correspondiente , 

El volúmen de la zona se obtendrá considerán
dolo como diferencia de dos segmentos formados en 
la esfera por los planos que terminan esta zona...... 262 

De la comparacion de los cuerpos redondos ... .263 

308. Los cuerpos redondos semejantes son los 
que se hallan engendrados por figuras semejantes , 

En los conos semejantes, los lados, las alturas, 
los radios de las bases , sus circunferencias son pro
porcionales, y las areas de las bases son como los 
cuadrados de sus líneas homólogas; lo cual se verifica 
del mismo modo con respecto á los cilindros seme
jantes, 

Las esferas son cuerpos semejantes..................... id, 
309. Teorema. Las areas de los conos semejan

tes son como los cuadrados de los lados de estos 
conos, y sus volúmenes como los cubos de estos mis-
mos lados................................................................. íd. 

31 o. Teorema. Las a reas de los cilindros seme
jantes son como los cuadrados de los lados de estos 
cilindros, y sus volúmenes como los cubos de estas: 
mjsn1as Iíneas.1 .......... ......... ,, ............. , .........•..........•.• 

3 r I. Teorema. Las areas de dos esferas son co
mo los cuadrados de sus radios ó de sus diámetros, 
y sus volúmenes como los cubos de estas mismas 
líneas .... ,. ........................................... , ...................... . 

3 r 2. Oburvact'on. El area convexa del cilindro 
circunscrito es igual á la de esta esfera , y el volú~ 
men de este último cuerpo no es mas que los dos 
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tercios del primero .................................................. :.1.66 
3 1 3 Conclusion , en la cual se hace ver que 

no pueden haber mas de cinco especies de polie-
dros regulares , y que las caras de estos poliedros 
no pueden menos de ser ó triángulos equiláteros, ó 
cuadrados ó pentágonos............................................ id. 



SUPLEMENTO 

AL TRATADO ELEJIIENTAL .DE ARifllIETJCA, 

:NECESARIO PARA ESTUDIAR EN SEGUIDA 

LOS ELElV[ENTOS DE GEOMETRÍA. 

I. Para abreviar el discurso se ha~ sustit~ido sig
nos particulares á las palabras mas frecuentes; y cuan• 
do se trata de un número ó de una cantidad cualquiera, 
sin considerar su valor particular, y sí solo para indicar 
sus relaciones con las otras cantidades , Ó las opei:aciones 
bajo las cuales debe estar sujeta, se la designa por 1111:.'l 

letra del alfabeto, que entonces toma el nombre abrevia
do de esta cantidad. 

+ Significa mas ó sumado con, 
La expresion A+B indica la suma que resulta del 

valor que representa la letra A sumado con el que re
presenta B, ó A mas B. 

-Sign!ftccr. menos. 
A-B indica la diferencia cuando se quita del valor 

que representa A el que representa B, ó A menos B. 
x Significa multiplicado por. 
Ax B indica el producto del valor qt:1e representa A 

multiplicado por el que representa B, ó A multiplicado 
por B. 
A 
B indica el cu ocien te del valor que representa A di vidi~ 

do por el que representa B, ó A dh;idido por B. 
TOMO III, A 



'J. :ELEMENTOS 

A :::B signiji,ca que el valor que representa A es 
igual al que representa B, ó A igttal á B. 

A> B significa que el valor que representa A es 
mayor que el que representa B, ó A 1na;·o1· que B. 

A< B significa A menor que B. 
2,A, 3A &c. indican el duplo, el-triplo &e, del va--

lar que representa A. 
2 • Cuando se multiplica un número por el mismo, 

se forma su segunda potencia ó su cuadrado: 5 >< 5 , ó 2, 5, 
es la segunda potencia de 5 , ó el cuadrado de S. 

La segunda potencia es el producto de dos factores 
iguales; cada uno de estos factores es la raiz cuadra
da del .productó: 5 es la raíz cuadrada de 2 5. 

Si se multiplica la segunda potencia por su raíz, se 
tendrá la 11:'rcera potencia ó el cubo: 5x25, Ó I 2 5, es 
b tercera potencia de 5. 

La tercera potencia es un producto formado por la 
mu1tip\icacion de tres factores ig1 . .1a\es; cada uno de estos 
factores es la raiz cúbica de este producto: I 2 5 es el 
producto de 5 multiplicado dos veces por sí mism~, 
ó 5x5x5; y 5 es la raiz cúbica de 12 5. 

En general A~ es la abrevia don de Ax A', é indica 1a 
segunda potencia, ó el cuadrado de_ A. 

✓X indica la miz cuadrada de' A ó el número que, 
nrnltiplicado por sí mismo, producirá el valor que repre
senra A. 

A3 es la abrevfacion de AxAxA, é indica la tercera 
potencia .ó el cubo de A. 

~ 1A indica la raiz cúbica de A ó el número qne,, 
multiplicado dos veces por sí mismo, producirá el valor 
gue representa A. 

Todos los nú1neros no son cuadrados ó cubos perfec-
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tos; es decir, no tienen mices cuadradas ó d1bicas exacta
mente : 1 9, por ejemplo, está entre I 6, que es el cua
drado de 4 y 2 5 ; que es el cuadrado de S , es un núme
ro cuya raiz está comprendida entre 4 y S , pero que 
no se podrá hallar ni aun por medio de las fracciones: es 
por lo mismo incomensurable. 

Igualmente 89 se halla entre 64, que es el cubo 
de 4, y I 2, 5 , que es el de S, pero que no se podrá ja
mas señalar exactamente. Se hallarán en los Elementos de 
Algebra los métodos para aproximar cuanto se quiera las 
raíces cuadradas y las raíces cúbicas de los números que 
no son cuadrados ó cubos perfectos. 

Los trt's artímlos siguientes se deben estudiar antes del 
número 58. 

3, Cuando dos proporciones tienen una razon co
mun, es patente que con las otras dos razones se podrá 
formar proporcion, porque cada una de estas es igual á la 
razon comun. 

Si tenemos A :B:: C: D 
E:F:: C: D 

resultará necesariamente A : B : : E : F. 
Cuando dos proporciones tienen los .mismos antece

dentes, los consecuentes formarán proporcion; pues si te• 
nemos A : B : : C : D 

A:E:: C :F 
mudando de lugar los medios, resultarán las proporciones 

A:C~:B:D 
A:C:·:E:F 

de donde se deduce B : D : : E : F 
ó lo que es lo mismo B : E : : D : F. 
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4 . Se podrán hacer con las ,P1'0_POrc10nes otras alte~aw 
ciones que la inversion de los termrnos, las cuales no in

fluyen en la igualdad de los productos de los extremos 
con el de los medios. . 

· 1 .º Si al consecuente de una razon se le añade su 
antecedente, y esta suma se compara con el antecedente, 
este estará contenido en dicha suma una vez mas que lo 
que está en el primer consecuente; la nueva rnzon será 
igual á la razon .primitiva aumentada de la unidad. Si se 
hace la misma operacion sobre las dos razones de una 
proporcion, resnltarán evidentemente dos nuevas razones 
iguales entre sí, y por consecuencia una nueva proporcion. 

Sea por ejemplo la proporcion 
4 : 6 : : I 2 : I 8; 

se tendrá 6+4 : 4 : : 18+1 2 : I t¡, 

ó 10:4::30:12.. 
2. 

0 Si del consecuente de una r.izon se l'esta el ante .. 
cedente, y esta diferencia se compara con el ·anteceden~ 
te, este estará.contenido ·en· dicha diferencia una vez me
nos que en el primer consecuente: la nueva rnzon será 
igual á la razon primitiva disminuida de la unidad. Si se 
hace la misma operacion con las dos razones de la propor
cion, resultarán dos mievas rnzones iguales entre sí, y 
por consiguiente una nueva proporcion. 

De la p:roporcion .4 : 6 : : 11 2. : 1 8 
se deducirá 6-4 : 4 : : r8-12 : 12, 

Ó I O : 4 : : 3 O : 12. 

En una proporcion cualquiera entre cantidades seña .. 
ladas por letras A : B :·: C : D 
se tendrá por la operacion dicha arriba 

B+A : A : : D+C : C, 
B-A : A : : D-C : C. 
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Si se cambian de lugar los medios en estas últimas, 

resultará B+A : D+C: : A: C; 
B-A : D-C : : A : C; 

y por la misma operacion , la proporcion 
A:B: :C: D 

se convertirá en A : C : : B : D; 
y porque las razones A: C, B : D son iguales, se con-
cluirá B+A : D+C : : A : C ó : : B : D, 

B-A: D-C:: A: C ó:: B: D, 
resultado que se expresa del modo siguiente. 

En toda proporcion la suma ó · la d(ferencia de los 
dos primeros términos es á la suma Ó la diferencia de 
los dos últimos, como el primero es al tercero, 6 como el 
segundo es al cuarto. 

Las dos razones A : C ó B : D, son comunes á las 
dos últimas proporciones, de donde resulta que las otrns 
razones de las mismas proporciones son iguales,· y por 
consecuencia 

B+A: D+C:: B-A: D-C, 
6 , mudando de lugar los medios, 

B+A: B-A:: D+C: D-C; 
quiere decir que la suma de los dos primeros términos de 
una proporcion es á su diferencia como la suma de los dos 
últimos es lgu~1lmente á su diferencia. 

Por ejemplo: 
6+4: 6-4 :, : 18+12 18-.12, 

Ó I O : 2 : : 3 O : 6, 
Cuando la .proporcion 

A:B::•C:D 
se cambia en A : O ~ : R : D, 
A y B son los antecedentes , C y D los consecuentes ; · y 
las proporciones · ' ·1 
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B+A : D+C : : A : C ó : : B : D, 
B-A : D-C : : A : C ó : : B : D, 

que dicen lo siguiente: 
La suma ó la diferencia de los antecedentes de una 

proporcion es á !ti suma 6 la diferencia de los consecuen
tes, como un antecedente es á su consecttentc. 

De donde se deduce que la suma de los antecedentes 
es á su diferencla como la suma de los consecuentes es á 
su diferencia. · . 

Si tenemos una continuacion de razones iguales 
A : B : : C : D : : E : F, 

considerando en primer lugar que las dos primeras forman 
la proporcion 

A :B:: C:D, 
se deduce por lo que precede 

A+C : B+D : : A : B; 
y porque la tercera rnzon E : F es igual á la primera 
A : B, se tendrá 

A+C : B+D : : E : F. 
Si se tom:i la suma de ios antecedentes y la de los con .. 

secuentes en esta última proporcion, resultará 
A+C+E : B+D+F : : E : F ó : : A : B. 

Siguiendo el mismo método, sea el nfamero que quie• 
ra el de estas razones iguales, se tendrá finalmente: la, 
suma de un número cualquiera de antecedentes es d la 
suma de sus consecuentes, como un anteced1Jnt11 es á su 
consecuente. 

5. Cuando hay dos proporciones cualesquiera 
A:B·::C:D 
E:F::G:H, 

y se multiplican ordenadamente, esto es, término por tér
mino , los productos formarán proporcion, y será 
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AxE : BxF : : CxG : DxH. 

BxF 
Esto es evidente, porque las nuevas razones Ax E' 

DxH , · l d d 1 
--- 1 seran respectivamente os pro uctos e as razo-
CxG 

nes primitivas 
B F D H 
AYE' cYG' 

que son iguales. 
Si se multiplica la proporcion 

A:B ::C:D 
por A : B : : C : D, 
se tendrá ( 2) 

Ai : B2 
: : c2 

: D2, 
de donde se sigue que los cuadrados de las cuatro can~ 
tid,1des forman una nue1:a praporcion. 

Multiplicando la proporcion 
A 2 : B•: : C2

: D 2 , 

por A :B: :C:D, 
se tendrá A3

: B3: : C3: D3, 

esto es, que los cubos de cuatro cantidades 
ci'on, forman otra nite'Va praporcion. 

en propor-

Los dos artículos siguientes se refieren al número 7 6. 

6. Muchas veces se consideran fas cantidades des-
compuestas en varias partes, y se necesita sumarlas, res.: 
tarlas ó multiplicarlas en este estado, esto es , determinar 
de qué modo los resultados de estas operaciones se far.: 
man de las partes de las cantidades propuestas. Vamos 
á dar una regla sobre esto: 

I .0 Es evidente que si se quiere sumar la cantidad 
B-C con la cantidad A, es preciso escribir A+B..:..c, 
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respecto á qu~ 110 es 1Ü B ni C lo que se, propone su
mar con A¡ sino solamente el exceso de B a C. 

____ -----1-----N 
lv1 p Q 

Por otra parte si se toman las rectas ~P, P~ Y QN 
para representar las cantidades A, B y C, se vera que 

PQ=PN-QN, 
MP+PQ==:MP+PN-QN. 

2 .o Si de \a qntidad. A se quiere quitar la cantidad 
B-C, se escribirá A+C-B, ó lo que es lo mismo, 

A-B+C. 
En efecto, la diferencia de dos cantidades no se alte• 

ra cuando se añade á cada una la misma cantidad; luego 
si se añade C á B-C, resultará B; h~1ciendo la misma 
adiccion á la cantidad A se tendrá A+C, y la sustracciou 
de B dará entonces A+C-B. 

1-----
M p 

1---N 
Q 

Esta línea confirma este resultado, porque si se to
man las rectas MN, PN, PQ para representar las canti
dades A , B, C, será 

QN PN-PQ, 
MN-QN=MQ=MP+PQ, 

y pues que MP=MN-PN, saldrá 
MP+PQ=MN-PN+PQ; 

lo cual corresponde á A-B +C. 
3.º El producto de la cantidad A por 1a cantidad 

B+C, está representado por AxB+AxC; porque debe 
de contener tantas veces el número A como unidades 
hay en la suma de los números B y C; por consiguien
te debe de componerse de A tomado tantas veces como 
unidades hay en B, mas de A tomado .tantas veces co• 
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mo unidades hay en C, lo que se escribe ns1 AxB+ 
AxC. 

4 . 0 El producto de A por B-C se representa por 
AxB-AxC; porque si se expresa B-C por D, es cla~ 
ro que se tendrá B-D+C, y por consiguiente A xB:= 
AxD+AxC: de donde se deduce que AxD=AxB
Ax C, lo que forma la proposicion antecedente, pues que 

D=B-C. · , 

7 . De esto se sigue que el cuadrado de un nume-
ro compuesto de dos partes, coiitiene el. cuadrado de la 
primera , dos 7.leces el producto de la przmera,.por la se• 
aunda J el cuadrado de la segunda. El numero I 3 , 

6 ' 

por ejemplo, es lo mismo que 9+4, su cuadrado I 69 
se compone 

del cuadrado de 9 , 6 8 I 
de 2 veces 9x4 , ó 7 2 

del cuadrado de 4 , ó I 6 

Total.... 169 

Para probar esto en general, basta observar que el 
producto de A por B+C es AxBx AxC, si se hace A= 
B+C , los productos parciales Ax B y A x C darán 
BxB+BxC, y BxC+xCC; reuniéndolos, saldrá lo si
guiente: 

B xB+BxC+BxC+Cx C, 
lo que puede escribirse del modo siguiente: 

B2+2BxC+C2, 
que es el cuadrado de B+C , conforme se dijo arriba. 

Por el mismo medio se demuestra que el cuadrado 
de la diferencia de dos cantidades se compone cltl cua· 
drado de la primera, menos dos "Veces el producto de la 
primera po1· la segunda, mas el cuadrado de la segunda. 

TOMO III. B 
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El número 9, que es igual á I 3-4, por e¡emplo , Sl1 

cuadrado 81 está formado de 169-2 veces4xI3-1--16, 
lo que fácilmente se puede comprobar, .. 

La demostrncion general de la propos1c1on antece-
dente se da haciendo A-B-C, en el produ~to de A 
por la diferencia B-C; porque este producto siendo re
presentado por Ax B-A x C, si se snstitu ye B -C ~n lu
gar de A, en los productos AxB y AxC, resultaran res-

pectivamente 
BxB-BxC y BxC-CxC; 

y para rest::ir el segundo del primero será preciso, se
o-un el artículo 6, escribir 
º BxB-BxC-BxC+CxC, 
ó lo que es lo mismo 

B2-2BxC+C•, , 
que dan el cuadrado de B-C, conforme á lo arriba dicho. 

Las nociones precedentes son suficientes para enten
der 1as proposiciones necesarias de la Geometría, porque 
se puede, en el número 14 I , limitarse á la solucion grá- . 
fica, y p::is::ir los números 1 5 o, I 5 6, I 5 7 , que no sir
ven sino para calcular la relacion de la circunferencia al 
di.ímetro, que puede obtenerse fácilmente en la Trigono
metría por los senos y las tangentes de los arcos pe
quen.os. 

OBSERVACION. 

En 1a forma de razonamiento adoptado para la expo
sicion de los Elementos de Geometría, es necesario enten• 
der qne 

Un ,i.doma es una verdad evidente por sí misma, 
Un trornna es una proposicion qne necesita demos• 

tracion, 
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Un corolario es una consecuencia de una proposicion 
que se ha demostrado, 

Un problema es una cuestion que se ha de resol ver, 
U na proposicion, que solo sirve de preparacion para 

otra , se llama lema. 
A las notas se les da el nombre de escolios. 
Es de observar que un teorema contiene dos partes; 

á saber: la hipótesis, y la conclusion, que es su conse
cuencia. No siempre es posible invertir el enunciado; es
to es, que tomando la conclusion por hipótesis, no se tie
ne siempre por conclusion necesaria la hipótesis primiti
va; y esto consiste en que la conclusion primitiva convie
ne algunas veces á un número mayor de casos que la hipó
tesis; de donde viene la necesidad de demostrar las pro
posiciones iwoersas, que tambien ·se llaman ruipro.a~ 
cuando se quiere hacer uso de ellas. 
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DE GEO}Yl ETRf A. 

NOCIONES CENERA.LES REL.A.TIVAS Á LA. EX:TENSION. 

1. E1 espacio que cada cuerpo ocupa tiene néce
sariamente tres dimensiones, que designamos por los nom
bres de !011git11d, hititud ó anchura; y profundidad ó 
,dtur,i ó grueso. 

No es posible despojar á cuerpo alguno de ninguna 
de las tres expresadas dimensiones sin que al mismo tiem
po se le prive enteramente de 1a existencia; y no podría
mos distinguirlos del espacio indefinido si no se hallaran 
terminados, ó si no tuviesen límites, sin los cuales nos se
ria absolutamente imposible formarnos idea alguna de 
e1los. Estos límites, que percibimos por medio de nues
tros sentidos, y que consideramos como destituidos de 
todo grueso, son las que llamamos supetjicies. 

Cuando un cuerpo nos presenta muchas caras ó fa. 
chadas, cada una en el lugar en que se une con alguna 
otra , tiene sus límites que no tienen grueso ni anchura, á 
los cuales llamamos líneas. 

Finalmente, estas últimas tienen en los lugares en 
que se encuentran unas con otras sus límites ó extremi• 
dad es, que ni tienen grueso, ni latitud, ni longitud, y 
se llaman pimtos. 

La exütencia de estas diversas especies de límites es 
indudable, pues que de ellos n_os valemos para juzgar de 
la figura del cuerpo. Nosotros consideramos á cada lími-
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te con separacion, y prescindiendo de una ó de dos de las 
dimensiones del cuerpo, las cuales por otra parte no pue 
den ser aniquilidas ; porque no pudiendo hacer otra 
cosa que modificar las formas de la mate1ia, se efectú;u• 
siempre nuestras operaciones sobre cuerpos , y jamns so. 
bre superficies, ni sobre líneas, ni sobre puntos; pero su 
resultado discrepa tanto menos del del razonamiento, 
cuanto mas cuidado ponemos en disminuir las dimensio
nes extrañas á las del límite que hayamos considerado en 
el cuerpo. Por medio del razonamiento alcanzarnos este 
límite; con el auxilio del cálculo nos podemos aproxi
mar á él indefi~idamente, mientras que la exactitud de 
las operaciones necesarias encuentra su término en la in
evitable imperfeccion de los instrumentos. 

2. Entre las líneas, la primera que se nos ofrece es 
la línea recta; de la cual damos una idea bastante clara 
diciendo que es el camino mas corto por donde puede 
pasarse de un punto á otro. 

En esta idea se halla asimismo comprendida la posi
bilidad de prolongar la línea recta indefinidamente mas 
allá de cada uno de los extremos que anteriormente se la 
hayan asignado, asi corno la imposibilidad de efectuado 
de varios modos. 

Bien claro se ve que no hay mas que una sola es• 
pecie de línea recta, y que necesariamente debe ser cur
'V,1, toda la que no sea recta, ó no esté compuesta de dos 
ó mas líneas rectas. Ya se deja ver que debe haber un 
número infinito de diferentes especies de líneas curvas. 

Entre las varias su perticies, con que se nos presentan 
terminados los cuerpos, notamos desde luego el plano ó la 
superficie plana, que se diferencia de otra cualquiera en 
que se la puede exactamente aplicar ó trazar en ella una 



l 4 ELEMENTOS 

línea recta en todos los sentidos. No hay ni puede haber 
mas de una sola especie de planos, ó de superficies planas. 

Toda superficie que no sea plana, Ó no esté cornpues. 
ta de muchas planas , ha de ser necesariamente curva ; y 
el número de especies de superficies curvas es infinito. 

Expondremos sucesivamente las propiedades mas no
tables de las líneas, de las superficies y de los cuerpos, ci~ 
ñéndonos á aquellas cu yo conocimiento sea indispensable 
para cultivar con fruto los diversos ramos de las matemá
ticas puras y mixtas. 

ii, 

J)E GEOMETRlA, 

P R I ME R A PAR T E. 

SECCION PRIMERA, 

De las propiedadN de las líneas rectas J circulares. 

N. B. En toda esta primera parte las líneas repre
sentadas en las figuras se hallan situadas en un mismo 

plano. 
Definiciones)' nociones preliminares. 

3. En los elementos de Geometría no consideramos 
otras especies de líneas sino solas dos , á saber : la línea 
recta, que es el camino inas corto que puede imaginarse 
para pasar de un punto á otro; y la circunferencit~ del 
cfrculo ó la línea drmlar, cuyos puntos estan todos situa
dos en 1111 mismo plano y á igual distancia de otro pu11to 
del mismo plano, el cual se llama su centro. 

AB, fig~ 1., es una recta. Bien claro se ve ( 2.) que Fig. I. 

nada se opone á que se le prolongue indefinidamente y 
cuanto se quiera hácia la izquierda del punto A, Ú há-
cia la derecha del punto B, de modo que resulte ter• 
minada· de nuevo por otros dos cualesquiera de sus pun-
tos C y D, del mismo modo que antes lo estaba por· los 
puntos A y B; es decir, que si nos propusiéramos juntar 
por medio de una recta los. dos puntos C y D, el trnzo 
pasaria necesariamente sobre la línea AB. 

ABCD, :fig. 2, es una circunferencia de círculo cu- Fig. 2. 

yo centro es el punto O. Las rectas AO, BO, CO, que 
miden la distancia que ha y desde cualesquiera de los 
puntos A., B, C de la circunferencia al centro O, y son 
todas enti;-e sí iguales, se llaman radios del círculo; á una 
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parte cualquiera de su drcunferencia , se la da el nombre 
de arco; y bajo la denominacion de cfrculo entendemos la 
porcion del plano que por, todas partes se halla termina
da por la línea circular. 

Con mas que suficiente claridad se echa de ver qtte 
para determinar todos los puntos que en un mismo plano 
se hallen igualmente distantes del punto O, y su distan
cia sea la conocida ao , basta describir, haciendo centro 
en O, y con un radio igual á ao, una circunferencia de cfr. 
culo, en la cual deben forzosamente hallarse todos los 
puntos del plano cuya distancia al O sea la dada ao. 

En esta suposicion pasemos á tratar primeramente de 
las lineas rectas. 

4. Medir la distancia de dos puntos ó la longitud 
de una recta es determinar cuántas veces c.ontiene esta 
recta á otra que hayamos adoptado por unidad: lo cual 
se consigue aplicando sucesivamente esta segunda á la 
primera cuantas veces sea esto posible ; y en caso que por 
último resulte algun resto, es necesario que procuremos 
apreciarlo como fraccion de la unidad. 

En general , medir una línea con otra es buscar la 
re1acion que entre sí tengan estas dos líneas, ó indagar si 
por ventura existe alguna línea mas pequeña, que estan
do contenida un número exacto de veces en la una y en 
la otra, sea la medida comun de ambas. Tiene, pues, se
mejanza esta investigacion respectiva á las líneas con fa 
del divisor comun de los números. 

PROBLEMA, 

S. D,tdas que sean dos rectas, hallar su medida 
comun, 6 por lo menos determinm· con aproxÍmé1cion la 
rtlacion que entre sí tengan. 
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So!ucion, Sean AB y CD, fig. 3, las dos rectas da" Fig, 3. 

das. Aplíquese sucesivamente la menor á la mayor cuan--
tas veces pueda estar contenida la una en la otra; y asi ve• 
remos que la línea AB, ademas de contener tres veces á la 
DC desde A hasta E, nos presenta despues de esto el 
exceso EB; de modo que á consecuencia tendremos : 

AB=3CD+EB. 
Inmediatamente aplicaremos á la línea CD el exceso 

BE, y veremos que despues de estar contenido en ella 
cuatro veces , resulta u11 segundo exceso FD; lo cual 
nos dará: 

CD=4EB+FD. 
Aplicaremos del mismo modo este segundo exceso FD 

al primero EB; y hallaremos que este le lleva al otro el 
exceso GB, de manera que 

EB FD+GB. 
Aplicando finalmente el exceso GB al FD, y hallán• 

dole contenido en él tres veces, tendremos por último 
resultado 

FD:::::3GB. 
Reascendiendo ahora del valor de FD al de EB; 

desde este al de CD , y desde este último al de AB , se 
nos presentarán sucesivamente: 

FD=3GB; EB=4GE;CD=19GB; AB=61GB: 
en donde se ve que el último exceso GB · es la medida 
comun de las rectas AB y CD; y puesto que se halla con
tenido 6 I veces en la primera y I 9 veces en la segunda, 
es consiguiente que estas dos rectas tengan entre sí la mis
ma relacion que los dos números 6 I y 19. 

Y a no puede ser dificil hacer uso de la misma prácti .. 
ca en cualquier otro ejemplo. La comparacion de los exce• 
sos sucesivos debe continuarse hasta que se nos presente 

TOMO 111. C 
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uno que esté contenido un número exacto de veces en el 
inmediato anterior, ó que sea tal, que el exceso que en 
)a comparacion pueda notarse, sea imperceptible por su 
pequeñez. Asi lograremos en todos casos por lo menos un 
resultado aproximado. 

6. Es evidente que una recta no puede encontrarse 
con otra mas que en un punto ( 3). . 

Fig. 4. 7. El espacio indefinido, fig. 4, comprendido entre 
dos rectas que se cortan en un punto A, y se pueden supo
ner prolongadas cuanto se quiera, se llama ángulo. Aun
e¡ ue este espacio no esté cerrado por el lado BC , se le 
distingue, sin embargo, bien del resto del plano por ~1e
dio de los límites AB y AC. Dos ángulos se pueden dife
renciar uno de otro, considerándolos bajo este respecto: la 
recta AD, por ejemplo, hace evidentemente con AB 1111 

ángulo mayor que el que forman entre sí las rectas AB 
y AC. 

Se designa por lo comun cada uno de los ártgulos por 
medio de tres letras, siendo la del medio la que ocupa el 
punto en que las dos rectas se cortan; punto conocido ba. 
jo el nombre de ·vértice del ángulo. El formado por las 
rectas AB y AC se denomina el ángulo BAC. Cuando 
en 1.1n punto, como a por ejemplo, no hay mas de un 
solo ángulo, se le puede indicar con sola la letra del vér
tice llamándole sencillamente el ángulo a. 

8. Dos ángulos son enteramente iguales cuando CO• 

.locado el uno sobre el otro se confunden y se cubren 
exactamente. El ángulo bac será igual al BAC, si estan;. 
do colocada la recta ,ctb sobre la AB de modo que el pun• 
to a caiga sobre el A , caiga al mismo tiempo la otra 
recta af sobre la AC. Para que se verifique la igualdad 
de dos ángulos, no es necesario que sean iguales entre s.í 

'. ,. 
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las loncritudes de fas lineas que los forman, como por 
ejempl; las AB y ab, AC y ac J pürque bien se deja co
nocer que si las rectas AB y AC se confunden con las ab • 
y ac en las porciones Ab1 y Ac' ~ lo mismo habrá de su~ 
ceder en todo cuanto se nos anto¡e prolongarlas mas ade
lnnte. 

9. La posicion respectiva de dos rectas de~ende_ del 
ángulo que entre sí formen. Entre tod~s las s1tuac1011es 
que puede tener una recta con respecto ~ otra con la cual 
concurra la mas notable es la perpendicular: por cuyo 
medio se' designa el caso en que una recta AC, fig. S, Fig. 5. 
que cae sobre otra AB, hace con ella J prolong¡1da, si es 

necesario, por ambos lados del punto del concurso A, los 
dos ángulos BAC y DAC iguales entre sí; es decir, que 
si despues de tirada la recta AC, se dobla por ella la fi. 
gura, la parte AB de la recta BD debe caer exacta!ll~n-
te sobre la restante parte AD. 

Bien claro se ve que en t;l caso la recta AC no se 
inclina ni hácia B ni hácia D. 

A los dos ángulos BAG y CAD se les da el nombre 
de ángulos rectos. 

Todo ángulo menor que un recto, se llama ángulo; 
agudo. El ángulo BÁE es un ángulo agudo. 

Todo ángulo mayor que un recto, se llama ángulo 
obttHo. El ángulo BAF es un ángulo obtuso. 

Es b.ien visible que un ángulo recto, colocado sobre 
otro de la misma especie, debe cubrirlo y é:onfu11dirse 
exactamente con él; y que por tanto el ángulo recto 
A

1

B
1

D
1

, fig. 6, por ejemplo, colocado que sea sobre el Fig. 6. 
ángulo recto ABD, debe cubrirlo con toda exactitud. 
Con efecto, si despues de haber tomado .A:P-A'B1

, co
locamos la figura A'C'D' sobre la ACJ)., .haciendo coin:-
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cidir respectivamente los dos puntos A' y B' con los otros 
dos A y B , las rectas A'C1 y AC se confundirán perfec
tamente, puesto que no es posible hacer pasar mas de una 
entre dos puntos determinados: y si en esta disposicion 
no cayese la recta B'D' sobre la BD, sino que tomaba 
otra cualquiera posicion Bd, los ángulos A'B'D' y D 1

B1C', 
que en la otra figura estadan representados por ABd y 
dBC , no serian iguales entre sí, y por consiguiente no 
podrian ser rectos. 

Fig. 5. I o. La sola inspeccion de la :figura S basta para ha• 
cernos ver que la suma de todos los ángulos BAE, EAC, 
CAF, FAD, que pueden formarse á un mismo lado 
de una recta con un niismo punto de ella por vértice co
mun de todos, equivale en todos casos á dos ángulos rec
tos, cualquiera que sea el número de los ángulos de que 
se trnte. 

Fig. 7. I I. Toda recta AE, fig. 7, que cae sobre otra pro• 
longada hácia los dos lados del punto de encuentro A, 
forma con ella en aquel punto dos ángulos EAB y EAD, 
cuya suma equivale á la de dos rectos. 

Dos rectas BD y EF, que se cortan y se hallan 
prolongadas bácia los dos lados del punto A del erícnen• 
tro, forman en este punto cuatro ángulos EAB, EAD, 
DAF y FAB, cada uno de los cuales se llama opuesto 
por el "Vértice á otro de los restantes. El ángulo EAB, 
por ejemplo, es opuesto por el vértice al DAF; y el 
EAD al FAB. 

TEOREMA, 

I 2. Los ángulos opuestos por el 'Vértice, formados 
por dos ratas que se cortan entre sí, son entre sí iguales. 

Detnostracion. Con efecto, segun del párrafo anterior 
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resulta, tanto la suma de los .dos ángulos BAE y DAE, 
colocados á un mismo lado de la -recta BD, equi~ale á 
dos rectos, como lo equivale la de los ángulos DAE y 
DAF colocados al mismo lado de la recta EF; de con
siguiente los dos ángulos BAE y DA.E reunidos equi
valen á los dos DAE y DAF. Quitando, pues, de las 
dos sumas ó reuniones iguales el ángulo DAE que las es 
mas comun, resulta que el ángulo BAE restante de la 
u na sea ignál al DAF, que es su opuesto por el vértice 
y resta de la otra. 

Del mismo modo se puede demostrar que el ángulo 
DAE es igual á su opuesto BAF. 

I 3. Corolario. De esta proposicion se sigue que si 
continúa por debajo la recta BD, fig. 8, la prolongacion Fig. 8. 
de la AC, que hace con ella los dos ángulos rectos CAB 
y CAD, sn prolongacion AE, hará igualmente ul otro 
lado de la recta DB otros dos ángulos rectos DAE y 
BAE; pues siendo estos los respectivamente opi.1estos por 
el vértice á los dos primeros, habrán de ser forzosamente 
iguales á estos, y por consiguiente rectos corno ellos (9). 

De esto resulta tambien que siendo la recta CE per
pendicular á DB, debe asimismo serlo DB á CE. 

Si ahora tiramos por el punto A cµantas rectas que
ramos FG, HI &c., se ve bien claro que la suma de 
todos los ángulos BAF, FAC, CAH, HAD, DAG, 
GAE, EAI, IAB , que aquellas rectas formen entre 
sí, ni pasará jamas ni bajará de la de cuatro ángulos 
rectos. 

I 4. Ningun espacio puede encerrarse por un núme• 
ro de rectas menor que el de tres. El espacio asi cerrado 
se llama triángu!o. Las tres rectas que lo terminan se 
cortan dos á dos, y fornw1 tres ángulos. ABC, fig. 9, Fig. 9· 
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es un yifogulo, cuyos tres lados son AB, AC y BC; y 
los rrcs ángulos son A, B y C. . 

Como las primeras propiedades del triángulo sirvan 
de base á todo lo que es relativo á la situacion respectiva 
de las rectas, tenemos por conveniente darlas á conocer 
antes de pasar mas adelante. 

I 5. Obser1.1acio12es. Siendo la línea recta A.B el ca
mino mas corto que puede seguirse para pasar del punto 
A al punto B, es consiguiente que la suma de los otros dos 
h1dos AC y BC del triángulo ABC sea mayor que el 
tercero AB; y del mismo modo la suma de dos cuales
quierJ lados de un triángulo es mayor que el lado restante. 

Mas si en el espacio interior de un triángulo se toma 

un pnnto cualquiera E, y por él se tiran las rectas AE 
y EB, las sumas de estas dos rectas será menor que la 
de las otras dos AC y CB que las envuelven. Con efec
to, si por el punto E se tira una recta GF que corte á 
un mismo tiempo las dos AC y BC, tendremos que 

GF<GC+CF; 
y que de consiguiente el contorno AGFB es menor que 
la suma de las dos rectas AC y CB. Por la misma razon 

AE <AG+GE;EB < EF +FB; 
y á consecuencia 

AE + EB <AG + GE+EF +FB · , , 
o lo que equivale á lo mismo, la suma de las dos rectas 
AE y EB es menor que el contorno AGFB, y por tan
to con mayor rJzon es menor que la suma de las dos rec
tas AC_y BC. 

~n todo triángulo se distinguen seis cosas, á saber, 
t~es ,rngulos, y tres lados, Entre estas sejs cosas existen 
cierras relaciones necesarias que se hallan contenidas en 
las proposi..:iones siguientes. 
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TEOl\EMA. 

I 6. Siempre que dos lados de un triángulo sean 1·es• 

pecti-vammte iguales á dos de otro , si al mismo tiempo 
el ángulo formado por los dos lados del primero fuere 
igual al formado por los del segundo, los dos triángulos 
habrán de ser totalmente iguales. 

Si el ángulo C del triángulo ABC, fig. 10, fuere Fig. ro. 
igual al C' del triángulo A'B'C', y los dos lados AC y 
BC que comprenden al primero de estos ángulos foereu 
respectivamente iguales á los otros dos A 1C1 y B'C' que 
comprenden al segundo , el triángulo ABC deberá ser 
igual al A'B'C' en todas sus demas partes restantes; es 
decir, que el ángulo A habd de ser igual al A'; el án-
gulo B al B'; y el lado AB al A'B'. 

Demostracion. Colóquese el triángulo A 1B1C1 sobre 
el ABC, de modo que el lado A'C' caiga sobre el AC, y 
puesto que sea el extremo C' sobre el C, el otro ex
tremo A' deberá hallarse sobre el restante extremo A, 
pues que por suposicion A'C' = AC. Siendo ademas igua· 
les entre sí por suposicion los ángulos A'C'B' y ACB, se 
·confundirán exactamente, y de consiguiente el lado C'B' 
caerá sobre el CB, en términos que el extremo B' caiga 
sobre el B, pues que por suposicion la recta C1B1 == CB. 
Es pues consiguiente que teniendo la recta A'B' sus dos 
extremos colocados sobre los de la AB , se confunda con 
ella; y que cubriendo el triángulo A'C'B' exactamente al 
otro triángulo ACB, sean los dos pe¡,fectamente iguales 
entre sí. 

Es muy importante observar que en dos triángulos, 
como NC'B' y ACB, enteramente iguales entre sí, son 
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siempre iauales los ángulos opuestos á los lados que sean 
entre sí i:uales.Asi al lado A'B' del primer triángulo, que 
es igual ~l AB del segundo, se opone el ~ngulo C' de 
aquel, el cual es igual al C de este: y lo mismo se debe 
entender de los restantes y en todas las proporciones que 
siguen. 

17. Corofario. Podemos mirar corno enteramente de
terminado á un tri.ingu!o siempre que conozcamos la mag
nitud de uno de sus ángulos y la de los dos lados que lo 
comprenden; porque dos triángulos que sean iguales en 
estas tres partes , deben serlo asimismo en todas las <lemas. 
Nos podemos igualmente convencer de esta verdad , ha
ciéndonos cargo de que cuando se nos haya dado la mag
nitud del ángulo C, conocemos al mismo tiempo la situa
cion respectiva de los dos lados AC y CB que lo forman; 
y que si por otra parte nos es conocida la longitud de es
tos, y podemos fijar ciertamente como sus extremos á los 
puntos A y B, es bien claro que ya no nos es posible 
juntar estos puntos sino por medio de la única recta AB, 
para obtener de este modo al único triáJJgulo ABC. 

TEOREMA. 

I S. Siempre que un l,1do de un triángulo sea (gual 
á otro lado de otro trt'ángulo , J que los dos ángulos adya
cent:"s al lado del primero sean 1·especti'-vamente iguales á 
los dos Jngu!os ady,1centes al del stgundo, serán los dos 
triá11gulos tota!mc'nte iguales. 

Si el lado AB del triángulo ABC fuere igual al la
do A'B' del triángulo A1B'C1

, y los dos ángulos CAB y 
CBA del primer triángulo fueren respectivamente igua
les á los ángulo5 C' A'B' y C'B' A' del segundo, estos dos 
triángulos deberán ser totalmente iguales entre sí, 
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Dcmostrarion. Para convencernos de la verdad de es

ta proposicion, debemos imaginarnos colocado sobre el 
triángulo ABC al A 1B'C', de modo que el Indo A"B1 

caiga sobre su igual AB', y en términos que el uno de sus 
extremos A' caiga sobre el punto A, y el otro B1 sobre 
el punto B. Y pues que son iguales por suposicion el án
gulo CBA y el C'B1A', la direccion del lado A'C' ha-: 
brá de coincidir con la del lado AC; é igualmente, sien' .. 
do por la misn1a razon iguales los ángulos CBA y C

1
B'A1

, 

la direccion del lado c'B' coincidirá con la del lado CB; 
y el punto C', corn un á los dos lados C' A' y C'B/, caerá 
exactamente sobre el punto C , comun á los lados CA y 
CB; y los dos triángulos se cubrirán perfectamente y se 
confundirán uno con otro, y en una palabra, serán· igua
les entre sí en tod~1s sus partes. 

TEOREMA, 

I 9. Si lM lados A'B y B'C' del triángulo A 1B1C 1
, 

jig. I I, fueren respecti-vammte iguales á los otros dos Fig. I I . 

AB y BC del tritingulo ABC, siendo al tnisrno tiempo el 
ángulo B' comprendido por los dos primeros menor que el 
ángulo B comprendido por los dos últimos, será menor que 
el lado AC opuesto al ángulo B e11 el triángulo ABC, e! 
lado A1C1 opuesto al dngulo B' en el triángulo A'B'C'. 

Dernostracion. Con efecto. cuando hayamos colocado 
el triángulo A'B'C' sobre el triángulo ABC ajustando el 
lado A'B' al AB, pues que por suposicion son entre sí 
iguales, el punto C 1 no puede menos de tomar una de 
las tres posiciones · representadas por C" en los nfameros I, 

2 y 3 de la figura'. 
En la primera, en la cual el punto C'', que. represen

ta al C' del triángulo sobrepuesto A'C'B', cae sobre el 
TOMOIII, D 
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AC" 
l. d AC se ve con bastante cbridad que , que re-

,1 º , e 
presenta al lado A,C,, es menor que A . ,11 

En la segunda• en que se supone al punto C den• 

tro del triángulo ABC, tendremos: 
AC"+BC11<AC+BC; (1 5) 

BC" representa al lado B1C1 
, Y este es por SU• y pues que • . . 

1 1 . . . 1 al BC se infiere con evidencia que e a• pos1c1on 1gua • , 
do AC'' que representa al A,C'' es menor que el AC. . 

Por último, en la tercera posicion, en la cual se ha• 

11 1 C11 fuera del triáno-ulo ABC, tenemos: · a e punto o 
AC11<0C11+0A; y BC<OB+OC; 

de donde se infiere que 
AC''+BC<OC''+OA+OB+OC; . 

lo cual equivale desde luego á decir que 
AC'1 +BC<AC+BC'', 

OC'' +OB=BC'1 
• \' OA+OC=AC. Quitando pues que ' J 

1 1 
ahora de una y otra parte las líneas BC y B C 1ue por 
su posicion son iguales, nos resultar4 por con el us10E que 
AC'', ó lo que es lo mismo, A

1
~

1
<AC. . 

2 o. Corolario. De esto se sigue que smnpre que dos 
tridngulos tengCJ.n s11s tres _lados respecth;~~zente iguales~ 
c,d,i 11110 ..i su correspondiente, los dos trzangulos han de 
ser totalmmte iguitles; porque si los lados AB ! AC y 

Fio-, 10 , BC del triángulo ABC, fig. 10, fueren respect1vamen• 
0 

te iguales á los lados A'B1
, A'C1, y B

1C' del triángulo 
A 1B'iC', el ángulo formado por cualesquiera dos lados 
ael primero, deberá ser igual al ángulo comprendido por 
los !;idos respectivamente iguales á aquellos en el segun• 
do. Si, por ejemplo, el ángulo B del un triángulo fuese 
menor que m correspondiente B' en el otro, el lado AC, 
opuesto al primero, habría de ser menor que A1C1, opues
to al segundo(§. ant.); y esto es contra la suposicion. 
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Es, pues, visto que los triángulos ABC ·y A1B1C1 tie
nen no solo sus tres lados, sino tambien sus tres ángulos 
iguales cada uno á su correspondiente, Y•ipor consecuen
cia son entre sí enteramente iguales (§. I 6 ó .I 8). 

PROBLEMA, 

2 r. Estándonos dados con separadon los tres lados 
de un triángulo ; construir este triángultJ. ·• . , -

Solucion. Sean M, N y P (fig. 1 2), las .tres líneas Fig. I 2. 
que se nos hayan dadó para que sean respectivamente 
iguales á ellas los tres dados del triángulo. Para construir-
lo habremos de tomar una de ellas, por ejemplo la M , y 
destinarla á que sea el lado AB del triángulo. Inmediata-
mente describiremos desde uno de sus extremos A como 
centro, y con una de las dos líneas restantes N como rn• 

dio, un círculo CDC1
; y por último, desde· el otro extremo 

B como centro, y con la tercera p_ como radio t describi-
remos otro círculo CEC1

• Las circunferencias de estos dos 
círculos se cortarán en dos,puntos'Gy C\ situndos el uno 
sobre la línea AB, y el otro· debajo de ella: y juntando 
cada uno de estos puntos con los extremos de la línea AB, 
habremos formado dos triángulos que s::itisfacen á la cues-
tion, pue·s'.q ue -c'adá i.Jno de• ellos tiene sus :tres ladós · res~ 
:pectivamente iguáles , comd se vé, áJ~s líneas que con 
este objeto se nos han dado. . · 

2 2. Si tomásemos al acaso y sin un particular y de
tenido examen las primeras tres rectas cualesquiera que 
se nos ofredesen, podria: , múy bien suceder que las dos 
circunferencias de círculo que para la construccion del 
triángulo nos es forzoso describir, no se encontrasen en 
punto alguno. Esta circunstancia habrá necesariamente de 
verificarse : ·1. º sieyp, pre que la suma de .dos cualesquiera 
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de las fres'líneus qüe para el objeto se nos presenten, sea 
menor que la restante; como si en el caso propuesto fuera 
la suma,P+N meqor que M. Con efecto, es bien visible, 
y se den~ostrará aderi1as en lo sucesivo, que dos cir,~nnfe·~ 
rencias de círculo no pueden cortarse la nna por la otra 
sino en el caso en que la' distáncia de sus dos centros sea 
menor que la suina de sus dos radios. · , • 

2..º Cuando. uno dC;J_ los,dos círculos conteng\l-al otro; 
: es decir .. ; ,cuándo:: , ,:. ·, f 

AD>AB+BF, ó N>M+P. 
· Estos dos· casos estan comprendidos en la condicion 

general de que :en todo triángulo la suma de dos lados 
cualesquiera debe forzosamente se).'. mayor que el tercero; 
lo: cual se puede simplificar, ~xpresándolo de :este modo: 
!ti suma de los dos lados mas pcque1íos de. un triángulo 
cualquiera es siernpre mayor que el tercero 1·estante. Con 
efecto, para evitar tales casos debe bastar la condicion de 
que cuando cada. una.·.cle dqf líiJ.eíi:Ll'il'i y 'f'. ~e.a menor 
qu¡; 1a tér.cera M~ l~:)um:i :d;e aquellas· N+P s.ea mayor 
que esta ; pues asi estarán necesariam~nte satisfechas las 
otras dos condiciones N+M>P y P+M>N. .. · 

La solucion del problema anterior nos pone ya en es
,t:rdo ade construir un triángulo .toralme.r)J:e. igu~l. á.otro da
do., valiéndonos 0.para ello de lm:tres fa~oJis.d~ :~?.te último; 
y al mismo tiempo nos sumir¡.ifüá el I11edio de _formar un 
áógu1o ignal á otro düdo. ., .. 

- i.'!'i "i,. ., .. 

2 3. En un punto dado _r escogido m iena recta dada, 
formar un ángulo igu'al á, ótro dado,. , : · 

Fig. I 3. Solucion. Sea, .fig. 13' e~ el ángtllO dado; A1B1 la 
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recta que se nos propone para formar en sn punto A1 

co
mo vértice el ángulo igual al dado CAB. Desde el vér
tice A de este ángulo desígnense con disrnncias AB y AC 
entre sí igua1es, y júntense por medio de la recta BC los 
dos puntos B y C en que se terminan. Colocando en se
guida la recta AB desde el punto A 1 

¡1l punto B , no nos 
gnedari mas que hacer sino describir sobre la recta A'B' 
un triángulo, cuyps dos lados, A1Ci. y B'C' sean respecti
vamente iguales á los otros dos AC y BC: lo cual se eje
cuta marcando una de las intersecciones C/ de las circnn
ferencias de círculos descritos· con los radios AC y BC 
desde A1 y B' como centros. Tirando ya entonces la recta 
A'C', el ángulo C'A'B' será igual al CAB, pues que los 
dos triángulos CAB y C' A1B1 son entre sí totalmente igua
les por constrnccion (§. 2 r). 

PROBLEMA. 

24. Dado que sea un triángulo, consfruir otro que 
le sea totalmente igual, haciendo uso para la constrnc
cion de este de un ángulo dd primero, y de los dos lados 
que lo forman. · . 

So/ucio_n. · I3:n caso qu!:l el,ángulo y los lados de . que 
hayamos de. ~acer uso ,para la comtrnccion, sean. el án~ 
gulo C y las rectas AC y BC del triángulo ABC ;fig. 1 o, Fig. 1 o. 
se formará sobre la recta A'C un áng1.1lo C1 igual al C: 
despues se tomarán de los lados. P/C' y B C 1

, comenzando 
á medir desde. el ·punto 'G, dos distancias respectivamen-
te iguales á los lados AC y BC, que nos determinarán los 

I / . . . . . , 

puntos A y B. Juntando, pues, estos dos pnntos por me-
.dio de una recta, resultará formado el triángulo A'B'G' 
totalmente igu:11 al triángulo ABC con arreglo_ al§. ,,1 5. 
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PRoBLHIA, 

2 S. D,ulo que se,t un tridngu!o, constridr otro qtte 
le se,t tot1tlmc·11te i._~11t1l, haciendo uso, para la constrtic
dou de t! ste último, de uno de los lados del primero y de 
sus dos ,ÍltP,ttlos adyacentes. 

Sa!uciou. Suponiendo que el lado propu~sto en el 
primer triangulo sea el AB, y que los dos ángulos adya
centes sean A y B; tomaremos de la recta A'B' una parte 
A'B,,=AB; en las extremidades de A'B' formaremos los 
' l A 

I B' . . l ' 1 ' 1 :rngu os .,1.· y , respectivamente 1gua es a os angu os A 
y B. H.1biendo ya fijado por este medio la .. direccion de 
las rectas A'C' y B'C\ las prolongaremos hasta que se en
cuentren en C', y nos resultará formado el triángulo 
A'B'C' totalmente igual al triángulo ABC segun el§. I 8, 

De las línMs perpendiculares y de las oblicuas, 

TEOREMA, 

Fig. I + 2 6. Lis líneas AC y CB, fig. I 4, que partihz~o 
de 1111 punto malquiera C de una i-ecta CD perpendicular 
d_l.1 AB, se ctparll-tn 1'gualmente del pie df! esta perpen
dicuZ..zr j ts decir, del punto D , en que se encuentra ca,~ 
la J"r;'Cftt AB' son entre sí iguales; y las que mas se apar
fa¡¡ son mas l,n-gas. 

, ?em~str,tcion. Suponiendo, como suponemos, que 
1as distancias AD y DB son entre sí iguales; y viendo 
que por la naturaleza de 1a perpendicular sori al mismo 
tiem,Pº. ig1.1ales los ángulos CDA y CDB (§. 9); y que 
~or ultimo la recta CD es un lado comun de los dos tri
angulas ACD y DCB, podremos inferir que teniendo 
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cada uno de estos triángulos los dos lados del nno respec
tivamente iguales á dos del otro, y siendo al mismo tiem
po entre sí iguales los ángulos comprendidos, habrán de 
ser totalmente iguales entre sí los dos triángulos (§. 1 6); 

y que de consiguiente el lado BC =AC. Lo cual hace 
yer que las dos rectas que igualmente se apartan de la 
perpendicular CD son entre sí iguales. 

Si por el punto C tiramos la recta CE que se aparte 

de la perpendicular CD mas de lo que se aparta la CA, 
y prolongando á CD por debajo de la recta AB toma

mos la parte C'D=CD, y despues tiramos las líneas AC1 

y EC', tendremos que · 
CE+C'E>CA-1--C'A (§. r S ). 

Y como .en virtud del §. 1 6 deben ser entre sí total
mente iguales los triángulos CAD y C' AD, por ser en
tre sí iguales los ángulos ADC y ADC' (§. I 3) , y los 
lados CD y C'b entre sí. iguales por construccion; y sien
do comun á los dos triángulos el lado AD, tendremos por 
conclusion que la linea CA=O A; y del mismo modo ha
remos ver que CE=C'E: de donde resultará que 

2CE>2.CA, ó que EC>CA: 
lo cual nos manifiesta que entre las diferentes líneas que 
pueden tirarse á la AB desde un punto cualquiera C de 
la perpendicular CD, las que mas aparten de esta son 
las mas largas. 
, 27 .. \ I.º Corolario. Las líneas CA, CB, CE se lla

man oblicuas con respecto á la AB; y en su consecuen
cia se dice que fas oblicuas que i'grwlmente se apartan de 
la perpendicular son igrwlcs; )' que las que mas se apar
tan de ella son l,ts mas lmgm: de lo cual podemos infe
rir con la n1.1yor certeza que siempre que se nos presen

ten dos oblicuas entre sí iguales, debernos asegurar que 
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se halLm ambas á un mismo lado de la perpendicular, 
sino cada una en diferente lado; bien ll ue á igual distan-

cia de su pie. 
2 S. 2. .º Corolario. De lo dicho se sigue: r.º: que 

la perpendicular es la mas corta de todas líneas que 
pueden tirarse desde un punto determinado C á la recta 
AB, y de consiguiente es la medida natural de la distan
cia del mencionado punto á la expresada línea. · 

2. .º Que todos los puntos de la perpendicular se l1a
llan á iguales distancias de los dos A y .B; y que si por 
consiguiente tomamos en su direccion un punto cualquie
ra F: tendremos indefectiblemente 

AF=FB. 
3.° Que un punto cualquiera G, tomado fuera de 

la direccion de la perpendicular, e_stá á distancias desigua• 
les de los dos puntos A y B; porque desde luego tene

mos que 
BG<BF+FG; 

y de consiguiente BG < AG; 
pues que HF=AF y AG=AF+FG. 

4. º En fin, que de un punto á una recta no pueden 
tirarse tres rectas entre sí iguales. 

PROBLEMA. 

2 9. Tir,tr á la línea AB una perpendicular· que la 
di-vida en dos partes iguales. 

Fig. I 5. Solttcion. De los puntos extremos A y B tomados su-
cesivamente como centros, y con una abertura de campas 
mayor que la mirad de 1a recta dada AB; describiremos 
dos pequeños arcos de círculos CF y CE, que se cortarán 
en C. Lo mismo haremos en la parte inferior á la recta 
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AB; y juntando entonces los dos puntos designados C y 
C', la recta CC' será la perpendicular que buscamos. Con 
efecto, los triángulos CBC1 y CAC' son totalmente igua
Je5, pues que tienen AC=CB, y AC1::=BC

1
, y comun 

el lado CC': son, pues, entre sí iguales los ángulos ACD 
y DCB. Y siendo respectivamente iguales los lados AC 
y CD , CB y CD que los comprenden en los triángulos 
ACD y DCB, deben ser totalmente iguales estos últimos 
triángulos en consecuencia de lo demostrado ( §. 1 6 ): el 
ángulo ADC será pues igual al CDB, y por tanto estos 
dos ángulos habrán necesariamente de ser rectos; y por úl
timo, siendo, como se ve, AD=DB, es bien claro que 
la recta AB está COl'tada en el punto D en dos partes 

iguales. 
PROBLEMA, 

3 o. En 11n punto dado D, fig. I 6, de una recta Fig. 16. 

AB, levantar una perpendicular á esta rect,1. 
Sohtci"on. Á uno y otro lado del punto dado D en la 

línea AB, en el cual se trata de levantar la perpendicu~ 
lar, se tomarán dos distancias iguales AD y DB; y des
de los puntos A y B como centros con una recta mayor 
que cualquiera de las distancias .AD ó DB como radio, 
se describirán los dos arcos de círculo CF y CE , que se 
cortarán en el punto C; y juntando por último este pun. 
to D, la línea CD será la perpendicular que se nos pide, 
á la recta AB. Con efecto, siendo iguales las rectas AC 
y CB, como asimismo las partes AD y DB, los triángu-

Nota. Para la mayor sencillez de la :figura hemos evitado el tra
zar enteras las circunferencias de los dos círculos, segun lo hicimos en 
la fig. 1, z, sino solo las pequeñas porciones inmediatas al punto de in~ 
tersecc1on. 

TOMO III. 
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los ACD y BCD, que ademas de eso tienen co~un el 

1 d CD habrán forzosamente de ser totalmente iguales a o , , 
entre sí, y de serlo por consiguiente los dos angulas ADC 
V CDB. 
d 

PROJlLEMA, 

Fig. 17. 3 r. Por un punto dado C, fig. 17, tomado_fuera 
de una recta AB , bajar á esta recta una perpendicular. 

Solucion. Desde el punto C como centro y con un 
radio cualquiera, bien que mayor que la ?1~s,corta distan• 
cia del punto C á la recta AB, se desrnb1ra un arco de 
círculo que corte á la recta AB en los dos puntos A y B. 
Tomando en seguida por centro á cada uno de los puntos 
A y B , se describirán con un mismo radio dos arcos de 

I C' d . , d círculo, que cortandose en , etermmaran · un segun o 
punto de la perpendicular CC' que se no~ ha pedido. Con 
efecto, hallándose por construccion los dos puntos A y B 
igualmente distantes del C y del punto C',-podemos pro
bar, como lo hemos hecho (§. 2 9 ), que los ángulos ADC 
y BDC son rectos. 

TEOREMA, 

3 2. Desde im punto C tomado fuera de una recta, 
110 es posible bajar á est,i mas que 1ma sola perpendicu• 
lar CD. 

Demostradon. Siendo entre sí iguales las dos obli
cuas AC y BC determinadas en la solucion del problema 
propuesto(§. 3 o) 1 pues que se apartan igualmente de lá 
perpendicular ( §. 2 7), la cual no puede pasar por otro 
punto que el D, que-es el medio del intervalo AB. Ahora 
bien, por los dos puntos C y D no se puede hacer pasar 
mas que una sola recta CD; y todas las oblicuas que sean 
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entre sí iguales dos á dos, cualquier~ que por _otra parte sea 
su longitud , no pueden encontrar a la AB smo en puntos 
igualmente distantes del_D. Con efecto, en c~so que esto 
no se verifique en las obhcuas EC y FC, por e¡em plo, por 

ser ED menor que DF, podríamos tomar DF'=DE, y ti
rar la oblicua F1C, la cual seria igual á CE; y entonces se 

encontrarian á un mismo lado de la perpendicular CD dos 
oblicuas entre sí iguales; lo cual es imposible ( §,. 2 7 ). 
Es, pues, consiguiente que e~ arco, de círculo de_scnto con 
el radio CE haya de cortar a la lrnea AB tamb1en en F, 
y por tanto es única la perpendicular CD. 

Cuando se haya escogido en la recta dada el punto 
en que se haya de levantar la perpendicular, es evidente 

la proposicion ( §. 9 ). 
3 3. I. º Corolario. De esto se signe que cuando dos 

rectas DE y FG sean ambas perpendiculares á otra tercera 
línea AB, fig. 18, jamas se encontrarán en punto. algu- Fig. I 8. 
no, por mas que se prolongue hácia el uno Ó hácia el 
otro lado de la recta AB; porque si se encontrasen, se 
podrian desde el punto de su mutua interseccion bajar dos 
perpendiculares sobre la recta AB; lo cual es un absurdo. 

34. . 2.° Corolarz'o. Tambien se sigue de la misma 
proposicion: 1.º que dos triángulos ABC y A1B1C', fig. 
19, que tengan cada uno un ángulo recto en A y en A', Fig. 19. 
y cuyos lados BC y B'C', respectivamente opuestos á los 
ángulos-rectos sean entre sí iguales, al mismo tiempo que 
lo sean el ángulo B, por ejemplo, del uno, y el ángulo B' 
del otro, deberán ser totalmente iguales. 

Con efecto , si colocam~s el triángulo A'B'C' sobre 
el triángulo ABC de modo que el ángnlo_ B1 caiga sobre 
el B, el lado B'C' cubrirá exactamente á su correspon
diente BC ; el lado A'B' coincidirá con la direccion de 
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AB; y si el lado A'C' cuyo extreino C' se encuentra. y.¡ 
sobre el C no resultase exactamente aplicado sobre AC 

) 

se seguiria que se podri.tn bajar desde el punto C dos per-
pendiculares á la recta AB, cuya direccion se halla actual
mente confundida con la de A'B1

• 

2.º Asimismo se verificará la total igualdad de los 
mismos triángulos en caso que los lados AC y BC del uno 
sean respectivamente iguales á los lados A'C' y B'C' del 
otro; porque colocando al u~o sobre el otro de modo que 
el.lado A'C' se ajuste con el AC, el lado A'B' se ajusta
rá con el AB, porque siendo rectos los dos ángulos BAC 
y B' A 1c1, deben ser entre sí iguales; y viniendo á ser los 
lados BC y B1C' oblicuas iguales situadas á un mismo 
lado de la perpendicular AC, se habrán de apartar de 
ella con igualdad, y de consiguiente caerá la 1ma sobre 
la otra. 

3 5. Observaciones. El primer caso de igualdad total 
que hemos demostrado con relacion á dos triángulos que 
tengan un ángulo recto, se puede mirar como general á 
cualesquiera triángulos; los cuales deberán ser entre sí to• 
talmente iguales luego que el uno tenga dos de sus fo. 
gulos respectivamente iguales á dos del otro, y al mismo 
tiempo igual el lado en que los dos triángulos se oponga 
á dos ángulos entre sí iguales; pero este caso no es nece• 
sario para lo que sigue, y por otra parte resulta de 1a 
proposicion que mas adelante demostraremos ( § .. ,5 ¡). 

No sucede lo mismo con el segundo. Si en los tri61r
gulos ABC y A

1
B

1
C', fig. 20, tuviésemos A=A'; AC=: 

A
1
C

1
; BC=B'C', y que el Jngulo A sea agudo y que 

AC sea mayor que BC, no podremos de tales datos con
~!uir que los indicados triángulos sean entre sí t,otalmente 
1gu 1 · 1 ·' ' 1 ' a es; porque s1 en e triangulo A B C bajamos la 
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. d'cular C'D1 tendremos á cada uno de los lados de pe1 pen 1 , • , 1 1 11 

ella cada una de las dos oblicu~s _e B y, C_ B que /ºn 
' · tJales • y en los dos d1stmtos y oes1gnales t1 ian-entre s1 1g , , , 

gulos C' A'B' y C1 A 1B11
, en los, cuales s?n comunes el an-

gulo A y el lado NC', apnreceran cumplidas todas las con
diciones propuestas, sin embargo de que solo uno de ellos 
sea totalmente igual al triángulo AB_C; á saber, aquel 
cuyo ángulo B es de la misma especie que el B; es de
cir, es agudo, en el caso que 

1
nos ofrece la figura. Por 

otra parte se ve que el ángulo C B11A 1 es obtuso, porque 
• ' ' 1 C'B11B1 

reposa sobre la misma recta que el angu o = 
C1B'B1

'. 

TEOREMA, 

3 6. Siempre que dos lados de un triángulo sean en
tre sí iguales, deberán serlo tambien los dos ángulos que 
les son opuestos; y en caso que uno de aquellos sea ma
J'Or que el otro, liabr4 de estar opuesto al ángulo mayor. 

Dmzostracion. Si en el triángulo ABC, fig. 2. I , son Fig. 2 I. 

entre sí iguales los dos lados AB y BC, la perpendicular 
bajada desde el punto B sobre el lado AC, como que 
debe pasar por el punto D medio de este mismo lado (§. 
3 2 ) , habrá de dividir . al triángulo propuesto en . otros 
dos, que han de ser entre sí totalmente iguales ( §. 1 6 ), 
pues que el ángulo recto ADB del uno se hallará com
prendido_ por ló~ lados AD y DB, que son respectivamen-
te iguales á los dos lados DC y BD que comprenden al 
ángulo recto del otro: será, pues, igual el ángulo A al 
ángulo C. 

Con respecto al triángulo ACE, en el cual son des
igu;¡les los lados AE y·Ec, es evidente que el punto E, 
en que concurren estos dos lados, debe caer fuera de la 
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perpendicular BD hácia la extremidad de AC á que se 
halla mas cercano ( §. 2. 8 ) ; y por consiguiente en el án
gulo FDC. Si tirnndo ahora la línea AC se forma el tri
ángu1o ABC, sus dos ángulos BCA y BAC deben ser en
tre sí iguales como lo son · 10s lados opuestos AB y BC 
por ser oblicuas igualmente distantes de la perpendicu
lar; mas siendo el ángulo BCA parte del ángulo ECA, 
se sigue que este último opuesto al mayor lado AE 
sea mayor que el ángulo EAC, opuesto al lado EC, me
nor que AE. 

37. Corolario. De esto se sigue que si dos ángulos 
de un triángulo son entre sí iguales, deberán igualmente 
serlo los dos lados opuestos á estos ángulos; porque si 
fuesen desiguales, el ángulo opuesto al mayor de los lados 
deberia ser mayor que .el otro; lo cual es contra lo su
puesto. Los mismos razonamientos prueban al mismo tiem
po que cuando sean desiguales dos ángulos de un triángu
lo al mayor de los dos ángulos se h.alla opuesto el m~yor 
de los lados I pues que la desigualdad de los primeros es• 
:á unida con la de los segundos; y siempre que sean des
iguales dos lados, el mayor de estos se hallará opuesto al 
mayor de los dos ángulos. 

Por último, cuando sean entre sí iguales los tres la
dos de un triángulo, lo serán tambien entre sí sus tres án. 
gulos, y recíprocamente. 

3 8. Todo triángulo cuyos lados sean entre sí des• 
ignales se de?~mina escaleno; el que solamente tenga dos 
lados entre s1 iguales I se llama i'sósceles; y finalmente, 
aquel cuyos tres lados sean todos entre sí iguales lleva 
el nombre de eqz,ilátero. 

DE GEOMETRIA, 39 

Teoría de las paralelas. 

3 9. Dos rectas, que sin embargo de estar situadas 
en un mismo plano, y por mas que se las prolongue, no 
se encuentran jamas en punto alguno, son llamadas para~ 
lelas entre sí. 

Es, pues, claro que las rectas DE y FG, fig. 18, Fig. 18. 
perpendiculares á una misma recta AB, sean paralelas en-
tre sí ( §. 3 3 ). 

40. Observacion. Cuanto vamos á exponer relativo 
á este asunto, está fondado sobre la verdad de las siguien
tes proposiciones, cuya evidencia depende inmediatamen .... 
te, al parecer , de la nocion que tenemos de la línea rec-
ta. r.ªSi por el pu.nto D, fig. 2. 2., se tira una recta HH' Fig. !2 2. 

que haga en la recta DB un ángulo HDB menor que el 
recto EDB, ó que se halle inclinada bácia la parte FG 
de la recta GG' perpendicular á la AB, deberá necesaria--
mente encontrarse con la GG' cu~ndo las dos líneas esten 
suficientemente prolongadas hácia la parte superior de AB. 
!2 .ª Si por el mismo punto D se tira la recta II' que ha-

- ga con la DB el ángulo IDB mayor que el recto EDB; 
asi como hácia la parte inferior de la recta AB hará el án
gulo I'DB menor que el recto E'DB, habrá forzosamen• 
te de inclinar hácia la parte FG' de la recta GG', y en• 
contrará á esta recta en algun punto siempre que se las 
prolongue á las dos hácia la parte inferior de la AB cuan
to sea suficiente. 

De lo cual resulta la siguiente proposicion, que es 
uno de los fundamentos de la teoría de las paral~las : to
da recta que sea perpendicular á otra, ha de ser encon
trada por todas las que sean oblicuas á la misma; de 
consigufrntc en ningun plano puede haber mas rectas que 
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no se wmmtren, por mas que se l,ts prolongull, en punto 
alguno, ó qu11 sean entre sí partt!das , sino las que sean 
1m:¡11;•11dirnlares á una misma recta. * 

TEOREMA. 

4 I. Siempre que dos rect,u DE y FG, fig. 24, sean 
entre si'p,in1Mt1s, cu.il.¡uiera otr,,i rNta que como Lí}f 

* .-\ la dificultad de probar inmediatamente esta proposici~n está 
redudda toda la imperfeccion de la teoría de las faralelas. Vanos au
tores han hecho csfüerzos inútiles para consegmrlo; Y algunos. co• 
mo Btza:it se han contentado con disimular el vicio del razonarn1e11_
to; en lo cual á mi entender se han desentendic!o de la estrecha obh
gacion en que se constituye todo aut<;r de obras elementales, de no 
dar jamas de cosa alguna mas gue nociones exactas , y .sobre todo dar 
:í conocer con claridad y cuidado su orígen. Yo en vista de esto h_e 
creiJo conveniente poner en la mayor evidencia este punto tan del 1: 
cado, formando, :í irnitacion de Euclides, una demanda , que en m1 
concepto ..:s mucho mas facil de conced~rse que la suya, porque 
prés~nta la dificultad reducida ,Í sus menores términos. ( Véase en 
los EnMJ'ot sobre la mseii.inza el párrafo de los ElemmtoS de Geo
rmtrl1.) 

l\IuJ1os geómetras se han propuesto probar la ;7erdad de, esta de• 
manda, los unos directamente, y los otros trasponiendo la dificultad; 
mas todos han incurrido en el defocto de ser demasiado extensos, ó 
en ei inconveniente de complicar con razonamientos oscuros. p1;oposi• 
cione,, cuva pruéba directa es sumamente sencilla. Debemos sm em• 
barno exc;ptu:ir r!e esta censura la demostracion dada por Bertl'and, 
h 2ual me ha pmcido 1a mas clara y mas ingeniosa de cuantas he po• 
Jido i·er: j e,to se reduce en sustancia. 

Por de.entado es bien claro que si se juntan unos con otros mu• 
cho, fogulo; de u01 mJgnitud cualquiera, como lo presenta la fig. 23, 
ofi:eci¿nJcnc,s reu:1idos lo, ángulos edh, lzdl.t, f¡IJJ¡fl, lz'ldf/11, JilllJf¡IIII, 
se conseguirá al cabo formar un angulo total ed/11111 mayor que el recto 
e.i'•; mas si se elevan á la recta DB las dos perpendiculares DE y 
FG, prolongadas inddinic!amente, nos resultad una banda ó faja in• 
ddinidi EDFG, qu~ por muchas veces gue se fa repita, jamas se po
dri cubrir con la mmion de ellas todo el espacio comprendido por el 
án::ulo recto EDB. Con efecto, si des pues de haberse tomado FK= 
DF, y levantado en K á la recta AB la perpendicular KL se doblase 
la figura por toda la longitud de la FG, la banda EDFG cubrirá 
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u:i perpcndiculm· á 11114 de ellas, dt'be al mlsmo tf,,;;po 
urlo tmnbim a· !ti otra. 

Dmzostracion. Supongamos por un momento que tal 
cosa no se verifique, y que la recta LM que snpon~rnos 
perpendicular en el punto M á la recta FG no lo sea c11 

L á la ED. En tal caso se podria elevar en el punto L 
á L M una perpendicuhu di,tinta de la recta EL, y á la 
cual -esta misma recta seria interior ó exterior con rela-

exactamente :í la GFKL; porque siendo rectos por suposicion los án
gulos GFD y GFK, la parte DFhabrá de ajustarse con la FK; y como 
~stas dos últimas partes sean por construccion iguales entre sí, el punto 
D habrá de confundirse con el K; y siendo por otra parte recto el :ín • 
gulo FKL, lo mismo que el ADF la línea DE vendrá á coincidir exac
tamente con la KL.Y pues que en la recta indefinida DB se pueden to
mar cuantas partes se quieran iguales :í la DF sin que por eso sea posible 
llegar hasta su último extremo, se podrá ciertamente formar un número 
tan grande como se quiera de bandas iguales :í la EDFG sin conseguir por 
eso cubrir totalmente el espacio indefinido que comprenden los dos 
lados del angulo recto EDB. De lo cual se sigue que la superficie del 
ángulo edh es mayor gue la de la banda EDFG, considerando á las 
dos con relacton á sus límites laterales ; y que si se .;onstruye en esta 
banda sobre la recta ED el ángulo EDH igual al edl., no es posible 
que este quede encerrado entre las líneas ED y FG, sino que su lado 
DH ha de cortar necesariamente ;\ la recta FG. 

Para hacerse el debido cargo de toda la foerza de esta demostra• 
cion, es sobrenecesario haber observado y te1:er muy presente que 
cuando se aplica el fogulo recto edb al ángulo recto EDB, estas dos 
superficies deben siempre coincidir entre sus límites laterales de y db, 
DE y DB, por tnucho que se les prolongue: entonces se verá que si 
los ángulos construidos en las bandas no saliesen jamas de ellas , de
jarían un vacío indefinido despues de la última banda, }' otro en cada 
una de ellas; mas este, que siempre tiene lugar en la inmediacion al 
vértice, esta mas que compensado por los espacios que se les hacen 
comunes cuando llegan á salir de las bandas; pues cruzándose entonce¡¡ 
sus lados, se confunde en parte el espacio del uno con el del otro. 
Tal es, por ejemplo, el espaeio MNO, comun á los dos ángulos EDH 
y GFH'. Con esta explicacion no debe quedar duda alguna fundada 
sobre que entra d infinito en torlas las consideraciones antecedentes; 
pues solo se trata de haca form1r idea de que en todo caso es posible 
colocar en el ángulo recto un número de bandas mayor que otro cual
quiera número dado, por gtande que este sea. 

TOMO III. F 
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cion á FG. A lo cual seria consiguiente, en virtud de la 
proposicion del §. 40, que la recta EL debi~se encontrar 
á la GM; y esto jamas puede acontecer siendo, como 
por suposicion son entre sí paralelas las rectas DE y FG, 
Es pues visto que en el punto L no pue_d: levantarse á 
la recta LM otra ninguna perpendicular d1stmta de la EL; 
y de consiguiente la recta LM , que por suposicion es per• 
pendicular á la FG en M , debe igualmente serlo á la 
paralela DE en L. 

4 2. Corol,1rio. De esta última proposicion se sigue 
que como dos rectas sean paralelas á una tercera, deben 
serlo tambien entre sí ; porque toda recta que sea per
peodiculur á esta tercera ha de serlo igualmente á las dos 
primeras , las cuales, siendo por este medio perpendicu
lares á una misma recta, no podrán jamas encontrarse en 
punto alguno, y de consiguiente habrán de ser entre sí 
p:ualelas. 

TEOREMA, 

4 3. Siempre qus dos rectas entre sí paralelas DE y 
Fig. 2 5. FG , fig. 2 5 , sNtn cortadas por otra cualquiera, sct'án 

mtre sí iguales los dos ángulos ELI y GMI que aquellas 
forman con esfrz. 11ltima , situados hácia un mz'smo lado , el 
uno dentro J' el otro fuera dd espacio interceptado pQr 
las paralelas. 

Dmiostraciott. Si del punto K, medio de la LM, ba
jamos sobre cualquiera de las dos paralelas ED, FG la 
perpendicular DF, esta misma recta será al mismo tiem
po perpendicular á la otra ( §. 4 I ). Y pues que en los 
triángulos DLK y KFM son iguales entre sí por cons
truccion los lados LK y KM, respectivamente opuestos 
á los ángulos rectos D y F, siendo ademas entre sí igua
les por opuestos en el vértice los ángulos DKL y MKF, 
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sedn entre sí totalmente iguales los dos triángulos, y de 
consiguiente el ángulo restante DLK del uno, ó lo que 
es lo mismo, el ángulo ELI debe ser igual al ángulo res
tante KMF del otro, ó lo que es equivalente, al GMI, 
opuesto en el vértice á este último. 

TEOREMA, 

44. Siempn que dos rectas DE y FG formen con 
otra tercera IK, J kdci,t el mismo lado con respecto á 
esta, dos ángulos ELI, GMI entre sí iguales, el uno en 
la parte interior y el otro en la e.tte1'ior del espacio inter
ceptado po1· las tales dos netas, puede contarse con la 
mayor seguridad con que estas son entre sí paralelas. 

Demostracion. Si del punto K, medio ·de LM, se ba
ja á DE la perpendicular DF, resultarán formados los 
triángulos DLK y MKF, totalmente iguales entre sí 
(§. I 8), pues que conforme á la suposicion, el ángulo 
DLK ó el ELI es igual al ángulo KMF opuesto en el 
vértice al ángulo GMI ; los dos ángulos DKL y MKF. 
como opuestos que son en el vértice, habrán necesaria
mente de ser entre sí iguales, y por último el lado LK es 
igual al KM por construccion. Será pues el ángulo KFM 
igual al LDK; y siendo este por suposicion recto, debe
rá tambien serlo el otro; con lo cual tenemos ya que las 
dos rectas DE y EG son entrambas perpendiculares á la 
misma recta DF, y por tanto deben ser entre sí paralelas. 

4 5. Obser-vaciones. El frecuente uso que general
mente se hace de las propiedades de las paralelas , ha in
ducido á los geómetras á designar con nombres particula
res los varios ángulos que ellas forman con las rectas qt1e 
las cortan, y que p9r esta razon son conocidas bajo el 
nombre de secantes. 
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Fig. 26. Los ángulos, que como ELI, GMI, fig. 26, se ha-
llan situados á un mismo lado de la secante IH, y cuya 
abertura está vuelta hácia 1n misma parte, se llaman ánº 
gulos coi-respondientes. Los ángulos' DLM y FMI son 
tambien ángulos correspondientes. 

Todos los ángulos cuya abertura se halla entre las pa
ralelas, son comprendidos bajo la denominacion general 
de cfogulos internos; y todos aquellos cuya abertura está 
de la parte de afuera de ellas se llaman ángulos externos, 

Se distinguen ademas estos ángulos por su posicion 
con respecto á la secant!l. Los que se hallan á un mismo 
lado de esta recta, se llam::m ángulos internos ó exte1·nos, 
segun sean, de un mismo lado. 

ELM, GML son dos ángulos internos del mismo lado. 
HLD, FMI son dos ángulos externos del mismo lado. 
Los ángulos que se hallan en situacion opuesta, tan-

to con respecto á las paralelas, como á la secante, se lla
man ángulos alternos. Entre estos los hay alternos iuter
nos, como ELM y FML, ó DLM y GML; y altmzos 
externos, como HLE y FMI, ó HLD y GMI. 

TEOREMA, 

Fig. 2 6. 46. Siempre que dos paralelas DE y FG, fig. 26, 
estrn cortad,1s por ima tercera recta Uf, 

I. º Los a·11g11los correspondieutes son entre sí iguales; 
~-: Los áJ1gulos alternos internos son entre sí ig·uales; 
3. Los ángulos alternos externos son entre sí iguales; 
4.

0 

La s11111rt a'i: los dos dn'-[(ulos internos de un mismo 
l,zdo equi'Vale d la de dos ángulos rectos; 

S.º La suma de los dos ángulos extenios de 1m mismo 
lado equfv,1h ,í la de dos ángulos rectos l 
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6. D Siempre que llegue á veriji e ar se una cu a !quitra de 

est,ts propiedades que ,uabamos de c:,pres_,a_~· , ,frberemos~ 
Ntar ciertos de que ltts dos rNtas .DE J I~ G son entre si 

j'ar..:ildas. . . , 
Dcnzostracion. I. º La igualdad de los angulos cor-

respondientes está ya vista en el teorema del §_. 4 3 ; pues . 
qt1e los ángulos ELI y GMI , fig. 2 5., son ev1dentemen- F1g. 2 5. 
te ángzdos correspondientes en el sentl~o q_ue hemos dado 
á esta expresion. Probada como ya esta la igualdad de esw 
tos áno-ulos, se deduce de ella facilísimamente la de to-
dos lo; demas ángulos correspondientes. Por-lo respectivo . 
á los ángulos DLM y FMI, por ejemplo, fig. 2.6, habr.e~ F1g. 2 6. 
mos de tener presente que la suma de los dos ángulos 
DLM y ELI, adyacentes á la misma recta· D.E, equiva-
le á la de dos ángulos rectos ( §. I I), y que por la mis-
ma razon la suma de los dos ángnlos FMI y GMI es asi• 
mismo igual á la de dos ángulos rectos. Quit11ndo p1,1es 
de estas dos sumas iguales los dos ángulos iguales ELI y 
GMI, deberán resultar necesariamente iguales entre. si'. 
los dos ángulos restantes DLM y FMI. 

2. º La igualdad de los ángulos alternos internos, la 
de ELI y FMH, por ejemplo, es indudable, pues sien .. 
do, como se ve, entre sí iguales los dos ángulos FMH y 
GMI por opuestos que son en el vértice, al mismo tiem
po que este último ángulo es igu::il á ELI como su cor
respondiente, deben ser entre sí i gnales los dos ángulos 
ELI y F .'.\1.H, que son alternos internos. Del mismo mo
do s•:! puede demostrar. la igualdad de los otros dos DLI 
yGMH. 

3. º Tampoco puede caber la menor duda sobre que 
son entre sí iguales los ángulos alternos cxietnos, por 
ejemplo, DLH y GMI; porque siendo opuesto en el vér-
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tice este último al FMH, deben forzosamente ser iguales 
entre sí; y siendo FMH igual á DLH corno correspon
dientes que son, es bien claro que los dos ángulos DLH 
y GMI que son iguales á un tercero FMH, han de ser 
por necesidad iguales entre sí. Por el mismo medio po
dríamos hacer ver la igualdad de los ángulos alternos ex
ternos ELH y FMI. 

4. º La suma de los dos ángulos z'1zternos de un mis
mo lado, la de ELI y GMH, por ejemplo, equivale á la 
de dos ángulos rectos ; porque siendo entre sí iguales los 
dos ángulos ELI y GMI por correspondientes, y equiva
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos GMI 
y GMH como adyacentes que son á la misma recta IH 
(§. I I), es evidente que si en lugar del ángulo G MI 
sostituimos su igual ELI, resultará igualmente que la su
ma de los dos ángulos internos de un mismo lado ELI y 
GMH equivale á la de dos ángulos rectos. 

5 .º La suma de los dos ángulos externos de im mismo 
Jade> ELH y GMI, por ejemplo, equivale á la de dos 
ángulos rectos, e□ vista de que siendo entre sí iguales co
mo correspondientes los ángulos GMI y ELI, y equiva
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos án
gulos ELM y ELH como adyacentes que son á la misma 
recta IH (§. I I), se ve con la mayor claridad que si se 
sostituye al ángulo ELI su igual GMI, la suma será 
igual á la anterior, y equivaldrá por consiguiente á la de 
dos ángulos rectos. 

6 .º Por último, luego que observemos verificada cual• 
quiera de estas propiedades en dos rectas cortadas por una 
tercera, podemos estar ciertos de que las tales dos rectas son 
entre sí paralelas; porque si lo primero que observamos 
en ellas es la igualdad de los ángulos correspondientes, en 
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el §. 44 hemos. hecho ver el n~cesario. enlace que la ign~l
d;id de los ángulos correspondientes tiene con el paralelis
mo; y por lo que respecta á las ot~as cuatro propie~ades, 
basta tener presente que de cualqmera de ellas se infiere 
necesariamente la igualdad de los ángulos correspon-

dientes. 
Con efecto, los ángulos alternos internos ELI y FMH 

no pueden ser entre sí iguales sin que el ángulo GMI, 
igual á FMH como su opuesto_ en el vértice, no lo sea ,de 
consiguiente á ELI. Es pues visto que en tal caso los an .. 
gulos correspondientes ELI y GMI son entre sí iguales. 

Lo mismo podemos decir de los ángulos alternos ex
ternos ELH y FMI; pues siendo entre sí iguales los á.n°", 
gulos FMI y GMH corno opuestos que son en el vérri
ce, ha de resultar por consecuencia forzosa que GMH,sea 
tambien igual á su correspondiente ELH .. 

Cuando sepamos que la suma de dos ángulos inter
nos ó externos del mismo lado equivale á la de dos ángu-'' 
los rectos, podremos cerciorarnos del modo siguiente de 
que los ángulos correspondientes son entre sí iguales. Si, · 
por ejemplo, la suma de los ángulos EL! y GMH equi
vale á la de dos rectos , el ángulo ELI equivaldrá á la 
suma de los dos rectos menos el ángnlo GMH; y como 
por ser adyacentes á una misma línea HI los ángulos 
GMH y GMI, equivale la suma de ellos á la de dos án
gulos rectos, .resultará que el ángulo G MI equivaldrá á 
esta suma de los dos rectos menos el ángulo GMH; y 
siendo este valor igual al que hemos determinado del án
gulo ELI, se ve con la mayor claridad que son entre sí 
iguales los dos ángulos correspondientes ELI y GMI. 
Dd -mismo modo podemos discurrir con relacion á los án
gulos externos de un mismo lado. 
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47. Corolario. Pues que en todos casos dos rectas 
que sean paralelas han de gozar de todas las propiedades 
que acabarnos de expresar y probar, y que siempre que 
observemos una cualquiera de las mismas propiedades en 
dos rectas cortadas por otrn tercera , podemos estar ciertos 
de que las tales dos rectas son entre sí paralelas, es consi
guiente que no lo sean cualesquiera otras en que no halle
mos bs mencionadas propiedades. 

Fig. :2 7. Las dos rectas DG y FG, por ejemplo, fig. 2 7 , que 
son respectivamente perpendiculares á las otras dos AB y 
BC que entre sí se cortan, no son paralelas; porque si 
tiramos la secante IH, está bien patente que la suma de 
los ángulos internos de un mismo lado EIH y GHI es 
menorque la de los dos ángulos rectos EIB y GI-IB. 

PROBLEMA. 

Fig. 2 8. 4 8. Por tm punto dado C, fig. 2 8, tirar una recta 
paralela á la recta dada AB. 

Solucion. Tírese por el punto C una recta cualquiera 
CB que encuentre á la AB; fórmese en seguid4 en el pun• 
to C y sobre la recta CB el ángulo BCD iguttl·al ABC 
(§. 2 3); y de este modo obtendremos la recta CD, 1 a 
cual habrá de ser la paralela que se nos ha pedido, • por
que ademas de pasar por el punto dado C, con solo que 
consideremos á CB como secante, tendremos á los dós án• 
gulos alternos internos ABC y BCD. entre. sí)gµ~Jes. por 
construccion. 

PR0]3LEMA, 

49. Por un. punto d.tdo C, tomado fuera de una 
Fig. 29. rect.-t .AB, fig. 29, tirar otra recta queforim con aqu:

J!a un ángulo igziat á otro dado A'. 
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Solucion. En un pumo cualquiera A de la recta AB 

fórmese (§. 2 3) el ángulo DAB igual al dado A'; y ti
rando por el punto C paralebmente á la recta AD ( §. 
nnt.) la recta CE, esta formará con AB ( §. 47) el án
gulo CEB, que siendo igual á sn correspondiente DAB, 
debe por consiguiente serlo el ángulo dado A'. 

TEOREMA. 

5 o. Los ángulos ABC, DEF, fig. 3 o, que tienen Fig. 3 o, 
respectivamente paralelos los lados del uno á los del otro 
1 las aberturas colocadas en un mismo sentido, son entre 
sí iguales. · 

Demostracion. Si prolongamos cualquiera de los lados 
del segundo ángulo, el DE, por ejemplo, hasta que en~ 
cuentre á otro de los lados del primero, con solo conside
rar á las paralelas EF y CH como cortadas por la secante 
DH, echaremos de ver que los dos ángulos DEF y DHC 
deben ser entre sí iguales, como que son correspondien
tes (§. 47); y considerando á las paralelas AB y DH co
mo que estan cortadas por la secante BC , habrán de ser 
tambien y por la misma razon iguales entre sí los ángu
los ABC y DHC. Es pues consiguiente que siendo igua
les á un mismo ángulo DHC los otros dos DEF y ABC, 
lo sean estos entre sí. 

TEOREMA, 

S I. La suma de los tres ángulos de cualquiera tri~ 
ángulo cqui-vale á la de dos ángulos rectos. 

Demostracion, Si por el vértice del ángulo BAC del 
triángulo ABC, fig. 3 I , tiramos la recta AD paralela Fig. 3 I, 

al lado opuesto BC, los ángulos ABC y EAD formados . 
TOMO III. G 
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S A h b ' d . mo correspondien-sobre la secante B , a i-.111 e ser co , 
. 1 , ( ~ 47 ) . y asimismo deberan serlo tes, 1gua es entre s1 ))· , ' 

1 
. 

, 1 DAC ACB or ser a ternos in. los dos otros angu os . Y P . . 
, 1 t AC. por cons1gmente el ternos con respecto a a secan e , 

ángulo EAC' que es igual á b suma de' los dos EAD y 
DAC, lo será asimismo á la de los dos angul~s ABC Y 
ACB del triángulo propuesto, que les son iguales; Y 

, 1 CAE l . CAB restante en a<Trecr,mdo al a1wu o • e te1 cero . 
0 ?, 

0
¿ ' r: dos en el punto A el triangulo, ven remos a tener iorma 

y sobre la recta EB los tres ángulos EAD , DAC Y CAB, 
cuya suma equivale á la de dos ángulos r~ctos (§. I o). 

N. B. Conviene tener presente que el angulo EAC 7s 
conocido bajo la denominacion de ángulo externo del tn• 
!rngulo ABC, y que equivale por sí solo á la suma de 
los dos ángulos internos opuestos ABC y ACB. . 

5 2. Corolario. Del teorema que precede se s1~ue 
que cn:rndo dos úngulos de un triángulo sean respectiva• 
mente iguales á dos de otro 1 el tercer ángulo restante 
del primero habrá de ser igual al tercer ángulo restante 
del segundo; pues reunido cada uno de estos terceros án• 
gulos á los otros dos, componen en cada uno de los dos 
triángulos la misma suma de dos ángulos rectos. 

El mismo teorema nos hace tambien ver que en nin
gun triángulo puede haber mas de un solo ángulo recto, 
ni con mayor razon mas de un ángulo obtuso. 

5 3. Se llama triángulo rectcingulo el que tenga un 
ángulo recto; ,mtfJn,_gzdo el que tenga agudos todos sus 
.ino-ulos; y obtusángulo el que tenga un ángulo obtuso; 

b • 

y se comprenden las dos últimas especies bajo la denom1-
nacion general de triángulos oblicuángulos. 

Bien claro se ve que debiendo ser entre sí iguales 
( §. 3 7) los tres ángulos de todo triángulo equilátero, 
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c:ida uno de los ángulos equivale á dos tercias partes de 
un ángulo recto. 

TEOREMA. 

5 4. Las p,1rtes AC y BD, fig. 3 2, de dos rec/.'.ts Fig. 3 2. 

1utr,1ld,1s, interc11ptt1das rntn' otr,ts dos recfrts parcefr-

fas, son entre sí (guates, y recíprocamente. 
Demostracion. Si se tira h recta AD, resultan for

mados los dos tri.íngnlos ABD y ACD, que deben ser 
totalmente iguales entre sí; porque considerando á la AD 
como secante de las paralelas AB y CD, se verá que sien• 
do, como son, ángulos alternos internos los dos BAD y 
ADC, han de ser entre sí iguales (§. 47 ). Mirando en 
seguida á la misma recta AD como secante de las parale• 
bs AC y BD, echaremos de ver que los dos á □gulos 

ADB y DAC son por fa misma razon entre sí iguales; 
y siendo ademas comun el lado AD á los dos triángulos 
ABD y ACD, habrán estos de ser entre sí totalmente 
iguales (§. I 8). 

Sean pues entre sí io-uales los dos lados AC y BD 
b • 

opuestos á los ángulos· iguales ADC y BAD, como asi-
mismo lo habrán .. de ser los otros dos lados AB y CD, 
opuestos á los ángulos entre sí iguales ADB y CAD, que 
es todo lo que nos propusimos demostrar en la primera 
propos1c1on. 

Por lo que toca á la recíproca, es bien claro que 
siendo iguales entre sí las dos partes CD y AB; y sién
dolo asimismo las otras partes AC y BD, serán respecti
vamente iguales los tres lad_os de un triángulo á los tres 
del otro; y los dos triángulos habrán de ser entre sí to
talmente iguales. Por la igualdad de los ángulos alternos 
internos CAD y ADB vendremos en conocimiento del 
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paralelismo de las dos rectas AC y BD, as1 como la 
iguald,1d de los dos ángulos BAD y CDA nos da á co. 
nocer el de las otras dos rectas AB y CD. 

Con la misma facilidad se puede demostrar que cuan. 
do sean entre sí iguales y paralelas hs dos rectas AB y 
CD , deben serlo asimismo las otras dos rectas AC y BD, 
qne juntas con ellas cierran el espacio. 

5 5. Corolario. La proposicion precedente no dejará 
de verificarse aun cuando las rectas AC y BD sean per. 
pendiculares á las AB y CD, pues que por esta circuns, 
rancia se conservan paralelas entre sí; y como en tal caso 
las partes AC y BD miden bs distancias de las dos· rec• 
tas AB y CD, podemos inferir que dos paralelas distan 
igualmente en todas sus partes una de otra. 

TEOREMA. 

Fig. 3 3. 5 6. Si dos rectas cualesquiera AF y GM, fig. 3 3, 
se hallan cortadas por un número cttcdquiera de parale
fos AG, BH, CI &c. tiradas por puntos tomados á dis
tancias iguales en la primera, l.is·partes GH, HI, IK 
&c. de la segund~1, habnín tambim de ser iguales en
tre sí. 

Demostracion. Si tiramos por los puntos G, H, I &c. 
las rectas GN, HO, IP &c. paralelas á la AF, nos re
sultarán formados los triángulos GNH, HOI, IPK &c. 
cuyos lados NG, OH, IP &c. por ser respectivamente 
igu.1les á las partes iguales AB, BC, CD &c., como 
pJr,ddas que son comprendi~fas entre paralelas(§ 5 4 ), 
han de ser forzosamente iguales entre sí. Los ángulos 
NGH;O~I, PIK &c. deben ser entre sí iguales, como 
correspondientes que son con respecto á la secante GM; y 
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finalmente los ángulos GNH, HOI, IPK &c. serán ne
ctsariamente iguales entre sí, porque son entre sí parnle
Jos los L1dos que los forman, y tienen sus aberturas diri
oiJ,1s en un mismo sentido (§. 5 o). Teniendo pues cual
~uiern de estos tri.íngulos un lado igual á otro de cada 
uno de los demas, y respectivamente iguales los ángulos 
a,!yacentes á los lados iguales de los dos triángulos, ha
brán e5tos de ser totalmente iguales (§. I 8), y de con
siauiente los lados GH, HI, IK &c. deben ser todos 

o 
iguales entre sí. 

5 7. Corolario. De lo que acabamos de exponer, se 
sicrue oue la parte AB está contenida en la AF tantas veo ) 
ces como la parte GH lo está en la G M; de suerte que 
podemos contar con esta proporcion : 

AB : AF : : GH : GM; 
la cual puede trasformarse en esta otra: 

AB: GH: :AF: GM; 
y de esta última se pueden deducir las siguientes: 

2.AB: 2.GH_:: AF: GM; 
3AB: 3GH:: AF: GM; 

&c. &c. 
lo cual nos manifiesta que un número cualquiera de par
tes iguales de AF es á otro número igual .de. partes de 
GM I como la recta entera AF es á la recta entera GM. 

TEOREMA, 

5 8. Las cuatro partes AD, DF, GK y KM, fig. Fig. 3 + 
3 +, en que dos rcct<ts cualesquie1·a resultan cortadas pw 
las tres paralelas AG, DK y FM son entre sí propor•• 

cionales, de modo que forman la siguiente proporci'on: 

AD : DF : : GK : KM. 
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D_emostntcion. Con re!acion á esta proposicion pueden 
ocurnr estas dos cosas: I .º Que AD sea comensurable con 
AF, es decir, que la razon de AD á AF pueda expre
sarse exactamente por medio de la de dos números. Su
pongamos, por ejemplo, que sabemos que 

AF : AD : : 47 : 2 5 ; 
de lo cual se puede inferir que imaginándonos dividid . a 
en 47 partes iguales,. 2 S de ellas han de corresp1Jnder á 
la AD', y las 2 2 restantes á DF. Tirando en seguida pa
ralelas a la GH por los puntos de las 47 divisiones re
sultará dividida la recta GM en otras 47 partes iguale's, de 
las cuales 2 5 compondrán la GK, y 2 2 la KM. Ten
dremos , pues: 

AD : DF : : 2 5 : 2 2, 

GK: KM : : 2 5 : 2 2; 

y de consiguiente AD: DF:: GK: KM. 
Ademas, en vista de las proporciones 

AF : AD : : 47 : 2 5 , 
GM: GK : : 47 : 2 S, 

podemos inferir que 

0 
• AF : AD : : GM : GK. 

2 
• Si A~ y AD fueren incomensurables , haremos 

ver del modo siguiente que la razon de 1a una á la otra 
no puede ser menor ni mayor que la de GK á GM 
. Sea primeramente AF : AD : : GM : GI, · 

siendo GI menor que GK. En todo caso se podrá dividir 
el lado AF en partes tan pequeñas, que tirando por to
dos los puntos de division paralelas á la FM' haya de pa• 
sar una de ellas de por entre los puntos I y ·K . l , 1 , y con 
arreg o a . ~ que precede' tendremos' á causa de la co
mensur.1bil1dad de AF y Ad, 

AF : Ad : : GM : Gr. 
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Siendo unos mismos los antecedentes de las dos últi• 

m;is proporciones, se inferirá de ellas esta tercera, que ha
brá de existir entre los consecuentes de entrnm bas. 

AD: Ad: : GI: Ge; 
resultado absurdo, pues que siendo AD mayor que Ad, 
GI es menor que Ge. 

Tampoco es posible que tengamó's esta proporcion: 
AF : AD : : GM: GI', 

siendo GI' mayor que GK; porque suponiendo dividida la 
AF, de modo que una de las paralelas d' e' pase por en• 
tre los puntos K é I', tendremos: 

AF : Ad' : : GM : Ge'; 
y deduciendo de estas dos últimas proporciones, cuyos 
antecedentes son los mismos, esta tercera que de ellas re-. 
sulta para entre los consecuentes, vendremos á tener: 

AD : Ad: : GI: G/; 
resultado igualmente absurdo, pues que siendo 'AD me
nor qne Ad, GI es mayor que Ge'. Es pues necesario que 
sea GK el cuarto término de la proporcion, cuyos tres 
primeros son las rectas AF, AD y GM. 

De esta proporción AF: AD:: GM : GK, se infie
re que 

AF-AD: AD:: GM-GK: GK; 
la cual equivale á estotra: 

DF: AD : : KM : GK; 
ó invirtiendo los términos de las dos razoiles ele esta últi
ma proporcion, tendremos la si g~1 iente : 

AD: DF:: GK: KM~~. 

• :,¡. No será extraño que se experimente alguna dificultad en transfo
r1r · :í las panes de la extension la nocion de la 1·azon, tal como la cn
tende~os con resp~~to á los números, mayormente siempre que se tra
te dé !meas entre si mcomensurables; mas toda la oscuridad que sobre 
esto puede ofrecerse, deberá desapm:cer enteramente luego que fije-
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5 9. I. º Col'olctrio. Si por el punto G se tira la l'CC· 

ta GN paralela á AF, resultará 
GO=AD; ON=DF (§. 54); 

y conforme á lo que precede, 
GO : ON : : GK : KM, 
GO : GN : : GK: GM. 

Si pues en un triángulo cualquiera se tira un_a recta 
OK p:irJlcla á uno de los lados N M, los otros dos lados 
GN y GM estarán cortados por la tal paralela err partes 
entre sí proporcionales. 

60. 2.° Corolario. Por la inversa, siempre que una 
recta corte á dos lados de un triángulo en parres propor
cionales, deóe ser paralela al tercero estante. 

Fig. 35. Con efecto, si en el triángulo ABC, fig. 35, tuvié-
ramos: 

AB : Ae : : AC : A/, 
sin que la línea ef fuese paralela á la BC, se podria toda
vía tirar por el punto e una· recta. eH que fuese paralela 
á la BC , y en tal caso tendríamos : 

AB: Ae:: AC: AH(§. 59 ), 
en cuya proporcion los tres primeros términos son los mis
mos que los de la anterior , y de consiguiente el cuarto AH 
de esta última habrá necesariamente de ser igual al cuar-

mos nuest_ra atencion en que nos es imposible comparar dos líneas una 
con otra srno refiriéndolas á una medida comun (§.5), y que en tal caso 
la razon de elLis es verd3deramente un número entero ó una fraccion 
c~yos términos estan expresados por los respectivos n'úmeros de rne
d1?as comunes que estan contenidas en cada recta. Y aunque no pueda 
asignarse con toda exactitud esta fraccion cuando 1a razon sea inco
mensurable, no por eso deja de existir; pues podemos aproximarnos á 
ella cuan:º queramos, y debemos mirar como enteramente iguales dos 
razones mcornensurabJes, luego que echemos de ver que por mucho 
que adel~ □ t<Jmos la aproximacion de Ja una y de la otu permanezca 
constantemente nula la diferencia de entrambas, ' 
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,,. 'no AJ de la otra ; lo cual nos pone de m:miftesto 

to te. mi d rectas ef y eH se confunden en una 
ue lis supuestas os ' 'J I I d g ' 1 • era debe ser paralela a tercer. a o 

misma, Y qne a pr1m 
BC del triángu'.o BAC. 

6 
º~Corolario. Siempre que la recta BD' fig. 

r. 3· , d 1 ' l · B 
6 divida en dos partes iguales a un? e . os_ angu os 

d
3 ' _., lo cualquiera ABC, divide as1m1smo al la-
e un t11angu ' • ; 1 J· _ 

d Ac en dos segmentos proporcionales ,l os ,l. 
o opuesto . . 

dos adyacentes; es decir' que tendremos. 
AD : DC : : AB : BC. 

Esto se demuestra tirando por el punto C la re~t·! 
CE paralela á la .BD, y que encuc~1tre en el punto E a 
la AB prolongada. De esto resultara (§. 5 9) 

AD : DC : : AB : BE. 
Por otra parte es isósceles el triángulo CBE, porque 

son entre sí iguales los ángulos BCE Y,.CBD, como al; 
ternos internos que son con respecto a la secante BC, 
siendo al mismo tiempo iguales entre sí los ángulos HEC 
y ABD como correspondientes con respecto á la sc~:!ntc 
AE; y ademas sabemos que los dos ángulos ABD y C!-.D, 
siendo, como por suposicion son, mitades de un mismo 
ángulo ABC, deben necesariamente ser entre sí iguales. 
Será, pues, forzoso que tambien lo sean los dos ángulos 
BCE y BEC, y asimismo los lados opuestos Im y HC; 
y por último resultado tengamos 

AD : DC : : AB : BC. 

PROBLEMA, 

Fig. 36. 

62. Hallar una cual'ta p1'oporcional á las tres 1·cc-
tas dadas M, N y P, fig. 37; 6 dr:t-ermii,ar el citarto Fig. 37· 
término de esta proporci'on : 

TOMO IIIo H 
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M:N::P:..i·. 
Solucion. Fórmese con dos rectas indefinidas AB y 

AC un ángulo cualquiera; tómese en la primera desde A. 
hasta B la distancia AB igual á la M, y desde A hasta 
D otra distancia AD ignal á la N; en seguida tómese 
desde A hasta C la tercera distancia AC igual á la P, 
Júntense por medio de una recta BC los dos puntos By 
C, y tirando por el punto D la recta DE paralela á la 
BC, la interseccion de esta paralela y de la recta AC nos 
determinará á la AE , que es la cuarta proporcional que 
se nos ha pedido; pues que (§. 5 9) 

AB : AD : : AC : AE; 
lo cual equivale á M : N: : P : AE. 

Si fueren entre sí iguales las dos rectas dadas N y P, 
la línea AE que obtendremos como cuarto término de la 
proporc1on M: N: : N: AE, 
será la que los geómetras acostumbran llamar tercera pro• 
porcional á las dos rectas dadas M y N. La construccion 
en este caso no se diferencia de la del anterior, sino en 

que el punto C del primero viene á ser el e, y en que la 
recta De paralela á la Be , corta de la AC la parte Ae, la 
cual es la tercera proporcional que buscábamos; pues que 
tenemos: AB : AD : : Ac : Ae; 
ó fo. equivalente M : N : : N : Ae. 

6 3. Dos triángulos son semejantes siempre qne los 
tres ángulos del uno sean respectivamente iguales á los , 
tres del otro, y que sean proporcionales los lados que en 
ambos esten opuestos á dos ángulos entre sí iguales, y 
que por esta razon se llaman lados hom6logos. 

Estas dos condiciones estan tan unidas y enlazadas en
tre sí, que no puede separarse la una de la otra, 
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TEOREMA, 

6 4. Siempre que dos triángulos AB~ y DEF_, fig. 3 8~ Fig. 3 8. 
tenff '11I los tres ángulos del uno respectnJttmmte iguales a 
to/ tres del otro, deben ser proporci"onales sus lados homó-
louos y tÍt? consiuuimte habrán de ser semejantes los dos 

ó , ó 

triángulos. 
Demostracion. Si en los dos lados AB y AC toma ... 

mos las partes Ae y Aj respectivamente iguales á sus la
dos homólogos DE y DF, por estar opuestos á los ángu~ 
los F y E de un triángulo respectivamente iguales á los C y 
B del otro; y si en seguida tiramos la recta ef, los trián
gulos eAf y EDF deberán ser entre sí totalmente iguales 
(§. I 6); porque siendo por. supos!cion iguales l_os ángu• 
los A y D; y siendo al mismo tiempo respecnvamente 
iguales por construccion Ae, Ac del uno y DE, DF del 
otro que los comprenden, habrán de ser totalmente igua
les los dos triángulos Aej y DEF, y de consiguienre el 
ángulo Aef será igual al E, y por tanto al B. Siendo pues 
paralela por esta razon la recta ef á la BC, tendremos es
ta proporc1on : 

Ae: AB:: AJ: AC (§. 59); 
equivalente á estotra: DE : AB:: DF: AG. 

Si ahora tiramos la recta G/ paralela á la AB tendre
mos la siguiente: 

A/ : AC : : BG : BC, 
ó la equivalente DF: AC:: EF: BC, 
pues que BG es igual á ef (§. S 4), y esta lo es á EF. 
Reuniendo finalmente esta última proporcion comun á la an• 
terior por medio de la razon DF : AC, que es conmn á las 
dos, nos. resultará la siguiente serie de razones iguales: 



6 O El:EMENTOS 

DE: AB:: DF: AC:: EF: BC; 
en la cual se nos manifiest:! que lo, lados homólogos de 
los triángulos A.BC y DEF son entre sí proporcionales. 

6 5. De esta prnposicion se signe que son semejantes 

dos tri:mgnks: 
1. º Cuando dos ángulos del uno sean respecti vamen-

te iguales á dos ángulos del otro, pues que en tal caso el 
6nf!ulu restante dd orimero es neces::riamente igual(§. 5 2) 

•' . 
al restante del segundo: 

2.'' Siempre que sean entre sí paralelos los tres lados 
dd uno á los tres del otro: 

3., Cuando los lados del uno sean respectivamente 
perpendiculares á los del otro, 

La segunda de esrns tres proposiciones es evidente 
por lo tocante á los ángulos colocados segun lo estan los 
Jos ABC y DEF; porque los ángulos que como el A y 
ei D tienen re,pecti vamente paralelos los lados que los 
comprenden, y dirigida su abertura en un mismo senti
do, son neceseriamcnte iguales entre sí (§. 5 o). 

Con respe(tO á los triángulos que se nos present::ta 
en una ~ituaciori trastornada, como los que vemos en la 
figura 3 9 , es claro que si prolongamos el lado EF del 
tri;rngulo DEF basta c-1ue corte los del triángulo ABC en 
G y en H, los ángulos AGH y DEF, como alternos ex
ternos que son con respecto á las paralelas AB y DE, y á 
fa secante FH , deberán ser entre sí iguales: asimismo lo 
serún los ángulos AHG y DFE, como alternos internos 
que son con respecto á las paraldas AC y DF. Será pues 
semc¡ar.te al tri6ngulo AGH el EDF, asi como el AGH 
lo es al ABC, por ser los ángulos AHG y AGH iguales á los 
.íngulus ACB y ABC, como correspondientes que son con 
Yes pecto á las paralelas GH y BC y á las secantes AC y A.B. 
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Es de consiguiente bien manifiesto que en el caso 

propuesto son entre sí paralelos los lados homólogos. 
Á fin de demostrnr la tercera y última parte, supon-

gamos á los dos triángulos ABC y DEF, fig. 40, colo- Fig. 40. 
cadas de manera que el lado EF sea perpendicular á la 
BC prolongada; que el l.1cfo DF prolongudo sea perpen-
dicular á la AC; y por último, que el lado ED prolon-
gado sea perpendicular á la AB. Tírense por el punto A, 
opuesto al lado BC perpendicular al EF b rectns AG y 
AH respecriv.imente paralelas á las otras dos rectas DF 
y DE lados del triángulo DEF, y de las cuales la una 
es perpendicular á la AC y b otra á la AB. Ahora bien, 
los ángulos CAG y BAH han de ser rectos por suposi-
cion , y de consigui(;nte si á cada uno de ellos se agrega 
el mismo ángulo CAH, los dus ángulos resultantes BAC 
y GAH deben ser entre sí iguales; y siéndolo los .. ángulos 
G AH y EDF por tener por construccion sus lados res
pectivamente paralelos entre sí, y sus aberturas dirigidas 
en un mismo sentido , habrán de ser necesari,1mente entre 
sí iguales los ángulos BAC y EDF. 

Tirando despues por el punto B las rectas BI y BK 
respectivamente paralelas á los Ltdos EF y DE, resultarán 
formados los dos ángulos rectos CBI y ABK, de los cua
les , quitada la parte comun ABI, quedarán por residuos 
iguales los ángulos ABC ó IBK; y siendo este último 
igual á DEF, á causa de ser respectivamente paralelos 
los lados Bl y BK del uno á los lados EF y DE del 
otro, habrán de ser tambien iguales entre sí los ángulos 
ABC y DEF. Y teniendo los dos triángulos ABC y 
DEF dos ángulos del m~o respectivamente iguales á dos 
del otro , deberán por consiguiente ser semejantes. 

Por otra parce se ve que los lados homólogos son los 
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re,pectivamente perpendiculares; pues qne siendo el án
gulo D igual al A, el l.1do EF es homólogo al BC, y asi 
de los demas, 

TEO.REMA, 

6 6. Dos tri,z'ngulos son se1;u¡a11tes sie111p1·e que 11n 
tfrtgulo del 11110 se,t (Rtlitl d otro dci otro , y que sean pro
J'Onio1udes los e11:1tro hidos que form.ut á los dos ángulo; 
iguales. 

Dmwstrttrion. Si el ángulo A del triángulo ABC, fig. 
3 8, fuere igual .:il fogulo D del triángulo D EF, y te-
11::mos al mismo tiempo que AB : DE : : AC : DF, to
maremos en los lados AB y AC del primer triángulo las 
dos p::irtes Ae y A/ respectivamente iguales á los lados 
DE y DF dd segundo; y tirando la recta e/ resultará 
form.:ido el triángulo Ae/ totalmente igual al triángulo 
D EF (§. 1 6), y b rect,1 ef que corta los lados del trián
gt1l_1J. BAC en partes proporcionales , pues que por su
pos1c1on 

AB : DE ó Ae : : AC : DF ó Aj, 
h;;brá de ser paralela á BC ( §. 60); y los ángulos e y f 
respecti v.:imente iguales á los E y F, lo serán tambien á 
los ingulos B y C; y de consiguiente, teniendo los ·dos 

triángulos ABC y DEF respectivamente iguales los án
gulos del uno á los del otro, deben necesariamente ser se• 
mejantes (§. 64). 

TEOREMA. 

67. Dos triingulos, d1; los cuales nos conste que los 
tres fados dd uno son proporcio1wtes á los tres del otro, 
son semej,111tes. 

Df;nostracion. Supongamos que en los triángulos 
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ABC y DEF se nos presente la siguiente sene de ra• 

:zones iguales: 
AB: DE : : AC : DF : : BC : EF. 

Si se toma de AB una parte Ac igual al DE, y se 
tira una recta ef paralela á BC, los. triángulos ABC y 
Aef, semejantes entre sí (§. 6 5), nos darán : 

AB : Ae: : AC : AJ: : BC: ef; 
y siendo Ae igual á DE, todas las razones de esta segun

da serie deben necesarfomente ser iguales á las de la pri
mera ; y siendo unos mismos los antecedentes de entra m. 

bas, deberán serlo asimismo los consecuentes; por cu yo 
medio tendremos Af=DF; cf= EF. De consiguiente el 
triángulo DEF es totalmente igual al Aef; y siendo este 

último semejante al ABC, lo será asimismo el prime

ro DEF. 
PROBLEMA, 

6 8. Construir sobre una recta dada EF un trián

gulo semejante al ABC. 
Solucion Podemos e¡ecutarlo de diferentes modos, sir

viéndonos p¡1ra ello de cualquiera de los varios caracteres 
por cuyo medio venimos en conocimiento de la semejan-. 
za de dos triángulos. Proponiéndonos pues formar sobre 
1a recta d:1da EF un triángulo semejante al ABC, podre
mos conseguirlo : 

I.0 Tirando por los dos extremos E y F rectas que 
hagan con la EF los dós ángulos E y F, respectivamen
te iguales á \os dos By C(§. 6 s): 

2. º Hacirndo en el punto E sobre la recta EF un án
gulo igual al B, y tomando por segundo lado de este án
gulo E una disrancia DE, cuarta proporcional á las tres 
líneas BC, E.F y AB ; por cuyo medio tendremos dos• tri-
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. . ' 1 1 1 .í.16 c:'.os ent:·e s1 semep.ntes, pues que un angu o ae ~1no 

es igual á otro ángulo del otro, estando compren~1dos 
e,ro;; dos ángulos iguJ.lcs por lado; entre sí proporc1ona

les(§.66): 
3 .º Jlor último, hallando primeramente la cuarta 

proporcioi;al á .his tres rectas BC, EF y AB; y en segui
da la cuarta proporcional á las BC, EF y AC; ~ formc1n
do con estas dos líne.1s que ya suponemos determrnc1das, y 
con la dada EF el triángulo DEF; en cuyo caso los dos 
triángulos DEF y ABC serán entre sí semejantes, por 
ser l;s tres lados del uno proporcionales á los tres del otro 
(§. 67 ). 

TEOREMA, 

69. Cu,mt,ts 1·ectas AB, AC, AD, AE, AF que. 
Fig. 4 r. r.1mos, fig. ~t I , tirad.is por un mismo punto A, J en~ 

contr,t.Í,ts poi· dos patalel1is GL ¡· BF, esta;i cortadas 
por estas pantielas en partes proporcionales , asi como lo 
1:stm1 l,u mism,is pm·alelcis. 

Dc;;1ostn:c-ion. Siendo entre ií semejantes los triángu• 
los BAC y GAH (§. 6 5), nos darán esta serie de ra• 
ZOlies iguales: 

AB : AG : : AC: AH : : BC : GH; 
y los triángulos CAD y HAI nos darán la siguiente: 

AC : AH : : AD : Al : : CD : HI; 
los triángulos DAE é IAK nos darán estotra: 

AD : AI : : AE : AK : : DE : lK; 
y los triángulos EAF y K.AL la que sigue: 

AE : AK : : AF : AL : : EF : KL. 
Todas las razones de estas series son entre sí iguales, 

pues que la segunda razon de cada serie es la primera de 
1a que fa signe. No tomando primeramente de todas ellas 
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sino Iris en qu~ se comparan lineas tiradas desde el punto 
A, tendremos: 
AB: AG::AC:AH:: AD :Al ::AE :AK:: AF:AL; 
y reuniendo despues las en que se comparan las partes de 
las paralelas BF y GL, nos resulrnrá qu~ 

BC: GH:: CD: HI:: DE: IK:: EF: KL; 
1o cual nos hace v.er que estas paralelas estan cortadas en 
partes proporcionales. 

Considerando ahora los triángulos BAC, CAD, DAE 
y EAF, como que dos de sus lados se hallan cortados por 
una recta paralela al tercer lado, tendremos (§. 5 9) : 

AG : GB : : AH : HC; 
AH : HC : : Al : ID ; 
AI : ID : : AK : .KE; 
AK : KE : : AL : LF; 

de donde se infiere que 
AG: GB: :.AH: HC: :AI:ID::AK:EK: :AL:LF; 
de lo cual resulta que las rectas AB, AC, AD, AE y 
AF estan cortadas poda GL paralela á la BF. en partes 
proporcionales. 

PROBLEMA. 

70. Df,víclir una r&cta dada. en partes proporcio
nales á las de otra ya dividida. , 

Solucion. Sea gl la línea que nos proponemos dividir, 
y BF la que se nos da ya dividida: Descríbase sobre esta 
última un triángulo equilátero BAF., efectuando para 
ello lo prescrito (§. 2 I); es decir, describiendo desde los 
puntos B y F como centros, y tomando pqr radio á la rec
ta dada BF dos circunferencias de círculo;. aplíquese des
pu~s al lado AB desde A hasta G la recta gl, y ejecúte
se lo mismo en el lado AF desde A h,1sta L ; tírese por 

TOMO III, I 
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último la línea GL, y las rectas que junten con el punto 
A á los C, D, E de la division de la recta dada BF cor
rnrán á la línea GL, igual á la gl en partes proporciona
les á las de BF, segun lo requiere la propuesta de la 
cuestion. 

Con efecto, pues que AB=AF, y AG=AL, ten
dremos esta proporcion evidente AB : AG : : AF : AL; 
de la cual resulta ( §. 6 o) que la GL es paralela á la 
BF. Siendo pues semejante al triángulo BAF el GAL, 
tendremos esta proporcion : 

AB : AG : : BF : GL; 
v sirndo por construccion BF=AB, es consiguiente que 
G L=.A.G gl. Segun esto, y en vista del teorema antece

dente, las paralelas GL y BF estan divididas en partes 
entre ~í proporcionales. 

Si la línea que se nos proponga para dividirla fuere 
g 1

/ mayor que la BF que se nos da dividida, habremos 
de prolongar los lados AB y AF indefinidamente por la 
p::irte de .:ibajo de la BF; y deberemos en seguida aplicar 
la rcc ali' al lado AB desde A hastJ G', y lo mismo al 
lado AF desde A hasta L'; y por último tiraremos la 
G' L'; despues de lo cual, si prolongamos, como es ne• 
cesario, las rectas AC, AD y AE, dividirán á la G'L' en 
los puntos H', I', K' en partes proporcionales á las de la 
recta BF. 

7 I. Observacion. La cuestion preced·ente puede tam
bien resolver:e del siguiente modo: 

Fig. 42. Sea AH, fig. 42, la recta que se nos haya daao pa• 
ra efectuar su division. Tírese por su extremo A una rec~ 
ta indefinida AP que forme con la dada AH un ángulo 
cualquiera PAH, y sobre la cual colóquense, á continua• 
cion unas de otras, todas las partes en que esté dividida 
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fa líuea que se nos ha dado para que nos sirva de modelo 
en In nueva division. Júntese el extremo P con el H de 
la línea que nos proponemos dividir; y en seguida se ti
rarán por los puntos I, K, L, M, N y O las rectas IB, 
KC, LD, ME, NF, OG paralelas á PH , las cuales 
cortarán á la AH en partes proporcionales á las de AP. 

Este último método se demuestra haciéndose cargo 
de que el triángulo ACK, cuyos dos lados AC y AK es
tan cortados por la recta BI paralela al tercer lado CK, 
nos da esta serie de razones iguales(§. 5 9): 

AB : AI : : AC : AK : : BC : IK; 
el triángulo ADL, considerado con respecto á la retta 
CK, nos da la siguiente : 

AC : AK : : AD : AL : : CD : KL.; 
el triángulo AEM, considerado con respecto á la recta 
LD , nos da estotra : 

AD : AL : : AE : AM : : DE : LM.; 
y asi de los demas. 

Todas estas series de, razones se enlazan unas con 
otras por medio de la segunda razon de cada una, que 
"iene á ser la primera de la serie que inmediatamente la 
sigue. No tomando de todas las razones mas de las que 
contienen las divisiones de la recta AP, tefldremos: . 

AB: AI:: BC: IK:: CD: KL:: DE:LM&c. 
lo cual manifiesta que las partes AB, BC, CD, DE &c. 
de la re.eta AH son proporcionales á las de. AP. 

Se puede simplificar un poco este último procedi
miento, tirando por el .punto H una recta QH paralela á 
la AP, y tomando en ella desde el extremo H las partes. 
HX, XV, VU, UT &c. respectivamente iguales á las. 
partes PO, ON, NM, ML &c., y juntando los corres
pondientes puntos de di vision, las rectas que los junten, 
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que (§. S 4) deben ser entre d paralelas, cortarán á la 
recta AH en partes proporcionales á las de la AP ó á las 
de la HQ. 

72. : r.º Corolario, Si en la figura 4 I las partes de 
la recta BF, y en la fig. 4 '.l. las d.e la AP fueran entre sí 
igmles, las de la recta GL en la primera, y las de la rec
ta AH en la segunda, habri:m de ser rambien iguales en
tre sí. 

· De esto se sigue que el procedimiento del §; 70 y 
el del §. 7 I Ílos pueden servir para dividir una línea rec
ta en un número cualquiera de partes iguales ; para lo 
cual es necesario mirar primeramente como indefinida á la 

Fig. 4 I. recta BF, fig. 4 I; tomar de ella una parte BC de mag
nitud arbitraria, y i"epetirla á continuacion un número de 
veces igual al de las partes en.que debe dividirse la recta 
d,1da G L. Siendo e 1 punto F el extremo de estas partes, 
se acabará J.1 constrnccion con arreglo á lo que hemos 
practicado (§. 7 o). 

Observando lo hecho ( §. 7 r), habremos de tomar 
Fig. 4 2. de la recta AP, fig. 4 2, considerada como indefinida las 

partes iguales y arbitrarias, á cominuacion unas de otras, 
pues que la recta AH representa la que se nos ha dado 
para ejeciltar su divjsion, 

73. 2.
0

:,Corolario. La division de las rectas.en par. 
tes iguales es el fond,1mento ·de la construcción de las cs.:. 
caLzs; es decir, de las rectas que se destinan áLqne -'sir
van de medida Je las demas. Con efecto, si desde luego 
se lrnbiese dividido en partes iguales la recta CD,, fig. 3, 
110 hubiéramos necesitado púa averiguar la razon ·Je Iá 
AB á la CD, ninguna otra cosa mas qúe determinar cuán
tas de aquellas partes, iguales de la CD contenia la AB, 
y por este medio habríamos puesto en claro la razon de 
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estas dos rectas, á lo menos con tanto may?r aproxima-
. ~nto n1as pequeñas fuesen las partes iguales de la 

CJ0!1 1 CU« •• 

CD La 1• mperfeccion de los instrumentos y la l1rn1-recra • . . 
racion de nuestros sentidos, nos obligan con frecuencia en 
la division de líneas, cuyas partes se nos escapan por 
su pequeñez; y para ensanchar mas nuestras faculta_d~s 
con relacion á este punto, se ha hecho uso de la div1~ 
sion por transversales, que manifestamos en la :fig. 43, Fig. 43. 
y cuya constrnccion es la siguiente: 

Habiendo dividido primeramente la recta AC en un 
número cualquiera de partes iguales; tales como BC, y 
queriendo todavía dividir á BC en un número de partes 
demasiado grande y expuesto á que se las ~ueda co'.1fun
dir; se levantarán á la AC, para evitar este mconvcniente, 

d. 1 AA1111 

por los extremos A y C las dos perpen 1cu ares y 
1111 b' ' AA' CL; se tomará de la AA una parte ar 1trana , y 

se repetirá esta á continuacion, una de otra, tantas veces 
cuantas indique el número de partes en que nos propon" 
gamos dividir á la BC, las cuales en la figura son solo 

. . . A' A11 A111 • ·' cuatro; por los puntos de d1v1s1on , ,. se tmuan 
rectns paralelas á la AC; y por último se juntarán los 
dos puntos B y L con la línea transversal BL. 

Si despues de hecho esto se tira la recta BK paralela 
á la CL, resultarán los triángulos BDE, BFG, BHJ, 
BKL evidentemente semejantes entre sí (§. 6 5), y que 
nos darán estas proporciones : 

BD : BK : : DE : KL; 
BF : BK : : FG : KL; 
BH : BK : : HI : KL ; 

de las cuales se deduce: 1.º que siendo BD nna cuarta 
parte de BK, lo habrá tambien de ser DE de KL ó de 
BC, que(§. 54) es igual á KL; 2.

0 

que siendo BF las 
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dos cuartas partes ó la mitad de BK, lo debe tambien 
ser FG de KL ó de BC: 3. º que siendo BH las tres cuar
tas partes de BK, lo será igualmente HI de KL ó de BC, 

Por este medio se ve que si tomamos en la primera, 
en la segunda y en la tercera de las rectas paralelas á AB 
la5 distancias A'E, A 11G, A111, respectivamente iguales 
á A

1
D+DE, A1'F+FG, A111H+HI, tendremos en ellas 

las siguientes : 
AB+!.BC; AB+lBC; AB+¾BC. 

4 d , ~ Esto nos pHece suficiente para ar a conocer como se 
pueda construir una escala de transversales con destino á 
obrener cualesquiera divisiones, y el uso que puede hacer
se de ella. 

CuanJo la escala contiene diez paralelas á 1a recta 
AB, toma el nombre de escala de dicimas, porque en 
tal caso nos da las décimas de BC. 

TEO.REM:Ae 

7 4. Si dd 7,•/rtice del ángulo recto de un triángulo 
nctdngulo se baja una perpendicular á su lado opuesto, 
JJ,im,tdo la hipotenusa: 

r. º La perpendicular dh•z'dirá al triángulo propues
to en otros dos, que le serán semejantes, )' que de consz". 
gufrnte lo serán entre sí: 

2.º La misn1<1 perpendicular di-vilirá á la ld'pote
nusa en d:;s p,irtes ó segmentos t.·des, que cada uno de los 
/.dos del ángulo recto será mfdio proporcional entre el 
segmento ad/acente )' la hipotenusa entera: 

3.º L,z perpendicu!tzr será nudia proporcional entre 
los dos segmtntos de la hipotenusa. 

Demostr.1do11. Supuesto que es rectángulo en B el 

DE GEOMETRIA, 7 I 
tri;í.ngulo ABC, fig. 44, y que la recta BD es perpendi- Fig. 44· 
cular á la AC, deberán ser semejantes ( §. 6 5 ) los trián-
gulos ABC y ABD, por ser dos ángulos del u~o respec
tivamente iguales á dos del otro; á saber, el angulo A, 
que es comun á entrambos, y el ángulo recto ABC d~l 
primero, igual al ángulo recto ADB del segundo. El tn• 

ángulo BDC es por lo mismo semejante al ABC, por ser 
com un á los dos el ángulo C, siendo recto el ángulo BDC 
del uno como lo es el ángulo ABC del otro. 

Si comparamos sucesivamente con el triángulo pro
pu e~to ABC cada uno de los triángtilos parciales ABD 
y BDC, y tenemos presente que los dos ángulos ABD y 
·CBD son respectivamente iguales á los dos C y A, echa~ 
remos de ver las siguientes proporciones entre los l,1dos 
homólogos: 

AD : AB : : AB : AC; 
CD : BC : : BC : AC; 

las cuales forman la segunda parte de nuestra proposicion. 
Comparando ahora uno con otro á los dos triángulos 

parciales ABD y BCD, tendremos estotra: 
AD:DB::DB: DC; 

que viene á ser la tercera y última parte de la propuesta 
que hemos establecido.• 

7 5. Coro!art'o. Del teorema que acabamos de demos
trar se infiere que estando referidos á una medida comun 
lus tres lados de un triángulo rectángulo, la segunda po• 
tenci.1 , llamada ordinari;1mente el cuadrado, del número 
que nos indique la longitud de la hipotenusa, es igual á 
la suma de l.is segund.1s potencias ó cuadrados de los 
números con que exprc:samos la longifud de los otros dos 
lados. 

Con efecto, de fas dos proporciones 
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AD : AB : : AB : AC, 
CD: BC:: BC: AC, 

resulta que 
AB

2 
BC2 

AD:::: AC y que CD= AC. 

Siendo pues la hipotenusa AC = AD +CD, será por 
--2 -2 

. . AB BC d d C' ·¡ conswuiente AC -- + - ; de on e 1ac1 mente se 
0 -AC AC 

-2 -2 _'.l. 

deduce que AC ==AB +BC. 

De esto se sigue que podemos determinar sin la me
nor dificultad cuáma sea la longitud de la hipotenusa de 
un triángulo rectángulo, luego que conozcamos la que 
tiene cad.1 uno de los otros dos lados. Si, por ejemplo, AB== 

-2 

3, y BC=4, tendremos AC = 9 + 16=25; de lo cual 

se infiere que AC:.._ y 2. 5= 5. 
Del mismo modo podemos determinar la longitud 

de cualq_uiera de los dos lados del ángulo recto, cuando 

previamente conozcamos la de la hipotenusa, y la del 
' _2 -2 

otro lado restante; porque de la ecuacion AC = AB -+-

-2 -1 -2 -2 -2 
BC se deducen estotras dos: AB == AC - BC , y BC 

_2 -· = AC - AB. Si, por ejemplo , fuere AC = r 3 , y BC 

= r 2, tendremos: 

AB = I 6 9 - I 44 = 2 S; de donde se infiere que 

AB:::: S. 
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Generalmente,AC=V AB. + BC';AB=V Ac·-Bc\ 

BC::.:: V AÓ
1 

-AB
1

• 

TEOREMA, 

76. Estando referidos á una medida" comun los tres 
lados de un triángulo cualquiera, y e.r:presados por me• 
dio de los números que les corresponden; si desde el rvér
tice de los ángulos se baja sobre su lado opuesto una per
pendicular, la segunda potencia de uno de los lados que 
forman el ángulo es igual d la suma de las segundas po· 
tencias de los otros dos lados, menos dos -veces el produc-
to del lado sobre que caiga la perpendicular, mul
tiplicado por la distancia de la pe1pendicular al ángulo 
apuesto al lado que por primero hayamos escogido, en ca-
so que este ángulo opuesto sea agudo; y rnas dos 'Veces el 
mismo producto, en c.-iso que el mismo ángulo sea obtuso; , . 
es decir, que en el primero, .fig. 45 y 46, tendremos: F ig. 45 Y 

-2 -2 -2 B D 46. 
AC = AB + BC - 2A xB , 

')' m d segundo, fig. 47, Fig. 47· 
-2 -2 -2 
AC =AB + BC + 2ABxBD. 

Dnnostracion. Cuando hemos dividido con la per
pendicular CD, fig. 45 ,al triángulo ABC en los otros Fig.45. 
dos ACB y BCD rectángulos en D, tenemos en el pri-

-2 -'2 -2 

mero AC =AD +CD, 
-2 -2 -2 

y en el segundo CD =BC - BD . 
--2 

Sostituyendo pues esta expresion del valor de CD en 
-2 -2 --1 _2 - 2 

la del AC , tendremos que AC = AD + BC - BD . 
TO'MO III. 
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Ahora, viendo que AD=AB-BD, 1a expresion de 

la segunda potencia ó del cuadrado AD 
2 

equivaldrá á 

AB
2 

+ BD1. -2ABxBD *· Sostituyendo, pues, esta última 
-2 

expresion en la última del valor de AC , nos resultará 
-2· -2 -2 -2 -2 

que AC =AB +BD - 2ABx BD+BG -BD ¡ 

la cual se reduce á la siguiente: 
--2 -2 -2 

AC =AB +BC -2ABxBD. 
Fig.46. En el caso que nos presenta 1a figura 46

1 
y en el 

cual cae fuera del triángulo la perpendicular , consiste la 
diferencia en que AD=BD-AB, sin que por eso deje de 

ser 1a misma la expresion del valor de su cuadrado AD\ 
la cual es: 

-2 -2 -2 

AD =BD +AB -2ABxBD, 
-2 

de modo que AD tiene la misma expresion que en el ca• 
so anterior. He ahí la primera parte del teorema. 

Fig. 47. Mas cuando el lado AC, fig. 47, esté opuesto á un 
ángulo obtuso, debiendo necesariamente caer fuera del 
triángulo ABC la perpendicular, tendremos todavía en 
los dos triángulos ACD y BCD rectángulos en D, que 

-2 -2 -2 -2 -2 -2 
AC =AD +CD; y que CD =BC -BD; 

, -2 -2 -2 -2 
de donde se Infiere que AC = AD + BC - BD ; 
mas como tenemos queAD=AB+BD, y de consiguien• 

"' En esta proposicion, en que considero á las líneas como valua• 
da, en números, he debido su poner que se ti.:ne conocimiento del mo
do ¡_Je componer la segunda _potencia de: un número que sea la suma ó 
Ja d,foreo~rn de otros dos; mayormente cuando no es dificil adquirir
lo por solo d propio razonamien!o, 

DE GEO:METRIA, 7) 
2 -2 

l drado AD
2 
equivale á AB + 2AB x BD +BD; te e cua , 

· 't 'n1os esta expresion en la que acabamos de deter-s1 sostl u1 

minar del valor de AC\ nos resultará estotra: 
-2 -2 -2 

AC
2 
=AB

2 
+ 2AB xBD+BD +BC -BD; 

la cual se reduce á la siguiente: 
2 -i -i AB BD AC = AB + BC + 2 >< ; 

en donde se ve el segundo caso de nuestro teorema. 
N. B. Las partes AD y BD determinadas en el lado 

AB por la perpendicular CD, se llaman seg_mcnto~. 
77. Combinando con este teorema el 111med1ato an

terior echaremos de ver que cuando conozcamos la lon-
' . / 1 gitud de cada uno de los tres lados de un tnangn o, po-

dremos determinar si el ángulo opuesto á cualquiera de 
ellos es agudo, recto ú obtuso. Con efecto , en el pri-

mer caso en que sabernos que AC
2 = AB

2 
-1- BC

2 

-2 AB 
xBD, es bien claro que la segunda potencia del lado AC 
es menor que la suma de las de los otros dos lados AB 
y BC. 

En el segundo caso, en el cual el ángulo B es recto, 

tenemos que AC
2 = AB

2 

+ Be\ de modo que la segun~ 
da potencia del lado AC es exactamente igual á. la suma 
de las de los otros dos lados. 

-1 -2 
Finalmente, en el tercer caso, en que AC = AB 

+ BC
2 

+ 2ABx BD, la segunda potencia del lado AO 
es mayor que la suma de los otros dos lados. · 

Aplicando estas observaciones al triángulo cuyos la
dos tengan de longitud la expresada por los números 5, 
7 y 8, cuyas segundas potencias son 2 5 , 49 y 64, ven• 
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oremos en conocimiento de que el ángulo opuesto al 
mayor lado S es ugudo, pues que su segunda potencia 6 4 
es menor que 1a suma 7 4 de las segundas potencias de los 
otros dos lados. 

Bueno será tener presente que la especie del ángulo 
opuesto al mavor lado nos debe h.1cer conocer la del 
trifogulo ( §. 5 ,3 ). 

D~ los ;1olígonos. 

78. Las superficies planas terminadas por un con
junto cualquiera de líneas rectas , se llaman polígonos. 

El m□ s sencillo de todos es el triángulo. Los polígo
nos de cuatro lados se llaman por lo general cuadrilá
tt'ros; 

los de cinco, pentágonos; 
los de seis, e:i:Jgonos ,· 
los de siete, ej'tdgonos; 
los de ocho , octágonos; 
les de nueve, enedg,nos; 
los de diez, decágonos; 

&c. 
No se continúa, por lo comun, esta nomenclatura 

tnas arriba del polígono de diez lados, sino para llamar 
do.iaJgono al_ que tenga doce lados, y pentedecágono al 

. q 11e tenga qurnce. 
F:g. 4S Y En las figuras 48 y 49 se nos presenta en ABCDEF 
4 9· un polígono de seis lados ó un e:rdgono. Teniendo todos 

lc'.s ,íngulos ~e la_ primera figura su abertura dirigida há
c:a la p;1rte rntenor del pol1gono, se les da el nombre de 
ánguks s,dr'nitc'S; y al angulo DEF de la figura 49, cu
ya ;;b~rrura está mirando á la parte exterior del polígon 
se le llama ángulo entrante. 

0
' 
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Las rectas, que como la CA, la CF &c.· que estan 

rindas de un ángulo á otro del polígono, sin ser los ángu
los adyacentes á un mismo lado , se llaman diagonales. 

7 9. Entre los cuadriláteros ó polígonos de cuatro la
dos se designa con particularidad el llamado paralelógra
mo, porque tiene á cada dos de sus lados paralelos en-

tre sí. 
Del §. 5 4 se infiere: x.º qne cada una de las ~iago

nales AC y BD divide al paralelógrnmo en dos tnangu
los totalmente iguales entre sí; 

2.. º Los lados opuestos AB y DC, AD y BC, son 
entre sí respectivamente iguales; 

3. º Que recíprocamente, si los lados opuestos de 
una figura de cuatro lados fueren entre sí iguales , ó si 
dos lados opuestos fueren entre sí iguales y paralelos, la 
tal figura habrá de ser un paralelógramo. 

TEOREMA, 

80. Las dos diagonales AC y BD de un paralc~ 
Jógramo se cortan mutuamente en dos partes igt1t1les. 

Demostracion. Los t1iángulos AOD y BOC son to
talmente iguales entre sí (§. 1 8), porque lo son por su
posicion los lados AD y BC, y lo son asimismo los ángu
los DAO y OCB, como alternos internos que son con res
pecto á la secante AC y á las paralelas AD y BC; y por 
último son entre sí iguales los ángulos ADO y OBC, co
mo alternos internos que son con respecto á la secante 

BD. Luego AO=OC y DO =OB. 

TEOREMA. 

8 1. Juntando un ángulo malquiera de un polígono 
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con todos los demas, quedará dfvidido el polígono m t,::m. 
tos triángtdos como lados tenga, menos dos. 

Dmwstracion. Esta proposicion se nos hace casi evi-
Fig. 48. dente con solo fijar nuestra atencioll sobre la figura 48, 

en la cual se nos pone de manifiesto que las diagonales 
CA , CF y CE, tiradas desde el ángulo C á los ángu
los A, F y E, dividen al polígono ABCDEF de seis 
lados en los cuatro triángulos ABC, ACF, FCE y ECD; 
siendo mas fácil echar de ver que habremos de observar 
un resultado semejante en todo polígono de cualquier nú
mero de lados, en haciéndonos cargo de que cada uno de 
los triángulos extremos ACB y ECD, entre los cuales es
tan comprendidos todos los demas en que puede dividir
se el polígono propuesto, contienen dos de los lados del 
mi3mo polígono, mientras que cada uno de los otros tri
ángulos intermedios no contiene mas de uno solo. Habrá, 
pues, en los triángulos extremos cuatro lados del polígo
no; y el número de los intermedios deberá ser igual al de 
los lados del polígono menos cuatro. De lo cual se dedu
ce que el número total de triángulos es igual al de los 
lados del polígono, menos dos, segun manifiesta la pro
puesta. 

8 2. Corolario. A lo que acabamos de hacer ver es consi
guiente qne la suma de todos los ángulos internos ABC, 
BCD, CDE, DEF, EFA, FAB &c. de cualquier po
lígono equivale á tantas veces dos rectos como lados ten• 
ga , menos dos; porq ne la suma de los tales ángulos in
ternos del polígono viene á ser la misma que la de los án
gulos de los triángt1 los; y ya se sabe que la suma de los 
ángulos de cada triángulo equivale á la de dos ángulos 
rectos, y que el polígono contiene tantos triángulos como 
lados tengan, menos dos. 
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En la figura 49 el ángulo entrant: DEF es externo Fig. 49. 
. . haciendo partir las diagonales desde el 

y no rnterno , Y . 1 d 
, . E d 1 , l entrante se. sost1tuye en ugar e verttce e angu O , • 

d . la suma de los angules meemos, la este para eterm1nar 
, 1 DEC CEB BEA y AEF' que agrega-de los angu os , ' , , . l 

d I DEF equivale a la de cuatro angu os a a entrante , 
rectos(§. I 3). 

TEOREMA, 

8 . Si, como se 'Ve en el prlmer polígono de la figu
ra 4¡, el mal no tiene ningun ángulo entrante' se prolon
gan en un mt"smo sentido todos sus lados' la suma de los 
ángulos externos formados por cada_ lad~ J por f ª ,f rolon
gacion del que se le halla cont11uo' equvva!dra a cuatr~ 
netos, malquiera que sea el numero de los lados del Pº 

lígono. , • . ' 
Detnostracion. Cada uno de los angulos externos, •C~,.. 

nw aAB, agregado al interno que le es adyacellte, equ1-
1•ale á la suma de dos ángulos rectos; y esto se halla re
petido en el contorno de todo el polígono tantas veces 
como lados ó ángulos tenga. De consiguiente la sun:a de 
todos los ángulos, tanto internos como externos, eqmval
drá á ]a suma de tantas veces dos ángulos rectos como la
dos tenga el polígono; y rebajando de esta suma ~otal 1~ 
de los ángulos internos , que como ya se sabe, asciende,ª 
la de tantas veces dos. ángulos como lados tenga el poli.,. 

góno menos dos resultará que la suma de los ángulos ' ' , ., 
e:i.:tei:nos equivalga á la de dos veces dos ángulos rectos o 
' J 1 a cu,ttro angu os rectos. 

8 4- Obur'Vacion. Dos polígonos serán iguales cuan
do se compongan de un mis_mo número de triáng.ulos res
pectivamenr1; iguales colocados en una disposicion seme,-
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j,rnte, ó reunidos de un mismo modo; pues bien se ve 
que con estas condiciones dos polígonos, puesto el uno 
de ellos sobre el otro, se cubrirán y confundirán perfec
tamente. 

TEOREMl,L 

S 5. Si:mpre que de un pol(?ono conozcamos todos 
los htdos , 1/lt'íJOS 11110, y que at mismo tiempo conoZC?1mos 
los dngulos comprendidos por los lados dados, está deter
min,1:io el poligono, 1 se le puede construir fácilmente. 

Demostntcion. Si del polígono ABCDEF conocemos 
los lados AB, BC, CD, DE, EF y los ángulos que es
tos bdos forman, podremos hacer sobre el nuevo lado 
A1B' = AB en su extremo B' el ángulo A'B'C' = ABC, 
y en seguida tomar B'C' = BC; hacer en el extremo C' 
del lado B'C' el ángulo B'C'D' =BCD; tomar despues 
C'D'=CD; hacer en el extremo D' del lado C'D' el án
gulo C'D'E' = CDE, y á continuacion tomar D'E' ;:::: 
DE; construir en el exrremo E' el ángulo D'E'F' = DEF, 
y tomar por último E'F' = EF. Habiendo llegado por es
te medio al punto F, no nos queda sino un solo modo de 
juntarlo con el punto A', para cerrar y concluir el polí
gono A1B1C'D1E1F'. 

Bien visible es que este nuevo polígono será igual en 
tod:is sus partes al polígono anterior ABCDEF, porque si 
se coloca aguel sobre este; poniendo el ladoA1B' sobre su 
jgual AB, el lado B'C' caerá asimismo sobre su igual BC; 
y continuando del mismo modo de uno en otro, echare~ 
mos de ver que los puntos A 1B1C1D 1E1F 1 habrán de caer 
respectiva mente sobre los puntos A, B, C, D, E, F; de 
lo cual se sigue que los dos polígonos se ajustan y con• 
funden perfoct;1mente. 

DE GEOMETRIA. SI 
S 6. Obse1'7)(1cion. Hay otros muchos medios de n ve~ 

riguor la total igualdad de dos polígonos; mas nosotros 
nos hemos limitado á dar en el anterior un ejemplo de 
esta igualdad con el fin de hacer ver que un polígono de 
cualquier número N de lados, y que de consiguiente tie
ne el mismo número N de ángulos I está determinado con 
solo que conozcamos de las 2N cosas que concurren á su 

formacion, un número de ellas representado por la expre• 
sion 2N - 3. Aqui se notará, como se debe haber notado 
en los diferentes casos de la total igualdad de los triángu
los, que los N ángulos no han de contarse sino por N - r 
datos, pues que la suma de todos los ángulos es una can
tidad que en todos casos puede mirarse como dada (§. 8 2. ). 

87. Se llaman polígonos semejantes aquellos cuyos 
ángulos son respectiv::imente iguales los del uno á los del 
otro, y cuyos lados homólogos ó colocados en la misma 
disposicion son proporcionales. 

TEOREMA. 

8 8. Dos poligonos compuestos de Wt mismo n/mzero 
de triángulos respectivamente se,;zcjantcs, y semejante• 
mente dispuestos, tienen respectivamente iguales los án• 
gulos del 11110 á los del otro, y proporcionales los lerdos 
hom6logos, y de consiguiente son entre sí semejantes. 

Demostracion. Sean BAEDC y baedc, fig. S r I los Fig. 5 r. 
dos polígonos propuestos; y pues que los triángulos ABC 
y abe son semejantes, habrán de tener sus ángulos respec
tivamente iguales, y de consiguiente B=b; BAC = bac; 
por la misma razon en los triángulos semejantes ACE y 
a~c tenemos la igualdad respectiva de los ángulos; es de-
cir, que 

TOMO III. L 
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CAE =cae; CEA=cea; 
á b cual es consiguiente que el ángul,> BAE, forrnado 
por 1a reunion de los dos ángulus BAC y CAE en el pri
mer polígono, seu igual al ángulo bae formado de la re
union de los otros dos bac y cae en el segundo. Del mis
mo modo se hará ver l,1 igualdad AED y aed y la de EDC 
y edc; y por lo que respecta á los últimos ángulos BCD 
y bcd, bien claro se nos muestra que son entre sí iguales, 
por estar formado el primero por la reunion de los tres 
BCA, ACE y BCD, al mismo tiempo que el segundo 
se nos presenta formado por el conjunto de los otros tres 
~íngulos bca, ace y ecd, los cuales como ángulos homólo
gos de triángulos semejantes, habrán de ser iguales á los 
tres primeros. 

Desenvolviendo las proporciones que resultan de la 
semejanza de los triángulos ABC y abe, de ACE y ace, 
de ECD y ecd, tendremos: 

BC : be : : AB : ab : : AC : ac; 
AC : ae : : AE : ae : : CE : ce; 
CE : ce : : ED : ed : : CD : cd. 

Siendo la primera razon de cada serie la misma que 
la 6hima de la serie inmediata anterior, deben ser entre 
sí iguales todas las razones que se nos ofrecen en todas las 
series. No tomando, pues, de ellas mas que los que con
rengan los lados homólogos de los dos polígonos, nos re• 
sultará: 
]C : be : : AB : ab : : AE : ae : : ED : ed : : CD : cd; 
lo cual nos manifiesta que los lados homólogos de los dos 
polígonos son entre sí proporcionales. 

TEOREMA, 

S 9. Dos polígonos semejantes se di-viden en igual 

8') 
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, d, t,·i inrrulos rrs11cctÍ'vammt(I sem(ljantes' y seme• 
?IU11il'/"0 t ' o · 'J: 

• •7.,,,111mte dispuestos. ·· 
;-, ,..Dnnostracion. Siendo por suposicio~ los án~ulos de 
uno de los polígonos respectivamente iguale~ a los del 
otro' y siendo al mismo tiempo los lados del primero pro
porcionales á los homólogos d:l segundo, tendrem~s ~e~~ 
de luego que el ángulo B es igual b, Y ~~e BC · b · • 
AB : ah; de lo cnal se sigue que los dos tnangulos f BC 
y abe sean semejantes(§. 66);_y que Pº: tanto lo~ angu
las BAC y bac sean entre sí iguales. ~1 de los angulos 
BAE, bae, que como propios de los pol1gonos se supone11 
entre sí iguales, se quitan los ángulos BAC y bac, los re .. 
siduos CAE y cae deberán ser entre sí iguales. Por otra 
parte, dándonos los triángulos semejantes A~C y abe, 
esta proporcion AB : ab:: AC: ac; y los pol1gonos esto• 
tra AB: ab : : AE: ae, tendremos por resultado de ellas á 
la siguiente AC : ac : : AE : ae; de lo cual se sigue que 
los triángulos CAE y cat son entre sí semejantes(§. 6 6). 
Del mismo modo se puede hacer ver la semejanza que 
tienen ,los triángulos de un polígono con los del otro,, 
cualquiera que sea el número de estos triángulos. 

PROBLEMA. 

9 o. Construir sobre una 1'ecta dada un polígono se
me;ante á otro dade. 

J 1 1' Solucion. Sean be y BAEDC la recta y e po,1gono 
dados; hágase sobre be por uno de los métodos prescritos 
(§. 68) un triángulo abe semejante al ABC, por_ cuyo 
medio determinaremos el punto a; y para dctermrnur el 
punto e se construirá del mismo modo sobre la recta ae 
un triángulo cae semejante al CAE, y asi de los d<::mas. 



Fig. 

84 ELEMENTOS 

D: este modo habremos conseguido que el polígono abcde 
sea semejante al ABCDE, pues que estan formados de 
un mismo número de triángulos respectivamente semejan
tes, y semejantemente d-ispuestos. 

Si se colocase el lado be sobre el BC desde C hasta 
b', bastaría tirar por el punto b' la recta b'a', paralela á 
la BA; tirar en seguida por el punto a1 la recta a'r/ para
fo},1 á la AE &c. , á fin de construir los triángulos b1Ca' á 
a Ce' &c. , respectivamente semejantes á los triángulos 
BCA, ACE &c. ; por cuyo medio quedará construido 
sobre el lado dado el polígono b1 

a
1/d

1
C, semejante al po

ligono BAEDC. 
9 I. Obser'Vacion. Hasta aqui hemos tirado desde un 

mismo ángulo del polígono las diagonales que se termi• 
n~n- :º todos I_~s demas; pero los polígonos pueden ser 
dJV~d:dos en tn~ngulos de _otros muchos modos, y las pro
pos1cwnes amenores se entienden con igualdad á estos ca
sos,. entre los cuales suele ocurrir uno, que es muy con
vemente conocer: es justamente el en que se juntan todos 
los ángulos del polígono con los puntos extremos de uno 
de sus lados. Este caso se nos ofrece representado en la fi. 

S 2 • gura S 2 , en la cual por medio de diagonales se han jun
tado los puntos C, D, E con los dos A y B. 

I. º Es bien claro que la posicion de los tres prime
ros puntos está determinada con respecto á la recta AB 
luego que esten dados los triángulos ABC, ABDyABE; 
~ _de este modo se, evidencia ~~e para determiuar un po· 
libono, b:ista un numero de tr1angulos que tenga dos uni~ 
dades menos q~e- el de los ángulos ó los lados del polí
gono~ Se ve as1m1smo que si designamos por N este últi
mo numero, la d_eterrninaci?n de la figura dependerá de 
las 2 ( N ~ 2 ) diagonales tiradas de cada uno de los án-
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unlos de la base, y de la magnitud de la, misma base, lo 
b ¡ 

1
, bi'r a' 2 N _ 3 á todo el numero de datos 

cua 1.1ce su • 
(§- 86). d . 

S
. de dificultad se puede emostrnr , casi z.º rn gran . . 

del mismo modo que en los §§. 8 8 y 8 9 ' que s1 los tn-
, I ABC y abe ABD y abd, ABE y abe fueren 
angu os , , . 1' 
respectiva mente semejantes' lo seran tambre~ los po i,go-
nos ABCDE y abcde, y que,mutuamente s1 l_os ?ol1g~~ 
nos lo son' lo serán los triangulos de cons1gU1ente ,x,. 

TEOREMA, 

9 2
• Si en dos polígonos semejantes 'se tiran dos rec-

tas, sernejaiitemente colocadas en cada uno ,de ellos; es de
cir, que pasen por puntos semejantemente coloc~dos sobre 
lados homólogos, y que formen con estos lados angulas en• 
tre sí iguales, ó que en cada polígono c~rten en part~s 
proporcionales dos lados !wmólogos, debe~·an st'r proporcz~~ 
na/es las tales rectas a los lados homologas de !os poli-

gonos. , . 
Demostracion. Sean las rectas GF y gf, tiradas de 

los puntos G y g; y sabi_éndose que BG : bg : : AB : ab, 

' * Todo el arte de levantar !.os planos está en suma reducido á 
construir en el papel polígonos semejan.tes tí_ los que se lu~llan formados 
sobre el terreno por los puntos cuyas snuac1ones respectivas queremos 
conocer. Bien claro se ve que por último analisis debe reducirse á ima
ginarnos que estos puntos se hallan enlazados unos con otros Pº: !ne
dio de triángulos, y á medir en estos tri:íngulos un número suÍ1c1_cn• 
te de ángulos ó de lados, que nos habiliten á construir otros semc¡an
tes en el papel, con arreglo á lo prescrito ( §. 68J, H,;:. ahí. c11~1¡to se 
pued,; decir acerca de este. olijeto, sin entrar" en el 'por"menor de kls 
instrumentos á propósito para medir los ángulos; descripcion que eú 
los tratados generales se halla foera de su lugar, es casi ininteligible á 
los que no hayan visto los tales instrumentos, y superflua á los que 
tengan conocimiento de ellos, 
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supongamos que igualmente se sepa que son iguales los án
gulos FGB y fgb ,· en tal caso los triángulos BGC y bgc 
h.rn de ser entre sí semejantes á causa de ser iguales los 
ángulos By b, y proporcionales los lados BG y bg á BC y 
.Í. be, pues que los unos y los otros lo son á AB y á ab. 
Tenemos, pues: 

GC : ge : : BG : bg, ó : : AB ; ab; 
y ademas BCG=b:g; CGB=egb. 

De lo cual se infiere que GCF ó BCF-BCG es 
igualágcfóá bcf-bcg; y por serFGB fgb,nos 
res~ltarú CGF ó FGB-CGB igual á cgf ó áfgb- cgb. 
Seran, pues, entre sí semejantes los triángulos FCG y 
fcg , y nos darán: 

FG : fg : : FC : fe : : GC : ge, ó : : AB : ab; 
pues que ya antes sabemos que GC : ge : : AB : ab. 

Si _en lugar de hacer iguales los ángulos FGB y fgb 
se hubiesen tomado los puntos F y f de modo que BG : 
lig : : FC : fe, serian en tal caso semejantes los triángulos 
FCG y !,~g, por tener, como. tienen, un ángulo igual 
comprenmdo por fados proporc10uales. Las consecuencias 
serán las mismas que antes, y se demostrará en este caso 
la igualdad de los ángulos FGB y fgb. 

TEOREMA, 

,9 3 • Los contornos 6 perímetros de dos polígonos se-
'J'/u;m1tes son entre sí como los lados !zvmólogos de los mis• 
mos polígonos. 

Demostr~uion. Los polígonos semeiantes ABCDE y 
' l d · ' ave,: e nos an esta sene de razones iguales: 

AB : ab : : BC:: be : : CD : cd : : DE : de : : AE : ae; 
de donde se infiere que 
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AB +BC+ CD+DE+AE: ab+bc+ cd+ de+ea :: 

AB: ab; 
es decir, que el. contorno ó perímetro ABCD~ es al co~.
torno ó perímetro abcde I como el lado AB es a su horno• 

logo ab. 
De la línea recta y del círculo. 

9 4. Ya hemos visto ( §. 2.8) que desde un _mismo 
punto no podian tirarse á una recta otras rres rectas entre 
sí iguales; de lo cual se infiere con evidencia que una 
recta no puede cortar á una circunferencia de círculo en 
mas que en dos puntos. 

Toda recta que corte á la circunferencia de un cír
culo~ y esté prolongada fuera de él, se llama su secan-
te. La recta EF, fig. 5 3, es una secante del círculo Fig. 5 3. 
AHBCG. La parte CD de esta recta, comprendida den--
tro del círculo , se llama rnerda del arco ó de circunferen-
cia, cuyos extremos junta. 

9 5. Se dice de general acuerdo que la cuerda 
CD , que reune los extremos de un arco CG D de 
la circunferencia del círculo, subtende al mismo arco; 
mas es necesario no perder de vista que la misma recta 
es al mismo tiempo cuerda del otro arco CHD, que agre
gado al GCD, componen entre los dos la circunferencia 
entern. De consiguiente, siempre que el primer arco sea 
menor que la semicircunferencia, el segundo h,tbrá nece
sariamente de ser mayor que ella. 

9 6. Cuando una cüerda pase por el centro del dr-r 
culo, se la da el nombre de diámetro: Lá recta-AB, que 
pasa por el centro O, es un diámetro. 

'Todos los diámetros de un mismo .círculo son entre 
sí iguales, pues que_ cada uno de ellos equivale, á. ~os ra-. 1. 
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dios puestos en línea recta; y ya se sabe que todos los 
radios son entre sí iguali:s. 

Bien visible es que cualquier diámetro es la mayor 
de todas Lis rect,1s que pueden tirar~e dentro de la cir
cunferencia del C"lrculo, pues cualquiera otra cuerda CD 
es menor (§. 1 9) que b suma de los dos. radios OC y 
OD dir gdos á l.Js extremos C y D. 

97. El diámetro AB divide á la circunfúencia y al 
círculo en dos partes iguales, porque si á lo largo de la 
recta AB se dobla toda la figura del círculo una de sus 
partes , la AGB se habrá de confundir con la restante AHB, 
debienrlo coincidir con la mayor exactitud las dos partes 
de circunferencia, pues de lo contrario no estarían equi
distantes del centro O todos los puntos de la circunferencia. 

El mi,mo razonamiento hace tambien ver que dos 
círculos descritos con un mismo radio, ó con dos radios 
iguale,, son entre sí totalmente iguales, porque si coloca
mos el centro del uno exactamente sobre el del otro, sien
do como se supone, iguales entre sí los radios de los dos 
círculos, l.,s circunferencias habrán necesariamente de ajus
tarse y confundirse una con otra. 

TEOREMA, 

9 8. Siempre que apliquemos un arco de círculo sobre 
alg1m otro del mi.rma círculo, 6 de otra desi-1'Üa con el miss 
mo 6 can igu.:i! radia, de m.do que cualquie1'a das puntos 
del arco aplicado caigan sobre d otro, J' estando las dos 
convexidades dirigi./a; liácia un mismu lada, el arco apli~ 
cada se conf,mdt'rd m toda su e:i:tension con el otro. 

. Demostracion. Con efecto, si aplicamos el arco A'C', 
Fig. 5 4• ñg. 5 4, al arco AE, colocando el punto A' exactamente 
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sobre el A, y suponemos que caiga justnmente en C d 

punto C1
; y á consecuencia la· cuerda A 1C1 cubrirá con 

la mayor exactitud á AC; y como los radios Ü' A' y 0 1C' 
son iguales á los radios OA y OC, el centro 0' debe ha
ber caido sobre el O (§. 20), y de consiguiente todos los 
puntos del arco A1C1 deben caer sobre los del arco AC, 
porque los primeros distan tanto de su centro 0' como los 
segundos distan del suyo O; por lo cual es claro que el 
arco A'C' se confundirá con el AC *· 

9 9. Corola1'io. De esto se sigue que en un mismo 
círculo ó en dos distintos círculos descritos con uno mis
mo ó con dos radios iguales, los arcos, cnyas cuerdas sean 

iguales, siendo ellos de una misma especie, es decir , Ó 

ambos menores ó ambos mayores que la semicircunferen
cia , deben ser entre sí iguales. Con efecto, cuando las 
cuerdas esten colocadas una sobre otra, como en el caso 
precedente, los arcos se cubren y confonden exacta
mente. 

Es igualmente verdadera la proposicion recíproca ; _á 
saber, siempre que en un mismo círculo 6 en dos descn
tos con radios iguales fueren entre sí iguales dos arcos, 
sus cuerdas serán asimismo iguales; porque poni(:ndo á los 
arcos uno sobre otro y ajustándose exactamente, las ex
tremidades del primero se confunden con las del segundo. 
Asi que, colocado que sea sobre el arco AC el A1C' de 
modo que el punto A' se halle sobre el punto A y el C' 

'4- La propiedad de la circunferencia del círculo que acnbamrs de 
demostrar, es tanto mas notabl~, cuanto que solo pertenece :Í esta cur'
va y :í la línea recta, y que nos manifiesta con la mayor e\'idenc.iJ la 
semejanza de todas las partes de la ci1cunferencia del círculo, ó la uni
formidad de su curvatura. Esta ha sido la razon que me ha movido á pre~ 
sentar el teorema bajo otra propuesta diferen1e de la qut: por lo co
mun tiene en la mayor parte de los libros elementales. 

TOMO III, M 
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sobre el C, las rectas A'C' y AC se cubrirán exactamen
te, y por tanto serán entre sí iguales. 

TEOREMA, 

1 oo. En un mismo círculo 6 en cfrculos iguales I el 
mayor arco tiene fo ma1·or rnerda, y al contrario, con tal 
que los arcos comparados sean mmorcs que la semi'cir

c11nft:renciit. 
Demostracion. I .º Siendo mayor que el arco AC el 

AE, será por consiguiente el ángulo AOE mayor que el 
ángulo AOC, y (§. 19) el lado AE del triángulo AOE 
será mayor que el lado AC del triángulo AOC, puesto 
que los dos triángulos AOE y AOC tienen entre sí jgua
les los lados AO y OE del uno á los AO y OC del otro. 

2. Siendo mayor que la cuerda AC la AE, el ángu~ 
1o AOE será mayor que el AOC, y de consiguiente el 
arco AE será mayor que el AC. 

PRO:BLEMA, 

I o I. Dados que sean dos arcos de un mismo círcu
lo ó de dos círculos igualu, determinar la razon de sus 
lo11gitudcs. 

Soltu:ion. La cuestion propuesta se resol veria del mis
mo modo que la del §. S , si pudieran aplicarse uno so
bre otro los arcos de círculo, como se aplican una sobre 
otra dos líneas rectas; pero no pudiendo verificarse en la 
práctica semejante superposicion, se suple su uso sirvién
donos de las cuerdas, que siendo iguales, corresponden 
necesariamente á arcos iguales. La cuerda del arco CD, 

Fig. 5 5, por ejemplo, fig. SS, podrá aplicarse dos veces sobre el 
arco A.E desde A hasta E; y determinado por este medio el 
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arco AE, resultará compuesto de las dos partes Ad Y 
dE, iguales cada una de ellas á CD. Tendremos que 

AB = 2CD + EB. 
Tómese ahora la cuerda de. la última parte EB , y 

aplíquesela sobre el arco CD desde C h~sta F; lo cual 
puede en este caso efectuarse una sola vez, resultando por 
exceso el arco F.D; de donde se sigue que . 

CD=EB+ FD: 
por último, pudiendo la c4erda del segundo e~ceso FD 
aplicarse cuatro veces exactan~ente ,obre el primero EB, 

.nos resultará que 
EB =4FD. 

De este último valor; vol viendo á subir á la deter
minacion de los arcos anteriore~, hallaremos que 

E:S . 4FD ; CD = S FD ; AB =: 1 4F D ; 
y estando contenido I 4 veces en el arco AB, y S veces 
en el CD el arco FD, que es la medida connrn de aque
llos otros dos, podremos estar ciertos que los dos arcos pro
puestos tiene.tl entre sí la misma razon que los dos núme-

ros I 4 y S • 
Aqui se termina la operacion del mismo modo que 

cuando tratándose de líneas rectas se nos presenta un re
siduo, al cual contenga el precedente un número exact.o 
de veces, ó que es tal, que el residuo siguiente se esca
pe de los sentidos por su pequeñez. 

I 02. Obscrvacion. Si nos imaginamos que una recta 
AB, fig. 56, que corta la circunferencia de un círculo Fig .. 56. 
en dos puntos A .y B, gire al rededor de uno de ellos, 
de A por ejemplo, y que dirigiéndose á salir del círcu-
lo tome posiciones semejantes á la AB', veremos que los 
dos puntos de interseccion de la recta y de la circunferen-
cia del círculo, se van aproximando sin cesar, hasta lle-
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gar á la posicion AC , en fa cual reunidos los puntos d . . e 
rntersecc1on en uno solo, no tiene la recta mas punto co. 
mun con la circun:e:enda del círculo, ó no hace mas que 
tocarle. En tal posmon la recta AC se llaina tangente al 
círculo, 

TEOREMA, 

I o~. La perpendicular levantada en un punto de Lt 
ci~cunjerencia de un cfrculo sobre el radio que pase por el 
mismo punto, es tangente al círcztlo; y recíprocamente la 
tangente en 1m punto cualquiera de la circueferencia, es 
perpmdicu!ar en la e:i:tremidad del radio que pasa por 
aqml punto. 

Fig. 57. . 
1
DemosÚ-~cion. Siendo la línea AB, fig. S7, perpen

d1cu,ar al radio AO en el punto A, todos sus demas pun
tos han de estar mas distantes que esté mismo punto A del 
centro O del círculo, porque todas las rectas que como 
fa OB y la OC estan tiradas desde el centro á la recta AB 
en _una ú otra banda de la AO son, oblicuas, y de consi
guiente mas largas que la misma AO ( §. 2 8 ). Estan 
pues, fuera del círculo los puntos C y B; y no teniend~ 
la ~ecta ~B mas qu~ el úni~o punto A, comun juntamen• 
te a la circunferencia del circulo, debe necesariamente ser 
su tangente. 

, Con igual facilidad se puede,ver que fa tangente 
al mculo en el punto A no puede ser otra que la recta 
AB pe_rpendicular al radio AO en su extremo A; porque 
no temendo la AB mas punto comun con la circunferencia 
del círculo que el punto A del contacto, y estando todos 
sus ?tr~s puntos mas distantes qne el A del centro, es 
consigm.ente que el radio AO es la línea mas corta que 
puede tirarse des~e el c:ntro á. la tangente, y que pór 
tanto es perpendicular a la misma tangente. 
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e lar
:
0 

De esto se sigue que con solo le-
I o4 oro • . l d" · d"c lar AB en la extremidad A de ra 10 

vantar la perpen I u . e • d l , 
. . ·¿ l t dado A de la circufüerencm e c1r-

AO dir1g1 o a pun o 

d la tangente al círculo en el punto A. 
culo , ten remos • 

TEOREMA, 

105. Toda recta CD, fig. 58,perpcndicularáuna Fig. 58. 

d AB Up1
mto medio pasa por el centro O dill 

cuer a en s ' . 
círculo' J por el punto medio del arco subtendido por la 

merda. 
Demostracion. Siendo por suposicion la _recta C~ 

perpendicular á la AB en el punto de e1~med10: deb~~-1 
necesariamente pasar por todos los puntos igualmente dis
tantes de A y de B; y el centro O es. uno de ellos, por 
estar á igual distancia de los extremos A y B, que se ha
llan en la circunferencia ACB. Y pues que el punto C, 
en que la perpendicular CD encuentra á la circunferen
cia, se halla á igual distancia 9e los extremos A y B ~fol. 
arco ACB, las cuerdas AC y BC han de ser necesaria
mente iguales entre sí, y del mismo modo debed~n serlo 
los arcos sotendidos por estas cuerdas (§. 9 9). Sern, pues, 
el punto C el de la mitad del arco ACB; Y, de consi~ 
guiente la recta CD habrá de pasar por el centro O, y 
por el punto de enmedio del arco sotendido por la cuer ... 

da AB. . 
1 06. I .r Corolario. 1.º Pues que para determinar 

la posicion de una recta no se necesitan nrns de dos pun~ 
tos (§. 3); y hallándose necesariamente en una misma rcc" 
ta el punto de enmedio de una cuerda, el centro del cír
culo, y el punto de enmedio del arco sotendido por la 
cuerda, es consiguiente que apenas sepamos que una rec-
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ta dada pasa por dos de los tres mencionados puntos, haya. 
rnos de inferir que debe necesariamente pasar por el 
tercero. 

2., º Como desde un punto dado no puede bajarse so. 
bre una rectJ mas de una sola perpendicular (§. 3 2), se 
infiere tambien de lo dicho que toda perpendicular baja• 
da sobre la cuerda desde el centro ó desde el punto de 
enn:edio del arco, habrá de cortar á la cuerda en dos par
tes iguales, 

I 07. 2.° Corolario. Se deduce asimismo del teore
ma precedente que para dividir en dos partes iguales un 
arco cualquiera, basta levantar una perpendicular á la 
cuerda que sotiend,t á este arco en su punto de enmedio 

. ' pues que esta perpendicular debe pasar por el punto de 
enmedio del arco que se nos haya propuesto. 

TEOREMA, 

I o 8. Los arcos de un mismo círculo , 111terceptados 
entre dos cuad,ts entre sí p,:irale!as, ó mtre una tangen
te J Ulut cw,rd,i que le sea paraJela, son entre sí iguales. 

Demostracion. Si las cuerdas BC y DE y la tangen
te FG son entre sí paralelas, y juntamos el centro O con 
e_l punto A del contacto con el auxilio del radio AO; 
siendo, como es, perpendiculat este radio á la tangente 
FG (§. I o 3), lo habrá tambien · de set á las dos cuerdas 
?:iralel.is BC y DE ( §. 42), y dividirá en dos partes 
iguales los arcos BAC y DAE. De consiguiente si de los 
arcos f B Y AC, iguales por ser mitades del arco BAC, 
5
~ quitan lo~ otros dos AD y AE, iguales tambien entre 

s1 por ser mitades del arco DAE, deberán asimismo re• 
sulra_r entre sí iguales los residuos BD y EC: lo cual es 

1 
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la primera parte de la propuesta del teorema; y la igual
dad d~ los arcos AB y AC hace ver la segunda. 

TEOREMA, 

1 o 9. Si lzaciendo centros en los -vértices O y 0 1 de 
I I I d 'b dos ángulos AOC y A OC, fig. 6 o, se escrt en con ~n 

mismo radio dos arcos de círculo, la razon de los dos ctn
gulos sei-á la misma que la de los arcos comprendidos en
tre los lados de cada ángulo. 

Demostracion. Si los arcos AC y A'C' tuvieren por 
medida comun al AB = A'B1, aplicando esta medida co
mun á cada uno de ellos tantas veces como se halle en 
él contenida, resultarán entrambos divididos en partes en
tre sí iguales; y si por medio de rectas semejantes. ~ _las 
OB y O'B' se juntan los diferentes puntos de l_a d1v1s1on 
del arco con el vértice del ángulo correspondiente, re
sultarán divididos los ángulos AOC y A'O'C' en tantas 
partes iguales cuantas sean las contenidas en los arcos AC 
y A'C'. 

Con efecto, siendo entre sf iguales las cuerdas AB y 
A'B', deben ser totalmente iguales los triángulos AOB y 
A'O'B', como que tienen los tres lados del uno respecti
vamente iguales á los tres del otro (§. 2 o), ademas de 
que las rectas OA, OB, O'A', O'B' son entre sí iguales 
corno radios que son de dos círculos iguales : es pues el 
ángulo AOB igual al A'O'.B'. Bajo esta suposicion, com
prendi;:ndo cada uno de los dos ángulos AOC y A'01C 1 

tantos otros iguales al AOB, cuantas partes iguales á la 
AB esten contenidas en los arcos AC y A'C', se infiere 
con evidencia que los dos ángulos propuestos habrán de 
tener entre sí la misma razQn que los arcos descritos con 

Fig. 60. 
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un mismo radio desde sus vértices como centros, y com. 
prendidos por sus respectivos dos lados, teniendo al mis
mo tiempo por su medida comun al ángulo AOB. 

El anterior razonamiento requiere que los dos arcos 
AC y A'C' sean entre sí comensurables; pero aun cuando 
fuesen incomensurables , no dejaría por eso de verificarse 
la proporcion; porque es imposible suponer que los dos 
ángulos AOC y A 10 1C', ii.g. 6 r , tengan una razon ma
yor ó menor que la que entre sí tienen los respectivos dos 
arcos AC y A'C'. 

Si, por ejemplo, en vez de tener esta proporcion : 
AOC : A'O"C' : : AC : A 1C1

; 

tuvieramos la siguiente: 
AOC: A 10 1C1

:: AC: A'd; 
en b cual Ad es mayor queA'C', y -si supusiésemos dividi. 
do .d arco AC en cierto nümero de partes iguales bastan
te pegue1i.1s, para que aplicadas al arco A1C' caiga entre 
los puntos C' y d uno de los puntos de division e, nos 
resnltaria entre los ángulos AOC y A'O' e, y los arcos AC 
y A1e, respectivamente comensurables, esta proporcion: 

AOC : A'O'e:: AC : A'c, 
cuyos antecedentes son los mismos que los de la anterior, 
y de consiguiente de la combinacion de las dos nos re
sultará la proporcion que sigue: 

A'O'C': A'O'e :: A'd: A'e; 
resultado absurdo, pues que siendo A'O'C' < A'O'e, se 
nos presentan como entre sí iguales las dos razones de 
A'O'C: A'O'e y la de A'd: A'e, en la cual A'd> A'c. 

S. ' 1 / / 
1 tomasernos e arco Ad menor que el A'C', ten-

drfamos que 

AOC : A1O'C' : : AC : A'd'; 
y por lo tocante al punto de division e', tenemos qne 
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AOC:A'O'e' :: AC: A'/; 

y de la combinacion de ambas proporciones se dedu·ce es-·· 
torra: 

A'O'C' : A'O'/ : : A1 d': A'/; 
la cual tambien es absurda, pues que siendo A'O'C' > 
A 10'e1 es A 1d' < A'e'. 

La proposicion recíproca á la que acabamos de de
mostrar no necesit.1 de demostracion panicular ; porque. 
mal podría ser la razon de los arcos b misma que la de, 
los ángulos, sin que esta segunda sea constantemente la 
misma que la primera *· 

I I o. 1. º Corolario. Siendo la razon de los arcos AC 
y A'C' la misma que la de los ángulos AOC y A'O'Ct, 
se infiere que los arcos de círculo deben ser la medida na
tural de los ángulos; y á consecuencia de estas nociones, 
se dice generalmente que la medida de todo ángulo es el 
arco de la circunferencia de círculo, que esté comprendido 
entre sus dos lados, y descrito desde w vértice como centro. 

Al principio nos parece oscura esta definicion porque 
miramos como imposible que haya cantidad alguna cuya 
medida no sea otra cantidad de la misma especie; y sien• 
do línea todo arco de círculo, y superficie todo ángulo 

,,. Yo me creo en la obligacion de hacer notar que esta proposicion 
que en los elementos adoptados en Francia antes del año de 1¡94, ca
si se contentaban con solo enunciarla, ha sido demostrada casi del 
mismo modo que lo acabamos de ejecutar desde el año de 1760 en los 
elementos de Kanten , y acaso tambien lo estaba en obras mas anti• 
guas. Por otra parte el medio de efectuar la demostracion se nos ofre• 
ce por sí mismo en una forma de razonamiento, de que se h~ servido 
Euclides en una transicion semejante de lo comensurable :í lo incomen• 
surable; y como ya en otra parte lo he dicho ( Ens,r;,·o sobre la m• 
sdfanza), cuando nos reducimos á las proposiciones verd~<lerarnente 
necesarias en unos Elementos de geometría, nos resta todavía que ave
riguar la colocacion en que mejor se enlazan unas con otras, y las ba
ga mas evidentes y mas faciles de retener. 

TOMO III. N 
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(§. 7) se nos ofrece alguna dificultad en admitir por me
dida de una cantidad otra de tan diferente naturaleza. 
lvLis es necesario tener presente que cuando se ha defini
do la medida de un ángulo se ha subtendido el arco to
mado por unidad , y el ángulo correspondiente á este arco; 
de modo que la definicion que acabamos de dar, viene á 
decirnos lo que sigue: todo ángulo contiene á otro cierto 
ángulo, arbitrariamente escogido p:ira que sfrva de unidad 
6 de término de comparacion, tantas veces como el arco de 
cfrculo , cómprmdido mtre sus lados y descrito desde su 
'Vértice como centro, contenga á otro arco de un círculo 
igzuil, comprmdido entre los lados de este segundo ángulo, 
¡· descrito desde m ,vértice como centro. 

Por este medio se ve que solo nos valemos de arcos de 
círculo para medir la magnitud de los ángulos, porque 
nos sirven de términos de comparacion; y que para de
terminnr fa razon numérica de dos ángulos cualesquiera, 
es indispensable buscar con arreglo al método prescrito 
(§. ro I) la razon que entre sí tengan dos arcos de círcu
lo descritos desde sus vértices como centros con un radio de 
magnitud arbitraria, pero de la misma para entrambos. 

El ángulo que nos parece mas adecuado para servir 
de unid.id es el ángulo recto; del cual sabemos con la 
mayor evidencia que comprende entre sus lados la cuarta 
p:irte Je la circunferencia de un círculo; pues si desde el 

Fig. 6 .2, punto O como centro, fig. 6 2, se describe una circunfe
rencia de círculo , la recta AB subtenderá la mitad de ella 
(§. 97); y siendo entre sí iguales los dos ángulos rectos 
COB y COA, comprenderá cada uno de estos entre sus 
lados la mitad de la mitad(§. preced.), ó lo que es lo mis
mo b cuarta parre d.e la circunferencia entera. Sabre
mos, pues, la medida de un ángulo cuando comparemos 
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el arco descrito desde su vértice como centro, y compren
dido entre ms lados, con el del mismo círculo que esté 
j n rerceptado por el ángulo recto que tenga su \' ér tic e en 
el centro. 

1 1 r. 2 .º Corolario. Tambien se infiere del teorema 
precedente que las rectas que dividan en muchas partes 
iguales un arco cualquiera, dividen al mismo tiempo en 
igu.11 nfamero de partes iguales el ángulo medido por 
aquel arco, y que de consiguiente la division de cualquier 
ángulo se reduce á la division d~l arco que le sirva de 
medid,1. Por desgracia, la geometría elemental no nos su
ministra mas medios ge efectuar estas di\'isiones, que el 
de dividir. en dos partes iguales un arco. 

Este medio Consiste(§. :107) en levantar una perpen· . 
di cu lar CO, fig. 5 8, á la cuerda AB en su punto de en- F1g. S 8. 
medio; y la perpendicular dividirá á un mismo tiempo el 
ángulo AOB en dos partes iguales. Por otro camino po-
dríamos convencernos d priori de la igualdad de los án-
gulos AOD y BOD por medio de las de los triángulos 
del mismo nombre. 

Por el mismo medio se podrá dividir de nuevo en dos 
partes iguales cada mitad del arco ACB ó del ánguloAOB~ 
y llevar adelante la division sigüiendo la. serie de los nú.,;, 
meros 2, 4, 8, I 6, 3 2., 64 &c.; pero no será imposi
ble dividir al arco ni al ángulo en 3 ó en S &c. partes 
iguales. 

TEOREMA, 

1 1 2. Todo ángulo, cuyo 'Vértice esté sz'tth1 do en la 
drmnferencia de un círculo, tiene por mr:dida ltt mitad 
del arco que sus lados comprenden. 

Demostracion . . 1.º Supongamos que el ángulo pro• 
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puesto sea el BAC, uno de cuyos lados AC pasa por el 
Fig. 6 3. centro O del círculo, fig. 6 3. Si por el mismo centro ti

rnmos el diámetro DE parnlelo al lado AB, resulta di for
mado en O el ángulo DOC, que como correspondiente 
del propuesto BAC con respecto á la secante AC , debe 
serle igual. De modo que el arco DC seria la verdadera 
medida del ángulo BAC si su vértice A se traslad,1se al 
cenrro O. Ahora bien, el arco DC es desde luego igual 
al AE ,, por ser este la medida del ángulo AOE , opuesto 
en el vértice á DOC, y que de consiguiente debe serle 
igual. Por otra parte, siendo entre sí iguales los dos ar
cos AE y BD, como comprendidos que estan entre dos 
cuerdas paralelas(§. I o 8), se ve con la mayor claridad 
que el arco DC es t~mbien igual al BD, y que de con
siguiente el arco BC, compuesto de la agregacion de los 
dos BD y DC, es doble de cada uno de ellos, y por 
tanto doble de la medida del ángulo BAC. ·. 

2. º Sea ya el ángulo BAG, que contiene al centro 
entre sus lados; y componiéndose este ángulo de los dos 
BAC y CAG reunidos, habrá de ser s1:1 medida la suma 
de las medidas de estos dos últimos; y pues que cada u no 
de e'.los tiene uno de sus lados que pasa por el centro , la 
medida del BAC será la mitad del arco BC, y Ja del 
CAG será la mitad del arco CG; y componiendo 1a su• 
ma de est,1s mitades de los arcos BC y CG á la mitad del 
arco BG, que es igual á BC+ CG, es consiouiente que 
el ángulo BAG tengri pot medida la mitad d~l arco BG 
comprendido entre sus lados. 
· 3.º . Pudiendo ser considerado el ángulo FAB, que 
no contk'ne al centro entre sus lados , como diferencia de 
los otros dG~ án?ulos.~AC! BAC, es de inferir que ten
ga por medida a la diterencm de las de estos dos. y como 

IOI 
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su lado comun AC pasa por el centro, sus respectivas me
,· J d ben ser la mitad del arco FG y la del BC, cu ya 

a i.1as e . ' . 
diferencia equivale á la mitad del FB; pues que todo es• 

· a' ser - FC-BC Resulta, pues, que la 
te arco viene - · 
medida del ángulo FAB será mitad del arco FB compren· 

dido entre sus lados. 

4
.0 El ángulo formado por una tangente y una cuer-

da tiene asimismo por medida la mitad del ª:co comfren• 
dido entre sus lados; porque siendo recto el angulo CAH 
formado por la tangente AH y el ~iám;tro A~, que la 
perpendicular debe tener por med:d,a a la :111tad de la 
circunferencia ABC ( §. I ro ) ; y si a este angulo recto 
se agrega el GAG formodo por dos cuerda;, y cuya me
dida es la mitad del arco CG, nos resultara por suma el 
ángulo GAH, cuya medida será la suma de la mirad d~l 
arco ABC y de la mitad del arco GC, la cual suma eqm
vale á la mitad del arco total ABG, comprendido entre 
los lados del ángulo. Ahora, si del mismo ángulo recto 
CAH se.quita el ángulo FAC, cuya medida es la mitml 
del arco FC, resultará como diferencia de los dos, el án
gulo FAH, que debe tener por medida á la diferencia de 
las mitades del AB y del FC, la cual diferencia equivale 

á mitad del arco AF. 
I I 3. 1,º Corolario. El ángulo FAI formado por la 

cuerda AF y por la prolongacion Al de la cuerda AG, 
tiene por medida la mitad de la suma de los dos arcos 
AF y AG que las dos cuerdas sotienden. 

Con efecto, el ángulo FAI, equivalei1te á dos rectos 
menos el án gn lo F AG (§. I 1), tendrá por medida á la 
d:ferencia que hay entre la semicircunferencia y la mitad 
del arco FG, la cual es la medida del ángulo F AG; mus 
esta diferencia equivale á la mitad de la qt1e se adviertii 
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entre la circunferencia entera y todo el arco FG , lo cual 
viene á ser lo mismo que la mitad de la suma de los dos 
arcos AF y AG. 

I 14. 2. º Corolario. Del teorema anterior se infiere 
tambit:n: I .º que todos los ángulos que como EGF, 

Fig. 64- EHF, EIF, KEF, fig. 64, tengan su vértice situado 
en Lt circunferencia, é insistan sobre un mismo arco, son 
entre sí iguales, pues LJUe cada uno de ellos tiene por me
dida á la mitad del mismo arco EAF, sobre que todos 
insisten, y que se halla comprendido entre sus lados. 

2.º Qt1e el ángulo BAC, cuyo vértice se halla en 
la circunferencia, y cuyos lados AB y AC pasan por los 
extremos de un diámetro BC es recto; pues <J ue tiene por 
medida á la mitad de la semicircunferencia BGC com• 
prendida entre sus lados ; cuya mitad equivale á la cuar
ta parte de la circunferencia entera (§. 1 I o). 

TEOREMA. 

Fig. 6 S· I I 5· El 1fnx11lo BAC, fig. 6 s' CUJO 'Vértice se lza-
ll:i dtntro dd circulo entre el centro )' la circunferencia, 
llene por medida la mitad del arco BC comprendido entre 
sus l,tdos, m~s la mitad del arco ED comp1·cndido entt'c 
las prolongacrones de ellos. 

Demostracion. Por el punto D tírese la cuerda DF 
par;ilela_ al uno AC de los lados del ángulo propuesto, y 
resultara fo_rmado el ángulo BDF igual al BAC, como 
corre~pond1ents:: que le es con respecto á la secante BD, y 
q_ue tiene por lnedida á la mitad del arco BCF compren• 
dido entre sus laJos, pues que su vértice se halla situado 
en la circunferencia (§. I I 2); mas 5iendo entre sí igua• 
les los dos arcos ED y FC, por estar comprendidos entre 
cuerdas paralelas (§. lo 8), se infiere que siendo el arco 
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BF equivalente áBC+CF ,habrá de ser por consiguien~ 
te igual á BC +DE; y pues que la mitad del are~ BF 
es ]a medida del ángulo BDF, y por lo tanto de su igual 
BAC, ::vendrá este último á tener por medida á la mita_d 
de la suma de los dos arcos BC y ED, la cual es equi

valente á la mitad del arco BF. 

TlWREMA, 

116. El ángulo ]AC, fig. 66, cuyo 'f)/rtlcc se halla Fig. 66. 
sitUtrdo fmra del círntlo, time por medida á la diferen-
citt de los dos arcos BC y DE comprendidos entre sus la-
dos; de los cuales arcos el uno dirlge lzácia el 'Vértice su 
conca'Vidad, y el otro su conw.tidad. 

Demostracion. Tirando, como en el caso anterior, 
por el punto D la recta DF paralela al lado AC, resul~ 
tará formado el ángulo l3DF igual al BAC, como cor
respondiente que le es con respecto á la secante BD, y 
que tiene por medida á la mitad del arco BF, compren
dido entre sus lados (§. I r 2); mas siendo entre sí iguales 
los arcos DE y FC por estar comprendidos entre cuerdas 
paralelas (§. 1 o 8), es de inferir que siendo el arco BF 
igual á BC-FC, sea tambien igual á BC-ED; y pues 
la mitad del arco BF es la medida del ángulo BDF, y 
por consiguiente de su igual BAC, tendrá tambien este 
(iltimo por medida á la mitad de la diferencia de los dos 
arcos BC y ED, eq_uivalente á la mitad del arco BF. 

l'ROJ3LEMA. 

I r 7. Levantar 'Una perpendicular en la extremidad 
A á una recta dada AB, fig. 64, sz'nprolongarla corno Fig. 64. 
se requiere si se sig11g ti método prescrito (§. 3 o). 
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Sol11cion, Tómese fuera de la línea AB un punto O, 
desde el cual , como centro y con un radio igual á AO, des
críbase una circunferencia de círculo BAH: por el punto 
B en que esta encuentre á la recta AB y por el centro O 
tírese el diámetro BOC, que determinará en la circunfe
rencia el punto C; y juntando este punto con el extremo 
A de la recta AB, la AC será la perpendicular que se ha 
pedido; pues que el ángulo BAC es recto(§. I I 4). 

PROBLEMA. 

:r I 8. Desde un 111mto dado A fim·a de un círculo, 
fig. 67, tirar una tangente al mismo círculo. 

Solucion. Se juntará con el punto dado A el punto O, 
centro del círculo dado, y sobre la recta AO como diá
metro se describirá una circunferencia de círculo que en
contrará á la otra BDB' en los dos puntos B y B'; y jun
tando cada uno de estos puntos con el punto dado A por 
medio de las rectas BA y B' A, estas serán dos tangentes 
al círculo BDB'. 

Con efecto , si se tirnn en este último círculo los dos 
radios BO y B'O, que serán cuerdas en el círculo BB'A, 
será recto cada uno de los ángulos OBA y OB1A, pues 
que sus vértices se hallan en la circunferencia del círcu
lo BB

1 
A, y sus lados pasan por los dos extremos de uno 

de sus diámetros(§. I 14). De consiguiente las dos rec
tas AB y AB' serán ambas tangentes al círculq BDB' 
(§. 103). 

PROBLEMA, 

Ir 9. Por tres puntos A, B, C, fig. 6S, que 110 es• 
tNz en línee:i rr:ctce , hacer pasar mia circunferencia de 
circula. 
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So!ucion. Si se juntan lo~ tres puntos dados A, B, C, 

d · de J,,s dos rectas AB y BC , estas dos rectas 
por me 10 " 
vendrán á ser otras tantas cuerdas del círculo que ha y a 

d or los puntos propuestos; y levantando en el e pasar p . 
1 

d enmedio de la recta AB la perpend1cu ¡¡r DE, punto e . 
¡ unto de enmedio de la BC su respectiva per-y en e p . • d 

d . l FG el centro O que á un nusmo tiempo e-pen 1cu ar , , . 
be hallarse en una y en otra perpendicular.(§. I o 5), no 
podrá menos de ser el punto de 1a mutua rnterseccion de 
ellas, la cual necesariamente habrá de ~erificarse (§. 4 7). 

1 2 o. 1.º Corolario. La construcc1on que acabamos 
de exponer no nos da mas de un solo punto ~ara que nos 

sirva de centro, asi como nos da un solo radio, pues que 
siendo las rectas OA y OC iguales á BO, como oblicuas 
que se hallan á iguales distancias de las respectivas per
pendiculares OD y OF, habrán de ser iguale~ entre sí. 
Es, pues, evidente que no hay mas de una cirrnnferen
cia de círculo que pueda efectivamente pas.ir por los tres 

puntos propuestos A, B y C. · . . 
Cuando estos tres puntos se hallan en una misma rec-

ta, viene á ser insoluble la cuestion, porque en tal caso 
. son entre sí paralelas las perpendiculares DE y GF (§ .. 

3 9), y no pudiendo de consiguiente encontrarse, no es 
posihle nos indiquen para centro á punto alguno. Con 
efecto, ninguna circunferencia de círculo ·puede pasar por 
los ttes puntos propuestos, porque con solo que pas~se 
una, se nos presentarian en ella tres_puntos. que la serian 
comunes con una recta, lo cual seria contrario á lo de-

mostrado(§. 94). . . • 
1 2 1. 2. º Corolario, De la misma propos1c10n se s1-

gue que las circunferencias de dos círculos no pueden te
ner tres. puntos comunes sin que resulten enteramente 

TOMO III, o 
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confundidos los drculos; porque si por tres puntos dados 
en una circunferencia de círculo practicamos la construc
cion que nos indica la solucion del problema anterior, nos 
ha de resultar necesariamente que el radio del nuevo cír
culo ha de ser totalmente igual al del primero, y los cen
tros de ambos han de confundirse con un mismo punto. 

Por esta razon las circunferencias de dos círculos no 
pueden mutuamente encontrarse en mas que en dos puntos. 

TEOREMA, 

I 2 2. Dos circunferencias de cí1·czelo que pasen por 
un mismo punto de la recta que junta sus centros , no tie
nen comun mas que aqzul punto , en el cual de consiguien
te u tocan; y por la i'nversa, siempre que se toqum dos 
círculos , sus centros y el punto de contacto se hallan en 
una líne.,,-i rut,1. 

. Demostracion. I.
0 Si los centros O y O' de las 

Fig. 6 9 · circunferencias de los círculos AC y AC, fig. 6 9 , estu
viesen ambos situados á un mismo lado del punto A co• 
mun á las dos circunferencias en la recta 00', y si hubié
semos tomado en la circunferencia del mayor radio un. 
punto cualquiera M1

, juntando este punto con los centros 
O y O', resultará formado un triángulo 0 10M1

, en el 
cual tendremos:· 

001-1-0M1>0'M1
; ú 0 10+0M1 >01A; 

y siendo 0/A=OO' -¿-OA, se inferirá que 
00' +OM1 > 001 +OA; 

y que de consiguiente OM1 > OA. Se ve, pues, que en 
todo caso se halla el punto M 1 fuera del círculo mas pe• 
queño AC. • 

2. º Si los centros se hallan situados á distintos lados 
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del punto A, por ejemplo en O y en 0
11

, el triánguló 
I OM11 0 11M 11 OA 01\/1110'' nos clara desde luego que + > 

-+- o'' A, de donde se infiere que OM
11 

> OA; pues que 
0 11 A;::::: 0'1M 11

• Por consiguiente se halla fuera del círculo 

M il 
AC el punto . 

Á fin de demostrar la proposicion inversa habremos. 
de observar, que siendo comun el punto A á las_ dos cir • 
cunferencias, no estuviesen sus centros en una °:1sma rec
ta OA, esten, si se quiere, sobre otra cualquiera recta 
O'M', de modo que el centro del círculo menor se halle 

en o. En tal caso tendremos: 
0 10+0A >01A, ó> O'M'; 

de lo cual, quitando de una y de otra parte á la O' o, nos 

quedará oA> oM'; . . . 
lo cual es absurdo, porque siendo por supos1c1on oA radio 
del círculo pequeño AC, debe ser igual á om, que es 

necesariamente menor que oM'. 
Cuando dos círculos se toquen exteriormente como 

AC y AC'', es bien claro que la línea mas corta qu,e se 
pueda tirar desde el centro del uno ª: del otro debera, ser 
igual á la suma de sus respectivos rad10s, y que es:a lrnea 
mas corta pasa por el punto de contacto; pues st pasase 

Por cualquiera otro punto M'' y juntásemos con este pun• 
· l OM" 0 11M 11 e to los centros por medio de as rectas y , ~ • 

ríamos que la suma de estas es mayor que la de los radio~; 
y como deba ser recta la línea mas corta que p1.1eda ti-

rarse de un punto á otro, es consiguiente . que sea recta 

la línea OAO". _ 
123. Observaciones. En el §. 2 2 hemos ya indica• 

do las condiciones que deben tener lugar para qu~ s~ cor
ten dos circunferencias de círculos, y las vemL!> aqu1 con• 
firmadas de nuevo por el teorema antecedente; pue) se 
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ve con bas~ante ~laridad que las circunferencias AC y AC' 
no se tocanan m menos se cortarian, si la distancia 00' 
de los centros fuese menor que la diferencia de los me
dios, asi como siempre que la distancia 0011 sea mayor 
que la suma de los radios de los círculos AC y AC" n 

, . 1 ' o sera pos1b e que se toquen sus circunferencias. 
Pues que los círculos AC, AC' y AC11 tienen sus 

centros, y el punto de su mutuo contacto en una misma 
linea recta , la perpendicular AB levantada á esta recta 
en el punto A los debe tocar á todos á un tiempo(§, I o 3). 
. Por otra parte es bien visible que aunque no pueda 

tirarse recta alguna entre el círculo AC y su tangente 
~e p_ueden hacer pasar sin embargo por entre los dos un; 
rnfimdad de circunferencias de diferentes círculos *· 

PllOBL.EMA, 

I 2. 4• · Describir un círculo que toque en un punto da• 
do A_, fig. 70, _á una recta AB dada de posicion, y m• 
ya circu11ferenc1.1, pase por otro punto dado C. 

,¡. Esto ,es lo que en s~stancia quiere decir aquella proposicion que 
muc~os ge?metras sostuvieron, y en que afirmaban que el ángulo de 
contrn~enc1a CAE formado en el punto del contacto entre la circun· 
~aencu y la tangente es menor que cualquiera otro áncrulo rectilíneo ó 
armado ~~r dos rectas, por pequeño que sea este último. La disputa 

que ocumo sobre este negocio no procedió de otra causa sino de uc 
no. est:b1n ~o.do~ de acuerdo sobre ~I significado que en este caso a?ri
burnn a _la ,oz angulo_. Los que aplicaban al ángulo la nocion deducida 
de la~ lrneas rectas, v1end~ en el ángulo de contingencia un espacio in
ddinid_o CAB, comprendido entre la circunforeoda AC .y su tangen'
:e, teman ~~zon en negarse (¡ mirarlo como menor que otro cual uiera 
:~glllo rect111nw; porque ~e \'e con bastante claridad que se pue~e ti-

r por d punto;-\. una recta que pase por entre los puntos C B 
P':rn toda esta disputa, c¡ue en realidad giraba sobre ]as al b y h • 
~aid_o e~ el_ 0_lvido desde que se advirtió que no intcresaba~·o!a :~sg~;: 
;¡ .o, pnoc1p10s. · ,, 
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Solucion. Levántese á la recta AB en el punto A, la 

perpendicular .AO', y juntando los puntos A y C, l~van
tese en el punto medio de _la recta_AC la perpendicular 
DO'; y el punto O' de la mterseccton de las dos pet:pen
dicu lares será el centro del círculo que se nos ha pedido. 

Con efecto , el centro de este círculo debe hallarse 
en la recta AO' perpendicular á la tangente AB, y que 
pasa por el punto A, "lugar del contacto del círculo y d~ 
la recta AB (§. 1 o 3); debe igualment~ hallarse en la DO 
perpendicular en el punto de enmed10 de 1~ recta AC:, 
que juntando los ·dos puntos A y C de la circunferencia 
pedida, viene á ser una cuerda(§. 105). Debe, pues, 
ser el centro del círculo el punto comun 0' de la mutua 
interseccion de las dos perpendiculares. 

PROBLEMA, 

1 2 S. Describir im círculo que toque en un punto da• 
do A á otro círculo dado AE, y que pase por otro punto 

dado C. 
So!tlcion. Se juntarán como en el problema preceden-

te los dos puntos dados A y C; y levantando en el pun~ 
to de enmedio de la cuerda AC la perpendicular DO', 
habrá de pasar esta por el centro del círculo pedido. _En 
seguida se tirará por el centro O del círculo dado y por 
el punto A una recta, en la cual rambien deberá estar el 
centro del círculo pedido (§. I2 2.); y,, el púilto O', en 
que esta recta prolongada, si acaso es necesurio , encueil~ 
tre á la recta DO', será en tal caso el centro del círculo 

pedido. . 
Ni aun cuando el punto dado C pasase á ser C', y 

estnviese dentro del círculo dado AE, habrá de variar la_ 
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construccion , y solo se notará la diferencia de que el cfr. 
culo pedido quedará envuelto por este otro. 

PROBLEMA. 

Fig. 64. I2 6. Describir sob1·e una recta dada EF, fig. 64, 
11n círculo t,1/, que todos los ángulos que tengan su -vérti
ce en la circrmf,,rencia, y esten colocados á un mismo lado 
de la tal recta é insistan sobre sus n:tremidadu , sean 
iguales á tm ángulo dado. 

Solucion. Tírese por el punto E 1a recta KM que ha
ga con EF un ángulo KEF igual al ángulo dado, y cu
ya abertura esté dirigida hácia el mismo lado que las de 
los demas ángulos que se han pedido. Despues de lo cual, 
no h.ibrá otra cosa que hacer que construir (§. r 2 4) una 
circunferencia q ne pase por el punto F, y que toque en 
E á la recta KM. 

Por lo expuesto (§. r I 4) es bien claro que teniendo 
todos los ángulos EGF, EHF·, EIF la misma medida 
que el ángulo KEF, serán iguales al ángulo dado. 

N. B. Este problema suele tambien proponerse en los 
términos siguientes: Describt'r sob1·e ttna recta EF zm 
segmento 6 una porcion de circulo, capaz de contener u11 
ángulo dado. 

TEOREMA. 

. I 27. ·si· dos secantes que parten desde mz nzt'smo punto 
F1g. 7 I. E tomado fuera de un circulo, fig. 7 I , estan prolongadas 

lu1sta fo parte de la cirwnferencia que mas diste de 
aquel punto, serán recíprocamente proporcionales á szes 
partes :xten'orcs: es decir, qt~e tmdrernos la siguiente 
proporczon : 
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AE : DE : : CE : BE;:· '. 
en !ti mal una de las secantes y stt parte exterior. fo1·111?tiz 

los extremos, mientras la otra secante J su respectfva 
parte exterio,- forman los medios. 

Dmzost,-acio1i. Tírense las cuerdas AC y BD , y 
resultarán formados los dos triángulos AEC y BED, 
que son entre sí semejantes, por ser dos ángulos del 
uno respectivamente iguales á dos del otro ( §. 6 5 ); 
conviene saber, el ángulo ACD es igual al ABD por 
tener el uno y el otro su vértice en la circunferen
cia, y ambos insisten sobre un mismo arco AD (§. 1 I 4 ); 
y ademas de eso tienen comun el ángulo AED. Com
parando, pues, sus lados homólogos , tendremos esta pro-

AE:DE::CE:BE; 
la cual viene á ser el objeto de la proposicion. 

I 2 8. Obser-vacion. Si nosimaginamos que la secante 
EC gire al rededor del punto E adelantándose bácia F 
como para salir y desembarazarse del círculo, los dos pun
tos C y D de interseccion con la circunferencia se irán 
aproximando uno á otro sin cesar, haciéndose cada vez 
mas pequeña la diferencia entre tbda la t.ecante y .su parte 
exterior·; y no dejando por eso de se! verdadera la pro .. 
porcion que acabamos de demostrar, es muy natural, in .. 
ferir que habrá de verificarse aun cuando sea enteramen# 
te nula aquella diferencia; es decir, aun cuando llegue 
la recta CE á ser la tangente .. EF, y haya venido la part~ 
exterior á igualarse con toda la secante. En tal caso ten
dremos esta proporcion: 

AE : EF : : EF : EB; 
la cual nos hace ver que la tangente EF es media propor .. · 
cional entre roda la s.ecante BE y su parte exterior AE. 
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Esta proposicio11 puede tambien.demostrarse d prio
t'i del modo siguiente. 

Fig. 7 2. Con haber tirado hs cuerdas AF y BF, fig. 72, .nos 
resultan lo~ triángulos AEF y BEF, en los cuales es 
conrnn el ángulo E, y entre sí iguales Jos dos ángulos 
EBF y EF A , como que ambos tienen el vértice en la 
circunferencia, é insisten sobre un mismo arco AF. La 
comparac1on, pues, de sus lados homólogos nos dará 

AE : EF : : EF : BE. 

TEOREMA, 

t 2 9. Dos cuC1"d,ts AB y CD que se encuentran 
Fig. 7 3. dentro de un círrnlo, :fig. 7 3, se cortan entre sí en partes 

6 segmentos rccíprocmne11te p1·oporcionales, J de modo que 
m l,:t proJ7orcion que nos resulta, 

AE : DE:: CE : BE, 
las pat·tes Ó segmentos de una de. las. cuerdas -oengan á 
set los extrenz@s, mt"entras que los aG la otra formen los 
medios. 

Demostracion. Tirando las cuerdas AC y BB; resul
tan formados los triángulos· AEC yBED, que deben ser 
e'ntl'e sí semejantes poc ser los ángulos del uno respecti
vamente iguales á · los del otro ( §. 6 5); á saber, el. án
gulo ACD igual al ABD, por tener ambos su vértice· en 
la circunferencia é insistir sobre un mismo arco AD .. ( §. 
:r r 4) ; por otra parte el ángulo CAE es igual por la 
misma razon al EDB; ademas de que los ángulos opues
tos en el vértice E ·han de ser iguales. Comparando, pues, 
entre sí sus lados homólogos, tendremos esra proporc10n: 

AE : DE : : CE : BE; 
la cual es el objeto de la proposicion. 
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N.B. Es muy fácil echar de ver que este teorema y 

el del §. I 27 no son mas que dos casos particulares de 
u na misma proposicion, que se puede expresar en estos 
términos.: 

Siempre que dos rectas se corten entre sí J encuentren 
á una circunferencia de círculo, cad,1 una en dos punto, 
diferentes, las distancias del punto de stt mutuo encuen
tro á cada uno de aquellos en que ellas cortan la circimfe
rencia del círculo, son rcc~irocame11te proporcionales. 

1 3 o. Corolario. Si la cuerda AB pasare por el cen
tro ó fuere diámetro, y fuere perpendicular á este la cuer-
da CD, fig. 7 4, esta última estará cortada en dos partes Fig. 7 4. 
iguales ( §. I 06 ), y la proporcion 

AE : DE : : CE : BE 
vendrá á ser AE: CE :: CE: BE, 
pues que DE:::: CE. Será, pues, la recta CE media pro
porcional entre las partes ó segmentos AE y BE del diá. 
metro AB. 

De lo cual se sigue que para determinar una media 
proporcional entre dos rectas dadas M y N, bastará po
ner las en línea recta la una á continuacion de la otra, la 
primera desde A hasta E , y la otra desde E hasta B ; en 
seguida sobre la suma AB de las dos dadas, como que 
debe ser un diámetro, descríbase un círculo; y por últi
mo en el punto de reunion de las dos rectas dadas M y 
N levántese al diámetro AB la perpendicular EC: y es
ta última será la media proporcional que se nos ha 
pedido. 

I 3 I. La proposicion que forma el asunto del coro
lario precedente, resulta inmediatamente de la propiedad 
del triángulo rectángulo demostrado(§. 7 4); porque si se 
tiran las cuerdas AC y CB, será recto (§. r I 4) el ángu-

TOMO III, p 
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lo ACB; y con arreglo á lo establecido ( §. 7 4) pode. 
mos contar seguramente con las siguientes proporciones: 

AE : CE : : CE : BE; 
AE: AC :: AC: AB; 
EB : BC : : BC : AB; 

resultando de estas dos últimas que la cuerda tirada por 
una de las extremidades de un diámetro es media propor
ciclnal entre todo el diámetro y la parre cortada de él por 
la perpendicular que se le baje desde el otro extremo de 
la cuerda. 

Por este medio podremos tambien determinar una me
dia proporcional entre dos rectas dadas, eligiendo á la ma
yor AB pard diámetro de un círculo; aplicando sobre es
ta la segunda desde A hasta E; levantando la perpendi
cular EC; y tirando por último la cuerda AC, la cual 
será, segun lo expuesto, la media proporcional que se nos 
ha pedido. 

PROBLEMA. 

Fig. 75. I 32. Di-vidir una línea recta dada AB, fig. 7S, 
en media y extrema razon; es decir, de modo que tenga
mos esta proporcion: 

AC : BC : : BC : AB, 
m la cu.-1! _la.i:_ar~e BC, que es la mayor de las dos en que 
debemos dn)tazr a la rect,i dada, sea media proporcional 
mtre todti est,i recta AB y su otra parte menor AC. 

.. Solucion. Levántese en una de las extremidades 
d~ la recta AB la perpendicular AE que sea igual á la 
nmad de aquella recta; tírese BE; desde el punto E co
mo centro y con el radio AE descríbase un círculo ADF· 
?ºr último desde el punto B como centro, y con un radi~ 
igual á BD, descríbase el arco DC que corte á la recta 
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d d l Ptlnto C en el cual quedará dividida en me-
a a en e , 

dia y extrema razon. , 
Para demostrarlo pro1onguese BE hasta F pnra te-

ner con arreglo al §. I 2 8 
BD : AB : : AB : BF; 

de donde se deducirá que 
AB-BD : BF - AB : : BD : AB; . 

AB-BD-AB-BC=AC; 
pero - d · 1 AE es la 
y pues que por construccion la perpen icu ar 

· d de la AB es consiguiente que AB = 2 AE = FD; 
lnlt<i ' D 
de lo cual se deduce que BF-AB=BF-FD _B = 
BC ; y por tanto AC : BC : : BC : AB; proporc1on en-
teram.:nte conforme á la propuesta del problema. 

PROBLEMA, 

I 3 3. Describir un círculo cuya circunferencia pase, 

por dos puntos dados C y D, fig .. ~6, y :oqiie ademas a 
una recta inde_jinida AB rnya posicion este dada. . 

Solucion. Jú.ntense los puntos D y C por med1~ de 
. una recta, y prolónguese -esta hasta que encuentre a ~a 

AB en A; hállese inmediatamente des pues una me~ia 
proporcional entre AC y AD , con arregl~ al métod_o in

dicado (§. 13 1); y siendo la AE la media proporc1om11, 
se la aplicará á la AB , describiendo desde A como cen• 
tro y con un rndio igüal á la AE el arco EF, el cual de
terminará el punto F que debe ser el de contacto de la 
recta AB y de la circunferencia que se busc~. Podremos, 
pues, describirla siguiendo el método presento (§. I 1 9) 

ó el del §. I 2 4. · 
Esta solucion se demuestra con solo hacerse cnrgo de 

que la línea AC es una secante, y de que la cue_st!ot1 es .. 
tá reducida á determinar en la recta AB la pos1w.,n del 
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punto de contacto, con respecto al cual, segun lo estable
cido (§. I 2 8), _debemos tener: 

AD:AF::AF:AC; 
de donde se infiere que obtendremos la distancia AF, de
terminando fa media proporcional entre 1a AD y la AC *. 

TEOREMA, 

I 3 4. En un semicírculo las segundas potencias 6 
rna ir:tdos de /,is lo1tr;itudes de las rnerdas AC y AF que 
parten de una de /.is extremidades del diámetro, fig. 74, 
son pro;1orciona!es á los segmentos AE y AG comprendi
dos rn et mismo di,ímctro entre la extremidad comun dr: 
las rnerd,ts J el pit: de /.1 perpendicular bajada desde la 
otr.1 e:rtrmzidad de cada una de ellas. 

. Demostrd~ion. Siendo las cuerdas AC y AF respec• 
tm:imente medias proporcionales entre el diámetro AB y 
cad,1 uno de sus segmentos AE y AG ( §. 1 3 r ) , ten
dremos 

-2 -2 

AC :::: AB X AE y AF =: AB X AG; 

'f ,El pro_blema del p:írr_afo anter!or y el de este son susceptibles 
de do,, soluciones. En el primero satisfacen á las condiciones dé /a pro, 
_pue; ta, no solo la _línea BD, fig. 7 5 , sino tambien l.¡ línea BF, en tan
to q¡¡e AB es media proporcional entre BF y BD. (Véase la Á'fli · 
J / , 1 ! , j • CllCJOn ut a,._g.e :ir.:1 a ~z. geo1netr1J.) 

En el último problema se puede llevar la línea AE ffo, 
7

6 
<ol d , :! , h f · . • , . . , no 
• 

0 
ese e -• -1s1a , sino tamb1en por el lado opuesto hJsla Ft con fo cual tendremos otro círculo, cuya circunfc:rencia toque :í la ;ccta 

AB e.n fl, y que pase por los puntos D y C. 
_S'. desde luego se nos presenta,e paralela á la línea AB la DC, no 

d;na :i cono~er al punto F la construccion que hemos indicauo; mas 
L1en se_ \'e qu~ en tal caso la perpendicular levantada en el punt

0 
de 

enn:ed10 d.: fa ~uerda DC y que pasa por d centro del círculo edido 
deh1rndo tamb1en ser perpendicular á la tangente AB, deiermi~ará j 
punto de contacto F (§. 1og). e 
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de donde fácilmente se infiere que 

AC2= .AF2=: ABxAE: ABx AG, 
de la cual, con solo suprimir el factor AB por ser comun, 
á los dos términos de la segunda razon, resulta que . 

--1 --! 

AC : AF : : AE: AG. 

De los polígonos inscri'tos y circunscdtos al círrnlo. 

1 3 S. Obser"{)acion. :Bien claro es que en todo caso, 
pues que se puede hacer pasar la circunferencia de un 
círculo por tres puntos dados que no se hallen en una 
misma línea recta ( §. 1 I 9), se la podrá tambie~, hacer 
pasar por los vértices de los tres ángulos de un trtangulo 
cualquiera ABC, fig. 77; y en tíll c¡¡so el triángl.llo A~C 
se llama inscrito al círculo, asi como este se llama cir-
t:ttnscrito al triángulo. . 

Esta propiedad del triángulo comunica 1a mayor cla
ridad á todas las q_ue en los §§. 3 6, 37 y 5 I se ha de• 
mostrado pertenecerle: , 

1. 0 Se ve bien claro que la snma de los tres angn-
los de cualquier triángulo rectilíneo ha de equivaler á la 
de dos ángulos rectos; pues suponiéndolo inscrito en un 
círculo, se verá sin la menor dificultad que teniendo cada 
iingulo su vértice en la circunferencia, habrá de tener 
por medida á }a. mitad del arco que comprenden; y como 
la suma de los tres arcos equivalen á toda la circunferen
cia, es consiguiente que las mitades de los tres arcos equi
valgan á la semicircunferencia, que es justamente el va.; 
lor de la suma de dos ángulcs· rectos (§. I I o). 

2,º La igualJad de dos ángulus, de A y B por ejem
plo, trae consigo la igualJad de los dos arcos opuestos 
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CB y AC, que como ya se sabe, han de ser respectiva-
mente dobles de los que sean fas justas medidas de lo$ 
ángulos (§. I I 2); serán, pues, .iguales entre sí las cuer
das de los Urcos entre sí iguales CB y AC, las cuales no 
son otra cosa que los lados respectivamente opuestos á los 
dos ángulos A y B (§. 9 9 ). Con igual facilidad se demos-
traría la inversa de esta proposicion. · 

3. º Como cuando un arco es m:iyor que otro, con 
tal que cada uno de ellos sea menor que la semicircun
fürencia, debe el mayor estar subtendido por mayor cuer
da, se infiere con evidencia que al ángulo mayor de un 
triángulo, b está opuesto el mayor de los lados del mis
mo triángulo. 

PROBLEMA, 

I 3 ~. .Inscribir un círculo en un triingulo ABC, fig. 
78; es decir; describir en el interior de este triángulo un 
cfrmlo cu¿·t1 circmferencia toque á los tres lados del tri
,íngu!o. 

Solucion. DivíJanse en dos partes iguales dos ángulos 
cualesquiera del triángulo dado (§. 1 I 1), A y B por 
ejemplo; y el punto O de intersec:ion de las dos rectas 
AO y BO por cuyo medio se ejecuta aquella division, se
rá el centro del cfrcnlo pedido. 

. Co~ efecto, si desde el punto O se baja una perpen
d:cular a e;~ª uno de los tres lados AB, AC y BC, se
ra:1 entre ~1 iguales(§. 34) l,1s triángulos AEO y ADO 

1 . , 1 , 
as1 como os tnangu us DOB y BOF; pues por lo. res-
pectivo á los dos primeros, tiene cada uno de ellos un án
gul~ recto en D y en E , y ademas son entre sí iguales 
los angulos EAO y DAO, como mitades que son del mis• 
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nw áno-ulo DAE, y fuera de eso el lado AO les es co
mun. Lo mismo podemos decir de los dos últimos trián
gulos, pues que tambien son rectángulos el uno en D y 
;l otro F; los ,íngulos D~O y FBO son entre sí iguales, 
como mitades que son de un mismo ángulo DBC; y á los 
dos triángulos les es comun el lado BO. Son, pues, los 
dos primeros totalmente iguales entre sí, y los dos segun
dos lo mismo: de lo cual se infiere que las tres perpendi
culares EO, FO y DO son todas entre sí iguales, y que 
de consiguiente la circunferencia de círculo que se describa 
desde el punto O como centro, con un radio igual á cual
quiera de las tres perpendiculares, no hará mas que tocar 
á los tres lados del triángulo ABC. 

Como para esta demostracion no hemos hecho hasta aho
ra uso mas que de los dos ángulos A y B, será convenien
te repetirla, combinando con cualquiera de esos dos ángu
los al tercero G, para que igualmente se vea que el cen.;., 
tro del círculo pedido es constantemente el mismo punto 
O. Para esto júntese el punto O con el vértice del tercer 
ángulo G, valiéndonos de la recta OC; y la. total igual
dad de los triángulos CEO y CFO, por ser rectángulos, 
él uno en E y el otro en F, y por tener entre sí iguales· 
los lados EO y FO, y últimamente comun el lado CO 
(§. 34) nos hace que tambien la recta CO divide en dos 
partes iguales el ángulo C. 

137. Obscr'Vacion. Pues que por tres puntos dados 
que no esten en una misma recta no se puede hacer pasar 
mas de una circunferencia de círculo, es bien claro que 
si se nos diese ademas un cuarto punto D, fig. 77, po
chia muy bien caer este punto fuera del círculo ABG, 
y en tal caso seri:i imposible inscribir en un círculo al cua
drilátero ACDB; y con mas jnsta razo11 deberán .hallarse 

Fig. 77· 
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excepciones respectivas á polígonos cuyo número de lados 
sea mayor que cuatro *· 

TEOREMA. 

I 3 S. Todo polígono de cualquier número de lados, 
en caso de ser regular, es dc'Cir, siempre que todos sus 
ángulos SMll rntre sí í'gualcs, J lo sean t.1mbien eiztre sí 
todos sus lados, puede inscribir se¡ circunscribir se á un 
círculo. 

Dnnostrací'on. Sea el polígono ABCDEF, fig. 79, 
cuyos ángulos ABC ,BCD, CDF &c. sean todo. entre sí 
iguales, sucediendo lo mismo á todos sus lados: 

I.
0 La circunferencia de círculo que pase por los 

vértices A, B y C de tres ángulos cualesquiera del po
lígono, habrá necesariamente de pasar por todos los de, 
mas; porque si desde el centro O del círculo ABC se ti
ran. las rectas AO, BO, CO, DO &c. , las tres primeras 
serán por construccion radios del cfrculo, y de consiguien
te iguales entre sí; los triángulos isósceles AOB y BOC 
deberán tarnbien ser entre sí toral mente iguales, por ser los 
tres lados del uno respectivamente iguales á los tres del 
otro, pues que por suposicion BC = AB ; y siendo entre 
sí iguales los ángulos ABO y CB0, cada uno de ellos se• 
rá la mitad del ángulo ABC del polígono; el ángulo BC0, 
que es igual á los dos ya mencionados, será. tambien por 
consiguiente la mitad del ángulo BCD, igual por supo~ 

* . ~or la sola inspeccion de la figura se pone en claro que todos los 
cuadnlater.os, tal~s como ACEB, en los cuales la suma de los ángulos 
E Y A e9t11valga ~ la de dos fogulos rectos (§. 1 r 2) pueden inscribirse 
en un ctrculo; y Justamente ~n el ACJ?B aquella suma es mayor que la 
de dos rectos por lo respecttvo á los angulas C y B, y menor por lo 
que toca~ los dos A y D (§. u6), 
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sicion al ABC,; el ángulo 0CD será la otra mitad, y de 
consiguiente será igual :il BC0. Ahora bien, siendo igual 
por s~1 posicion CD á CB, los. triángulos BCO y óCD, 
que tienen dos lados y el :íngulo comprendido del uno 
respectivamente iguales á otros dos lados y al ángulo com
prendido del otro, habrán de ser totalmente iguales y 
darnos OD =OC; de modo que el punto D deberá ha
llarse en la circunferencia del círculo ABC. Del mismo 
modo se demostrará que se hallan tambien en ella el pun
to E y los demas que le siguen. 

2.º Si desde el punto O, centro del círcu1o circuns-
crito, y juntamente del polígono inscrito ABCDEF se 
baja una perpendicular á cualquiera lado AB de los del 
polígono, la circunferencia GH, descrita desde el punto 
O como centro con el radio GO, y que en consecuen
cia de su construccion toca al lado AB en el punto G, 
tocará asimismo á cada uno de los lados en su respectivo 
punto de enmedio; porque si desde el punto O se baja al 
lado BC inmediato al AB la perpendicular OH, los tri, 
ángulos OBG y OBH, que en primer lugar son rectán• 
gulos, el uno en G y el otro en H; que tienen ademas 
el ángulo GBO igual al OBH, y comun la hipotenusa 
OB, serán totalmente iguales (§. 3 4), y de consiguiente 
darán OG= OH. Tocará, pues, la circunferencia GH al 
lado BC en el punto H, que es el de enmedio, pues que 
son entre sí iguales las oblicuas 0B y OC. El mismo ra
zonamiento . nos hará ver que la tal circunferencia tocará 
asimismo á cada uno de los <lemas lados del polígono en 
su respectivo punto de enmedio. 

I 3 9. Observacion. Los ángulos AOB, BOC, COD 
&c. formados por los radios tirados desde el centro O á los 
vértices de los ángulos del polígono, se llaman ángulos 

TOMO III. Q 
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en d cmtro, para distinguirlos de los otros cuyos Yértices 
se hallan en la circunferencia, cuales son ABC , BCDs 
CD E &c., los cuales por esta razon son conocidos bajo la 
denominacion comun de dngulos en la circzmferencia. Son 
enteramente iguales entre sí todos los á11gulos en el centro; 
y equivaliendo la total suma de ellos á la de cuatro rec
tos(§. I 3), equivaldrá cada uno al cuociente que resul
te de la division de esta suma por el número de ángulos 
ó lados del polígono propuesto. 

TEOREMA. 

I 40. Los polígonos regulares de un mi'smo número 
de lttdos son entre sí semejantes, y stts contornos 6 pe1·í
m~tros son entre sí como los radios de los círculos á qw: 
estm inscritos 6 circunscritos. 

Dnnostracion. r. º Estos polígonos tienen todos sus 
ángulos respectiv,1mente y entre sí iguales; y siendo asi
mismo los lados del primero iguales entre sí, y los del 
segundo tambien iguales entre sí, los unos y los otros es
tarán todos en la misma razon , y de consiguiente son entre 
sí proporcionales. Son, pues, entre sí semejantes los polí
gonos (§. 87). ~ 

2.
0 Siendo entre sí iguales los ángulos AOB y aoh; 

y siendo por otrn parte isósceles los dos triángulos AOB 
y aob, serán entre sí semejantes (§. 6 6) , y nos darán: 

AB : ab : : AO : ao; 
y siendo entre sí los contornos ó perímetros de los polí
gonos ABC))EF y abcdef, como sus respectivos lados 
homólogos AB y llb (§. 9 3), habrán de tener entre sí, 
en consecuencia de esta última proporcion, la misma ra
zon que los radios AO y .10 de los círculos en que se ha"
llan inscritos los polígonos. 
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La igualdad de los dos ángulos BAO y b,10 nos ha

ce conocer la semejanza de los triángulos AGO y ago , de 

la cual se deduce que 
AO : ao : : OG : og; 

y de esta se concluye que AB : ab : : OG : og; Y de 
consiguiente siendo los contornos ó perímetros de los po-

' 'l lígonos propuestos proporcionales á sus lad?s horno ogos 
AB y ab , deberán asimismo serlo á los radios OG Y og 
de los círculos á que se hallan circunscritos. 

PROBLEMA. 

I 4 r. Hallándose inscrito m un círculo un poligo~zo 
regular de cttalquier número de lados, ins:ribir en el mis~ 
mo círculo otro polígono regular de un numero de lados 
doble del de los del primero, y determinar el 'Valor de 
cada ,zmo de los lados del segundo. . 

Solitcion. Sea AB, fig. 80,uno de los lados del pn• Fig.80. 
mer polígono , y AOB uno de sus á~gulos en el ~entro: 
divídase este ángulo ó el arco AB'B que lo mide en 
dos partes iguales en el punto B' (§. r I I), f las rectas 
AB; y B'B , que son entre sí iguales, serán evidentemen-
te dos lados contiguos del nuevo polígono. 

Para determinar ahora el valor de AB\ prolónguese 
el radio B'O hasta D, y en tal caso tendremos (§. I 3 1 ): 

AB'
2 

= B'Dx B1E= ACx B
1
E; 

y siendo B'E = B'O-EO, y sabiendo que en el triángu• 

lo AEO rectángulo en E es el lado EO Y Ao
2 

_-.AE\ 
y AE= ½AB; que B'O= AO; y que AC = 2.AO, po
dremos concluir de todo que 
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B'E=AO-VA0
2 

-(½Ai1 

Y que AJ~?= 2AO ( AO - YAo 2-(½AB)
2
). 

Si adoptamos por medida comun Ó por unidad al ra
dio AO del círculo, en que estan inscritos los polígonos 
propuestos, será AO = I ; y resultará 

En caso que en el punto B" dividiésemos al arco 
AB en dos partes iguales , veríamos del mismo modo que 
el lado del polígono que tenga un número de lados doble 
del precedente, tendrá por expresion de su valor 

AW'; = 2 ( l - V 1 - ( ½ AB') 2 
); 

y asi de los demas. 

14 2. Despues del triángulo equilátero, el polígono 
mas sencillo que se nos presenta es el cuadrilátero que 
tenga sm lados entre sí iguales, y lo mismo todos sus 
ángulos. Este polígono es comnnmente conocido bajo el 
nombre de cuadrado. 

. Y equivaliendo (§. 8 2) la suma de los ángulos in te
nores de cualquier cuadrilátero á la. de cuatro ángulos 
rectos , y siendo entre sí iguales todos los del cuadrado 

. forzoso es que cada uno de ellos sea un ángulo recto. Asi 
F1g. SI. el cuadr.:ido ABCD, fig. 8 I , ademas de tener entre sí 

iguales sus cuatro lados AB, BC, CD y AD, tiene sus 
Cllatro ángulos A, B, C y D rectos. · . 

I 4 3 • OhSo-1:,tcionc's. El cuJdrndo es evidentemente 
,:lll parnldógramo (§. 79 ), cuyos ángulos son entre sí 
Jguales,. y cuyos lados lo son tambien; y es necesario no 
confundirlo con el parnlelógtamo, que teniendo sus la-

¡ 
f 

, 
t 

f 
.! 

1 

1 

DE GEOMETRIA. 125 

dos entre sí iguales, tenga al mismo tiempo desiguales sus 
ángulos, A este último, cuyo ejemplar se nos muestra en . 

~ d . b F10-.S2. la figura 8 2 , lo enomtnamos rom o. o 

Siempre que sean desiguales los lados contiguos, y 
permanezcan rectos los cuatro ángulos, el parnlelógramo 
toma el nombre de rectcfngulo; cuyo ejemplar se nos pre-
senta en la fig. 83. . . Fig. S3, 

Es bien visible que todo rectángulo puede ser 111scr1-
to en un círculo; porque siendo en este caso entre sí igua
les sus dos diagonales AC y BD, se cortarán mutuamente 
entre sí en un punto O, que se halla igualmente di~tante 
de los puntos A, B, C y D; pues en general AO = OC; 
y DO=0B (§. So); y de consiguiente los tales puntos 
se hallarán en la circunferencia del círculo descrito desde 

el punto O como centro con un radio igual á AO. 

PROJ3LEMA, 

r 44. Sobre una recta dada AB construz'r un cua-
d d fi 8 Fig.Sr. ra o., g. I. 

Solucion. Levántense en los dos extremos A y B de la 
recta dada las dos perpendiculares AD y BC; y que estas 
sean iguales á la AB; y juntando por medio de una recta 
los extremos C y D de las dos perpendiculares , resultará 
formado el cuadrado ABCD que se nos ha pedido. 

Con efecto, siendo por corntmccion paralelos é igua
les entre sí los lados AD y BC, lo serán asimismo entre 
sí los dos lados restantes DC y AB ( §. 5 4); y equiva
liendo ú b suma de dos ángulos rectos la d<:: los ángulos 
ADC y BAD internos de un mismo lado (§.

1

47); y :ie~1-
do por construcc:on recto el segundo, debera serlo as1m1s
mo el primero. Lo mismo se demo~trnrá con resp,;;:cto al 
.íngulo BCD comparúndolo con el ABC. 
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PRO.BLEMA. 

I 4 5. Inscrz'bz'r en un círmlo los polígonos regulares 
de cuatro, dr oclzo , de diez y seis, de trdnta y dos, de 
sesenta y cuatro, de &c. lados. 

Solucion. Esta cuestion está enteramente reducida á 
inscribir en primer lngar un polígono regular de cuatro 
lados, para pasar despues á formar por medio de este to
dos los <lemas, eón arreglo á lo prescrito (§. r 4 r ). -

Fig. 84. Para inscribir, pues, en el círculo ABCD, fig. s4, 
un cuadrado, tendremos que levantar perpendicularmen
te á un diámetro cualquiera AC otro BD, por cuyo me
dio resultarán determinactos en la circunferencia los cuatro 
puntos A, B, C y D; y juntándolos por medio de rec
tas, estará formado el cuadrado pedido. 

Con efecto, los cuatro ángulos ABC, BCD &e, son 
todos rectos(§. r r .¡.); y los cuatro lados AB, BC &c. 
son entre sí todos iguales, por ser hipotenusas de los tri
ángulos rectángulos AOB , BOC, DOC y AOD, que 
con evidencia son totalmente iguales (§. r 6 ). 

J:?ándonos el triángulo rectángulo AOB la siguiente 
ecuac10n: 

--2 -z --2 

AB =AO + BO ; y siendo AO=BO; 
• -2 --2 

se infiere de ella que AB = 2 AO ; y de consio-uiente 
- o 

AB=AO V2; 
de ,donde, a~optando al radio AO por unidad, nos resul-
tara AB= y 2 *· 

* Siend~, como se ve, rigoroso el método que hemos seguido 
para det,trmmar el valor d~ AB, venimos en conoci1T1iento de c¡ue la 
geometna nos prc:senta exactamente la magnitud de la incomemurable 
/-

V i. , cuyo valor no puede obtenerse mas que por aproximacion, con 
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Si sostituimos este valor en la expresion ( §. r 4 I ) 

del de AB', y en seguida este último en la del de AB", y 
asi de los dernas, obtendremos sucesivamente la longitud 
de cada uno de los lados de los polígonos de 8, de r 6, 
de 3 2 &c. lados, referida á la del radio del círculo. 

PROBLEMA, 

I 46. Inscrz'bir en un círculo los polígonos reguL1res 
de tres, de seis, de doce, de 'Veinte y rnatto, de cuarenta 
)' ocho &c. lados. 

Solucion. El lado del exágono regular es el primero 
que se nos presenta, por ser exactamente igual al radio 
del círculo en que se halle inscrito. Con efecto, equiva
liendo á la sexta parte de la suma de cuatro ángulos rec-
tos el ángulo AOB del polígono en el centro, fig. 85, Fig.85. 
habrá de ser igual á cuatro sextas partes ó á dos tercias 
de un recto. Rebajando ahora este valor de la snma de 
los dos ángulos rectos á que equivale la de todos los án-
gulos de cualquier triángulo, resultará 2- ¾, equivalen-
te á J de un ángulo recto, por valor de la suma de los 
ángulos BAO y ABO; y siendo estos entre sí iguales, es 
consiguiente que cada uno de ellos equivalga á dos ter-
cias partes de un ángulo recto. Teniendo, pues , el trián. 
gulo ABO sus tres ángulos entre sí iguales, habrá de ser 
forzosamente equilátero, y de consiguiente darnos AB=AO. 

Se podrá, pues, fácilmente inscribir en un círculo un 

el auxilio de los números; pero es necesario tener presente que el nú
mero que en tal c¡¡so buscamos no es sino la expresion de la razon de 
Ail á AO; y si fitese posible efo.:tnar con rigorosa exactitud con estas 
lineas la opcrJcion indicada (§- 5) jamas tendria fin; porq~1e ninguna 
reda, por pequefia qu~ tiea, puede á un 1;11ismo tiempo medirlas á en
trambas. 
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ex6gono, con solo aplicar el radio del círculo á la circunq 
ferencia cuantas veces sea esto posible, que ju;tamente se
rán seis, y juntar por medio de rectas uno con otro cada 
dos puntos de division consecutivos. Suponiendo que es 
AO= I, resultad AB= I; y con el auxilio de este va
lor, y el de las formubs (§. I 4 1), podremos ascender á 
la determinacion de los valores de cada uno de los lados 
de los polígonos inscritos de I 2, de 2 4, de 4 8 &c. lados. 

Para determinar el valor de cada uno de los lados de 
un triángulo equilátero inscriro ACE, basta tener presen~ 
te que este triángulo está formado juntando por medio de 
rectas los dos vértices de los dos ángulos extremos de tres 
que se hayan tomado en el exágono; y que el triángulo 
ACD rectángulo en C, nos da (§. 1 I 4): 

AC _VAD2

-ED2== Y(2A0)
2
-A0

2 

=AOV3;y 
suponiendo que sea AO = I, vendrá á ser AC= VJ, 

PROBLEMA, 

14 7. Inscribir m un círculo los polígonos regulares 
de 5, de IO, de .2 o, de 40 &c. lados. 

Salucion. Hállese primer::imente el v:ilor del lado del 
dec5.gono ó polígono de diez lados, tomando para esto al 
mayor de los segmentos dd radio dividido en media y 
extrema razon (§. I 3 2 ). 

Con efocto, en el decágono el ángulo AOB en el 
Fig. S 6. centro, fig. 86, equivale á una décima parte de cuatro 

ángulos rectos ó á fas dos quintas partes de un recto; que
d;111, pues, para expresion del valor de h1 suma de los 
d~s ángulos ABO y ~AO 2 - f de un ángulo recto, que 
vienen á ser f de ángulo recto; de lo cual se infiere que 
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el valor de cualquiera de ellos es r, y por tanto resulta 
doble del ángulo AOB. Si se tira AG que haga con AB 
el ángulo BAG igual al AOB, los dos triángulos ABG 
y ABO, que ademas tienen un ángulo conrnn B, habrán 
de ser semejantes (§. 6 5), y darnos 

BG : AB : : AG : AO ; 
ahora, siendo isósceles el triángulo ABO, lo será igual
mente el triángulo ABG, y tendremos que AG = AB. 

Por otra parte, siendo el ángulo BAG = AOB, será 
la mitad de BAO, y la otra mitad GAO será de consi
guiente igual á AOB; de lo cual resulta ( §. 3 7) que 
GO = AG == AB; y la proporcion precedente podrá tras• 

formarse en es.tetra : 
BG: GO ::GO: AO 

la que nos manifiesta que el radio. BO está efectivamente 
dividido en el punto G en media y extrema razon, y que 
el lado AB es el segmento mayor. 

S.i de cada tres ángulos de un decágono se juntan 
p()r medio .de rectas los dos vértices de los extr:mos, re
sultará formado el pentágono. No me detengo a calcular 
el valor de cada lado del decágono porque juzgo por mas 
curiosa que útil esta investigacion. . 

148. Obser'Vacion. Ya puede haberse comprend1do 
que la inscripcion de hs polígonos regulares en los círcu
los está reducida á la division de la circunferencia en un 
cierto número de partes iguales. Los métodos que hemos 
indicado para inscribir en el círculo los polígonos de 4, 
de 8, de 16, de 32 &c. lados; los de 3, de 6, de I 2., 

de 24 &c.; los de 5, de .ro, de 20, de 40 &c. po
drán servir para dividir la circunferencia de un círculo 
segun los números de estas diversas progresiones. 

No será fuera de propósito advertir aqui que.se pue-

TOMO III. R 
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de tambien dividir la circunferencia siguiendo la progre
sion I S , 3 o , 6 o &c. ; porque dándonos el polígono de 
seis lados la sexta parte de la circunferencia, y dándonos 
el de diez lados la décima parte de la circunferencia, la 
diferencia de los arcos subtendidos por los lados de estos 
dos polígonos será igual ~ - ,'0 de toda ella, lo cual viene 
á ser ,';. Llevando, pues, desde A hasta H el radio del 
círculo, el arco BH deberá ser la décimaquinta parte de 
la circunferencia, y su cuerda habrá de ser el lado del 
polígono que tiene quince ó del pentedecágono. Por medio 
de la continua di v ision de los arcos en dos partes iguales, 
ó de su biseccion se pueden fácilmente obtener los polí
gonos regulares de 3 o , de 6 o &c. lados *· 

PROBLEMA. 

I 49. Estando inscrito en im círculo un polígono re. 
guiar de cualquier mí.11m·o de lados, circunscribir al mis .. 
mo círrnlo otro polígono regular de igual núme1·0 de Ja. 
dos; J' por la t"n7-'ersa, estando dado el polígono circuns
crito , construir d inscrito. 

Fig. S7. Solucion. Sea abcde, fig. 87, el polígono propuesto; 
tírense los radios Ot1, Ob, Oc &c. y en el extremó de 
cada uno de ellos levántense las perpendiculares AE, BA, 
CB &c.; y en el conjunto de estas perpendiculares, que 

· * Estas divisiones de la circunferencia del círculo no son las 6nicas 
que se pueden efectuar georr.étricamente. M.F. Gauss, en una obra ti
tt,bJa _Di!:¡11~1itfo1ín arit!:metlc,-~e, publicada en Ieipsic en 1 8o

1
, y 

tr2ductda al trances por M. Dd1sle, hace ver que se puede ejec¡¡tar del 

mi~mo ~ ~oda la d_ivision ~ en 2 

1

'.i- r partes, siempre que este número sea 
j'l'mio. \ case ta~~1~n el Lo111p 1~nw1t~ de /01 Elemento; de Algeól'a, De 
c:to rcsu'.ta la d1vJS1on en 17 partes iguales, de que hay una demostra• 
c1on part1rnlar; pero que no es para ser colocada en este lugar. 
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tocanín todns á la circunferencia del círculo abcde, ten
dremos el polígono que se nos ha pedido. 

Con efecto, los triángulos aAb, bBc, cCd &c. son 
todos isósceles y entre sí iguales, porque lo son los lados 
ab, be, cd &c.; y los ángulos Aab, Abe, Bbc, Bcb, 
Ccd, Cdc &c. formados por estos mismos lados, com
prendiendo los arcos iguales ab, be, ed &c. , son tam
bien entre sí iguales(§. 114).Tendremos, pues, I.º aAb 
= bBc == cCd &c. 

2.º aA=Ah=bB=Be=cC=Cd; de donde se 
concluye que AB= 2Ab; BC = 2Bc; CD= 2Cd &c., y 
por consiguiente AB = BC =CD &c. 

Teniendo, pues, el polígono ABCDE todos sus án
gulos entre sí iguales, y ims lados tambien, habrá de ser 
el mismo que se nos ha pedido, . . . . 

Podemos deducir del polígono c1rcunscnto el 10scnto 
juntando los puntos a, b, e, d &c., _que son los de enme
dio de cada uno de los lados del pnmero , y los de coud 
tacto de la circunferencia. 

Para que sobre esto no quede la menor duda, nos 
bastará observar que los triángulos aAb, bBc, cCd &c. 
son entre sí totalmente iguales, como que tienen un án
gulo igual comprendido por dos lados respectivamente 
iguale!l siendo como son los ángulos A, B , C &c. los 
de ~n ;olígono regular, y aA, Ab, Bb &c. las mitades 
de los lados AE, AB, BC &c. que son iguales entre sí. 
De lo cual resulta que los lados ab, be, bd &c. son e~tre 
sí iguales, y que de consiguiente lo son los arcos subtendidos 
por ellos; y por tanto, los ángulos abe, bcd &c., cuyos 
vértices se hallan en la circunferencia , y que entre sus la
dos comprenden un mismo número de estos arcos, son 
iguales entre sí (§. I I 4). Es, pues, el polígono abe de, 
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que tiene todos sus ángulos entre sí iguales, y todos sus 
fados tambien , el inscrito que se nos ha pedido. 

Tambien podríamos haber formado al polígono ins
crito a'b'c'd:'e', que no se diferencia del abcde mas que en 
la posicion, tirando las rectas AO , BO, CO &c. desde 
los vértices de los ángulos del polígono circunscrito ABC 
DE al centro del círculo inscrito, y juntando los puntos 

'b' ' & l ' ' 1 . 1: ' a e c. en que estas meas cortan a a circt1n1erenc1a de 
este mismo círculo. Con efecto, pues que A0 :....Bo ,a10 
= b'O, tendremos que 

AO : a'O : : BO : b'O; 
y de consiguiente la recta a' b' habrá de ser paralela á Ia 
AB (§. 60); los triángulos AOB ya10b1 sertin entre sí 
semejantes, y lo mismo podemos decir de BOC y b'O/, 
y asi sucesivamente: siendo homólogos á los lados AB, 
BC, CD &c. los lados a'b', b'c', c'd' &c. habrán estos de 
ser iguales entre sí; y ademas se probará como anterior
mente que comprenden ángulos iguales. 

r 5 o. Corolario. En vista de lo que precede será fá
ci~ determinar el valor del lado AB del polígono circuns
cnto. Con efecto, ~iendo entre sí iguales las rectas Aa y 
Y Ab (§. 149), as1 como las Oa y Ob, la línea AO es 
perpen~fcular á la ab en su punto de enmedio (§. 2 9); 
Y los tnangulos OGa y OAa por tener los dos ángulos 
rectos, el nuo en G y el otro en a, y ademas un ángulo 
comun en O serán semejantes. De esto se deduce que' 

0G : 0a: : : aG : aA; 
ó que OG: Oa:: ½_.1b: ½AE; 

d 1 I ab xOa 
e o cua resulta que AE ó AB = _-----,te-

. V Oa
2 

- (1-abY 
mendo presente que el triángulo rectángulo OG; nos da: 
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'1 /-2 -1 1I /_2 ~ 
OG:= V Oa -aG == V Oa ·-(½ab) 

IS I. Obser'Vacion. Es muy importante obseryar que 
á proporcion que se multiplican .los lados de un polígono 
inscrito, aumenta su contorno ó perímetro; al p;¡so que 
en las mismas circunstancias disminuye el del polígono 
circunscrito. Con efecto , si dividimos el arco aa' b, fig. 
88, en dos partes iguales, y tiramos las cuerdas a,i y Fig._88. 
a.'b, tendremos en ellas dos lados consecutivos del polí-
gono inscrito con un número de lados doble del que ten-
ga el po1ígono cuyo lado sea el ab. Tirando en segui:. 

' I • 1 A'B' l A' A 1 
I da a a O la perpend1cu ar , as rectas a , a , 

a'B' y B1 b, serán otros tantos semi lados del polígono cir
cunscrito correspondiente al inscrito cuyo lado sea aa' 
(§. 149). Ahora puede ya bien verse que las porcio
nes aAb , aA1B1 b, ab, aa' b estarán contenidas en los con
tornos ó perímetros de las polígonos de que forman parte, 
tantas veces como el arco aa' b lo esté en b circunferen
cia entera; y de consiguiente serán partes semejantes de 
cada contorno ó perímetro, Y pues que aa' + a1b > ab, 
el contorno del segundo polígono inscrito debe ser mayor 

que el del primero. 
. Por otra parte, siendo B'A' <AA'+ AB', resulta que 

aA'B'b< aA +bA (§. 15), 
y que de consiguiente el contorno ó perímetro d~l segun
do políaono circunscrito es menor que el del primero. 

0 1 l' . . Bajo esta suposicion, una vez que : po 1~000 ms~n-
to es siempre menor que el correspondiente CJrcun5cnto, 
y aumenta de contorno cuando s~ m~ltiplican su~ lados 
mientras el otro disminuye, es de rnfenr que la diferen
cia de los polígonos disminuye asimismo en las mismas cir
cunstancias. Aun se pueden determinar dos polígonos, uno 
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inscrito y otro circunscrito, tales que la diferencia de sus 
contornos ó perímetros sea menor que cualquiera canti. 
dad dada J\, por pequeña que sea. Para convencerse de 
esra verdad, basta traer á la memoria que los contornos 
de los polígonos regulares de un mismo número de lados 
son entre sí como los radios de los círculos á que estan 
circunscritos (§. 140); pues si designamos por P al con. 

Fig. 87. torno del polígono ABCDE, fig. 87, y porp al del po
lígono abcdc , tendremos: 

P : p : : Oa : OG ; 
de donde se inferirá que 
P-p : P : : Oa - OG : Oa; y de consiguiente 

P 
a'Gx.P 

-p---· 
- Oa ' 

debiendo tener entendido que nada se opone á que tome. 
rnos á la pequeña línea a'G mas pequeña que cualquiera 
otra cantidad que se quiera; porque habiendo aplicado 
sobre el.radio Oa' una parte a'G de la pequeñez que se 
apetece, se tira la cuerda ab; y en caso que el arco aa'b 
no sea parte alícuota de la circunferencia, bastará tomar 
una parte alicuota menor que el tal arco, y por este me
dio vendrá á ser mas pequeña la línea análoga á la a'G. 

Se puede, pues, multiplicando cuanto sea necesario 
los la~os d_el polígono, reducir al grado de pequeñez que 
se qmera a la cantidad P-p. 

. I ~ 2. Corolario. Pues que segun cuanto precede 
d1sm10~1yen _mas y m~s los contornos de los polígonos cir
cunscritos, a proporcion que mas se van acercando á fa 
ci:cunfer~ncia del _círculo; al mismo tiempo que en las 
m~smas orc~nstanc1as aumentan los de los polígonos ins:. 
cmos, es bien claro que la circunferencia del círculo es 
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menor que el contorno ó perí~etro ~el p_olígono ci.rcuns- _ 
crito, y mayor que el del po'.1gono mscnto. Se diferen
ciará , pues, menos de cualqmera de. los d~s contorno,s la_ 
circunferencia que lo que ellos se d1ferenc1~n ent~e s1 ;. y 
de consiguiente se podrá determinar un poligono mscnto 
ó circunscrito, tal que la diferencia entre su co~torno y :ª 
circunferencia del círculo sea menor que cualquiera canti-
dad dada, por pequeña que séa. . ·'. · •. · · 

En esta propiedad está fondado el método de que :e 
valió Arquimedes para determinar de un modo aproxi
mado la razon de la circunferencia ~l :diámetro; y yo ha
ré de él un uso semejante cuando haya hecho ver ·que. 
la tal razon: es una misrna': .. en todos los círculos·; para lo 
cual estableceré tin,tee1retna- qi1~ pued,aaplícarse á todas 
las proposiciones del mismo género que la que me pro
pongo demostrar. 

· I S 3. . Si dos c~ntidades. in-da~idbles .A y B son í~le s 
que se pueden demostrar q11C su 1 difernma ¿- ""'."',B es me
nor qtec otrq tercera cantidad J-.;por peqicena, que,:sea;es
ta última, en tal caso son entre sí iguales 4quellas dos 
éántidadus. ' .; :·, , e ... , · , · 

Demostracion. Con efecto, si fuesen desiguales, ne• 
cesariarnente. tendría11-1os A- B.'.!:!D, indicando por D 1á 
diferencia de ellas; en cuyo caso seria ya imposible tomar 
á J\ de 111otl9· que:~foese;menor qu¿da :D., ni ·y~r· consi-, 
guiente tan pequeña como se querria. . 
· OhservaciolÍ. En la .última prop6sicion 'merece la ma••: 
yor atencion la palabra inwiriable, porque puede ml_2' 
bien liallarse, por ejemplo, una cierta expresion: cle,y 2J 

que no se diferencie de fa verdadera mas que en una can-
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tidad menor que cualquiera otra que se quiera, sin llegar 
jamas sin embargo al valor exacto de V2; pero ·10s re
sultados varían á cada ·nueva aproximacion, 11¡ientr_as, que 1 

las cantidades A y B no.son susceptibles la una y la otra. 
man1ue de una sola determinaciou .. 

TEOREMA, 

1 S 4- Las circu;iferewcias: de, los círcufos son •entre· si 
como sus radios 6 ,sus d"iáinetroi., 

Dnnostradon. Pues que dos. po.lígonos de cualquier nú-: 
mero d~ lados, con tal que· el uno tenga tan.tos com~ el otro, 
són '. entre sí conio los tad1oside. los círoulos e11,q ue sé hnllen 
inscritosi; si designamos párp y :pf los·contornqs ó:perímeti:os. 
de ·1os polígonos ;y por R y R1 lo.s rndiosrds: los_ círculos co¡;-

respondientes , t~n~rem~~·, '}' ·. , ·. R' :- P~r otra parte pode-
p ll. . 

:;l,! •• 

mos imaginarnos que el número de los lados de los poH
go'nos sea fal, que 'la's· diferencias· entre sus :c::ontornos y 
la circunferencia del. cí'.cul.o. en. que cada_ \illQ de ellos es
té _inscrito';, sea.m~or .qq_~ una. derta qintidad que se. qui e-
:: -.. ;.. . e),-'.·. ,. ·,:: ··¡'•, .. ;::. _. '. .. ·_::-. . • -._ ·,. . 

ra. Si, pues- representa la razon de la circunferencia,· la. 
.·C 

diferertcia , en caso que .exista alg11n.1,. entre la dos razones 

C/ . ' .. , 
C' y.: podrá reducirse á tal grado de· pequeñez cual 

se quiera. Siendo tambien esta diferencia la de las_ razo-

C' R' ., I R' 
nes invariables - y -1, pues qne L = - , se infiere 

C R p R 
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que se puede demostrar que la diferencia entre las canti-

. · bl C' R' d 'd d dades mvana es C y R es menor que to a cant1 a 

dada; y de consiguiente, con arreglo á la proposicion an • 

· d C' R' ' C C' R R' ,, 1 tenor, ten remos C == R ; o : : : : ; o o que 

equivale á lo mismo, C: C' :: 2R: 2R':: D: D', de~ 
signando por D y D 1 los diámetros de los círculos pro

puestos*· 
I 5 5. Corolario. La última proposicion nos hace ver 

que la razon de la circunferencia al diámetro es una mis
ma en todos los círculos, y que por medio de ella se pue
de calcular en todo caso la longitud de una circunferen
cia, cuyo radio se conoce. Con efecto, si por 7t designa
mos aquella razon, ó lo que es equivalente, la circunfe
rencia de un círculo, cuyo diámetro sea tenido por uni• 

c1ad ; tendremos constantemente esta proporcion : 

. * Esta proposicion puede demostrarse inmediatamente de muchos 
modos por medio de razonamientos análogos á los del §. 58, hacién. 
dones cargo de que por pequeña que sea la diferencia de la magnitud 
de dos círculos , siempre podemos formarnos _idea de un polígono l"C• 

gular mayor que el uno,·y menor que el otro. Euclides (lib. XII fl'o
pas. 16) ha presentado bajo una forma muy elegante esta proposicion, 
que resulta de la del §. 15 2. Supone el citado autor que desde un cen-
tro comun 0 1, fig. 89, se hayan descrito los dos drculos; en cvyo ca- Fig. 8 9, 
so es bien visible que si se tira al círculo interior la tarigente MN, y 
se toma sobre el círculo exterior una parte alícuota menor q :e el ar-
co MQN, ·contorno del polígono D1E'F'G1H1 construido sobre esta 
parte , no llegara á tocar la circunferencia del círculo pequeño. 

He aqui cómo Maurolico', autor de un célebre Comentado sobre 
Arquimedes, impreso en Palermo de Sicilia en 1685, ~e ha s~rvído 
de esta observacion para demostrar la proposicion su períor(pág. 5 J' S(f; .). 

Si en vez de saber que C : C' : : DO : d10 1 , tuviéramos C : U : : 
DO : D 10 1, de modo que fuese D10 1 > d10 1, describiríamos sobre 

TOMO III, S 
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1 : '7Z':: 2R : e; 
de la cual se deduce : e 

C= 2'ii"R; R=-; 
2.'il" 

fórmulas con cuyo auxilio se determinará facilísimamen• 
te la magnitud de la circunferencia C, siempre que esté 
conocido previamente el radio R, ó se hallará el valor de 
este, en caso que supongamos sabido de antemano el de 
la circunferencia. 

PROBLEMA, 

I 5 6. Determina,· la razon apt·oximada de la cir
cimferencia at diámetro. 

Solucion. En el §. I 5 2 podemos ver que no nos debe 
ser dificil resol ver la cuestion propuesta, calculando en 
una de las series de polígonos que ya sabemos inscribir 
en un círculo, el contorno de un cierto número de los 
primeros, y el contorno de los polígonos circunscritos que 
les correspondan. Por este medio tendremos dos series de 

D 10' un círculo concéntrico al círculo C', y en el primero inscribi
ríamos un polígono D 1E1F'G1H1, cuyo contorno ho llegase a tocar al 
segundo. Comparando ahora este polígono con su correspondiente 
DEFGH en el círculo C, y designando por p1 y p los respectivos 
contornos de estos polígonos, tendremos: 

DO : D 10 1 : : p : p'; 
de dende se seguiria: C: C1 : : p : p1 ; proporcion absurda, pues qtie 
C > p, y C1 < p1• Tampo¡;o se puede suponer que el cuarto término 
de la proporcion, cuyos tres primeros son C, C' y DO sea menor 
d10 1; porque si asi foese, en designándolo por X tendríamos: 

X: DO:: d10 1 : Z; siendo Z>DO: 
é invirtirndo la proporcion C: O : : DO: X, nos resultaria C1 : C :: 
X: , DO : : d10 1 : Z: es decir, que el cu3rto termino de la proporcion 
C' : C : : a''O: Z, seria mayor que el radio dd segundo círculo, lo 
,u a I se hJd r mr str2do que es .,bsu rdo en el primer caso de la demostracion. 

la ventaja que puede hallarse en este giro de demostracion, que 
como se ve, es muy antigua, es que nos pone en cierto modo á la vi.,ta 
d fOligono que debemos considerar. . • . 
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, los unos mas pequeños;· y· 1os otros mayores numeras, . . 

que fo circunferencia; y las cont11~uaren_ios hasta ver que 

1 d·t· cia de dos números correspondientes de las dos a 1 eren . . 
· ,, a'· ser menor que el grado de aprox1mac1011 senes veng .. • . 

que nos hayamos propuesto obtener e~ el v~lor _de la c1r• 
e ·enc1',, Yo voy á practicar esta rnvest1gac1on en los cume1 ... . . . 

polígonos de 6, de B., de 2 4 ~c. lados: inscritos y cir-
cunscritos á un círculo' cuyo radw sea= I. 

Sea, pues, .,,, el lado de un polígono inscri~o cual-
quiera; A el del polígono circnnscrito correspon~1ente; y 
por último a' el del p~lígono inscrito con un numero de 
lados doble del del primero. · 

Por de contado tep.e~os (§. 15 o) : 
'1 a a 

A - ----- = ----- . -V 1 ~ i ª 2 1V 4 - ª'J. ' 
y ( §. I 4 I ) . 

a'= V 2 e I - ~ I - ¡ a 2) . V 2 - v' 4 - a•. 

Comenzando ya por el exágono inscrito, tendremos 

a::::: 1; y nos resultará A= J;:· Será consiguiente igúal 

á 6 el contorno del polígono iryscrito; el del exágono cir .. 

12 
cunscrito equivaldrá á V

3
; y la circunferencia se hallará 

12 . 

comprendida entre los dos números 6 y-=• Se obten-
, v'3 . 

drán límites mas estrechos y aproximados, pasando á · los 
polígonos regulares de 1 2 lados, y á los demas que le 
siguen. 
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. ~ean, pues, a', a'', a111 &c. los lados de I¿s poiígonos 
rnscn tos de I 2 , de 2 4 , de 4 8 &c. lados; A1

, A1
', A'11 

&c. l~s lados de los polígonos circunscritos correspondien
tes ; siendo 1 el radio del círculo, su círcunferencia será 
2 '7í' (§. I 5 5); y si á fin de abreviar se súpone que r == 

V-% I -- _,_ -

z" 4-:i i; r" =; Y 4-a"2: 1·111 =¾ V 4 -a"'~; 
&c. nus resultarán con arreglo á las fórmulas anteriores: 

ª'=V2 -v'j; 
a' {> I 2 a1 

A'--· 2 '7t' - ,., , 
<I 2 A' 

a" ª,,-v . , {> 24 a'' - 2 - 2.r ; A"- . --, 2'7t' 
r'' < 24 Al' 

"' 111 v A'"-'!__. · {> 48 a'" 4 = 2. - 2 r" ; 
-r'"' 2 

'7t' 8 A"' ~<4 

~c. &c. &c. 
S; tendrn presente que\/3 = 1,732050807568877 * 
a - o 5 1763 8 , 

-
1 o 9 o 2 o S I 2 a' = 6, 2 I I 6 5 7 I 

r' = o,965925826289 12A' = 6,4307806} 

a"= o,261052384440 
/¡ 

r = o,991444861374 
111 

4 = 0,13080625846 0 

111 

r = o,997858923234 
IV 

4 =0,065438165643. 
IV 

r = o,999464 5 87 476 

¡ 

1 

1 
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a == 0,032723463253 
V 

,,. == 0,999866137909 

192av =6,2.829049} 

192A =6,2837461 
V1 VI 

a == 0,016362279208 
VI 

,,. == o,9999665359 1 7 

3s4a =6,28 3 11 52l 

3 84A
1

:=6,28 3 3 2605 
Vll VII 

a == 0,008181208052 
Yll 

,,. ::::: o,999991633444 

768a =6,2831678} 
VII 

768A =6,2832203 
VUI VIII 

a == 0,00409061258'.2: 
VIII 

r == o,9999979o8359 

1536a =6,2831809} 
Vlll 

I 5 36A :=6,2831941 
IX IX 

a == 0,002045307361 
IX 

r = o,999999477o89 

3072a =6,283 I 842} 
IX 

3072A =6,2831875 
X X 

a == 0,001022653814 
X 

1' == o,9999998692.7 2 

6144~ =6,2 831 8 5 º} 
6144A =6,2831858 

:XI xr 

a = 0,000511326934 
XI 

r = 019999999673 18 

12288a =6,2831852} 
XI 

122.88A =6,2831854 

Por el estado que precede, se viene en conocimiento 
de cómo se van aproximando mas y mas entre sí los perí
metros de los polígonos inscritos y circunscritos eones• 
pondientes; pues, como bien se ve, los de los polígonos 
de I 2 2 8 8 lados se diferencian solo en dos unidades de
cimal~s del séptimo órden. Por tanto podremos inferir 
que las siete primeras cifras, que son comunes al uno y 
al otro, pertenecen necesariamente á la circunferencia del 
círculo, cuya longitud será de consiguiente 6,283185J 
con menos de una millonésima de diferencia. 

Si adoptamos como expresion del valor de la magni-
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tud de la circunferencia de un círculo al valor medio de 
los polígonos inscrito y circunscrito con I z 288 lados ca. 
da un~, nos resultaria 6,283 r S 5 3 como valor \:!Xacto de 
ella, srn exceptuar ni la ú !tima cifra. Será, pues, la ra. :ºº del ~iimetro á la circunferencia la de z: 6,283 I 8 5 

3 
. 

o _la equivalen re I : 3, r 4 r 5 9 2 6, dividiendo los dos tér
mrnos por 2. De modo, que 3, r 4 r S 9 2 6 es un valor 
aprox:~mado de la razon designada por 7r ( §. r ~ 5): y 
st~pDmendo que sea C= r, vendrá á ser 2R = 0,3 I 8 3 09 9, 
nume:~ que nos r~presenta al diámetro, siempre que por 
su pos1c10n sea la circunferencia la unidad. 

Arquimedes se limitó al cálculo de los perímetros de 
lo~ ~olígonos i?scrito y circunscrito de 9 6 lados, y deter
mino que la circunferencia del círculo era <,. ~ y >

3 
!..!! • 

l 1 d. , , :; 70 '•' 0 cu a nos 10 a conocer la razon tan sabida de r : 3 !. 6 · 
b de 7 : 2 2. Posteriormente se ha llevado mucho ~as 
ª?elaute la exaaitud; m::is entre todas las razones cono
c11l1s _merece por su sencillez y exactitud una particular 
::itei1eion Li rnzc,n de I r 3 á 3 S 5 , pues que trasformándo
la en una ex pres ion decimal, se reduce á 3, I 41S92 9, 
la cu~.l es enteramente verdadera' á excepcion de la últi
ma c1tra, Al dar cuenta Adriano Afccio en su Gcom t., . , . d e 1 ta 

l''.'acttctt e ral .razon, _ la atribuye á su padre Pedro Mc-
cio' que la h,abia publicado en una refutacion de la cua .. 
draturn del emulo de Simon Duchesme *· 
d *~ Las }nvestigaciones de los _sabios ingleses en la India nos lian e! • 

3 a conocer u na razon de la circunferencia al d "á ~ 
mada :í h verdadera que la de Ar uimed ' 1 metro, m_as .aprox1-
rn2s antigua. Es justamente la de n(i7á les, J c¡ue_ellos miran como 
de Bramines, tit!lbdJ Ai·i•n Al·f,9_: y· 25~, codns1_gnada en una obra 
d~ciznal n 1 41 6 • · ·' º:J · rene ª re u eme a la expresion 

., , . .,, , que no es exacta cuando mas • h l d' 
n11ies1mas' y de consiguiente del '.,l I d 1 ', smo asta· as tez. 
de 768 lados. c.i cu O e penmetro del polígono 

Bueno es saber que las razones 7 . 2 2 y . 
· 11 3 · 355 se presentan 

1 

1 
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157. Obsc1·'oaciones. No es el estado de que hemos 

ciado muestras el medio mas expedito de obtener el valor 
del bdo del último polígono que en él está contenido; 
queda reducido á la mitad el número de extracciones de 
mices; calculando en vez de los lados de los polígonos in
termedios las cuerdas BG, B'G, fig. So, de los arcos que Fig. 8 o. 
es necesario agregar á los arcos AB y AB' para completar 
la circunferencia. Con efecto, 

BC= V AC
2

- AB
1

; B'C
2 = VAc2 

-AB'
1

; 

pues que los triángulos ABG y AB'C, formados sobre el 
diámetro, y que tienen uno de sus ángulos en el vérti
ce en la circunferencia, son necesariamente rectángulos 
(§. I 14) ; y si tomamos por unidad al radio AO, y que 
designemos por a y a' á las AB y AB', y por b y b' á las 
BC y B'C; siendo, como suponemos, AC = 2 , resultará: 

b= V 4-a1
; b' = V 4-a12

; 

y pues que (§. ant.) tenemos a'= V 2 _ .¡ 4-a\ nos 
resultará: 

a'= V2-b; ó, lo que es lo mismo, a'2 =2-b; 
y sostituyendo este valor en el de b', vendrá á trasformar-

por sí mismas en la serie de las fracciones aproximadas que encentra
mos cuando convertimos á fraccion continua ( Aritm. §. 163) la frac
cion' bfdinaria que corresponde á la razon expresada anteriormente en 
decimales ( Aritm. §. 85). Mas como no se~ rigurosamente exacta la 
tJl razon, no debemos avanzar el cálculo hasta tl extremo; y nos 
convendrá operar :i un mismo tiempo sobre las dos fraccion,s: 

3r415926 , ~1415927 ----}---
IOOOCOOO 10000000 . . 

]a una menor y la otra maror c¡ue la razon ex~cta , y reducirnos á los 
cuocientes que sean comunes á his dos operacrones. ( Para mayor ex
tension veas.: el C&mplcmmto de los Elemmtos de Algt'bni.) 
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se en b' =✓-:;:;:¡j: en seguida pasaremos de b á b' extrayen
do la raiz cuadrada de la primera cantidad aumentada del 
2; y del mismo modo tendremos :i b" = V 2+b

1
, en la cual 

b'' representa la cuerda B1'C del arco correspondiente á 
AB1

', mitad de AB'; y asi sucesivamente. 
Dando por supuesto que a= I, nos ocurrirán: 

b = v3 == r , 7 3 2 º 5 º s º 7 5 
b' = v2+ 1,732.0508075 == r,93r851652s 

b
11 = V 2-+ r,9318516525 = 1,9828897227 

b
11'= v2+ 1,982889722.7 = 1,99s717846s 
lV 

b = v2+1,9957178465 = 1,9989 29 1749 
V 

b = vz+r,9989 2 9 1 749 = 1,99973 22 758 
H 

b = v2+ i,9997322758 = I,9999 3 3o678 
VII 

b = v2+ 1,9999330678 =v 3,99993 3067s;-
y correspondiendo el símbolo b á un polígono de seis la
dos, b' habrá <le corresponder al de I 2; b11 al de 2 4; 
b'" al de 48; b1

v al de 96; bv al de 192; bvr~lde 384; 
y bvn al de 768. Designando por avrr1 el lado de este 
último, tendremos: 

vu_./ bxu ,/ 
6 

S 
a -v4- :z =v4-3,999933o 7 

= Vo,000066932.z = o,00818r~r; 
y multiplicando este último número por 7 6 8, obtendre~ 
mos el contorno del polígono inscrito de 76 8 lados, en los 
mismos términos que en el estado anterior; y calculare
mos en seguida el perímetro del polígono circunscrito cor
respondiente. 

! 
'~ 

! 
,I 
& 

r 
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P R I ME R A P A R T E. 

SECCION SEGUNDA. 

Del area de los polígo:1os, y de !ti del círculo. 

I 5 8. Por supe1jicie de una figura cualquiera ent~n
dernos la parte de extension que se halla comprendida 
entre las líneas que terminan la tal figura. A e,ta exten
sion la damos tambien el nombre de area de la figura, 

Seria muy conveniente aplicar con especialidad la voz 
area á la extension superficial, siempre que la considere
mos con relacion á su magnitud; en vista de que se ha
ce con mayor frecuencia uso de la palabra sttpnjicie, pa
ra designar la forma , prescindiendo de toda especie de lí
mites *: y esto es lo que yo pienso hacer en el curso de 
esta obra. 

1 5 9. Por otra parte, es muy evidente, como qu_e 
se nos ofrecerán muchos ejemplares de ello en lo sucesi
vo , que dos figuras de muy diferentes formas pueden con
tener areas igual~s. fata circunstancia me reduciré á ex
presarla, diciendo con J.11. Legendre que las dos tales fi
guras son equi'Valentes, y reservaré la denominacion de 
igu1,,1les para las figuras semejantes que en caso de sobre-

* Ordinariamente decirnos con efocto una superficie curv,i por 
op,.sicion al plano· y á la superficie plana; y para d:terminnr su ;~ten
sióu, seria necesario que hiciésemos uso _d~ la expres1on la ,~pe1:flc1~ de 
sana supe;jicie rnr::ía, la cual es muy v1c1osa en todo~ so:nt1dos mien
tras que el 11re.1 de mi.; tuper.ficie rnrva es una expres1on clara, y cor
recta al mismo tiempo. Adoptándola, conservamos la anal?g1a entre 
las líneas y las superficiés, pues que estas palab:as s~ aplican sola• 
mente á las formas; y de este modo la voz m·w viene a ser para este 
segundo caso la anál;ga de la voz l!ingitud para el primero, 

TOMO, lli, T 
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poner la una á 1a otra, pueden confundirse exactamente 
en una. 

160. En los triángulos y en los paralelógramos se 
elige arbitrariamente uno de los L1dos, al cual se da el 
nombre de base, y al mismo ti~mpo llamamos altura á la 
perpendicular bajada desde el vértice del ángulo opuesto 
al lado elegido en el triángulo, ó de un punto cualquie
ra del lado opuesto en el parnlelógramo. 

Fig. 90. BD y B'D', fig. 90, son las alturas de los triángu-
los ABC, A'B'C', en la suposicion de que se hayan esco
gi,-lo para bases á los lados AC y A'C'. Conviene tener 
presente que cuando la perpendicular caiga fuera del tri
ángulo, viene á ser, propiamente hablando, perpendicu• 
lar sobre la prolongacion de la base. 

El vértice del ángulo opuesto á la base se llama el 
•t'értice del triángulo. 

La recta IK es la altura del paralelógramo EFGH. 
Bien claro se ve que permanecerá la misma, sea cual fue
re el punto del lado HG, de donde se la baje (§. 6 5 ). 

No es menos evidente que los triángulos, cuyas ba
ses se halien en una misma recta , y cuyos vértices exis
tan en una línea paralela á las bases, ti<':,nen la misma al.: 
tura ; es decir, que los triángulos comprendidos entre 
ums mismas paralelas tienen una misma altura. Los trián
gulos ABC, A'B1C1 y el paraleló gramo EFGH tienen 
todos tres la misma altura, pues que en virtud de la na
turaleza de las paralelas AF y BG, las tres perpendicu
lares BD, B'D' é IK, son todas entre sí iguales(§. 5 5). 

TEORE1,fA, 

I 6 I Dos parafr!ógramos de una misma ó de igua-
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les ha.res, y de mza misma 6 de iguales alturas, son 

equi-v.,r/entes. 
Demostradon. Teniendo, como se supone, una mis

ma ó iguales bases los dos paralelógramos, podremos 
considerarlos como colocadas la una sobre la otra de mo• 
do que se confundan entre sí; y como tienen ademas 
la misma altura , es forzoso que el lado paralelo á la base 
del primero coincida con el opuesto á la base del segun-
do , ó que se hallen los dos en la prolongacion de una . 
misma línea, segun se nos presentan en las figuras 9 I con Fig. 9 I, 

respecto á los paralelógramos ABCD y ABEF. 
En esta suposicion, los triángulos ADF' y BCE son 

ignales por tener respectivamente iguales los bdos AD 
y BC, y tarnbien los AF y BE, corno lados opuestos que 
entre sí son de unos mismos paralelógramos; y ade

mas tienen iguales los ángulos DAF y CBE por ser e~
tre sí paralelos los lados que los comprenden: y estar d~
rigidas en un mismo sentido sus aberturas. S1 del cuadn· 
látero ABED se quita por una parte el triángulo ADF, 
y por otra al BCE, nos resultarán necesariamente dos 
cantidades entre sí iguales, de las cuales será la una el pa
ralelógramo ABEF, y la otra el paralelógramo ABCD. 

TEOREMA. 

r 6 2. Cualqttier tri.ingulo es la mitad de un para
lelógramo de la misma base y de l:z mism,1 a!tura. 

Demostracion, Si por los vértices B y C de dos de . 
los ángulos del triángulo ABC, fig. 92, se tiran las rec- F1g. 9 2 • 

tas BD y CD respectivamente parale,las á los bdos AC y 
AB, la figura ABCD será un paralelógramo ( §. ~?) 
que tiene la misma base y la misma altura que el tnan-
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gula propuesto (§. I 6 o); y siendo entre sí igu l , 
dos triángulos ABC y BCD por tener entre sí 

1
·gta ¡e~ los 

1a es a • 
los lados AB y CD como los AC y BD (§. 

54
) 'sr 

1 1 d CB d , , , Y ade. 
mas comnn e tercer a o , ven ra a ser nece,ari· 

l ·' 1 ABC I · d · - ª men. te e tnangu o a mita ¡usta del paraleló 
ABCD . 1 . b . gramo 

, que t1e11e ~ misma ase y la 1:11sma alttua que él. 
I 6 3. C01·olario. De lo cual se sigue que dos t • • 

. nan-
gulos que tengan la nmma base y la misma altura 

. 1 . d . d ' son eq ui va entes, pues que son nma es e otros dos paral 
1

, 
. e o-

gramos de la misma base y altura; los cuales, como 'a 
se sabe., son equivalentes (§. I 6 I ). J 

PROBLEMA, 

I 64. Trasformar un polígono de mi cierto mtnm·o 
de lados en otro, que teniendo un lado menos le sea equi-
7,•,ilente. 

. Solucion. Sea por ejemplo el pentágono ABCDE 
Fig. 93· fig. 93. Júnten,se_por me~io de una recta los ángulos E; 

C; y por el vemce del angulo D, que se halla situado 
entre los dos primeros, tírese paralelamente á la EC la 
recta DF, que determina en la prolongacion del lado AE 
un punto F, el c11al, junto con el punto C, formará el 
cuadrilátero ABCF, equivalente al pentágono ABCDE. 

Para convencerse de esta verdad , ba5ta tener presen
te que siendo una misma la base EC de los dos triángu
los CDE y CFE, y hallándose comprendidos entre las 
paralelas CE y DF, deben ser entre sí equivalentes 
(§. ant.); y que agregando sucesivamente cada uno de 
los mencionados triángulos al mismo cuadrilátero ABCF, 
resultan del mismo modo el pentágono ABCDE, y el 
cuadrilátero ABCF. 

¡ 
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No padecerá variacion alguna el método-; aun .. cuan

do el pentágono ABCDE tenga algun ángulo e~trante, 
como en la figura 94 ;.solo habrá que tener en la demos, Fig. 94-
tracion cuidádo que el pentágono ABCDE y el. cuadri:.. 
látero ABCF se forman entrambos•, quitando del cuilclri..: 
látero ABCE los triángulos equivalentes CDE' Y· CFE. 

Bien claro se ve que la construccion y los razona
mientos que preceden pueden aplicarse á cualquier polí
gono que se quiera. • . · 1 

1 6 5. Corolario. Si efectuamos en el cuadrilátero 
ABC una construccion parecida á la qne acabamos dé 
efectuar, lo vendremos ó trasformaremos en un triángulo 
equivalente; y del mismo modo convertiremos á un polí
gono cualquiera en 1m triángulo que á él equivalga. Si 
110s propusiéramos, por ejemplo, un exágono, podríamos 
trasformarlo primeramente en un peotágono; en seguida 
haríamos de este un cuadrilátero equivalente; y fimdmen
te lo convertiríamos en un triángulo que á él equivaliese. 

TEOREMA, 

. · 1 6 6. Dos rectángulos ABCD y EFGH que tengmz p· 1 
la misma bau;; fig. 9 5 , son entre sí como sus alturas *. .; 1g · 9 5 • 

Demostracion. En este casd, lo mismo que (§. 5 8), 
las alturas AD y EH de los dos paralelógrnmos pueden 
ser entre sí comensurnbles ó incomensurables. 

En el primer supuesto si dividimos las alturas AD y 
EH en p:irtes como Ad y Eh, iguales á su comun medi
da, y levantamos perpendicular~s en los puntos de divi
sion, nos vendrán á resultar en cada uno de los rectángu. 

* He variado la p:·opuesta de este teorema á fin de hac~rlo seme
jante al de la proposicion del §. 2 5 5 , t¡ue le es an:ílogo. 
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los propuestos tantos rectángulos iguales, cuantas divisio
nes haya en la altura de cada uno; pues que la base de 
todos estos rectangulitos habrá de ser igual á AB, y to
das sus alturas deber.in ser iguales entre sí. La razon de 
los dos rectángulos ABCD y EFGH será evidentemente 
igual á la de los dos números que nos expresen cuántos 
rectangulitos contiene cada uno de ellos: números que son 
precisamente los mismos de las partes iguales contenidas 
en las alturas AD y EH. Tendremos, pues: 

ABCD: EFGH :: AD: EH. 
Y con_io_ e_n el cas~ propuesto el rectángulo ABCD apa
rece d1v1d1do en cinco partes iguales á la ABcd, al mis

~º _ti~mpo que el rectángulo EFGH se nos representa 
d1 v1d1do en solas tres, deduciremos esra proporcion: 

ABCD: EFGH :: 5: 3. 
Cuando sean entre sí incomensurables las alturas AD 

Fig. 96. Y EH, fig. 96, se puede fácilmente hacer ver que la ra
zon de l?s rectángulos ABCD y EFGH no puede ser ni 
mayor n1 menor que la de sus alturas. 

Con efecto, si tuviéramos 

ABCD: EFGH :: AD: EI, 
siendo EI mayor que EH, é imaginásemos dividida la 
AD en partes iguales menores que HI, y que se lleva, 
sen e~tas partes sobre la EH desde E hácia H, caería ne
cesanamente un punto de di visicn h entre H é I; y le
vantando por este punto á la EH la perpendicular ltg 
tendremos el rect.íngulo EF gh, que nos dará: ' 

ABCD: EFgh :: AD: Eh, 
pues que l.1s alturas AD y Eh serian incomensurables en
tre sí p~r comtrnccion; y comparando esta proporcion con 
la untenor, se deduce focilísimamente de ellas 

EFGH: EFgh :: EI: Eh¡ 
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lo cual no es humanamente posible, por ser EFGH < 
EFgh, y El> Eh. 

Llevando el punto I al otro lado del GH en I', tam
poco se podrá obtener la siguiente proporcion: 

ABCD: EFGH:: AD :El'; 
porque al tomar en 7/ el punto de division correspon
diente á h, tendríamos primeramente con respecto á l,1s 
al'turas AD y Eh', que son comensurables entre sí, 

ABCD : EFg'll : : AD : Eh', 
fo cual nos conduciría todavía á esta otra: 

ABCD : EF g'h' : : El' : Eh', 
y que no puede ser menos de ser absurda, á causa de que 
EFGH >EFg'h', y El' <Eh'. . 

No pudiendo, pues, ser mayor ni menor que la de 
AD á EH , la razon del rectángulo ABCD al otro rec
tángulo EFGH, será forzosa consecuencia: 

ABCD : EFGH : : AD : EH. 

TEOREMA, 

1 6 7. Dos rectángulos c11alesquiera son entre sí como 
los productos de su b.ase por su altura, 6 como los pro• 
duetos de dos lados contiguos. · 

Demostracion. Si de la base del paralelógrnmo ABCD, 
ñg. 97, tomamos una parte Ah, igual á la base del pa· Fig. 97. 
ralelógramo EFGH, y tiramos la recta be paraLla á BC, 
nos resultará, <::on arreglo al teorema anterior: 

AlcD: EFGH :: AD: EH; 
tomando despues AD por base de los parnlelógramos 
ABCD y AbcD, que entonces tendrán por alturas la AB 
y la Ab, podremos concluir: 

ABCD : Al,cD : : AB : Ab. 
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Multiplicando. ahora por órden estas proporciones 
con el cuidado de omitir el foctor AbcD, comun á los 
dos términos de lu primera rnzon compuesta, y· sostituir 
en lugar de Ab su igual EF, tendremos: 

ABCD: EFGH :: AB X AD.: EF X EH, 
resultado en que se verifica la propuesta del.teorema*· 

I 6 8.. Obsct-vacion. No siendo otra cosa· medir las 
cantidades que comparar entre sí las de la misma especie, 
bien se deja conocer que fa medida de las cantidades de
be tener por objeto el determinar cuantas veces contiene 
una area cualquiera á otra que arbitrarhunente, hayamos 

"" Aqui me he valido de la multiplicación por 6rden, cótno der 
m:dio mas _sencillo de conseguir el resultado que se apetecia; mas po
driJ rnlly 611:!n suceder que se experimentase alguna dificultad en con
cebir <!Sta variacio.n, en la cual parece que se deben multiplicar las areas 
e?t,e sí. Con todo, esta dificultad dejará de existir luego que se ima
g,'1e c¡ue ~'1?' a reas, para ser cornpandas unas con otras, es tan previa• 
mente refond.is ií una cierta y determinada area, adoptada por medida 
comun ~ por unidad. Y aun puede darse mayor claridad á este pasa• 
ge::, pomfodolo en estos términos: 

las proporciones ' dan. 
AbcD: E~GH :: :A..D: EH, 

ABCD ; A/,D : : AB : Ab 

EFGH EH 
A_bcD--:-AD 

A:bcD Ab 

ABCÜ ·AB 
lo cual ~o presenta oscuridad alguna , puesto que tratamos de .razones 

· de cJ1H1dadc:s hornogeneas. En este sup~esto, designando el quebrado 
EH , . . 
AD cuantas veces está contenida el area AbcD en la EFGH, asi co-

•\.;í . . 
mo la fraccion ~B nos manifiesta cu:íntas veces está contenida el area 

ABCD en la' Alc.D, el número de veces que la primera está conteni-

d ¡ 'l · , d . . d EH Ab a en a u tima , estara e cons1gu1ente expresa a por _ x - == 
EF EH AD AB 
"Bx - , concibiendo referidas las rectas á una medida cómun. n AD 
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adoptado para que nos sirva de término de comparacion 
ó de unidad. Medir, por ejemplo, el rectángulo ABCD, . 
fig. 98, es tratar de determinar cuántas veces contie- F1g. 98. 
ne este rectánaulo á un cuadrado abcd, en el cual se su-
ponga que el lado ab sea igual á la recta elegida para 
medida comun de las longitudes de las rectas; y con arre-
glo á lo expuesto, y refiriendo á la medida comun la ba-
se y la altura AB y BC del paralelógramo ABCD , nos 

resultará: AB BC 
abcd; ABCD :: abxbc: ABxBC; Ó :: I : - x -; 

ab he 

lo que pone en claro que el rectángulo ABCD contiene 
al rectángulo abcd, ó al area adaptada por unid.1d t ,tn

tas •oeces como el ptoducto del número de unUades linea• 
res contenid1u en su base AB, y multiplicado por el 11Úme-

1·0 de unidades lineates contcnid,1s en szt altura BC, con• 
time á kt unidad numérica; expresion cuya exactitud es 
evidente, por estar ya reducidas á números hs razones. 
El deseo de abreviar ha inducido á decir, que tl are.a de 
cualquier 1·ectángulo es (IJ11al al producto de_ su base por 
stt altuta; debiendo estar siempre con el cuidado de en
tender y restablecer la primera proposicion , cuando dé 
motivo á ello 1a mala inteligencia de la segunda. 

La verdad de la proposicion antecedente resu1ta de l.i 
mera inspeccion de sola la fignra, siempre que el lado del 
cuadrado elegido por medida comun esté contenido exacta
mente en la base y en la altura del rectánguloABCD. Ti• 
rnndo entonces por todos los puntos de division de la ulrnra 
BC rectas cf paralelas á la AB, nos resultará dividido el 
rect.:íncrulo ABCD en tantos rectángulos iguales , ó en 

º . l , tantas b:rndas ó fajas iguales, cuantas contiene su a tura a 
la ab; y cada una de estas bandas puede dividirse, del 

TOMO III, V 
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mi;rno modo que h AB~f, en tantos cu:idrados Begh, to• 
dos iguales al abcd, cuantas veces contiene la base AB á 
Li al~ El n(1mero total, pues, de los cuadrados iguales al 
Bt;gh, contenidos en el rect.íngulo ABCD, es igual al de 
lus bandas AB,:/, multiplicado por el número de cuadra. 
dos contenidos en cada una: lo cual compone el producto 
del número de unidades lineares de la base por el núme
ro de unidades lineares de la altura. 

1 6 ~. r. º Co1·olario. Siempre que sean entre sí igua. 
les los dos h1dos AB y BC del rectángulo, en términos 
que h:iya pasado á ser cuadrado, en tal caso su area se 
medirá formando la segunda potencia de su lado AB; es 
decir, que contendrá al cuadrado abcd elegido por uni
dad, t::rntas veces cuantas la segunda potencia del número 
de m1id;ides lineares contenidas en su lado contenga á la 
unidad numérica ; y de esto nace que se llama tambien 
maJr.ido de 1.rn número á la segunda potencia del mis
mo número. 

I 70. 2.º Corolario. El area de cualquier paraleló
gramo se mide por el producto de su base por su altura, 
Ccu efecto, siendo entre sí equivalentes los paralelógra
rnos de una misma base y de una misma altura (§. I 61 ), 
cu:ilquier parnlelógramo habrá necesariamente de ser 
C(]Ui\·al,.:nte ;:il rect::1ngulo de la misma base y la misma 
alrnra. Se infiere asimismo que siendo entre sí dos parale
lógrnmos cualesquiera como sus respectivas medid~s, es
tarán de consiguiente en la razon de los productos de ca-
da base por cada altura respectiva, ó simplemente en la 
razon de las b;ises, si son iguales las alturas; ó en rnzon 
de las alturas cuando tengan la misma base. 

1 7 I. 3. º Corot1rio. Siendo todo triángulo la mitad 
de un rect,ingulo de la misma base y de la misma alrnrn, 
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Irnbrá de medirse el arca de todo trifogulo tonrnndo la 
mirad del producto de Sll lme por su altura. Y siendo en
tre sí las mitades como los todos, cualesquiera triúngulos 
vendrán á tener la misma razon que los paralelógramos de 
que hacen parte; y de consiguient~ la misma que la de 
la respectiva base por su correspondiente altura(§. atec.); 
ó como sus bases, cuando sean iguales sus altmas ; ó co
mo sus alturas, cuando sean iguales las bases. 

PROBLEMA, 

I 7 2. Tr,1sform.1r en un cuadrado á un j1,1rnM6gra• 

mo , ó á un trid11gulo dado. 
Solucion. 1.º Determinando una media proporcional en· 

tre la baseAB y la altura DE del paralelógramo propt1es· . 
to ABCD, fig. 99, hallaremos el lado FG del cuadrado Fig. 9 9· 
EFGH equivalente al paralelógramo d:ido. 

Con efecto, en virtud de la (¡ltima construccion te-

nemos: 
AB : FG : : FG : DE; 

- - -2 

de donde se infiere que AB x DE= FG ; 
y corno la medida del area del paraldógramo pr:puesto 
es AB x DE, y la del cuadrado EFGH, constnudo so· 

bre FG, es FG\ esta última figura debe ser equivalen

te á la otra. 
2.º Por lo que respecta al triángulo A

1
B

1
D\ debere-

mos primeramente buscar la media pro~orcional FG entre 
1a base A'B' y la mitad de la altura DE , pues en tal c.1so 

tenemos: 
A1B1

: FG :: FG: ½D'E'; 

- -- -2 

de la cual se sigue que ½ A1B
1 

x D'E
1 = FG ; en cuya 
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ecuacion el primer producto representa el a rea del trián
gulo, y el segundo la del cuadrado. 

I 7 3. Corolario. Por medio del problema anterior se 
puede trasformar cualquiera polígono en un cuadrado 
equivalente; para lo cual será indispensable trasformarle 
en primer lugar en un triángulo, segun el método(§. I 64), 
y en seguida se convertirá inmediatamente el tal triángu
lo en un cuadrado. 

I 7 4. Obser-vacion. Pudiendo todo polígono ser di
vidido en triángulos (§. 8 I), no habrá inconveniente en 
valuar su area , c;ikulando con separacion la de cada uno 
de los triángulos que lo componen, y tomando la suma 
de sus resultados. 

TEOREMA. 

Fig. IOo. 175. El area de un cuadrilátero ABCD, fig. roo, 
en el cual son entre sí paralelos dos lados, y que se llama 
tt-apezio, se mide por el producto de la semisuma de los 
dos lados paralelos , AB y CD, multiplicada por la altu .. 
~·,t EF tomada entre estos lados. 

Demostracion. Si tirarnos la diagonal CB, dividire• 
mos el trapezio en dos triángulos ABC y BCD, cuya 
;iltura conrnn será EF; y siendo ABCD =ABC-1-BCD; 

ABC= ¼AB X EF; 

BCD-¾CD X EF; 
podremos concluir de estos antecedentes que 

ABCD = _¼ AB X EF -+ iCD X CF ¾(AB+CD)EF,' 
lo cual es ¡ustamente la propuesa del teorema. 

Bueno será observar que la recta GH, tirada por el 
punto G de enmedio de uno de los lados no paralelos 

\ 

1 
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del trapezio, es igual á ~ ( AB +CD); porque siend? H 
el punto de enmedio de la línea BD (§. 5 8) la se~1~J/11

~

za de los triángulos BCD y BHI hace ~:r con evidenc1~ 
que IH = ¼ CD; asi como la de los tnangulos ACB Y 
GCI prueba del mismo modo que GI = ¾ AB, de lo cual 

resulta que 
GH =Gl+IH=½ (AB-+ CD). 

Dividiendo tambien ln recta GH á la EF en dos par
tes iguales (§. S 8) se habrá de 'hallar á igua~ dist~ncia 
de los lados paralelos del trapezio; y se podra dem de 
consiguiente: que el area del trapezio se mi~e por. el pro-,_ 
dueto de stt altura, multiplicada por una linea tirada a 

igual distancia de las dos bases paralelas. 

TEOREMA, 

176. Las a1'cas tj,e los polígonos semejantes son en
tre sí como los cuadrados de los lados homólogos de los 

mismos polígonos. ' , 
Demostracion. Si los polígonos propuestos fuesen . 

1mo5 triángulos cu;ilesquiera ABC y abe, fig. I o I , los F1g. I o I, 
triángulos rectAngulos BDCy bdc, formados por las altu-
ras de los primeros, serán semejantes, como :que ademas 
de tener los ángulos rectos D y d, tienen ademas entre sí 
iguales los ángulos B y b; lo cual nos da : 

CD : cd : : BC : be ; 
pero en virtud de la semejanza de los triángulos ABC y 
abe, h.ibremos de tener tambien: 

. AB : ah : : BC : be; 
multiplicando estas dos proporciones por su órden, y di
vidiendo por 2. los dos términos de la primera rnzon de la 
proporcion compuesta, nos resultará: 



ELEMENTOS 

- -2 -2 ½ AB · x CD : ½ ab x cd:: BC : be , 
result::1do, cuyos primeros términos expresan las areas 
respectivas de los trifogulos ABC y abe(§. 17_1); y de 
consiguiente 

-2 -2 

ABC : abe : : BC : be • 
. 2." Estando divididos dos polígonos semejantes 

F1g. 5 I. ABCDE y abcde, tig. 5 1 , en un mismo número de tri
ángulos semejantes (§. 8 9) y semejantemente dispuestos, 
cada uno de los triángulos del primer polígono será á su 
correspondiente en el segundo como el cuadrado de uno 
de los fados del primer polígono es al cuadrado del lado 
homólogo del segundo. Tendremos, pues: 

-2 -, 

ABC: abe:: AB : ab -
-2 -2 

AEC : ate : : AE : ac 
-2 -2 

EDC : ede : : ED : ed . 
~fas. la semejanza de los polígonos nos da la siguiente~ se~ 
ne de razones iguales: 

AB : ab : : AE : ae : : ED : cd, 
de la cual se deduce 

--2 -2 -2 -2 -2 -l 

AB : ab : : AE : ae : : ED : ed , 
1o cual demuestra la iguald:1d de las razones de cada uno 
de bs triángulos de cad,1 polígono á su correspondiente 
en el o~ro; y de donde resulta 

ABC: abe :: AEC: aec:: EDC: edc. 
! ~e esta última serie de razon:;s iguales se deducirá por 
ultimo 

ABC + AEC + EDC : abe + aec + cde : : ABC : abe, 

, A'Br'DE b - 2 - 2 
o '-' : a cde : : ABC : abe : :. AB : ab • 
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El mirn10 razonamiento tendria manifiestamente lug~r, 
cualquiera que fu~se el número de l,1dos de los dos poli
gonos propuestos. 

TEOREMA, 

I 7 7, L,ts aretrs de dos tritingulos que tmg mz un 
,fogu/o comun, tienen la mism,1, razon q11t· fos 11rod11ctos ,ii: 
los lados que comprend,w el tal dngulo. 

Demostracion. Luego qne bajemos 1::is alturas CD y 
FG , fig. I o I , de los trLíngules ABC y AEF resultan Fig. I o r. 
formados los triángulos semejantes ACD y AFG, que dan 

CD: FG:: AC: AF; 
y con arreglo al §. 17 I , tendremos: 

ABC : AEF : : AB X CD : AE X FG. 
Si ahora se multiplican por órden las dos últim.is propor
ciones , suprimiendo á un mismo tiempo el factor CD co• 
mun á los ante.:ede11tes, y elfactor FG comun á los con
secuentes , resultará, conforme á la propue~rn, que 

ABC: AEF :: AB X AC: AE X AF. 

TEOREMA. 

178. El madr.rdo AEHL, fig. 102, construido so• Fig. 102. 

b1·e la hipotenusa de un tr/,ú1g11lo rectd11gulo ABE , es 
equi7.Mlente cf la szmw de los mc1dr,1dus ABCD )' BEFG, 
c1mstnddas sobre los ·otros dos lados d,,¡ mismo triawuio. 

ú 

Demostradw. Podríamos con 1\aun deducir esta pro• 

posicion de la del §. 7 5 , ya que se ha hecho ver en 
--2 ---2 -2 

aquel párrafo que AB + BE = AE ; y que conforme 
--- -2 -2 -2 

al §. 169, los AB , BE y AE son Lis respectivas me-
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didas de los cuadrados ABCD , BEFG y AEHL; mas · 
suponiendo estas consideraciones que las líneas y las areas 
se hallan referidas á números, he juzgado conveniente 
demostrar la proposicion , valiéndome inmediatamente de 
las areas, á imitacion de Euclides, y sin hacer uso algu
no de razones de líneas. 

Para ello es indispensable bajar desde el ángulo recto 
B del triángulo ABE sobre la hipotenusa AE la perpen
dicular BK, y prolongarla hasta I, y en seguida tirar las 
líneas DE y BL. Teniendo el triángulo DAE la misma 
base AD que el cuadrado ABCD, y hallándose com• 
prendido entre las mismas paralelas AD y CE, deberá ser 
equivalente á la mitad del tal cuadrado ( §. I 6 2); asi
mismo el triángulo BAL habrá de ser equivalente á la 
mitad del rectángulo AKIL, construjdo sobre su base AL, 
y comprendido entre las mismas paralelas AL y BI. Aho
ra bien, los triángulos DAE y BAL son entre sí iguales 
(§. I 6), porque el ángulo DAE, compuesto del ángulo 
recto DAB y del ángulo BAE es necesariamente igual al 
BAL, compuesto igualmente de un ángulo recto EAL y 
del ángulo BAE, y siendo ademas respectivamente igua
les entre sí los lados AD y AB, AL y AE , como lados 
que son de un mismo cuadrado : es , pues, la mitad del 
c1:rndrado ABCD equivalente á la del rectángulo AKIL; 
y de consiguiente el mismo cuadrado ABCD será equi
valente al rectángulo AKIL. Del mismo modo se hará 
ver que el cuadrado BEFG es equivalente al rectángulo 
EHIK; y de todo esto resultará que el cuadrado AEHL, 
compuesto de los dos rectángulos AKIL y EHIK es equi
valente á lJ suma de los dos cuadrados ABCD y BEFG. 

179. r.º Corolario. Pues que tienen u_na misma ,il
tura i\.L los rectángulos AKIL, y EHIK y el cuadrado 
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AEHL, hahrán de ser entre sí como sus bases {§.170);,. 
de modo que tengamos: 

ABCD: BEFG: AEHL :: AK: KE: AE; 
es decir, que los cundrndos construi,fos s0bre los lados 
del ángulo recto de un triángulo rectángnlo son al cua
drado construido sobre la hipoti;nusa, como los segmentos 
adyacentes AK y KE son á la hipotenusa entera AE._ 

180. 2.º Corolario. Ya que las areas de los polígo~ 
nos semej:rntes son entre sí como lo_, cuadrad0s de lo~ 
lados homólogos de los mismos poltgonos (§. I 7 ú ), sr 

o 
se constrn yen sobre los dos lados del ángulo recto del tri-
ángulo ABE y sobre su hipotenusa AE, fig. I o 3, tres Fig. I o 3· 
polígonos:,setnejantes X, Y y Z, vendremos 1 tener: 

-2 -2 -1 

X : A B : : Y : BE : : Z AE ; 
de donde se iuforirá: 

-2 -2 -2 
X+ Y : AB + BE : : Z : AE ; 

-l -2 

y del teorema preéedente ·, que nos da AB + BE 

AE
2

, se podrá concluir que X+ Y= Z; es decir, que 
el ·poHgono constrtiido sobre la hipo ten usa es equivalen
te á la suma de los otros dos. 

l'ROBLEMA, 

I 8 r. Construir un polígono semejante 1f otro d,1do, 
y cuy,-¡ area se Twlle en una razon dada c&n la del pri
mero, ó que se,i equivalmte á un cuadrado dado. 

Solucion. En el primer caso, en que be, fig. I 04, Fig. I 04. 

designe uno de los lados dd polígono dado, y en que el 
area de este polígono tenga á la del buscado la misma ra-

T0MO Ill, X 
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zon que tienen entre sí dos rectas cualesquiera M y N; 
tómense de una recta indefinida AE dos partes AK y KE 
que se hallen en la misma razon: spbre la suma de ellas 
AE ~ como diámetro, descríbase una semicircunferencia; 
levántese la perpendicular BK; tírense las cuerdas AB y 
BE; por último, llévese sobre la AB , desde B á C > el 
lado be de 1a primera figura , y habiendo tirado CD 
paralela á la AE, tendremos en BD el lado que en el po
lígono buscado es homólogo á be. La cuestion, pues, que
dará reducida á construir sobre BD un polígono semejan 
te al polígono X, lo cual se efectuará con arreglo al mé
todo del §. 90. 

Para demostrar la construccion anterior deducimos 
desde luego de los triángulos ABE y CBD, semejantes 
entre sí, las siguientes proporciones: 

-2 -:t -2 -2 
AB : BE : : BC : BD y AB : BE : : BC : .BD 

mas con arreglo al §. I 79 

-z -2 

AB : BE : : AK: KE ó : : M : N; 

-2-2. 

de consiguiente BC : BD : : M : N; 
y por tanto(§, 176) el políg0no construido sobre BC se
rá al polígono construido sobre BD én la, misma rnzon que 
M á N, como lo exige la propue,ta de la cnestion. 

Si el fado be de la figura X fuese mayor que AB, 
prolongaríamos esta línea hasta C'; mas no por eso varia
Iian 1a construccion ni la demostracion. 

En el caso en que el area del polígono pedido debiera 
ser equivalente á un cuadrado dado N\ se trasformaria 
igualmente en un cuadrado el polígono dado t y represen
t,md.o por M" este cuadrado,, seria necesario que tuviésemos 
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-2-2 
BC :BD :: M': N', 

á la cual se sigue M: N :: BC: BD; 
asi obtendríamos entonces á BD con el auxilio de las lí. 
neas proporcionales (§. 6 2) ó bien podríamo5 tomar AK 
y KE en la misma razon de los cuadrados lvP y N'. 

T:EOllEMA, 

I 8 2. El ctrea de un polígono regular tiene 1101· me
dida la mifltd del producto dt s1t contorno por et radio 
del círrnlo bzscrito. 

Demostracion. El tal polígono puede ser dividido ea 
tantos triáng.ulos iguales como lados tiene(§. 1 3 9); uno de 

estos triángulos ABO, fig. 79, se halla medido por ½ABx Fig. 79. 

OG ; y repitiendo este producto tantas veces como lados 
tiene el polígono, nos resultarát siempre que designe• 
mos por N al número de lados , 

½NxABxOG; 
mas representando N x AB al contorno ó perímetro del 
polígono , si lo designamos por P, vendremos á tener por 
resultado á 

½P xOG, 
como nos lo anuncia la propue'sta del teorema. 

Al radio del círculo inscrito se le llama tamhien apo
tema, y en consecuencia se dice que el arca de un polígo• 
110 regular tiene por medida la mitad del produfto de su 
perímetro por ,rt1, apotema. 

18 3. O:Jrolario. Del último teorema y del §. I 40 
se sigue que siendo entre sí las areas de los polígonos re; 
guiares de un miilllo número de lados como los cuadrados 
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de sus fo dos, lo son asimismo ef!tre sí como los cuadrndos 
de los radios de los círculos , en los cuales es ten inscritos 

' ó á los cuales se hallen circunscritos. Con efecto, tenemos 
sucesi ~amente 

-.-2 -·2 

ABCDEF : abcdef:: AB : ab ; 
AB: ,tlb :: AO : ªº (§. I 40), 
-2 -2 -2 -2 

AB : ab : : AO : ao ; 

de 1;··cnal resulta ABCDEF : ábcdef: : AO \ ·ªº 2 

•. 

Por otra parte, obse.rvando que AO : ao : : OG ; og 
(§. I 4 o), tendremos del mismo modo que . 

-2 -2· 

_ .ABCDE;F :: qbcdef: _: OG : og ! 

I 84. ObserÍiario11. Haciendo aplicacioo de la propo
sicion del pánafo precedente ·Uos polígonos regulares ins• 
critos y circunscritos á un mismo círculo, se echa de ver 
que en todo caso es-posible lrnllar dos polígonos del mis
mo núm.ero .de lado~, in~crito eL uno y circunscrito el otro, 
tales que la diferencia d~ sus respectivas .ai·r;;f)S sea menor 
~ue cualquiera otra cantidad dada, por pequeña que pue-
da esta, imagim1rse. . . _ . ; ., - · 

Fig. S 7. _ ; Efüctiramente, ,en l_¡i-fig_ura 'ª,7,Jenen}os con la ma-
- 2 -2 

vor evidencia ABCDE : ahrde : : Oa : OG'· · -
,./ l , • ¡r·• ' , 

y des•ignando P..ºr P_ c.;l •~úea de I polígono circ11nscrito, y 
por p la dd pólígonó 'inscrito, resiiltdr{i, · - ''ci · 
.. ' , ; -, ...:....!.,!_:2 ---·2 ; ... ' j~,¡ ',\,, f • }·\ 

P : p :. : Oi:i : QG , . . . , . 
. ·- ---2 .-.. 2 . -2 

. P --. p : P : ·: Oa - OG '::Da.; 

de do.ide ,~ ded,ice ~ue p -p · ·. P(~~<JG'), '. 

Oa 
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valor en el cual se puede hacer tan peqt1eño como se 

-2 -2 

quiera , el factor 0,i - OG , lnultiplicando los lii.dtis de 
los polígonos. 

I 8 S. Corolario. Siendo visiblemente mayor qne el 
cfrcu lo el polígono circunscrito, mientrns el inscrito es 

menor que el mismo círculo, se infiere claramente que en 
todo caso podremos asignar un polígono regular, ora ins
crito ora circunscrito, cúva .ir ca se diferencie, cuan po• ' , 
cose quiera, de la de un círculo dado. Para lo rnal bas• 
tará escoger un polígono de un número de lados bastan

te grande, á fin de que ia diferencia entre el polígono 
inscrito y el polígono circunscrito no siipere á la cantidad 
asignada. 

TEOREMA. 

I 8 6. Si' tres cantidades A, B, X., son tales, que la 
p1·inu:ra A, d. la mal suponemos '7.:ariable, y que .f.1m,1s 
deja de su_per,Tr á cada una de fas otr,ts dos B )' X que 

no 'Varían, pueda apro:rimarse á un mismo tinnpo, rnmz
to se quient á entrmnbas, será forzoso dair que B = X. 

Demostr.1cio11. Sea 1.' X >B; y con :irreglo á esta 
hipótesis, y _en virtud de la propuesta, 

A>X;X>B; 
de lo cual resulta qne si tomamos A de modo que la di
ferencia A- B sea menor que una cantidad cualquiera "í\' 
lo cual siempre se mira como posible, la. diferencia X- B 
habrá de ser con mas fuerte razon menor que J'. 

· 2.º Sea X<B; y en tal caso tendremos A>B; B> X; 
y tom8ndo A de modo que A-, X sea menor que J\ con 
mucho mayor razon la diferenciaB ._X será menor que J\ 

Y conduciendo este razonamiento á manifestar que la 
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diferencia de las dos cantidades invariables X y Bes necesa
riamente menor que cualquiera cantidad dada, por peque
ña qtie esta sea, se sigue forzosamente que B=X (§. I 5 3), 

TEOREMA, 

187. El area de un círmlo time por medida la mi
tad del producto de la drcu11ferencia por el radio, ó 
½CR, designando por C la circunferencia, J por R el 
1·adio. 

Demostradon. Con efecto, cuanto mas aumenta el 
número de los lados del polígono circunscrito , tanto mas 
se aproxima á la circunferencia su perímetro P (§. r S 2)1 

y tanto mas se aproxima á el producto ½ GR el ½ PR, sin 
embargo de que este segundo será siempre mayor que el 
primero, bien que pueda disminuirse el exceso cuanto se 
quiera. Por otra parte, el area del mismo. polígonó, que 
siempre es mayor que la del círculo, puede aproximarse 
á esta con cuanta cercanía se apetezca ( §. I 8 5 ). Se ha
llan, pues, los productos { PH, ½ CR, y la verdadera 
medida del area del círculo , en· las mismas circunstancias 
que las tres cantidades A, B y,X del párrafo precedente. 
De consiguiente la verdadera medida del area del círculo 
es 1CR *· 

,.. Se demuestra inmediatamente que la medida del area del círculo 
no puede ser mayor ni menor que ½CR: en vista de que si se verifica• 
se que fuera mayor, ½ CR seria en tal caso la medida de un círculo 
mas pequeño que aquel cuyo radio fuese= R; mientras que inscribien• 
do en este último círculo un polígono mayor que el otro círculo (vé11u 
la nota de lt, pág. r34), este polígono tendria sin embargo por n,edid:i 
un product? menor que ½CR, puesto que su contorno y su apotema 
son respectivamente menores que C y R. 

Tampoco se puede suponer que el producto {CR sea la medida 
de un círculo mayor que al prepuosto; puei inscribiendo en el círculo 
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1 8 S. Co1·olario. De esto se infiere que las area5 de 

los círculos. son entre sí como los cu adrados de sus respec
tí vos radios ó diámetros. Con efecto, pues que tenemos 
esta proporc10n : 

e : e' : : R : R' (§. r s 4 ), 
si la multiplicamos por estotra 

1 R . 1 R' .. R . R' 2 • 2 • • • ' 

la cual es evidente, producirá la que sigue: 
1 CR. !C'R' .. R• . R•'· 2. • !2 • • ' , 

en cuya proporcion los dos términos de la prin_1era razo? 
son, con arreglo á lo que precede, las respectivas med1• 
das de las areas de los círculos, cuyos radios son R y R'. 

Por otro lado, es bien~ manifiesto que designando por 
D y por D' á los respectivos diámetros, y siendo, como 
es bien sabido, D = 2 R , D' = 2R' , tendremos esta pro• 

porc1on: 
R 2 : R'I : : n2 : D'' ; 

y de consiguiente 
•cR • 1 C'R' · · n• · D'1 

• ' "i •'i •• • , 

lo cual completa la propuesta de la proposicion. 
Si representamos por 1r la circunferencia de un cír

culo cuyo diámetro esté designado por I, la superficie 
de este círculo deberá ser ¼ x '7i' = ! 'Tl'; y por tanto 

r · 1 C'R' · · · D'1 
• 4'i'i'• • .• I • ~ 

de donde se infiere que 
!.C'R' = .!'7i' D'•; 
3 4 

lo cual nos hace ver que el arut de 1m cÍ1'culo es igual al 
rnadrado del diámetro multiplicado por ¼ de la razon de 
/a circunferencia al diámetro. Si sostituimos en vez de 

mayor un polígono mayor que el círculo própuesto, es te polígono ten
dria una medida mayor que ]a que se asigna al círculo en qui: se halla 
inscrito. 
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D'2 su eq11ivalente 4R\ nos resultará.'7l"R12
, ó el cuadra

do dd r,idio multiplicado por la razon de la circ1111/eren
cia al diámetro. 

TEOREMA, 

Fig. ios. 189. Et area de la figura AFBO, fig. ros ,ürnd-
nada por los, dos radios AO J BO, que forman un ángulo 
cualquiera, J por el arco de círculo AFB, la cual se lla
ma sector del círculo, time por medida á la mitad del 
producto del arco AFB, multiplicado por el radio AO. 

Demostracion. Si por el centro O levantamos sobre 
el diámetro AE 1a perpe□dicul~r DO , los lados del á'ngu
lo recto AOD y el arco ABD comprenderán evidm1te~ 
mente entre sí la cuarta parte de la area del círculo; y el 

razonamiento del §. 1 o 9 nos hace ver que el areá del 
sector AFBO es á la del sector· AOD en la misma razon 
que el arco AFB al arco AD. Mas por cuanto. el area del 
sector AOD es la · cuartá párre · de· la del círculo, ven -
drá á ser 

AOD = ¼ X ½C X AO = fC X AO i 
y la proporcion presentada mas: arriba 

AFBO: AOD ::.AFB: AD, ójC, 
se trasformará en Ja que sigue: - ; 

AFBO: íC X AO :: AFB: {C; 
lo cual nos dará: 

AFBO=½AFB xAO, 
segun nos Jo anuncia la propuesta de la proposicion. 

I 9 o. Obscr'vacio11. Podremos determinar el valor 
del espacio AFBA, que se halla comprendido entre el 
arco AFB y la cuerda AB, smtrayendo del area del sec-
tór AFBO fa del triángúlo A.BO. . 
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Esta última se expresará por ½ BG >< -AO , siempre 
que BG sea perpendicular á la AO ( §. I 7 I) ; y quitan
do su valor del del sector AFEO ( §. I 8 9), tendremos 
por residuo 

AFBA=½ AFBxAO-½BGxAO=½(AFB-BG) AO, 

que es decir: la mitad del pt'oducto de la difere~ci~ .en
tre el arco AFB J' · la perpendicular BG, multiplicada 

por el 1·adlo AO *· .. , 
N. B. El espacio AB se llama segmento, y a la pol'-

cion FH del radio OF perpendicular á la cuerda AB se 

la da el nombre de jleclza. 

En la Trig.on;·meti-ía se l1ace tnuy frecúente ·uso ,Íe la perpendi• 
cufar BG, dfodola el nombre de uno del ar.co AFB .. 

TOMO III, 
y 



SEGUNDA PARTE. 

SECCION PRIMERA. 

DE LOS PLANOS, Y DE LOS CUERPOS TERMINADOS 

POR SUPERFICIES PLANAS, 

N. B. En todo lo que va á seguir, las figuras abra• 
.zan el espacio con todas sus tres dimensiones. Las líneas 
puntuadas pasan por la espalda de los planos. 

De los planos y de las líneas rectas. 

I 9 I. Ya que la línea recta se aplica exactamente al 
pluno en todos sentidos (§. 2) , es bien claro que en te
niendo una recta dos de _sus puntos en un plano, debe 
h.dlarse en él toda entera, sin lo cual se podrian tirar 
por dos puntos muchas líneas rectas_; la una que estaria ti• 
rada en el plano mismo por los puntos dados, y las otras, 
q ne tendrian prolongaciones fuera del plano; lo cual no 
puede acordarse con la idea que tenemos formada de la 
línea rectn. 

r 9 2. La interseccion de dos planos es una línea rec, 
ta, segun resulta de las definiciones del §. r ; y bien se 
concibe que si por dos puntos de la interseccion se tira 
llJJa recta, deberá hallarse á un mismo tiempo en el uno 
y en el otro plano (§. preced.); y de consiguiente no po• 
drá menos de ser su mutua interseccion. 

J:;"ig. 106. 193. Por una misma línea recta AB, fig. 106, se 
puede hncer pasar una infinidad de planos diferentes CD1 
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EF GH &c. Para convencerse de ello, basta observar 
ue i un plano se le puede en todo caso suponer girando ;l rededor de una línea recta tirada por dos de sus pu n

tos, y tomando por este medio un infinito número de ~i
ferentes posiciones, sin que los puntos de la recta van en 
de lugar; mas no por eso se deja de ver que este plano 
permanecerá inmoble siempre que s~ fije fuera de la recta 
un punto, por el cual deba necesanamen_te p~sar. De lo 
cual resulta que se halla determinada la sttuac1011 de_ un 
plano cuando se conozcan y no se hallen en una misma 
recta tres de los puntos por donde haya de pasar, así co• 
mo está determinada la posicion de una recta luego que 
tenemos conocimiento de dos de sus puntos. 

Se puede igualmente demostrar esto mismo hacien~ 
do ver que dos planos que tengan tres puntos com~nes . 
A, B, C , fig. 1 07, se confunden en toda su extens10n; F1g. I 07 • 
y para convencerse de ello basta observar que si por un 
punto cualquiera E, tomado en uno de estos planos, se 
tira una recta EF que encuentre á dos de las tres rectas 
AB, AC y BC que juntan á cada dos de los tres pun-
tos comunes, y que por esta raz0n se hallan á un mism~ 
tiempo en dos de los planos (§. I 9 1), esta recta sera 
igualmente comun á los mismos planos, por tener en ellos 
los·dos puntos e y f, en que corta á la AB y á la BC. 

I 94. Estan por consiguiente en un mismo plano dos 
rectas que se cortan; porque haciendo pasar un plano por 
una de ellas, por la AB por ejemplo, y por un pnnto 
C, tornado sobre BC; teniendo esta última dus de sus 
puntos B y C sobre el plano, habrá de hallarse en el 
mismo toda entera (§. I 9 1 ). 

De esto se infiere que juntando dos á dos, por me• 
dio de rectas, tres puntos tomados de cualquier modo en 
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el espacio, el· triángulo que resulte ABC, habrá de ha~ 
llarse todo entero en un mismo plano. 

No acontece lo mismo con cuatro puntos tomados 
por casualidad , pu es el plano que pasa por tres de ellos 
no siempre pasa por el cuarto; y como no se halla en 11n 

mismo pl.1110 el cuadrilátero que en tal caso resulta, se le 
conoce bajo el nombre de cuadrildtero oblicuo. 

1 9 5. Las paralelas, en consecuencia de su definicion, 
han de estar siempre en un mismo plano; pero es necesa
rio tener muy presente que en el espacio dos rectas pue
den ser perpendiculares á una tercera sin ser entre sí pa
ralelas ni encontrarse; porque pueden tirarse por un solo 
punto tantas perpendiculares á una misma recta, cuantos 
planos se pueden hacer pasar por 1a indicada recta; es 

Fig. I 06. dtcir, una infinidad. Las rectas AC, AE, AG, fig. 106, 
pueden todas ser perpendiculares á la AB, la primera en 
el plano CD, la segunda en el plano EF, y la tercera 
en el plano GH. Si sucediere lo mismo á las líneas BD, 
BF y BH, serán entre sí paralelas las rectas BD y AC, 
como que son juntamente perpendiculares á la misma 
recta AB en el plano CD; pero estas mismas rectas no 
seián paralelas á ninguna de las demas. 

TEOREMA. 

Fig. 108. 196. Unarccf:t CD, fig. 108, le'Vantadafuera 
di: un. fl,zno AB, perpendicularmente á otras dos DE, 
DF tir;zdtts por su pie en el mismo plano, es perpendi
w!ar ,~ todas las que se pueden tirar por aquel punto 
m el mismo plmzo. 

Demostracion. Sea DG una recta tirada por el pun
to D, de cualquier manera en el plano AB; y ademas es 
necesario tirar una recta EF que corte á ]a DÜ ; prolÓii• 

1 
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guese por deoajo del plano .A.B la CD en una cantidad 
C'D =CD; y tírense por último las rectas CE, CG,, 
CF, C'E, C'G y C1F. Y pues. que la CD es perpen
dicul::u sobre la DE y la ,.DF, estas lo habn'm de ser so ... 
b,:e C'D ( §. 13); las oblicuas CE y C'E, CF y CF 
serán iguales, como que distan igualmente del pie de la. 
perpendicular (§. 2 7); y por otra parte siendo cómun el 
lado EF .á los triáno-ulos CEG y C'EG, tendrán respec-. o . 
tivamente iguales entre sí todos sus lados , y sernn por 
consiguiente tot.ilmente igqales ( §. 2.9): serán, pues, 
iguales los ángulos CEF y C'EF. Lo mismo puede de
cirse de los triúngulos CEG y C'EG, en los cuales se ha
llan comprendidos los tales ángulos entre un lado coro un 
EG y otros dos lados respectivamente iguales entre sí CE 
y C'E (§. 16). A lo cual es consiguiente qne los lados 
CG y C'G sean iguales; y como que distan igualmente 
del punto D , resulta de esto que la recta DG es perpen
dicular sobre CD (§. 2 7), y que recíprocamente lo es 

la CD sobre la DG *· 
· 1 9 7. Obser'1.lacion. Cayendo la recta CD de .modo 
que forma ángulo recto con cada. una de todas las q_ue ~e 
pueden tirar por su pie en el mismo plano, y no incli
nándose de consiguiente hácia ludo alguno de él, se dice 
con propiedad que le es perpendicular. 

TEOREMA. 

198. Si tres rectas ED, FD y GD, fig. I o 9 ,fue- Fig. I 09. 
ren 11e1·pe11dirn!ares d otra, ?nis117,.i, rnta CD en un mis-

,¡. Est1 den~o,tracion, del mi,mn género que la de Euclides, pero 
h1;s ~l!;~ill a, me ha sido comunicada por ;\l. Cauchy, geómetra jóv~n 
111uy distinguido. 
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m~ punto D, todas las tres habrán de hallarse rn un 
mismo plano perpendicular á esta últt'ma. 

Demostract'on. No siendo esto asi, podríamos hacer 
pasar por dos rect,1s ED y FD un plano AB, al cual 
s~rfa perpendicular la CD, y que cortaria el plano GDC, 
tirado por la GD y la CD en una recta G'D, que tam
bien seria perpendicular á la CD ( §. I 9 6 ) ; y entonces 
tendríamos sobre ~na misma recta CD en el mismo pun
to D y en un mismo plano dos perpendiculares GD y 
G

1
D; lo cual es imposible (§. 3 2 ). 

TEOREMA. 

199. Por un !JUnto escogido fuera de un plano, & 
que Sfl lz.tlle en el ~2zsmo pla,~o, _no se puflde tirar mas que 
una _sol,t perpendtrnlm· aJ indicado plano; ast' coino por 
ti mismo punto dfl una recta no puede pasar mas de un 
solo plmto perpendicular á ella. 

. D~m;;stracion., El. primer. caso de la proposicion es 
, casi ev1de?:e por s1 ~msmo; pues si por el punto C, fig. 

F1g. I o S. I o 8 , ~u~ieramos ba¡ar sobre el plano AB otra perpendi
cular d1~t1nta de la CD , por ejemplo CG, seria tambien 
perpcndicula~ e

1
sta recta sobre la GD, y el triángulo 

CGD vendna a tener á ~n mismo tiempo dos ángulos 
rectos; lo cual es , como bien se ve, una consecuencia ab
surda (§. 5 2). 

. , En el segundo caso, si por la segunda perpendicular 
F1g. 109. CD, fig. 1o9, y por la primera CD se hiciera pasar 

u~ plano, s~ria in~ispensable que las dos rectas CD y 
CD fuesen a nn mismo tiempo perpendiculares á la rec-, 
ta_ ~E, en la cual encomraria él al plano AB; lo cual es 
as1misn~~ otro absurdo. Se ve, pues, que es verdadera la 
propos1c1on en sus dos primyras partes. · 

1 
1 
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Por lo que respecta á la tercera, si por el punto D 

se pudiera tirar perpendicul~rmente á la CD otro plano 
distinto del AB , y que se mase por aquel punto en el 
primero una recta cualquiera GD, encontrando en tal 
caso el plano GDC, tirado por esta recta y

1 

por _la per-
d. l CD I plano AB en una recta G D diferente pen icu ar a 

1 
de la GD, vendria á seguirse que dos rectas G 1? y GD, 
comprendidas en el mismo plano que la CD, senan per
pendiculares en el mismo punto de esta recta; lo cual es 
absurdo (§. 3 2 ). 

TEOREMA, 

200. Las oblicuas que igualmente distan de la perd 
pendicular á un plano, son entrfl sí iguales; las que mas 
se apartan de ell.-i son las mas largas; y la perpendicular 
,s la mas corta de cuantas rectas se pueden tirar desde 
un punto dado á un plano. . , 

Demostracion. Siendo CD la perpendicular, fig. I I 0 , Fig. I I o • 
• I. º todos los puntos situados en la circunferencia del cír
culo EF ;\descrito desde el punto D como de centro~ se 
hallan igualmente distantes del punto C; ~ues que s1e~
do rectos los ángulos en D, habrán de ser iguales los tn
án g olos CDE y CDF, como que tienen comun el lado 
CD, y entre sí iguales los lados DE y DF; es por con-
siguiente CE = CF. . . 

2. <1, •Si se junta con el centro D el punto G extenor 
al círculo, la recta GC, situada en el mismo plano que 
las rectas CF y CD,. será mas larga que la CF (§. 2 7 ). 

3.
0 

La línea CD, que sin la menor duda es mas cor
ta que la CF, habrá forzosamente de ser mas corta que 
todas cuantas se puedan tirar desde el punto C sobre el 
plano AB. 
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2 o r. Obser:Vacio11cs. Hallándose cada punto de 1a 
recta CD igualmente distante de todos los de la circun
:ferencia 'F,F, se' ,puede hacer uso de é,l eü la descripcion 
de esta circunferencia, éi.'laL si fuese.el centroD. 

Valiéndonos de este medio, podríamos bajar desde un 
punto exterior una perpendicular á un plano. Para ello 
describiríamos en primer lugar desde el punto C sobre el 
plano AB un círculo, cuyo centro D buscaríamos; y jun
tándolo con. el .punto C, tendremos la re,:c;~a CD perpen
dicular al plano AB. 

Siendo la perpendicular CD la línea mas corta que 
se puede tirar desde el punto Cal plano AB, se nos pre
s-ent.a en ellru.lá medid,i;\na türal de la :<¾is tanda del-indica
do· punto C al n1enc.ionado plano. 

·.TEOREMA, 

' _' .' . , ·r ·' :I~ ,·Si de'sde,rm,punt.{J~,C, de li;r,_ 1:cúq, CG .ohlicua 
F1g. I I I. alj1Z,1no AB, frg. I I I , se ·bajm·e sobr(l,(lsf~ plano /q,. per~ 

pendicular CD , J se juntaren por medio¡ d~ u1¡,a ',recta los 
puntos. G J D ;_.la rect'á _EF 1 tirad~ __ cn el plano AB 
perpendiculanne-nte.;á la. GJD, será tambie1i pc_rpendimlar 
d~CG ' 

Demüstl;acion. Despues de,haher to~qdo GE=GF, 
y de haber tirado en el plano AB las rectas ED-y ·FD, 
·tendremos ED = FD ( §. 2 7). Tirando 1en seguida las 
,oblicuas CE y CF, habi:án ·estás de ser entre .sí iguales 
-por halJars~ á igual distancia. de la pe.rpendicular (§.200); 
mas considerándolas con respecto á la ,CG en el plano 
ECF, hallaremos gue distan igualmente del pie G de la 
,recta CG, la cual será por consiguiente· perpendicul~r á 
la EF (§. 30). . 
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TEOREMA. 

203 . Una recta DE, fig. 112,situadaJ:ura deFig.112, 
un plano AB, J' paralela, ti otra cualquiera AC tirada en 
el mismo plano, no lo encontrará jamas, por 111,:s prol~nga• 
da que ltt sttpongmnos, y habrá de ser al mismo tiempo 
par,1lela á toda recta BF, tir,1da en el plano AB para le• 

lamente á lt-t AC. 
Demostracion. r .º Hallándose la recta DE con la 

recta AC en un mismo plano AD, no podria encontrar 
al plano AB, sino en su interseccion con el anterior; es 
decir, sobre AC; mas no pudiendo DE encontrar á la 
AC, por suposicion, tampoco podrá encontrar al pla-

no AB. 
2.º Si por la recta DE y por uno de los puntos B de Ia 

recta BF, paralela por suposicion á la AC en el plano AB, 
se tira el plano Df, la recta B/ habrá necesariamente de ser 
paralela á la DE, pues que se acaba de hacer ver que la DE 
no puede encontrar al plano AB, en el cual se halla tam
bien contenida la ~f; y con arreglo á lo que precede, no 
pudiendo la recta AC, paralela á la DE, encontrar tam
poco al plano Df en que se halla contenida esta última, 
le habrá de suceder lo mismo con respecto á la recta Bf, 
la cual se halla allí ramhien. No encontrándose, pues, en 
nino-un punto las rectas AC y Bf que se hallan conteni
da/en un mismo plano, habrán de ser entre sí paraldas; 
y como por el punto B no es posible tirar mas d~ unn so• 
la paralela á la AC (§. 40 ), es consiguiente gue Bf se 
confonda con BF, ó que la DE s~a paralela á la BF ;. lo 
cual vii;:ne á ser la segunda parte de la proposicion. 

2 o+ Corofario. Por lo dicho se ve .cwramente que 
TOMO III, z 
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como sean dos rectas DE y BF paralelas ;1 una misma ter. 
cern AC, habrán de ser paralelas entre sí; porque si ima. 
gin.unos un plano AB c1uc pase por la recta BF y por la 
recta AC, la recta DF deber{¡ satisfacer á las condiciones 
de la propuesta del teorema superior. 

TEOREMA. 

2 o S. Los ángulos BCD y EAF, que· tfrnt'1l los fa. 
dos paralelos y la abertitra dirigidct !tdcia una misma 
parte, son entre sí ig·ua/es, ctrmqttt: st• hezllm situados 
en disti'ntos plflnos. 

Demostracion. Si por los lados pnralcl()s CD y AE, 
CB y AF se hacen pasar dos planos AD y A.B; que se 
tome CD:::: AE; CH= AF; y que ademas se tiren las 
DE, BF, DB y EF, las figuras ACDE y ACJ~F serán 
para_lel~gram?s (§. ~9); los lados ED y FB serún por 
cons1gu1cnte iguales a la AC, paralelos ent!'c sí (§. prec.), 
y formarán un paralcl<Jgramo, en el cual t<.Jndremos DB 
== EF. Teniendo los triángulos DCH y AEF los tres la~ 
dos del uno respectivamente ign:ilcs (¡ los tres del otro,. 
cada uno al suyo, habrán de ser por consiguiente total
mente iguales los triángulos , y por tanto BCD::: EAF. 

TEOREMA, 

• 2 o 6. Sl en cada 1mo de los dos planos AB y AD se 
-tiran por un puuto c11alq1dtr,i II de m ,·omtm seccion AC 
las rutas IH y HG; rcspectivammte pcrpt'ndículares á 
la indicada. ,·omun seccion; y con tal que et d1,gulo IHG 
q111: ellas }orman entre si, sea z'e11tll al d1w1tlo ihg 

• ,e,;,:> <..l I 

)orinado por lits rct'tas ih y hg, tiradas de la misma 
mancr,1 m los planos nb y ad , con rt·sp t'cto d la co1mm 
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• ac ¿ .. estos se podrán hacer coincidz'r los dos pri°• .rcccion • ' 

meros planos con los ~os últim_os. 1• 

Demostfacion. S1 se aplica el plano ab sobre el AB 
de modo· que ac caiga sobre AC, y ~u~ :1 punto h. se ha• 
lle sobre el pun.to H, la recta hg comc1d1ra neces:wamen
te con la HG por ser rectos los dos ángulos alzg y AHG. 
Ademas, las rectas IH y HG, perpendiculares á la AH, 
determinan un plano GHI perpendicular á la misma recta 
(§. 198); las rectas ih y Ttg determinan igualmente otro 
plano ghi, perpendicular á la ah. Mas cuando la a~i se ha
ya confundido con la ~H, los plan~s G~I y ~ht deben 
confundirse tambien; sin lo cual sena posible tirar por el 
mismo punto H dos planos perpen_d!cuhrcs á l

1

a _misma 
recta e§. I 9 9) ; y siendo por su pos_1c1011 entre _si ~ g_u aks 
los ángulos GHI y ghi, es consiguiente que comc1d1endo 
lw con HG, coincida tambien ih con IH; de lo cual re
s~lta que los planos ad y AD coincidan as~mismo, pues 
que las dos rectas ah é ih situadas ~n el p~1me1:o se ~on: 
funden con las otras dos rectas AH e IH, coloc,1das en el 
segundo(§. I 94). . . 

207. r.º Corolctrio. De esto se sigue que el espacio 
comprendido entre dos planos AH y A_D que se cortan, 
considerado entre estos límites, puede s111 embargo de ha
llarse indefinido en todos los demas sentidos.' compararse 
á cualquiera otro espacio terminado de la misma manera. 
Este espacio, que es con respecto á los planos lo que. el 
ángulo primitivo es con respecto á las rectas(§. 7)., vie
ne á constituir el d11g·1t/o de los mismos planos, y mide su 
incHnacion. . 

Lo llamaré de aqui adelante ángulo diedro, qt~enen: 
do decir con esto, ángulo de dos car,1s; y lo des1gm~re 
por cuatro letras, de las cuales las dos del rn e dio nos rn~ 



180 ELEMENTOS 

dicar_án la comun séccion de los planos, ó- la arista del án
~ulo diedro*· El ángulo forma.do por los planosAB y AB, 

Fig. I I 3. tig. I I 3, que se encuentran á lo largo de la líuea AG 
viene á ser el ángulo diedro BGAE, ó DHGC. 

1 

Adenrns de lo dicho se sigue del §. precedente que 
. el ángulo CHD, formado por las rectas HD y HC, ti

radas perpendicularmente á la comun seccion AG de Ios 
planos .AB y AE, es la medida natural del ángulo diedro 
que ellos comprenden entre EÍ; pues que es bien visible 
que si hacemos girar al plano .A C al rededor de la recta 
AG, comun seccion de los dos planos propuestos, ó aris
ta del ángulo diedro, la recta HC, que coincidirá con 
HD , cuando el plano AC se halle exactamente aplicado 
s~bre A~, describirá en este movimiento un plano perpen
dicular a AG (§. I 9 8), y vendrá á colocarse en HF en 
fo prokngacion de HD, cuando. el plano AC sd1alle en 
e! ~fo AB; de suerte q ne el ángulo CHD tiene stJ prin
Clpto, aumento y conclusion, juntamente con el de los 
planos. Por otra parte, si comparamos el ángulo de los 
dos planos ab y <te con el de los otros dos planos AB y 
AE '. hallaremos que la razon de estos ángulos diedros es 
1.: nmma que la razon de los ángulos chd y CHD. Con 
erecto , cuando estos ángulos son comensmables entre sí· 
que se les divida ~n partes que sean alicuotas del uno ,; 
del otro, por med10 de las rectas hd1 HD1 HD 11 . . ' , , ; y que 
se ore por la comun secc1on ag y por Jzd1 el plano ad'; 
y por la comun seccion AG y por HD', HD\ los planos 

:;. ~e le_ da ordinariamente el nombre de. á11g11/o plmzo • ero e<ta 
~e_nnmrnac1on es nmy vicio,a, por,¡ue no nos prcfenta derdnpg~lo 

0
;ra 

idea "'le la de ·s•ar ·o t 'J , J • ' 
· _ .,:" _,. < ' ~ 11 en1 o en un pano, y por consiguiente la de 

cu,d,¡ui-i wgulo form;ido por dos rectas. la palabra diedro es com
puestda de otra~ dos griegas, de las cuales la primera significa dos y la 
segun a rnr,1 o base. ' 

1 
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AD , AD'1

, se formarán por una parte los ángulos die~ 
dros dhgd', d'hgc, y por la otra los ángulos diedros 
DHGD', D 1HGD11

, D11HGC, que serán todos iguales 
(§. 206); y el ángulo diedro dhgc será al ángulo diedro 
DHGC como el número de partes contenidas en el ángn
lo clui es al número de partes contenidas en el ángulo 
CHD. 

Si los ángulos diedros bgac y BGAC no fuesen co
mensurables entre sí, nos valdríamos de un razonamiento 
absolutamente semejante al del §. I o 9, nos baria ver que 

su razon no podia ser menor ni mayor que la razon d..: los 
ángulos cltd y CHD. Resulta, pues, de esto que el án
gulo diedro tiene por medida al ángulo plrmo, formado 
por dos 1·ectas tiradas cada cual en cada una de las caras 
ó f aclias perpendicularmente á su comun seccion, J por zm 
mismo punto de la tal recta. 

Bien se ve que los ángulos diedros gozarán de fos mis
mas ffopiedades que los ángulos planos que los miden: los 
ángulos diedros LGHI y BGHC, por ejemplo, ?Puestos 
por la arista GH, son entre sí iguales por tener como me~ 
didas á los ángulos planos IHF y CHD , opuestos por el 
vértice. 

208. 2.º Corolario. Un plano CD tirado por la lí-
nea FG perpendicular al plano AB, fig. I r 4, rio se, in- Fig. I r 4. 
dina hácia lado alguno de este último, al cual es por con-
siguiente perpendicular; pues si en el plano AB se tira 
perpendicularmente á l::i CE la recta FK, prolongándola 
hasta K', siendo rectoslosángnlosGFK y G.FK' (§. I 96), 
se infiere del párrafo. precedente, que los ángulos diedr0s 
BECD y ACED, formados. por el pbno CD sobre las 
d 1s partes AE y CB del plano AB, corno rectos que son, 
han de ser forzosamente entre sí iguales. 
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Bien claro se ve que por la recta CE , tomada en el 
plano AB, no puede levantarse perpendicularmente sobre 
este plano sino el único plano CD. 

TEOREMA. 

2. 09. Si por im punto cualquiera de la comun smion 
CE de los dos planos AB J CD que se encuentran en án
gulo recto, se levanta perpendicularmente al primero u

114 
recta FG, se hallará comprendida esta recta en el se
gundo. 

• Demostracion. Con efecto, si no se hallase en él, se 
podria toda vía tirar por la tal línea y por la CE un se
gundo plano perpendicular á AB; lo que es absurdo 
(§. preced.). 

Por otra parte la recta FG es perpendicular sobre la 
cornun seccion (§. I 9 6). 

. 2 I o. Corolario. De aqui se sigue que la interseccion 
Fig. 

1 
I 5- G~, fig. I I 5, de dos planos CD y EF, perpen'dicula

res a otro tercero AB, es perpendicular á este último; 
p~rque debiendo , por d párrafo precedente, la perpen
d1cular levantada por el punto G del plano AB hallarse 
á un mismo tiempo en el plano CD y en el plano EF, 
no puede menos de ser su comun seccion GH. 

TEOREMA, 

Fig. I I 4• 2 Ir. La recta FG, fig. I r 4, tirada perpendicu-
larmente á la CE en el plano CD que encuentra al AB 
en ángulo recto', es pe.rpendicular á este último plano. 

Demostracton. Si por el punto F se tira en el plano 
AB la recta FK perpendicular á la CE, el ángulo GFK 
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será forzosamente recto, pues que el plano CD es, ~or 

osicion, perpendicul.u sobre AB (§. 2 o 8). Y hallan
~:~e á un mismo tiempo la línea GF perpendicular á l.1s 
dos rectas CE y FK, tiradas en el plano AB , deberá tam• 
bien ser perpendicular á este mismo plano(§. I 96). 

TEOREMA, 

I 1 2. Dos rectas FG y HI, perpendiculares d 1111, 

mi'smo plano, son mtre sí paralelas; y recípr~camente, .si 
!ti recta FG es perpendicular al plano AB , szend.o al mis
mo tiempo HI paralela á la FG, deberá tan.zbim ser la 
HI perpendicular al plano AB_. . 

Demostracion. Si por medio de la recta CE s.e ¡untan 
los puntos F y H, y por la misma línea y la FG se tira 
el plano CD, que será perpendicular á A~, él comp~en
derá á la recta HI, pues que esta es tamb1en perpend1eu
lar á AB (§. 209); y hallándose entonces esta ú'.tima en 
el mismo plano que FG y perpendicular á la misma recta 
CE, habrá de ser paralela á la FG (§, 3 9 ). 

Recíprocamente, si las líneas FG y HI son entre sí 
paralelas, el plano CD que las contenga será perpe_ndi¡ 
cular sobre AB, siempre que una de ellas, FG por e¡em~ 
plo , sea perpendicular sobre este ultimo; y como en vir
tud del paralelismo, vendrá la otra recta HI á resultar 
perpendicular sobre CE lo mismo que FE, deberá ser 
perpendicular al plano AB en consecuenci.a de lo expues
to (§. preced.). 

TÉOREMA, 

2 I 3. Dos plm1os perpendirnÍares á una misma re,- . 
,a GH, fig. I 16, no pimim jamas cncontraru. F1g. I I 6. 
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Dtmostr,1don. Si efectivamente se encontrasen, y se 
júntase uno· de los -ptmtos de su comun seccion, la cual 
suponemos sea EF:, con -los puntos G y H, en'donddá 
perpendic\ilar GH los_ 'encuentra, las-rectas HF y GG, 
que saliendo de un ,mismo punto formarian un triángulo 
con la GH , se hallarian necesariamente en el mismo pla
no que esta última; y púes que ellas la deberian encon
trar en ángulos rectos (§. I 9 6), se seguiria que desde un 
misil10 pünto se podrian bajar á un mismo plano dos per
pendiculares sobre una sola recta ; lo cual es un absurdo 
(§. 3 2 ). 

2 I 4. No pudiéndose jamas encontrar dos planos per
pendiculares á una misma recta , habrán de ser pqr alelos 
entre sí. 

TEOREMA. 

2 I 5. Siempre que dos planos paralelos AB y CD, 
Fig. I I 7. fig. · I I 7, esten cortados po1· un tercero FH ,Jéu inter

secciones EF J GH habrán de ser entre sí paralelas. 
Demostracion. Bien claro se ve que las rectas EF y 

GH, comprendidas en el mismo plano FH, no podrán 
jamas encontrarse por mas que se las prolongue I á no ser 
que igualmente se encuentren los planos AB y CD que 
r"especri va mente las contienen ; lo cual es absolutamente 
imposible, pues que son paralelas. 

2 1 6. Corolario. De esto se sigue: I .º que dos pla• 
nos paralelos tienen comunes,sus -perpeudiculáres. 

2 .º Que son entre sí iguales estas perpendiculares, y 
de consiguiente es una misma fa distancia de dos planos 
paralelos en todos sus puntos. 

Fig. II 8. · Con efecto, si se levanta sobre el plano AB, fig. II 8, 
" la perpendicutar GH, y pbt su pie se tiran la~. rectas GL 
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v GI, los planos LGH é IGK cortarán á los AB y CD 
~n las direcciones de las rectas HM y HK, par:1lclas á hs 
rect:is GL y GI, y de consiguiente perpendiculares como 
estas últimas .'t fa GH. Es, pues, GH (§. 196) perpen
dicubr al pbno CD al mismo tiempo que al plano AB. 

En segundo lugar, si se levanta por otra parte sobre 
el pl.ino ~<\B la perpendicular RS, y concebimos el plano 
GRS, la figura GHSR será un pardelógramo rectfogu• 
lo(§. 2 r 5), y nos dará por consiguiente GH = RS. 

TEOREMA. 

2 I 7. Si dos 1'ectas qtte entre sí se cortan ,fuerc711 res

pectÍ'vamente paralelas á otras que tambim ~e corten en~ 
tre sí, el plano determinado por las do~przmenu sera 

ptzralelo al que determinen las dos. seg1111d,ts. 
Demostracion. Con efecto , st las rectas HM y HK 

son paralelas á las rectas AP y AN, y se baja desde el pnn: 
to H perpendicularmente al plano AB la recta G H, sera 
perpendicular esta sobre c::ida una de las rectas GL }' GI, 
tiradas en este plano paralelamente á las rectas HM y HK 
(§. 2 04); ser~, pues, la línea. G :1 perpendicular tambien 
sobre estas últimas, y por constgmente sobre el phino CD, 
determinado por ellas (§. I 9 6 ). Siendo, pues, en tJl ca
so perpendiculares á la misma recta GH los planos AB y 
CD, habrán de ser entre sí paralelos(§ 2 I 4). 

2. 18. Corolario. De esto se sigue que por dos rectas 
HQ y GI, fig. I I 9, que no cortándos.e ni siendo ~ara Fig. I I 9· 
lelas entre sí no pueden estar comprendidas en un mismo 
plano, se puede en todo caso hacer pasar dos planos para-
lelos cu va mínima distancia nos dé fa de las dos rectas 

' J 

propuestas. 
TOMO III, AA 
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Efectivamente, si por un punto cualquiera T de la 
recta HQ se tira una recta TD paralela á la GI, y por 
un punto cualquiera R de la rectaGI, una recta RO para
leb á la HQ; las rectas HQ y TD, respectivamente pa
ralelas á las rectas RO y GI, determinarán un phi no pa
ralelo al que pase por estas últimas. 

Por lo cual es bien visible que las rectas HQ y GI 
no pueden aproximarse mas entre sí que estos mismos 
phi nos. 

2 1 9. Obser7,1adon. Si por un punto cualquiera R de 
la recta G I se tira una perpendicular RS sobre el plano 
CD; el plano GS, que pasa por SR y por GI, será á 
un mismo tiempo perpendicular sobre CD y sobre AB 
(§. 2 1 6), y encontrará al primero en la direccion de la 
recta_I-1K paralela á GI (§. 2 I 5), y el cual cortará á la 
rect:1 H Q en el punto H, en donde mas se aproxima esta á 
1n GI; porque si desde el punto H se baja sobre GI la per
pendicular HG, será esta perpendicular al plano AB 
(§. 2 r I), y por lo mismo lo será tambien al plano CD 
(§. 2 I 6); y de consiguiente medirá la mas corta distan• 
cia de los planos y de las rectas. 

Conviene observar bien que esta recta es á un mismo 
tiempo perpendicular á las dos rectas propuestas HQ y 
GI (§. 196). 

TEOREMA, 

2. 2.0. Dos 1·ectas GH é IK, comprendidas entre dos 
Fig. I 2 o. planos paralelos AB y EF , fig. I 2 o, son en todo cdso 

cortadas m partes proporciona/es por un tercer plano 
CD, paralelo á los dos primeros. 

. Demostracion. Para ponerlo de manifiesto juntaremos 
pnmeramente los puntos H é I por una recta HI; y en 
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seguida tiraremos sobre el plano CD por 1os puntos L~ 
M, N, en que las rectas GR, HI é IK le encuentran, 
las rectas LM y MN, á las cuales podremos considerar 
como las intersecciones del plano CD con los planos trian• 
guiares GHI y HIK; y que serán por consiguiente pa
ralelos á }as rectas GI y HK, en las que GHI encuentra 
á AB y HIK encuentra á EF (§. 2 I 5). Teniendo, pues, 
el triángulo GHI dos de sus lados, GH y HJ, cortados 
por la línea LM paralela á GI, nos dará: 

HL : LG : : HM : MI; 
HL : HG : : HM : HI ; 

y siendo paralela la MN á la HK, el triángulo HIK neis 
dará: HM : MI : : KN : NI ; 

- HM : HI : : KN : KI; 
de donde se concluirá, en conformidad con la propuesta, 

HL : LG : : KN : NI; 
HL : HG : : KN : KL 

2. 2. I. Siempre que muchos planos ASB , BSC, CSD, 
DSE·, ESF, FSG, GSA, fig. I 2 I, pasando por un mis- Fig. I 2. r. 
m~ punto S se encuentran dos á dos, el espacio que en-
tre sí comprenden, indefinido en el sentido opuesto al pun-
to S, se llama ordinariamente ángulo s6lido; mas yo he 
creido deber llamarle ángulo poliedro ó ángulo de muchas 

. caras, por la misma razon que he tenido para imponer el 
nombre de ángulo diedro ó ángulo de dos caras al que 
forman dos planos entre sí*· Esta nomenclatura ofrece por 
otra parte la ventaja de distinguir á los ángulos de este 
género por el número de sus caras ó fachadas. El ángu-

* Mas adelante se veran razones bastante fuertes para desterrar de 
la Geometría la palabra sólido, cuya significacion mas conocida ~ntre 
nosotros, corresponde á una idea muy diferente de la que se la atribuye 
en Geometría. 
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Fi g. i 2 2.. lo de á tres caras SABC , fig. I 2 2 , tendrá el nombre de 
ángulo triedro; un ángulo que tenga cuatro caras será un 

Fig. l 2 I . .. úrgulo tetraedro; el ángulo SABCDEFG de la fig. 12 I 

vi;:ndrá á ser un dng ulo erttudro. 
El punto S en que se encuentran todas las caras ó 

fachadas del ángulo, viene á ser su 7,·értice; y sus in ter. 
secciones s11ce,i vas SA, SB , Se, SD, SE &c. son las 
aristas del ángulo. Lo que constituye al ángi1lo poliedro 
y lo distingue de cualquiera otro ángulo compuesto del 
mismo número de caras, son los ángulos planos ASB, 
BSe, CSD &c. formados por sus aristas consecutivas, y 
l::iS' inclinaciones respectivas de las caras, ó los ángulos die
drns que estas forman entre sí. Hay, pues, en un ángulo 
triedro seis cosas que considerar; á saber: tres ángulos 
planos y tres ángulos diedros. 

TEOREMA, 

2 2 2, La suma de dos ct1alesquiera de los ángulos 

planos que comp1Jnen un dngulo triedro, es en todo casi 
mayor qiu el tercero. 

Demostracion. Si los ángulos planos ASB, ASC, 
Fig. I 2 2.. BSC, fig. I 2 2, fuesen iguales entre sí, fa proposicion se

ria evidente por sí misma. Para en el caso contrario, sea 
el ASB el mayor de los tres, y tírese en él la recta SD 
de modo que el ángulo ASD sea igual al ASC; tómese 

SD:= Se, y tirense las rectas ADB, AC, BC. Los dos 
tri,1ngnlos ASC y ASD habrán de ser entre sí iguales, 
pues que los ángulos ASC y ASD, iguales por construc• 
cion, se hallarán comprendidos entre lados respectiva·men• 
te iguales: tendremos, pties,AC:=AD; peroAe+BC> 
AB (§. 1 5); ó AC + BC> AD+ BD: quitando, pues, 

1 
í 

i 
' 11 

ll 
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de una y otra parte las líneas iguales AC. y AD , habrá 
de resultar BC > BD. Ahont bien, teniendo los triángu
los BSe y B'-,D los lados se y SD entre sí iguales, y 
COlllllll el lado SB' el ángulo BSC' opuesto al lado BC 
mayor qne el BD, h~brá forzosumente de ser mayor que 
el ángulo BSD opuesto á este último (§. I 9); por cuyo 
medio se evidencia que Ase+ BSe =ASD + BSC y 
que .Prnyor que ASD+ BSD, ó que ASB. 

TEOREMA. 

2 2 3. Sianpre que dos ángulos frt'edros SABC, 
S

1 
A

1
B1C, fig. I 2 3, estm formados de tres dngulos pla- Fig. I 2 3, 

nos re.rpectfvaniente igiiaJes entre sí, cada uno al suxo, 

ltabrdn de ser igualés los IÍngulos diedros comprendidos 
entre los ángulos planos iguales; es decir: las caras 6 
fachadas semejantes se hallarán igualmente inclinad.u 
entre sf en cada uno de los ángulos triedros propuestas. 

Demostracion. Sea ASB= A'::;'B
1

; ASC = A
1
S'C

1
; 

BSC-:- B'S'C'; y si sobre las aristas BS y B1S1
, por cuyo 

medio se juntan ángulos planos iguales, se toma BS=B'S'; 
y por los puntos B y B1 se conciben planos ABC, A'B'C', 
perpendiculares á estas aristas; siendo rectángulos en B 
los triángulos BSe, ASB, asi como lo son en B' los trián
gulos B1S'C', A1S1B1

, serán iguales á estos últimos á causa 
de la igualdad de los Lidos BS y B'S'; de la de los ángu• 
los BSC y B'S'C', y de la de los ASB y A'S'B' (§. 1 8). 
Tendremos, pues: SC=S'C'; SA=S'A'; BC =B'C'; 
AB=A'B'. 

Mas siendo ASC = A1S1C', serán iguales los triángu
los ASC y A 1S1C1 

( §. I 6), y por consiguiente darán 
AC=A'C'. l)or último, siendo iguales los tres lados de 
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los triángulos ABC y A 1B1C', los ángulos ABC y A1B'C', 
que miden los ángulos diedros formados por los planos 
BSC y ASB, B1S1C1 y A;S'B' (§. 2.06), habrán de ser 
iguales, segun lo anuncia la propuesta del teorema. 

Suponiendo esta construccion que el plano ABC en. 
cnentre á un mismo tiempo las aristas SA y SC, no po
drá verificarse cuando los ángulos ASB y BSC no sean 
entrambos agudos;· mas en el caso de que alguno de ellos, 
ó que entrambos á dos sean obtusos, se prolongaria mas 
allá del punto S la una de las aristas SA, SB, ó á entram
bas. Estas prolongaciones producirian un nuevo ángulo · 
triedro, en el cual el ángulo diedro formado sobre la 
arista SB, seria ó el suplemento de CSBA, ó la con
tinuacion de este ángulo (§. 2 07 ). La misma constrnc
cion caus::iria una variacion análoga sobre el ángulo trie
dro S'NB'C'. 

Cuando las dos aristas AS y SC sean perpendiculares 
á SB , serán paralelas al plano ABC; mas en tal caso su 
ángulo ASC mide la inclinacion de los planos SBA y 
SBC. Lo mismo se observa en el segundo ángulo triedro; 
y resulta evidente por sí misma la proposicion. 

Sí uno solo de los ángulos ASB, BSC fuere recto, el 
Fig. I 2 4- !)rimero por ejemplo, fig. I 2 4 , habiendo prolongado las 

aristas SA y SB en caso necesario, á fin de que sean agu
dos los ángulos ASC y BSC, se tirarán desde un punto 
cualquiera de la arista SC los planos CAD y CBD per
pendiculares, el uno sobre SA, y el otro sobre SB: BSA 

-les será perpe11dicular (§; 2 o 8); y ellos se cortarán por 
consiguiente segnn la direccion de una recta CD perpen
dicular á este plano(§. 2 I o). Tomando ahora S'C1 =SC, 
y haciendo la misma construccion sobre el ángulo triedro 
S

1

A
1

B
1

C
1

; serán respectivamente iguales los triángulos 
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SAC y S1A
1c1, SBC y _S 1B'C', por ~ener }g;1a:es_ dos

1

/~.: 

crukis V un Lido. Sera' pues: AC=A e; BC=B l_,; 

AS= .A1S'; BS = B'S1
: las dos últimas igualdac-it:s estable

cen la de los rectángulos ASBD y A'S'B1D': es por t3nto 

BD =B'D'; y en tal caso, teniendo los triúngulos CBD, 
C:'B 1D 1

, rect,1ngulos en D y D', dos lados del uno respec

tivamente iguales á dos del otro, de los cuaks es el 11110 

la hipotenusa, habrán de ser entre sí iguales(§. 3 4): asi 
será CD=C'D', y por consiguiente los ángulos CBD y 
C'B1D1, que miden las inclinaciones de los planos ASB 
y BSC, A'S'B' y B'S'C' deberán ser tambien iguales en

tre sí *· 
TEOREMA, 

, • J SABC S/1A 11B''C11 
2 2 4. Dos angulos trie aros y , . 

fig. 12 3 ,formados por tres ángulos planos iguales y se- F1g. I 2 3· 
m~jantenzente dispuestos entre sí, son iguales en tod,1s sus 
partes. . 

Demostracion. Con efecto, habiendo hecho coincidir 
11 11 11 1 · AS A 11S'11 las caras iguales ASB y A S B por as amtas · y , 

• 1 A~C A/ir:;l/cll • . " 1 las caras 1crua es '.':i y 0 que estan 1gu,11mente 
inclinadas f bs anteriores (§. prut'd.) habrán tambien de 
coincidir; y á causa de la igualdad de los ángulos plar,os 
ASB ! A11S11B11

, ASC' A11S1'C1
-', las aristas SB y S11B11

, se 
y S11C1

' coincidirán tambien, y por consiguiente las caras 
, f: h d BSC B11 

'
11C11 d . d -· o ac a as , y ::> , etermrna as por estas amtas. 

* Mr. Vecteti, profesor en el liceo ele Nimes, me ha hecho obser
var que tirando pnr d vértice S d plano perpendicular :í la arista SR, 
se podia for:nar una construccion aplicable á todos los casos; pero sien
do mas dificil de concebir la figura que la I 2 3 , he crezdo deber 
conservar aqui la d.:mcstracion de Roberto Sirnson, que ha sido c:I pri
mero que ha dado este teorema y el siguiente para llenar una laguna 
que presentaba el lib. 1 I de los Efemmtos de Euclides. 
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2 2 5. Obser'Vttcion. Es muy importante observar que 
no puede realizarse la coincidencia de los ángulos trie
dros, sino en el caso en que las caras iguales esten seme
jantemente colocadas en ambos; es decir, cuando estando 
los dos ·situados sobre caras iguales, y teniendo su vértice 
vuelto del mismo lado estan abiertos en un mismo senti
do los ángulos diedros, como sucede á los ángulos SABC 

S11A11B11
('

11 
' l ' 1 SABC S'A'B 1C1 E y , , y no a os angu os y . n 

este último el ángulo diedro C'B'S'A', comprendido en
tre los ángulos planos A'S'B', B'S'C', tiene su abertura 
en sentido contrario de la del ángulo diedro CBSA, que 
Ie es igual, como comprenqido entre los ángulos planos 
ASB, BSC, respectivamente iguales á los anteriores; y 
bien se ve que es absolutamente imposible hacer coincidir 
estos dos ángulos triedros. 

La igualdad de los triángolos ABC y A1B'C', sobre 
la cual se funda la de los ángulos diedros formados por án
gulos planos iguales, subsiste siempre, porque si se les 
coi1cibe separados del ángulo triedro, se puede volver el 
plano del segundo para aplicarlo sobre el primero; inver
sion que no es posible efectuar en los fogulos poliedros. 
No se puede, pues, concluir la igualdad de los ángulos 
triedros SABC y S' A'B'C' sino de la. de sus partes cons
tituyentes I y porque no puede haber razon alguna para 
que se diferencien uno de otro, estando, como estan, for• 
ruados de los mismos ángulos planos y de los mismos án
gulos diedros. 

No resultando la diferencia de estos ángulos, sino de 
una simple trasposicion de partes; es decir, de que siendo el 
órden de los ángulos planos del uno A':>B, ASC, CSB, el 
de los ángulos correspondientes del otro viene á ser A'S'B1

, 

C'S'B', A1S1C1
; me parece que á unos ángulos triedros se 
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les podria llamar in7Jet·sos de los otros, y decir en conse
rnencia que con respecto al espacio que encierran, dos 
d11gulos triedros foversos uno de otro, son iguales *· i 

Hay en los ángulos triedros otros muchos casos de 
igualdad; mas el precedente basta para nuestro objeto. 

TEOREMA. 

2 2 6. La suma de los ángulos planos que componen 
tm ángulo poliedro convexo, es decir, Ctt)'as aristas selltt 

todas salientes 6 externas, cualquiera que ella sea , ha 
de ser siemp1·e menor que la de cuatl"o rectos, 

Demostracian. Si se cierra el ángulo poliedro SABC 
DE, fig. I 2 S, por un plano cualquiera, los lados del Fig. 125. 
polígono ABCD E formado por las intersecciones de este 
plano, con cada una de las caras del ángulo poliedro pro-
puesto, se convertirán estas caras en otros tantos triángu".' 
los. Considerando ahora con separacion al ángulo triedro 
BACS, tenemos que 

SBA + SBC > ABC (§. 2 2 2); 
y el ángulo triedro CBDS nos da asimismo 

SCB+SCD >BCD; 
y asi de los demas: la suma de los ángulos SAB, SBA, 

* Mr. legendre, :í quien se debe la observacion y el cfesvane~imien
to de la dificultad que presenta la igualdad de los fogulos triedros in
versos, les da el nombre de Jimétricos, considerándolo, como construi
do~ de dife~entes ladr.s de un mismo plano. Con efecto, si se vohiera 
el angulo triedro S1 A1B'C1 J fin de coloca1 lo oor deb1io de S'' A''B"Cll 

,en ~11A 11B11C11, haci~ndo coincidir e_! ángulo pLno A 1:•JB1 ,en su igual 
A"S11B11 por las arntas corre~pondíer,tes A 1St y At191, B'S· y B"S", 
lns dos ángulos triedros presentarian por cada lado dd pi.no ¡\IIS(IBfl 

espaci~~ simétricos. Mr .. ~eg~ndre ha dado á esta ingeni"sa idéa ciértas 
expos1c10nes que h~n d1fund1do mucha luz sobre la teoría ele los po
liedros ó cuerpos de caras planas, para cuya inteligencia remitimos :í 
~u obra. 

TOMO III. 
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SBC, SCD &c. formados sobre los lados AB, BC &c. de 
los triángulos ASB, BSC &c. habrá de ser mayor que la 
de los ángulos internos del polígono ABCDE, y por consi
guiente valdrá mas de dos veces tantos rectos como lados 
tenga el polígono, menos dos, ó como caras tenga el án. 

_,gulo poliedro, menos dos (§. 8 2 ). Si quitamos esta suma 
de la de todos los triángulos SAB, SBC, SCD &c. com
puesta de tantas veces dos ángulos rectos como caras ten
ga el ángulo poliedro, quedarán forzosamente menos de 
dos veces dos ángulos rectos, ó menos de cuatro ángulos 
rectos para la suma de los ángulos planos ASB, BSC&c. 
formados en el vértice S del ángulo poliedro SABCDE. 

De los cuerpos tert11;inados por planos.·· 

2 ~ 7. Los cuerpos terminados por planos se llaman 
cuerpos poliedros, ó simplemente poliedros. 

No es ,posible cerrar por todas partes espacio alguno 
. por un número de planos menor que cuatro. El cuerpo 

Fig. u6. SABC, fig. I 2 6, comprendido entre los cuatro planos 
ASB, ASC,. BSC y ABC, se llama tetraedro. . 

Todo cuerpo que nos presenta por una de sus caras á 
.un polígono c1i'alquiern, y en que todas sus demas caras 
son triángulos cuyos vértices se h,dlan en un mismo pun-

Fig. D.7. to, se llama pirámide. El cuerpo SABCDE, .fig. u7, es 
una pirámide pentagonal, por ser su base ABCD E un 
pentágono; el punto S, vértice comun de tedas los trián
gulos ASB, BSC, CSD, DSE; ESA, es tambien el 'Vér
tiú, y se llama la cúspide de b pirámide. El tetraedro 

Fig. I 2 6. SABC de la figura I 2 6 es asimismo una pirámide trian· 
gular. Ninguno de !os ángulos poliedros de esta. tienen mas 
de tres caras; lo cual· no se verifica en las <lemas pirámi• 
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Jes mas de en los angulos adyacentes á la base; y por ba
se se puede tomar la cara ó fachada que se quiera. 

Los tetraedros son en el espacio lo que los triángulos so
bre un plano; porque asi como se fija en un plano la po~ 
sicion de un punto, juntfodolo por i11edio de un triángu
lo con otros dos puntos dados, se fija tambien la de u 11 

punto en el espacio, juntándolo con el auxilio de un te
traedro á otros tres puntos dados. Aqui á continuacion 
pueden verse las principales propiedades de los tetraedros, 
a_l mismo tiempo que algunas de las de las pirámides, que 
tienen la mayor analogía con los tetraedros. 

TEOREMA, 

2 2. S. Si los ángulos triedros S J S' de los tetraedros 

s~~c, S'~'B'C', fig. I ~6,. estwviesen compuestos de Fig. I 2 6 
truingulos iguales J seme;antemmte dispuestos , estos te-
traedros serán entre sí iguales; y lo mismo Jo se1'.dn, si 
las caras SAB J SAG del u110 fueren iguales á las S' A'B' 
J' S1A1C1 del otro, reuni'das de una mi'sma manera, 1 
formasen entre sí el mismo ángulo diedro que estos. 

. Dem~st~·~cion. Es evidente en pri_mer lugar que ha~ 
c1endo comc1d1r la cara SAB con la S' A'B', y estando, co
~o estan, igualmente inclinadas sobre estas las otras car¡¡s 

iguales (§. 2 2. 3), habrán de coincidir igualmente. 
En segundo lugart coincidiendo la cara SAB con la 

S'A'B', la cara SAC habrá de coincidir con b S' A'C' 
cuando el ángulo diedro CSAB .sea igual al C'S' A'B'; y 
hallándose entonces co11fundidas las rectas SB y SC con las 
S'B' Y S1C1

, las caras SBC y S'.B'C' habrán tambien de 
coincidir necesariamente. 

2 2. 9· Se da el nombre de poliedros semcjante,s á 
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aquellos cuyas caras son polígonos semejantes, y cuyos 
pl:inos son en un mismo número semejantem,:nte dispues
tos é igualmente indinados los unos con respecto á los 
otrcs, ó 'ÍOrm:mdo ángulos diedros iguales. Ya veremos 
qi¡e esta última ce1ndicion resulta de las demas en lo res
pectivo á los tetraedros y á las pirámides *· 

TEOREMA. 

. 2 3 o. Sien1p1·e que los triángulos que forman dos án
gulos tritdros homólogos de dos tettaedros son semejantes 
entre sí I y u hallan semejantemente dispuestos, los tales 
tetraedros son entre sí semejantes; y lo serán tambien en 
el caso en que dos caras del uno hagrtn entre sí el mismo 
ángulo que dos cartts del otro, sean ademas semejantes á 
estas I y se lza!lm reunidas por lados hom6logos. 

DGtnostracion. I. 0 Si los triángulos SAB, SAC, 
Fig. I 2, 6. SBC , fig. I 2. 6 , fueren respectivamente. semejantes á los 

triángulos S'DE, S'DF , S'EF, y se hallan en la misma 
disposicion, tómese en la arista S'D , homóloga en el te• 
traedro S'DEF á la arista SA del tetraedro SABC, 1a 
parre S'A' = SA, y por el punto A' tíre~e el plano A'B'C' 
paralelo áDEF, y se determinará en el tetr;iedro S'DEF 
un tetraedro S' A'B'C' semejante á S1DEF é igual á SA BC. 

Con efecto, es bien· claro que en virtud del parale• 
lismo de las rectas A'B1 y DE, A'C' y DF, B1C' y EF 

~ El ya citado Mr. Cauchy, ha demostrado en el cuarler-
no r 6 del Diario de la E1mel,1 politémi'ca, t¡ue lo micmo acontecia 
á tndcs lns poliedros convexos ; y que esto se habia sup,uestn sin prue
ba en los Elementos de Euclidu, y que adenias se había ext,·11dido á to
dos los poliedros, sin aquella restriccion, cuya necesidad h;,bia. )'a re• 
conocido Roberto Simson. Véase al mismo tiempo la' Geormtd11 de 
Mr. Legeudre, novena edicion. ' 

t 

l 
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(§. 205) 1 1as caras S'A'B' ,Y S'DE1 S'A'C' y S'DP', 
S'B C' y S'EF, situ~das dos a dos en el n1ismo plan, ha
brán de ser semejantes. Por ot_rn parte, los triángulos 
A'B'C' y DEF, situados en diferentes planos, y que 
ademas tienen sus lados paralelos, y de consiguiente sus 
ángulos iguales(§. 2 o 5), deberán ser semejantes. Tenien• 
do, pues, los dos tetraedros S' A'B'C1 y S'DEF sus caras 
semejantes, y sus ángulos triedros formados por ángulos 
iguales, tendrán respectivamente todos sus ángulos die
dros iguales ( §. 2. 2 3), y de consigt1iente serán necesaria• 
mente semejantes. 

Ahora bien, los triángulos S
1 
A1B1

, S' A'C1 , equiángulos 
por construccion á S1DE y S'DF, y por consiguiente , con 
arreglo á la hipótesi, á SAB y á SAC, serán igt1ales á 
estos últimos, en vista de que son iguales los dos lados ho• 
mólogos S' A 1 y SA (§. I 8): tendremos, pues, de este 
modo S'B' = SB, S1C 1 :=SC; lo cual atraerá la igualdad 
de los triángulos equiángulos S'B'C' y SBC, y á conse

cüencia la de los tetraedros S'A'B'C' y SABC (§. 2 2 8). 
Y por último los tetraedros SABC y S'DEF, el uno 
igual, y el otro semejante á S1A'B1c1, son semejantes en
tre sí, 

2..0 Si los triángulos SAB y SAC son semejantes á 
1os triángulos S'DE y S'DF, juntos adernns por los lados 
homólogos á los q1.1e reunen á estos últimos, y siendo 
igual el ángulo diedro CSAB al ángulo diedro FS1DE, 
el tetraedro S1A'B1C 1

, construido poco antes, será igual á 
SAB~ (§. 22.8), como que tiene dos caras S1NB1 y 
S1A 1c1 iguales á las caras SAB y SAC, y que forman 
entre sí el mismo ángulo diedro que estas últimas: será, 
pues, el tetraedro SABC ademas semejan~e á S1DEF. 
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TE O R .E M A, 

• 2. 3 I. Dos pirámides cualesquiera serán semejantes, 
stemP_re que tengan todas,,,sus .caras entre sí semejmztes )' 
sem9anteme11te dispuestas. 

Fig. 1 27. Demostracion. Sean SABCDE, S'FGHIK, fig. 127 
las d?s pirámides propuestas: bien visible es que todos ' 
r , · SUS 
angulo~ diedros hacen parte de los ángulos triedros adya-
centes a las bases ABCDE, FGHIK; mas cuando estos 
son homólogos, como B y G, C y H &c. hallándose com
prendidos entre caras semejantes y semejantemente dis
pu~stos , _estan forn:ados de ángulos iguales , y por consi
g_u1,en~e tienen sus angulos diedros iguales; y por tanto Ins 
p1ram1des reunen todos los caracteres de la semejanza 
(§. 2 29). 

2 3 2, I. º Corolario. Si se cortase la pirámide S'FG 
HIK por un plano A'B1C1D'E1

, paralelo á FGHIK rc
su_ltana una pirámide S'A'B'C'D'E' semejante á la ;irá
m1de entera; porque es fácil reconocer que todas las caras 
d_e la una serian semejantes á las de la otrn , y todas esta
nan semejantemente dispuestas, pues que los triángulos 
A.

1
B'C1 A'C'D' A'D1 

I : ,_, , E son respectivamente semejante. 
a los triangulas FGH FHI FITr. de I l l ' , J.'-, o cua resu ta 
~ue las bases A'B'C'D'E' Y FGHIK sean entre sí seme
pntes. 

C'Di~n bastante clarida,d s~ ve que ~as pirámides S' A'B' 
-
5
, , Y SABCD E seran iguales, s1 una de las aristas 
A de la primera foere igual á m correspondiente SA 

en la segunda • por · d l . , ' que sien o as caras de entrambas se-
me¡antes a las de la pirámide S'FGHIK , .e . · · , seran .iorzosa-
mente seme¡· antes ent , h b , d . . re s1, y a ran e co11s1gmente de 
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hacerse iguales Inego que tengan un lado comun; asi co
mo dos triángulos equiángulos vienen á ser(§. I 8) entre 
sí iguales, cuando ademas tienen un lado dd uno igual al 
homólogo del otro. Por otra parte, estando formados de 
ángulos planos iguales los ángulos triedros de cada una 
de estas pirámides, habrán de tener sus ángulos diedros 
iguales (§. i i 3 ). Por consiguiente, siempre que coinci
dan las bases A'B'C'D'E' y ABCDE, deberán tambie11 
coincidir las pirámides S1A1B1C1D1E1 y SABCDE. 

Tirando planos por los vértices S y S' y por las dia
gonales AC, AD, FH y .FI, se demostraria asimismo 
con un poco de atencion que las pirámides SABCDE, 
S1 A'B'C'D'E' y S'FGHIK estan compuestas de un mis

mo número de tetraedros semejantes y semejantemente 
dispuestos; y que las pirámidesS' A'B'C'D'E' y SABCDE 
lo estan de tetraedros iguales : de lo cual se podria tam
bien inferir que estas últimas son iguales. 

Conviene observar que la igualdad de estas pirámi
des lleva consigo la de las perpendiculares SP y S'P', ba
jadas desde los vértices S y S1 sobre sus respectivas bases. 

2 3 3. 2. º Corolario. De la semejanza de las caras de 
las pirámides SABCDE, S'FGHIK se sigue que las aris• 
tas de estas pirámides son proporcionales entre sí y á las 
perpendiculares SP y S'Q, bajadas desde sus vértices á sus 
bases: pues comparando las caras triangulares homólogas 
SAB y S'FG, SBC y S'GH &c. nos resultarán estas se~ 
ries de razones iguales: 

SA : S1F : : AB : FG : : SB : S'G; 
SB : ·S'G : : BC : GH : : se : S'H.; 

de las cuales se ded u eirá la siguiente: 
SA : S'F : : SB : S'G : : SC : S'H &c. : : AB : FG : : .BC : 
GH&c. 
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Ademas, el paralelismo de los planos A'B'C'D 1E1 y 
FGHIK nos da(§. -2 20): 

S'A': S1F : : S'P' : S'Q; 
ó SA : S'F : : SP : S'Q; 

pues que S' .4/ = SA, S' ?' = SP; y la ra_zon SA: SF en
laza esta última proporc10n con las antenores. 

2 3 4. Obser·vacion. Por medio d_e, lo_ que _precede, se 
,puede determinar la altura de una p1ram1de siempre que 
conozcamos las dimensiones de un tronco tal como FGHI 
KA'B1GD'E', que queda despues de haber quitado la 
parre superior S1A B'C'D'E' por medio de un plano 
A 1B'C'D'E' paralelo á la base FGHIK. Para lo cual 
basta considerar la proporcion 

A'B': FG:: S'P': S'Q; 
de la cual se infiere 

FG-A'B': FG:: S'Q- S'P' : S'Q; 
ó FG-A'B: FG :: P'Q: S'Q; 

en cuya última proporcion los tres primeros términos es
tan dados por el tronco mismo cuya altura es P'Q, y dan 
á conocer la altura de 1a pirámide entera. 

TEOREMA, 

2 3 ~. Las bases de las pirámldes semejantes 
S'A'B'C'D'E' J' S'FGHIK, son entre sí como los cua
drados de dos aristt-is homólogas cualesquiera S' A', S'F, 
J' como los cuadrados de las pcrpmdiculares S'P' )' S'Q, 
bajadas desde su vértice á su plano. 

Demostracion. Siendo semejantes las bases, tendremos 
desde lnego: __ 

2 
__ 

2 

A'B'GD'E': FGHIK:: A'Br : FG (§. r76); 
y sier.1.0 (§. 2 3 3) A'B' : FG : : S'A': S'F : : S'P': S'Q; 

l 
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--2 -2 --: -2 

, • • t A'B' FG S1 A' · S'F · sera por cons1gmen e : : : • : • 
-2 -,-2 · 
S'P' · S Q · - · • > -2-2 

de donde resulta A'B'C'D'E': FGHIK :: S'A' : S'F 

-1 -2 

:: S'P' : S'Q 
lo cual contiene las dos partes de la proposicion. 

Con suficiente claridad se ve que en las proporciones 
obtenidas anteriormente podemos sostituir en vez de la 
pirámide S' A'B'C'D'E', y de las líneas que la pertenecen, 
la pirámide igual SABCDE y las líneas correspon
dientes. 

236. Corolario. De esto se sigue que las secciones 
hechas en dos pirámides cualesquiera á la misma distan
cia de sus vértices , se hallan en una razon · constan• 
te , cualesquiera que sean por otia parte estas distan
cias y las figuras de las bases. Con efecto, si en el tetrae
dro de la figura I 2 6 las distancias S'Q y S'P' son igua
les á las distancias S'Q y S'P', en. la pirámide de la fig. 
I 2 7, siendo como es la razon de los cuadrados de las Fig. I2 6 
dos primeras, igual á la de los cuadra<los de las dos úlri~ y I 2 7. 
mas , la razon de los dos triángulos DEF y A1B'C' será 
por consiguiente igual á la de los pentágonos FGHIK y 
A'B'C'D'E'; de modo que tendremos: 

DEF: A 1B1C' :: FGHIK: A'B'C'D'E'; 
ó DEF : FGHIK : : A'B'C' : A'B'C'D'E'. 

2 3 7. Ademas se distinguen entre los poliedros, bajo 
el nombre de prismas, los que tienen dos caras opuestas, 
iguales y paralelas, que llamamos bases, y donde todas 
las demas son parnlelógramos. El cuerpo ABCDEFGHIK, . 
:fig, I 2 8, es un prisma; su base es el pentágono ABCDE, F1g. I 2. S. 
y he aqui su construccion: por el vértice de los ángulos 

TOMO nr. ce 
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de esta base y fuera de su plano, se han tirado las rectas 
AF, BG &c. paralelas entre sí, y terminadas e~ un ph
no FGHIK paralelo al plano ABCDE. Las aristas AF, 
BG 

I 
CH &c. tomadas dos á dos, determinan las caras 

AFGH BGHC &c. que son paralelógramos, pues que 
las rect;s AB y FG, BC y GH son para1elas dos á dos 

(§. 215). 
Bien visible es que el polígono FGHIK que forma 

la base superior del prisma, es igual al polí~ono ABCDE, 
que viene á ser la base inferior; porque uenen sus lados 
y sus ángulos iguales, cada uno al suyo ( §. 2 o S ). _Por 
la misma razon cualquiera seccion ejecutada en el pnsma 
propuesto por todo plano paralelo á su base , será tambien 
igual á esta misma base. 

Se debe tener muy presente qne cada uno de los án
gulos poliedros de un prisma no se compone mas que de 
tres ángulos planos. . 

'I'odo prisma, cuyas aristas sean perpendiculares á su 
base, se llama recto; y- todos los demas tienen el nombre 
de oblicuos. 

Fig. I 29, 238. El prisma ABCDEFGH, fig. I 2.9, al cual 
se le podria tambien designar por AG, y cuya base 
ABCD es un paralelógramo, tiene el nombre de pa1·a
lelepípedo; y sus caras opuestas ABFE 1 CDHG por ejem• 
plo, son iguales y paralelas. La igualdad de ellas es bien 
manifiesta en vista de la construccion del prisma (§. ~ 9 7 ); 
y el paralelismo de las mismas resulta del de los lados 
. de los ángulos EAB 1 HDC :1 iguales entre sí (§. 2. 17 ). 

TEOREMA. 

2; 3 9. , Todo poltedrf> comprendido entre seis pk1nos, 
paralcla.r: dos á dos,. gs un parahlepípedo~ 
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Demostrttcion. I .º Cortando el plano ABFE á los. 

dos planos paralelos ABCD y EFGH, segun las rectas• 
AB y EF paralelas entre sí (§. 2 IS), y á los phl nos· p·a-t. 
ralelos ADHE y BCGF, segun las rectas AE y BF, pa
ralelas entre sí, la figura ABFE habrá necesariamente de. 
ser un paralelógramo. Del mismo modo se puede m::ini
festar que lo es cualquiera de las otras caras del polie-: 
dro AG. 

2.º Estando entre sí opuestos .los lados AB Y DG 
del paraleló gramo ABCD, deben ser forzosamente igua
les; asi como los lados HD y AE, CG y BF lo son del 
mismo modo, por opuestos que entre sí son en los pnrale
lógramos ADHE,BCGF: finalmente, los ángulos CDH 
y BAE, DCG y ABF, habrán de ser iguales; como que 
tienen sus lados paralelos , y sus aberturas dirigidas en un 
mismo sentido (§. 20 5). Teniendo, pues, de este modo 
los paraleló gramos opuestos ABFE y CDHG, tres fados 
y dos ángulos iguales, cada uno al suyo, deberán por ne• 
cesidad ser iguales entre sí (§. 8 5 ). 

TEOREMA, 

240. Si los ángulos trz'edros By B' de los prismas 
AI y A'l'; fig. 128, se lzal!an compuestos de polígonos Fig. 12s. 
semejantes y semejantemente d.z'spuestos, e.stos prismas ha- . 
brán de ser entre sí iguales. , 

Demostracion. Bien se ve que cuando se halle esta
blecida la coincidencia de los ángulos triedros B y B' (§ . 
2 2 4), estando entre sí confundidas las caras ABCDE y . 
A

1
B1C1D 1E', y las BCIIG Y, B'C'H'G\ las rectas CD y , 

C 'D' CH C'H' d b ' b' . ..d. · , y . e eran tam 1en comc1 tr necesana .. 
n,ente á causa de la igualdad de estas ·caras. Mas como lá.s 
líneas CD y CH, determinan la cara CDIH ~ asi como 
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las líneas C'D' y C'H' á la cara correspondiente C'D'I'H' 
se sigue que estas carns habrán asimismo de coincidir. Dei 
mismo modo se demostraria que todos los dernas paraleló. 
gramos del prisma Al deben confundirse con los del pris. 
rna A'I'; de lo Cl!lal resulta que los polígonos FGHIK y 
F'G'H'l'K' coincidirán tambi!;:n, pues que los lados del 
primero se halforán confundidos con los del segundo *· 

241. Observadones, Paso ya á tratar de los polie
dros de una íigura cualquiera. En todo caso se puede, jun
tando cc;m el auxilio de rectas el vértice de uno de sus án
gulos á todos los demas, y dividiendo á todas sus caras 
en triángulos, repartirlos en pirámides triangulares, que 
tienen para las caras planos tirados desde aquel punto has
ta las aristas y las diagonales de las caras del cuerpo pro-

Fig. I 3 o. puesto. Sola la inspeccion de la fig. I 3 o hace evidente la 
cosa. El polígono ABCDEFG se halla dividido en las 
cinco pirámides 

GABC, GABF, GAEF, GAEC, GEDC, 
cuyo vértice se halla en el punto G, y que se forman 
juntándose desde luego este punto con los vértices A,B, 
C,D,E, de los otros ángulos poliedros; lo cual nos da las 
pirámides GABCDE, GABF , GAEF, que tienen por 
bases las diversas caras que no hacen parte del ángulo po
liedro G; y repartiendo en triángulos la cara que tiene 
mas de tres lados, tendremos las bases de las pirámides 
triangulares anteriormente designadas. 

No me detendré á hacer ver que dos cuerpos com
puestos de un mismo número de pirámides triangulares 
iguales y semejantemente dispuestas son iguales ; mas ha• 

~ Seria muy fácil probar que la igualdad de los prismas se conver
tiria en semejanza, si los polígonos reunidos en el mismo ángulo trie· 
dro fuesen solo semejantes y semejantemente dispuestos, 
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ré observar, por analogía con lo que hemos ya dicho res• 
pectivo á los polígonos (§. 9 I), que se halla determina
do un poliedro cualquiera, siempre que estén dados los vér
tices de tres de sus ángulos poliedros y sus distancias á to• 
dos los de mas(§. 2 27 ). De lo cual se sigue que designando 
N el número de los ángulos de un poliedro, su determi
nacion absoluta depende de las 3 (N- 3) líneas tiradas 
á los ángulos del triángulo tomado por b:1se , y de los 
tres lados de este triángulo; que en todo vienen á com
poner 3N - 6 datos*• 

TEOREMA, 

14 2. D(ls poHedros que se hallen compi1estos de un 
mlsmo número de pirámides srmejantes J semejantemente 
dz'spucstas, son semejantes, 

Demostracion. Sean los dos poliedros ABCDEFG, 
ahcdifg, fig. 13 o t compuestos de un mismo número de Fig. I 3 o. 
pirámides semejantes , 

GABCDE y gabcde, 
GAEF y gacf, 
GABF y gabf **· 

cuyos vértices se hallan en los puntos G ,g, y semejante-

,,_ El número de los ángulos de un poliedro, el de sus caras, y el 
de sus aristas satisfacen á una condicion muy notable descubierta por 
Euler, Ja cual se reduce á que designando por S el número de. los án
gulos poliedros, por H el de las caras, y por A el de las aristas, se 
observa constantemente que S+H=A+2. P~r lo qHe respecta al cu
bo, por ejemplo, S= 8; H=6; A= Il, Veare el cuaderno 16 del 
Diario de la EJCtu!a politécnica t en el cual Mr. Cauchy ha dado teo
remas nuevos y cUiiosos relativos á este: asunto. 

H Para facilitar al lector el formarse idea de las pirámides com, 
prendidas en cada uno de los poliedros, he colocado la primera la lep 
tra que de2igna al vértice; y las otras dan á conocer la base. 
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mente dispuestos. Debemos, pues , hacer ver que todas 
las caras de uno de estos cuerpos son semejantes á las del 
otro, semejantemente dispuestas, y forman ángulos diedros 
jguales. 

Con solo fijar los ojos sobre la figura, se ve inmedia
tamente que todas las caras de los dos poliedros son ó caras 
semejantes de pirámides homólogas, ó se hallan compuestas 
del mismo número de estas c:iras, semejantemente dispues• 
tas entre sí. 

En el primer caso se hallan las caras tales como ABCD E 
y abe de, pues que pertenecen á las pirámides GABCDE 
y gabcde, situadas del mismo modo en ambos poliedros. 

Lo mismo acontece á las caras ABF, abf, comunes á 
los poliedros y á los tetraedros GABF y gabf, 

Al segundo caso corresponde la semejanza de las ca
ras DEFG y defg, por hallarse respectivamente formadas 
de lo~ triángulos DEG y EFG, deg y efg, pertenecien~ 
tes á las pirámides G ABCDE y GAEF, gabcde y, gaif, 
de las cuales las dos primeras son semejantes á las .dos úl
timas. Lo mismo habremos de decir de las .caras BFGC y 
bfgc, compuestas de los triángulos BCG y BFG, bcg y 
bfg, perteneciente á las pirámides GABCDE y GABF, 
gabcde y gabf · 

Con el auxilio de un razonamiento semejante podre
~os hacer ver la semejanza .de todas las caras de los po
liedros, foera cual fuese el número de ellas. 

Del mismo modo nos podremos valer para reconocer 
la igualdad de los ángulos diedros que estas caras compren .. 
den. Los unos son iguales, porque son comunes á los po- · 
liedros y á. dos pirámides semejantes. Tales son los ángu
los GD~~ f gdea, que forman parte de los poliedros y 
de las p1ram1des GABCDE y gabcde: tales son tambien .· l 
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los ángulos GEFA y gifa, pertenecientes á los tetraedros 
GAEF y gacJ. 

Los otros ángulos son iguales, porque estan formados 
de la reunion de un mismo número de ángulos iguales, 
como pertenecientes que son á pirámides semejantes. Ta
les son los. ángulos BFAE y bfae, compuestos respectiva
mente de los ángulos BFAG y GAFE, bfag y ga~f, 
pertenecientes á las. pirámides GABF y GAEF, gabf y 
gaef. El mismo razonamiento tendria lugar, cualquiera que 
fuese el número de los ángulos de los poliedros. Podria 
ciertamente acontecer que estos ángulos estuviesen com
puestos de mas de dos ángulos de las pirámides; mas no poi: 
,eso variaría en este caso la demostracion : por otra parte se 
observará su analogía con la del §. 8 8 , que se refiere á los 
polígonos. 

TEOREMA. 

243. Siempre que dos poliedros sean semejantes,po,. 
drán ser dh;ididos en un misma número de tetraedros se• 
mejantes y semejantemente dispuestos. 

Demostracion. Por de contado es indudable que si en 
las caras semejantes de los poliedros propuestos se juntan 
los ángulos homólogos por diagonales , se formará sobre 
estas caras un mismo número de triángulos semejantes y 
semejantemente dispuestos. Escogiendo en seguida en los 
dos cuerpos dos caras semejantes~ y tomando en cada una 
un ángulo homólogo para juntarlo á todos los demas án
gulos del cuerpo, de qne hace parte, los. poliedros pro
puestos se hallarán divididos en un mismo número de te• 
traedros semejantemen,te dispuestos,, y cuyas bases serán 
todas semejantes. . 

A estos te.traedros podremos dividirlos en dos clases:: 
!os. unos tendrán dos caras. comunes cou los poliedros, y 
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que comprendan entre sí ángulos diedros iguales., como 
pertenecientes que son á los poliedros; y serán por con. 
siguiente semejantes. En esta clase se hallan los tetrae
dros GCDE y gcde, cuyas caras GDC y GDE, gdc y 
gdt son semejantes como triángulos homólogos de las ca-
ras semejantes DEFG y defg de los poliedros , y que com. 
prenden los ángulos diedros CGDE, cgde, pertenecientes 
á los poliedros. 

Los tetraedros de la segunda clase estan compuestos 
de caras homólogas de los tetraedros de la primera, y 
comprenden ángulos formados por la diferencia de ángu
los iguales de estos tetraedros, y de ángulos iguales de 
los poliedros. De este número son los tetraedros GAEC, 
gaec. Con efecto, la com paracion de los tetraedros GCDE 
y gcde, cuya semejanza hemos demostrado ya, hace ver 
que los triángulos GEC y gec son semejantes, y que lo!¡ 
ángulos diedros DCGE y dcge son iguales. La compara. 
cion de los tetraedros GABC y gabc, que tambien tienen 
dos caras comunes con los poliedros, á saber, BCG y 
ABC por lo respectivo al primero; bcg y abe por lo per
teneciente al segundo, hace ver la semejanza de los trián
gulos ACG y acg, asi como la igualdad de los ángulos 
diedros BCG A y bcga. Ahora bien: si de los ángulos die
dros BCGD y bcgd iguales por estar formados por caras 
homólogas de los poliedros, se quitan respectivamente los 
ángulos DCGE y dcge, BCGA y bcga, cuya igualdad 
se ha manifestado ya, habrán de ser iguales los ángulos 
diedros restantes ACGE y acge; y por consiguiente serán 
semejantes los tetraedros GAEC y gatc. Iguales conside
raciones harian manifiesta la semejanza de todos los te• 
traedros que no tienen dos caras comunes con los po
liedros. 

l 
l 
1 
t 
1 
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Conviene mucho hacerse cargo de la semejanza de los 
triángulos ACG y acg, formados por las diagonales de 
los p~liedros; porque de ella resulta que los vértices de 
los ángulos poliedros A, G, C, a, g, e, homólogos en 
caras semejantes , se hallan semejantemente colocados los 
unos con respecto á los otros en todos los planos que los 
juntan, y que estan asimismo semejantemente colocados é 
igualmente inclinados con respecto á las caras que en
cuentran. De esto se infiere que los vértices de estos án
gulos estan semejantemente colocados en los dos cuerpos, 
asi como con respecto á las caras homólogas, y que son 
por consiguiente homólogos en los cuerpos. Esta demos
tracion es enteramente análoga á la del §. 8 9 , re!a ti va á 
los polígonos. 

TEOREMA, 

244. Las aristas hom6!ogas de los poliedros seme
jantes son proporclonales; como tambien las di,1gonales de 
las caras homólogas, J las .di,1gonales interiores dt los 

poltedros. 
Demostr,tcion. Con efecto, si se comparan sucesiva

mente las caras homólogas BCGF y br,gf, y los triángu
los AGC y ,1.gc, nos resultarán las dos siguientes series de 
razones iguales: 

BC : be : : BF : bf: : BG : bg : : GC : ge; 
GC: ge:: AC: ac:: AG: ag; 

las cuales se enlazan entre sí por medio de la razon co
mun GC : ge; y del mismo modo se las combinaria con 
las series de razones iguales deducidas de la comparacion 
de las otras caras homólogas. ·-

24 S · Obser-vacion. No tengo por necesario detener
me á hablar de la medicion del area de las superficies que 
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terminan á los poliedros, en vista de que se compónen de 
fio-uras planas, cuyo valor será focil determinar con el au. 
:xilio de las proposiciones de la segunda seccion de la pri
mera parte. Solo advertiré que ~a suma_ de las areas de los 
paralelógramos que envuelven a un prnma, no compren
diendo en ellas las dos bases, es igual al producto de una 

1 :i8. de las aristas AF, BG, CH &c. de est~ prisma, fig. I 28, 
multiplicada por el contorno- de la sec~10n LMNOP , he
cha por un plano que la sea perpendicular. Con efecto, 
de lo expuesto ( §. I 9 6) se si~ue q_ue los, lados LM, 
MN, NO &c. de la indicada secc1011 vienen a ser las al
turas de los paralelógramosABGF, BCHG, CDIH &c., 
tomando por b.1ses las aristas AF, BG, CH &c. Tendre-
mos, pues: 

ABGF= AF X LM; 

BCHG = BG x MN; &c. 
y siendo entre sí iguales las aristas AF, BG &c., 1a su
ma de las ::neas de los paralelógramos que envuelven al 
prisma , será igual á una de ellas, multiplicada por LM 
+MN+&c. 

TEOREMA~ 

246. Las areas de los poliedros semejantes son en
t-N sí como los cuadrados dfl sus aristas homó!ngas. 

Demostracion. Cada una de las caras del primer po• 
liedro es á su correspondientJ ien el segundo, como el cua• 
drado de uno de los lados de aquel es al cuadrado del. la
do homólogo del otro (§. 176): mas siendo estos la~os 
aristas homólogas de los poliedros, se hallan de un polie
dro al otro, en una misma razon (§. 2.4 . .¡.): sus cuadra• 
do~ formarán,. pues, una serie de razones iguales; y sien• 
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do al mismo tiempo estas razones las de las caras homólo
gas, habremos de inferir que estas últimas son iguales en
tre sí. Por consiguiente, la suma de las caras del primer 
poliedro es á la suma de las caras del segundo , como una 
cualquiera de las caras del uno es á la correspondiente del 
otro ; ó como el cuadrado de una arista del primer polie
dro es al cuadrado de la arista homóloga del segundo. Y 
sostituyendo en esta proporcionen lugar de las sumas de 
las caras las areas totales de los poliedros que ellas forman, 
vendrá á resultar que est',ls areas serán entre sí en la mis
ma razon que los cuadrados· de las aristas homólogas. 

De la mrdicion dfl los 'Volúmozes. 

247. Se designa generalmente por el nombre de 'VO

lúmen * el espacio contenido por la superficie de un po
liedro, ú ·ocupado por este cuerpo. Cuando consideramos 
una vasija ó cuerpo hueco, designamos su volúmen, va
liéndonos para ello de la palabra capacidad. Entre innu
merables cuerpos de formas diferentísimas, se hallan no 
pocos equivalentes en volúmen, asi como hay muchas fi
guras planas de formas muy diferentes 1 y equivalentes en 
areas (§·. IS 9). 

~ Esta vnz, entendida por todos, me lia parecido preferible á la de 
10/idez, que se suele emplear en el mismo sentido, sin embarg11 de te
ner á veces otra muy distinta acepcion. Tan solo cuando en una lrngua 
se echen de menos palabras propias para designar una idea, pPdr:í ,er pa
miti<lo introducir al efecto una nueva, Ó apartar de su ordinarL1 signi
ficacion cu~lquiera palabra conocida. Y pue, qt,e todo el mundo c~,m
pren<le qué ,e entienda por vo!ú111Qn de 1m cmrpo, 1fo vemos nectsidad 
alguna pdra designarle por meuio de la palabra 1ali.lez, d;:srin ~di ya 1 
recordarnos la resistenci.i á las diversas causas de destruccion. 
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TEOREMA. 

·, 
2. 4 8. Dos paralelepípedos const1'uidos sob1·e una 

miúna base, y termi'nados superiormente por un mismo 
plm10 paralelo á su base , son eqttirvalentes en 7Jolzímen. 

Dmzostracion. Se nos ofrecen dos casos que conside-
Fig. I 3 I _ rar: en el uno t que nos representan las dos figuras 131, 

y de que hablaré en primer lugar, los paralelepípedos 
pro¡:iuestos AG y AL se hallan contenidos lateralmente 
entre los mismos planos paralelos AK y DL. En tal esta
do de cosns es bien visible que los prismas triangulares 
AEIDHM y BFKCGL son.iguales(§. 2.40); pues que 
los triángulos AEI y BFK que les sirven de bases, lo son 
(§. 16 ), á causa de las paralelas AE y BF, Al y BK; y 
los paralelógramos AEHD y BFGC, AIMD y BKSC 
son asimismo iguales (§. 2 3 8 ). Si , pues, q uitámos del 
poliedrn AL, por una parte al prisma AEIDHM, y por 
otra al pri~ma BFKCG L , los paralelepípedos restantes 
ABCDEFGH y ABCDIKLM, ó AG y AL, habrán 
ele ser equivalen tes. 

Fig. 132. El segundo caso se nos presenta en la figura 132, 
en la cual los dos paralelepípedos ABCDIK.LM y ......... 
ABCDNOPQ no tienen comun mas que su base infe~ior 
ABCD, y el pl:mo que contiene sus bases superiores 
IKLM y NOPQ Podremos reducirlo al anterior prolon• 
gando los planos ABIK y DCLM al mismo tiempo que 
los pfonos ADQN y BCPO, para formar el paralelepípe• 
do ABCDEFGH (§. 2 3 9), que resulta equivalente en 
primer lugar al paralelepipedoABCDIKLM, como com• 
prendido que está lateralmente entre los planos paralelos 
AK y DL. El mismo paralelepípedo ABCDEFGH, con• 

. DE 
0

GE0MET1U A, 2 r, 3,' 

s1derndo com_o ~omprendrdo entre los planos paralelos BP 
y AQ, es as1m1sn10 eQuivalente al paralelepípedo .......... . 
ABCDNOPQ. Son, pues, eqmv,n\;uL'-º '-'U•·- , , __ 

ralelepípedos ABCDIKLI'vf y ABCDNOPQ, ó AL y. 
AP. 

249. Corolario. Por medio del teorema precedente 
se puede hacer ver que todo paralelepípedo AL,· cuyas 
aristas Al , BK, DM, CL; se hallen inclinadas t la bn
se, es equivalente á otro AP, construido sobre la mismá 
base, mas con las aristas AN, BO, CP, DQ perpendicu
lares á la base. 

Se puede trasforma: despties este último, fig. r 3 3; Fig. 13 3. 
en otro ABRSNOTU, o AT, qne tenga por base al rec· 
tángulo ABRS, equivalente al,p,ir,alelógramo ABCD , y 
cuyas aristas sean tambien perpendiculares á su base; por-
que si consideramos á los paralelepípedos AP y AT, co~ 
mo que tienen por base comunal parcilelógramó ABON, 
entrnrán de nuevo en el primer caso del párrafo prece• 
dente. · 

Bien claro se ve qüe todas las caras del paralelepípe~ 
do AT son rectángulos; por cuya ca usa se le da el nom• 
br,e de paralelepípedo rectcíngulo: ,y de lo que acabamos 
de exponer se infiere, que ci1alquiern p4ralelepípedo puc• 
de tr,1sjormar se en otro paralelepípedo rectdngulo que 
tenga mM base equivalente á la del primero, y la misrna 
altura. 

La altura de un prisma ó de un paralelepípedo es la 
perp-~ndicular levantada entre sus bases. 

N. B. Es necesario tener presente que las bases ABCD 
y ABRS tienen necesariamente ún lado com.un •. · 
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TE o REMA, 

~:, ~. ..>i sobre ta base de un prisma triangular se 
forma un paralel6gramo, y tomando á este por base se 
levanta sobre él ttn partilelepípedo de la misma altura 
que el prisma triangular, habrá de ser este la mitad 
del otro. 
· De.mostracion. Sea, el prisma triangular ABCEFG, 

Fig. !2, 9 · fig. I 2 9, si se aéaba sobre su base el paralelógramo 
ABCD ,. y se. levanta en el punto D la recta DH parale
la á las rectas AE, BF , CG, y terminada en el plano de 

··la base superior EFG del prisma propuesto; los planos 
AEHD, DHGC, respectivamente paralelos á los planos 
BFGC y AEFB (§.2 r 7 ),-completarán el paralelepípedo, 
y formarán con el plano AEGC un segundo prisma trian
gular ADCEHG, cuyas partes constitutivas serán las mis. 
mas que las del prisma ABCEFG. Con efecto, las base~ 
triangplares son las mismas; :la cara ACG E les es connm, 
y las otras caras paralelógramas son iguales, como opu.es
tas que son en el p:iralelepípedo.,Sin embargo de ésto no 
podemos concluir del §. 2 40 la igualdad de estos pris. 
mas, por no hallarse semejantemente dispuestas sus ca
ras. Solo los ángulo.s triedros, tales como B y B, diago
nalmente opuestos en el paralelepípedo,, se• nos presentan 
enteramente formados de ángulos planos_ iguales. Compa
rando la posicion de estos ( §. 2 2 3) venimos en conoci
niiento 'de _que los ángúlos diedros AEHG y GCBA, 
DHGE y FBAC, AEGH y EACB son iguales. Y por 
aqui se ve que el pi-isma triangular ADCEHG está 
construido por debajo del plano EHG de las mismas par..; 
tes que constituyen al prisma ABCEFD por encima de 
ABC, y que por consiguiente estos dos poliedros, com· 
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prendidos en la clase de los ~ue no (n~eden ~oincidir 
(§. 2 2 s), deben encerrar el mismo espacio: sera, pues, 
el volúmen de cada uno de ellos la mitad del del pa· 
ralekpípedo qnz ellos componen * ·. . 

2 5 r. Corolario. De esto_ se sigue que d~s pnsmas 
triangulares que tengan una misma base y la misma altu
ra, son equivalentes, como mitades que son de paralele• 

pípedos equivalentes. 

TEOREMA. 

2 5 2. Si se corta un tetraedro por planos paralelos 
á su base y equidistantes, se podrd formcw m cada tmo 
de los cor_tes un prisma eJ..·terno y otro interior, de modo 
que la suma de los primeros se ap1·oxime á l,i de los se
gundos 

I 
y por consiguiente tambien á el frtraedro. 

,¡, Si aun quedase alguna duda sobre _esta igualdad, se la p~drá di-
sipar del siguiente modo. Por las extremidades A, E de una arista del . 
paralelepípedo BH, fig. 134, se tirarún pl~nos perpe_ndiculares !Í esta F1 g. 134• 
arista, y asi se formará el paralelepípedo NE'. cuyas an~tJs son pr~pen- • 
diculares á la base AMNO, y es ademas equivalente al paralele pi pedo 
BH por tener una misma altura, ser equi,·alenres sus bases AOI.E y 
ADRE, y tener por otra parte un lado comun (§. 24~.'· Aho;a bien, 
el plano DBHF di\•ide al paralelepípedo NE én d<,s pmmas tmngula-
res rectos AOM.ELI, MNOIKL, e1·identemente iguales; porque sus 
caras son iguales, ,emejantemente dispuestas, é iguales l?s ángulos ?ie-
dros correspondientes. Es, pues, csda uno de eótos prismas la mitad 
del paralelepípedo NE, y por consiguiente la del paralelepípedo EH, 
Esto supuesto, es fácil ver que las pirámides cuadrangulares AMBDO 
y EI,fHL son igua.les, como 9ue tienen t~das sus caras i,guales c:i~a 
una a su correspondiente, seme1antemente dispuestas, y sus angulos die-
dros correspondientes iguales; y que si á consecuencia se quitan alter
natÍ\·amente del cuerpo Al'..IOEFH, los residuos serán los dos prismas 
triangulares AOMELI, ABDEFH. Son, pues, equivalentes estos. dos 
prismas: y siendo el primero la mitad del paralelepípedo BH, habrá 
de sucedt:r lo mismo al segundo. 

Esta demostracion me la comunicó en I 803 Mr. Fournier el j6ven; 
pero Mr. Ampere, profesor entonces en la Escuela central d.: lyon~ 
habia ya descubierto por su parte el principio en que se funda. · · 
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· Demostracion. Sean ABC, fig. I 3 S ; 1a base del te
traedro propuesto, y FGH, LMN, QRF los planos se
cantes. Tírense por los puntos A y B, F y G , L y M, 
Q y R , las rectas AD y BE, Ia y Kb, Of y Pg, U/ y 
Vm, paralelas á la arista CS y terminadas en los planos 
secantes superiores. En el primer corte el prisma externo 
será ABCDEH, y el interno abCFGH. Por abreviar de
signaré al uno por AH y al otro por aH. En el corte se
gundo FGHLMN el prisma externo será FN y el interno 
fN; y asi sucesivamente hasta el último corte SQRT, el 
cual no tendrá prisma interno, sino solo el externo QS. 

Todos estos prismas tienen por altura comun al grue
so de las rebanadas; y estando comprendido el prisma in
terno de cada una entre las mismas paralelas que el pris
n1a externo de la inmediata superior ,habrá de ser igual á 
este último(§. 240); de modo que 

aH=FN ;/N-LT; lT=QS; 
y por consiguiente . 

aH+jN+lT=FN+LT+ QS; 
suma que comprende todos los prismas externos, á excep• 
cion del primero AH. Es, pues, este el exceso que lleva 
la suma de los prismas externos á la de los internos. 

Y o no he considerado mas de cuatro rebanadas, pero 
pueden ser tantas cuantas se quieran; y cuanto mayor sea 
el número de ellas, tanto menor será su grueso, Ó el del 
prisma AH. Por consiguiente se le podrá hacer menor que 
un prisma dado, por pequeño que sea este; y lo mismo 
sucederá con la diferencia de la suma de los prismas ex
ternos y la de los internos~ Mas siendo el tetraedro SABC 
menor que la primera suma y mayor que la segunda, su 
diferencia con relacion á cualquiera de las dos será toda
vía menor. .que su. diferenci,a propia: .podremos, pues, ha· 

¡ 
¡ 
¡ 
1 

1 
l 
ll 
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cer de modo que la una y la otra suma se aproximen 
cuanto se quiera al volúmen de este tetraedro. 

TEOREMA. 

2 5 3. Dos tetraedros de 11na misma b,ue )' de tt:ui 

misnuz altura, son equivalentes. 
Demostracion. Imaginémonos que sobre cada tetraedro 

SABC, S' A1B1C1 se haya construido una serie de prismas 
externos correspondientes. Estos prismas, comprendidos 
entre planos paralelos, tienen necesariamente una misma 
altura; y estando las secciones que les sirven de bases 
respectiva mente á una misma distancia del vértice,· asi 
como los triángulos iguales ABC, A1B1C1

, bases de los 
tetraedros, son · iguales cada cual á su correspondiente 
(§. 2 3 6) : son, pues, equivalentes los prismas externos 
correspondientes; y por consiguiente la suma de los pris
mas externos de un tetraedro es igual á la de los p1i,mas 
externos del otro. Si, pues, designamos por S y S' estas 
dos sumas , tendremos 

S S
I , s 

= o S'= I; 

mas como podamos reducir á la pequeñez que queramos 
fa diferencia de cada una de estas sumas y del tetraedro 
á que pertenece, podremos hacer ver que la diferencia en-

S SABC . 
tre las razones -, y , 

1 
es menor que cualquiera 

S SA'B'C 

otra cantidad dada; y viniendo por este medio á serlo asi-

. 1 S A B C d 1 •J d mismo la de la razon invanab e --- y e a imi{,l,a , 
S1A1.B1C1 

TOMO, III, EE 
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, 1 SABC ( ) 
rcsultarn ue esto que S'A'BÍC/= I §. IS 3 , y por con-

sig,piente que SABC = S' A'B'C' *· 

TEOREMA. 

!.l. 5 4. Cualquier tctrmdro es equivalcntt• á l,i tercia 
parte del prisma triangulttr que tmgce la misnw /Jase y 
la trdsma altura. 

Demostrcicion. Si por los puntos A y C de la ba5e 
Fig. 136. ABC del tetraedro EABC, fig. I 3 6 , tiramos las rectas 

AD, CF, paralelas á la arista BE, y por el punto E un 
plano parnlclo al AHC, rcsultarú formado ( §. 2 3 7) el 
prisma tri,1ngular ABCDEF. Si ahora hacemos pasar por 
los vértices A , E , C de los ángulos triedrns de este pris~ 
.ma un plano, sep,uará primeramente de él el tetraedro 
propuesto EABC, cuya bt1sc y altura son las mismas <pie 
fos del prisma: despnes de lo cual l'csultará nna pirfrmidc 
cuadrangular EACFD representada con separacfon en 
E1A'C1P 1J)1 ' • 1 11 , E , . r1 , cuyo vcrt1cc se 1a ara en ➔ , y ~pie tendrá 
por base 1a cara posterior ACFD del prisma. Y si por 
los puntos D , E , C hacemos pasar un nuevo plano , di
vidiremos con <Jl la pirámide en dos tetraedros EACO, 
l(CFD, representados aparte en .E"A''C''D", E'11C 111 

* Se linria ver inmediatamente (Jll!! se cometcria 1111 :ihsurdo en ~u
P"ncr á uno de lot; tC;tracdros may<.H' c¡mi d otro; ptHi~ para ello l>:w·• 
ta ria ~nnHi<kr:1r t:ilcH !Í los prium:rn cxtcrncm, q11..: la dilcl'cncia c1111·c los 
l]l~C c1;t'cn ftll'lll(ldo_s 1whre el tctr:n~drc! _ su¡111:~1,to flHlfl ¡wquctio, Y el 
1111:,111,1 tetraedro fuc,;c m~1101· qu,~ l:1 ddr:rcncra de los dnH tctracdrrnr; 
pnn¡,¡e d.: esto rc:mltaria ¡¡uc la ia1111a de lw; pri~tU:tfl cxt<·rnufl cor1 tfi• 
p01_1dientcH, formadoH sohrn el tctracdro que liC mira como el mayor, 
seria menor ,¡ue Cbtc tetraedro. 

D.E GF.OMETRIA. 2 I 9 qlltD'" CllY"'' ltlll''t· S ·' , l , • .I[ ; ,,~ a , s c1an 1gna es , pues que tiene,n su 
vc:nicc en el mismo punto E, hallándose sus bases sobre 
un misn~o plano. Estas bases son por decontado igirnles, 
como m1ta~lcs <Jue son dd paralclógramo ACFD: son, 
pues , c,1rn valen.tes los tetraedros EACD, ECFD ( §. 
prNcd.); y pudiendo el segundo ser considerado como 
(¡uc tiene por base al tri:,ngulo DEF ignal ul triánnnlo 
ABC y su vértice en el punto C, vendrá á tener la ~11is
mn base y la misma nltnra que el prisma, y ú consecuencia 
scrú tc¡uivalentc al primer tetraedro J.(ABC. Es, pues, 
visto, lJUC los tres tetraedros EABC, EACD, ECFD son 
entre sí cr¡uivalentes, y ¡)ol' consiguiente cada uno de ellos 
viene Ít ~cr la tercia parte del pr:isma triangular que entre 
todos componen. 

TEOREMA. 

2, S 5. .Lns parafrlcj'ípcdos 1·ectángulos de una misma 
h,isc son c11tn- si' como sus alturas. 

J)emostracion. Sean los parnlclcpípellos rectúngulos 
AG é IP, fig. x 37 1 cuyas bases AC é IL son rectángu- Fig. r 37. 
los iguales . 

I .'' Si las altur;is AE é IN son comensurnblcs I de 
modo qnc se las divida en partes A1t é li, igmtlcs á m 
mcllida comnn, y que por los puntos a 6 i se tiren pla
nos paralelos á AC y íÍ IL, se fonm11án pnralclepípedos 
Ac ó lt iguales entre sí (§. i 40); y siendo el número de 
estos parnlclepípcdos en ACi el 111ir;1110 que el dt.:: las p,1r• 

tes iguales cont:enidas en AE; y en I P d mian:o \JUC el 
lle las partes iguales contenidas en IN , tcndrenws evi-
de11tcmc11te ACr : IP : : AE : IN, 
co11forme Ct lo c1uc hemos propuesto. 

2. n c;ua1Hlu las alturas J\.l\ é I l~ no sean co111cnsu ... 
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rnbles, el giro de dcmostracion· de que se ha hecho 
uso (§. 16 6) hace igualmcntl! ver <¡uc la razon dd pa
ralelcp.ípcdo AG al paralelepípedo JP no puc,\c ser ma

yor ni menor que la de AE CL IN. Con efecto, si supone~ 
mos la proporcion 

AG: IP :: AE: IR, 
siendo IR> IN; 
tomaremos sobre lN partes alicuotns de AE, mas pClJUC

ñas (1ne NR; y por el pun.to de division 1t que cae entre 
N y R, tiraremos un plano paralelo ft IL, parn formar 
el pt1rnlclcpípcdo lp, con respecto al cual tendremos 

AG : Ip : : AE : In; 
y de esta proporcion y ele la anturior deduciremos: 

IP: Ip:: IR : fo; 
resultado absmdo; pues siendo IP < Ip, es IR > In. 

T.1mpoco se puede hacer 
AG: IP : : AE: IR', 

siendo IR' < IN; 
porque para un punto de division n1

, colocado entre R' y 
N , tendrfamos: 

AG : I p' : : AE : In'; 
de donde inferiríamos que 

IP : Ip' : : IR': fo'; 
lo cual es asimismo alma do, pues -.1 ne IP > Jp', siendo 
IR< In'. 

. 2 S 6. Dos jJtt1•alelt'.P~1edos rccttÍn;__P;1dos ctt1tll!sq1derti 
F1g, 138. AG é IP, fig. I 3 8, son entre .\'t' como los productos dt· 

lctS lll' ist',lS que jrl1'1rll'/l tltt mismo tll{(:ulo triedro. 
Dcmostrt1,do1t. Si de la arista IN del parnlclcpípcdo 

lP tolllamos una parte II' = AE; y de la arista BC dd 
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p:irnlelcpípcdn AG una parte BC' = IM; y despues ti.ra
mos el plano .i'L' paralelo Ú IL , y e\ phlllo C'H' pnrnlc
lo á AF, resultarán construidos los paralelepípedos IL' y 
ACi', que tendrán por bases los rectángulos 1M' y AH', 
formados sobre bases y altnrns iguales. Tendremos, pues, 
(§. prccctl.) AG': IL':: AB : IK; 
y c.:omparnndo los p,1rnlclcpípcdos AG y AG', considera~ 
dus como q uc tienen por base al rcctúngu lo AF, resultará 

AG: AG':: AD: AD'. 
Multiplicando estas proporciones por órdcn, omitien

do el factor AG' co1mm á los dos términos de la primera 
ra:r.on cornpue~ta, y sostituycndo á AD' sn igual IM, ven
dremos ú conduir tine 

AG: 111 
:: AHx AD: IKx IM. 

I•i11almcntu, por tener una misma baso IKLM los pn~ 
rnlclupípedos 11' é IP, tM darún esta proporcion: 

IL' : lP : : H' : IN. . 
Multiplicando ahora por <:írdun estas dos últimas prn· 

l1()t'cio11cs, omitiendo el factor IL', y xcemplnzando á Il' 
por su igual AE, tendremos: 

A(;:lP::AB>-:ADxAE IK.><lMxlN; 
lo cual vie110 ú ser la propuesta del tcorcnrn. 

'.l. 5 7. Ohscr'Vildo1t. Si adoptamos por tilrmino de. 
comparncion dti todos los paralelepípedos rcctúngulos nl 
paraklepíped() rcctúugulo a,g, lig. I 3 9, cuyas tres aristas l1'ig. I 3 9. 
contiguas t1b, ,id, <t//, sean tmbs iguales ú lll línea esco-
gida parn unidnd ó pum mc.\ida comun lle \as rt.:ctas, sn 
produt:to habrú de scx la unidad; y tendrnmos: 

tt(r: A(}:: l·: AH X AD X AE; 
es decir: qm· d 1'1,tra!ch;1(pedo n·ctd10:ulo AG contendrá 
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al paralelepípedo ag .tantas 7Je~es co~10 el pr_oducto de 
las línNts AB , AD y AE, referidas a l,;, medida comim 
ab contiene á la unidad. Esto es justamente lo que debe 
entenderse siempre que se diga que la medida d~l 'Volzí
men de un paralelepípedo rectángulo es el producto de 
sus tres aristas contiguas; y si tenemos presente que 

el producto AB x AD expresa el ~úmero de cuadrados 
iguales á ac que se halla~ conten\~os en 1a base AC 
(§. r 6 S), ó lo que viene a ser lo 1:11smo, ~os da la me
dida del area de la base, vendremos a concluir que el 'VO• 

lúmen de tm paralelepípedo rectángulo tiene por medida 
al prad11cto de su base por su alturrt, valuadas entrambas 
numéricamente. 

En el caso de que las aristas AB, AD y AE contu
viesen un número exacto de veces al lado ah del parale• 
lógramo ag, se reconoceria á la sola inspeccion de la :figu• 
ra, que se podrian colocar sobre la base AC tantos para
lelepípedos iguales á ag, como veces contiene la base AC á 
1a ac; y que de este modo se formaria un paralelepípedo 
de la misma base que AG, de la misma altura que ag, y 
que estaria contenido en AG tantas veces como la ~ltura AE 
contiene á 1a ae, ó al lado ah; de lo cual se sigue ade
mas que el paralelepípedo AG contiene tantos paralelepí
pedos iguales á ag-, cuantas unidades contenga el produc
to de base ABCD por la altura AE. 

2. 5 8. I • º Corolario. Si las aristas AB, AD , AE fue-
sen entre sí iguales , el volúmen del paraleleplpedo AG 

-~2 - --3 
se ·mediría por AB x AB == AB , Ó por la tercera po~ 
tencia de AB ; mas es bien visible que en este caso las 
seis caras d~l paralelepípedo rectángulo AG vienen á ser 
cuadrados iguales. Entonces se le da el nombre de cubo, y 
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de aqui nace el llamar cubo á la tercera potencia de cual
quier número. 

2 5 9. 2..° Corolario. Puesto que un paralelepípedo 
cualquiera puede en todo caso ser trasformado en parale
lepípedo rectángulo de la misma altura, y construido so
bre una base equivalente ( §. 249), habrá de ser consi
guiente que el volúmen de un paralelepípedo cualquiera 
tenga por medida al producto de su base por su altura; y 
que por consiguiente dos paralelepípedos de una misma 
altura y de bases solo equivalentes, comprendan el mismo 
volúmen, 

2.60. 3.° Corolario. Siendo equivalente el vo!Cimen 
del prisma triangular ABCEFG, fig. 1 2.9, á la mitad Fig. I 29. 
del del paralelepípedo ABCDEFGH ( §. 2 5 o), habrá 
de tener por medida, á consecuencia de lo que precede, 
la mitad· del producto de la base del tal paralelepípedo 
por su altura; mas no siendo el triangular ABC, que for-
ma la base del prisma, mas de la. mitad del paralelepípe-
do., es evidente que el volúmen de un prisma triangular 
tendrá·por:,medida al producto de su base por su altura. 

Def mismo modo se expresa el volúmen de un pris• 
maque tenga lllla base cualquiera ABCD~,' fig. 128; Fig. 128, 
porque si se dividª el polígono ABCDE.en tnangulos con 
el auxilio de: las diagonales AC, AD, y por estas diago· 
nal~s y potlas. aristas paralelas que las son contiguas, AF 
y CH , A,F¡ y DI, se tiran planos ,,. se di v idi1 á el prisma 
AI en tres prismas tri¡ingulares de una misma a1tura, y 
cuyas bases serán ABC, ACD, ADE; y designando por 
H. .la altura comun de estos prismas, ó la distancia per• 
pe;1dicular de los planos que contienen sus bases inferio-
res y sus bases superiores, serán fas medidas de sus volú-
menes respectivos. 
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ABC X H; ACD X H; ADE X H; 
y por tanto su suma ( ABC + ACD + ADE) H = 
ABCDE x H dará el volúmen del prisma total AI. 

De esto se infiere que los volúmenes de dos prismas 
cualesquiera son entre sí como los productos de su base 
por- su altura, y que por consiguiente cuando tengan ba
ses equivalentes, serán entre sí como sus alturas; y cuan• 
do tengan una misma altura, serán entre sí como sus ba
ses; y que finalmente serán equivalentes cuando tengan 
á un mismo tiempo una misma altura y bases equivalen
tes, cualesquiera que sean las figuras _de estas bases. 

2 6 r. +º Corolario. El volúmen de un tetraedro tie
ne por medida á la tercia parte del producto de su base 
por su altura ; puesto que este volúmen es la tercia par
te del del prisma que tiene por medida al producto de su 
base por su a \tura (§. 2 5 4 ). 

2 6 2. S.º Corolario. Las ·mismas medidas convienen 
á todas las pirámides, cualesquiera qúe ellas sean; pues si 
dividimos en triángulos la base ABCDE de una pirámide 

Fig. 12,
7

• cuaiqu¡?rn SABC~E, fig. 127, y tiramos el planó por 
el vértice y por cada upa de las diagonales AC, AD, re• 
sulrnrá dividida la pirámide en trés f~traedros de una mis
ma altura, y cuyas bases serán respectivamente ABC, 
ACD, ADE: y siendo la medida del volúmen· de cada 
uno de esros tetraedro$ la tercia parte del producto de su 
base por su altura, la suma de los volfimenes de todos 
tres ó el de la pirámide propuesta, vendrá á ser necesa
riamente igual á la tercia parre del producto de la suma 
de sus bases por la altura comun; es decir, á la tercia par
te del producto de la base de la pirámide propuesta por 
su altura. 
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De lo cual resulta que dos pirámides cualesquiera 

son entre sí como los productos de su base y altura,; y 
solamente como sus bases cuando sean unas mismas sus al
turas; ó solamente como sus alturas, si son equivalentes 
sus bases; ó finalmente, que las tales pirámides habrán de 
ser equivalentes en caso que sus altmas y sus bases lo sean 
á un mismo tiempo, cualesquiera que por otra parte sean 
las figuras de estas bases. 

2 6 3. Observaciones. Puesto que podemos hallar la 
altura de una pirámide cuya parte es 110 tronéo que se 
nos ha dado con bases paralelas ( §. 2 3 4), no _puede 
ocultársenos que podremos asimismo determinar el volú
men de este tronco, calculando con separacion el de la pi
rámide entera , el de la que fa falta, y tomando la dife
rencia de estos dos resultados. 

Se puede ver igualmente que pudiendo ser dividido 
en pirámides un poliedro cualquiera(§. 24 I), la valua
cion de su volúmen se efectuará calculando con separa
don, conforme á Jo: prescrito, el de cada una de las pi• 
rámides que el poliedro propuesto· contiene; y tomando 
por último la suma de los resultados. No tengo por nece
sario detenerme mas en este asunto. 

Hay sin embargo una especie de poliedros, á la cual 
se pueden reducir todos los <lemas', •Y por esta razon con
viene hacer conocer; y son los prismas triangulares trun- · 
cadas , que no se diferencian de los ordinarios sino en que 
el plano opuesto á su base no es paralelo á ella; y en que 
á consecuencia sus caras vienen á ser trapezios, en vez de 
ser paralelógranios. · ABCDEF, fi.g. I 40, representa. nn Fig. I 40. 
prisma triangular truncado. ·; - ' ' 

roMOUI, FF 
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TEOREMA, 

2.64. Un prisma trr"angular truncado es en todo ca
so eqiii'Valente á tres. #traedros de una misma base, y 
que tienen sus respecti-vos 'Vértices colocados m cada uno 
de /os ángulos del trt'áng1J/o opuesto á esta base. 

Demostracfon. Haciendo pasar un plano por los tres 
puntQs A, C, E, separaríamos en primer lugar del pris
ma ABCDEF al tetraedro EABC 1 cuya base es el trián• 
gula ABC, base del prisma, y cuyo vértice se halla co
locado en el ángulo E del triángulo DEF opuesto á esta 
base. A consecuencia de esto resultará la pirámide _cua
drangular EACFD, que se dividiria en los dos tetraedros. 
EACD ,, ECF D, tirando por la diagonal DC y por el 
punto E. el plano DEC. Estos tetraedros no son los que 
se ha¡llan designados en la propuesta; mas restableciendo 
el prisma en su total entereza , se hace fácilmente ver que 
aqu,ellos. son equivalentes á estos últimos. 

Con efecto,. si en la cara ABED tiramos la diagonal 
'BD ~ é, imaginamos el plano BDC, nos resultará el tetrae~ 
dro BACD ~. construido sobre la base ACD del tetraedro 
EACD, y de. la misma altura, pues que los vértices B y 
E del uno y del otro se hallan en un¡i. misma recta BE~ 
paralela al plano de su base; pero tambien se puede con
siderar al tetraedro BACD como que tiene su vértice en 
el punto D, y por base al triángulo ABC: y de este mo
da este tetraedro es cual lo. requiere la propuesta~ 

Para hallar ahora el tetraedro equivalente á. ECFD,. 
es. necesario tirar las. diagonales AF y BF .en las caras 
ACFD y BCFE; é. imaginando. entonces. el plario AFB,. 
tendremos al tetraedro BACF, cuya base ACF es equi
valente á la base CFD del tetraedro ECFD 1 pues '3..UC 
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estos dos tnan?ulos tienen una misma base CF y se ha
llan comprendidos entre las paralelas ~D y CF: tenie11~ 
do ademas los tetraedros -stis vértices en· la misma recta 
BE, paralela al plano de su base, tienen' por consiguient~ 
una misma altura; y son por tanto equivalentes. El te
traedro BACF , considerado como que tiene su . vértice 
colocado en F, y por :base al triángulo ABC, será el 
tercer tetraedro designado en la propuesta. 
· 2 6 5. • Corolario. Del teorema precedente se· sigue 
que el volúmen de todo prisma triangular truncado tiene 
por medida al producto de su base por la tercia parte de 
la suma de las tres perpendiculares bajadas sobre esta ba~ 
se d~~,de cada unó delos ángul0s de la,·basesuperior,'pues 
qu¡{estas perpendiculares son la·s respectivas alturas de 
loi tetraedros, á cu ya suma es equivalente el prisma, y 
que tienen todos por base la misma del pr,isrna. 

TEOREMA. 

2.66. · Dospolz'lJros sem1antes son cnt1'~ .sí como los 
cubos· i/c. sui aristas- ltom6!ogas. 

Demostracion. I. º Si los poliedros propuestos fueren 
las pirámides SABCDE, S'FGHIK, fig. 1 'J.7, teadre- Fig. r 27. 
fi10S ( §. 2•3) ) l , . ,, ·- : . L " 

" : ,; :· ; ' ' ',' ''-2 -2, 

. '· . ""' ABCDE: FGH;IK:: SP, : S'Q; 
y . muJ~iP.li~ando esta proporc:iori ·por' la proporcion evi-
dente' fSP : 1S'Q : : SP : S'Q; . 
no~ resultarf _, > ', ';¡' ' 

••' ' ' - ;...;...:,;__ .:._ -3 _. g 
ABCDEx }SP: FGHIK x S'Q :: SP :S'Q. 

Los dos primeros términos de esta proporcion, que 
expresan los volúmenes de las pirámides propue,stas, nos 
manifiestan que estos· volúmenes son entre sí como los cu• 
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bos de sus a1turas; mas la semejanza de las pirámides nos 
d¡i asimismo : 

SP : _S'Q :: SA :, S'F :: All: FG (§. 23 3)¡ 
de lo cu~l se deduce: 

SP
3
: S'Q

3
:: SA

1
\ S'F

3
:: AB3: FG

3
; -

y_ por consiguiente 
' . , / " -3 -;-3 -3 -3 

SABCDE :. S FGHIK :.: SA. : S F : : AB : FG ; 
es decir: que las pirámides semeJantes son entre sí como 
los cubos de sus arlstas hom6logas ., ya partan estas aris
tas desde sus 'Vértices,. 6 ya se hallen en sus bases*· 

:2./ Cuando. tratemos de o.tros poliedros cualesquie
:ra ,. ;los podremos imaginar divididos en un :mismo nÚ• 
n1ero de pirámides semejantes y s.emejanternente dispues .. 
tas(§. 243). Cada una de las pirámides del_primer po• 
liedro ser4: á su correspornHente del segundo con:io el cu
bo de una de sus aristas, es al cubo de la arista homóloga 
ele la otra pirámide; mas¡ estas 'aristas , que necesariamen• 
te son ó las aristas mismas· de los poliedros propuestos, ó 
las diagonales de sus caras, ó finalmente la~ .. qi:i,gonales 
que .juntan interiormente los vértices de sus ángulos po
Jiedrns, se hallan de: un poliedro al otro , en_ una :rnisma 
razon (§. 2 44); formarán por consiguiente sussubos u.na 
serie de razones iguales ;y si~ndo al mismo tiempo igua
les estas razones á las de las pirámides, nos será forzoso 
concluir que estas últimas han de ser iguald enfte sí. Por 
tanto, la suma de fas pirámidés ;del primer poliedro es á 
la suma de. las pirámides del seg~mdo como u·na ctialqrii'e:-

; Imitando 1a construcc:ion y el r.azonatniento del §. 117, seria 
fácil h~cer ver que loJ 'Oo/zímme,s de doJ tet/'aedros q11e tmgan un án
gulo tmdro comun, .ron entre'ifi como los p1•odt1etos d~ las aristas, qtlfl 

m cada !Jn, de ,}lo.r, ,omprtt)den.aquelangulo. . , · . 

DE GEOMETllIA., 2. 29 
ra de las pi1·ámides del uno es á la correspondiente del 
otro ; ó como el cubo de una cualquiera de las aristas del 
primer poHedro es al cubo de la arista homóloga del se
gundo. Y sostituyendo en esta última proporcion en lugar 
de las sumas de las pirámides, los poliedros que ellas com
ponen nos vendrá á resultar por conclusion que estos cuer
pos se hallan entre sí en la misma razon que los cubos 
de sus aristas homólogas. 

PARTE SEGUNDA. 

SECCION II. 

· De los merpos redondos. 

2. 67. Los cuerpos redondos son los que podemos 
imaginar como producidos á consecuencia de dar una fi
gura plana vueltas al rededor de una línea recta. De en
tre ellos trataré solo aqui con especialidad del cono recto, 
del cilz'ndro recto, y de la esfera. ,• 
. El cono recto se puede imaginar formado c~J¾1 au• 

xilio de hacer girar un triángulo rectángulo SAC, fig. 
141, al rededor de u.no de los lados del ángulo recto; Fig, 14r. 
de .modo _que la hipotenusa SA describe en este movi-
miento .la supeificie c6nica recta que envuelve al. cuerpo, 
. Un, punto c1;1alquiera A' de esta recta describe ·una 
drcunfer~ncia. ge círculo, cuyo centro se halla en la rec-
ta Se, al rededor de la cual gira el triángulo SAC, y 
que por esta ·razon se llama el eje del cono; porque•si im~-
ginám0s tirada en el. friángul<:> · generador la recta. NC: 
perpendicularmente al eje, f girando con él, habrá de 
describir un plano perpendicular al eje se (§. 198), y 
será claramente el radio del círculo A'D'B\ •. 
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De esto se sigue que siempre que cortemos la super .. 
ficie cónica por un plano perpendicular á su eje, nos re
sultará una circunferencia de círculo; y es bien visible 
que un plano tirado por su vértice , la corta en general 1 

·siguiendo dos líneas rectas. , 
El círculo ADB, descrito por el lado AC del trián

gulo generador, y que cierra al cono , es su base , mien
tras que el punto S es su "{)fÍrtice; y esta base es perpen
dicular al eje se *. 

Los triángulos semejantes SAe y SA'e', que nos dan 
AC : A' C' : : se : SC' : : SA : SA'; 

nos hacen ver que los radios de los círculos ADB y 
A'D1B' son proporcionales á la distancia que hay desde su 
respectivo plano al vértice del cono; mas siendo entre sí 
las _cir~unferencias de los círculos como sus radios(§. I S 4 ), 
y s1gu1endo sus areas la razon de los cuadrados de los 
mismos radios (§. r 8 8), vendremos á tener ademas: 
circ.ADB: circ.A'D'B':: AC: A'C':: se: S'C':: SA: S'A1

; 

-2 -2 -2 -2. 

area .ADB : area A'D'B': : AC :A'C' · · SC · SC' • • 1:1 H' • • ~ • • 
-1-2 

SA :SA'; 
~ropie~a?es_ que vienen á ser las mismas que con respecto 
a l.ts p1ram1des hemos demostrado (§§. 2 3 3 y 2 3 5). 

2 6 8. Ohservacion. Cuando conocemos las dimensio-
p· nes de un tronco de cono con bases paralelas .................. . 

ig. 1 44• BDDAEB'D' A'E', fig. I 44, podremos calcular por un 

. * . Se da el nombr: de cono r1cto aJ que describimos aqui. para dis·-
F' tmguirlo del cono oblicuo con base circular, que se forma haciendo gi,• 

1g. I42 • rar ~¡ rededor 1e un. punto S, fig. 141, una recta SA, sujeta 1 tocar 
contmuamente a 1a c1rcunferencia de un círculo ADB , situado en un 
plano que n~ pase por el pu~to S. En tal caso la recta SC, que tambien 
s~ llama el e;t del ,ono, deJa ya de ser perpendicular al plano de la 
base ADB. 

DE GEOMETRIA, 2 3 I 
método análogo al del §. 2 3 4, la altura del cono entero. 
Con efecto , siendo semejantes los triángulos ASO y A'S01

,, 

nos dan 
AO ~ A'O' :: SO : SO'; 

de donde se deduce que 
AO-A'O': SO-SO':: AO : .. SO; 

la cual viene á ser la siguiente 
AO-A'O': 00':: AO: SO; 

proporcion en la cual nos estan dados los tres primeros 
términos, y que de consiguiente nos puede dar á conocer 
la altura del cono enteroª 

TEOREMA. 

2 (j 9. Si se construyen polígonos regulares inscritos 
y circunscritos en la base de un cono , y se juntan los án .. 
gulos dr: estos polígonos con el 'Vértice del cono, estas líneas 
deterr,zinarán pirámides que se llaman regulares, po1'que 
todas sus car~s triangulares: serán iguales; y ent1'e estas 
pt'rámides st pueden en toda caso encontrar dos, la ima 
inscrita y la otra clrcunscrita, tales que la diferencia de 
sus are as sec, menor que ciealqutera. cantidad dada, por 
pequdía que sea la magnititd de. esta. 

Dcmostracion. Sea abcdif, fig .. 143,. el polígono re- Fig. x43. 
gular inscrito en la base del cono :. y tirando las rectas aS, 
bS, cS &c .. , y ¡,untando estas rectas. por planos., nos resul-
tará la pirámide Sabcdef. El area: de esta pirámide, no, 
comprendiendo, en ella su base, abcdef,, se halla compues~ 
ta de los triángulos aSb, bSc,, cSd &.c. iguales. entre sí, . 
pues que estan formados de los, lados, del polígono abcdef; 
regular por suposidon, y de las oblicuas, Sa, Sb, Se &c.,. 
que igualmente s~ apartan de la perpendicular SO~ El 
area de; cualq_uiern. de estos. triángulos,, la de aSb pot 
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ejemplo, tiene por medida ½ ab x Sg, siendo Sg per
pendicular á la ab; la suma de las areas de todos tendrá 

por medida ½N x ab x Sg, designando por N al número 
de fados del polígono abcdef; y representando N x ab al 
contorno de este polígono, se habrá de concluir induda
blemente que el area de la pirámide 1·egular, no com
prendiendo en ella la de su base, tiene por medida la mi
tad del producto del contorno de esta base por la perpen• 
dicular bajada desde el 'Vértice d cualquiera de los lados 
de la misma base. 

En la pirámide circunscrita, de la cual he represen
tado solo una cara ASB á fin de 110 complicar mas la fi
gura, son iguales entre si. todas las caras como en la pirá
mide inscrita , porque las aristas SA, SB &c. son asimismo 
oblicuas que se apartan igualmente de la perpendicular 
SO. Y siendo el punto de enmedio del lado AB del po
lígono circunscrito precisamente el punto de su contacto 
con la drwnferencia del círculo aGbf, se habrá de con
fundir con el lado la perpendicular SG, bajada desde el 
punto S sobre el lado AB. El area del triángulo ASB 

tiene por expresion ½ AB x SG; y por consiguiente la de 
la pirámide entera, sin induir la de ·su base, vendrá á ser 

fNx AB x SG. 
Supuesto esto, si designamos por p y P las areas de 

la pirámide inscrita y de la pirámide circunscrita, y por 
p' y P' los contornos de sus bases, tendremos: 

p=½p' x Sg; P = ½P' xSG; 
de donde podemos inferir que 

p -p= ½P' X SG - ½p' X Sg. 
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Mas resultando de la naturaleza de los polígonos regula
res inscritos y circunscritos al círculo (§. 1 5 1) que los 
contornos de estos polígonos se aproximan á ser iguales á 
proporcion que se multiplican sus lados; es bien visible 
que en ignaldad de circunstancias la diferencia entre las 
rectas SG y Sg puede llegar á ser tan pequeña como se 

quiera: de consiguiente los productos ½P' x SG y ½ p' x 

Sg se aproximarán tambien sin cesar á la igualdad; y la 
diferencia de las areas de las pirámides inscrita y circuns• 
crita podrá á consecuencia llegar á ser menor que cual
quier cantidad que se quiera. 

2 7 o. Coralario. Es bien evidente que cuanto mas se 
multiplican los lados de los polígonos inscritos y circuns• 
critos , tanto mas se aproximan á confundirse con el cono 
las pirámides inscritas y circunscritas; y tanto mas aumen
ta el area de la pirámide inscrita, al mismo tiempo que 
disminuye la de la circunscrita. Con efecto, constante
mente aumenta el contorno del polígono inscrito,. asi como 
la recta Sg, que acercándóse á la superficie cónica, se ale
ja sin cesar de la perpendicular SO, mientras que el con
torno del polígono circunscrito disminuye sin cesar acer
cándose al círculo, y que la recta SG conserva la misma 
ipagnitud. De aqui se sigue evidentemente que por lo 
respectivo á la extension , el area del cono se halla siem
pre comprendida entre las de la pirámide inscrita y de la 
pirámide circunscrita ; y como, segun el teorema prece
dente , se puede h¡_icer la diferencia de estas últimas menor 
que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea la 
magnitud de esta, con mayor razon podremos hacer en 
todo caso tan pequeña como queramos la diferencia entre 

TOMO III, GG 
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el area del cono y la 
circunserita. 
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de pirámide inscrita ó la pirámide 

'1'IiOR:EMA, 

2 7 I. El are a de un cono recto tlene por medida la 
mit,id del producto de lii circunftrr.:ncz'a :le! círculo qtt~ l~ 
sir'Vr: de base por su lrtdo: lo cttt"tl, tfrst~11ando por C a 
lct pri'mt'ra y por R al si-gundo, 'Oendrd d estar bien cx-
prt•sado por ½CR. , 

Dt'mostracion. Si P representa actualmente el pen
mctro dd polígono circunscrito, el area de la pirúmide 
circunscrita habrá de expresarse por ½PR (§. 2 6 9), pues 
que R ~s lo mismo que SG; y si designamos por X ~a 
verdadera medida del arca del cono, tendremos las cantt
,fadcs -½PR, ½CR y X, qne se hallan en el mismo caso 
que se supone en el §. 186 ; puesto que siendo _constan• 
temente la primera mayor que las otras dos, en v 1rtud del 
§. 270, y á causa de ser P> C, se pueden aproximar umt 
á otrn cuanto se quiera. Tendremos, pues, q uc 

X::::::J;CR*. 

ntonr.EMA, 

272. Bl arM de !ti pordon que resf'a do 1ma super~ 
jicfr crínt'ca dcspitcs t/¿• !tciberlc qnittido por tm pfono ptt~ 

>+ Este teorema podríamon demor.trnrlo valicnllonon i11111edia~:11nct1• 
te de 1111 razonnmicnto semejante al de líl nota dt:I §. 1 !(7, HOHl(~llrll· 

do pirámides (t loR polígonoH r111plt::1dos t'll la n<da t1t,~da. bcd ~!l 

dcHctil>rir c6mo sea nt:cc,,aJ'io modiLicar el mirnw razonamiento Y apli• 
cario :í laR proposidon<:ll de Jps ~~- 279, 2!!0, lB3, 297 Y Hº4, que 
completan la mcdicion del arca y dd volúmen de los cucrpou re
dondos. 
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?'alelo á' su base una JJtirte SA'D'W; ó lo que viene á ser 
lo mis1no, el arca, del cono truncado ADBEA1D 1B1E1, 

fig. I 44, timv por 111edidt't !,i mitad del producto dé la Fig, 144. 
smntt de lds circ1mJcrmcfos de ms dos bases ADB y 
A 11YW por stt lado AA'. 

Dcmostracio11. Si en e\ punto A se levanta perpen
dicularmente á SA, la recta AC, igual en longitud á la 
circunferencia ADHE, y se tira la SC; teniendo el a rea 
del triángulo rcct[rngulo SAC por medida !AC x SA, 
habrá de ser esta equivalente al mea del cono SADBE 
(§. prcml.). 'Iirnndo en seguida la recta A'C' paralda Ít 

la AC, los tri[rngnlos SAC y f:,A'C1
, entre sí semejantes, 

nos darán: 
A C : At~1 

: : SA : SA'; 
mas tnmbien tenemos: . 
circunf. ADHE: circunf. A'D'H'E':: SA : SA' (§. 2 67 ); 
y siendo comnn esta segunda rnzon á las dos últimas pro
porciones, resultará de ellas la siguiente: 

circunf. AD.BE: circnnf. ND1H1E1 
: : AC : A'C'; 

y puesto que AC:::::: circunfor. ADBE por construccion, 
• A'G'' . e A'D'lllJ'' deberá ser por consecncnc1a . . :::::: c11·cu nicr. . . J 1,. 

])0 esto se sigue l}llC el arca del triángulo SA'C' 

ignal á .~A'C x SÁi, será equivalente á la del cono 

SA'D'.B'E1 que se echa menos: será~ p1:1cs, el nrea del 
tnt pc1.io ACC' A' cq ni valen te á la del tronco de c_ono 
ADBEA'D'.B'E'; y pues que la recta AA' es l;erpcnd'.;n• 
lar ;¡ las rectas Ac y A'C', la me,\ida del trnpczLO ACC A 
scrú {AA' (AC-,~ A'C') (§. 17 S), 
ó J AA' ( drcunC ADH.E + circunf. A'D'B'E') 
como an11ncia la propuesta, 

1 Y pues lJlle podemos tomar en vez de ½(AC+A'C) 
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la recta A11C11 tirada paralelamente á AC por el medio 
de AA' (§. 175 ), es consiguiente que en lugar de 
½ ( circunfer. ADBE -:1- circunfer. A1D1B1E 1

) podamos 
sostitúir la circunferencia A."D"B"E" de la seccion hecha 
en el tronco de cono á distancia igual de las dos bases y 
.paralelamente á sus planos; pues tendremos esta serie de 
,razones iguales: 
AC: A''G":: SA: SA" : : circ. ADBE : circ. A'1D11B11E11

, 

á consecuencia de la cual la igualdad de circunferencia 
ADBE, y de AC nos hace ver la de circunferencia 
A 1'D"B11E11 y de A"C'1• 

De lo cual podremos concluir que el area convexa 

del tronco de cono tiene por medida AA' x circunfer •.. : 

A"D'1B11E", ó al producto de su li1do por la circunferen
cict de la, seccian hecha á una igual distancz'a de las bases. 

N, B. Sostituyendo el vértice á la base superior, vie
ne i ser esta medida la del area del cono íntegro. 

TEOREMA, 

2 7 3. k[ultiplicando si!ftcientemente los ladas del po•• 
lígo1io inscrito , podemos en todos casos formar dos pirá
mides, !ti una inscrita y la otra circunscrita, tales que la 
diferencia de sus 'Volúmenes sea menor que cualquier,i 
cantidad dada, po1· peqimía que sea la magnitud de esta. 

Demostracion. Con efecto , teniendo la pirámide ins-
Fig. I 4 3. crita y la circunscrita la misma altura SO, fig. I 43 , si 

designamos por p y P los volúmenes de estas pirámides; 
p' y P' las areas de los p·olígonos abcdef, ABCDF que 
fas sirven de bases, tendremos: 

p=fp'xSO; P=½P'xSO; 
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lo cual dará P - p = fSO ( P' - p'); 
y pudiéndose reducir al grado de pequeñez que se quie
ra, la diferencia P' -p' entre el area del polígono inscri
to, y la del polígono circunscrito ( §. I 84 ), se jodrá 
igualmente reducir á que sea menor que tal cantidad 
dada como se quiera, la diferencia ·p - p entre el voltt
rnen de la pirámide inscrita y el de la pirámide circuns
crita. 

2 7 4. Corolario. Siendo visiblemente el volúmen del 
cono intermedio entre los de la pirámide inscrita y de la 
circunscrita, se infiere del teorema precedente que en to
do caso se pueden asignar una pirámide inscrita y otra 
circunscrita I que se diferencien de él en cuanto men~s se 
quiera; 

TIORIMA, 

2 7 S. El -volúmen de tm cono tiene por medida la ter
cia parte del ptoducto del area de su base por su altura; 
á lo cual equivale !CH, siempre que la primera se desig
ne por C, y la segunda por H. 

Demostracion. Sea P el area del polígono que sirve 
de base á la pirámide circunscrita, cuyo volúmen tendrá 
en tal" cas9 por medida íPH; y represente X la verdade
ra medida del volúrnen del cono. Asi tendremos tres can
tidades ½ PH, 1CH y X, que se hallarán en el caso de las . 
del§. I 8 6; puesto que P es siempre mayor que las otras 
dos, y puede aproximarse á ellas cuan cerca se quiera. 
Tendremos, pues, X= fCH *. 

* El teorema anterior tiene igualmente lugar aun cuando sea obli
cuo el cono propuesto ; pues bien se ve que ni en el teorema del 
§, 273, ni en el corolario del §. 274 se supone que la perpendicular 
SO caiga sobre el centro del círculo (1Gbj, y pueden por consigui~n; 
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PROBLEMA. 

2 7: 6. Hallar el 'Volúmm de un tronco de cono recto 
con b;scs paralelas. 

Soludon. Será indispensable prolongar los lados AA1 

Fig. r 44. y BB', fig. I 44, hasta que se encuentren, y asi nos den 
á conocer la altura SO del cono entero ( §. 2 6.8), con el 
auxilio de la cual tendremos para volúmen de este cuer-

po á =SO x ADBE; y quitando de SO la altura del tron• 
co OO', el residuo SO' será la altura del cono sustraido, 

cuyo volúmen estará expresado por {SO' x A'D'~'E'; y 
por tanto la diferencia entre este producto y el anterior ha
brá de ser la medida del ,volúmen del tronco de cono pro• 
puesto. 

277. Si nos imaginamos que el rectángulo ACC'A', 
Fig. I 4 S · fig. 1 4 S , gire al rededor de uno de sus lados CC', ven

dremos en conoc1m1ento del cómo podemos suponer for
mado el cuerpo que llamamos cilindro recto; en cuya su• 
posicion la recta AA' describirá la superficie cilíndrica. 

Un punto cualquiera de esta recta describirá la cir
cunferencia del círculo A''D''B'', igual y paralelo al cír
culo ADB engendrado por AC , al cual se le llama la 
base del cilindro; en .vista de que la recta A''C'', perpen• 
dicular á CC', igual á AC, describirá girando al rededor 
de CC', un plano paralelo al ADB, y cuya interseccion 
con la superficie cilíndrica ,será A'1D"B11

• De lo cual re
sulta que la seccion de la superficie del cilindro recto por 

Fig. ¡ 4 2, te adaptarse al cono oblicuo que se nos l?resen!a ~n la figura ,142 • Lo 
mismo puede decirse, con respecto á la mvest1gac1on del volumen del 
cono truncado del §. siguiente. 
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un plano paraleló á su base, es un círculo igual á esta 
misma base. 

El cilindro éstá terminado en su parte superior por 
una ba~e A'D'B' igual y paralela á su base inferior ADB. 
La recta CC', al rededor de la cual suponemos que ha 
girado el paralelógrarno ACC1A1

, y en la cual evidente
menee se hallan los centros de las bases de todas las sec• 
ciones que las son paralelas, se llama el eje del cilindro, 
y es perpendicular a la base *. 

TEOREMA. 

2 78. Si SP inscriben y se circunscriben al círculo que 
sir'Ve de base á un cili'ndro, polígonos de un mismo núme
ro de lados, y por los 'Vértices de los ángulos de estos po-
lígonos se tiran rectas paralelas al eje 00', fig. 147; Fig. 147. 
juntando sus extremidades superiores con otras rectas, 
resultarán formados dos prismas, el uno inscrito y el otro 
circunscrito al cilindro propuesto; los cuales podrán en 
todo caso ser tales que ta diferencia de sus arcas sea me• 
nor que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea 
la magnitud de esta cantidad. 

>1- El cilindro oblicuo es el que contiéne la s~pe1:ficie descrita por , 
una recta cnalquiera AA', fig. 146 , forzada !Í deslizarse paralelament: F1g. I 4 6, 
:1 sí mi~ma á lo largo de la circunferencia de un círculo AD]. S1 
consideramos á la recta generatriz AA' como existente en una po~ 
sidon cualquiera, cual DD', y por el centro de la base tiramcs la CC' 
para lela é igua 1 á la AA', y terminamos el cuerpo con un plano A'?'B' 
paralelo al ADB; tirando C'D', nos resultará formado_ el paralelogra-
mo DCC'D', y tendremos C'D' = CD. Es, pues, visto que la,,base 
sup,;rior A'D'C' del cilindro oblicuo debe ser un círculo, lo mismo 
que su base inferior y todas las secciones que la son paralelas; .1~as el 
eje CC' no será perpendicular á esta base , como lo es en el cilmdro 
recto. 
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Dmiostracion'. Las rectas aa', bb', levantadas parale .. 
lamente á 00', y por consiguiente perpendiculares al 
plano abcdef, se hallarán sobre la superficie del cilindro, 
pues que los rectángulos a00' a', b00'b son iguales al rec
tángulo generador. Por otra parte es evidente que los rec
tángulos abb' a', be/ b' &c. son en.tre sí iguales, puesto que 
visiblemente tienen dos ángulos y tres lados respectiva
mente iguales (§. 8 5). Siendo las aristas aa', bb' &c. per
pendiculares á ah, be &c. las areas de los rectángulos ab', 
be' &c. se expresarán por ab x aa', be x bb' &c. 

Reuniendo estos productos con la advertencia de que 
todos tienen un factor comun , pues que' aa' = bb' &c., 
el area del prisma inscrito, sin comprender las bases abcdef, 
a'b'c'd'/f', vendrá á estar expresada por (ab +be+ cd + 

de+ej+fa) aa1
, ó por p x H, designando por pal pe• 

rímetro del polígono abcdef, y por H á la altura aa' co
mun al prisma y al cilindro. 

Con el fin de evitar cualquiera confusion, no he re• 
presantado mas de una sola cara ABB1 A' del prisma cir
cunscrito. Bien se ve que si en esta cara y por el pun
to G, en que el -lado AB toca al círculo, se tira GG1 

paralelamente á 00', esta .recta se hallará sobre la su
perficie cilíndrica, en vista de que el rectángulo G0O'G' 
es igual al rectángulo generador. Y estando expresada el 

- --
area del rectángulo ABB'A' por AB x GG'; el area. 

total del prisma circunscrito, sin comprender las bases, 
será igual al contorno P del polígono circunscrito, mul• 
tiplicado por la altura GG1 ó H, comun á todos los parn
lelógramos que envuelven al prisma circunscrito; y lo 
mismo puede decirse de los del prisma inscrito. 
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Supuesto esto, fa diferencia del area convexa deI 
prisma inscrito y 1a del circunscrito vendrá á ser P x H -
p x H == (P-p) H, y se la podrá hacer tan pequeña 
como se quiera, tomando polígonos inscritos y circunscri~ 
tos, cuyos contornos tengan una diferencia menor que 
cualquiera cantid.id dada, por pequeña que la magnitud 
de esta sea. . 

279• Corola1·io. De la proposicion anterior y de las 
razones expuestas (§. 270) se sigue que la superficie ci
líndrica es menor que la del prisma circunscrito, y mayor 
que la del inscrito, y que por consiguiente podemos de
terminar un prisma inscrito ó circunscrito, cuya area se 
diferencie en cuan poco se quiera, de la del cilindro 
recto. 

TEOREMA. 

2 8 o. El area de la superficie con'Vexa del cilindro 
recto tiene por medida al producto de la circunferencite de 
su base por Stt altura H, que rep1·esmtaremos pDr CH. 

Demostracion. Si P designa al contorno del polígono 
que sirve de base al prisma circunscrito al cilindro, y X 
la verdadera medida de este último, vendrá á representar 
PH al area del polígono circunscrito, y visiblemente se 
hallarán las tres cantidades PH, CH y X en el caso qne 
las del §. 186. Será por consiguiente X== CH. 

TEOREMÁ, 

2 8 I. En todo caso .se pueden formar dos prism.u, 
el uno inscrito y el otro cit-cunscrito al cilindro 

I 
ta.• 

TOMO III. HH 
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les que sus -volúmenes se difet'encien en cuan poco que• 

,¡amos. 
Demostracion. El volúmen del prisma inscrito abcdef 

a' b' c' d' c'f' es igual á abcdif x H (§. 2. 6 o) ; y designando 

el area del polígono inscrito por p , y la del circunscrito 
por P, el volúmen del prisma inscrito vendrá á tener por 
medida á pH, el del circunscrito á PH; y sien~o su dife
rencia (P-p) H, podrá venir á ser tan pe_~uena _como se. 
quiera, en consecuencia de que P- p, d1terencia de las 
areas de los polígonos inscrito y circunscrito, puede llegar 
á ser menor que curilquiera cantidad dada, por pequeña 
que sea la magnitud de esta (§. I 84). 

2. 8 2. Corolario. De esto se sigue que se pueden 
construir un prisma inscrito y otro circunscrito, tales que 
su volúmen se diferencie dd del cilindro en cuan poco se 
quiera; en la inteligencia de que este ha de ser siempre 
mayor que el pri¡nero y menor que el segundo. 

TEOREMA, 

2. 8 3. El volúmen de un cilindro 1·ecto tiene po1' me• 
dida al producto del are a de su base por si~ attura, Ó 

desianando por C' al area de esta base, por CH. 
· 0 1 d 1 1' Dcmostracion. Si designamos por P al area e po 1-

gono circunscrito, habrá de ser P'I:l la m~dida del volú
men del prisma circunscrito ; y por X designamos la ver
dadera medida del volúmen del cilindro; hallándose las 
tres cantidades P'H, C'H y X en el mismo ca5o que las 
del §. 18 6, habremos necesariamente de tener X= 

C'H *· 
>f Este teorema se verifica igualmente con respecto al cilindto obli~ 
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~ 84. S1 el sem1mcnlo ACB gira ál rededor de su 

dián~etr~ AB, fig. 1_4~, podremos imaginamos que por Fig. r 4s. 
medio de. este mov1m1ento forma la esjeM, al mismo 
tiempo que la semicircunferencia describe la superficie e~-
férica. 

En este movimiento cada punto del arco ACB des.
cribe evidentemente 1a circunferencia de un círculo, cu
yo radio es la perpendicular DE ; bajada sobre el diáme
tro AB, al cual se le llama el eje. Se deben sin embargo 
exceptuar de esta observacion los dos puntos extremos A 
y B del eje , que permanecen inmóviles, como todos los 
demas puntos de este eje, y que se llaman los polos. · 

La superficie de la esfera tiene todos sus puntos i eual
mente distantes del punto O, centro del círculo ge~era
dor; porque habiendo conservado este punto la misma si• 
tuacion en el plano del semicírculo ACB en todas cuantas 
posiciones ha tomado este plano, no ha variado m distan• 
cia á ninguno de los puntos del arco ACB, que sucesi
vamente han pasado por todos los de la esfera. 

De aqui se sigue que el radio del círculo ACB es 
asimismo el de la esfera. 

TEOREMA, 

2 8 5, La seccion de la esfe1·a por tm plano cual .. 
quiera, es indefectiblemente un círculo. 

Demostracion. A consecuencia de lo anteriormente 
expuesto, es por sí misma evidente la proposicion, siem• 
pre que el plano secante pase por el centro de la esfera; 

cuo; pues es muy fücil de ver"t¡ué ni el teorema ni su corolario requie• 
ren que el eje del cilindro ni las aristas de los prismas sean perpendicu• 
lal'cs al plano de la base. 
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en cuyo caso la circunferencia de esta seccion tiene por 
radio al mismo de la esfera. 

Mas si DGFH designa á un plano cualquiera , y si 
del centro O se baja sobre este plano la perpendicular 
OE, el pie E de esta perpendicular se hallará á distancia 
igual de todt;s los puntos de la seccion DGF; pues que 
siendo _entre sí iguales, como radios que son de la esfera, 

.todas las oblicuas OD, OG, OF, OH, estarán igual
mente apartadas de OE (§. 200).Setá, pues, la curva 
DGFH un círculo cuyo centro sea E, y cuyo radio 
sea DE. 

2 8 6. Observacion. Siendo necesariamente· menor 
que el radio OD la recta DE, el círculo DGFH habrá 
de ser menor que el que habria resultado si la seccion se 
hubiese hecho por el centro de la esfera; pues en este 
caso se nos presentaria un círculo má:rimo, en vez de que 
cualquiera otro habrá de ser un ,·írculo menor. 

Teniendo todos los círculos mayóres un mismo radio, 
habrán de ser entre sí iguales. 

287. Corolario. Dos círculos máximos ACBF, 
AIBK se cortan siempre en dos partes iguales; pues, 
corno bien se ve , no pueden encontrarse mas que en la 
recta AB, seccion comun de sus dos planos, la cual pa
sando por su centro comun, viene á ser á un mismo tiem
po diámetro comun de entrambos, y los divide por con
siguiente en dos partes iguales. 

288. Tres círculos que se corten dos á dos en la 
superficie de la esfera , forman un triangulo esférico; mas 
de ordinario no se considernn sino los que e5tan formados 
por tres arcos de círculo máximo, menores que la semi
circunferencia, cual es el ICM. 

Si del centro de la esfera se tiran radios á los puntos 
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C , I y M, bien se ve que estos radios determinarán un 
ángulo triedro OCIM, cuyos ángulos planos IOC IOM 
MOC, tendrán por sus respectivas medidas á 10: arco; 
Cl, IM y CM. 

TEOREMA; 

2 8 9. La suma de dos lados cualesquiera de un tri
ángulo esférico es siempre mayor que el tercero. 

Demostracion. Puesto que en virtud de lo expuesto 
(§. 2 2 2.) la suma de dos cualesquiera de los tres án
gulos planos IOC I IOM, MOC , que forman el ángulo 
triedro OCIM, es mayor que el tercero; y siendo de un 
mismo radio los arcos CI, IM y CM, que son las rntdi
das de estos ángulos , resulta de esto por necesidad que 
la snma de dos cualesquiera de estos arcos, la cual será 
forzosamente la medida de la suma de los dos ángulos á 
que corresponden ( §. 1 I o), habrá de ser mayor que el 
tercero. 

290. I.º Corola1'io. De esto se sigue que el camino 
mas corto para ir de un punto á otro sobre la superficie 
de la esfera , es el arco de la circunferencia de un círculo 
máximo determinado por los dos puntos ya indicados y 
por el centro de la esfera ; porque si se asignase como ca-
mino nrns corto desde el punto A al B, fig. I 49, una Fig. 149. 
línea AMNB, diferente del círculo máximo, cuya circun-
ferencia pasa por los dos puntos propuestos; tomaríamos 
en esta línea un punto M , y tirando desde él los dbs ar-
cos de círculo máximo AM y MB, tendremos (§. prmd.) 

AM +MB> AB. 
Tomando en seguida el punto N entre M y :B; y ti

rando por él los dos nrco_s MN y NB de círculo máximo, 
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nos resultará 
AM+MB. 
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de consiguiente que AM + MN + NB > 

Continuando del mismo modo, veremos con claridad 
que cuanto mas nos acerquemos á la línea AMNB , mas 
se aumenta el camino que hay que andar para pasar de A 
á B: por lo cual es evidente que el arco AB de la cir
cunferencia de un círculo máximo es el camino mas cor• 
to, sin ser posible que lo haya menor ; porque el círculo 
máximo que de nuevo se tiraria por dos cualesquiera pun
tos del arco AB , se confundiría con este mismo arco, en 
vista de que todos sus puntos y el centro de la esfera se 
hallan comprendidos en un solo plano. 

Y o he supuesto que la línea AMNB fuese exterior á 
todos los círculos máximos tirados por dos cualesquiera de 
sus puntos; mas en caso de ocurrir lo contrario, segun 
puede verse en la parte puntuada MN' A, tiraríamos los 
arcos de círculos máximos MN' y AN'; y como entonces 
tendríamos AN' + MN1 > AM, 
resulta asimismo que 

AN1 +MN 1+ MN+ NB> AM + MB> AB. 
29 I. 2.° Corolario. Del mismo teorema se sigue 

tambien que la suma de los lados de un triángulo es• 
férico es menor que la circunferencia de un círculo má
ximo; porque si se prolongan los lados Al y AM del triiín• 

Fig. I 48. gulo MAI, fig. I 48, hasta que vuelvan á encontrarse 
en B, tendremos que 

IM <BM+ BI (§. 289); 
· añadiendo á una y á otra parte la suma de los lados AM 
+ AI, resultará que 

IM + AM + AI < BM + BI + AM + AI. 
Ahora bien, los dos arcos AM y BM juntos, com

. ponen la semicircunferencia ACB: y_ los dos AI y BI 
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¡u~tos com~on~n otra senucircunferencia AIB, igual á la 
pnmern. Equivale, pues, la suma de estos cuatro arcos 
reunidos á una circunferencia de círculo máximo, la cual, 
segun se ve, es mayor que la suma de los lados del trián
gulo MAL 

Fácil es ver que esta proposicion resulta igualmente 
de lo expuesto ( §§. 2 26 y 2t-J8 ). 

TEOREMA. 

2 9 2. Sz'por el cent1·0 de un cfrculo cualquz'era DGFH 
trazado sobre la esfera, se levanta una perpendicula; 
AE , pasará esta por el crntro de la esjrra, y la cortará 
en dos puntos A y B, cada uno de los cut1les se hallará 
igualmente distante de todos los de la circunfr:mzci,i 
DGFH. 

Demostracion. Con efecto, de lo expuesto (§. 2.00) 

se infiere con evidencia que la perpendicu hr AE debe pa• 
sar por una serie de puntos tales, que cada uno de ellos 
se halle á igual distancia de los puntos de la circunferen• 
cia DGFH, descrita desde el pie E de esta perpendicular, 
como .centro. Pues ahora, teniendo el pnnto O, centro de 
la e~fora, la misma propiedad, deberá por consiguiente 
hallarse en la misma línea AE; y los puntos A y B, en 
que. la AE encuentra á la esfera, habrán de estar cada· 
1.1110 á igual distancia de los puntos de la circunferencia 
DGFH: bien entendido que la distancia de estos últimos 
al punto A no es igual á la distancia de los mismo? al 
punto B, sino cuando el punto E coincida con el O, ó lo 
que es lo mismo, Cliando se trate de un círculo máximo 
CILK. 

Bien claro se ve que los arcos AD, AG, AF, AH, 
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tomados en las circunferencias de círculos máximos, que 
son necesariamente iguales , y qne tienen por cuerdas á 
las distancias del punto A á cada uno de los puntos de 
la circunferencia DGFH, deben ser entre sí iguales. 

2 9 3. Corolario. D~ lo anteriormente expuesto se si~ 
gne que los puntos A y B nos pueden servir para descri
bir el círculo DGFH, sin necesidad de conocer sn centro, 
colocado en el interior de la esfera; pues que basta con 
m:ircar todos los puntos euyas distancias al punto A ó al 
punto B, medidas sobre la superficie de la esfera por los 
arcos de círculo máximo AD y AG, ó BG, sean igua
les á la que se haya escogido para describir el círculo 
propuesto. 

En consecuencia los puntos A y B se llaman los po• 
los del círculo DGFH; y la recta AE es su eje. 

TEOREMA, 

294. El plano tirado por un punto de la supnjicíc 
de la esfera, perpendicularmente al radio que pasr: por 
este punto, es tangente á la esfera; y 1·ecíprocamente, el 
plano tangente en un,punto cualquiera de la supe1jicie es
férica, es perpendimlar en la e:i.;trnnidad del radio que
pase por aquel punto. 

Demostracion. Siendo perpendicular el radio OC en 
el punto C el plano AB, habrá de tener todos sus demas 
puntos mas apartados que el punto C del centro O de la. 
esfera; pues que las oblicuas cualesquiera OD, OE &c. 
son mas largas que b perpendicular OC ( §. 2 o o); se 
hallan, pues, fo era de la esfera los puntos D , E &c.; y 
no teniendo el plano AB mas que el solo punto_ C comun 
con la superficie de la esfera, debe ser la tangente. 
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Redprocamente, el plano tangente á la esfera en e 

no puede ser otro que el plano AB, perpendicular al ra
dio OC; porque no teniendo este plano de comun con la 
esfera mas que el punto del contacto C; y hallándose mas 
distantes del centro que este todos sus demas puntos, es 
consiguiente que el radio OC sea la linea mas corta que 
pueda tirarse desde el centro al plano tangente, y que á 
consecuencia sea perpendicular á este plano. 

TEOREMA, 

2 9 5. Si se inscriben y se circwtscriben á un arca 
cualquie1·a de un pmicírculo dos porciones de polígonos re
gulares de un mismo número de lados; y se hace girar al 
semicírculo al rededor de su diámetro, juntamente con las 
indicadas po1·ciones de los polígonos, podremos en todo 
caso conseguir que la diferencia entrv el arca dr:I cui'l'pa 
descrito por la porcion i'nscrita y la del cuerpo descrito 
por la circunscri'ta, sea tan pequdza cuanto se quiera. 

Demostract'on. El area del cuerpo descrito por la 
porcion del polígono abcd, fig. I 5 I, cuando esta gira Fig. I 5 I. 
juntamente con el arco ah al rededor del diámetro ap, se 
compone de las areas que en particular describe cada unó 
de sus lados. El primero ab describe un cono entero, mien• 
tras los de mas describen troncos de conos, cu y as bases son 
los círculos engendrados por las perpendiculares be , cf, 
dg, bajadas de los puntos b, c, d, a\ eje aO (§. 267). 
El area de uno de estos cuerpos, del que, por ejemplo, 
describe cd, se determina, bajando de emnedio de este 

lado sobre aO la perpendicular !q, y se expresa por cd 

x circunfer. lq; mas esta expresion se puede trasformar_ en 
TOMOIU, ll 
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otra que no contenga al factor circ. lq, que varía para 
cada cono. Con este objeto se baja la cr perpendicular 
sobre la dg; se tira la 01; y siendo semejantes los trián
gulos dcr y qlO, como que los lados del uno son respec
tivnrnente perpendiculares á los del otro, cada uno al su
yo (§. 6 5), tendremos que 

cd : c1· : : 10 : lq. 
Pero siendo cr igual á fg, y teniendo entre sí las circunfe
rencias de círculo la misma razon que sus respectivos radios, 
podremos sostituir en lugar de la razon de lO á lq la de 
las circunferencias de círculos cuyos radios sean aquellas 
rectas ; y en tal caso tendremos: 

cd : / g : : circ. 10 : circ. lq; 
de lo cual deduciremos que 

cd x circ. lq = fg x circ. /O ; 
y por consiguiente el area del cono descrito por cd ten
drá asimismo por expresion á fg x circ. !O; es decir , al 
producto de su altiwa por la circunferencia del círculo 
,inscrito al polígono de que su lado lzace parte. Lo mismo 
podemos decir de las areas de los conos descritos por los 
otros lados, y cuyas alturas son ef y ae. Siendo un factor 
comun de todas estas areas la circunferencia del círculo 
inscrito; es consiguiente que la suma de ellas, ó el area 
del cuerpo descrito por la porcion abcd del polígono ins
crito sea igual al producto de la suma_ de las líneas fg, 
if, ae; es decir, de la parte ag del eje, comprendida en
tre la extremidad a del primer lado, y la perpendicular 
bajada sobre el mismo eje por la extremidad del último 
lado, multiplicada por la circunferencia del círculo ins
crito, ó á ag x circ. 10. 

Por la misma rnzon , el area del cuerpo descrito por 
la porcion ABCD del polígono circunscrito tendrá por 
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ex presion á AG >< circ. LO; la cual cantidad será en todo 

caso mayor que la primera, lo uno, porque circunf. LO 
será siempre mayor que circunf. lO, y lo otro , porque 
AG es mayor que ag. Con efecto, desde luego tenernos 
que AG=aG+Aa; y ag=aG+Gg; 
de lo cual resulta que 

AG- ag=Aa-Gg=Dd- Gg; 
pues que Aa=Dd; mas siendo bien c\aro que.Gg <Dd, 
y que se puede disminuir cuanto se quiera , la Aa ó la 
Dd, multiplicando suficientemente los lados de los polí
gonos , podremos hacer lo mismo con la diferencia de las 
líneas Dd y Gg, necesariamente menor que la mayor de 
estas líneas. Por consiguiente la AG será siempre mayor 
que la ag, y se las podrá aproximar una á otra cuanto 
se quiera *. En esta circunstancia, aproximándose mas y 
mas LO y 10; y diferenciándose cada vez menos circ. LO 
de circ. lO, podremos de consiguiente hacer á la diferencia 
AG x circ. LO- ag x circ.10, menor que cualquiera canti
dad dada, por pequeña que sea la magnitud de esta can
tidad , considerando á esta diferencia como la de dos rec
tángulos, cuyas bases y alturas pueden aproximarse cuan• . 
to se quiera á ser iguales. 
, 2.96. Corola1'io. La expresion AG-ag=Dd-Gg, 

nos hace ver al mismo tiempo que AG disminuye al mis:. 

* El triángulo DOG nos da(§. 59); JO :gO :: DJ: Gg; y de 

. gO 
aqm se deduce que Gg = DJx dO; lo cual hace tambien ver que 

Gg < Dd , en vista de qu~ gO no es mas que uno de l~s lados del tri• 
ángulo rectangulo, cuya hipotenusa es dO. Ademas, s1e~do el _PUnt_o 
g la extremidad comun de ~odas las porcio?es de los _pohgo~os mscrt
tbs al arco ad , no varían ni un plinto las !meas gO 01 dO .ni la razon 
de ellas, Disminuye, pues, Gg al mismo tiempo que DJ. 
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mo tiempo que Dd, por ser comun á todos los polígonos 
inscritos en el arco ad la altura ag; y permaneciendo 
igualmente la misma la LO, resulta que el area del cuer
po descrito por la porcion ABCD disminuye al acercarse 
á 'la esfera. El aumento de lo en la misma circunstancia, 
prueba que el area del cuerpo descrito por abcd, aumen
ta entonces, y que por consiguiente el area de la por
cion de esfera descrita por el arco aLd es menor que la 
del primero de estos cuerpos, y mayor que la del segun
do. A lo cual es consiguiente que se puedan asignar dos 
cuerpos de este género, cuya area se diferencie tan poco 
como se quiera de la porcion de la de la esfera descrita 
por el arco. 

TEOREMA, 

2 97. El area de la porcion de esfera, conocida 
por el nombre de casquete ó solideo esférico, descrita por 
1m arco que no sea ma;•or que la cuarta parte de la cir
ctmferencia del cfrculo generador, es igual al producto 
de esta circunferenct'a multiplicada por ta parte del diá~ 
metro que mida la altura del tal casquete 6 solideo. 

Demostracion. Designando por X á la verdadera me
dida del area descrita por el arco ad, y comparándola con. 
las de los cuerpos descritos por la porcion del polígono 
circunscrito ABCD, y por la porcion del polígono i11scri-' 
to correspondiente, tendremos las tres cantidades 

AG x circ. LO, ag x circ. LO y X; 
la primera de las cuales, siendo siempre mayor que las 
otrns dos, pudiéndose aproximar á estas cuan cerca se" 

quiera, podremos inferir ( §. 186) que X= ag x circ.: 
LO •. 

• 
0 
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2 9 8. I. Corolario. De lo. expuesto se ·sigue· que el 

a rea de la esf~ra entera e_s · igual á s~ diámetro mu1tipli~ 
cado por la c1rcunferenc1a . de un rnculo máximo, ó á 

ap X circ. LO. C,on efecto si aplié"arnos al tyorema ante

rior al cuarto de círculo aLm, nos resultará aO x circ. 
LO para el area de la semiesfera --que él engendra giran
do al rededor del ege LO ; y lo mismo por lo que res-

pecta al segundo cuarto de círculo pnm, t~nemos pO ~· 
circ. LO: y la sunrn de e_stas dos canddádes' viene á ser 

\. ' ' : ,·< • ·1 

( aO + pO) x circ. LO =apx circ. LO. 
En general, el area de Una porcion cualquiera de la su .. 
perficie esférica", compre'ndida ebtre dos planos paralelos, 
ó de una zona, es igúal á la altura de esta ,zona 

1 
6 ,á, la, 

distancia perpendicülar de los planos que la terminan~. 
· multiplicada por la circunferencia de un círculo máximo: 
porque .si del casqu~te descrito por el arco aLm, y cuya 

aú:a tiene por médida á aO x ~iré. to, se_ q11ita .. el· cas
<¡uete descrito por el a~co aLd,, :Y. cuya are'a se mide pói' 

ag x circ. LO , tendremos á . , . , .:, .. 
( aO - ag) x circ. LO :::::::Og x circ.10. . 

para medida· del ~rea de la• zona· descrita por 1; el arco '{inr., 
,Con, arreglo al mismo método podríamos•hallar que 

el area de lá zona descrita por él arco' mn debe expresar-

se por Oo ~ circ. LO; y agr~gando esté producto al Og 
>: cir~. LO, tei1dríamos ~~ el resp:lta90 (Oo +9,g), x circ,· 

LO = og x circ,, LO la e·:xptesion del area; de la zona,de~
crita por el ,wco dmn, la cual comprende al .centro de l,r, 
esfera. 
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'· i-99. • ·.2.º· Corolario. Se sigue ásiniismO' de lo que 
pr~cede,;<qne el area de •la superficie esférica, es cuádru
pla d,e. la .. de su círculo máximo.; porque eL area de este 
s'::-expresa por ½CR? designando por C .la circunferencia 
y· pO't' 'R ~ su rádio (§. ·1 87); y como designando por D 
al diámetro, tendremos á consecuencia R = fÓ, nos re
suJtará igualmente -½R::::: :f D ; de donde podemos con en
tera seg_uridad i,nferir que !CD viene á ser la justa ex
presion del area del círculo máximo, la cual no es efecti
ifamente· mas ,·q'ue. Í~ ··cuarta parte del p'rodricto CD, que· 
es la medida del' area de la esfera (§. préc.). 

. ,, ' 

TEOREMA. 

Fig. 148, 300, E! area de la porcion ACBIA, fig. 148, 
c_qmprmdida ent1~e . dos círculos máximos que se cortan, 
llamada huso esféric.:o, es á la superficie de la esfera, co
nzo el. arco CI. del circulo CILK perpendicular á la in• 
tersecci9n co11nm de los pla1ios BCA y BIA es á sú circun .. 
ferencia; 6 como el ángulo .que mide al. diedro de estos es 
á cuatfo recios. · 

Demo:rtracion. La propos1c1on es de· suyo evidenie 
cuando el arco CI es parte alicuota de la circunferencia 
CILK; porque si suponemos dividida efectivamente en 
sus' partes ti.licuotas á la. circunferencia, y tirados por los: 
puntos A, B, y por los puntos de · division círculos •má• 
ximos, la superficie esférica resultará dividida en tantos: 
huso~ iguales á ACBIA, como partes contenga el círculo 
CILK; pues que es bien visible que dos hnsos de una 
misma esfera son iguales siempre que los planos de los 
círculos que los determinan forman respectivamente un 
mismo ángulo diedro, 

Mas cuando el arco CI no sea parte .alícuota de · 1a 
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circunferencia, se puede hacer ver por medio de .un ra• 
zonamlento análogo al del§. 109 que lq razon del huso 
A CB IA_ á la superficie entera . de Ja. esfera ; no. puede ser 
menor m mayor que la del arco CI á la circtmferencia 
CILK. ·· 

Siendo perpendicular á la recta AB el plano CILK 
e~ ángulo plano GOI ·medirá evidentemente .. el ángul; 
ch edro CABI; y pues que la razon de: este .. ángulo á. cüa;. 
tro rectos es la m¡sma que la del arco CI que lo mide, 
á la circunferencia CILK (§ .. -1 :r. o), se sigue necesaria
mente que el ángulo COI es á cuatro rectos corno el 
area del huso AC:BIA es !na:dela ésfefa.; ; 1 '., .• 

,·1 

30 I. El a.rea dé·1m triángulo esférico es á la de la 
esfera entera como la diferencia que. haya e.vtr..e:da.J.iuma 
de los tres ángulos diedros formados por los círculos que 
componen al tal triángulo, y la de dos ángulos rectos es 
d la de óclzo dngulos 'r:eNos,'' . ::,,,,_. . '. - ·-1 .' .. •. · ·· 

: D emostracion.Los, t}~s ~í.i:cuio(AJ;BL, CtLK y' MIFK, 
que forman el triáng1:1lo .~sféricó1 CIM ,- reparten la su .. 
p,erfü:ie t¡?férica 

I 
en: och.b ¡I: ~rí_án'g'ulo's;. · 4~· }.os . :~ualW1lá~ 

CKM Y' FIL son:•entre:sí iguáles, •segun podemns'.c~ñ; 
;vencernq~ : de: ·tfü'ó ,: , é~n. 

1

~9ltj observdr . que los. ángulos 
triedro~ OCKM y OFXL, á.19.s que.corresponden.(§.:¡ SS) 
tienen todas sus ipartes iguáles *· . · · 

:, .. •)> ~ ,.: .. \ :,.·.· ·r· :(_-;,:,.•:¡_· : li'. 

··.: ••'; !' J -1 '· .,::·; '.;, :., J::· ::·1 

· '* La igt!áldad de las partes de estos: ángu1os triedros de.mu~stra con 
bastante •claridad la de las partes de los triángulos es{liricos:¡ pero, sé, 
gnn es nmy fácil de ver¡ Ibs'lados'de estos tri¡ngulós"no se hall.in re
unidos de un mismo modo, y 110. es posiblei.cle.consigi.iie11te aplicar al 
uno sobre el otro. Caballeri, á quien debemos la proposicion anterior 
(Dfrectol'ium gr1w•ale 11rano111etric1ún, Bononiae'; 163 2 ,: plg. 3 16) y 
los autores que le han seguido ,:han ·mirado la igualdad pe. los tr~ngulos 
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En esta suposicion, si designamos por S á la superfi
cie de la esfera; y· por D al ángulo recto, el area del 
huso ICKMI vendrá á tener por expresion á 

.. ái¡g. CIKM . 
S x ---- (§. preced.); 

4D 

•y componiéndose este huso de los Idos triángulos CIM, 
CKM , nos resultará. que 

. . áng. CIKM· 
CIM + CKM:= Sx 

4
D ; 

y siendo el area. ·del huso MIFAM 

, áng. IMAF S X. . j 

4D 

vendremos .. á teµer: 

, .. ,, ':d". ~:~ '-

esféricos cuyos lados sean respectiva~~~te Iguales, cada uno ~ s.u cor~ 
respondj~1ne , copio análoga á la de los triángulos rectil(neos, sin !la• 
marles la atencion que rio es' posible dar vuelta á la superficie esférica 
como á:la plana;:per¡o en·el fondq esta qifi,cnltad es mas bien aparen
te que real, pue~,tei+emos muchos medio.a _de,co~ve1:ce,rnos de la igual: 
dad de las are3s· de los trifogulos de q_ué·lwt:tatlt: y he aquí, para que 
nd •quede sobre esto: la menor duda Í una :demostracion d~ ella. 
- Si por los vért¡ces de .los ángulos de. los triá11g11l9s propuestos se 
hace pasar un círculo, y_ por su polo se tiran·arc'o§ de círctíló mhimo 
á los ángulos ·de los. tnáng!Ilos propuestos, estos ,arcos habr.ín de ser 
iguales(§, 293); y por este medio se formará. sobre cada lado de los 
triángulos propuestos un trifogulo esférico isósceles, Ahora bien, sieri~ 
do iguales las cuerdas de los lados de los triángulos esfericos propues~ 
tos (§:.99.)~ los círculos•, ·de que acabámos ,de hablar, habrán asimismo 
de serlo'(§; Ii9), y tendrán sus polos situados a unas 1nismas disW1"' 
cias de sús circunfürencias. De consigulerite los tres tri:íngulos esféri~os 
ísósceles del primero.de los triángulos propuestos serán evidentemen~ 
te iguales respectivamente á los tres del segundo, cada uno al suyo, y 
las arfas de los triángulos propuestos habrán de estar form;tdas de la 
misma manera que la. d~ los nuevos ttiángulos, 
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CIM + CIF = S x áng. IMFA: 
4D. 

y por último el huso CILBC, cuya area se halla expre-

áng. ICLB , 
sada por S x ----- , nos dara 

4D 
CIM+MIL= Sx áng. ICLB 

4D 
Y si en lugar del triángulo CKM sostituimos á su. 

igual FIL, y sumamos estas expresiones, observando que 
CIM + CIF + FIL+ MIL componen la mitad de Ia 
superficie esférica, situada por delante del plano ACBL, 
ó al hemisferio IACBL, nos resultará : 

s 
2.CIM +½ S= D (áng. CIKM+ áng. IMFA+ áng. 
ICLB.) 4 . 

. Ahora bien : los tres ángulos diedros CIKM, IMF A, 
ICLB, son evidentemente los que entre sí forman los 
planos de.los lados del triángulo esférico CIM; y á fin 
de abreviar, los designar(por· una sola letra de su arista, 
c~al es la que se halla en la interseccion de dos lados 
de cada triángulo ; por cuyo arbitrio los ángulos CIKM, 
IMFA, ICLB, vendrán respectivamente á ser los ángu
los I, M, C; y por consiguiente 

s 
f¿CIM +½ S==- (I+ M + C); 

4D 

y quitando de ambos miem brns á ½S , nos resu !tará: 
. 

CIM--'S(f+M+C) I 
2. - -~---..:. - z s. 

4 
TOMOIII, KK 
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Reduciendo en seguida á un mismo denominador to
dos los términos de esta expresion de 2CIM, y tomando 
la mitad de ambos miembros del resultado, tendremos: 

S(I+M+C-2D) 
CIM= SD ; 

la cual nos dará : 
CIM: S :: I+M+C-2D: 8D *· 

TEOREMA. 

g 02. Si por las extremidades de las porciones. cor• 
f'espondientes de polígonos regulares insc_ritas J circun~
critas en un mismo arco se tiran dos radios, se formaran 
dos sectores polígona/es, que girando at rededor de. uno 
de estos radios, engendraran 'Volúmenes , cuya diferencia 
podrá disminuir se cuanto se quiera , siempre qtte se_ 
multiplique si!ftcientemmte el número de los lados de los 
polígonos. 

Demostracion. En tirando los radios BO, CO, fig. 
Fig. I S r. I 5 r , vemos que el cuerpo engendrado por la figura 

abcdO , girando al rededor del eje aO, se compone de 
los engendrados por los triángulos ttbO, bcO, cdO, cuyo 
valor se debe determinar con separucion. Bajo esta snpo
sicion, si bajamos sobre la aO la perpendicular be, echa
remos de ver que girando la cuerda ab y el radio Ob al 
rededor de aO, engendrnn dos conos, los cuales tienen 
nmbos por base al círculo descrito por la perpendicular 
be. Li suma de sus volúmenes, ó el vol6men del cuerpo 

* Ios :íngulos I, M, C, son los mi~mo~ angnlos del triángulo es~ 
férico. (Véc1se el Ti·atado el~mmtal de Trigo11omrtrfo, y de aplirndou 
del Algefr,1 á fo Geonutrfo, cap, II.) 
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engendrado por el triángulo abO, se expresará de consi ... 
siguien_te por 1a0xcírcul. be(§. 275). Esta e:xpresion 
se trasforma en otra en que no se halla el cí1-n1lo be, ob
servando que el area del cono engendrado por la cuerda 

ab tiene por expresion á ½ ;;¡; xcircunf. be (§. 2 7 I ). Pe. 
ro tambien sabernos que 

círcul. be=:ibex circun[ be(§. 187); 
de donde resulta q ne 

Area del cono ah : círculo be : : ~ab x circunferencia be : 
~be x circunferencia be; 
ó como : : ah : be, 
dividiendo los dos términos de la segunda razon por ¼cir
cunferencia be. Si ahora bajamos sobre la ab la perpendi. 
cul:uOh, y cómparamos entre sí los triángulos abe yahO, 
semejantes, porque ademas de ser ambos rectángulos tie
nen un ángulo conmn en a, tendremos esta proporcion: 

ab : be : : aO : Oh; 
en donde se nos presenta ta.mbien la razoo ab : be; y asi 

Area del cono ab : círculo be : : aO : Oh; 
y por consiguie11te 

círculo be = Olt x area del cono ab. 

ªº 
Por 111edio de esta expresion el volúmen del cuerpo en--
gendrndo por el triángulo abO, é igual á faO x círculo 
be, vendrá á ser ½Oh x a rea del cono ab; de lo cual re
sulta que el 'Volúmen de tm cue1'j}o descrito por un tridn
gulo que gira al rededor de uno de sus lados, tiene por 
medida la tercia parte del area del cono engendr,1do por 
uno de sus otros dos lados, rnulti¡dicada por la perpendi • 
ctdar bajada sobre este lado desde su ángulo o;ucsto. 
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Con respecto al segundo triángulo bcO, debemos pro
longar la be hasta que encuentre á la tO; y en virtud de 
lo expuesto , siendo el volúmen del cuerpo engendrado 
por el triángulo etO igt al á iOi xarea del cono et, mien
tras que el del cuerpo engendrado por el triángulo btO, 
es ½Oi x iirea del cono bt, la diferencia de estas expresio
nes, ó la medida del cuerpo engendrado por el triángulo 

be O será visiblemente igual á ¡ Oix la diferencia entre la 

area del cono et y la del cono bt; diferencia· que es jus~ 
tamente el area del cono truncado descrito por el lado be. 
Los mismos razonamientos harian · ver asimismo que el 
volúmen del cuerpo engendrado por el triángulo cdO, 
tiene por medida á 1oz x area del cono truncado descrito 
por cd. Continuando del mismo modo sucesivamente de 
uno en otro, y observando que las perpendiculares Oh, 
Oi, OJ &c. son todas iguales, llegaremos á ver que, sea 
ci.rnl fuere el número de los lados ab, be, cd &c. , el vo
lúmen del cuerpo engendrado por el sector poligonal 
abcdO tendrá por medida á 101 x la suma de las arens 
descritas por los ludos ab, be, cd &c. ; suma que no es 
otra cosa que el area descrita por· la porcion de polígo• 
no abcd. 

Aplicando este resultado al sector poligonal circuns
crito ABCDO , hallaremos que el volúmen del cuerpo 

que este engendra es igual á ½ OL x area descrita por 

la porcion de polígono ABCD : y estando ya demos
trado (§. 2 9 5) que las a reas descritas por las porciones 
correspondientes de polígonos regulares inscritos y cir
cunscritos pueden aproximarse cuanto se quiera, mien• 
tras .que la_ diferencia de las apotemas OL y O/ disroin11-
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ye sin cesar , resultará evidentemente que los volúmenes 
engendrados por el. sector poligonal inscrito, y por el sec
tor poligonal circunscrito correspondientes, se encaminan 
asimismo sin cesar a la igualdad, y pueden aproximarse 
á ella cuanto queramos. 

3 o 3, Corolario. Bien se ve que el cuerpo descrito 
por el sector circular aLdO, y al cual llamamos sector 
esférico, es menor que el cuerpo descrito por el sector 
poligonal circunscrito, y mayor que el descrito por el 
sector poligonal inscrito:. es, pues, consiguente al teore
ma anterior que la diferencia entre el primer cuerpo y el 
<le cualquiera de los otros dos puede llegar á ser tan pe .. 
queña como se quiera , multiplicando cuanto sea necesa .. 
rio á los lados de los polígonos. 

TEOREMA. 

304. El ~olímien de un sector esfldco es igual aE 
área del casquete, sobre el cual se apoya, multiplicada 
por la tei·cia }arte del 1·adio; ,Ú lo que viene á ser lo 
mismo, á tSR, designando al are a por S, y al radio 
por ·R . 

. · Drniosf1•adon. Si por P 1·epresentarnos al area des
crita por la porcion de pcílígono circunscrito ABCD, • el 
volúmen del cuerpo engendrado por el sector· poligonal 

A:SCDO, será¡> x iOL, ó ¾PR (§. 302); y designan

do por X a la verdadera medida del volúmen del secfor 
esférico, tendremos las, tres cantidades f PR; fSR , y X, 
que se hallan en las mismas circunstancias que las del §. 
186, y de esto inferiremos que necesariamenteX=½SR. 

És' evidente que por medio de este resultado venimos 



1t 6 2 ELENENTOS 

en conocimiento del sector esférico , pues que su area S 
representa la del casquete descrito por el arco ad. 

3 o 5. I.º Corolario. De: esto se sigue que el volú
men de la esfera es igual á su area multiplicada por la 
tercia parte del radio; pues que si tomamos en lugar del 
arco ad la cuarta parte de la circunferencia, ó á am, el · 
sector esférico vendrá á ser igual á la semiesfera, porque 
el radio mO, perpend)cular á aO, describirá un plano 
que dividirá á la esfera ,en dos partes iguales; y tendremo,s 

como mirad ó como hemisferio superior á ¾S x {mO , re
presentando por S el area de la esfera entera;_ y reunien .. 

do las dos mitades, el total S x ½ mO vendrá á ser el vo
lúmen de la esfera. 

Siendo el area de la esfera cuádrupla de la de uno de 
sus círculos máximos, ó equivaliendo á la de cuatro cír
culos, su volúmen vendrá á ser '.1: Rxcírculo, ó ~ D x cír-

s 3 

·culo; .es decir, que el 'Vo!Úmen de la esje1'a es igual al 
arca de stt círculo máximo , multiplicttda por lcu dos ter• 
cias partes de su diámetro. 

3 06. 2.° Corolario. Siempre que nos propongamos 
determinar el volC11nen engendrado por un sector aOn, 
mayor que el cuadrante de círculo , quitaremos de la. es
fera entera al sector engendrado por nOp, y equivale 

á ½ mO x area del casquete descrito por el arco 1tp; y la 

diferencia vendrá á ser :mO multiplicada por fo. diferencia 
3 

ent-re el ari:a entera de la e,fera, y la del ca5q uete descri-
to por np; diferencia que no es otra cosa sino el area des
crita por el arco ?tmn, ó la del casquete que sirve de ba
se al sector propnesto, 

307. 3.° Corolario. El volúmen,de la porc1pn de 
• t ' 
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3 esfera engendrada por el sem1segmento circular aLdg, y· 

al cm1l llamamos ser,mento er+érz"co se puede d t • 
• ó •'J' , e ernunar 

quitando del sector e~férico descrito por el sector circular 
aLdO el del co1:o descrito por el triángulo dgO. 

• Por lo que respecta al volúmen comprendido entre 

la zona engendrada por e~ arco dLc y los planos descritos 
por las perpendiculares dg y cJ., se obtendrá quit:1ndo el 
segmento esférico descrito por · el semisegmento circular 
acf, del que se describe por adg. 

Compa1'acion df los cuerpos redondos. 

3 o 8. Los cuerpos redondos semejantes son los que 
resultan engendrados por figuras semejantes, tales como 

. son los conos SADB y SA1D 1B1
, fig. 141 , engendrados Fig. 14 r. 

por los triángulos semejantes ACS, A'C'S. 
Del §. 2 6 7 se sigue que los lados, .las alturas y las 

cfrcunferencias de las bases de los conos semejantes· son 
proporcionales; y que asimismo las areas de sus bases son 
entre sí com_o los cuadrados de sus líneas homólogas, 

Los cilindros ADBA'D'B' y adbild1b1
, fig. 145, Fig. r45. 

engendrados por los rectángulos semejantes ACC~A~ acc'a', 
son tambien semejantes;, y· .la semejanza de estas figuras 
nos dará igualmente las razones iguales. 

AA~ : aa' : : AC : ac:: circunf. AC : circunf ac. 
---~ .-.-1, -2 ,-.z .· 
AA' : aa' : : AC : ac : : drc. AC : cfrc. ac. 

Por último, siendo figuras semejantes los círculos, ha
brán tambien de ser las esferas cuerpos semejantes. 

TEOR.EMA. 

309, Las areas d~ los conos semejantes son mtre sí 
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como los cuadrados de sus lados; )' sus 'Volúmenes como 
los cubos de los mismos lados. 

Dr:mostracion. 1.º Si se multiplican ordenadamente 
las dos proporciones que siguen , 

circunf. AC: circunf. A1C1 
:: AS: A'S, fig, 141, 

1 AS. 1 A'S .. AS. A1S· 2 '2 " · •' 

nos resultará ½AS x circurif. AC: ½A'Sx circunf. A'C':: 
-1 -2. 

AS : A'S; 
proporcion cuyos dos primeros términos expresan las 
areas de los conos SADB y SA1D'B' (§; 2 7 I ). 

2. º Si multiplicamos ordenadamente los términos de_ 
las dos proporciones que signen, 

-1 -2 

.;írcul. AC : círcul. A'C':: AS : A'S , 

2 CS : 1C'S : : AS : A'S i 

tendremos estotra : 

-;CS x cír~nl. AC : ½C'S x drcul. A'C':: AS3 
: A'S

3
; 

proporcion cuyos dos primeros términos expresan la razoil 
de los volúmenes de los conos propuestos SADB, SA 'D'B' 
(§. 2 7 s), 

TEOREMA, 

3 ro. Las areas de dos cilz'ndros semejantes son en• 
tr,1 sí como los cuadrados de sus lados !tomólogos, y sus 
-volúmenes lo son como loS cubos de los mismos lados. 

Dr:mostracion. I .º Siempre que multipliquemos or
denadamente los términos de estas dos proporciones: 
circunf. AC : circunf. ac : : AA' : aa1 (§. 3 o 8) fig. I 4 S, 

AA': aa' :: AA': aa' 
nos habrá forzosamente de resultar : 

DE GEOJr!ETIHA. 2. 6 S 
--·-,. , -, . . -,--'...¡2 -/ 2 
AA x c1rcunf. AC :. aa xc1rcunf. ac:: AA aa; 

proporcion ct1yos primeros términos expresan la rnzon qne 
tienen entre sí los cilindros propuestos (§. 2. 8 o). 

2.
0 Y en caso que multipliquemos ordenadamente 

los términos de estas dos proporcio.nes I cada uno por su 
correspondiente , . 

-2 -2 

cfrcul. AC : drcul. ac : : AA 1 
: aa/ (§. 3 o 8); 

AA' : aa' : : AA' : aa', 
nos habrá de resnltar como producto 

-¡;¡;¿-x drcul. AC : aa" x drcul. ac:: AA1 3 : aa/!i, 
proporcion cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de los cilindros propue~tos (§. 2 8 3). 

TEOREMA, 

3 I I. Las areas de dos esf!l1·as son entre sí como los 
cuadrados de stls radios ó de sus di"ámetros; y los vol{1,
mmes son entrt sí como los cubos de aquellas mismas 
líneas. 

Demostraciott. Sean R y R' los respectivos radios de 
las esferas propuestas; D y D' sus diámetros ; S y S' sus 
areas; C y C' las circunferencias de. sus círculos máxi" 
mos : y con esto tendremos 1 . º 

C : C' : : D : D'; 
y multiplicando esta proporcion por estotra evidente , 

D:D'::D:D1, 

tendren10s : 
CD : C'D : : D~: D'1 • _ 

· Ahora bien, los representados productos CD y C'D'. 
designan las areas de las esferas ( §. :i. 9 8 ) : por consi-. 
guiente 

TO:MQ III, I.L 
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S : S' :: ni: D'• :: ,+R2
: 4R12 : :Ri: R':i, 

poniendo la atencion que D= 2R, y D' = 2R. 
2.

0 Y si multiplicamos ordenadamente los términos 
de estas siguientes proporciones, _,. 

S : S1 
: : R : R'2 

~R · 1 R' .. R · R'· 3 • 3 . . • ' 

nos resultará estotra: 
,RS: ..!.R'S' : : R 3 : R'3; 
3 3 

proporcion cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de las esferas propuestas (§. 3 o 5); y asi como 
tenemos R 3 

: R'3 : : D 3 
: D 13

, tendremos asimismo 
..!.RS: 2.R'S':: D 3 : D 13

• s s ' 
3 I 2. Obser'Vacion, Por lo conmn se compara la es~ 

fera con el cilindro circunscrito; ~s decir, con el cilindro 
Fig. IS o. FGG'F, fig. I 5 o, cuyas bases son iguales á un círculo 

máximo de la esfera OCC', y cuya altura FF' es. igual á 
un diámetro de la misma esfera.- Equivaliendo el area del 
tai cilindro al producto FF'x circunferencia FC (§. 2 8 o), 
viene á ser igual á la de la esfera ( §. 298); pues que 
FF' = CC', y circunferencia FC = circunferencia CO. 

El volúmen del. mismo cilindro, representado por 
FF1 

x círculo FC ( §. · 2 8 3 ), si lo comparamos. con 
el _de la esfera, nos resultará medido este por 7CC' 
x círculo OC ( §. 3 o 5), y que de consiguiente no eq ui
vale á mas que á dos tercias partes del volúmen del ci~ 
lindro. 

3 I 3. Corolario. En todo cuanto precede no he com
prendido otras proposiciones que las absolutamente necesa~ 
rias para la medicion de las areas y los volúmenes; y los 
lectores que deseen tomar conocimiento de la teoría de las 
intersecciones de los planos y de las superficies curvas que 
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abraza el complemento de los Elementos de Geometría, 
mirados en tod,1 su extension, podrán recurrir á los En• 
sayos de Geometría respectivos á los planos y s1tpe1:fidcs 
,urvas, ó Elementos de Geometría descriptiva. 

Por lo que toca á los cuerpos regulares 6 poliedros 
terminados por po1ígonos regulares iguales, que forman 
ángulos diedros iguales, se,, hallan tratados con mucha de
tencion en la Geometría de Mr. Legendre. Y o~ por mi 
parte, pienso reducit:me á p<;>ner en claro que no puede 
pasar de cinco el número de tales cuerpos, y que no es 
posible formarlos sino por medio de triángulos equiláteros, 
ó de cuadrados, ó de pentágonos. Esto se deja ver con 
claridad, observando que debiendo la suma de los ángulos 
planos que componen un ángulo poliedro ser menor que 
1a de cuatro rectos (§. 2 2 6), no es posible, ni aun con tres 
solos e·xágonos, formar un ángulo triedro, porque en tal 
caso la suma de los tres ángulos planos equivaldría á la 
de cuatro rectos (§. 8 'l): y con mucha mayor razon no 
podemos para este objeto hacer uso de mayor número que 
el de tres exágonos ú otros cualesquiera polígonos de un 
mayor número de lados. De esto se sigue que podemos 
reunir tres, cuatro ó cinco tríángulos equiláteros para for
mar cada uno de los ángulos poliedros, y solamente tres 
cuadrados ó tres pentágonos; y asi completamos lós cincor 
cuerpos. 

El que tiene los, ángulos triedros, y triangulares las 
fachadas, es el tetraedro reg·ular, formado por cuatro tri-
ángulos equiláteros, :fig. I 5 2. Fig. IS 2. 

El octaedro regular tiene sus ángulos tetraedros , y es-
tá formado por ocho triángulos equiláteros, fig. I 5 3. Fig. t S3· 
· El i'cosaedro tiene sus ángulos pentaedros, y es-
tá formado por veinte triángulos equiláteros, fig. I 5 4- Fig. I S4· 
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E\ e;i.:aedro ó cubo tiene sus ángulos triedros , y. está 

Fig. 155. formado por seis cuadrados iguales, ñg .. 155. 
El dodecaedro tiene asimismo sus ángulos triedros, y 

Fig. I 5 6. está formado por doce pentágonos, :fig. I S 6. 
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