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ADVERTENCIA. 

,, 
DE LúS TRADU'CTORES. 

' ' ' 1 

-El deseo de contr-ibuir p¿r nuestra :parte ,á mejorar la 
'ensefümza· dé1 qüe · e~tamos Jen.cargá\:lolj, y la amistad que 
nos unia con D. Jbs~(~eM\ilo~· rios han :empeñado á con .. 
tiriuar Iá tradu~cion del Curso -de Matemáticas de Mr. La
croix, que empezó aquel beriemérit'o profesor, .á quien una 
temprana· muerte impidió: .conc1uirla,. arrebatándolo á su 
familia; á sus :amigos'y á la juveütud estudio,sa, que ad
miraban en él la; modestia de Yn verdadero sabio, ·¡1doina;. 
da con las prendas-de un :tierno padre; d~ un fiel amigo, 
y de un maestro zelosísimo de los aprovechamientos de 
sus discípulos. 

Nuestro primer pensal1)iento ftte r~fundir en la tra
duccion lós adelantamientos hechos últimamente, .sir:v:ién
donos para ello de obras publicadas por geómetras de 
mérito y reputacion justamente merecida; los cuales, 
bien sea porque.solo han escrito de uno de los diferentes 
ramos de las Matemáticas ,puras, ó bien porque han co
nocido las ventajas de presentar unas mismas verdades ba
jo diferentes aspectos, han· hecho mejoras considerables, 
particularmente en la aplicacion del Algebra á la Geo
metría de dos y tres dimensiones, que es acaso la parte 
que con mas esmero y mejor éxito han cultivado los geó
metras modernos. 

Pero semejante trabajo exigia largas meditaciones y 
mas tiempo del que permite la urgencia de concluir cuan
to antes la traduccion, y habria ,al fin producido un nue
vo curso de Matemáticas distinto del de Mr. Lacroix. Por 
tanto nos hemos limitado al mero oficio de traductores, 
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tomándonos solo la libertad de modificar ligeramente al-
unas demostraciones del autor para hacerlas mas palpa-

g . 1· . 
bles ó darlas mas extens10n en sus ap 1cac1ones; y reser-
vándonos para lo sucesivo publicar las ilustraciones y des
envolvimientos que crearnos·:íitile~:para la mejor inteligen
cia del original y mayo,r .. aprove¡;~a:11i@nto de. los que se 
dediquen al estudio ·de Jas 1_11¡¡.temaHcas .. "... . .• ,. · . ,[ 

De este modo evitaremos tambien la crítica á que nos. 
habriamos expuesto, si hubiésemos alterado una obra que 
justamente corre en toda la Eiuopa con la mas distinguid\l 
..iceptacioo, y cuyo autor tiene Ja gloria de haber co·otri~ 
buido mu y' eficazrnénte á losdprogr~sos qt1e rhan hecho fo.s 
matemáticas en e~tos últimos tiempos , por . haber sido el 
primero que escribió unos Elementos correspondientes a.l 
estado qt1e tenia la ciencia despues de las tareas de Euler, 
Lagrange J Monge, y; otros geómetras. célebres del. sigl~ 
pasado, 

· ; . u1 

TRATADO.ELEMENTAL 

DE. TRIGONOlVIETRfA RECTILÍNEA 
I 

Y ESFERICA, 

y·nE LA APLICACION DEL ÁLGEBRA 
, I 

A LA GEOMETRlA. 

CAPITULO PRIMERO. 

· DE l:;A TR.lGO:N;O:M::f;:.TRÍA llECT:II.·ÍNEA; 

I. En un trián~uló ~ectiHneo hay seis cosas que 
considerar, á saber, tres ángulos y tres lados; pero no5 

basta conocer, cierto número de estas para determinar las 
demas. De Jas propqsiciones de.mostradas en los triángu
los iguales se infiere que se puede siempre construir un 
triángulo c.uandó se conocen tres de las seis cosas que le 
constituyen, con tal que entre los datos se halle por lo 
menos un lado. Para tener una completa .. te.arfa .de los 
triángulos es necesario poder aplicar el cálculo á las cons
trucciones. geométricas, pues se sabe que 11 exactitud de 
estas últimas es limitada por la iinperfoccion de los ins
trumentos, y al cálculo nada hay que le limite, á causa 
de estar á nuestro arbitrio llevarle al grado de exactitud 
que se estime conveniente. Este es pues el objeto que nos 
proponemos en la trigonometría rectilínea. 

Los primeros que trataron de desenvolver por una 
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serie de opefadones m1méricas, ó por f6rnmlas algébri
cas, 1as relaciones que tienen entre sí las diversas partes 
de un triángulo, debieron detenerse por la dificultad de 
bacer ent1:ar en el cálculo la magnitud de los áng11Jos 
que, medidos por arcos· de círculo, no ptiedyn compa
rarse con la línea recta; pero muy luego debieron notar 
que si podian por cuálquier meqio_ cakülar una serie de 
t'.·i:íngulos, cu~os ángulos tu.viesen todos los valores po
s1~;es, esta serie ~omprendena uno que seria semejante al 
tnangu~o que. :e trataba de determinar, cualesquiera que 
fuese dicho triangulo; con lo cual, por ·medio de simples 
propordones, se podrian deducir las partes del segundo 
~e l~s del primero, Aclararemos. lo dicho por el ejemplo 
s1gu1ente. 

2. Supongf!J11osgue en _ _rj_ triángnlQ~A;BC, f.ig. I, se 
conozca el ángulo B, el ángulo C, y el lado BC: se 
buscará en fa serie de triángulos c.tlculados aguel -que 
tenga dos ángulos b y t 1·espectivamente iguales á los 
B y C; el tal triángt1lo será, semejante al prnpuesto 
ABC;. y ~u esto que todas sus pa-ries ah, ac; be son co
uoddas, se tendrán las proporciones 

be: ah : : :BC : AB, be : ac: : :BC: AC, 
en cada una de las cmi.les estan dados los tres primeros 
términos. J)or consiguiente se sacará 

BCxab 
AB=--

bc ' 
AC= BCxac 

be ' 

y como ademas se tiene A_a, todas las ·partes del trián
gulo ABC estarán determinadas. 

3. Ya que vemos el partido que podemos sacar de 
un~ serie de triángulos hechos sobre todos los ángulos 
pos1bles1 y cuyos lados esten cakulados; es n1Uy natural 

DE TRIGONOMETRIA. S 
buscar medios para formar una serie de esta especie. A fin 
de considerar el caso mas simple, supongamos que los 
triángulos que se tratan de determinar sean rectángulos; 
es facil ver que todos se podrán construir en un cuadran-•. 
te, bajando desde cada uno de los puntos del arco AB, 
:fig. 2, las perpendicnlares MP, M1P1

, M11P11 &c. al radio 
AC; y tirando los radios MC, M'C', M 11C 11 &c., los 
triángulos MPC, M1P'C, M"P"C &c., formados de es• 
te modo, serán rectángulos en P, P', P" &c., y los án
gulos MCP, M'CP', M 11CP11 &c. tendrán sucesivamente 
todos los valores posibles; en fin los ángulos CMP, 
CM'P', CM11P11 &c. , que con los anteriores forman un 
ángulo recto, serán los mismos que los que exige la na• 
turaleza de los triángulos rectángulos; no podrá pues 
existir triángulo rectángulo que po sea equiángulo con 
alguno de los que da la construccion anterior. Es muy á 
propósito notnr que estos últimos rri:íngu1os tienen todos 
una misma hipotenusa, que es el radio del arco AB. 

4. Aün se puede formar una serie de triángulos rec
tángulos que todos. tengan uno de los catetos igual al ra .. 
dio del círculo; para lo cual basta elevar la tangente in
d~finida AT al extremo del radio AC, y tirar por el cen
tro C y por los puntos M, M', M11 &c. las secantes CN, 
CN1

, CN 11 &c. Es evidente que los triángulos CAN, 
CAN', CAN'1 &c. tendrán sucesivamente todas las com
binaciones dé ángulos que pueden existir en un triángu
lo rectángulo; y entre estos triángulos se hallará preci
samente uno semejante al triángulo rectángulo que se 
quiera. 

s. En los .triángulos CPM ' CP1M1
, CP1'M11 are. que 

tienen una misma hipotenusa, los lados PM, P'M1, 

P"M11 &c. que crecen al.mismo tiempo que 1-os ángulos 

Fig. 
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ACM, ACM', ACM11 &c., y que los ::ircos AM AM' 
AMI/ • , t . • '. 1 
. &c., que miden a estos nngulos, han rec1b1do llll 

nombre á causa de esta dependencia: la lfoea PM se lln~ 
ma el seno del arco AM; fa lfoea P'M' es el seno del 
aréo AM', y asi de los demas." De aq:d se i·1:fiere que el 
seno de un arco es lt-1, perpendicular baptda desdtJ imo do 
los extremos del arco al radio que pasit por el ot'ro ex~ 
tremo. Las líne.1s CP, CP 1

, CP" &c. que disminuyen 
cuando. aumentan los arcos AM, AMt, AM" &c., son 
respecuvamente iguales, como paralelas comprendidas 
entre paralelas, á las perpendiculares MQ, M'Qt 
M"Q~ , 1 

&c. bajadas desde los puntos M, M\ M 11 &c. al 
radio CB perpendicular al CA; es pues evidente q:ae las 
1' MQ MlQ' 11 ' meas , , M Q11 &c. són con respecté á los ar .. 
cosBM, BM', BM11 &c. lo g11e son PM, P'M' P11M11 &c.· 
c?n :elacion á los .A1v.C--AM', AM71 

.. &~.; y qi~e por con .. 
s1gmente MQ es el seno de BM; M 1Q' es· el de BM'· 
M"Q" lo es de BM" &c. ' 

Cuando dos nrcos sumados entre sí ó restados uno. de 
otro dan por resultado un cuadrante, se dice q uc son 
comple~rntos uno de otro; y cuando dos arcos sumados 
entre s1 componen la semicircunferencia, se dice CJUC son 
suplnnfnto uno de otro: asi pues AM' y M'A', fig. 4, 
son snpleme_nto uno de otro. Los arcos BM, :B..M,:1 BM1' &c. 
son respectivamente los complementos de AM AM' 
AM11 & s .. ' , 

c. e han designado las líneas MQ M 1Q1 

M
11

Q
1
' &c., Y tambien sus iguales CI; ('J) 1 c'·-1)'' º·e' b. 1 ,,,_, (.X, 

a¡o r non;ibre de . cosenos de los arcos AM AM' 
.t-\M11 & S · ' .. ' c. .egun estas nociones podremos decir qne d 
t:ose1¡0 de un arco 'ctialqulci-a 'ú el seno del co1iwlcmt'llto de 
este arco · ¡ ~ ¿ .e · ' J' es igua ª a partt· del radio comprmdida 
f1Jtre el centro ¡ el pie del seno. 
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Los triángnlos rectángulos CPM, CP1Mt, CP11M" &c., 
qnc tienen una misma hipotenusa, cstan furmndos por el 
radio del círculo y por el seno y coseno de aquel de sus 
ún g u los agudos cuyo vértice está en el centro del círculo >/~. 

6. !)asemos ahora á los triángulos CAN, CAN 1
, 

CAN" &c. Sus hipotenusas son las .1wantes de los arcos 
AM, AM', AM'' &c., pues se acostumbra ú llamar 
secante de 1m arco al r,tdio tirado por el e.t'tremo del ctr
co, y p1·olo11._~ado luisttt d encuentro de !et tan,r;ente tlrada 
JJOr el otro e:t·trm10 dt: dicf10 arco. Las porciones AN, 
AN ', AN 11 &c. tomadas sobre la tangente AT son las 
ttt11J;t'1ltcs de los nrcos AM, AM\ AM11 &c., porq ne 
se ha convenido en llamnr tm1._r;r:11te de un ,irco á la pt1rtc 
que interceptan sobn· !et tangente tirada por uno de los 
c:xt'rcmos dd arca los dos rttdios que fa terminan **· 

7. Si por d extre111u B lld arco AB, fig. 3, se Fig. 3. 
tira la tangente .lfo prolongada hasta lJllc ella encuentre 
{¡ la secante CN, la l.ínca Cn es la secante del arco BM, 
complemento del AM I y se llama la cosecante de AM; 
la línea Hn, t,rngentc de BM, es llamada cota11.._1?;,e1Ltl/ de 
AM, pues se ha cünvenido en llamnr cot't111gent(! y cose-
ccwtc d1J mi a1'co d hi ftt11g'e1itc J' secante de su complc~ 
mento. La cotangente y la cosecante I como se ve i no ha~ 

* L1 pnrt1: AP del radio AC, c.:ompre1.1clitfa entre el pie del seno 
y d nrigrn del :ll'(;o, He !Lima .w111 vo·.ro. J•:sta línea no l'iene uso algu
no en tri¡yH1omctría, y por lo mismo no hablan:1m1s de ella en este 
tral:i(lo. 

** A1¡ui vemrn, que 1:n; pnlnhrns uca11le }' f',,w_r;mte estan tomnd:rn 
<:11 1111.1 accpdon di1•crn,1 tk la 1¡11c se lei, ha dndo en los ElcmcnloH ele 
O,·n111dría. En <!lita p,Hll! de las matcm:ítk:rn la scca11l0 y la tangente 
~on n:, 1a,1 indcH11id:1,, d1.i lan cuales la 1111a corta ni CÍl'rnlo, y la otra, 
k roca: pno ci, ttigo1111111ctrí:1 1,c apli<.:an las rni,,111:t!l ck11nminacioncs :Í 
línea•, de 1111:1 m:1gnitud 1lc11:rmi11arl:1: ,:;11:1ndo pudíc,c l1:ilier cq11ívocaM 
cion H•· lla111ar/in :í 1111:is tmigt11ll's y ucmde,r tl'igo11om,:t1·h,1s, y {t la11 
otraH himplcmcntc t,111gmt1·s y .ru,wta. 
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cen parte de los mismos triángulos que la bngé11te y se ... 
cante, asi como se ve sucede por lo que hace al seno y, · 
coseno que forman un triángulo. 

S. Las tangentes y secantes tienen con los senos y· 
cosenos relaciones muy simples, por medio de las cuales 
pueden hallarse las unas cuando se conozcan las otras; 
Los triángulos CPM y CAN son semejantes, y. dan 

PM><CA 
CP: PM:: CA: AN, de la cual sale AN=~-; 

poniendo en lugar de fas líneas CP, PM y AN 1/ que 
expresan, esto es, cos. AM, sen. AM, tang. AM, y re .. 
presentando el radio CA por R se tendrá tang. AM 

R sen. AM 

. 
De los mismos triángulos CPM y CAN se deduce 

tambien CP : CM : : CA : CN, de la. cual se saca CN 

CMxCA 
CP ; pero CN = sec. AM, CM == CA ~ R!, 

. R2 
CP=cos. AM, luego sec, AM=---. 

cos. AM 

9. Si se comparan entre sí los triángulos CAN y 
CBn, que tambien son semejantes por ser rectángulos y 
tener el ángulo ACN =CnB como alternos inter.110s res
pecto á 1a secante Cn, se sacará la proporcion 

AN : CA : : CB ó CA : B11, 
la cual dá 

-2 

CA ~ 
Bn=AN' que equivale á cot. AM= 

. . ta11g. AM. 

DE TRrGONOMETRIA, 9 
Esta proporcion, y la hallada p,1ra deducir la secante, 

hacen ver que e/ radio es medio propm·ciona! entre fo se .. 
cante J' el coseno, y entre la tangente J cotangente, á can~ 
sa de tenerse las dos ecuaciones cos, AM x sen. AM = R 2 , 

tang. AM x cot. AM = R2. 
1 o. Des.pues de lo dicho solo falta, para poder cons

truir las t,1blas necesurias á la trigonometría, conocer los 
medios de calcular los senos y cosenos. Aun hay mas, los 
cosenos se deducen de los senos inmediatamente: porque 
el triángulo rectángulo CP M, que está formado de uno 

-2 ~a 

y otro, y cuya hipotenusa es el radio, da PM + CP 
-'.1 

=CM I ó sen.1 AM+cos.2 AM=R1 
•, esto es, que el 

cuadrado del radio es igual á la suma de los cuadrados 
drl smo J del cowzo i de lo cual se infiere · 

cos. AM=VRs-se:n.' AM • 

Antes de pasar adelante observaremos qne si el rndio 
MC, fir_, 4, desde luego sobrepuesto $Obre AC, gira al Fig. 4. 
rededor del punto C, como sobre una charnela, este ra-
dio formará sucesivamente con AC todos los ángulos po-
sibles; y el punto M, situado en su extremo, pasará so-
bre todos los puntos de la circunferencia del círculo 
ABA'B'A, ó, lo qu~ es lo inismo, la describirá. Siguien-
do con atencion el movimiento qpe acabamos de indicar 
se ve desde luego que ,el punto A, en el cual el arco es 
nulo, el seno es nulo tambien, y el coseno no difiere del 
radio AC. Cuand_o 'el radio CM se h.t sepárado de AC, 

1#- Hernos adoptado representar el rua1irado del seno de AM pot 
sen. s AM en lugar de la fortna (sen. AM) •, ó simplemente sen. P, M" • 
como lo hace el autor, por evitar el poder confundi,- la última reprc
scntac:on con el seno del cuadrado de A: lo propio debe decirse do 
las demas líneas trigonométricas • 

TOMO IV, B 
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el seno PM aumenta á medida que el punto M, que 
llamaré el punto mo-viblu, adelanta hácia B, y cuando él 
ha llegado alli, PM resulta igual á CB ó al radio. En las 
mismas circunstancias el coseno PC disminuye continua .. 
mente, y resulta nulo cuando el punto M e~tá en B; el 
ángulo ACB es entonces recto, y el arco AB = ½ 71" *· 
Continuando en moverse el pt! nto M mas allá de B el 
seno decrece, y el coseno, que cae sobre el diámetro AA1 

de un lado del punto C, opuesto á aquel en que él es• 
talra ar.tes de llegará B, aumenta; pues claramente se-

' I I BC 'Ve que P M, seno de ABM, es menor que , seno 
de AB, y CP\ coseno del primero de estos a1:cós, ex
cede al coseno del segundo que es nulo. 

Habi~ndo advenido que los cosenos en este segundo 
cuadrante tienen una posicion inversa de la c¡ue tienen en 
el primero, necesitamos tomar en consideracion esta di~ 
versa situacion, como lo hi.:imos en el Álgebra n6ms. 6 5, 
6 6 , 7 2 y 7 5. Esta diferencia de situacion se expresa en 
el calculo por la· oposicion de los signos; de suerte que 
si. se miran como positivos ó efectuados del signo + los 
cosenos de los arcos menores que ¾ '1T, es necesario mirar 
-como negativos ó afectados del sjgno los cosenos de los 
,arcos mayores que ¾ 'lro 

. · Es .á propósito notar qne P1M' y CP' son respectiva• 
mente el seno y coseno del arco A1M, .contado desde A', 
y suplemento de ABM.1

, de donde se signe lJUe un án
gulo obtuso timu el rnimw seno J el mi'smo coseno qúu su 
s uplm1ento. . · 

Cuando el punto M1 ha llegado á A', el seno es nulo 
como en el punto A, y el cosrno es otra vez igual al rn-

~ Representando par ,¡r la semicircunferencia expresada en grados, 
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dio. En el pnntó A', el arco ABA1 es igual á la semicir
cunferencia ó á 71"; el ángulo ACM llega á su mayor in~ 
cremento; pero nada se opone á que el radio CM y el 
pll nto movible no, continúen su movimiento, pasando de ... 
bajo del diámeti,-o AA'. El seno, que resulta entonces 
P11M'i, cae debajo del diámetro, y aumenta á medida que 
1 MIi. • , B' . 1 e punto · ·. se aproxima a nuentras que e coseno 

CP" disminuye. Eu el punto B', en el cual el arco 
ABA'B' es las ¾ p,1rtes de la circunferencia ó ~ '7T, el se
no es igual nl radio CB1, y el coseno es nulo. Se, ve que 
en este cuadrante el coseno está contado como en el se
gundó cuadrante·, y pór con:siguie,nte en el cálculo dc:be 
ser afectado del signo como en dicho segundo cuadrante, 
y el seno tiene una posicion inversa en el tercer cuadran-. 
te con respc;ctc:> á la que tiene en los.dos ,p!'imer<>s, por 
c;:uya razon en el cálculo deberá e::cpresarse esta circuns
tancia con anteponerle el signo -. En fin , desde B1 hast.a 
A' el seno P111M111

, siempre debajo de AA', disminuye 
continuamente, y el coseno CP"', que se halla enton<;:es 
del mismo lado en .que é.l esrnba en, ~l primer Cllar~o de 
cfrculo AB, a1;1menta y resulta igual al radio en el punto 
A. En cuyo punto el seno es nulo, el.· punto movible· ha 
acabado üna revolucion, pero él puedl;! volverá empe
zar otra; y considerando siempre como, un solo arco,,la 
tot::ilidad dél camino descrito por este punto desde el prin
cipio del movimiento, resultarán arcos ma y!)res que la cir
cunferencia, y .que tendrán los mismos senos, coseno~, 
tangentes y cotangentes que las descritas en la primera 
revolucion. Estas consideraciones condtrcen á consecuen • 
cías muy importantes para el analisis, las cuales se halbn 
desenvueltas en los tratados de dkulo diferencial é iute• 
gral del mismo autor. 
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La propos1c1on siguiente, que da la expresion del 
seno y coseno de · la suma , ó de la diferem.ia de dos ar
cos, merece la mayor at.encion, á causa dt! encerrar implí
citamente todas las propiedades de los senos y cosenos. 

1 I. Representemos por a y .b dos arcos cualesquie .. 
xa , se tendrá 

sen. a cos. b ± sen. h cos. a 
sen. (a±b):::::-----R----, 

cos. a cos. b ± sen. a sen.· b 
cos. (a:±:b)::::: . . R . . • 

Para probarlo tómese sobre el círculo AMB, ñg. S, 
el arco AM =a; llévense á cada lado dd punto M los 
arcos MN y MN' jguales á b; tírese la cuerda NN'; 
desde los p~ntos N, M_~'l''(_~áj~~;':

7 
so~re el· radio AC 

las perpendiculares NQ, MP, "N Q; por el punto M 
tírese el radio MC, y desde el punto E, en el cual di-: 
cho radio MC encuentra á la cuerda NN', bájes\,'l sobre 
AC la perpendicular EF; por los puntos E y N' tírense 
las rectas En•, N'G, paralelas á AC. · 
_ Hecho esto nótese: i.º que NQ es el seno del arco· 

AN =AM+ MN = a+ b, y que CQ es el coseno del 
mismo arco: 2.. 0 que N'Q' es el seno del arco AN' =AM. 
-MN1:::::a-b, y que CQ' es el coseno del mismo arco0 

Pero la cuerda NN' está dividida en dos partes iguales 
en el punto E, á causa de que el radio CM pasa por fa. 
mitad del arco NN' segun la constrnccion; ahora . bien, 
de la evidente semejanza de los triángulos NED y NN'G 
se infiere que NG se halla tambien dividida en dos par• 
tes iguales en el punto D, y que DN :::::NG. Ademas 
DQ=EF, GQ:::::N'Q', DEtt:FQ, á causa de que las 
partes de paralelas comprendidas entre. paralelas so11 igua~ 
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Jes, y como· DE es la mitad de N'G, FQ será la mitad 
de Q'Q; de suerte que se tendrá Q'F= QF:=DE. Ul: 

timamente sacaremos que 
NQ=DQ+DN=EF+DN 

N'Q'_GQ=DQ-DG=EF-DN 
CQ=CF-FQ=CF-DE 

. , CQ'=CF+FQ!=CF+DE, 
poniendo ah~r~ por NQ, N'Q', CQ, CQ' lo que dla~ 
representan, esto es, sen. (a+b), sen. (a-b), cos. (a+b), 
cos. (a-b), se sacará .. · 

seri. (a,+.b);=EF+DN, cos. (a+b)_=CF-DE, 
sen. (a.....:b)=EF--DN, cos. (a-b}~CF+DE. 

Solo. nos resta calcular las cuatró líneas .EF, CF., 
DN, DE; las dos primeras se obtienen por los triángu
los semeja_ntes CMP y CFE, de los cuales salen las pro--
porciones'.: . _ ... . .. .: _ . . __ , . . . 

CM: PM:: CE :EF, CM: CP :·:'CE: CF. 
Y puesto· que AM = á se · tendrá PM = sen. a, 

CP = cos. a, ta~bien se infiere ,de .las definiciones del 
seno y coseno 'de un arco qtie EN es el seno.del arco MN, 
qu~ CE es el• coseno del mismo arco:, y por,consiguienté 
EN= sen. b, OE = cos. b ; ademas CM= R, • smtitu~ 
yendo estos valo.res en las proporciones anteriores se baila 
despejando · 

EF_PMxCE sen. a cos. p . _ CPx~E cos. acos. b 
CM - R ,CF- CM - R 

Comparando ahora los triángulos CMP, DEN, que 
son semejantes, puesto que los lados del segundo son per
pendicu lures á los del primero, se obtendrán , para de ter. 
minar los valo'res de las otras dos líneas. ,las proporciones 

CM : EN: : CP : DN, CM ; EN : : PM : .. DE. 
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Sustituyendo por los tres primeros térn1inos de cstns 
proporciones, lo que cilios representan, se inferirá 

DN ENxCP sen. hx_cos. ª, DE= Pl'vfx~N :::::::5-cn. a sen. b 
CM R CM R . 

Reuniendo ·estos valores á los anteriores para fornrnr 
los de sen. (a~b), sen. (a-b):, cos. (tt+b) y cos. (c:t-b), 
resbltarán lits cuatro ecuaciones 

( ) 
sen. a cos. b + sen. b cos. a 

s5en. a+b = ·--· 
'1 (.·, ). 'sen.acos.b~sen.bco~.a 
.. sen,: a-b = . . · 

, . . R · 
· ( ) cos. a cos. b-sen. a sen. b 

Jcos. a+b = R 

1 ( · )·- ·coS",'""W cos. ·lr"t"' sen. a sen. b 
~ps. a-b . :::: . R .. 

que se reducen á las dos primeras que co111pouc11 el enun
ciado de la proposicion. . 
, . Estas fórmulas estan sacadas para cuando la suma, de 
los arcos es ,men_or que un cuadrante; pero· ellas sou ge .. 
nerales cualesqmera c.1ue sean los arcos a y ,b. • 
. En efecto, si los arcos a y b estuvieren representa .. 
do~ respectivamente por AM y MM', fig. rt:<, so podriaa 
ba¡ar desde los puntos M y M' la~ perpendiculares MP, 
M'P' al diámetro AD, .desde M' la M'Q igualmente por ... 
pendicular al radio CM; t:.unbien puede tirnrse desde Q 
la SN paralela. á AD, y b;1jar la perpendicular QL 
áAD. 
·· .·. Hecha esta construccion tendremos A M :.::: a, MM':::::b, 

MC::::R J MP ~ SCIJ, tt I J>c:::::; ·cos. tJ') M 1Q ::.;:: sen. b,; 
QC::::cos. b, M'P1-scn, (ti"'¼~b), CP1:::::cos. (,i+b). 

DE TRIGONOMETRIA, IS 
Se ha dado al v,dor de cos. ( tJ + b), que es CP' d 

signo menos, port1t1e está contado de izc1 t;icrda ú d~rccha en 
sentido inverso de aquel en que se conto en el pr11ncr cua• 
drantc 

I 
todo con arreglo (l lo (]llC hell?OS dicho en el n(1111cro 

10 . Ahora bien, los triángu1os semejantes P MC, CQL dan 
sen. a cos. h 

CM: MP: : CQ: QL=:NI>', luego NP1:::::-••"R_ .. , ..... ; 

los triángulos PMC, QM
1
N dan 

• 
1 

cos. a co!t b 
CM: CP:: QM1

: M1N,y porlomt~m~M N::-.:-,--- R.---··, 

y como M1P'=M'N +NP' se. inferirá'' poniclldo por cs
tas líneas sus V(llorcs, hi ccuac1011 

· · sl!n. a cos. b + sen. b cúS. ,1, 
sen. ( a ~1-b) =. --.. ----".-·-··

1
l ..... ~ .... " ....... , .......... ---. 

Pum deducir ahora la fürmula de cos, (a+ h) no ha• 
br{i mas c¡uc Colllp.irar Jo:; tri.íngnl()!j LJl.:HlLljant:i:s c:.M p y 

CQL, ,,1uc dan 
en~. a c<i~. b 

CM: CP : : CQ: CL, luego CL:;:.:-·-·'.··- R .. ¡. 

los triángulos CMP y QM'N d:1n 
· 

1 
. . , scn.ascn.b 

CM: MP:: QM : QN, de donde s.i1c QN ::-:::-- ... J{~" ·, 

y como CIV::::Lr'-,CL:::.:::QN-CL, rcrnlrnrá•--CP':;;;( ;L 
-QN; poniendo por Lis IÍll\!<IS qnc contiene la última 
cctrncion sus valores analítkos', tCllll"ll!ll'IOS la sig11iemc 

. ( 'b) cos, tt cos. b*-hcll. ti ~cn. b 
cos. tt + = .. - . R .......... --. 

Si los .ircos a y b estuviesen rcprcscnrndos por AM 
y MM', fig, s•ll<, en tul C(l~(i haj:111clo dcsdti los }llll\lo!; M. 
y M' las perpcodiculan:s Ml), M1P' :tl radio AC I i1\ual. 
mente ,1nc la M11?11 al rndfo MC prnlong:tdo, y t:i;a11do 
las P"S y M'L pcrpendicul,1r la primera, y pnr,dda la 

Fig. S*· 
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segunda a\ radio AC, resultará que MP ::::sen. a, CP:::::: 
cos. a, M'P''=sen. b, CPll=: -C(S. b, M'IJ'-sen. AMM'; 
y como este sen~ está colocado de abajo arriba, se le ten• 
drá que tomar con signo negátivo segun lo dicho núme. 
ro Io, por lo que saldrá-.M'P'=sen, (a+b), y por la 
ruisma razon se sacará-CP'=cos. (a+b). 

Ahora bietr, los triángulos semejantes CPM, CPr'S dan 

CM . "·'"P .• CP''. SP'' l SP"- sen. ax- cos. h. 
. • Lv.1 • • • • , uego . - R • 

los triángulos PMC~ M'QP" dan 

CM ·CP··M'P''·QP" I. QP''-sen.bcos.a • .. • , por o nmmo _ R , 

y como P'M' SQ=SP''-Q_P\ se infiere-P'M'=-SP" 
-+- QP

11
; poniendo por estas líneas sus valo~es, resulta la. 

ecuacion 

sén. (a+b)= ten. a ~Qin""•·bGos. ". 

Para hallar el coseno de (a+ b), representado por
CP', bastará hallar las líneas CS y SP' QM', para lo 
cual los triángulos semejantes CPM y cp··s dan 

. ,, cos. a X -cos. !, 
CM: CP:: CP : CS, luego CS = R ; 

igualment_e los- triángulos semejantes CPM y M'P 11Q da1t 
1 11 , 1 sen. a sen. b 

CM:MP::MP :QM, luego_S_P R .' 

y como CP' CS+SP' se infiere-CP' -CS-SP'; en 
cuya ecuadon, · sustituyendo los valores de las líneas que 
encierra , se tendrá 

( b) cos. a cos. b-sen. a sen. T, 
cos. a+ =----------. 

- R 
Lo que hemos dicho de los tres primeros cuadrantes, 

con reladon al seno y co~eno de a+b, diríamos del cuar .. 
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to; y como des pues vuelven los. mismos senos y cosenos 
que para los cuatro cuadrantes, resulta que seaí1 los que 
quieran a y b deberá tenerse siempre 

( b) 
sen. a cos. b+sen. b cos. a 

sen. a+ = . R , 

( )
~ cos. a cos. b..:... sen. a sen. b. 

y cos. a+ b - . . R . . . 

Solo nos falta deducir en general las fórmulas de sen. 
(a-b), y cos. (a-b), que solo hemos expuesto en el 
primer cuadrante deducido de la figura, de la cual po
dríamos valernos para los dernas cuádrantes ; perb vamos 
á hacerlo por una, consideracion, y es la de suponer b ne
gativa, y como en tal. caso núm. I o sen. - b ....:..--;- sen. b, 
y cos. - b == cos. b las tales fórmulas se mudan en· las si
guientes 

( b) 
sen. a X cos. -b-t-sen, -b X cos. a 

sen. a- = R > 

( b) 
cos. ax cos. -b-sen. ax sen. -b 

cos. a- -:- R . , 

( 
. b) sen. a cos. b- sen. b cos. a 

sen. a- = R , 
; 

o 

( b) 
cos. a cos. b+ sen. a. sen. b 

_cos. a- .= R .. . • 

Cups dos últimas fórmulas, unidas á. las dos ante~ 
riores, componen las cuatro que en general nos propusi .. 
¡no_s hallar. 

Con las cuatro ecuaciones 

( b) 
sen. a cos. b+sen. b cos. tt 

sen. a+ = -· -
. . R ' 

. cos. a_ cos.}-sen. a sen. b 
. cos, (a+b) 

R 
TOMO IV, e 
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( b) 
· sen. a cos. h-sen. b cós. a 

sen. a-. . . R , 

cos. a cos. b+sen. a sen. b 
cos. (a-b) ------------' R 

pueden hallarse el seno y el coseno de un arco duplo, tri
ple, y en general i:nultiplo. de aquel cuyo seno y cose
no se conoce. En efecto, •·si se hace sucesivamente b = a, 
b= 2 a, se tendrá 

2 sen. a· cos. tt 

{

seB. 2. a= .R . 

· cos/a-sen.~a 
cos. 2 a R 

sen. a cos. 2 a +sen. 2 a cos. a 
R 

cos. a cos. 2 a-sen. a sen. 2 a 

y estas dos últimas nos propordonan conocer sen. 3 a y 
cos. 3 a, cuando se conozca sen. 2 a y cos. 2 a. 

• 2 sen. a cos. a d 
r 2. La ecuac1on sen. 2 a=. R · con u-

ce tambien del seno de un arco a á la expresion del seno 
de la mitad de dicho arco. Si sustituimos por cos. a su 

valor V R "-sen. z~ la ecuacion anterior se mudará en 

2 sen. a VR2-sen.2 a 
sen,. 2 a= -----R·-----

elevando al cuadrado, y quitando el denominador, la úl• 
tima ecua cion da 

. R" • Rz " 4 sen. 2 a= 4 sen. a~ 4 sen. a, 
tomando á sen. a por incógnita en esta ecuacion, que 
pued~ re.sol verse del mismo niodo que. las de segundo 
grado, sale 
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a' 
Si se hace 2, a=a', sacaremos a~-, y por consi~ 

2 
guiente 

sen.fa'-± V f R2 ±¾ R VR2-sen." ~ 
poniendo ahora en esta ecuacion, por ✓ R 2 

- sen. 2 a' su 

valor cos. a', se sacará 

sen -½a'=± v' ½ R 2±-½ R cos. a', 

multiplicando por 4 las cantidades que hay debajo del ra
dical , y dividiendo despues por 2 toda la expresion, lo 
cual no cambia el valor de la anterior ,se tendrá la siguient~ 

sen.¾ a'=±-¼ V 2 R=± 2 R cos. a'*· 
I 3. Puede llegarse á este resultado por una. cons• 

truccion muy simple. 
Si se divide el arco AM, fig. 6, en dos partes igua- Fig. 6. 

les, la cuerda AQM se hallará igualmente dividida en 

• Podríamos deducir el valor de sen. ½ a mas sencillamen-
cos. • a - sen.• a 

te , partiendo de la ecuacion cos, i a = R • ha• 

Uado en el n6m. 1 r. 
En efecto, poniendQ en ella por cos.= a su valor R'-sen.'" a, 1 

R'-2 sen.• a 
reduciendo se cambia en cos. ,. a= . R ; de cuya 

expresion I despejando sen.s a, sale sen.• a=t (R'-R cos.,.2 a), 
que multiplicándola, y partiéndola por 2, y extra.yendo despue~ la raiz: 
cuadrada da 

sen. a=±.¡. V1 R•-2 R co¡¡, 1 "· 

que si no e. tan general como la del autor, eitá deducida mas f:ícil
n1ente', 
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dos partes igt1ales_) y QM será el. s~no de MN 6 de 1a 
mitad. de AM; el'ü.iáng'ufo~!AMP, rectángülo en P, da 

AM~ Vm2+AP\ 
y como AP:=::AC-CP=R-cos .. AM-;--~-.cos. a', y 
ademas PM = sen. AM = sen. a1, se teádrá · · · · · 

AM:::Vsen." a'+R 2
- 2 R cos, a'+cos." a' 

= V 2 R • - 2 R ~ a', 
por lo que se inferirá 

· QM=-f AQM=f V 2 R2
- 2 R cos. a'. 

Por este método solo hemos hallado el seglllido valor 
de sen.-;- a', el otro es M 1Q1

; porque el ai·co MN'A'; que 
compone con--el AMí.1s~-é1rcunf~re·ñcia, tiene el mis
mo seno PM, puesto qne' esta· línea es la perp'bndicular 
bajada desde- el extremo M al radio CA' que pasa por 'el 
otro extremo ( 5), y en, la ecuacion: de quehémos parti
do no se expresa1 cua'l de?estos 'dos: arcos ·e's·el qüe se trata 

.de dividir:, debemos pues hallar;.:af111isr1\o, tietnpo··el ..serlo 
~e la mirad del p,rirnero y el.de la m!~a~ del seg1tpdo.

1 
Se 

·· tendrá por dicha constrúccion · 
• ' ~ . ) -.. • .- ' • ¡ ! . . • ,' l . ~ i '¡ '' . ,, l.' ! ·' ' J 

NM= VP1v.i;°+NP 2~V~:~cNC';.'c:1:) 2 .: 

• ;--;- t· ·(R ., ')2 :::: v sen. a + + cos. a 

= ·v sen." a'+ R ª + 2 lÍ, ~os. a;'+ cos. 2 a' 

y por lo tanto 
==.V 2 R 2+ 2. R cos. a' 

t; ~ 1 I ......,.-,,-,,-¡.,--..,.....,. ' ,, 
·· MQ'::: sen. ½ a; ==.!,.\l 2 "íl "+ 2 R cos, a'·; ,. ·· 
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cuyo remltado ·es el primer valor de sen. 7 a' sacado eu 
el número anterior. 

' l . Debemos observar que aunque sen. a sea e mismo 
en los dos valores de sen. -;- a', el arco a' es diferente; 
para uno de ellos este arco es el AM, y para el otro A 1M, 
'que es el suplemento de AM. Mas adelante daremos no
ciones generales sobre los diferentes arcos q ne pueden te• 
'ller el mismo seno, la misma tangente &c. 

14. De lo que precede se infiere que el seno de trn 
'arco ct1alquiera AN es la mitad de la cnerda AM del 
~reo doble ANM, y que la cuerda AM es dupla del seno 
del arco AN mitad de ANM, de modo que c:uando los 
· senos son conocidos se deduce de ellos las cuerdas, y rvice 
f1Jetsa. 

· 1 S. Nd son pues los ·valores absolutos de los senos 
lo que es necesario saber calcular, y sí solo su relacion con 
el nidio,· á causa de ser suficiente conocer en todos los 
triángulos CPM, CP 1M 1 &c., fig. 2, las relaciones qu'e Fig. ~. 
los lados · tienen entre sí. Por lo mismo puede ,tomarse, 
para mayor sencillez, el radio por unidad, y expresar los 
senos PM ,· P'M' &c. en partes decimales de esta unidad, 
ó como ,antiguamente, su poner este. rndio dividido, en 
'100000 partes. 

1 6. Es á propósito notar que la longitud de un arco 
_es siempre menor que la de su tangente, y mayor que la 
de su seno. En efecto, si se toma debajo del radio AC, 

. fig. 7, el at'co AM'= AM, y se tira la cuerda MM' asi Fig. 7. 
como las tangentes MT, M'T', es fácil ver que estas 
tangentes deben encontrar al radio AC en un mümo 
punto, puesto que los triángulos CMT y CM'Tson igua-

. les. De dicha iguald~d se deduce la de las líneas MT y 
M'T, y como tambien son iguales las líneas PM y PM', 
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y los arcos AM y AM1
, se tendrá 2 AM < 2 MT y 

2 AM> 2. PM á causa de que la longitud de un arco de 
círculo está comprendida entre las porciones correspon~ 
dientes de los polígonos inscrito y circunscrito (Geom. I 5 I )*; 
y por lo mismo se concluirá AM<Mf, AM>PM. 

Con este motivo haremos notar que la razon entre la 
tangente y el seno de un arco se aproxima continuamente 
á valer la unidad á medida que el arco disminuye; e1t 

l. . sen. a . d R 
efecto, de a ecuac1on tang. a=--,supomen o :::::::1, 

cos. a 
sen. a . 

se saca--=cos. a; y como cos. a se apro:x:1ma con .. 
tang. a 

tinuamente á valer la unidad, se infiere que la tangente 
y el seno se aproximan tambien mas y mas á la igualdad, 
puesto que el limit~ (A{g. ~51-) de su reladon es. la 
unidad. · ···-----. -·· 

17. De aqui se infiere que si el valor de la tangen
te y el del seno de un arco pequeño AM no difieren ett 
cierto número de sus primeras cifras, estas mismas prime .. 
ras cifras darán tambien un valor aproximado del arco. 
Tomando por ejemplo PM=o,ooo I, se halla 

"' _La proposicion dicha arriba es un caso particular de esta otr:1: 
la1 lmear qz,e ion co11ve:r:a1 en toda rn eir:tmrion, son fa,ito m,u lar. 
gas cuanto el/ns u apartan mas de l,i lííiea ruta. En efecto si se ti
ra ,í la curva ACB, fig. 8 , interior á la curva AMB, una tang:n te DE, 
e,t.1 t;inge,n¡e será mas corta que el arco DME, y se tendrá ADEB < 
A~tB. T1rand,o des pues .por los puntos H y L, intermedios entre A 
Y C, C y B, ,as tangentes FG, IK, se forn~ará una nueva línea que, 
br,da AFGIKB, q:1e será menor qne la primera, puesto que FG < 
FO-,-DG, IK<IE+EK. Es evidente que se podrán constrnir del 
nM!l!O n10d? u.na serie indefinida de líneas quebradas que irfo con ti
nu imente d1sm1□ uyendo á medida que ellas se aproximen á confundir
s~ con la curva ABC, 9ue por lo mistno será no solo menor que AMB, 
5UIO aun que todas las lineas c¡uebradas de que hemos hablado, 
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CP= V CM
1

-PM
3

=0,99999999s, 

CMxPM 
y MT_ CP =o,0001oooooooos, 

valor que no difiere de PM sino en la décimatercia cifra 
decimal; se puede pues tomar este número por el valor 
del arco AM expresado en partes del radio *· 

18. Para aplicar las fórmulas de los números I 2, I I 

y 1 o es menester conocer por lo menos el seno de uno 
de los arcos comprendidos en el cuarto de círculo; hay 
dos de estos arcos, cuyos senos respectivos son fáciles de 
conocer, á saber, el cuadrante y su tercera parte. En 
efecto, el seno del cuadrante no es otra cosa que el radio 
mi'smo del círculo, y el seno de la tertcra parte del cua• 
drante es igual á la mi'tad del radio. El primero de es• 
tos valores se ve claramente ser el dicho con solo mirar la 
figura 2; y el segundo resulta de que el lado .del exágo 0 

* Puede esto probarse fácilmente del modo siguiente. En efec
se11. a 

to, suponiendo como antes R = I, se tiene tang. a=---= 
e cos. a s n. a 

~--- (8,10); pero (Alg. nrím. I24) V1-sen.'a=1 -½ 
I -sen.•a 

sen.2.<1-isen.4a-&c., y por lo mismo tnng. a 
sen. a 

v' , , se 
. sen. a I -se.n. a 

cambia en tang. a= .l. , que haciendo la 

division se muda en 
1- !sen,'a- 8 sen. 4a-&c, 

tang. a=sen. a+½ sen. 3a+j senJ,1-1-&c. 
Es pues claro que mientras sen. a sea una fraccion decimal muy 

pequeña, el tl:rmino ½ sen. 3a no podrá. influir sino sobre las últimas 
cifras de la expresion de tang. a, y qae en las primeras se tendrá 
tang. a=sen. a. Esto se ve clararnente para cuando sen. a=o}ooo1, 
pues en tal caso ½ sen. 3a valdrá o,oooooooooooos; cuyo resultado 
solo puede cambiar la decimatercia cifra decimal del valor de tang. a; 
menos pues influirán en dicho valor los d1:mas términos i senJ 11 +&c. 
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no regular, ó lo que es lo m_ismo, la cu~rda de las 1 par• 
tes del cuadrante, fig. 9, es igual al radio (Gf!om. Vf 6); 
la mitad de esta cuer.da será pues el seno del ½ del cua-

drante (14). , • , 
Partiendo pues del cuadrante entero, la formula 

/ I· / R' R / sen. f a=.,v 2 -2 cos. a 

da el seno de la mirad, despues el de la mitad de esta mi ... 
tad, ó de la cuarta parte del cuadrante, y conduce á to• 
das las fracciones comprendidas en la serie 

¾, ¡, ¡, x~, /. &c. 
La m'isma fórmula cuando se parte de la tercera par• 

te del cuadrante, determina sucesivamente el seno de las 
fracciones 

¾ I ,r. I 2r4 1 ,ts &c. 
de este arco, .... ____,_,, 

Por lo dicho se ve que si el arco estuviese dividido 
en un número de partes igual á alguno de los denomina~ 
dores de las fracciones anteriores, se ha.Baria directamente 
el seno de cada una de sus partes, y se formaria de ellos 
una tabla , escribiéndoles . al lado de los arcos á quienes 
perteneciesen; pero esto no sucede asi: los astrónomos in
dianos parece han sido los únicos que han dividido el cua~ 
drante en 24 partes para calcular los senos de una, dos &c. 
de estas partes. Un uso mu y antiguo, y otras varias ra"." 
zones, h:rn hecho adoptar otras di visiones diferentes de 
las progresiones arriba indicadas. 

I 9. En la mayor parte de la. Europa se considera 
dividida la circunferencia entera en 3 6 o partes iguales, 
que se llaman grados; cada uno de estos se subdivide en 
60 partes iguales llamadas mi'nutos; cada uno de estos 
minutos en 6 o partes llamadas segundos; cada uno de es .. 
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tos en otras 6 o llamadas terceros &c. La señal de los gra
dos es el caracter O colocado á la derecha del número, y 
un poco encima; la de los minutos es 1

; la de los segung 
dos es 11

; la de los terceros 111 &c.: de suerte que 4 2 º, 
31', 1411, s1'' significa42 grados, 31 minutos, 14se
gundos, S terceros. 

A causa de que en la medida de los ángulos no se 

tiene en consideracion el valor absoluto de los arcos, y sí 
solo á su relacion con la circunferencia entera, parecia 
muy natural el tomarla por unidad, y expresar los arcoi 
por fracciones cualesquiera, ó si se quiere decimales. Si11 
embargo algunas consideraciones particulares han deter
mihádo á los sabios encargados de la reforma de pesos y 
medidas á tomar el ángulo recto por la unidad de los án
gulos, y por consiguiente el cuarto de círculo ó cuadran
t~ por la unidad de los arcos. Ellos han dividido pues en 
I o o partes iguales al tal cuadrante, y los han llamado 
grados; cada uno de estos le han subdividido en I oo 
partes iguales llamadas minutos; y de la misma manera 
puede continuarse la subdivision segun la progresion de .. 
cima!. 

Esta division es muy empleada en Francia: seria 
útil que todas las naciones la adoptasen, pues por ella se 
abrevian mucho los cálculos; pero mientras esto se veri
fica, como puede esperarse del progreso de las luces, no
sotros seguiremos la primera, la cual, para no confundir
la con la otra, la llamamos sexagesimal, y á la última 
decimal*• 

* Parece que las principales razones que han hecho escoger el án
gulo recto por unidad son: r .º que el círculo entero, hablando con 
propiedad, nunca mide á un ángulo; puesto que en semejante caso el· 
radio movible CM, fig. 2, ha venido á aplicarse sobre el radio CA: Fig, 2. 
i.º que el seno-, a cuya línea se refieren todas las <lemas trigonométri. 

TOMO IV, D 
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Fig. 10. 

2. 6 ELEMENTOS 

2 o. Representando por I el mdio del drculo sobre 
el cual nos proponemos construir las tablas, y la circun~ 
ferencia por 2-;r, el seno de AB, fig. I o, Ó sen. f';r:::: I; 

.se tendrá ademas cos. ¾ '71" = o ; hnciendo pues a'=½ -;r, la 

fórmula sen. f a1= V 2R 
2 

- 2R cos. a' ( I 3) hace ver 

que el seno de la mitad del cuadrante Ó de ¾ w = 4 5 º, 

es.!. v; *· • 
Tomando por unid ad el arco AB = : w, AM será 

: ; : se tendrá pues 

sen. : : ::::cos. : ; =7✓; =0,707 r 0678 n 8 6. 
Ahora bien, si se hace 7 : -=.a', se hallará 

sen. : a'=sen. 7 : =0,382683432365, 
· cos. 2.. a'=cos-;-· x r;r =<e¡9:z·3·879 5 :3 i S :¡ :J; 

• 4 • 

pero continuando de este modo en' dividir .cada arco en 
dos partes iguales, no se llegará á caer ex::ictamente sobre 
una de las partes alicuotas del cuadrante; solo se llegarán 
á tener arcos mas y mas pequeños, y que por esta ruzon 
se aproximar.in á ser iguales á sus senos ( 17). Por ejc,m~ 
plo, á lá décima cuarta division se llegará á un arco que 

I l I 

solo será - del cuadrante, ó -
6

-
8 

de - w, y cuyo se-
I4 I 3 4 • 

2 

ns, torna en toda la extension del cuadrante 6 del ángulo recto todos 
los valores oue pued<: tener. 

" Nos 'pod~mos t~mbien convencer de esto :\ priori, á causa de 
que el tri:ngulo CMP, fig. 1 o, es rectángulo isósceles en el cuso que 
se considera, y por lo mismo dará 

-2 __ !t 

2PM =CM =i 
de donde sale 

_2 -· --·- -PM -J. y PM-· /.1- • /2 xc1.-x ✓, -.,., -v2-v .¡i-2 -· 
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no es o,o ooo 9 5 87 379909 5 5 *, menor por consiguien
te que 0,000 1; la pequeñez de. este are? es tal ~ue él no 
diferirá de su seno en las I 2 primeras cifras decimales. 

Con mayor razon podemos decir lo mismo para arcos 
aun menores; pero es claro que todos los arcos que se 
confunden con sus senos y sus tangentes son proporciona
les á estas líneas: resul~a pues 

X :r X ~z -~ 2~ 2~ 
sen. 16384: sen, 32~0~:: 16384: 324000 

:: 324000: 16384, 
de donde se infiere 

f w: r6384xse11. 16384 
sen.· =-

324000 324000 

+ 71" 3 2.4ooo'' -
Pero sen. --- =sen. · -sen. 1 11

, 
3 24000 . . 3 24000 ' 

y sen, ½ ~ · :::::o,oooo95873799, 
- 163 4 . . . . 

luego sen. 1''=0,000004848 I 3_679; . . 
.valor exacto por lo menos en las I 2 primeras cifras dec1• 
males. Por la .misma ~azon se hallará . 

11 . 11 sep. 2 = 2 sen. 1 _ 

* Este número le hemos calculado con I 6 cifras, que el autor solo 
le tenia calculado con I 2; y por consiguiente no podia verse en qué 

cifra era en la que el seno de -
1
- :::._, diferia del arco que le, cor.-

16384 2 

responde : calculemos pues el tal are?. Para esto se . sabe ~ne 
g,141592653589793 2 (Lagni, Memor1a1 de la Artldm11,i _del a
;.¡.r), representa la semicircllnferencia del círculo, cLtyo radio = I; 
por lo tanto, el cuadrante ó½-;r valdrá 1,5707963267948966, Y 

· 6 6 8 66 
1 I 71" ld á 1,57079 3 2 794 9 CU}'º valor es e arco -- - va r 6 8 ' 

16384 2 l 3 4 
J ?T". 

o,oooo958737992428; el cual no difiere del seno de 
16384 2 , que 

es o,0000958737990955, sino desde la cifra 13 en adelante. 
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sen.3 11=. 3 sen. 1" 

sen ,4''=4 sen. r" 
&c. 

Si se tiene cuidado de calcular al mismo tiempo el 
coseno y la tangente de cada uno de estos arcos, se verá 
que se puede seguir este camino hasta el arco cuyo seno 
y tangente se confunden en las 1 2. primeras cifras deci-
males. · 

Si so1o se quisiese tener los vtilores aproximados has
ta 1a octava cifra decimal, se podrá continuar hasta el ar-
co de 1 1• . , 

Para el_evarse despües á arcos mayores J se emplearán 
las ecuaciones ·· 

sen. 2. et= 2 sen. a tos. a 
cos. 2a=cos. 2 a-sen. 2 a 

-se~.,(a~b)::::sen. a·ccrs. b±:sen._bcos. a 
cos. (a+b)=cos. a cos. b+sen. a sen. b; 

haciendo sucesivamente a= I ', a= 2' &c. en las dos 
primeras, se deducirá de ellas sen. 2

1
, cos; 2 1; sen. 4, 

cos. 4
1 

&c.; y haciendo despues a-=. 11,, b 2 1
, a=,;/, 

D :=3 1 &c., se obtendrá por medio de las dos frltimas 
sen. 3', cos. 31

; sen. s', cos. 51 &c . 
.Lo expuesto basta para hacer concébir cómo se han 

podido formar las tablas trigonométricas. Existen otros 
;métodos mas expeditÓs para calcular los senos de cuales'
quiera arcos por medio de serfes convergentes que se de·
<lucen de las ecuaciones del núm. I I. Se lns hallará en la 
intrcducdon al Tr,,1tado del c,rlculo diferencial é integral, 
. 2 I. Para facilitar los cálculos se ha sustituido hace 
largo tiempo á los valores de los senos, cosenos, tangen-
tes y cotangentes, sus logaritmos; y en la mayor parte de 
]as tabl,as solo se ñallan estos últimos; de suerte que por 
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m medio se resuelve siempre la una ó la otra de estas 
cuestiones. 

1 ,a Siendo dado un arco, hallar d logaritmo de su 
seno 6 de su coseno, 6 de su tangente ó de su cotangente, 

2 .ª Conocfrndo el logaritmo del seno 6 del cose;¡o, 6 
de la tansente ó de la cotangente de un arco, buscar es
te_ arco. 

· La soluciori de estas cuestiones depende de fo dispo
sicion de lás tablas, disposicion que no es la misma en to
das, y que se halla siempre e:xplicada al principio de ca
da trna de ellas; esta es la razon por que no hablarnos 
aqui de la tal dis-posicion y uso. Nos limitaremos á indi
car lanablas de Gallet; COÍ110 las mejores respecto á la di
vision sexag~simal, y las de Bordá ó las de Hobert é 
Ideler :respecto á fo decimal. 

Las tablas tr-igonométricas sol.o abrazan la extension 

del -Ctrnrto -dél' tíreülo; • sin en1bargo sirven para éuales
qüiera ·aréos por muy grandes que ellos sean; basta para 
comprender esto consultar los números 8, 9, I o, y mas 
particularri1ent6 el ·último y los_ siguientes. 

2 2. Veamos ahora si las expresiones algebraicas sa
cadas en el núm. I I corresponden á las diversas circu ns
tancias: que presenta el núm. I o. Para esto hagamos 
a=....:.. w en las ecuaciones 

" cos. (a:±h)=cos. a cos. b+sen, a sen. b} (A). 
sen. (a±h)=sen. a cos. b±sen. b cos. a 

Observando que en el dicho supuesto cos. a=cos. fw 
=o, y que sen. a=sen. 7 w= r, se hallará 

cos, (-;- 7r±b)=+sen. b, 
sen. (-;- w±b )=cos. b. 

Es rriet1ester notar dos cosas en estas expresiones• 6. saber, 
su valor absoluto, y el signo de que ellas es tan afectadas. 
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Por lo que hace al valor, él se verifica sobre la fi. 
Fig. 4• gnra; porque siendo AB, fig. 4, igual-;- 7T, si se toma 

el arco BM' por valor de b, el arco AM' será 7 ?T-+- b; 
pero P'M', que es el' seno de A'M', y tambien el de AM', 
será al mismo tiempo el coseno de BM' ó de b, mientras 
que CP' será el seno de dicho arco b. 

Por lo que hace al signo~que afecta á cos. (-;-?r+b), 
quiere decir que.si se miran couw •positivos los senos y 
cosenos de Un arco menor que la cuarta parte de la cir.; 
cnnferencia, el coseno de un arco mayor será negativo 
mientras que su seno permanecerá positivo. Si se. hace 
b=:.~?r, saldrá cos. ,,==- I, sen .. _ ,r=:o.·· . _ . 

Suponiendo despues en las·ecuaciolies (A)~ a=:r, se 
obtendrá segun lo que precede 

cos. (r±b)==-cos. b 
--sen-;--(_;~1 b )=~ett~b., · ,••. __ 

El valor ab,oluto de estas fórmulas puede veri~ca¡·s~ 
con tanta facilidad como el de las anteriores: su signo ·da 
á entender que todo arco comprendido entre '7l' y-;- 'll", ten~ 
drá su seno y coseno negativos; y cuando b-=,: 7r,_ se 

, 
sacara 

g s 
cos. -;- -rr = o , sen. -;- 71' = - r . 

En fin cuando a==-;- ?T", las ecuaciones (A) se red u• 
cen, en virtud de los valores anteriores, á 

cos. (-:;- ?T±b)=:+sen. b, 
sen. ( 7 'ñ'+b)=:-cos. b; 

iile aqui se infiere que todo arco comprendido entre 7 'Ir y 
4 .,,. • • • • 
-; '7l' o 2-;;-, tren e su coseno pos1rrvo y su seno negan vo. 

2 3. Si reunimos los .resultados expuestos en el nú
mero anterior• se ha Hará: 

1.º Que desde el punto A hasta el punto A', en el 
c11 al el arco ABA1 = :;-- , los senos son positivos. 
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2. 0 Que desde el punto A' hasta el punto A, en el 

cual el arco ABA'B'A=27T, esto es, desde '71" ha&ta 2-;r, 

los senos son neg::iti vos. 
1 

3.º Que desde el punto A hasta el punto B, en el 
cual el arco AB=2-w, los cosenos son positivos. 

2 • 

4-º Que desde el punto B hasta el punto B', en el 
cual el arco ABA'B' =2.. w , esto es, desde .!....7r á .!_ ,;r, los 

2 2 2 

cosenos son negativos. 
5. 0 En fin que desde B' hasta el punto A, en e1 

cual el arco ABA1B1A= 2 w, esto es, desde +,Ta' !.i 'ir, 

los cosenos son positivos. 
Se notará pnes que los senos cambian de signo crnm

do estan simados debajo del diámetro AA', y los cosenos 
cuando pasan de un lado al otro del punto C, ó que caen 
á distintos lados del diámetro BB' perpendicular ~¡ pri
mero. 

Estos resultados obtenidos de la generalidad ele las 
fórmulas 

sen. (a±b)=sen. a cos, b+sen. b cos. a 
cos. (a±h)=cos. a, cos. b::¡::sen .. a sen. b, 

no son otra cosa que los ya dichos n Úm. I o, deducidos 
alli de los principios expuestos en los núms. 6 5 , 6 6, 7 2, 

75 de los elementos de álgebra: esto debia ser asi, pues 
las fórmulas estan generafo:adas en virtud de los tales 
principios, y .isi es que los deben contener implícitamente. 

2 4. Siguiendo el curso de las tangentes se hallará 
que aumentan continuamente desde el p11nto A, fig. 1 o, Fig. 1 o. 
hasta el punto B, en el cual el arco AM es igual á ½ -:r. 
En e5te punto, confundiéndose la seqmte N C con CB, 
es paralela á la tangente AN, y no la vuelve á encontrar; 
de suene que el arco AB no tiene, hablando con propie-
dad, tangente trigonométrica, Sin embargo, se dice que 



Fig. !O. 
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su tangente es infinita; pero debe entenderse por esta ex
presion que tomando el punto M tan cerca del B como 
sea necesario, se hallará una tangente AN mayor que 
c~alquier cantidad que se quiera. Esto mismo prueba la 

. sen. a d t ¡ ecuacion tang. a=:.--, que a para ang. a un va or 
cos. a 

tanto mayor cuanto menor sea cos. a, ó que el punto M 
se aproxime mas á estar en B. 

Cuando a= 4 S , resulta cos. a= sen. a, y por lo 
mismo tang. 45º= I. 

Al mismo resultado se llega por medio del triángulo 
CAN, fig. I o, que es isósceles en el caso que se conside
ra, pues que el ángulo CCN vale la mitad de un recto, 
y esto exige que valga lo mismo el ANC, en cuyo caso 
la tangente AN es igual al radio. 

Cuando el arco ·AM·tfrg;·":f•J"es·mayor que ½ ?r, el 
radio CM no encuentra á la Hnea AN .encima del diáme
tro, y sí debajo. La verdadera tangente AN' es igual, 
como es fácil hacerse cargo, á A'n' tangente del arco 
A'M', suplemento de AM', pero se halla colocada en sen
tido opuesto. En el tercer cuadrante la tangente, que ha 
sido nula en el punto A', vuelve á pasar encima del diá~. 
metro AA', y AN es aun la tangente del arco AA'M". 
Resultando despues el radio otra vez paralelo á AN en 
el punto B', la tangente vuelve á ser infinita en este pt111• 

to; pasado el cual, la tangente vuelve á estar situada de
bajo del diámetro; en efecto, el arco AA'M'", por ejem
plo, tiene clarnmente por tangente á AN'. 

2 s. Examinemos ahora lo que resulta de la expre
sion algebraica 

sen. a 
tang. a=--. 

cos. a 
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Es claro qne su valor será pcsitivo en todos ks GEos 

en que el seno y el coseno sean del mismo signo, lo cual 
se verifica desde oº hasta-;- ,;r, y desde '7T á : "; el tal 
valor será negativo cuando tengan signos diversos er seno 

y el coseno, lo cual sucede desde -;- -;r á '7T, y desde+ ,;¡

á 2 '7T; de lo cual se infiere que para las tangentes asi co
mo para los senos y cosenos, las mudanzas de signos cor
responden á las nrnd,1nzas de situacion. Del mismo modo 
se h:.il:ará que las cotangentes son positivas desde o 0 h.1s
ta 7 7r, desde '7T á : '7T; y negativas desde 7 '7T á '7T, y 
desde .!.. '7T á 2. '7T, 

2 

2 6. Algunas veces se hallan en los cálculos arcos ne-
gativos, como ya hemos considerado, núm. I o; su seno 
y coseno pueden tambien deterÍni11arse por las fórmulas 
del núm. I I. La expresion de sen. (a-b), cambiando de 
signo cuando se cambia en ella a en b y b en a, hace ver 

que sen. (b.,:-a)=-sen. (a-b); asi pues cuando a>b, 
el arco negativo b-a tiene un signo negativo. 

Si se construyese la fig. 4* en esta hipótesis, toman• 
do en ella AM=b, MN::::: a, y llevando este último arco 
por debajo del punto M para obrar como se ha dicho en 
el núm. I I, el arco AN' se hallaria debajo de AC en 
lugar de estar por encima: el seno Q'N' cambiaria pues 
de sentido, asi como el arco. Por lo que hace á los cose• 
nos, ellos quedarian del mismo lado; y por las fórmulas 
se hallaría que 

cos. (b-a)=cos. (a-b). 
Esta correspondencia entre las fórmulas del n6m, r r, y 

las consideraciones geométri'cas deducidas de la figura, s011 

precisas á causa de que las fórmulas dichas estan genera
lizadas en virtud de las tales consideraciones geométricas, 
y por consiguiente las deben contener implícitamente. 

TOMO IV, E 

Fig. 4,* 
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2 7. La proposicion demostrada en el núm. i I nos 
conduce á muchas consecuencias importantes: algunas de 
ellas serán necesarias en adelante; rnzon por que las colo
caremos aquí. 

1.º Sumando entre sí las dos ecuaciones 

sen. (a+b) 
sen. a cos. b+sen. b co~. a 

R 

( ) 
sen. a cos. b-sen. b cos. a 

sen. a-b _ R 

se sacará 
2 sen. a cos. b 

sen. (a+b)+sen. (a-b)==----~, 
R 

de la cual sale 
R R 

sen. a cos. b==.- sen. (a+b)+-sen. (a-b). 
2 2 

2. .° Restando la-seguntta-··ectmcion·· de la primera, 
se tendrá 

( ) ( b) 
2 sen. h cos. a 

sen. a+b -sen. a- =------, - R 
ae la que se jnfiere 

R R 
sen. b cos. a=- sen. (a+b)-- sen. (a-b). 

2 2 

Cuando a=b, esta fórmula y la anterior dan 
R 

sen. a cos. a= -- sen. 2 a. 
2, 

3 .º Sumando entre sí las dos ecuaciones 

(' ) 
cos. tt cos. l,-,en. a sen. b 

cos. a+/; = R , 

( l) 
cos. a cos. b +sen. a sen. b 

cos. a-: , ::::: R --, 

se hallará 2 ce-~. ti cw. b 
cos. (a+b)+cos. (a-b)=---R--, 
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de la cual se deduce estotra 

R R 
cos. a cos. b=--;;. cos. (.,1+b)+ 2 cos. ( 11-b). 

Cuando a=b, esta fórmula ·¿a, observando que el 
coseno es igL1al al radio cuando el arco es nlllo, la ecuacion 

R . R" 
cos.• a=-cos. 2 a+-

2 2 

4 ,0 Restando la p,tfmera ecuacion de la segunda, se 

obtendrá 
2 sen. a sen. b 

cos. (a-b)-cos. (a+b)==---R---

de la cual se infiere 
R R 

sen. a sen. b=-cos. (a-b)--cos. (a+b). 
2 , 2 _ 

Si se hace a =h, esta fórmula da 
R' R 

sen.• a= -·- - - cos. 2 a. 
2 2 

S ·º Si se hace a+b=a', a-b= b', se hallará, su
mándolas en_tre sí, la ecuacion 2 a =a'+ b', y restando la 
segunda de la primera la 2 b = a'-b'; de las dos últimas 

se deducen ·estotras \ 
a'+b' a'-b' 

it=--,b-:::::.---. 
2 2 

Poniendo ahora los valores de a , b , a+ b y a- b 
en las expresiones de sen. a cos. b, sen. b cos. a, cos. a 
cos. b, un. a sen. b, obtenidas anteriormente, se hall.irá 

R 
sen.½ (a'+b') cos. ½ (a'-b')= - (sen. a'+sen. b') 

2 

R 
cos. ½ (a'+b') sen.½ (a'-b')=----:- (sen. a'-sen. b') 

2 

,cos, f (a'+b') cos. f (a'-b')=!_(cos. a'+cos. b') 
2 

'\ 
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sen.½ (a'+b') sen. f (a'-b')= R (cos. b'-cos. a') 
2 . 

Dividiendo fa segunda de estas fórmulas por ln pri• 
mera se hallará 

cos. ½ (ct'+b') sen, f (a'-b') ,en.½ (a'-b') 
( / -

sen.½ a+b') co~. ½ (a'-b') - cos. ½ (a'-b1
)' 

ces. ½ (a'+b') sen. a'-sen. b' 
sen.½ (a'+b') - sen, a 1+sen. b' · 

Observando ahora que ~~ = tang. A (S), y 
cos. A R 

qu · . cos. A R e por cons1gmente --- =---,se obtendrá 
sen. A tang. A 

tang. ½ (a'-b') _ sen. a1-sen. b' 

e / bl) - . tang. ½ a+ sen. a1+sen. b' 
Del mismo modo puede deducirse de las dos últimas 

fórmu1as refericlas~añfü, que· -~--
cos. b'-cos. a' _ tang. ½ (a'+b 1

) tang, f (a'-b') 
I I -cos. a +ces. b Rº 

6,º Dividiendo la expresion de sen. (a±b) por la 
de cos. (a +b), se hallará 

t sen. (a ±h) _ sen. a cos. b±~en. b co~~ a 

... cos. (a±b) - cos. a cos. /;:¡::sen. a sen. b ; 
d1v1d_1endo despues el numerador y el denominador de la 
fracc10n del segundo miembro por cos. a cos. b, ella se 
m1.1do1 en 

sen. a sen. b 
--±--
cos. a cos. b 

I ::¡:: 
sen. a 

cos. a 

-; 
sen. b 

cos. b 

Y como en general~~= tang. ~ (8) 
.., cos. A R ' se oh-
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tendrá por lo mismo 
tang. a -1- tang. b 

tang. (a+b) _ R - R 
-R-- _ rang. a tñng. b 

y por último 

I+-- -·-
R R 

_ R (tang. a±tang. b) . 
-' R" ;¡: tang. a tang. b · 

( b) 
R 2 (tang. a± tang. b) 

tang. a+ = -__..;:...---''---•---'=---, 
R 2 ::¡::: tang. a tang. b 

37 

Acordándose que cot. A=_!:._ (9), se hallará 
tang. A 

( ) 
R 2 .R 2 :::¡=tang. a t:ing. b 

cot. a+ b ==, ( ) = . . , tang. a±b tang: a:± tang. b 
R2 R2 . 

R2 +---
cot. a · cot-:T 

---R-.--R"-; 
±--

cot. a cot. b 

y reduciendo sale por último 

( 
-1--b)- cot. a cot. b+Rz 

cot. a- ----- ---. 
cot. .b ±: cot. a 

2.8. La ecuacion hallada en el número anterior 
- tang. ½ (a'-b1

) _ sen. a'- sen. b' 
tang. f (a'+b 1

) -7e"n. a1+sen. b'' 

nos manifiesta que la surna de los senos de dos arcos es 
á su diferencia, como la tangente de la mitad de la s11-
ma de estos arcos es á la tangente de la mitad de su di
ferencia. Este mismo resultado puede encontrarse fácil
mente por una construccion geométrica mu y elegante . 

Representemos por AM y AN, fig. 1 I , los dos Fig. II, 
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:reos a' y b', se tendrá MP=sen. a', NQ=sen. b'; tiran
do NC paralela al diámetro AB, prolongando MP hasta 
M', resultará 

' I b' MR=MP-NQ=sen. a-sen. , 
M'R = M'P+NQ=sen, a'+sen. b' ( 14 ). 

Hecho esto , si desde el punto C como centro y con 
un radio CD, igual al del círculo ACB, se describe un 
arco EDG, y dei>pues se tira al punto D de este arco 
una tangente terminada por las rectas CM y CM'; es vi
sible que DF y DH serán las tangentes de los arcos DE 
y DG, que medirán los ángul~s .MCN y NCM', .y co
mo esros áno-ulos tiene11 su vértice en la c1rcunfere11c11.1 del 

?:, 

círculo ACB, ellos tendrán tambi~n por medida la mi-
tad de 

NM=AM-AN=a'-b1, 

y la de 
NM'=AM'+AN=a'+Vi 

por lo mismo se infc:rirá 
DF=tang. ½ (a'-b~), DH=tang. ½ (a'+ b'). 
J)ero 5jeudo MM' y FH parnlelas, se tendrá la pro• 

porc1on 
MR :M'R: :DF:DH, 

en la cual podemos poner por las líneas sus valores ana
líticos, y se sacará 
sen. a' - sen. b1: sen. a'+ sen. b':: tang. ¾ ( a'- b'): 
tang. ½ (a'+b'), cuyo resultado es el mismo que ibamos 
á buscar. 

Seria fácil modificar la construccion anterior, pan, que 
e1la nos proporcionase deducir las diversas ecuaciones aná
logas á la que acaba de demostrarse. 

29. . Como acontece muchas veces tener que hacer 
uso de las fórmulas que hemos sacado anteriormente, se 
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Sf y- l_:l2 
R.(8,ro), cot. a=~~' cosec.a 
R 5 sen. a 
- R~ 

rt(8' I o), cot. a= _R '), cosec. a . . . . . . .... ( I o), 
VR•- VR 2 

....... cos.~a. 
R 2

) R.v .tZ''+rnng.~ti 
se •••••. (8), cot. a=-- 'cosec,a ·. (7,8), 

. tang. tang. a 

ce ...... ( 6), cot. a=--)' cosec. a= v'R" +cot. 2 a, ... , .(7 ), 

==(7,8), ~ se~), cosec. a= ~--~se~.(6,7,8), 
c<R,_• cot.a=v cose v'sec.Za---R~ 
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sen.'2 a+ cos.2 a=Rº .. (10)1· 2 . 2 -v'R"" ._ ( ) R sen. a V ._ , R• ) . ... R_i 
R'+tang.""a=sec.•a ... (6) sen.a=YR-cos. a .......... (ro),cos.a- -sen. a .... ro ,tang.a=~======= .. (8,ro), _R R--sen. ª( ) sec.a= - .... (8,10,cosee:.a:::::--; 

R• VR' • cot. a- . 9,ro , _ IR• • a sen. a 
R" + cot." a:::: cosec.Z a .. (7 )J _ R • tang. a ( 6 8) cos. a==-;:============ ( 6 8) = sen. a . sen. a v ;-- sen. R 11 

R sen.a- ._ -;:---····.' ' v'R" tan 2 
' ' R,vR"-cos!a R.cos.a R (8) cosec.a-- · ·.· ..... (ro), 

_ •sen.a (S) \IR +tang. a + g. ,i tang.a= ----(8 1 ) cot. a= . . .... (9,ro), sec. a:=-- .... ,.............. , . IR_" . 1 . 
rang. a - --....... , R ----- R. cot. a os ' o ' . i R' • cos. a v -cos. a . 

cos. a . / 1 ( 6 8) cos a--;:::::::::::==:====(6 8) e · a v -cos. a ____ . / 
2 R• sen.a=--v sec. a-1. , , · - ·'R~ 2 , , Rº R~ -VRº+tang 2 a (6) . R,v B..'+tung. ª( S) 

(8) sec a v + cot. a tang a---- (8) (8) sec. ª- · ........ · ' cosec a- · · · 7, , 
sec. a=~:--;- .......... ,.. ' . R2 ( ) - R2 . - cot. a................ . 'cot. a= tang.--:;-··................. ' R V R2+cot.2 a ( . • - tang. a 

R · sen. a=-;.:=======· ......... ? , cos. ª--................ (8), v' , ,,,- R" sec. a=-----.. 6,8), - 1R'· . t 2 a (
7

) 
cot.a=:; . . cos.a ...... (9), VR""+cot."a sec.a tang.a= sec. ª":R ...... (6),cot.a=---:::...-::....-::_--::_-....... (8,6), cor.a cosec.a-v +l:O, ... _. ••. , 

sen. a R" R v cosec.2 a-R"" _ R · v sec. 2 a-R" · R. cosec. a . ..... R • sec. ª (6 8) 
R" sen. a= --- cos. a=------. .(9), tang. ª--;::========== .. .(7,8), _ " sec, a=-==-·-====-(6,7,S), cosec. a- ----~ -. -~· ,7, , 

cosec.a==---, ' cosec.a cosec.a vcosec.2a~R· cot.a=.Vcosec. 2 a-R-...... .(7), vcosec.cza-Ri vscc. a--R 
sen.A 

Sen.(a ..... -b:\-_sen.a.cos.b+sen.b,cos.al sen.a.cos.b= ½R[sen.(a+b)+sen.(a-b)J] 2 l tang.a+tnng .. b::::~º-~(a_"±: __ b)_ 1 
-.- J R sen. a+sen. b= -sen.½ (a+b). cos. ½ (a-b) ---- ( b) 

cos. a. sen. b= ½ R [sen. (a+b)- sen. (a-b)] ( R tang. a- tang. b sen. a- b 
( -b)- sen. a.cos. b-sen. b.cos. a ( ........ 27) _ 2 tang. a+tang. b _, tang. a. tang .. 

sen. a - R .. II cos.a.cos.b::::: ½R[cos.(a+b)+cos.(a-b)]¡ sen.a-sen.b_ Rcos.f(a+b).sen.½(a-b) ·cot,a-1-cor.h .... R~ 

Cos. (a+ b) = cos. a. cos. b.-sen. a .sen. bJ ( ), sen. a.sen. b=-½ R [cos. (a+b)- cos. (4 ~b)JJ 2 tang.a+rang.b ==-tang.a.~tang.b,sen._(a+b) 
R . cos. a¡¡-cos. b= R cos. ½ (a+b). cos. ½ (a-b) cot. a-cot. b R~ sen.(a---b) 

__ cos.a.cos,b+sen.a.sen.b tang.a~cot.b=tang.a:::::;sen.(a+b)+sen.(a-b) .. (
2 8

) · _ _ 2 r .l ·•(2 7)·tang.a+tang.b __ tang_:!_ sen.(a+b) 
cos.(a b)-. R R· tang.b sen.(a+b)-sen.(a-b) 7,,9 cos,'f cos.b--Rsen.2(a+b).sen.2(a-b) tang.a+cot.b---:,R ·'cos.(b ..... a) 

e ) R•(tang.a+tang.b)l tag sen(a+b)+sen(a-b) 2 ( tang.a+tang.b tang.b e b) 
tang. a+b == R' b n 'ª · · ·--..................... (27 8) sen.a+cos.b=-sen,½(½,;r+a-b).cos.t a+b-½'7() -----'--::::--R·~-• tang. a+ 

- tang. ª tang. R cos. (a+b)+cos. (a-b) ' R tang. a-cor. b · 
R• (tang. a - tnng. b) · 2 tang. a- tang. b tmg. a. tang. b sen (c1-b) 

tang.(a-b):::: R' b i cot.b sen.(a+b)+sen.(a-b) ( )sen.a-cos.b=::Rcos,½(1,;r+a-b).sen,½(a+b-½,;r) ---· --b =-R• •, ( t) 
-1- rang. a tang. ( 2 ) --= ------- .. --....................... 27,9 · cot. a+ cot. sen. a+ 

cot.a.cot.b-R!I ...... 7 R cos.(a-b)-cos.(a+b) sen.a+sen.b tang,½(a+b)l tang.a-tang.b tang.a.tang.b 
cot.(a.+b):::: 1 --- --- ---- --

cot.b+cot.a . tang.b sen.(a+b)-sen.(a-b) · sen.a-sen.b tang.!(,t=b) cot.a-co~- R2 
. 

cot. (a ..... b):::: cot. a• cot. b+R
11 

1 R = cos. (a+b)+cos. (a-b) ....................... ( 27,9) _sen. a+sen. b ._ tang. ½ (a-t-b) ta11g. a-raog. b ..,._, tang. b. tang. (a-b) (S,
9
,I z), 

cot.b-cot. a J -- b b · cos.a:+-cos. b - R { tang. a+cot,k }': ...... , .... R~ 
R

2
sen.(a+b)) cot.a _ sen.(a+ )-sen.(a-) ( .... 

79
)sen.a-1-sen.b cot.,\-(a_-b) tang.a......:.faYí"g"'"'.-Y ""'"~ __ ;·-trseh.(a-b) 

t b- ---=--- - · ) ··················°'·•··· '1W , ~-~ - ""'
0 

tang. a+ ang. - cos. a. cos. b I R cos. (a-b)-cos. (a+ b -;;-;:-;;~~~~"7;==- R ----1 tang. a..=~ot. b ---R . ~(z +b) 
_ R~sen.(a-b) cot.a cos.(a+b)+cos.(a-b) sen,a~sen,b _ tang. ½(1-b) cor.a+cot,b __ sen. (a~-~) 

tang. a-tang. b_.---'------1 --=------.·--................... (27,8,9) b - R b - ( b) 
cos. a .cos. b (S ) tang. b cos. (a-b)-cos. (a+b) cos. a+cos. ~ (

2 
S ) cot.a-l..ut. sen. a~ 

Rºsen.(a+b) t" ill sen~sen~~::::::- cot,½(a+b) .... 7, ,9 cot.a+cor.h_~ sen.(a+b) 
cot. a + cot. b::: -, b 1) b- R · (l. ) sen. a. sen. b cos. a -cos, " tang. a+ cor. cos. 1 - a 

R
2

sen.(a-b) 1 ~~¿--.cos.b=- c_or.½
1
(a_-:-b)_ cot.a+cot.b::::::_cot."a.tang.(a+b) cot. a- cot. b::::- ----'-- . b ( b) ------ R· sen. a. sen. b J cos. a - cos. tang. 2 rt-+- tang. a- cot. b 

. _sec._a ±~ec. b =·· c:<:>J_: 0J_(;~~::;;;tL ___ _ cot. a - cot. b . . cot. a tan (a_ b) 
sec.a~sec.b tang {(d+b) t¡¡ng.a+cot.b--~- g. 

b 1c·r ) : ~~+~ tang. 2 27t'+a-b__ cot.a-cot.b cot.a sen. (a-b) 
sen,a-cos.b tang,f(a+h-½'71") tang.a-cot.b:::::R°'"". cos.(a+b) 

tang. a+cot. b cos. (a-b) 
tang. a-c;t.b =:- cos. (a+-b) 

* 
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2 sen. a ~ cos. a ( ) 
sen. 2 a = R ... ... .. . ... ... ..... I I , 

2. R 2 
tang. a (B ) sen. 2. a=------............. ,13,27, 

R 2+tang.~ a 
tang. a (R+cos. 2 a) ( 8 ) 

sen. 2 a= R-----... 27, ,9 , 

cot. a (R-cos. 2 a) ( 8 .,.,_ 
sen. 2 a= R ..... 27, ,9;, 

sen. ½ a = fr V 2 R • - 2 R cos. a ........... ( I 3 ), 

Vsen. a . tang. ½ a (S ) 
sen. ½a== 

2 
......... , I I ; 

cos. 2 a== 

cos. 2 a== 

cos. 2 a= 

• 2 cos. a- sen. a 1 
R 1 

cos. 2 a-R2 

----=R- ~ ... ( I o, I I ), 

R' - 2;en.' a j 
R 2-tang. 2 a 

cos. 2 a::: R R" •• .. .. (8,r 3,27), -+ rang. a 
cot. a - tang. a 

cos. 2 a= R----··--.. (8,9,1 r), 
cot. a+ tang. a 

l ~ª cos.½a= V --;-- ......... (27); 

2 Rº tang. a · cot." ,1:-R' 
tang. 2 a= Rº • . ............. (27), cot. 2 a=----- (~?) 

- rang. a 2 cut. ,t ....... , - ' 

2 R • cor. a 1_ _ 1- ;-0 tang. 2 a== ·o , -:,-.............. ( 2 7,8), cor. 2 a-cot,a±v cot . .. ,i+R .. .(:q), 
l t. a- R R sen 7 

R ¡ • ,. e \ sen. a cot. 2 a = · R .... • . . .... 2 7 ;; 
tang. ½a== R ..................... (2.7), -cos. a · 

+cos. a 

V
-R---co_s_._a_ 

tang. ½a= R - ----.(13,27,8); 
R+cos. a 

R=sen. ½ ?l'=cos. o"=tang. ½. ½ ?r=:cot. ½. ½?r=sec. oº==cosec. ½ ?r ........... (23,24); 
sen. a==~ de cuerda 2 a ...... (14). 

sen.~ a-sen! h == sen. (a +b) sen. (.t-b) l 
cos.' b- cos.: d=sen. (a +b) sen. (.z-b) ( .. ( I o, I l ), 

cos. 2 (t-sen.- b==cos.(a+b)cos.(a-i,) J 
,. 

0 
R 4 sen. ( a+b) sen. ( a-t )1 

ta1w.-tt-tang. b . .. b 1 
;;;, cos: a. cos. ~- (S 1 i)' 

R4 sen.(a+b) sen.(,:i-b) 
1
"'" ' ' 

cot.\,i-cot.ºb- sen." a sen." b J 

sen. i 'i'?'= I} (1.. + ), . ; _ sen. 2 '7t'-ª =cos. a, 
cos. ~ 'n'-0 

sen. '7i' == º}sen. (-;r±a)=:::¡::sen. a, 
COS. '7;'=:- l 

senA·?Z'==-r} (" ) -. sen. :-'7l'+a =-cos.a, 
cos. ; 7( = o 

cos. (½ '7i'± a )==t:sen. a, 

COS, ( 7i' ±a) == - cos, a, 

cos. (¾ 'il'+ a)=± sen.a, 

tang. (½ '7r' ±a)=:::¡:: cot. a, cor. o ,;r ±a)==::::¡:: tang. a, sec. a7i'+a)=:::¡::cosec.a, cosec. (½ '71' ±a)= sec. a. 

tang. ('i'i'±a)==±tang. a, cot. ('i'i' ±a)= ±cot. a, sec. (?r±a)=-sec. a, cosec.(,r±ti)=::¡::cosec.a. 

tang. ( ¾ '7l' ± á) = ::¡:: cot. a, cot. (1 7r + a) = :::¡:: tang. a, sec.(f 71'+ a)=+ cosec. a, cosec. (¾ '71' ± .z) =- sec. •1 · 

sen. 
2 

'7t" == º}sen. ( 2 ?i'±a ):::±sen. a, cos. ( 2 7r ±a)= cos. a, tang. ( 2 71'± a)=± tang. a, cot. (2 !7l' ± a) = ± cot. a, sec. ( 2 7i' ± a) = sec. ,i, cosec. ( 2'71'+.1) =+ cosec. a. 
COS. 2. '7i'= I 

5
e~. 

2 KK r. _ º}sen. (2 K,;r±a)=±sen.a, éos. (:.i K 7l'±a)=:cos. a, tang. (2 K '71'±a)=±tang. a, cot. (2K?r±a)=+cot. a, sec. (2 K r.-+-a)=sec. d, cosec. (2K?t±,i)=±cosec. a. 
CO~. 2 7r - I ___ ., , 

sen ( 1. K + 1) 'iT - º} • J - -, - , · i cosec \_ (:i K-+- 1 ) -:.--+-,i'= ....,_ cos.ec. ,l 
· _ - s=n. [(2 K-1-1) '7l'±a]=::¡::sen. a, cos. [(2K+ 1) 'i'i'±a =-cos.a, tang. f(2K+ 1) '7?'±tt]=::!:::r.ing. a, cot.L(2K+1),;¡+a]=±cot.s1, sec,l\'lK+iJ,;,r±a_.,=-sec .• i, · -1 

cos.(:,1,K+1)'7l'=-1 · 
seo. - a= - s~n. a I cos. - a= cos. a, tang. - a==- tang. a, cot. - a== - cot. a, sec. - a:::: sec. a, cosec. - a= - cosec. a. 
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les ha reunido en el cuadro siguiente con otras qne se de· 
ducen de ellas por métodos fáciles de imaginar. Los nú
meros que se leen al lado de cada fórmula señalan los ar
tículos en que han sido halladas, ó de los cuales se las 
puede sacar *· 

* El cuadro que presentamGS no es el del autor; tiene otra orden 
en la colocacion de fas fórmulas, y está muy aumentado. 
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3 o. Ha:blemos ahnrn _de b apEcacion de las tablits 
trigonométricas á 1n resolncton de los tri.íngnlos, para lo 
cual es menester recordar q uc, por medio de estas tablas, 
c □ ando se conoce un ál!gtt!o, cambien se conoce el valol' 
de su smq, coseno, t,tngc:nte y cot.wgente; y que red pro; 
camente cuando es dado el valor de una de estas tíneast 
el del arco debe ser mirado como dado. 

Fig. I 2. Sea CDE, fig. I 2, un triángulo rectángulo en D; 
desde uno de los ángulos agudos C descríbase, con un ra
dio igual al de las tablas, el arco AM, b.íjese PM perpen• 
die u lar á AC, y tírese la tangente AN; de este modo ten
dremos form;1dos los dos trifoo-nlos de la, tablas; á sa
ber, CPM, que será el de lo; senos y cosenos, y CAN 
el de la tangente y secante. Uao y otro serán semejaa
tes al triángulo propuesto, y comparándolos co!l este se 

f 

sacara 

CM:PM::CE:DE} ó {R:sen. C ::CE:DE 
CM: CP : : CE : CD R : cos. C : : CE: CD 
CA:AN::CD:DE ó R:tang.C::CD:DE , 
Como el ángulo E es complemento del ángulo C, 

se tendrá cos. C = sen. E, las dos primeras proposiciones 
pueden reducirse á nna sola, y enunciarse asi : Et 1·adfo 
es al seno de uno de los ángulos agudos del triángulo rec .. 
tángulo propuesto J como la hipotenusa es al lado o_puuto 
á este ángulo. 

La tercera manifiesta que el radio es á fa tangente 
de ttno de los ángulos agudos del triángulo rectángulo pro
puesto, como eJ cateto adyacente á este ángulo es al cateto 
o_puesto. 

Como el radio .es siempre dado bastará conocer dos 
de los otros tres términos de cada una de las proporciones 
que acabo de enunciar para hallar el que resta. Asi pues 
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por la primera se determinaní una de estas: la lzipote11usa, 
un cateto y un ángulo agudo cuando se conozcan dos. 

No debe extrañarse que hayamos dicho sirnplemente 
un ángulo agudo, siendo asi que la proporcion exige que 
este ángulo sea opuesto al lado dado ó buscado, puesto 
que uno de los ángulos agudos hace hallar inmediata
mente el otro; y por consiguiente si el que se conoce ó 
que se busca no llena esta condicion puede emplearse su 
complemento. 

Por la tercera proporcion se determinará siempre una 
de estas tres cosas: los dos catttos y un ángulo aguda cuan
do se conozcan las otras dos. 

De lo dicho se infiere: r.º que conociendo nn lado y 
un ~ngulo de un triángulo rectángulo pueden calcularse 
los otros dos lados: 2,º que conociendo dos cualesquiera 
de los lados pueden calcularse los ángulos agudos. 

Estos dos casos no comprenden aquel en que, cono
ciendo dos lados cualesquiera, se busca directamente el 
tercero; pero este se resuelve fácilmente por la propiedad 

-2 -2 

conocida del triángulo rectángulo que da CD+ DE :::: 

CE
2

, y de la cual sald CE~ V CD 
2

+DE
2

• 

Si foese conocida la hipotenusa y un cateto, tal co
mo DE, se tendria para valor del otro cateto la ecuacioa 

CD= V CE:t-DE°: 
-• -a 

observemos ahora que CE -DE =(CE+DE) (CE-
DE), sustituyendo este valor en la ecuacion anterior, 

esta se mudará en CD=V (CE+DE) (CE-DE), de 
la cual tomando los logaritmos se sacará 

TOMO IV. F 



Fig. 13. 
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t CD=! [l(CE+DE)+l(CE-DE)] 
Cuando se coiistruycn fórmulas que deben servir 

para el cálculo numérico, es preciso tratar de disponerlas 
de modo que se las pne,da aplicar cómodamente los loga• 
ritmos, esto es , qt1e nos ha Hemos obligados lo menos po_
sible á pasar de los logaritmos á los númercs, y de repa 4 

sar de estos á los primeros. Si aplicamos los logaritmos á 
la investigacion de CD, tal cual se presenta en la pri~ 
mera exp:esion, se conocerá .. claramente el objeto de la 

•, ' 

-presente nota. 
• Terminaremos esta exposicion de los principios que 
sirven p::tra resol ver los triángulos rectángulos, observan
do que los dos casos trntados últimamente se resuelven 
por las proporciones referidas al principio de e~t~ artículo, 
porque: 1, 0 si conociendo CD y DE se qms1ese hallar 
CE, se podria calcular uno d~ los ángulos agudos, C por 
ejemplo, por la proporcion R ,= tang._ C:: CD : DE; ha
llado e~te ángulo se calculara 1a hipotenusa CE por la 
p;·oporcíon R ~: sen. C : : CE : DE, en la cual se conoce. 
rán los tres términos Rf sen, C, DE. 

· 2. 0 
• Cuando se conozca la hipotenusa CE y uno de 

ios otros lados, CD, por ejemplo, se calculará el ángulo 
agudo opuesto al lado buscado por la proporcion R: sen. E 
ó cos. C ~: CE: CD; des pues se hallará el lado DE por 
la proporcion R: sen. C:: CE: DE. 

3 1. Lo que acabamos de decir ~obre 1-os triángulos 
rectáncrulos podemos reunirlo de un 'modo cómodo, de-º ' 
signando sus ángulos por A 1 B, C, de los rnales A sea 
el recto 1 y llamando a, h, e los lados opuestos respec~ 
tivamente á cada uno de estos ángulos, asi como lo mani
fiesta la fig. I 3. Se tendrá por el· primer principio 

R : sen. C : : a : e, R : sen. B : : a : b 
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de donde sale 45 

t sen. C h sen. B 
---,-==---. 

a R a R 
Eliminando a de estas dos ecuaciones, lo cual se Jo .. 

gra dividiendo cada miembro de la primera por su corres
pondiente en la segunda, se hallará 

e sen. e 
-=--; 
h sen. B 

sen. e y como sen. ] = cos. C, y ademas -- == 
COS, C 

resultará 

e tang. e 
-¡;=-y-; 

tang, e 
R 

ecuacion que representa el segundo principio enunciado 
ya en el número anterior. 

En fin, si se cuadra cada miembro de las dos prime
ras ecuaciones, y se añaden despues cada miembro con su 
correspondiente, se tendrá, observando gue 

sen.2 C+sen.
2 

B=sen. 2 C+cos.2 C=R2 (ro), 
la ecuacion 

c2 h"' ·., ~ !J . -!t 
-,+-= r, o b +e =a. a a• 

Se infiere de lo dicho que las dos ecuaciones 
e sen. C b sen, B 
=---, ----ª R a- R ' 

h.lstan, junta mente con la relacion que existe entre los 
ángulos B y C, para resolver todos los casos de los trián
gulos rectángulos. 

3 2, El principio sobre el cual está fonda.da la reso
lucion de los triángulos rectángulos conduce á la de los 
triángulos cualesquiera. Bajando desde el ángulo B del 
triángulo ABC, fig. 14, 1ma perpendicular BD, se for-

" 
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marán dos triángulos ABD, BDC, rectanguJ9s en D; se 

tendrá en el primero 
R : sen. A : : AB : BD 

y en el segundo 
R : sen. C : : BC : BD, 

lo que dará 
RxBD=sen. AxAB, RxBD=sen. CxBC, 

de donde se sigue 
sen. AxAB=sen. C.xBC ó sen. A: sen. C:: BC: AB. 

Cuando la perpendicular cae fuera, el ,fogulo C no 
es comun ar'triángulo ABC y al triángulo BCD; pero el 
ángulo BCD y el ángulo BCA valen juntos dos ángulos 
rectos, y tienen el mismo signo ( i 2.). 

La proporcion obtenida anteriormente se puede conM 
vertir en principio general, y enunciarse asi: En un tri• 
ángulo cucilqufrra los senos de los ángulos son entre sí co
mo los lcidos opuestos á estos ángulos. 

3 3. La misma proposicion se demuestra tambien del 
modo siguiente, que pa11ece mas an{ilogo á 1n idea que 
hemos dado de la trigonometría en los n(11ns. I y 2. > 

Supuesto el triáng11l0 ABC, fig. r S, se le circuns
cribirá una circunferencia de círculo; despnes si se descri• 
be con centro en O, y un radio igual al de las tablas, 
una circunferencia de círcu_lo abe, y se u nen por rectas 
ab, be y a,· lo~ puntos en que los radios AO , BO y CO 
encuentran ·1a circunferencia de las t.iblas, se form¡irá un 
triángulo abe semejante al· propuesto, y cuyos lados ab, , 
be y ac se deducirán de las tabla5. 

La semejanza de los dos triángnlos ABC y abe re• 
suha evidente cuando se nota que las rectas ciO, bO y 
cO son iguales como ·radios de un mismo círculo, y tl ue 
lo mismo les sucede á las rnct~s AO, BO, CO; ahora bien,' 
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los triángulos AOB, BOC y AOC tienen sus 1ados AO 
y BO, BO y CO, AO y CO, cortados proporcionalmente 
en los puntos a y b, b y e, a y e, y por lo mismo las 
rectas AB y ab, BC y be, AC y ac, son respern va
t11ente paralelas: luego se tendi;ij 

AB : BC : AC : : ab : be : ac, 
ó : : ½ ab : ½ be : ½ ac. 

Esto supuesto, los ángulos del triángulo abe tienen 
sus vértices colocados en la circunferencia~ y son medidos 
por la mitad del arco que subtende el lado que le es res
pectivamente opuesto, y cada uno de estos arcos tendrá 
evidentemente por seno la mitad de este mismo lado ( I 4); 
luego 

½ ab=sen. c=sen. C 
½ bc=sen. a= sen. A 
f ac=sen. b=sen. B, 

y por consiguiente 
AB : BC : AC : : sen. C : sen. A : sen. B. 

La cornparacion de los AOB y aob manifiesta que 
AB : ab : : AO : ao, ó que AB : 2 sen. C : : AO: aü, esto 
es, que cada lado del triángulo ABC es al doble del seno 
del ángulo que le es opuesto, como el radio del circulo cir
cunsedto es al de las tablas *· 

34. Si designamos :orno en el núm. 3 I los tres ángu
los A, B, C, y los lados respectivamente opuestos á cada 
uno de ellos por a, b, e, fig. 16, se tendrá, segun lo 
que precede, las proporciones 

* S.i podria considerar las líneas ab, be y ac como los senos mis
mos ,de estos án~ul?s A, B, C, con solo t(lmar por unidad al diámetro 
?d, circulo ab, ; as1 e;; como Mr. Carnot los ha present?do en s11 obra 
rnt1tu!:ida Gen:nctrfo de_Posicion. Se 1181\a alli, segun esta dtfinici,)11

1 

una dem,,strac1011 muy simple y eleg:;nte de la proposicion dd núme• 
ro 11 y de sus principales con·secuencias, 

Fig. 16. 
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sen. A : sen. B : : a : b 
sen. A : sen. C : : a : e 
sen. B: sen. C:: b: c. 

De las cuales se deducirán las ecuaciones 
b sen. B e sen. C e sen. C 
4 = se1.1. A 1 

-;; == se~ A ' b - --;~-:-If • 
Se resol verá inmediatamente por est1s proporciones 

un triángulo: I .º cu,mdo en él sf! conozcan dos cíngulos y 
un lado; puesto que entonces todos los ángulos serán da. 
dos, y que los lados buscados serán precisamente opues
tos á dos de estos ángulos; si, por ejemplo, a fuese dado 
así como los ángulos B y C, se restará la suma de estos 
ángulos de dos rectos para tener el ángulo A, y las dos 
primeras proporciones harán conocer los lados bmcados b 
y e: 2. 0 cuando se teng¡;t 1m á11g-tt!o }' dos leidos, de los 
ciwles uno esté opuesto al ángulo dado, por ejemplo, si 
los datos son el ángulo A con los lados et y b, se calen. 
lará el ángulo B por la primera proporcion, y conocien
do entonces dos ángulos, estaremos en el caso anterior. 

Hay aun dos casos que, no hallándose comprendidos 
en los que acabamos de examinar, pnrecc que no pertene• 
cen al método: y son aquellos en que se conocen dos la
dos y el ángulo comprmdido, 6 los tres lados; uos ocu• 
paremos de ellos sucesivamente. 

3 S • Supongamos se conozcan los lados a y by el án~ 
gulo comprendido c. Pónganse las ecuaciones 

e sen. e e sen. e 
-----, -=-·--ª sen. A b sen. B 

bajo la forma 
e sen. A=a sen. C, e sen. B=b sen. C, 

con el fin de añadirlas miembro con miembro, y des pues 
restarlas una de otrn; hecho lo cual se hallará 
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(a+b) sen. C=c (sen. A+sen. B), 
(a-b) sen. C=c (sen. A-sen. B); 

49 

si dividimos el segundo resultado por el primero, el Indo 
incógnito e desaparecerá , y se tendrá 

a-b sen. A-sen. B 
a+b sen, A+sen. B 

pero hemos visto ( 2 7) que 
sen. A-sen. B 
sen. A+sen. B 

tang.-¡} (A-B) 
tang, f (A+B); 

se concluirá pues de lo dicho ... 
a -b tang. ½ (A-B) 

*; 
a +b- rnng. ½ (A+B) 

de la cual se deducirá la proporcion 
a+ b: a -b:: tang. ½ (A +B): t::mg. ½ (A-B), 

que se enuncia asi. La suma de dos lados de 1m trt'éín
gu!o es á su df(erenci,r, como la t.mgente de la mitad de 

la suma de los ángulo'S opuestos á estos lados es á la tan
gente de L1, mitad de m diferencia. 

Tedo es conocido en esta proporcion, á excepcion de 
A - B ; pues si se resta de dos ángulos rectos la medida 
del ángulo conocido C, 1a resta será el_ valor de A+B; 
tomando por consiguiente el valor de tang. ½ (A-B), se 
obtendrá 

a_;_b 
tang, ½ (A-B}== ~b x tang. ½ (A+B). 

Conociendo de este modo ½ ( A + B) y ½ (A...;.. E), 

,¡. Se puede, si se _quiere , para mayor brevedad , 11acer la pro-
porcion. 

~:/,::sen, A: sen. B (3 2), 
de la cual se saca inm~di.ttam.:nte 

a+b: ,-i-b:: sen. ,\-1-se11. B: sen. A-sen. B; 
y se condui, :í p, r d 1°úm. 26 {i por las ;:cuacionl!s cld núm. 2.7 

a+b: ,1-b:: t<1ng. ½ (A+B): tang, 1 (A-B). 
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si se añaden se sacará 
i- (A+B)+:J: (A-B):=A; 

y si se resta el segundo del primero, resultará 
½ (A+B)-½ (A+B)=B; 

esto es, que el ángulo mayor se sacará, a1íadiendo la mi
tad de la diferencia á la mitad de la suma, J el menor 
restando /a mitad de la diferencia de la mitad de la suma. 

Cuando se haya calculado todos los ángulos, se ha
llará el tercer lado por la regla del núm. 3 2. 

3 6. Tambien puede hallarse inmediatamente el ter~ 
cer lado, bajando una perpendicular sobre el uno de los 
lados dados; por ejemplo, desde el ángulo A sobre el la
do dado BC I fig. r4- Se tendrá, por la propiedad cono-

-~ -~ -~ 
cida de los triángulos oblicuángulos, AB =AC +BC ::¡:: 

2, AC x DC, en cuya ecuacion debe tomarse el signo su
•perior cuando la perpendicular cae dentro del triángulo, 
y el inferior cuando ella cae fuera; ademas en el trián
· gulo rectángulo BDC se tendrá (3 o) DC =BC xsen. 
D BC = BC cos. C , haciendo R = I : se con el uirá pues 

de aqu.i AB,,.=AC•+nc''-2. ACxBCxcos. C, y por 

consigniente 

AB _ V AC,,. + BC
2

-2 AC. BCcos. C, 

.fórmula que equivale, segun la n9tacion establecida, á 

c=V 1-:i'2+b2
- 2 ab cos. e, 

y dará el lado e por medio de los otros dos a y b y el án-
gulo C. Un solo signo basta para el término 2. ah cos. C; 
porque cuando el ángulo C es obtuso, su coseno es nc
@ativo, y cambia por consiguiente el - en+, como lo 
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exige la construccion geométrica. 
3 7. Esta fórmula no se presta cómodamente al cál

.culo logarítmico; pero se sabe que 
cos. 2 C= I - 2 sen. 2 e ( 27)' 

lo que dará 
cos. C = I.- 2. sen. 2 ½ C, 

1 

con solo escribir f C en lugar de C; y por esta trasfor-
macion se obtendrá 

e~ V a'+ b~- 2 ab+ 4 ab sen.' ½ e= 
V (a-b) 2 + 4 ab.,sen.2 ½ C. 

, - .. . 2 s.en. 1. C . ¡-
St hacemos· ahora · "' · v ab = tang. ", re-

sultará 
, a-b 

e==. 'V(~~b y..;;.(a--b)2 tá1\g. 2 
c1. 

. 1----a-b 
c=(a-b)v 1+tang. 2 c1.:::::: --, 

. cos. d. 

I I ) , puesto que cos.a:::::--· = --:::::::====. Se calcu ara 
sec. c1.. ✓ I + tom. •e1; 

fácilmente t~~j.'il. por I~ f6¡mnla.tang.:a= 2 sen,½ C v' ab; 
a -"-b 

y cuando se conozca 11., se tendrá ~ por la segunda 
a-b 

e=---*· cos. (l 

. l ¡ ' , 2 sen. ½ C _ 1- . 
lf- Cua sea e motivo por que se suponga -·-- -· y ab= tang .. «, 

a-h 
en la ecuacion e= V-,-(a ___ h_)..,...'_+_4-ab-se-n,'t C ~ se infi,re de que 
teniendo necesidad de buscar el logaritmo de. Jo que· hay ddiajo del ra
dical en el valor de e_ para tener dicho valor, y 1.o. que hay es un hino~ 
mio, es preciso darle una forn13 monon1ia , lo cual sé co1,sigüe multi
plicando y partiendo por (a--,- b )Í, lo que está debajo del radi,a!; con 
lo que _. _______ _ 

e= V (a-b)' r + (-1{~-sen:;;,~-) 
TOMO JV. G-
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3 S. La ecuacion e= V a' +b' ~ 2 ab cos. C, hace 
conocer el ángulo e ct1ando sean dados. los tres lados a,, 
b. e; pcrqu{: elevando. al cuadro cada uno de sus miem
bros,. saldrá 

aº+ b" -/::::: 2. ah cos. C, 
de la: cual sale. 

a'J,+b'-c' 
cos. C=. · ; 

2 ab 
pero tomo esta ect.rndon es. poco cómoda para el cálculo 
logarítmico,. es. necesario busq¡.r otra. 

S• 'b z i 
1 se esw e ~ c. por e, y que se ponga I,,-;·~ sen. " 

en lugar de cos .. e ( 2 7) ,_ se. tendrá esta expresion 
cº--a~-:-bº 

2. sen." C1 
:= I +-----

2 ab·· 

"I / 4 ab sen! f C _ 
=(a.-h), V 1+· ( '"b. ; - a-- ). 

·----- l 
y como 1¡/ :r. + tang_.' "-= ---- , 

' cos. «,_, • 
· rendremo~ que comparar-_____ 

-'.11 / l +- 4,1b sen.• f·G • /----
V (a.-b y con V l + tang. 2 

et ' 

lo cual exige que 
4 alfsen. 2 ½ e > 

( 
4 

_ b i:-- = tang. et 

Ó, que- $ e . ' ' z. sen. ,- · _ ¡,-
- b V "b=tang. et: 
a-

JJOr cuyo medio et valor de 

li ~ V'_(_a __ .,..! -b-)-.,+-4--a-lr---se-n-."'-i-C-,, tema la forma 

. ( , I 
1- t= a-Ji}:.:...-, 

cos. CI, 

a-b 

cos. a 

....., 
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c'-a2 -b2 +2ab _c'-(a-b)'. 
2 ab ___ - 2 ab 

_ (c+a-b) (e- a+b) 
2 ab ) 

y por consiguiente 
' . ' 

sen.!!, C' (c+a-b)(c-a+b) 
4ab -

(c+a -b) (c-a+b) 
2 2, 

ab 
pero es fácil ver que, 

c+a-b 
2. 

c-a+b 

c+a+~ ------b, 
2 

c+a+b 
2 2 

53 

por consiguiente, si ~e hace e+ a+ b = s, se inferirá to
mando la raiz cuadrada, y poniendo½ C en lugar de C', 
la ecuacion 

sen., f C ~ V ~ ~ s - a:} f s - b? 
fórmula que conduce á la regla siguiente: 

Para hallar tin ángulo de un triángulo) cuando se 
conozcan los tres lados, se procederá asi: de la :semi-suma 
de los tres lados réstcsc sucesfvammte tctda uno de los · 
que comprcttde el ángulo buscado; multipliquense las dos. 
restas entre si; div;dase este pt'oducto por el de los la
dos que c&mprendm el ángulo buscado, y t6mcsc la raíz 
cuadrada del cocimtc; de este modo tendrel'l10s el uno 
de la mitad de este ángulo. ' 

39. La solucion de todos los casos de los triángulos 
oblicuángulo!i no depende, como se ve, sino de las tres 
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reglas enund.idas en los números 3 2, 3 5, 3 8, y está 
fundada en el prii1cipio que nos sirvió de base para la 
resolucion de los triángt:los rectángulos en el núm. 3 o: 
será pues fácil, con un poco de atencion, de retener estas 
reglas; y el c~lnilo de los ejemplos que daremos en este 
número basrnr~ pai;a poner al lector en estado de apli-
carlas. · · 

Antes de exponer los ejemplos de la resolucion de 
los triángulos rectilíneos haremos la observacion siguiente, 

La ecuaciou 
aº+ bº-cº 

cos. e=: 
2 ab 

nos dice que _en todo triángulo rectilíneo el foseno de 1m 
4ngulo es igual á la suma de los cuadrados de los lados 
que forman dicho ángulo, menos el cttadrado del lado 
opuesto, di'"Vidido todo;por dos veces el rectángulo de los 
lados que formai-z el dngt1lo de qtte se trata; p~r lo mis;. 
mo de rnalquier triángulo rectilíneo se podrán deducir las 
tres ecuaciones 

h"-+01 -a' . , a2+c2 -:--b2 

cos. A=--- --, cos.B=-----
2 be 2 ac 

a 2 +b2-c2 

cos. C::-----
2 ab 

Ellas resuelven todos los problemas de la trigonome• 
tría rectilínea, pues son tres ecuaciones entre- las seis can, 
tidades a; b, e, A, B, C; en .el cuso de 9ue se den los 
tres ángulos A, B, C para hallar los tres lados, ellas con
ducen i una ecuacion indeterminada entre dos de las Lres 
cantidad'tJs desconocidas a, b, c. 

Esto era preciso foese asi, ptres cuando . se ·dan los 
tr:es ángu:los· 'hdy-11na infinidad de triángulos semejantes 
que satisfacen á .la cuestfon,, lo cual está ,bien e;xpresado 
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por 1-a indtterminacion de la ecuacion final. 
, ' Dichas tres . ecuaciones encierran los principios qúe 

sirven para la resolucion de los triángulos rectilíneos, lo 
cual no debe extrañarse, pues para hallar en el núm; 3 6 
el valor de AB, y .por consiguiente: sacar las tales . ecua.- · _ 
ciones , nos hemos valido del pri.ncipio del núm. 3 o, del 
cual se· han dedt1cido lós <lemas .. 

Para dar un ejemplo de lo que hemos anunciado, to
maremos· el de la pr~)1ardonididad de los lados con los se
nos de los ángulos opuestos, y ver~mo~ como él se ded11-
ce de fas tales ecu.1é1o~es·. En 'éfecto, se sabe que sen.' Á. 
= R 2 

- cos.• A, introduciendo·· por· cos. A' sa valor 
b2+c2-a2 

, • , • 

--.- , y reduciendo el entero a la espec¡e ,drl 
2-bc· 1111 ,, • ,, , ., - •• · ·-~ 

quebrado que Je, a-compaña, :saldrá···: ; , : .. 
' · · · ·b' . 2 

· ·(b2 
• •)• ,'; ,.,,; i A' '·R•''··4· . e...,.. -¡-,e -a. sen. = , , . 

· · . · ', ! , , , : · . ' · · ·4 b' e' . 
. R~ .. (., 
--- .2 b2 l+ 2 ~• a•+ 2 a• cº-:h4

- c4.:.,..a+). 
; ·4 b2 ,· " : : ' 'l. - ' ' '. • 

luego: ,.,... . ........... , ... .,... -· • 

se~.-,~ :·~ ::Vé 1f,>/-ii~ 'i ~;~·2;;; 'c•.:..f/t...:.,4.:_é); 
·a· ... 2abc 

y comd; el. s.egundo miembro de esta ecuacion está comp 
puest~. de 'h1$ ca:nticJ?de's a, b, e ·de :un 'modo semejante¡ 

, d . ,1 , l . sen. B sen C 
querra esto em que e sera e_ rmmo para--¡-,-;-:, 

por: consiguiente se podrá escribir 
, s.en. A sen~ 13 : sen. C 

· ::• ·, ,:li•a~ -b-=-.-,-_ -,. 
que es el resultado que íbamos á bmcar ( 3 2). 
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•Ejemplos de- ia rcsolucian de /o¡ triáitgulos reétángulaf', 

I .º Conociendo en el triángn1o rectángulo BAC, 
Fig. I 3· .. fig. 1 3 , la. hipotenusa a y un lado e, hallar el ángulo G 

_opuesto á este lado;,·supongamos que la hipotenusa a::::i: 

13vª~ª5178, el ladoc=7~357.Se tendrá (31) para de• 
terminar sen. C la proporc1on 

a: e: :.R: sen. C 
., : e·¡ Rxc 
o sen. =--; 

a 
y tomando' los logaritmos, ·se sacará i 

. l sen. C:=lR+lc-la. 
-#/1 Para mayor se'ncillez 1e hacé comuninente .el ra.dm 
igual á.j_a unidad; su logaiitmo es-e:tfflfnc~s_ cero<'y por 
lo mismo no'"-es nec~ig_.tjetler <:uynta con ~l ; ademas en 
lugar de efoctüi~ sustfác~es, se emplean los com
pleme~tméticos, cu6'-a teoría se hatla-expues@_ al fü1 ............... , .... ,....__ 
~s Elementos de Algebrá: V i5ase aqüi la opera.cion 

le =l 7,3 5 7:::::: ......... '. .......................... 0,8667008··! 
comp. ar:it. la= comp. arit. l I 31 r78 = 8,'880 IS o S 

suma 6 long. sen. C= ........ ~ .... 9,746 8 5 I 3 : 
que en las tablas corresponde á long. sen. 0 3° .... 56' ... _~ 

11 
I 2 ,71 
luego C-:-33" ... .-5.6' .... I 2",7;. 

2.º Conociendo el ángulo C y la hipotenusa :a s~ 
puede hallar el lado b; para esto supongamos C:= 2.8º ...• 
13' .. ,.2.4

11,a= 33~2.5 3, el lado ble hallaremos por la 
proporc101l .. . 

R; sen. B 6 cos. C:: a : b, 
de la cual sala 
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. ·a,xcos •. e 
b= R i 

57 

y por lo tanto . 
lb= la+ l cos. C-lR == la + l cos. C ; 

pero, Ia:=/33,253= .......................... , 1,5:u830S 
l e-¡ 8º· . / 11 6 COS. - Cos. 2 ...... I ~ .,.,2.4 := 9,94503 5 

suma o' lb= ........ ............ 1 i~4668664 
que en las tablas'corresponde a', log. 29,299; 
lu.ego~k =-297299. con .diferencia de menos de una, mi• 
lésim_a~ '. ·-:.(· . 

3.° Cono'ciendo.;él Iado· e= 5;39 I y el ángulo 
B.= 6 8º ;; .• 2 r' ..... r o"t podremos hallar el lado b. Para 
lo cual se tendrá 

, • • • ,. • . ·-
1 

• ·.. ·R:: tang-. B·: : e : b''F' ,, : 
de la cúal sale · ' 

11 '-t-Xtang.B ·,· 
h=.. R ' 

6 . : · lh=lc+l t:mg. B~lR; , : · ., · 
pero" /c . .,...:.2 S\39 I ..::_ ' . .-::: .. ;,,.'. ••• ·,·.: ... : .•. ~ .. :.:, ·0,7 3166 9 3 
.~: ltáng;:B ¡ l tkng'.•6,86 ... 2?~ .• 1t/';_t:b;4013 3'89 

suma o' lb= ............... ~···J-l,~.33ªº82; 
por consiguiente b::::: I 3~ S 5 3 ; con diferencia de me.nos. 
de una milésima& -

l.º' Conociendo, en el triángulo ABC, fig. I 6} el Fig. 1 6. 
lado e, y los. ángulos A-y B, hallar el lado b. 

Sea: pues A:= 9 6°oal 31 
••• 16"..B=4 5º ... 0 1 ••• 1-7'\ e.:::: 

2.7:348; 



5 8 ELEMENTOS 

el ángulo Cserá igual I 80º-( J\+ B) = 1 80º- I 4 rº .... 
13' 33" o' e·- ·sf) 6' // •... ' .••. - 3 '' 1 ''4 ·•·· 27 ' 
y se tendrá ( 3 2. ) , 

1 
· sen. C: sen, B:: e: b, 

de la cual. sale 
bj ;ex sen. B ··· 

- sen. e ' 
y por lo mismo 

lb=lc+ l sen·,' B.:.../ sen., G; 
pero lc...:..l 27,348-· ... ; .......... «.; ........ · ... ~r,43-69256 

l sen. B=l sen. 45º .... 0 1
, .. ,Il= 9,849;p,08 

cornp: arit. Fsen. C' . comp. ari"t. l:sen:,38P ·: · ; 
6' // ..... 4 ..... 27 =., ........... , ....................... ',0.,2032507 

suma o' lb-=. ..... ii• .. •··" ..... r r,4896971, 
que corresponde en las tabl~s al lag. de 3 g;&8·~k, ,; ); 
luegob=30~88 r COll diferencia de menos de una milésima. 

2.º Conociendo en el tiíángulo ABC los dos lados 
a, b, y el ánguJo comprenqido c,,se7_p\de el tercer lado 

c. Sea pues_ a= 2. s: 44 2, "h-:- I 7:,80.3, e =·.?tt~ .. ¡. I 7,~~-·" 
2 5 '', 6; se ernpezará primero por hallar .los otro~ .ápgulos. 
Para lo cual se tendrá ( 3 5) 

A+B a+b: a-b:: tang. · 
, .. ,, . 2 

.A-B 
:tang. ---

2. 
de esta proporcion sale 

y 

( 
A+B).. . 

A-B _tang. -. -
2

- (a-b_) 
tang. ----

2 
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nc1·0 A 'Jt B-1i::on--C-180º-"""8º I,... 1 25!1 6--.[ .. l. ·- - u - / .... / .... ' -

º ' ,1 A + B º i ,: 
IOl ... ,42 .... 34,4y---=50 .... 51 .... 17 ,2 

2 

a+b=28,442.+ 17,803=46,245, 
a-b == 2 8,4-42-I7,803 = I o,6 3 9, 

A+B , 
l tnng. --=l rang. Soº ... S 11 

... 1711,2=10,08 9 3 8 r 3 
2 

l (,t-b)=l ro,639= ........................... 1,0269008 
comp. arit. l (,z + b)= comp. arit . .l4 6, 2 4 S= 8, 3 349 3 S 2. 

, A-B 
suma o ! tang. -.--· = ...... 1-9,4512173 

2 

que corresponde en las tablas a1 log. tang. I 5 º .... 46' ...• 
5 411,66. 

L A+B . A-B ' º g1 i1 8 6 A uego--+--==A, da 66 .3 .I I ,· = , 
2 2 

A +B A-B / t JI 
y ------=:B,da 35° .... 4 .... 22 ,54:=B. 

2 2 

Ahora bien, para determinar el lado e se tendrá la 
proporcion 

-sen. B :sen. C:: b:·t, 
de la cual se deduce 

bxsen. C 
c=.----

sen. B 

y le = lb + l sen. C - l seh.: B; 
pero lb=l 17,803:= ............................. 1,2so4932 
l sen. C=l sen. 78° .... 17' .... 25°,6= ....... 9,9908665 
~Jfnp. arit. l sen. B =comp. arit. l sen. 3 Sº 
. . ~ ,r' 6 .... 4 .... 22 ,54= ................ ., ........... ·0,240 203 ___ _..., 

suma,/ le .......................... -l'I,481,9800 
que en las tablas corresponde á log:1ritmo de 30,338; 
luego e= 30:3.38. · 

'l'0MO IV, H 
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3. Conociendo en el triángulo ABC los tres lados 
a, b, e, h::ilbr el ángulo A. 

Sean a=29~:::i37, h=:.18)43, c=13:782. 
Segun el número 3 6 se sumarán los tres Indos, lo 

cual dará 6 1~562 ; y de la mitad 3 0,7 8 r se restará su
cesivamente b, e; se tendrá por restas D,038 y 16,999: 
ahora bien 

l 16,999==·········· ...... , .................. 1,2304234 
l 12.,038::= ................................. 1,0805543 
comp. arit. l I 8,743 = ................. 8,7271609 
comp. arit. l 13,782 = ................. 8186,)6878 

sutna == .......................... I 9,8J,tJ8 :i.64 
cuya mitad, o' l sen. A= .................... 9,949413 2, 

que en la tabla correspondeá log. sen. 62º ... 52' ... 45'',18 
1 A 6 o 1 .// 8 uego == 2 .... 52 .... 45 ,1 • 

40. En una obra de la naturaleza de esta no cor• 
responde manifestar la inmensidad de aplicaciones de que 
es smceptible .la trigonometría rectilínea; por lo tanto nos 
limitaremos á indicar la solucion de tres cuestiones que 
pueden mirnrse como la base del arre de levantar planos, 

V <fase el enunciado de la primera. 
Suponiendo dada de m:,:ignitud y posicion sobre un 

plano una línea AB, fi g. I 7, se pide determinar, respec
to á esta línea, .lil pos!cion de pn P~1'.to C, situado en el 
mismo .pl.1119, ó Ío que es 1; mis1110, 'báll.ir las distancias 
AC y BC: . .. . . : 
. Par~ r·esol verla es necesario medir la línea AB, qp~ 
~s)a .. ba_sl¡'_ de la operacion , y los ángulos CAB y CBA 
.,, ' ¡ ~ ,.! ~ • , > e 

comprendiélos entre esta base y las líneas que jtintan sus 
extremos con el punto incógnito C; las distaná1s busca
clas AC y BC se calcularán segun la regla enünciada en 
el núm. 3 ~ ; y cuando se fas haya hall~.do'. se' construirá, 
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por medio de una escala de partes iguales, rnbrc los tres 
lados dados el triángulo ABC, que hará conocer la po
sicion respectiva de los tres puntos A, B, C *· 

Se podrá despues por la resolucion del triángulo rec
tángulo ACP ., en el cual se conocerá el lado AC y el 
ángulo ACP, hallar la longitud de la perpendicuiar CP, 
bajada sobre AB, ó de la mas corta distancia del punto 
C á la línea AB, y la magnitud del segmento AP. Es
tos datos servirán tambien para notar la posicion del pun
to C respecto de la línea AB. Del mismo modo se ha-
1laria la: situacion de un punto D, que se pudiese perci• 
bir al mis'd!o tiempo desde dos cualesquiera de los tres pun• 
tos A, B, C. 

4 I. Cuando se ha determinado el punto D respecto 
á la línea AB, midi~ndo los ángulos DAB, DBA, se ten
drá todo lo que es necesario para conocer la distancia re• 
cíprqca de los pilotos C y D; porque habiendo res u el to 
el triángulo DAB del mismo modo que el triánguloCAB, 
y restado despues el ángulo DAB del ángulo CAB, se 
conocerá entonces ·en el triángulo CAD los dos lados AC, 
AD, y el ángulo CAD q_ue ellos forman: por lo tanto 

* No tratamos aqui de la operacion de la medida de los ángulos, 
pues se aprende mas reflexionando sobre el instrumento mismo que 
de todo fo que puede decirse acerca de esto; y que tambien para con
cebir la posibilidad de esta medida basta imaginarse que se haya colo. 
cado sobre _el punto A el centro de un sector de círculo, cuyos ra
dios sean dirigidos segun los lados AB y AC del ángulo que se trata 
de conocer. Los que quieran ocuparse de la práctica del levantamiento 
de planos podrfa consultar el Tratarlo de Tl'igo1JometJ"Ía de Cagnoli, 
el artículo Levantamiento de planos del Diccionario de Matemáticas 
de la Enciclopedia met6dica, el Tratado de Agrimemur,-i de Mr. Les. 
pinase, y últimamente los TratadoJ df Geodnia te61·ica y práctica de 
Mr. Puissant, en los cuales se hallan los metodos mas exactos y mas 
propios para 1;1s grandes operaciones trigonométricas, asi como los por• 
menores de todo. 



b ap1ic,,cion de las regbs del número 3 5 da 1os otrc.~ dos 
img;_ilos DCA, CDA, y e! tercer lado CD, que es la di~
tancia buscrida. El ringulo DC} ... da la pos:cion di; la rec. 
t.a CD; y considerando á la AC como sernnte, la com• 

p araócn de los ángulos DCA y C.AB hace ver cual es 
l · 1· · ' r'D ' ·1 AB . a me mac:un oe '--' · respecto a a . · 

P;1rtiendo de los puntos C y D, y considerando á. la 
CD como una nueva base, podemos determinar nuevos 
puntos que no eran percibidos desde los dos primeros A 
y B: continuando de este modo de: unos' en otros, seJija~ 
rn Li posiciun respecti v.a de todos l0s·. puntos .de un pais: 
asi es como se .ha constrni:do lá. e.arta de i Francia dirigid~ 
por Ca,sini. 

4 2. La segundo cuestion de· que 110s vamos á ocupar es 
b misma prirnern, pero m.as general,• suponiendo: que el 
punto que se ha de determi.m1r esté situado fuern del: pla
no, sobre el cual se halle Já:Jfoea .AK Sea C este puµ~ 
to, fi g: I S, y ABC' el· plano que cóniiene" la líttea AB: 
h pcsicion del punto C ~erá conocida, ·si .~e tiene Ja del 
pie C 1 de la perpenJicular bajada desde este -pun·ro sobre 
el pl.ino ABC', y Li longitud de la perpendicular <:.:C1; 
c_¡ue señala cuanto el punto C está elevado encima de 
C', gue 5e llama sn pro7eccion. Eb este caso lm, ángulos 
C' AB y C'BA no son los que se miden, y sí ~e miden_ 
en sn lugar los ángulos CAB y CEA, situados en el pla, 
110 CAB, que pas.1 por la, )íne.as AC y BC. tir:.idas des~ 
de los puntos dados A y B al punto pedido; y para fijar 
la posicion de este plano, se medirii ademas el ~ngulo 
DEC gue forma la línea CB con la BD perpendicular al 
plano ABC', y por consiguiei1te

1 
paralela á la recta CC' *· 

· * CuJrido se trat~ de los puntos coloc~dos sobre la superficie ·de la 
tiurn se e"oge por el ,plano ABC1 un plano horizontal, las 1íne3s CC1 
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Se resuelve el trifogulo CBA como en el núm. anterior 
por tenerse alli los mismos datos; <lespues en e1 triángu
lo C'BC, rectángulo en C', se conoce 1:.i hipotenusa CB 
y el ángulo CBC, que es la diferencia entre el ángulo 
recto DBC' y el. árgulo medido DBC, por lo que se 
pueden. c.1lcular !Gs lados CC' y (/B. El primero es fa 
.altura del'punto Cencima del plano C'AB, y sirve jun• 
tamente con el lado AC para determinar AC' por medio 
del triángtilo CAC', rect{rngu\o en C'. Hecho esto, se 
tendrán J1s tres !.:dos dél triángulo C' AB , y el punto C' 
esr;por: CQJJsiguien:te dado, 
"'43,.lt•J?ara mayor facilidad se ha supuesto la línea AB 
en el plano, al cual se refieren los puntos que íbnmos á 
d.eter JJ.iÍnar; ict1ando., ella ,n.o. se halla allí de be, observarse 
ade~a$ :el á1)gülo DJ3A, fig. 19, que en esre caso for
nrn qQn la línea. DB p~rpendicubr al plano A 1BC 1

, sobre 
el ~ual se quiere referir el punto C. Hecho esto, se cal
c4la11, como antes, los lados AC y BC del triá{1gulo 
}¡.BC; iy los iac!q1, CC' y C'B del triúngulo rectángulo 
G'J3C¡ despues en el triángulo BA'A, rectángulo en A', 
se conoce AB y el ángu'lo ABA', complemento del án
gulo· observado DBA, por lo tunto se pueden hallar BA' 
y AA'. 

Ahora bien, si se concibe AC'' paralela á A'C', re
sultará el triángulo AC11C, rectángulo .en C", en el cu~tl 
se conocerá AC, lado calculado del triángulo ABC, y 
CC1

1 
diferencia entre las líneas CC' y OC" ó AA', cal•· 

Clllndas ante1i0rmeme; por comiguiente se pod1á hallar 

y BD son entonces t1c,•ticaln; su direcrion es dado por la del t1t11omo 
,í fªf'ell,Frnlo; el plano C1CB que paó~ pc.r esL1s línc:ir, es vntical, y 
se ha! la dctermi1,adn pc,r el punto C , q1'e se per,: ibe dtsde el ru r tr, J\ 
y por 12 línea BD. la línea C'B ,s una línea liorizontal comprecdilb 
en este pl.,no. 
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"t • , 1· AC'1 ó A'C'. De todo lo dicho resulta que el tnangu o 

BA'C' estará determinado por sus tres lados, como lo es
tá el triáne-ulo BAC' en el número anterior. 

44- Tomando arbitrariamente los lados BC, BA, y 
siguiendo el método que acabamos ~e trazar, puede c~l
cubrse el triángulo A'C'B con la mua de conocer el an- • 
gnlo C'BA', formado por las líneas EC' y BA', qu~ son 
sobre el plano A'BC', las proyecciones de los rayos v1s1rn-
1es BC y BA tirados desde el punto B á los punt9s A Y ~: 

El ángulo C'BA' comprendido por estas proyeccJo
nes es el ángulo 1·educido del plano inclinado, en el cual 
él se halla, al plano A'BC', sobre el cual se refierert- los 
objetos, y que comunmente se escoge hori~ontal.

1 

En el 
núm. 6 2 expondremos otro modo de reducir un angulo 
de un plano á otro plano; pero atendiendo á que los dos 
planos tomunmente estan poco inclinados entre sí, se· ha
ce esta reduccion por métodos aproximativos mucho mas 
cortos, para lo cual se han formado tablas de redu~cion. 

Por ahora nos limitaremos á hacer notar que ~1 se ob~ 
servasen tambien e11 el punto A los ángulos EAC, EAB, 
y se redujese por su medio el ángulo CAB al ángulo 
C'A1B, é igualmente que se calculase A'B, lo cual se 
lograria con multiplicar AB por el coseno del ángulo 
ABA', ó el seno del ángulo DBA; en tal caso, conocien
do inmediatamente los angu1os C'BA', C'A'B, y la recta 
A'B, la determinacion del punto C' entraria en lo que 
hemos dicho, núm. 40. 

No se hace únicamente de los ángulos observªdos la 
reduccion al plano horizontal: rara vez resulta q;¡;¡e el 
observador pueda colocarse en los puntos notables que se 
escogen para vértices de los ángulos, y que comun~1en: 
te son veletas de campanarios, de torres &c.: de aqm na-
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ce una nueva reduccion que s,~ llama red1ucio11 de -los 
ángulos a! centro de la estacíon. Es menester comultar 
sobre este objeto, como sobre todas las atenciones que 
exigen las grnndes operaciones trigonométricas, la obra 
de Mr. Delambre, intitulada .lWtodos analíticos para la 
deterininacion de un arco de rneridim10, y los trntados de 
M. Puissarit, ya citados. 

4 5. La tercera cuestion que vamos á resol ver tiene 
por objeto la detenninacion de un punto por la obser'Va
cion de los ángulos comprendidos entre las rectas tiradas 
desde este punto á tres puntos dados j ella se presenta 
como uno de los medios mas cómodos para colocar sobre 
un plano ó sobre una carta un punto que no esté alli 
anotado. 

Cuando se la considera en el caso mas general, se 
refiere á la geometría en el espacio, y el autor ha dado 
la solucion gráfica de ella en el Complemento de los Ele
mentos de Geometría; pero cuando los tres ángulos estan 
en un mismo plano, hay siempre uno que es la suma ó 
la diferencia de los otros dos, de suerte que basta obser
var estos para concluir el primero, y pueden reducirse 
los demas casos á este, con solo haber redncido antes los 
ángulos al plano horizontal, de lo cual trataremos en el 
núm. 62. 

La solucion gráfica de este caso ,onsiste en describit 
sobre las líneas AB y AC, fig. 20, que unen los tres Fig. 20, 

puntos dados A, B, C, dos segmentos de círculo capaces 
de medir los ángulos BDA, CDA observados en el pun-
to D, entre los puntos A y B, A y C. Las cir.ctrnferencins 
de los círc11los se cortarán desde luego en el punto que 
se las ha hecho conrnn por la construccion I y ademas en 
el punto D, que será evidentemente el punto pedido. 
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No entraremos en la discusion de los difere1-1tes casos 
qne puede presentnr el probiemn rchitiv:1mente ,Í bs di. 
versa5 sicuacic1nes respectiv.1s de lo5 puntos d,dos A, B, e, 
y del punto buscado D; solo notaremos que la suina de 
los ángulos observados indica si él está colocado dentro 
del triángulo ó hácia fuera, Eu el pri111er caso la tal su
ma excede á dos ángulos rectos; en el segundo ella es 
menor; y si fuese precisamente igual{¡ dos rectos, esta ria 
colocado sobre la línea BC. Esto es muy facil de probar 
para que nos detengamos en ello. 

He aqui uno de los modos de aplicar á este proble
ma el dkul0 trigonométrico. Los dc1tos son las partes del 
triánzulo ABC, y !os ángulos Gb'.iervados BDA y CDA: 
por lo tanto haremos 
AB=a, AC=b, BDA=x, CDA=P, BAC=:v, y por 
incógnitas tomaremos 

ABD=x, ACD=y; 
porque luego que esten hallados estos ángulos, se cono
cerán en los triángulos BAO y\DAC dos ángulos y un 
lado, y se podrán calcular todas !ns parteHp1e fa! tan ( 3 4 ). 
Esto supuesto, los triángulos BAD y DAC darán 

sen. BDA:scn. ABD::AB:AD, 
sen. CDA: sen. ACD:: AC: AD, 

, a sen . .i· 
sen. a: sen. x:: a: AD=------, 

sen. a 

b sen. J' 
sen. /2,: sen. y:: b: AD==---·•----; 

sen.(!, 
iguafondo los dos valores de AD saldrú 

a s,~n . .1,• b sen. y 
--·---- -➔-

sen. a sen. ~ 
que equivale ú 

a sen, f.?, sen . . t-b sen. a sen. y= o. 
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Pero en el cuadrilátero ABDC, se tiene 
ACD=4 áng. rec. -ADB-ADC-BAC-ABD, 

ó lo que es lo mismo 
J=4 áng. rec.-tt.,-{6-y-x; 

si hacernos para abreviar 

4 áng. rec.-c1...-/2-y=J', 
resultará 

J'=d'-X; 
por consiguiente, sacando el. valor de sen. y de esta ecua
don , y sustituyéndole en la de arrib.1 , saldrá 
~ _s~n. (2,-b sen. d.. (sen. J\ cos. x-..:os. ¡- sen . .x)=o; 

d1v1d1eodo todo por sen, x, se obtendfá 
c0s. x 

a sen. /3-b sen. a. (sen. J'·---cos. J\)=o 
. sen. x ' 

en fin, 
cos. x a sen. /2-t-b sen. e1., cos. ¡. 
--=cot. x=-------------
sen. x b sen. el sen. J' · 

Si esta ex pres ion la dividimos en dos partes, se mudará 

ea 

, 
o 

a sen. /3 cos, J' 
cor. x=---- +---

b sen. a.. sen. J\ sen. J' • 
cos. !- a sen. /6 

cot. x ---(----- 1) 
sen. f- b sen. a. cos. J\ + ; 

por último 
a sen. a 

cot. x=cot. 1' (---- + 1). 
b sen. a.. cos. J\ 

Con lo que estará la cuestion resuelta; pues conociendo 
,: , se tendrá y por la ecuacion y=J'-x. 

La fórmula que acabart1~s de hallar no se presta có
modamente al cálculo logaritmo; por lo mismo resolve
remos :l problema que nos ocupa, segun lo ha hecho 
Cagnoli en su tratado de Trigonometría. 

Los datos son los mismos que antes, y lo propio su ... 
TOMO lV, I 
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cede á las incógnitas. Ahorn bien, los triángulos ABD 
. AB sen. ABD 

y ACD dan (núm. 32 ) AD::: sen. BDA ' 
AC sen. ACD 

AD--~-; 
sen. ADC 

igualando estos valores se tendrá .. 
AC sen. ACD AB sen. ABD 

sen .. ADC - sen. BDA 
de la cual sale la proporcion 
sen. ABD ~ sen. ACD:: AC sen. BDA: AB sen. ADC, 

de la que se deduce 
sen. ABD-sen. ACD AC sen. BDA:-AB sen. ADC 
sen. A6D+sen. ACD AC sen. BDA+AB sen. 4,Dd 
y como el primer miembro expresa (n(1m'. 27) 

tang. f (ABD-ACD) · 
tang. ½ (ABD+ACD)' 

y ademas pueden dividirse los. dos términos. del segundo 
miembro. por AC sen . .BDA,,. la última ecuacion se mu-
dará en · 

rang. f (ABD-ACD) 
tang. f (ABD+ACD) 

AB sen. ADC 
I- AC un· A sen . .u 

AB sen. ADC; 
I-----

AC scn. l~DA 

. . AB sen. ADC 
y representando por tang. A el quebrado Ac·, DA, 

sen. B 
se sacará 

tang'.f(ABD-AQD) _ r-tang. A 
tang. ½ (ABD+ACD) ,' ·.,1 +rnng. A. 

S. d h " e· B "A) tang.B+tqng.A uecor amos a ora que tang. + ==--·-- . ---, 
. . 1-tang.fü:mg.A 

se tendrá hacie~do B=45°, en.cu¡yo <:as_o tang. B=: 1, la 
·¡ 

' ' 

DE TRIGONOMETRIA. 

I _·1-tang. A 
ecuac1on ---

tang. (4f'+A)- I +tang. A' 

ó I - tang. A ( 0 A) cot, 4 S + , 
1-1-tang. A 

que combinada con la superior, la muda en 
. tang. t (ABD-ACD ( º A) 

--=--"-----:::::-----::::cc:c-::: cot. 4 S + , 
tang. ½ (ABD+ACD . , 

ó tang. ½ (ABD-ACD)=tang. ½ (ABD+ACD)x 
cot. ( 4 5º+A). 

Conociendo pues el valor de ABD+ACD, que es 
fácil pot la ecuacion ABD + A CD== 36 oº..:,. BA C -
BDC,.,tambien lo es el hallar ABD-ACD por la últi
ma fórmula; por lo tanto se·podrán hallar ABD y ACD, 
y por lo mismo se tiene lo necesario para calcular BD, 
AD y CD. 

Ci.rnndo ta.ng. ½ (ABD-ACD) resulte negativa, se 
pondrá +tang. ½ (ACD-ABD) en' lugar de -tang. ½ 
(ABD~ACD). 

Nota sobre la niwlacio11. 

. Es útiLobservar_ coino. poi ined!o .... del triángulo rec. 
tángU:lo ABA', fig. ·:I 9, se.ha determinado en eLnúm .. 43 
la altura AA' del punto A sobre el punto A' que le cor
responde en el plano A'G'B; porgue si este ,último es ho, 
.rizontal, iJa, línea AA' es .en tal caso la d!ferencia'. de nivel 
entre el punto A y el mismo plano, y .por. consiguiente 
tambien entre eLpunto A y el'punto B.· 

La operacion que hace conocer esta: diforéncia se lla
nrn nz',·vdacion; se ejecuta de varios modos segun laº 11atu• 
raleza de los instrumentos que en ella se empleen, y l::t 
ex-t_e~sioq. dt lo.s espado~ .que •Se· han de,ni.velar; pero 
siempre se tiene por objeto determt"nar. cuánto un punto 

Fig. I 9. 
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está mas alto 6 mas bajo que otro en el sentido vertical, 
6 perpendfcuformmte á la superficie terrestre. E:xisten 
trat~dos de nivelaóon que el lector podrá consultar; pero 
dcb~mos advertir que desde que se posee en el círculo 
repetido1· un instrumento portátil propio para medir los 
ángulos' co.n la mayor exactitud, se puede, como lo h~
mos hecho en el núm. 4 3, h¡¡llar inmediatamente la di
ferencia: de nivel d~ dos puntos por la medida del ángulo 
que forma c,;on h1 veFtical que pasa por uno de estos pun-
to~ h recta que los une. · 

Se ha su puesto en el texto que las rectas DB y AA.' 
eran paralelas entre sí; pero esta circunstancia solo es ad ... 
misible para cuando la~ verticales se hallan en un espacio 
muy pequeño á causa de la convexidad de la superficie 
terrestre. Suponiéndola esférica, lo que difiere poco.de 
la exactitud, las verticales concurren en el centro .C, co-

Fig. 2 z. mo ro manffiestan las líneas .AC y :BC, fig. 2 1; la línea 
BA, perpendicular á BD será tangente á la superficie 
en el punto B., y la diferencia de nivel, segun }a defini
cion dada antes; será Act y no AA', 'esto es, Ta diferencia 
entre los lados BC y AC del triángulo ABC,. e·:n 'el cual 
se, conoce el lad'o AB medido, el fado BG igual ·a1 'radio 
rneoi-o ele fa tierra,. el cual es de I 1:,2 2 ·leguas, en nú-

, meros redondos-, en fin el ángi.llo B: co1;nprendido entre 
'estos lados y scipTemento deL ángnlo observado,DBA. lts.
to supúesto,, si se, hace: , 

BC:::a, AC-:-JJ, AB~i"' 
:se: obtendrá ( 3 6) 

b 'Va"+c2
- 2 .a e cos,,_B; 

y como e .es, siempre muy pequeño respecto ~:a ,·daremos 
á estn expresfon la forma:- ' ¡ · 
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b- V{ c
2

-2 ac cos. B} _a I+ 1 

a 

=•V { 1 + ~: (: a -cos. B) }-
Si ha~emos para abreviar _!_ .... cos. B = m, se podrá ex-

2 a 
traer la raiz cuadrada, y resultará 

h=avr~•;m} 
=a I +--½ ~--+&c. ; { 

cm c
2
m

2 

} 

a ª2 
y como la línea buscada A"- es igual á b - a, supondre• 
mos b=a+J';ae cuya suposicion resultará despues dlil 

c2 m2 

reducir JI= cm-½-,+ &c .. 
a 

La cantidad m y sus potencias se calculan facilmente por 

los logaritmos con solo tomar ~=cos. B', pues en tal 
2a 

c. . B . B' . . . l} T (B B') caso -. -. -_cos. =cos.. .-cos • .1>::::: 2 sen. 2 + :. 
2a 

sen. ½ (B-B'), fuego . 
· · m= 2 sen.-½ (B+B') sen.½ (B ...... B'). 

Cuando el ángulo. B es. recto t la línea BA se confunde
con BA'; y si se considerá en taI caso el punto a.\ inter
secdon de BA' y del radio AC, se tendrá e= Ba.', y J\ se 
mudara en (;l;,a.

1
, esto es, la distancia entre el punto a-' to• 

mado sobre la tangente y el punto. (;I;,. que le corresponde 
sobre la superficie terrestre, ó la diferencia entre el ni'Vcl 

aparmte J el nfvcl real. En este caso m:::: !_; así se ten9rá 
. 2/l 
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J'=----+&c.; 
. - 2.a · 8aª 

cuyo resultado hace conocer cuanto es lo que está mas 
baja la superficie terrestre que la tangente á una distancia 
• del punto de contacto. _ 

Ü?munmente se refiere primero el pun,to A á A' s?b;e 
la tangente BA'; después, á ,causa de la pequeñez del fo. 
gulo G, se mira las rectas AA' y ArJ./ como que se con
funden, y se toma por A~ la suma de las rectas AA' y 1v1,

1
• 

Podemos pasarnos sin medir la distancia AB con tal 
que se observe el ángulo EAB al mismo tiempo que el 
DBA. En cuyo caso se conocen en el triángulo ABC los 
dos ángulos B y A, suplementos de los observados, y se 

d , ·( ) b~a tang. ½ (A-B) 
ten ra 35 --=--"--'-----. . . b+a tang. f (A+B) . : . ,.:. · :: i: 

. tang. ½ (A~B) .b. __ 
Si hacemos para abrevrnr--·---=m, Y· =a 

tang. ½ (A+B) 
+ J', se hallará 

J\ 
O,"- 2 am. m, d'---, 

2a+J\ r-m 

pero -
1-== I+m+m"+&c, (Elem. de Algeb.), ',: 

1-m 
luego J\=2am(1+1n+m 2+&c.) _ 
serie muy converg~nte cuando los.ángulos AyB se aproxi. 
nian á. ser rectos. Comunmente bastará el primer término; 

Cuando la operacion es delicada, ó. qui~ra·. tenerse 
con mas exactitnd, es i:iecesario corregir los ángulos EAB 
y DBA de la 1·efraccion que experimentan los rayos de 
luz atravesando el aire, desde A hasta B: nuestro objeto 
principal en referir . .las .dos cuestiones anteriores ha sido 
para qne sirvan de ejemplo de aplicacion de las series á la, 

resolucion aproximada de ciertos casos de los triángulos. 
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CAPÍTULO II. 

DE L.A. TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA • 

46. Los triángulos esféricos, que por lo comun se 
calculan, son los que forman sobre la superficie de la es
fera tres círculos máximos que se cortan de dos en dos. 
Un triángulo de esta especie determina siempre un ángu
lo triedro; y recíprocamente de un ángulo semejante se 
deduce tambien un triángulo esférico. En efecto, sea 
ABC, fig~ 22, un triángulo esférico cualquiera, y qne Fig. 2.2. 

se haya tirado desde cada uno de sus ángulos al centro 
de la esfera de que hace parte los radios AS, BS, CS; 
los planos ABS, ACS, BCS serán los de los círculos 
máximos, sobre los cuales estan tomados los arcos AB, 
AC, BC, lados del triángulo propuesto, y estos arcos 
medirán los ángulos rectilíneos comprendidos sobre cada 
una de las caras del ángulo triedro SABC, entre sus aris-
tas SA y SB, SA y SC, SB y SC. La inclinacio,¡1 de 
dos planos se mide, como se sabe, por el ánguio recti1í--: 
neo formado por dos rectas tiradas en cada uno de estos 
planos por un mismo punto de su comun seccion, per
pendicularmente á esta línea r se sigue de aq ui que si pol' 
el punto A se tiran las rectas Al y AK, perpendiculares 
una y otra á AS, pero la primera en el plano CAS i y la 
segunda en el plano BAS, el ángulo rectilíneo IAK me-
dirá la inclinacion de estos dos planos. Es muy facil de 
ver que la línea AI será rangente al arco AC, y que AK 
será tangente al arco AB; y como se toma para el ángu-
lo que forman dos líneas curvas, el que comprenden fas 
tangentes tiradas al punto en que ellas se encuentran, el 
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ángulo IAK será pues tambien la medida del ángulo for
mado por los arcos AC y AB. Lo mismo diríamos de los 
demas ángulos del tri.íngulo; las inclinaciones de las caras 
del ángulo triedro SABC tienen plle~ la misma medida 
que el ~ángulo correspondiente dd triángulo esférico A3C, 
El triángulo esférico y el ángulo .triedro se hallan com. 
puestos de seis partes que se correspon-len, á saber: los 
tres lados del triángulo que corresponden á los ángulos 
q ne forman entre sí las aristas del ángulo. tri•~dro, y Jo¡ 
tres ángulos del triángulo que corresponden á las inclina~ 
ci,mes recíprocas de las caras del ángulo triedro, 

Euler, que se ha ocupado en muchas ocasiones dela 
trigonometría esférica, con el fin de presentarla bajo d(l 
aspectos nuevos, ha dado en 1779 * una memoria, que 
pude mirarse como un tratado nuevo de este ramo de 
las matemáticas, Su forma, enteramente ¡¡nalítica ~ no¡ 
obliga á presenurla á nuestro<; lectores I haciengo en ella 
hs variaciones precisas para apoya.rla sobre un solo prin• 
cipio, y simplificar algt1nos resultados. 

47. Todo lo que vamos á exponer sobre los triá11-
gnlos esféricos está fundado únicamente sobre la construc
cion siguiente, que es muy importante percibir bien. 

Desde el ángulo C del triángulo ABC se baja una 
perpendicular CD al plano A 'iB del lado BA opuesto á 
este ángulo; desde el punto D se tiran las lín,~as ED, DF 
respectivamente perpendiculares á las SA y SB; tírense 
despues las líneas CE y CF, que serán respectivamente 
perpendiculares á las líneas SA y SB (Geometría). Se si
gue de aqui que los ángulos CED y CFD medirán las 

,* A;ta Acad7m;3: Scientiarum Petropolitau, anno 1779, pus 
pnor: ~e?se tamb1en el Dem11Jolvimlmto de fa parte elemental d6 lift 
111atat1al1ca1, por Bertrat1d. Gmeve 1 7 '! 8. (T. u , pág. 576), 
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iriclinaciones de los planos CSA y CSB sobre el plano 
ASB, ó lo que es lo mismo, darán el valor de los ángulos 
A y B del triángulo esférico ABC. Designaremos lo~ án
gulos de estos triángulos por la letra colocada en su vér
tice, y los lados que les son opuestos por una letra seme
jante, pero minúscula; aqui, como en el número 3 I , el 
lado BC opuesto al ángulo A, será llamado a , y asi de 
los <lemas. Suponiendo el radio de las tablas igual á 1., 

se tendrá 
, CE=sen. CA=sen. b, SE=cos. CA=cos. b, 
CF=sen, CB:::::sen. a, SF=cos. CB:::::cos, a. 

:En, .eLtriái:igulqi r~ctilíneo CDE, rectángulo en D, y 
cuyo ángµlo, CED=A, se hallará 

CD=.CE sen. CED=sen. b sen. A, 
DE:::::CE.co~. CED:::::sen. b cos. A.· 

Del triángulo rectilíneo CDF, rectángulo en D, y en 
el cual el ángulo CFD=B, se obtendrá 

CD=CF sen. CFD:::::sen. a sen. B, 
DF-CF cos. CFD =sen. a cos. B. 

Igualando los dos valores de CD, se sacará, 
sen. b sen. A::;:;,sen •. a sen. B ...... (A); 

resultado que es, respecto á. los triángulos esféricos, el 
análogo del número 32. 

Es bien claro que se deben tener del mismo modo 
las dos ecuaciones 

sen. e sén. A=sen. a sen. C, 
sen. e sea, B::::sen. b sen. C. 

Ahora bien, por el punto E tírese EG µerpendicular 
á SB, y por el.punto D tírese DH parqlela á SB; de es~ 
te modo se formará un triángulo rectán.gulo HDE en 

~ ~ ' 
el cual HED=ASB, puesto que restando el ángulo GES 
del ángulo recto SED, se tendrá por resta HED, y que 

TOMO IV. K 
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,el ángu1o. ASB ó ESG es tambien 1a diferencia entre un 
.ángulo recto y el ángulo GES. De la resolncion del 
triángulo EHD se deducirá 
HD::::DE sen. DEH=DE s_en. c=cos. A sen, b sen, e; 

pero SF==cos. a=SG+GF=SG+HD; y como SG 
=SE cos. ;ESG= cos. b cos. e, se tendrá 

cos. a::::cos. b cos. c+cos. A sen. ·b sen. e; 
cuya ecuacion expresa la relacion que existe entre el lado a, 
los ot1 os. lados b y e, y el ángulo que ellos con1prenden. 

, Es. e·v:ide1ite -que considerando en particular cada' uno .. 
de estos. últimos~ se hal1nrán, del mismo-ínodo dos el:ua• 
cienes. semef antes , á la anterior; y' se foiÍtnq.r.tll ,e1~tre fas 
se.is partes del triángulo ABC las tres 'ecuaciones· .. , . 

cos. a_:__cos. b cos. c+cos. A sen. b sen;- cf 
cos. b =cos. a cos. e+ cos. B sen. 'a '·sen. e .... (B). 
cos; ;c==cos. a cos. b+cos. O;s1;11,, 1a ,sen.' ,b:. , ! . : · 

48. Estas tres ecuaciones endetran•implícitarnentdla 
ecuacion (A). Para convencerse de ello basta tomar los 
valores q_ue dan para cos. A, cos. ·B, ·cos; C / y sustituir-
los en las ecuaciohes~ · Ji, . .ii,.¡ : .· .. i , ;· - ... • 

sen. 2 A= r "'- cos. 2 A,· 
sen, 2 B= r-cos.2 B, 
sen.." C :=.1 -cos.2 c. 

Por lo que hace á la primera de ellas, se tendrá 
sen.z A= r cos/a- 2. cos. a cos. b c?s· e +cos. • b cos. 2 e 

- · sen:~ b sen/ e 
•b • • . sen. s~n. e -".'cos. a+2 cos. a cm. b cos. c-cos. 2 b cos.Z e 

scn.2b ~en/e 

(r-cos, 'b) (t-cos,•· c)-cos~•:~-c~~-?o-cns. 2,1+2 cos, 11 crs, b cos. e_ -
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multip1icando ahora los dos términos de esta fraccion por 
5eu.~a, y tomando despues la raiz cuadrada, se obtendrá 

sen. A=sen. ax 

V 1-cos.'a-cos.2 b-cos!c+2 cos. a cos. b cos. e 

sen. a sen. b sen. e 

Si para abreviar se representa por M la cantidad que 
multiplica á sen. a en el segundo miembro de esta ecua
cion, se tendrá 

sen. A== M sen. a: 
del mismo moao se hallará 

sen. B = M sen. b, sen. G=M sen. a; 
y por la eliminacion de M en estas tres ecuaciones, vol .. 
veremos á encontrar las ecuaciones (A). Es conveniente 
notar que los tres lados a, b, t entran todos del mismo 
modo en la expresion de M; esta es b razon por que M 
es comun á los valores de los se11os de cada uno de los 
ángulos*, cuya circunstancia hemos visto (núm. 39) ve .. 
rificarse tambien en los triángulos rectilíneos< 

Las ecuaciones (B) bastarán pues para resolver rin 
tri~ngulo esférico cualquiera cuando se conozcan tres par~ 
tes de las seis que en él se 'consid(mn, observando que el 
seno y el coseno no deben ser mirados sino como una so
_la incógnita, pues se pueden expresar el uno por el otro. 

La 'aplicacion de las ecuaciones (B) á los diferentes 

* Designando por N el numerador de la cantidad M por:>', ~, tt, 
tres aristas contiguas de un tetraedro cualquiera, y por a, b, t, los 
tres ángulos que ellas forman, resulta de una memoria de Euler, que el 
volúmen de este tetraedro es igual á f <t.$ :rx ¼ N, y q·1e ,4-N ~q·1iv.de á. 
V sen.½ (a-+- b+c) sen. -½(a+h~c) sen.-½ (a+c-b) 5e11, f (b~r-,1). 
En el tetraedro SABC, a=~=:r= 1; su vo'Ú111en es en t.,I caso 
igual á ½ N (Véase sobre esto los Novi Co111ment,1rii Ac,1d. P. tropo .. 
litauce, t. IV, pág. l 60, y el 6,0 cuaderM dd Dial'io dr l,1 w:uela 
politécn_ira, · 
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CíiSOS que se pueden presm1rnr, l'l~~ulta mai; facil por me~ 
dio de ulguna~ trasfi.>rn1-1t:iones t¡uc vamw; ,Í dt:, t11ar. 

49. En dlas pueden cambi;mc los .'ingulo~ t:u los 
fados que les son opuestos 1 y rcspl·1tiva1m·11tt:, 1,li~,cn1; 111• 
do de dur el signo - {1 los cost:nos. I\11 .t ¡111111,11 lu e~ IIH:• 

ncsrer eliminur ct1s. tt de las do~ úhima~ por mnlio de la 
primcrn; lo que cq uivalc ú decir lJllC su SiHJtlc de 111 pri. 
mern el valor de co~. a, y !iC i.u~tirnyu cu b~ otrnb dos; 
se hallará 

cos. b::::::.cos. b cos/ c~1- cns. A sen. b sen. <.:o,. e 
+ cos. ,B sen, ,1 Sl:ll, e 

cos. "=:cos/ b cos. t'+• cos. A ~en. b sc:11. ,· <.:WI. f> 
-,,. cos. C ~en. 11 s~·n. b. 

Sustitnycndo en estos resultados p111· rns.'; e y rn~.'J b 
sus c,1uiv,tlcutcs l --sr.w.'' ~· y 1 •-· ~l:11." Í! ~t: pnd1,i11 a:du• 
dr; en rnl caso se lrn\h1dm divi$ibles c-l primero l'ºr i,ru. t,. 

y el scgirndo por sen. b, debpl1cs de lo c11,d pueden es"' 
cribirse asi 

cos. 1~ sen. a= cos. J; sen. e - cos. A sen. /; c:os. q . , 
, • (' i A , ¡'• .(< .), e.os, , SCIJ, t1 ;:::: SCll, ll cos,. t' -·· COS, , C<>~. ¡1 ~Cll. 1 • 

Si ~e multiplh:a fo 1,cg1wd;1 dt: t·i,ras t•rnari11m:~ pm· 
co~. A, y d resultado ~e ,1íiudt: ;Í la primcr.i, Ml obtcri• 
drú, dcspmis de sustituir 1 - s<:11.,1 A poi co~.' A., l.t ~¡ .. 
srnientc o 

St.:11. (l (,:ns. H ~,- cns. A C05, C :.:::: ~(•11.'' A ((l'í, b ~en. r; 
pero se i1,ilic1ü de l:1s c:rna(inm•i; (A) t¡11c r.t11, r ~t11. A 
=.s(111.·,i sen. C; si su1,titnin1m e~t~· v;ilor de M~11. t: ~1'11. 

A ,en el segundo mic1nbro dt.i la crnation :1111c·1 iur, cll(l 
' l' . 'l l scrn, 1v11;1, c por se11. ,1, y :,e rc11dt;Í por 1c~1il1ado 

cos, l~--t•• cm, J\, !;,()~. e ::::,:a.:t,)~. b !it:ll, A !,Cll, e) 
ó, lo que es lo misnw, 

cos. lL:::;- co1:, A tos. C •4·· <:os. h &en, A tit:ll. C. 
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Observando la cbmposicion do esta ec1rncion y lns 

ecuaciones (B), se ve (]lle ella so deduce de la seg1111da 

de las (H) con solo cambiar las letras mayúsculas en mi
uúsculas, y al conmirio dando el signo--ú todos los cose• 
no!;, En efecto, haciendo lo dicho n:sulrn que la tal ~e
gunda ecum:ion de las (H) se muda en 

- cos. H := cos. A cos. C - cos. b ~en. A sen. C, 
ecuacion, que es la ·anterior, cuando se cambian en ella 
los signos. 

La relacion que tiene el ángulo H con los otros do~ 
A, (.; 

1 
y d lado )i lJUC ellos intcrccprnn, cxistu ncces,1ria~ 

mente en c,tda una de 1:is combiirncioncs scmej(rntcs de 
ttngulos y lados; se tcndrúu pues al mi~mo tiémpo las tres 
ec U.ICIUIH!S 

cos. A=- C()S, B cos. C+ cos. rt sen. B sen. e( 
cos. H = - cos. A cos. C +cos. b sen. A St:11, (("'.(IV). 
cos. C::::::: - cos .. A cos. H -1~ cos. e sen. A sen. HJ 

5 o. Es menester not:11· ll ue to maullo los cosenos ne· 
gntivos, se pasa de los arcos a, b, e y ti.e los ú11guloi; A, 
B, C Ú sus mplcme11tos, porquc~•·COS. A::::::¡;os. (r;r-A), 
- cos-1 a= cos. ( '7t' - a) , y nsi de los demos ( i 3). Si se 
sustituyen· estos vulores en las ecuaciones anteriores, ha
ciendo parn abroviar '7t' --·A= A', '7t' _, tt = a' &e;, e lh1s 
se mudndm en 

cos. A'= cos. 'B' cos. C'+cos, a' sen. B' sen. C'} 
, / 1 ("'' b' A' ( I cos . .B::::: cos. A cos ... , -1-cos, sen ... sen. ,., ; 

cos. c'~:::cos. A' cos. H'+cos. e' sen. A' sen. H' · , 
ec;l1acioncs ientcr:11mmtc semejantes {i h1s (H), y tJIIC por 
l1;• i'nismo pt\rtenecen ú un triúng11lo e~férko, <.:t1ym, lados 
so11 A', H', C', y los áugulos ,,', b', /. Un 1riú11gnlo de 
cst.1 especie t:iem: rns ángulos medidos por los rnplcmcu
tos do los lados del triúngulo ABC, y sus blos fül.:diritn 
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los s:1plemcntos de_ los ángulos d\!I mismo t,iíognlo: el 
tnl tr1ang11lo es de~1g11ado en lo~ tr¡1L1do~ ,h: T1ii:nt1nnrn. 
tría b.1 jo el noml~rc_ dt: t ri.ú{t: '.do mplcm,:·n: a rt~, ,· y se 
prueba tJUe los v~ruces do rns ang11los ~011 los p,. 1lu, de 
los lados del primero I y '()kc-1.ldntt. 

Sr. Las cc11acio11cs obt~:llida1; en d núm. ·f') 
1 

y se. 
ñaladas por (C), que cnci~nan cinco p,ll'll:s dd td,í.111, 11 _ 

lo c~fürico ABC, pt1'.1,b1 tr,,~formarsc en otrns 1¡t1c ~;ilo 
contcng:111 :n(~t1·0 dJ Ji<:ha<i partes. Pnra logr,1rlo es mu .. 
ncstcr sumrn1r por sen. a en l.1 primera rn CtJtdvalcrue 
sen. b sen. A 

scu, H , Y poi· sen. a cu la segunda m igual 

sen. e sen. A ) . cm. p 
(, ( 47 , Y como - .... ,_ · ::::::: cot. 1.1 se h,dhní sen. , sc11,p ' • 

cot. B-;:. ~~~~- !: sen: e :-.~:'.,'~-~~~~rn• •. e } 
sen, A sl.!n. b -·-··' 

cot. C::::: sen. b cos. c-cos ... A.~,~'..:..i' ,en.e·. , .... (D). 
sen, A ~en. e 

, ,s_i o~)servamos la composidon de estos valores 110, 5e. 
ra foctl formar los que les son nmílogos • JHlfllHJl'UIHlo lat 
lerrns de n1_1 modo cc'.11veuicn1c:; p<:rn i111¡H1rr.r 1111 till' tpto 
por 1rnbcr sido dedm:1dos d0 hs Cl'U•1rio111·s (1') d , . ' · · · · · -- ) , St.1 po• 
. ran can1l~rnr un ellos del mi~mo modo q1ai Qll c~ra~ h11 

lados en angtilos' y rcdproc:anwnre ton ~olo dnr ,Í lus 
cosenos y cotangcmcs un r.ig110 etnurnrio ul tp1c tiwen 
con lo q uc se i nforfrú, · 1 

cot. h"' cns. 11 ''.:2:-~;;~;-;:ft': ll .C.0': (: 1 
cor. e:::: ~~~.:~.'.~C-!-(o~. a ('m, 1.\ .~tin, ~: j • "" (D,, 

St!ll, a SCII, (; 

5 2. ~os cin~o sistc_mns du <h'.\lal'.Íon<•~ (A)', (B), (W), 
(D), (D) dnn lllmcd1arnnu,,:nto la r(m1lurion d1,,; to.los 
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los casos que puede ofrecer un tri.'uigulo esfürico cual~ 
quiera; El primero expresa la rclacion que e:xist~ entro 
los úngulos y los lados opuestos. 

5 3. Del segundo se sncan las fórniulns signientcs: 
cos. a= cos. b cos. e+· cos. A sen. b sen. ') 
cos. b::::=.cos. a cos, c+cos; B sen. a sen, cr, 
cos. e= cos. a COS, b +cos. e sen. et sen. b) 

· ·, A cos. a .._ cos:, b cos, e cos. _____ , ___ . 
sen. b sen. e 

·B cos, /¡ - cos. a cos. e 
cos. :::::----.. ·--- ., 

sen. a st:n. e 
' e ' COS, e ..,;,,. cos. a cos. b ' 

COS, ::::::----- ' 
' sen. a sen, b 

ele lns cuales las tres primeras hnccn conocer un lndo por 
··medio de, los otros dos y del ángulo t]UC ellos fornrnn, y 
las tres últimas dnn los {rngnlos 1101' medio de los fodos. 

' ¡ s 4. '' IH tCl'CCl' sistema da' :10 mismo <]tHY d mitctior, 
seis fürmulas, que son 

cos. A.= - cos. H cos. C + sen. I'> sen. C cos. ª} 
cos, l{ = - cos. A cos. e + sen. A sen. e C~lS, h 
cos. C ~·- cos. A cos, B .. 1- sen, A sen. H cos. e 

, cos. A + cos. B. cos. C 1 , 
cos. a= . . l ' sen. H sen. C 

b 
-· cos, B + cos. A cos. C 

cos. - sen: A sen. e 1· 
; ,•COS, C+co.s. A cos. n 

cos. e::::----···-----
, ' scn.Ascn.B 

.Lns. tres primeras lrndrn conocer un ángulo cunndo 
se conozca los otros dos, y ol lado qt1c ellos con1prcndcn; 
las tres últimas darfo c.1d.i uno de los lados ct1all(10 tüdos 
los ángtdo5' sca'n corwcidos. 

5 S; El cuarto 51str:nm > haciendo 011 él t<Ddas fos ¡,cr ... 
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mut,tcion~s posibles, da las seis J\¡nnnlai; 
cos. a sen./¡ .... - ro", (; ,,1:11, ,, rn(: [, 

cot. A::::.:; ... , .... - .. --··--, • .., •.. ,.. """'", .. , , , , • __ 
SCII. (; ~tm. ,t 

COt, H _;_ SCll, tT cns. ".:::;'.~> {; la'!'.S• t1 ~(!tl: /¡. 

sun. e ~lrn. b 

cot. A=: -~:-~1.:-~··~~()~. B .~CIL~i nl'i .. l,_ 
sen. H s<:11. ,i 

COt, e::::: ,~_:~.~~:.:, --.. c.'.,'.:: .. !~.'.~~:.i, rt St'tl, /, , 

sen. B ~1.:11. t· 

cot, B::::: cos. b son. c-l:<)S, A sc•n, b ros. r: 
-sen. A ~e11:--¡;--

, sen. b cos. e -- <.:o~. A cm, b ~en. e 
cot, C::::: ----\~:u. A,~~:;:~·';*···---•····,•'-~• 

pr~; liledio de I_as cuales so dcwrmiuadl dos úngulns ti(! nn 
trrnngulo csfür1co cuando se conozca el wn;cr :111gtdv y 
fos fados qne le <;omprenden, , , 

S 6, Ultinrnmcnte el qi1i11t<> sistema conduce ú l~s 
seis fórmulas siguientes: 

C(.)!i, A sen. n + cos. e sen. A coi;. ,1\ 
cot. a = ----- ~ .. ~.,_.,,,.,.,_,,,,,,.,,"""''"'"' :-~-~-·-·"~""''""" 

s~n. e sen. 
T sen. A (~<_>?_· H + en~. (' l.'Cl!i, A ~en. n 

cot. ,1 ::::; ---- _ 
St\11, e sen. B 

. _ c:os. A sen. ( :-1- co~. b :;e11. A L:m. ( : cot, ,r. ______ ,_,, 
s,m. st:n. A ··~, ·. , ' 

cot. e= .!.~:-.~--~'.~:~.:.C ·+~ rns. h cm. A 1,er".,, (; 
S('II. h ~t!ll, ( ; 

cot. h ::::.: _:!~s'. .. ~ •• ~t1n, ( :-+- rn•,. ,1 i.~m. H rn•;, (: 

sen. ti ~<rn. B 
cot, e= -~-:.:~:,_r~.:0 s, ( :: ··+- l ns. 11 ('./)',, H '11:n. e 

St:n, t:t ~t'l1 (; , . • 

<.p1e scrvii·án p(1,rn d~torminar d1,v, de 11:~ la.Joi; ih, un tri.in· 
gulo cuando se co1wzt;a el f''I"'"''" u l ¡ , , , 1 ,,. "'''" J o~ 1 ns all¡.:11 mi 1 ,t: 11 .. 
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trc los cuales el tal lacio conoá!o c:,tú c:0111prem1ido. 

5 7, Las fórmulas concluidas de los sist<.:mas (B) (B'), 
(D) y (D'), (5 3-56) mereetm In mayor atc1icion, tan
to por hll elcga11cin como por la propiedad qnc tienen de 
hacer conocer si el nrco ó el ángulo que expresan es me
nor ó mayor qnc un cuadrante ó que un ángulo recto, 
propiedad lJUC no tcnian las expresiones de los senos de los 
mismos arcos. En efecto, siendo el seno de un arco el mis
mo t1uc el 1:lc su suplctncnto, tanto por lo l1tlt:: hace ú ,sLt 

valor como respecto á su signo, rcsnlta que cuumlo solc, 
se conozca el seno de un arco, no es posible reconocer 
si este nrco es mnyor 6 menor que un c1.rndrn11tc; pern 
cuando se conozca el coseno ó la tangente, y lJUC adc~ 
m:1s se sepa que este arco no pueda ser iguul á la se,111i~ 
circunferencia, que es el caso de los tdángnlos esféricos 
y de los al'Cos que miden á sus úngulos, se ve por el sig• 
no, del resultado si el arco buscado está comprendido en
tre :~ '71' y '7t': el costmo y la cotangente tienen el signo
en el primer caso, y el signo•+· en el segundo. Luego si 
se tiene cuidado de dnr á las cantidades conocidas que en
tran en lns J6mrnl:is referidas antes, los signos que debe u 
afectadas segun el valor de los arcos, á los cuales perte~ 
necen,, el sJgno del resultado hará c<>noccr In t•specie del 
lado o del angulo buscado; esto es, si el lado es menor ó 
mayor que un ctrndmnte, 6 si el ángulo os agudo ú oh~ 
tuso. 

S 8. Estas misnrns fórmulas ~e simplifican mucho 
cuando el triángulo propuesto es rnctán.gulo. E11 dccro, 

' ('' 1 ' s1 se su pone , :::::::: P 'í?", ge teadrn 
SCll, C ::::: I , COS, C = o ; 

y resultará 
c~s. e ::::: cos. a cos. b ( 5 3) 

TOMO XY, 
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co~. A cos B A 1, ( ) cos, e:::::: ...... ,.,,., ....... -... ::::: cot. , cot. ,, , 5 4 
sen. sen, H 

cos. A:::::::: sen, H cos. ,q ( ) 
cos. H = sen. A cos. bf 5 ·~ 
sen. r1 = sen, r: sen. A} ( ) 
sen. ÍI ::::::: sen. ,. ~en. H ·t? 

1_ cos, B r l cot. 11:::::.----- tang. 1:~::scn, r1 tnng. B 
sen. et ~en. H 

CllS A 
cot. a:::::.--•--

, sen b sen. A 
cos. b C(lS, A 

cot. e=_, ... --· 
sen. b 

cos, a cos. B 
cot.c::::::--, 

sen. a 

(S 6), de tnng.a:::::scn.btang.A 

dondl:l salcl tang. b = co,. A tnng. , 

tang. ,1 = cos. B t:rng. r 

y tomando solo de cst.is .fi.írnrnlas l.h]ttdbs qne difü:.ren 
ese11cialmei1te entre sí, se te11ud111 l:1s sub siguit:mcs; 

cos. e= cos. 11 cos. b 
cos. e= cot. A cot, B 
sen. a= sen. e sen. A 

tang. a= sen. /.; t':111g. A 
t:wg. a::::.: cos .. B tnng. e 

cos. A:.::: ~en. R <.:os. tt • 

las cuales por las .inversiones de que son nm:cptihlc~ biu• 
tanín pnrn resolver los tri:íngulos esltfrit:us 1ct:t.i11g11lvs 
en C, y en los <JUC e• opuesto al ,íng11lo n:<.:tu, i,c llama 
ltipotunusa, d«.:l misnw modo <JlW en los n:uil111cP~. Se 
podriau sacílr fcfrmul.w nnúlogns pttrn el nH,o (:ti <JUt: el 
triiíngulo csfürko propui.:sto tuvi<.:~t! 1111v dt! i,m fo,1.fos 
igual á nn c11adrnmc; pero 1w nos dtti:ttdn:mm en él, 

5 9· Con el fin de p()dcr uplkar w111udat11rntc los 
logaritmos a los cálcl'll()s de los tri,í11g11lcis e~frritos, dd1c, 
uios t.rnsformar las fórnrnlas dl.l los uCrn1s. 5 3 y s 4 en 
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otras, en que el numerador y el denominado1· es ten des
compuestos en sus factores; esto es lo que Eulcr ha he
cho de un modo mny .simple y elegante. 

cos. rt - cos, b cos. e 
I . 0 De la c:K¡)rcsion cos. A= , , 

sen. 11 oen. e 

comprendida entre lns del número S 3 , se saca 

A 
cos. (b - e) - cos, a ( ) 

X ._. cos. ::::::--.:...---'---- II 
sen b sen. e 

cos. a - cos. (b -1- e) X+ cos. A= ____ l _..;;.._ __ 
sen. , se11. e 

si se divide unn por otrá estas ecuaciones, y se tiene pre-
I ..... COS, A ~ r A ( ) sente que --- :::::: tang. lí i 7 , 
I + cos. A 

se sacará 

A cos, (b - e) - cos. a 
tang. 1 

,~, ::::: ) , 

· cos, a- cos. (b+" 
pero cos.p-cos, q=- :uen. ~ (p+q) sell. J (p-q) (2.7) 
luego 

\/

sen.} ,(b-c +a) sen. fr ( b-- e-a) tang .r. A - --...:.,-.----,.--•,,,-•------'.,...., 
• ::i - sen, f (a+b+c) sen.¡ (a-b- e) 
Si hacemos lo mismo 

0

con' las demas cxpl'esiones del 
núm. S 3 , obtendremos resultados semejantes. 

2 .º Tomando en el núm. S 4 la exprcsion 
cos. A+ cos. H cos. C 

cos. a= ---sc-11-. _B_s_e_n.-C-,,,--

se deduce de ella 

1-cos. a=:-
cos. (B + C) + cos. A 

.... ------··, ·-·- , 
sen. B sen. C 

cos. A + cos, (B - C)_ 
l +· cos. a= 

sen. H sen. C 
de fas cuales snlc la siguiente 
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~ c(is, (H + C) ·+ cos, A 
tnng r tt -:- - - " · · · 
' · :.• --- co~. ( H •~-" ( ,') + ui,, A 

l'lE'l'O COS, j} ~¡.... COS. q:::..";. ~ COS, /. (p.¡, 'Í) UlS, /, (}' •-· •j) ( 2 ¡ )
1 

luego v· ~~: .. I-(B4:-c.:~A~·c,it··;·(H,:t, e·. "X)'·•~ 
l " . ., \ 

tang. i:,a= z~:··T'(ff::(.+A)rm.!(H .. (.~-·A): 
esta formula 110 n.md1a imaginu1ia por l:1 ¡,11:i,c11tia dd ~1g. 
llo-dcl numcrndo1, pttc~to tJ\lt.: A •t B-+·C C:Xl't~de ~L·m• 
pre ú un c1:udrn11tc, y tiene };'ür lo nii~1m> d co~~·uo el 
signo llCfí'ldvo *· 

3.'
1 

Las cxprcsi<incs dd nC,m. 5 :1 d:tn rnn1hien 
C(1S, a-· cos. ÍJ i.:os, r ;.:~: st:11, b ~c11. ~· CtiS, A 
co~. b- c.:m, rt cos. e·::::: seu ,, sen, , Cll!i. H ¡ 

clividic111!0 la p1imc1.1 de e~rns enrnliunc~ pm la H:gmidu, 
y observando lllll.! 1 s1,:gun l11s Cl:.lHtd~1t1c~ (A)1 r,l' tiene 

¡ 

* I:folrr r con el fin de ciar mn¡¡ t111W•rmid11cl 11 mm 1·rn1lr;nfo&1 emplea l:rn ta11gcn1cs pnr:r hnllnr el nil11r de 11•11 aru,~ ¡ ¡,crn !t ¡,1rndt 
por medio dd lo que pt 1:cufe llcgur mu& ttin,pltm~tll~ 111 1 nlu1 dt IN 
:ircos limplcnndo lon senos. 

1.
0 

Se sabe JJ{im. 27 que l - C()9, A::::i m1. 1 ·! l\, r 1wr la 
fór111ula 
, COS, J'- <:OS, ,¡ ::-:;:; -~ 2 /,Cll, .f (f' ·l O,¡) liCII, ~ (f' - ,¡) t 
se h:tllan\ 
cofl, (b-c)-coa. a-::::- 2 mi, •d (l•-·-r·t-.·1) wi. .¡ fl·~~t-a): 
(¡ cambiando el bigno del ur10 h~•·••·-11, y rl dc- 1.1111·1111 •,r tn1dn\ 

Cú9, (b-r)-c;1s. lf:::::.: i r,et1, •! (,1 1 /• ' 1') ~1'11, ·~ (,,,.¡,,, i:1: 
ponir.ndo c~tr,s. volorcH u1 el de 1 ~--- t:,,,,,, A , )' r,.1crnd11 IJ 1 ,.¡;, ~n.,dtíl~ 
d.i de cncla miembro, ,,aldd 

5Cll, ·~ /\ = V~!l,'.,. iI;:::;·:1=;:r;;;~""1\,1 + ,· ·; /·). 
h<'ll, /, bCll, 1 

2,º Si A" olinrrvrt <¡lle l .... , C(111, 11 :::.: 2 r,rn.' ,I ,t 
y <¡111; l:i l:xprl•,1inn dt: l:os, p •-f~ rn,1, ,¡ d.1 
C<1A, (B+ C)+coa, A:::::. i ~OH, ~ (11 ~t- e~,.¡\)·+· ;l ( ll I C-t\), 
se hall;m~ . 

6Cll, .,, ,,:::::: v::.-;;;~-:~·rcA:....·:,K, < :.1 (ti, '.i (!! 1 , : A) 
-•·--...... •;~ll, ,H \CII. <,; , .. 
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sen. b sen. B 
---= ~---- ' sen. a sen, A 
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sen.½ (B ...... A) cos. ½ (B-A) 
sen.½ (B + A) cos. f (B +A) .......... ,. (a). 

Ahora bierí, si se añade y quita sucesiva mente la uni .. , 

dad á cada uno de los miembros de la ecuacio11 ~~ · 
sen, a 

sen. B 
= --A , y despues se dividen uno por otro los dos re. sen. . 

sultados que se obtengan, se hallará la ecuacion 
sen. b-sen, a sen. B-sen. A 

sen. h+sen, a - sen. B+sen. A' 
la cual puede trasformarse por l~s fórmulas del cuadro de 
la página 3 9 en la sig'uiente '.. . 

. • • • . 1 '' . 

tang. ½ (b-a)cot. ½ (b+a) sen.½ (.8-A)'cos. f(B+A), 
. . . , . . sen. f(B+A) cos. t (B-A)' 

multipl1cando entre s1. miembro con miembro está ecua~ 
cion y la (á)', y tenién,fo :preserit~ q'ue .. , 1 

. ·. , '· 

tang. ½ .(b+.a),cot. ½ (b-ta)::::;p ( 9), ,i,; • 
~~cu, · ··· · 

t s r (b · ). · r sen.~ ½(B--A) 
ang. 2 -a cot. 9 

2 e=:.---;;.......-; 1 .,¡, 
, . ,, ,' , ...... sen."'½ (B+A) 

1 
extrayendo despues fa raiz cuadrada de cada miembro 
resultará . .. ·. , · ' l , I 

; (b ) · sen .t ( B - A) : tang. 2 -a cot. i c.= · 2 
. ; 

. • • . = .. sen. f (B+A) 
y d1VId1endo la ecuacion (a) por esta última, se sacará 

tang. ½ (a--1-b) cot. '½ / cos,:½ (B-A.2., , · 
. cos~ f(:B+A) 

Observando que _:__:::::: tang. p ( 9) podremos 
. . cot, p ' 

dedu~ir de las dos ecuaciones anteriores las siguientes 

t g r (h. ) sen. 1. (B- A) an • 2 -a ==tang.1. e. 2 
... __ ~ 

2 
sen, ½ (B + A) 
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cos. ½ (B-A) 
tang. ½ (b+a)=tang. ½ e 

1 
(B A) 

cos. z + 
las cuales proporcionan hallar dos lados de Ull triángulo 
esférico cuando se conozcan dos ángulos y el_ lado com
prendido, puesto que designando en ellas por b1 y a', los 
valores de los arcos b + a y b- a resultará 

b=½ (b1+a1
), a=½ (h'-a'). 

4.º Tomando ahora en el núm.--54 las ecuaciones 
cos. A+ cos. B' cos I C = sen. B sen. C cos. a 

cos. B + cos. A cos. C = sen. A sen. C cos. b t 
y dividiendo la primera por la segung~, se encontrará 

cos. A + cos. B cos. C 
cos. B + cos. A cos. C 

sen. B cos. a sen. b cos. a 
sen. A cos. b. - ,sen. a cos". b 

Añadiendo y restando sucesivamente la unidad á ca
da uno de los miembros de la última, dividiendo despues 
los resultados uno por otro, se concluirá como anterior. 
mente la ecuacion 

., 
o 

cos. A- cos. B I - cos. e sen. (b- a) 
·- >< ---- = ---- --

cos. A+cos. B I +cos. e sen. (b+a) 
tang. ½ (B-A) tang. i (B+A) tang/ ½ e 

_ sen.½ (b-a) cos. ½ (b-a) ....... (b);. 
- sen.½ (b+a) cos. ½ (b+a) · 

y como la 
· senb-sen. a sen, B _; sen. A ------ } sen. b + sen. a sen. B + sen, A 

empleada-en la trasformacion .interior, puede e.scribirse asi 
tang. ½ (B-A) cot. ½ (B+A) 

sen. ½ (b - a) cos. ½ (b -t- a) . 
= ~o. ½-(b+a) cos. ½ (b- a) ' 

multiplicando y dividiendo la ecuacion (b) por la última 
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que hemos hallado I obtendremos los dos resultndos 

) 
sen . .r. (b-a) tang. ½ (B - A = cot. ½ C ____ : _____ :. _ 

. ·· sen. ½ (b+ a) 
, - · - cos. tr (b-a) 

tang. ½ (B'+A)::::cot. i C ; . . . ; 
. . . cos. 2 (b+.a) 

cuyas dos fórmulas sirven para reemplazar á las anteriores 
del núm. S 4 cuando se conozcan dos lados y el úngulo 
que ellos forman. 

6 o.. Si to.mamos. todas las .. v¡¡riaciones de ·que son 
susccpti)Jles las. fórmulas halladas, encontraremos 

r A-; /sen.½ (a+b-c) sen.½ (a+c~b) tang. 
2 

_ y __ _;__ __ _..::.. __ ....::_ _____ _ 
sen. f (b+c-a) sen.½ (a+b+c) 

r B-yse11, ½ (b+c-:-a) sen.½ (a+b-c) tang. 2 _ _ --------'-
. sen. Í; (a+c-b) sen.½ (a+b+c) 

t 1
_ e·_-. 1 sen. J: (a+c-b) sen.½ (b+c-a) 

ang. 2 _ V 
sen,½ (a+b-,-c) sen.½ (a+b+c) 

t 
1. _" I -cos. ½ (B+C-A) cos. i°(A+B+C) ang. 
2 
a- V --"-:--"'----:--._.:::.. _ __:_~.....:_ __ 

cos. ½(A+B-C) cos. ½ (A+C-B) 

.r h- 11 /--;;;;_ f (A+C-B) cos. ½ (A+B+C) 
tang. 2 -: V·---------------__;_ 

cos. ½ (B+C-A) cos. ½ (A+B-C) 

tang. ½e= V- cos. ½ (A+ B-C) cos, ½ ( A+B+C) * 
cos. ½ (A+C-B) cos. ½ (B+C-A) 

b-a ' sen .1: (B-A) 
tang. --=tang. ½ e • 2 

._.......:;_ 

2 . sen.½ (B+A) 
b+a , cos • .!. (B~A) 

tang, --· -::=tang. ½ e 
2 

·---

. 2 , cos,} (B+A) 

* Para sacar estas f6rtnulas de sus onáloga~ del nútnero anterior 
es IY\enestcr obser_var que d..:..... {3- J' = u.-(/3 + J'), ue seo. ( _ ) 
=:-sen. (t¡-p), cos. (p--q)=cos. (q-p), y q p 'i 
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. c....:.b r sen.½ (C-B) 
tang. -. =tang. 2 a r (C E) 

. . 2· sen. z + ),, 
·. · c+b r cos. ½ (C - B). 

tang. -=tang. 2 a 1. (C B) 
2 cos. 2 + 

· a-e 
1 

sen .. ½ (A-C) 
tang. -==tang. 2 b 1 (A· C) 

· 2 sen. ,: + 
_ . a+ e , . 1 . cos. ½ ( A: - C) 

tang. -_ =tang, Q b .... "i (A· e)· 
. . \ 2. cos. 2 + 

. · B-'A. . r sen._½ (b-a) 
tang. . ·.. cot. 2 e . I (b ) 

. . 2 sen,,: +a 
~ . . B+l\-._ .. -·,r.· ~os~ f (b:tÜ. 

ta_ng.---,.-cot· •. 2 :C•i.. r· ·e· b -i.it 
. . ·- , , .. • 2,. cos. ;;; + a J 
' . . • e.;;-B I sen. ½ ( e - b) 

tang. --=cot. 2 A ( b) 
2 sen.½ e+ 

· -C+B. . .. A. cos . .J. (e-__ b) . r r -· --'-"-"--'-....0-
tang,. .. 2 co . 2 cos. ½ (c+b) 

A-C .. . • r B sen.¼ (,1-c) 
tang. ··-- cot. 2 - ( ) 

2 · seli. ½ a+c 
A+C r B cos. ½ (a-e) 

_ _ tang. ·. 
2 

cot. 2 , . cos. ½ (a+c) • 
:, : D.1das :doc~ :fómml~r ,411e, ... ,acah¡¡mos de sa,car pode
.roos deducir las sig.él'ientes, ·las cuales sirven para ballar 
el tercer ángulo ó el tercer lado de un triángulo, en el 
cual se. conocen dos lados y; los ángulos opuestos. 

. . . : _. - · : sen.½ (B+A) 
· ta~_g, ½_c~tang. ½ (b-;-a) sen.½ (B-A) 

_ _ _ . cos, ½ (B+ A) 
tang. i c:=tang. ½ (b+a) 1 (B · A) - . cos. -¡ -

r . . sen.½ (C+B} 
tang. ½ a. tang. 2 (c-b) sen.½ (C-B) 

cos. ½ (C+B) 
\ tang. ½ a=tang. ½ (~+b) cos. ½ (C-B) 

TOMO IV, 
M 
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sen, i (A+ C) 

tang. f? b:::: tang. !, (a-e) ·;;·;t".r(X ,. <:) 
cm,, ! ( A ..¡.w( ,) 

tang. i~ b=tnng. :~ (,t-+•c) nis~T(A (,) 
1 ) sen, : (b+a) cot, l'i' C:=tnng, ·,, (B-A --· .. ·~···"·•·•· ........... . 

- · ~cu ! (b-a) 
r ,. ( . ) CO!i, J ( b ,.¡ .. a) 

cot. r) C=tong. li B+A .. ·. ·cé1"·•··•· ') 
'' . Ctl~, j 1 ••·· ti 

. (C B) sen. ,l (r+b) cot. /i· A::::: tang. ·! · - -., .. ~ ...... .,. , 
•· ~c11, ,1 (.e h) 

, . . (e·· .1,) con. ? (e+ b) 
cor.!, A:::::tang. ,\ .,-+- :1 ·.···e,.·.•,··~··· ,.. ~ ;.;os, ,\ e· ··~ 1 

T T (A C"") ~en, { (,1+c cot. ·1, B::::::: tnng. ·,, -· , , ... ,-~., ... ,,,.""""''·' · 
., • bCII, .f (a•~-,•). 

1 , t:'llS, 1. (,r + l'} 
cot. ,\ B:::::tnng. ,, (A~t~ C) ··e···· , ), · •. :· ,, . co,. 1\· 1/ ,, 

Si se unen {i estns ecm:tciones lás (A) del l!Úm. 47
1 

que sfrven parn cuando se conocen d'os lildos y el :íngulo 
opuesto á 11no de ellos, ó dos ángulos, y el ludo npmmo 
á uno de ellos, se tendrá. rodo lo neccsnriú parn rc~t.>lvcr 
tm triúngnlo esférico: lo (J uc: precedo pt11tt!-: muy bien 
mirarse como un trntadu c.:omplcto ,fo trigo1101rn:trf.1 esfd. 
rica. Combinnndo entro sí !ns divcrsus fwmulm; nliwnidíls 
succsivumonte, púddamos deducir otnrn mtii:ha~ de un 
uso bastante conrn II en los c{drn los Ohtn\1dimkn~: toi.:,tut,e 
á este plllltO se: debo á Mr. Doln111lm.\ n!rn liados muy 
elegantes y nrnltiplicadus. t:tm im¡)mtatlt!!fi upli1i1d1mc:i¡ de 
los m6fodofi nprnximat i vos, 6 do l.t& ~cri1;s 1 en lus ,.1~11, un 
q.ue ellas son susceptibles. 

* fütun fi'>rmulns y la~ nnf,•ri(1tCs ~on CN1od1l;1~ !,ajo el flfltnhr~ de 
An,1logías du Nepen pnri¡•1~ Cilla, ~e dedutrn d11 l,1fl trdij11 d,,d4» por 
este gdunc1r11 par;t rctiolvcr k,a td,\nuulou r:1,l~\ricoi (l.0M1·itl1111m1m 
.cmioni.r dNt1•111ti'o). " 

DE TlUGONOMETRI A• 93 

ReCtfJdtulacion de .l~s /6rmtt!~~ 11ece.rari~r para 1·esol-vcr 
un tricmgttlo vsferico c11alqutera. 

6 r. No haciendo uso de las variaciones que puede 
presentar un mismo caso, hallaremos solo fas seis si
gu icntes: 

1.º Conociendo los trps ktdos (a, h, e), na/lar 11no 
de tos án.gulos ( A). 

-. /~(a"+b-c) sen.} (a+c-b) 
tang. A A= V sen. f (b+c-a) sen, t (ci+b+c) · 

2.º Conocimdo los trus dngttlos (A, B, C), hallar 
ttllo de los lctdos (a). 

1_ _, / --c,->s.-¡}-(-::-B~-A) cos. ½ (A+B+C) ""· 
tang. ri ª- V cos, 1 (A+B-C)cos. J(A+C-B) 

3 .º Co11ocimdo dos lados ( b, e) J' el ángulo cam--
prmdi do (A), liallm· los ot1·os dngttlor (B, C ). 

") cos. f (b-c) . r A 
tang. J .. (B..¡... C = cos. t ( b +e) cot, t.) 

• .. sen. i (b-u) A 
tang. ;;• (B- C) = (b ) cot. J , · sen, t +e 

Para hallar clespeus el turcur tingulo (A) véase 1n 
fórmula del sexto caso. 

>1- En lugar do eatn formula y do la anterior so em11lcan comun~ 
mente lus &iguientes: , 

1. A · 18c.in. •il- (11-t•/J-,) aen, ·Ha+c-b) sen. 'l.r .· =v 
Sdn, b sen. e 

1 _,/-cor.,if (A+B+C)cns. :,, (B-1-C-A) sen. '•t' o_ v 
. ocn. B HCI\, e 

ohtcnidnq en h1 nntn de In pág. 81, lna cu:llcs son ~n:ílog?~ ú ta de: 
·:¡tie se huctl uso pnra el cuso semej:1nto de In tngonometrta rcct1hnca C3U), 
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4.° Co11ocimdo dos d1zgulos ( H, C) J t'I lado com~ 
prendi'do (cr.)., hallar los ott·os lados (h, ,), 

l cos. I (H.,~. ( :) ! 

tnng ·· (b+c) ::::-,.-· . . . tlW!'· .. ,1 
' !! cos. ! (H+C) 1 

•· 

S\.'ll. d· (H-... C) 
tnng. ·,\ (b-c):::::. ""·-·-~~--·. . . IU!lfY, .r, ,,. 

·· sun. ! (B+C) ' · 

Para !tallar desptu·s ul tcrct•t• ángulo (A) vi.fose la 
f6rmuln del quin:to cnso. 

S.º Co11odmdo dos lados (a, e) y 11n ª'W 11/0 op11rs~ 
t-o (C), hal!ter et á\t{ttlo opt1Nto (A). 

sen. A = ~:-~ .. ::º · ( ; .. 
sen. e 

6.° Conodmdo dos dí~(J11los (A, C) y tm latlo OJltlrs .. 
to (t') 1 lwlltir p/ otro l,tdo o_pt1t·sto (a). 

sen, et 
se11. e sui, A 

sen. , 
Pnrn hallar dcspitu, en estos dos últimos t:Uwll, el 

ángulo (1~) y el lado (b) comp1·tmdidos et 1mo 1:11tr,: ltM fo .. 
dos, )' el otro 1111t1·t• los d1{1.;1tlos dmios ,í calrnlttdru, se 
cambforá en fos fürmulos dd tcH:uro y del <.:11arto cuso 
b en 1t, H en A, y rcdprnc:uncmo; lo cual daní 

r (A ('') . cos, 1 (,t e) ··¡i tnng. n · + , :::::: •~: «•:-··· . .. , '° , coL .~ , 
cos, J (,t+r) 

r ( ·) cns. } ( /\ ( :) 
tnng. ·ri tt-i•c :~":::-----¡--.. (·A ...... .., ......... (,)·· tang. /. b; 

cus. ).i· ... ¡~ ' . 
y tendremos dos res u 1 tndo~, en lt,s <.:unlcs todo e~ cmrnci
do, á cxcepcion do <.'.ot. :\ .By ~te 1m1g. }, h, tp1c por lo 
mismo ser{rn dctcrminad:is, 

l><>t IMdit) de esta rccnpimludon I y dtl la lJHe so lrnlfa ~.! 
en la pág. 8 3, 1rnda !l<.m1 ma~ focil tptc d rtnolvt:r un ( 
td!ingulo csfúdco cu,dquicrn, coloca11dt1, ~cgun lu& cmm .. 
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ciados anteriores, las lctrns A, I~, C, a, b, , en los fo., 
gulos y en los lados da~os y buscad?s. . . 

El cálculo aritmético se cfoctua por fa nd1c1011 y 
snstrnccion de los logaritmos del modo indicado en los 
eje.mplos hechos en el núm. 3 9, con la sola diferencia de 
que en nuestro cnso solo se emplen la tabla de los loga~ 
ritmos de lns líneas trigonométricas, puesto que solo se 
trata de arcos de cfrcnlo. 

Cuando en los cuatro primeros cnsos las circunstan
cias de la cucstion hiciesen dndnr si los arcos ó los úngn~ 
los buscndos valfon mas ó menos de un cuadrante ó de 
un nngt1lo recto, se quitnria la dificnl tnd recurriendo á 
fos c:x:presioncs de los cosenos y de lns cotnngentes de lns 
incógnitas ( 5 7 ). Pero en los dos últimos cnsos puede sn~ 
ceder que la cuestioll propuesta sen susceptible de dos so,. 
luciones, y nos ascgmarfamos de ello fúcilmcnte estudian
do el modo de construir un ángulo triedro <:mmdo se co .. 
nocen dos de sus cnrns, y la inclinndon de una de ellas 
sobre fo tel'cera, ó bien ctrnndo se conozca !~1s incl.in¡¡ciü~ 
nes de dos carns sobre la tercera, y el ángulo ele fas aris~ 
tíls q'lle determinan una de las primeras, No entrnremos 
aqui en estos pormenores *; pero sí presentaremos los re ... 
sultados siguientes. · 

1.º El triángulo esférico no pnedc existir sino de nn 
solo modo con los dntos a, e y C, 

cmmdo C:::::::\ '7l' 

* Snhrc ente punto debe co11Atiltars.c el Desr11'00!1iimiet1to 11t1n;º. <!e 
111 p11l'lt• donrntlll de /Vl,rtmtlÍ!'ic,1J de Bcrtrnnd, 101110 r,cg11ndo, 11·1-

g~11m11etl'Í,1, sccdon quinta, ó sm l!lm1mto1 de G·1•1m1etrí,1, tc1·ccrn 
parte. ' 



Fig. 2 3. 

96 itBMINTOS 
C>~;'lf', a<,'i?r1 c<-:r-,, 
e r r . > ,.• 7r', ,r > :i 11", e<,,, 

el tal triúngnlo es susceptible de dos fornrns 
d ( , r r cuan o .,<r 7r', a<,1 ?r" 1 c<a 

C<!, 'Ir', a>h 1r, c<11'-,1 
( '> r r ., :• 71' 1 a<,, 7r', c>'IT'-11 
( ., r 1 , > ¡1 11" , et> n 7t , e > ,J 

e < ó > !~ '7t' ' a ::.«::: !\ 11". 

2. º Con los datos A, C y e no pueuo habct m,n 
• que una forma 

cuundo e= J: ,.,,,. 
e> r~ '1T' , A> :~ 'i'f' , C < A 
c>J· 'i'f', A<:~ 1r, C<in"-A 
e < :~ '71" , A > !\ 7t' , C > 1r ..... A 

1 A r ('' A c<P 7i', <:, 7r', ,,> ; 
y el triángulo puede tener dos formas con dichos 1.lato!I 

d > r A i (''' A cuan o e 11 ?i', , > :• '71", , > · 
t>J,71', A<J'71", C>?t'-A 
c<b11', A>b'lf', C<7r'-A 
c<;?r, A<i,'7(, C<A 

e< 6 > :.l ?f', A ,'.:s;:: .: ?T', 

62, Para d,u· una :1plicadon de la rl'igouomctrfo csfüri~ 
ca nos pr()pondre111os el problema siguionte: conacie11do wt 
d11g110 MSN,.fi?• !JS', medldo m 1w plmu, i111:/inmlo, 1 los •~1tg11/os qttP jonnan con tma v111·1i1.'t'r/ SS' hu l11doJ SM 
)' SN del priin,•t·o, !taita,• t'i ,11{lf UÍO M'S'N' formado ,l'obn 
1/1 plm,o MYN

1 

!torl:.r.,ontal 6 Jlfll'j't'JJ,lirnlm· '1 S~\ p11r las 
p1·o;wcio1us M1S1 y N'S' ti: ltrs /,11(1as MS )' NS'. 

. Lus tres líneas SS
1

, SM y SN dctcrmiu:rn 1111 ,llltlllo 
tncdro, cuyo vértice est:1 en S, y en u! e mil 11e co,i,;cen 
los tres fogulo.s ¡)ternos MS'N M<.:·c•' y Nes•1• y 

, ¡ 
1 

; . ,}(') · ,), ' pt!C~t() 
que In recrn SS es pcrpcmlicular al plnno N'S'M'i ulla es 
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tambien pe1·pendicular á cada una de las líneas M'S', N'S', 
situadas respectivamente en los planos S'SN, S'SM, y 
formando, por co11siguie11te entre sí tm ángulo igual al 
que mide la inclinncion de estos planos: el problema pro~ 
puesto se niduce á determinar c&ta inclinacion. Este pro
blema se halla resuelto por operaciones grúficas en el Bn~ 
sayo dp geometría sobrP los planosl y , ltis supcrjlcics t ~ 
Co.mplcmmto de los E'lcmmtos de geometría, núm. 4 r. 

Pero se puede obtener el ángülo busG1do, comidcrán .. 
d-.ole como que hace parte del triángulo esférico HAC, 
form4~o p9r los arcos de círculo rcmlt~ntes de las seccio

, 'iles: qiie · 1oiS, tres planos MSN , S'$M ., ,S'?N' t1nrfoi1 en una 
esfer~, cuyo ce,ntro ,estuviese en S, y: Cl!Yº radio fut•se 

· igual al de las tablas. En este td,íngulo se tendrán los In
dos AB I AC, BC, ,<.JU;e, s011 l~s medidas. respectivas de 
los ángtrlos dados ~SS1

,' MSS', MSN; y ,el á11gülo pedi
do es precisamente el ángulo A: se le ha'llará por fa. pri .. 
mera rngla del nftmero m1terior. 

Ctnno ejemplo de cúlcnlo supongo que se haya ob-
servado . 

1 ; 1 1'KC''l\..i ..t :.¡, !),' ·6' t'I -BC 
' 1 ' ,h flll1l!Jtllli o. 1.4V.l,.)),l.1'.'f ·~e. y 44,, • I 11 ' ,, . 3 ';, ( (- ' 

·, · · · ·1· l.. • ·1 s1s•1',f' di. ·s 'º · 6' · 1 s11 
,. ...... Ac ,p·, ·;. ,e L,1ngn:o .. v.1.· o, 7 ;.4 •• ,......... ,, 

el' ángulo S'SN de 65° .. 34' .. 20
11 = AH. 

Estos ángulos representan los lados del tl'iángulo es• 
f6ri~o, cuyo ángulo en A se bum1; se hace pues 

tt:::::74º .. 16' .. 3 5 '' , b= 57° .. 46' .. i 8'\2, 
c=65º .• 34' .. !.l.011

; 

y empleando la fórmula 

sen r A-V sen. ·} (tt+!:::-c1.!.~l.~:J:J,~±..:..~D., 
· • :! · ·- sen. b s011. 1: 

(nota pág. 93). 
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Los arcos fi (a+,b1-c ), r\ (ct-+•c• .. ~b) se ll.111.rn bus. 
cando primero In semisuma:. de los tres lad_u, ,t, b, e, y 
restando de ella cada uno de los líldos que hHnH111 u! ún. 
guk> buscado (3 8) ¡ tlcspucs se tom,111 lo~ log,1ri1·11ws de 
los senos de estos lados, los complementos aritn1t:1icos de 
los logaritmos. de los senos d~ l.is rc~tas, todo como ¡

0 
.·· mauiiiesta la operaciou·. inferior. 

7.¡:' .. rtíl..3511 
57" .. 41'í'., 18", i 
65º .. 34' .. io ' 

. --------···· .. ·• .. ····'~''Í'-
Suma ... ~97" .. :v' .. 1x11 ,i 

Se'mi~Ull11l, 9,W''.14tl' .. :{ 9" ,6 
57'":,,¡!'JI .,,¡ flll, t 
~-~ 

l,a resta.,, 4lu .. :1/ .. 1011,,f l," l't,¡¡(U.,, 3!" ... t 1(¡11
1
6 

fog. sr.n. 41" .. 11 .. dl 11,4~:9,!ltn779 
, lo¡r. Hen, ;1:,!," .. 14/,,1611,ii:::::9,?!jBll;;45 

Somp. nrit, 1de ¡,,g.},~ll'., 57'~•,t¡-fi~ • .,1,~'.'t1;:::w,tJ1J/Íl'í¡¡5 
, Comp, llr\\• ~\e l~g. nen1 1$5 ,••S4',,io11 :010401iH,:1 . 

·~~ .. ~1, ill, t ,,~ r;, ... 1 ·, >ti~+,,. .. ,-."'¡jo\W~"' :!ª""'~~~~~•l\o,W,.,,.,1~ 

S11111a, 1v,t'ítívS,f,.g.1 
-~.oil/>11,no,<,>;f>r,,4'1.'-~ 

fog, son.'* A::: y,Hl{+ni.¡. 
que en la tabla corresponde ,Í lng, son. ~1,f .. 7' .. 1811

1
98¡ 

Juego !~A::::;43r1 
.. 7' .. x8 11,98, y por Jo mismo A Ró'\, 

.14' .. 37
11

,9 6: tal es puc~ el valor dd ,íngulo M'S'N' cor• 
rcspon<lientc al v,dor dado pttnl el foi{1ilo MSN. 
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CAPÍTULO III. 

DE LA APLIOAClON DEL ÁLOEill\A Á LA GEOME'rltf A.. 

6 3, E1 objet~ d.e 1a aplicación del álgebra á. la 
geometría es que haciendo uso de las operaciones alge ... , 
bráicas I se puedan combinar muchos teoremas de geome
tría, y deducir de estas combinaciones consecuencias im• 
portantes. Este es ei camino que hemos seguido en los 
dos capítulos .interiores, y por él hemos llegado á sacnt 
las principales fórmulas de las trigonometrías recl'ilínea y 
esférica, Un teorema, que establece una relacion entr<,. 
muchas líneas de u1111 magnitud definida, puede expre-
sarse siempl'e por una ecuacion; y todas las trasforma
ciones que se hacen en la tul ecuacion, cna11d.o se las tra ... 
duce nl lcnguage comun, dan enunciados qne son conse .. 
cuendas del teorema de que se lrn partido; pero este mo~ 
do de mirar In aplicacion del álgebrn á la. geon~etría no 
ofrece sino una p~rte nrn.y pequeña, del que elli, debe 
abrazar. Este ramo de las matemáticas; conslderndo en 
genernl, no se limita á la investigacion de las propiedades 
de la extension por medio de lns operaciones algebráicns, 
sino lo que es mas, cómo se puede representar por es~ 
tns propiedades lo que significa una cxpre&ion nlge
bráica cuah1 uiem, reducir las constrncciones de las fign .. 
rns á las operaciones del cálculo, y pasnr de estns á la1 
pdmerns: todo esto lo manifestnráq las diversas cuestiones 
trntadas en este capítulo. 

La cscritnrn algcbráica, tan útil parn expi·csar las 
condiciones de los problemns roh1tivos á los números, no 

TOMO lV, N 
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es menos c6moda pnrn. los cp1c pcncnCC't'n :i la gtiomctría, 
fütos últimos pueden pont~rse en c~uadon nimo lm pd* 
meros \u(.)go que se baya l<igrndu h.ill.1r t•11 511 e1n1111.:i;1do 

la relacion de lns im:óguims y d1.: h,~ darm; pí:rn e~ 1110. 

ncmr parn lograrlo acudir ;t alg111ws pn1pi1:d.d1:s Je la 
especie de magnitud que si.:i co11¼i,krn. . 
i'.' 6,-i; , Por cjúmplo I pt\csto t}lll.! tlll tri;i11tul11 cia,í de .. 

terminado ct1ando se 1..:onocen sus trc~ fodn~, ~11 ¡Ín:a de~· 
bed1 estarlo igualmcnto ¡rnr este medio, y pt,r In mi•,1110 

puede prnponerse esta cucsdcm. 
•: ' Co1todmdo los• tl't'.1· l,tiru dt1 11n trii1n:n1/r, 

1 
lt.11/m• /4 ,,,* 

eit'j)l't'st'on ~te J'tt drw <1 Stlj>t~'jldt'. 

Como el ,írca diJ uu triú11gnlo e~ ig11;.il :1 l.1 mitad 
del pr\Jducto de su bnse por su ;tlturn 1 !>ti v1.i dc~1h: luego 
lJUC la cuc~tion ~e reduce ,Í düwrrni11ar la 11lr111a, y b:i .. 
jnndo en el criúngulo ABC, fig. 14, una pcrpc11dkular 
sobt·e el lndo AC, se formnrÍlu dos tri,íngulm rc!ttfü1g11los, 
q ne darán relncioncs entre los la,Jos AB 1 1K: 

1 
J.1 pt:rpt.lll• 

dhmlar HD, y los segmentos AD y CI) i.:nu~ado~ por 
haber bajado dicha perpendicular. 

'Jfo efoctú .í si se designa pM e, /, e", lm la1l11s AB, 
BC, AC del tl'ÍiÍngulo, por t' c:l s(igmt:illo AJ), y pr1r n 
la perpcndiculur HD, los trÍííngultis n:ct;íogttlt1~ AHt> 
lH)(}durán 

, , _ _,,.,,~~ ¡_-.,._,,.,•)¡ _...,._')¡, l 1 

AH ::::JU) -1" 4"1) , ,&/""·'·'!A 11:j,qt,i,.f.f'" '4. ,'A 

'.B<: HD •·J•DC ¡ 

:idcmas se ol>scrv:ir:í qrw 011 el pdn1cr tri,íngulo dé In fi .. 
gttrn DC :~:::: AC ·-· A 1 >::;::;e'' t, 
y en el scguHdo 

DC:::::AD AC::::.t•••t'1. 
,. . ,Ponieudo, en lm; d11!i een.idr,11ti5 ele a rrih.i en I o gnr de 
las lineas fos fotrns l}tlC fos h'l>n:~t:11L1n 

I 
y ob~vrv1m,l1J q11G 

:DE TlllGONüMETRIA, 10'1 

(c"-tY=(t;_/')~; se formarán para uno y otro tri:Wguw 
lo las ecuucioncs 

, 2 /Z 2 ( // t) 2 ci =. ie •+ t\ e = tt -1- e -- , 
que no conteniendo mas tJUC dos incógnit,1s t· y tt, se po
dnín determinar sus valores.. . . ' , 

Si se desenvuelve la segunda ecm1cio11, y se la resta 
de la primera, los términos 1/ y t2 des¡1parccenín, y re• 
sultará 

e~ - c12 + e",,_ 
t=---~--; 

2 c11 

" z 2, ' y como la ecl.rnc1011 e = it + t• da 
. /~ , w::::::::.:±:.vc-t, . 

se sacará , sustitnyendo en cstn por t su valor anterior, la 
siguiente 

,,. 
o 

,·. y:-(l-c1z+c''~y 
z¿:=:± '" ~ ,1::. --

. ,:~ e 
' ::t:·V 4 e~ c'l~~c/'-·-c~,2-+-c':-:-:'")'l 

u = . . . . ' . r--··¡, ' . -. 
· 2 e 

Por medio de esta fórmula se pt1ede hall.ir In alt1.ua 
de un tri{111gulo cuando se conoc~n sLls tres ln~os; y co
mo la exprcsion de sú área se mtdc por' la mnad de .stt 
b,isc por su altura, se deducirá de lo que p1·eccdc el área 
de un triúngulo cuando se· conozcnn sus· tres lados. . 

Como la letrn t.t designa por el supuesto la pcrpcnd1~ 
cular bajada sobre el Indo c11 del triángulo propuesto, el 
área do cHe tri{1ngulo será · 
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~.· c"tt= l.. V4'c',l r/"-(c'-tn~.¡. .. / 1
'),. 

~ ,¡, 

con solo poner por u en ln cx¡mrnion J! / t, su valor sa. 
cado nntcriormente. 

Tnl es ln expresion del área de un tri,ínguk, por sus 
tres fados, Si fo observnmos con ntcndon, 1wtan:mos c¡uo 
no está prcsentnda bajo la formn mns ck:gn1Hc que puedo 
dársela, á causa ele no ser simétrica rcspcct() {i cnda uno 
de los lados e, e', e", lo que couoccmos debe ser, 1,;ira 
que cnmbinndo en dicha cxpres.ion un:is letras en otm, 
no mude ele valor. De nqui se inflen, que ella puede nl• 

du~irsc á solo contener las combin.1cfo11es de !ns letras ,1ue 
enc1crrn; se llegará á esto observando tptc la camidnd 

~ /, ~ ( ~ /'). //'J;)l\ 1 .l' • • 
4c e - e - e + e es a t11foronc1.1 de duscuadrndos 
Y por lo mismo se dcsc:omponc en los factures 

1 

I/ ~ 1/'A rn II l /· 2 ,.,. --1- e +,; ..., e , ~ u_ e _ ¡:'\.,¡,. ,1• 
los cuales equivalen á 

(e+ lY-c'\ -(c-c''/~,~c11
; 

pero estos últimos eq11iv,tle11 á los siguientes 
e>+ e'...,~ e", e..¡~ e"- e', e+ t'~ c'i, e'+ l-c1; 

luego se tendrá por valor del segundo miembro de In úf, 
tima ccuacion el 
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fórmula tan notable por su elegnucia, como por la utili
dad qt1e puede sacarse de ella para evnlunr el úrea de 
una figura plana cualquiera: manifiesta que el área de· un 
trz'ángulo está c:i1wesada por la raiz cuadrada del pro~ 
dueto de la semisttma de los tres lados por las diferen
cias cntt'c esta scmist1ma y cada itno do los lados. 

6 5. El método indicado en los Elementos de Gco .. 
mefrfa, núms. 2 34 y 2 35, para hnllnr ln altura entera 
de unn pirámide ó de 1111 cono truncados por tm plano· 
paralelo á la base cuando se le reduce !t fórmula, conduce 
á una e:x:presion notable del volúmen del tnl cuerpo. 

Si se designa por a y b los lados homólogos de las 
bases de un tronco de pirámide , ó los rndios de las de 
un tronco de cono, por g la altura de dicho tl'onco, por 
1i fa altura de la pirámide ó de1 cono entero, se te11drá la 
proporc1011 

a - b : a:: g: Tt ele la cual sale Ji:::::: -1L. 
a--b 

Como la altura de la pirámide quitada ó deficiente es 
1, ..... .g, tcndd. por e:xpresio11 . 

· ag . bg 
lt-g= -·- -g = --. a-:-b a-b 

Esto supuesto, por ser semejantes lns bases del tron~ 
co, serán entre sí como los cuadrados de sns líneas homó
logas ; de suerte qt1e llamando S la base inferior y s la 

. d ' superior , se ten rn 
i S , • • i • b~ ., S . i • .. • b2 , .• s."'a. ,o "ª•·s~. 

Sí designamos por nt la 1·nzon de lns magnitudes S y 
a", resultará 

S:::::a'm, s:::::b'rn; 
y los volúmenes del cuerpo entero y del quitado serán 
expresados rcspcctivnmcntc por 
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mf{a:1 mit/1 1 

¾ !tS. } . ._ , ! (Tz ·-,R¡) s ~:; .: · ·· '.'. "' , 
et ~-b d~-/i 

con solo poner por S, s, lt, 1t -.C;, los v;dmi~~ hallados 1 

anteriormente. En fin, restando l.1 ft'gun\la cxpre~ion de 
la primera, se tondrit pura vol(aucn dd tn;m:o la 6¡ .. 
guiente 

mg (a~-h;1
) 

f a.:..}; ___ :::::; mg (.i1
~1 .. 1tl,-+,h'1) ~ .!{ (m,l+mrtb 

r+mb 2
). 

Pero m?t y mbi so11 las bases infodor y superior del 
tronco; y si se hace ab =c.,,, e::::::::. V,'"'J: expresa ni 011:1 me. 
din proporcional entre las lfoells a y b I y pnr tot1.,Í1!uie11• 

te ~nab-,ml expresará el área de un pnJíg¡mo sc,~i('j,rn* 
te a las bases del tronco, y constrnitlo sobre el hnfo ,. 

1 
6 

de un círculo cuyo radio sc,t c. 
Del resultado anterior ae infiere que el 'tloftímrtt d, tllt 

tronco dtJ pl,:án:idc 6 de un cono e-s (quttl ,ti ltrcf11 dr J'/1 

altura, muttzpticado por he suma de li:u ,fr11,u du sus du 
bctses, j' dtJ una Jigtw,1- sr:m~jenih· t'Ottstruid,1 sobr11 1m ¡11 .. 

do 6 sobre tm rtttlt'o mcdlo projl()NÍ011,tl ,.·11/rc /Q.r dt tJ/itJ 

b,1:ses; y corno 111:1/; = v' w,:·,'. mi/' s~, ve c¡uo el ;Írca do 
e~ta figura es media prnporc1t>nal entro l.u, <l<.: C/ít,1/í b.iscts, 
S1 se elevan. sobro crn1s tres figurus, ya pi1:íni1dcs • ya ca .. 
n~s d.e la ,~11snrn altur,a (]ti~ el tront:o proptmto. l.1 lillmil. 

de sus vol~rncmes sern CtJ111val,,:utc ;Í l.1 do c~rt: IHHl<:o, 

6 6. ltn las c1wstio111;s :1111't!rio1·c~ no~ h:d1iam11~ prn .. 
puesto b,uscar un resultado 1rnmó1ico > ;1lv111m .. veces so 
busc:111 lrnons. (;} · 

T\EFJG~~>r ejemplo.\ tratcnH.)S <lo 1.·1rn::ribir ttll CtHh.lr:ido 
-V· en un t1·1·u1gulo AB(' í' · . . • ., , "', ig. :i.4, scní m:,·1~sado 
suponer 1cst1i:.dta la cuu~twn' y !m~¡;ar lles¡rnci; cuuu liu 
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Hneus dadas inmediatamente por el · triángulo y el Indo 
del cuadrado una relacioú que púeda expresarse alge,._ 
bráicn mente. 

Para esto se bajará la perpendicular BH, que se rni
raní como conocida, puesto que s::ibemos tirarla; y ccm
p:1rnllllo los trl{wgulos' sernejqntc,s BAC y HDE, l)AH y 
BDI / se fonu:iritn,'.lns propmciones 

. AB:I1iD:::AG: DE, 
AB : BD : : BH: BI, 

que conducon á la. 
, , , : AC : lv E íi: BH : BI. 

, Esta úlclnút da .mh1. rela1c:i6n elltre las· líneas conocidas 
AC, 1H1, y las línens inc6gnit(ls lH, DE; liero 1H de~ 
pende de HE, porque IH:::::: HH- IH, y por In definidon 
del cuadrndo IH =:DE; desigafoudo pues por a y b los 
datos AC y BH, y por x lu incógnita IH ó DE, se 
tendrá 

(l:x::b:b-x, 
de la cual sale 

~b:t·-::::::. ab- a.i•, 
;•; De esta:ecuacion,del pwüner:;grn·do se:wnch1ye 
.,1, ,.... . ab . 

X:::::::---• 
a+b 

Cuando las •rectas a· y b se hallan referidas {1 una me• 
didn_,comun, ó·,expre'sucl;rs en ·números; lu '.fürnmla nnto• 
rior du pcH' operncio,nes arir.meticas el .. 11(1mcro qde exprc"'.' 
sn la longitud de 1~~1 rccm IH; tomando este u(11nuro sobre 
la rccrn BU , se tendd1 el punto I, por el cual setá noce~ 
s.uio tirar la recta DE. 

No es absulutamcn~c P¡?ciso P,rlf¡l dctermir¡nrcl ¡mn
to I d recurrir ú lm núrr1cros, porq11u las op,iracionc:; in~ 
diu1da:; un la c:xprdiion du :.t ¡med.t.:n cfoctu,n~e sobre las 
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líneas. En efecto, se ve que esta inc6gnita ea el ctinrto 
término de la pro¡,orcion siguiente 

a+b:,i::b:x, 
y que por consiguiente todo se reduce .'i hallnr unn ctrnr• 
ta proporcional á. las tres líneas 

a+b, a y b. 
Generalmente se mim como muy elegnnte el ligar 

con la figura que contiene los datos dd prohlcmn hu 
operaciones que es menester cfoctuar p:m\ tc11cr Hl solu. 
don; por lo mismo se puede en la cuestion presento em .. 
plear el ángnlo recte> CHB en la Jutcrmi1rndlln do la 
cuarta proporcional que c.h:bo lrnlhme. Se llevar~ pues 
sobre HC prolongada. 

1.º HL::::a:::::::AC~ 2..0 LK=:b=Hlii 
tirnndo :BK, y dcspnes IL p.iralc!.imcmc tí 1}K el punto 
I, para el cual se tendní 

HI<: HL: l BH: IH, 
pertenecerá nl lado DE del ctrnclrudo DEGF. 

67. Del mismo modo podemos ser conducidos a 
cuestiones de un grado superior ul I /' 

Se sabe ,1ue dividir una línea en media y extrema 
.razon es dividid.i de modo q110 uno de lus siannontos 
sea medio prop<>1·cionnl entre toda fo linoa y el 0~

1

w scgw 
mento; para resolver ulgel.m'iicamcnte este prohlcmtt so 
clesignará la líncn entera por a, el segmento in~:ógnito 
por x, el otro segmento será a.._ x, y se temlrú 

a:,tn:.i·:,i-:t·, ·1 

de donde se concluirá. 

1:esolviendo est11 ect1ado11 se sacará 
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Las opera¡;;iones indicadas en esta solucion pueden 

efectuarse sobre lns líneas por medio del triángulo rcctfo~ 
gulo; porque como a2 

+ -k a2 expresa la suma de los cua-

drados de las líneas a y ; a, el radical V ti
2 +-} a~ es la 

hipotenusa AC, fig. 2, 5 , del triángulo rectángulo cons . Fig. 2 S • 
tm ido sobre los lados AB:::;:::: a, BC :=. {; a. No se trata 
para obtcne~ los dos valores de x, sino de combinar 
por sustraccion y por adicion la línea AC con la líDca 
BC = {,- a , lo que se efectuará llevando BC desde C á 
D sobre AC, y desde C I D1 sobre su prolongacion, 
port1ue se tendrá ' 

AD= AC-DC::::: V a~+ { a•- k· a, de donde sale 
x=-AD, 

--'"""'-
AD':::::AO + DC:::: v' a1 +',ta~+ fa, de donde sale 
:1: =-AD'. 

La recta AD , referida c1J E sobre AB por medio de 
un arco de círculo, es la ~oludon dada en el núm. 1 3 i 
de los Blmumtos d// Jf!Ometrfo; y poniendo la ecuac101l 
a~ - a.:i:::;:;; x' del problema , b,1jo la forma, 

, 1 a :::::::axrt,,..i•, 

fe sacará de ella la proporcion 
,i·+a:a::a:x, 

que equivale á . 
AD':AB:: AB: AD, 

puesto que 
AD':::: AD+ z BC::::: AD+ AB. 

De lo dicho se infiere que la Hnea AD' está tnmbicn 
dividida en media y extrema rozon en el punto D, y q ne 
el segmento mayor DD' es igual á la línea dada AB. 
Mas adelante (77) veremos e\ enunciado, al cunl cor
responden al mismo tiempo los dos valores de x, y lo ,¡uc 

TOMO IV, o 
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significa el signo,_..;., que afecta al segundd. · 
Los ejemplos anteriores son suficientes pa·ra manife5• 

tar que la resolucíon algébrica de los problemas determi
nados de geometría presenta circunstan~ias análogas á 1a de 
los problemas relativos á los n6meros. 1Es: menester pues 
empezar por poner la cµestio~ ~n, ecuacion, sac~r despues 
la expresion del valor de la incógnita; pero en lugar de 
emplear el cálculo aritmético para evaluar esta expresion, 
es necesario efectuar sobre las líneas conocidas operaciones 
Wáfi.cas, corrjs~ond¡~i;i,tes 

1
á*s. ~ue estan,, indicadas por 

los s1g1ios algebncos. En la cuestion del num. 6 6, cuya 
ecuacion ascendió al primer grado , ha sido por las !íneas 
proporcionales por qu.ienes se ha determinado la incógni
ta; y por la cnestion anterio.r, cuya ecuacion subió al s~
gúndo grado,: se ha recurrido .í ·la prop1ednd del trián'gu~ 
lo rectángulo. Estas determinaciones son lo que se llama 
la' construecion de los valores de' fo incógnita : vamos pues 
á exponer los principios que son comunes á todas las cues• 
tiones de estos dos grados·. ' · · · · 

68. Hay que notar en general·, y hhf' siempre oca• 
sion de verificar, que cuando solo entren líneas en el enun• 
ciado de una cuestion, y que 1a cantidad buscada sea eUa 
misma una línea , su, expresion encierra siempre un factor 
de mas en el numerador que .en el denomina'dor; y cada 
una de estas cantidades está compuesta efe térn1inos homo• 
géneos entre sí. La expresion de t, hallada en el 11úme• 
ro 6 4, llena esta· condicion: los· términos d; sir numerador 
tienen dos factores, y su denominador uno solo. 

De aqui se infiere que cuando la expresion de una 
línea cualq niera no· e.oh tiene radlcalers, 'se puede, eón solo 
representar todqs las cantidades 9u'e elJa encierre por lí

. neas, obtener la ·longitud de la primera sin recurrir á los 
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números, buscando únicamente .con la regla y el' campas 
cuartas proporcionales á las líneas dadas. Para probarlo 
bastará el ejemplo siguiente. 

abc+dj-e;. 
Sea t= 1 ,. ' g,z+n , . , 

esta expresion, cuyo numerador está compuesto de· ~er
rninos que tienen tres factores, mientras que los térmrnos 
del denominador solo tienen dos, pertenece, segun la ob
servacion anterior, á umr línea. Si se hace 

abe = kd 2 ,. ~ //-:- k' dz , 
gh=k"d,·· n"' =k1

'
1d, 

, 
. se.sacara 

d2 (k+d-k') _ d (k+d-k') . 
t= d (k"+k'~- k"+k'11 . . , 

se obtendrá pues t buscando una cuarta proporc1~nal a .las 
tres líneas k"+k'", k+d-k1 y d, cuando las lmeas 1~

cógnitas, representadas por k, k.1, k", k"': esten determt· 
nadas. Las ecuaciones ,consideradas anteriormente condu-
cen á las siguientes! 

abe ab c. . 
k=---=--:-x-·, 

d 2 d d 
1.11 ·gh 1.111_ .!!_. 
/(, = T' f(, - d' 

valores que se forman por las proporciones siguientes: 
ab . · ab abe -k 

d ·a··b·- d:c::-d !-d-;-- ' .... d . 

ef .. ef eY - k' d:e::f:-;¡ d:c::•-;¡:-;¡:-- , 

glt 1/ 

d:g::h:--:-¡- =k, 
nz ,, 

d · 1t • • n · - -
1
• 

1
• .... d -"' • 
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1. 1,1 ,.11 k'',. R.,1,,,~, ' 
y con cst·as se tendrá t, 

F{ic.:il,rnmtu se pcn;:ibe ,¡ue 'el c~píritu lid 111t:tmlo de 
que :ic;i.bamos J~ lrn<.:cr mo n11rn 1.:011~trni1 ttlla c>.:pn.:~iun 
al~ebrnica, <.:oumcc cn trn~for111,1r d 11t1mtrnd111 y d 1.ktH>• 

n}uiador de la cxpn:sio11 p1oprn:i.1a c11 p11,dw..:tos de 1111 
cierto n(1111cro de factores simples (i du ¡Himt:r prado ¡0 1 .. ' ~ J 

cua . swmpre tJS po~ible hacicmlu uso de los medio~ t¡uo 
.icabamos tfo empicar. · 

. , l~ay casos en que esta trnsfomu:u::for1 ¡mcd<i t:f1:rtunrsc 
lllm~diatan101'.te, sin (ju e sea 1icvcsa rio inr rnd 1n:ir cuHidi\~ 
di.:s mdetcrrn1m1das: rnl os t:I .~ w .. : .<ifrct:c l.i e:xpn:síun 

. -·~ e(,, ~ ... b") 
t ---· ··-· " ' ' , .. ; 

d'+·/J~ 
cuyo numomdor es lo mimw (}IW 

. , (,1 .... ¡, b) ( a ·-b) • 
Y cuyo dcnommador puedo escribirse asi 
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· -.--; .· (a+b)c (a-b)(a+b)c· ./ az + b : a--b : : ---- · ---·-. _..,.,.-......... .. 
V .. ;-~~L+Ji"" . V tt2+b2xv7:~¡/ 

El radien! empleado en este cálculo se construye [{¡. 

cilmente por cxprcs:ir la hipotenusa de un triángulo i-cc
t6ugulo, cuyos lados son a y b. 

6 9. El triángulo rectirngulo y el círculo 110s dan me .. 
dios parn construir la rniz cm1dáida de mm cantidad cual
quiera expres.ida en líneas. El uso del primero es evi
dente cu:rndo la (JllC estú comprcndid.i bajo el rndic.il es 
la smm1 ó la diferencia de dos cuadrados. En efecto, se 

tcnddt en tal cnso ,,¡-;;_;:~;:¡; y .¡;'"i:'_ l/; fo primera de 
estas dos expresiones puede mirarse como la hipotc11us:1 
de un triúngulo rcctúngulo, cuyos h1dos son a y b, y la 
segunda como uno de les lados adyacentes al .íngulo rec
to en un. triángulo rcctúngulo, cuya hipotenusa seria et, 
y ol tercer lado b. 

Tamhicn puede constrnirse la c:x:prcsion V a~-,-h~-1- c2+tl2 

por una serie de triúngulos rcctúngulos; pues habiendo 

obtenido desde luego ..¡;,,~ .+é1 se rcprcsent.1n'1 esta línea 
por a,,, lo que dará · · · 

?. ¡ i ;¡ 
~+~::::et, 

y la cantidad propuest,t se mudará en 

,la/+/+ d"i 

se 'comtrnirú el ra.dicnl v' a.•--=i.~ como el anterior, y lla~ 
mando (6 el xesultado ele esta opera don, se tcndrú 

1 :t (1_1 
«, ~1- ¿' ::= p : 

110 qncdnr(i otrn cosa l}UC lrnccr sh10 buscar el valor de 

4v(P-,•~;-·:¡;; lo (]lle se ejecutará tornnndo la hipotc11ma de 
1111 triángulo rectángulo., cuyos ludos son (2, y d. Es rnny 

fácil cxtcmlcr este método al c:iso en que el rndical ~1uc 
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se hubiese de construir contuviese un número cualq~iera 
de cuadrados. · 1 

70. Pasemos ahora al empleo del círculo en la ex
traccion de las raices cuadradas. Se snbe que l;:i perpendi
cular elevada sobre un diámetro es media propprcional en
tre los dos segmentos de este diám~tro (Geom. I30); ·se 

obtendrá pues V ab haciendo, fig. 2, 6, AP =a, BP:::::b 
y describiendo un círculo sobre la suma AB de estas do: 
líneas, tomada por diámetro: la perpendicular PM, ele, 
vada sobre el. punto P, siendo media proporcional entre 

AP y BP, será igual á' V ab. 
Tambien puede hallarse una media proporcional en, 

tre dos líneas cualesquiera a y b, tomando la mayor de 
las dos por el diámetro del círculo, y llevando la otra 

. desde A á P •; levantando ·despues la· perpendicular PM y , 
tirando la cuerda AM, ella será la media proporcional ;e, 
dida ( Geom. I 3 z). 

Con el auxilio de estos métodos se construirán todos , 
J~s radicales del segundo grado, cualquiera q ne sea la caq
t1dad que expresen. Sea por ejemplo 

V ·• dif _ a +be--: 
' g ' 

h'b...:..1. dif, i.1 ·. 
se ara t - a/{,, - :::: ak; a expres1011 propuesta equi• 

valdrá á g ' ' ' 

V a
2

+ak-ak
1= V (a+k-k') a, 

y para obtenerla bastará tomár una media proporcional 
entre _dos líneas, respectivamente iguales á a.:+- k-k' y a: 
es evidente que las cantidades k y k1 se determinarán por 
las líneas proporcionales, segun lo que se ha dicho núme-
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ro 6 8, puesto que las ecuaciones de: donde ellas 
den dan ' 

be k1 =· def, k=-, -
a • ag 

y por consiguiente conducen á las proporciones:· 

JI J 
depen-

. · · . · , a :: ·b : : e : k , · ' · · 
. , de • de def 1.1 . •. 

a : d: : e : - , g':/: : - : -· = /{, · 
. a - a ag 

7 r ! La canúd~d ~ue.se propone construi~ p~drá muy 
bien no ser homogénea; pero esto no resultara s1110 c~an7 
do se hayan hecho ,¡¡lg1,rnas líneas. i,guales á la, unidad, ó 
que 'se haya repre:ent.idd ~ui 11Úm

1

ero Fº:: u_na leúa•, ó 
una 'línea por un numero; y los metodos rnd1cados ante-

r!ormente no,,s~ h~:lar.án 
1
en ,defecto por,.e;s~: ci~cuns~?f.1cia,, 

siempre que se haga 'apatecer en todos los t':rmmos en ~ue 

debia hallarse , y .con los. exponentes convementes, la lrnea 
tomada por unidad. - . . . v--¡;;-

s~ p~~ ejemplo ~e .t~:;ie~e ·. . a+ .dª , y qne se 

supiese por el enunciado, ~~:la.cuestion qµ_e,:ha~ia c.óndn
cido á esta ~~presi9.n ,. que. e11~ qebfo p~rtenecer .á una lí
n~a, se vería que cada uno de \os términos compi;,endidos 
bajo el radiqtl de~eria ser de. ,s:gu,11<lo vado, ,Y que p~r 
lo mismo ,si designamo~ la tJmdad por n, sera necesario 
· ·· · benª be 
escribir an en lugar de a, y Ji en lugar .de "'F' lo 

c~al ·· no cambia en nada el valor absoluto de estns canri.: 
ª l m l dades, puesto que n= I =n, y en genera n ::: I, cua •· 

quiera que sea m. De este modo se tendria . 

Van + b;:3 = n (a+ b;~•)' 
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la cual se constl'uirá fücilmcntc. 
Observaremos de lo cp1c antecede conu, pnctlc e • 

. 'fi l X traerse por una opc.!rac10Jl gra ic.:a a miz c,;11.idr.ida de un 
nCimcro cualquiera, con solo tomar una media prnporcio. 
nal entrn. dos líneas I de las cnn les u nu rnprnst:ntada la 
unidad, y la otra tcndria con cHa la r~:wn s011.1 Lida po~ 

el número. propuesto. Por ejemplo I V; se obtc111liia to. 
mando una media propordoual entre dos liuc·t~ ,¡,. ¡ • · , , "' ns 
cua. les una seria los f do fa otra, puesto c1ue v7:_ -- ,~ ,1 ' 1 
.VI ><s•. 

· 7 2, • Es cosa muy füdl por lo dkl10 el constrnir ¡~ 
c!prcsiou '!º fos raiccs de la ccuacion de st~g1111do grado 
x -, ~x ::::::._b , que puede ropwso11tar to1trn las dt: cm: gm, 
do. ~11 efecto, sacando el Vf!lor d.c .i·, Sll tc11dní 

·~•....,. .l ,., ~1~ •· / ¡ .... ,,•::, ¡J.; 
w ""- !? n ~'" V .4. "'" .... ,11o1- v • 

so'Io se trata. do constTtiir el rndicu•l) ✓ ,(_a~,;711 ( (¡ 9) 1 
y 

de tomar _dcspues la suma y la dllcn.11H.:1a dd rrntltadu, 
y de la lrnoa !1· 4 para C>btcner d valw ab~oluto do cada 
una de las raíces de fo prnpu~:stn, 

· ~¡ esta ccnacioo fo0sl.! tfo la forma .t:,,_ ,1:t::::::. .•• , b\ se 
sncarrn . 

x := .r. '" ::1:: v~T""::?:::::"·i}t: 
s:1 construcdon en cst~ c,1so no ¡lifod ria ~lü l:t del n ntcrior, 
srno en que el nttlical estada expresado por uno do Jns 
cat:c~os de un tri:íngulo rci:.:t.íngulo, tn Vt!:t. dt~ ,:~tatlo por 
la, h1potcn11sa, y <1uc uste nt\ngulo 110 cxis1iria ~¡ se !lt• 

vrnsu !\ a < h, pc.mpw entou~:cs, h:iliicndo tnm,ido sobre 
uno de los lados d0 un (Í1wulo n:cto AB( · 1·· ,, , • , . c., "J ; 1 f1, 2 7 1 lllhl 
magmtudAH:::::::b, el cfn::ulo DH, dim:dto dc~dc d ptrn, 
to A como centrn, con un rndio 11uc seria mciwr i¡uo 

D:E: TR!GONOMETRJA. l I 5 
AB, 110 alcanzada á cortar al otro lado ,BC. Esta circuns
t::incia está muy acorde con la teoría de las ccm1ck;ncs de 
segundo grado, que da las mices imaginal'Ías, para el caso 
de que se trata. 

- Lo que precede puede aplicarse á la cucstion si~ 
gnicnte: Shmdo d,ulct lt~ suma ? la difcrencit.:1, de dos lados 
cqt~f ig'(tOS de tllt ?"t'ct'f{i,g¡tlQ, )' suá'rea I con~trulr Cf f,IJ. rec~ 
táng-ulo. 

En efecto, sean b2 la superficie del rectángulo pedi
do, a la suma ó la diferencia de ~us lados contiguos, y ;¡; 

11110 de ellos; el otro serC1 expresado p01:.· a - ; c:m e( pri"".'. 
mer caso, y por a+ .i· en, el ,segnndo; I~ }llpe·1:g¿¡e· ser{ 
( a - .t) :v para el primer cüso, y' (a+ .ti} a,; para el se
gundo; de suerte que se tcndrfo las dos ecnucioncs 

ax-x"'=.b2, ax+.1/=.b2
; 

las cuales tcsol viéndolns, darán los valores ele z .construi" 
bles por el método anterior, · · , 

7 3. No es necesario resolver las ecuaciones del se• 
g1~ndo grado para 

1
hulla1· gráficarreqte fo~ mices; .se, las .ob~ 

tiénc illmedintamente por. ]as I p,~opiep.~des de fo~ líueas 
que se cortan en el dr,culo. . 

La ccuacion :1·.,, -:1i- a.t = b\ puesta bn jo la forma 
· x (.1:+a):::=:ll, 

se refiere á la propiedad ~e ln,s secantes ,y tangentes que 
parten desde un 111ismó punto, (Gcom. ·:u8); porque si 

l 'b r. 8 I"'' 0 se e escn e, 11g. i , sobre un ntdio BC= J a un cfrcu- ➔ 1g. 2 o. 
lo, que se le ti1·e unn tangente AB, cuya longitud sell b, 
y que por los puntos A y C se tire una secante AC, lla~ 
mando x la linea AD, se tendrá 

AD'~ AD+DD1::::::;;AD+2.HC:::::x+a, 
y la propiedad citada anteriormente dará AD x AD'= 

'l'OMO IV. 
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AB\ porlo misipo resultará . 
x(x+a)=b2, 

que es l~ e~na_cion propuesta. 
2 

• • · 

Si se tu viese x• - ~x = b , sena necesario hacer x :::: 
AD', en cuyo.c~so se te~dri~ ··. 

·. · ' AD =x.:.:..a,y x (a:;-a)-b\' · . 
'No hallándose sujeta la construccion presente á nin, 

guna excepcion, manifiesta que mientras que b
2 sea posi, 

tivo en el segundo miembro, al mismo tiempo que x2 lo 
es en el primero, las raices de la ecuacion propuesta se-
rán siempre reales. . 

La ecuadon x,. - ax=:..;. b2 se nnída en ax - x2 = , 
P, y puede en tal caso escribirse asi 

x ( a - .'I:) --: b2
• 

Bajo esta {~ltim~ forma, s~ refier~ á l¡i propiedad de 
la.s cuerdas que se <;;ortan .en. el .. drci;il9; _po~que si se des•. 
cribe sobre un diametto AB=a, fig. ·29, tin círculo, que 
se levante eq el punt9 A :una perpendicular AC = b, y 
luego ~e tire CM pµralela á AB, :y que por los puútos M 
y M', 'en qi.1e CM'en.cuelltra al drcülo, se baje sobre AB 
las perpendiculares PM y P'M', se tendrá • • · · ' 

' ----2 ' 

A,J.?x.BJ?-A,P (AB-AP)=PM, 
. AP (4.-AP) =b\ 

-por lq m~smo ~e:r.á. .. : . : . . . . . 
· . t ·· . 1·· · te·· · ') ,-/-.,AJ?i >1:B,I? ~AP· A:B--;-AP ::::PM , 

ó . AP' (a-AP')=b2
: 

.de la cm.l se deduce _que tomando sucesivamente p~ra ~ 
las rectas A.P y A'P', o.btenidas por los ,n1~todos a:nterfo•:. 
res, estas .serán los valores de l.i foc;ógnita :i:.1, .• ' • , ,;, 

Es, daro que ctrnndo AC exc;eda al ·rtidio del círculo 
,ó á ½ a, la recta CM no encontrará al círculo, y por 
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consiguiente no dará ninguna determinacion; pero enton-. 
ces las raices de la ecuacion propuesta· serán imaginarias. 

Las :ráices de la ecuádon.xz + ax=-b:, no difieren 
de- las de la :ecuacion,:x~ ,_;_,ax=- b\, sino .en ·que ellas se 
hallan afectadf!s del sigp.o -;'!;: pero su magnitdd se obten
prá sien1pre1por 'la· construccion que. se acaba de exponer. 

7 4,~ Eri la aplicacion del álg·ebra á .la geometría ~el 
signo .. 1-c s~ i1iterpreta en, 1 generaLéo.¡no se. hace respecto á 
los nµméros.,, ;invi'.rtieh<fo· :de c;ierto modo el: enuncia-do de 
1~ .cu_e~ti.on ; 6 t0mand:0úé~:ell~J¡1s líneas: qrie, son_ afectadas 
d_el taLsigoo en un .s~núd.0: ~Qlfüarió á aquel· en :qhé se las 
ha_pÍ(( supµesto ,desdeJ1,1~gó~ '..: ..•. 

. Antes de. p.ªsar,;aci\,el.int(;btl~emos ±ecbr,dahiqri.e .las 
~aptid:ids:~ JJJ')ga~iv¡.i$1Úeg_§~ ~iJ:,t<>XÍgéril'ct} aq.uellas. i ~us.trac."' 
crones·qll~111Q,:p;uecl~n:éfectu:ár,se:en ~l .orden:·en que; ellas 
se hallan indjcadas; porque:la; cantidad que se ha de res .. 
tar: et ma'yor que la qe:. quien se: ha de·r.estar. Por esta 
.<;ircunstaocia. se. rec;onoce que hay error e11 et ert;qnciadó 
cl.e1:ªqµeJl:t cuesti9n ,.,ó áJq m.en.9s. e1i .su ap.licac:ion 'al ca:
so particular ~ti~efJ: ~onsjd_eracion; y quitando 
este qtror-, esto es, modificapd9 el enunciado de l_a cues .. 
tion, ~e suerte qq,~s~ haga posible: la sübstracciori que 
antes no podia ej(:cutarse, se deberá tener un res1.1ltado 
positivo; mas pára. ciertas cuestiones, aquellas por ejem
plo que conducen á ecuaciones del primer grado, no hay 
necesidad de tomarse este trabajo. El mismo signo del re
sultado indica la inversion de que es susceptible el enun
ciado,; y.,,1.Qs valores negativos, empleados del modo que 
expresan las reglas establecidas para efectuar las operacio
nes sobre las cantidades afectadas del signo - , satisfacen 
tan~bien á las cuestiones como los que son positivos; esta 
es la razon. por que se ha cambiado la denorninacion de 
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1'aÍC(}s falsas, que en otro tiempo dabnn los :111:lfot,1s á !ns 
raiccs ncgnti vas di.! las ci.:uadoucs. 

fü t.imbien por la 6t1Str:tccion p<ll' quien lfobe c:xpJl .. 
e.me; sobre las figuras geométricas, los v:dfüe& negativos 
que el úlgebrn da ú ciertas líncm;; p,1rn sustraer urrn Jí~ 
nea de otra basta llevar la prÍmern solirc hr segunda, 

partiendo desde nno de los extremos de l:t última; pcrQ 
sobre esta oper:tcion gráfico. hny <.Jtte hacer nlgunas ubser, 
vnclones mrcidns del modo con que lns líneas .~e describen, 

Fig. 3 o. Sen pues CD, fig. 3 e, la línea que ckbe sustraer, 
se de Al~: corito fa primern es menor que la scgnndu I lle, 
vando en esta la CD desde B hasta e, su difcrc11dn Ar 
esturá1:aolocndn ·~ la derechct, 'del puntt) A; pero 1,i &e tu• 
viese que :restnr C'D' nrnyor <¡ue AIL y emi se llev:t~e 
siempre, sobre AB, pnrtiendo desde el mianw ~xtn.:mu H

1 

1n diferencia de lns dos rectns propuestas serin :11m1adn en 
:Ac' sobre la prolongadon 1dé AH; y c~turb colocn1la ú la 
·Hqúierdlt del ptrnto 1A,, etto e$, de· tm lad<'l upuc~to n l rc
sulttido Ar: de ln primera OJierdcion; es puc1. il ti.lit m\t" 
danza de situncion ií q11icn corn~~po11du <JI 1,i1p10 ...... 

A primera visrn parc1.:ia lJtlll ~(~ ddlia c1:·:d11:ir la sus, 
trncdon indic,itfo sobro las liuen!r C'D' y A B 1 1 kv1111do la, 
mcmor sobre la mayor, porip10 c,tO t?~ lo tJlW se h,l(C cott 
los númews ·ctrnndo se c¡uita d 111e11or dul mayn1; pwrtl es 
mcncHcr olisciv,tr, rcspu(to :'t lil~ lí116,1s, t¡u,i t:1l.1s so11 en 
general emplc.id.1s t!ll sciíahrr di1,tarn:ias iÍ 1111 demi ptmto, 
ni cual se rclic~·,rn <>trns, y quo St\ lllint t:onw Jijo i elfo$ 
toman p110s rn rncrcmcnt:o por el cxrrcmo opu<mu 1í este 
punto, y en mi caso la smtrnccfou 1p1~ por Ht mtturnkzn 
es inversa de 1n udidm1 t do ln cunl rcwlrnu cm gcncrnl los 
focl'cmentos, dd,t.: cjccu rnrrn t:1 mbicn en sentido inverso de 
aquel, y por consiguiclltc yendo hái.:i;i el lado cu que fos 
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líneas disminuyen; De aqui proviene que si el pnnto A 
sobre la l'CCta AB es el punto fijo de que hablamos, la 
sustrnccion de CD ó de C1D1 debe ejecutarse tnmbien des• 
de el punto B. La continuid_nd de las líneas, y la po~ibi .. 
lidad de prolongnrlas indefimdnmente en los dos scuudos, 
cla el niedio de practicar , como acílhn de .verse, In sus .. 
trnccion del mismo modo, ~rnnque la cantidad que haya 
de sustrnerse sen la mayor de las dos. He aqui un prohle• 
ina simple que confirmará lo que se acaba de decir. 

75. Bn mt triángulo dado ABC,ji.,g. 3z ,_tirttr :fª" Fig. 3 l. 
raleiamcnfc al lado AC 1111a línea DE que sr:a igual et la 
/Ínca dadtt MN. Como los l¡¡dos del triángulo son dados 
ó pu e den determinarse, haremos 

AB:::t:a, AC=b, MN::::ic; 
tomaremos por in~ógnit;; la dfstnncia AD, porque 1a posi~ 
cion de una línea pnrnlcla {¡ una línea dada es dctcrmi~ 
nndn por \1110 solo de rns pnntos, Haciendo pues AD =:1:, 
se wndrú HD r:::::. a ,_ x, y los triún gulos semejantes HAC 
y l,Dfr darái1 ' 

AB : AC : : HD : DE, 
ó 
luego ab - b.i·::.: ac, 

ah-ac a (h-c) 
X = l--- = -·y;--· 

El valor de x se éonst:ruyc ( 6 8) con solo restar de 
AC::::: b la 1·ccta CF =e, y tirnr FD pnrnlela á CH; por~ 
que la semejanza de los triúngulos AH:0 y AFD d:1 la 
¡miporcion : 

AC : AB : : AF : AD 
et (b - e) 

b ; ¡1, : : h - C : .i· = --·T··--······· 
Si fa Hncn MN 1·csultnsc mnyor que A.C , ella llú 



Fig. 32. 

!20 :nlIMEN'l'OS 

podria existir en el interior del niiÍngtilo AIK:; se ncce; 
sitaria prolongar los !mios AH y HC; p~ro cntorn.:cs el 
l?'llnto D pasaría á D' del otro l.tdü dd pu uro A 

I 
y esto , 

es precisamente lo que indic.t el c,íkllh> y la c: 0115• 

truccion. 
· En efecto, si se tiene M'N'>AC rcsult:mí c>h; por 
lo mismo la cnntidud h- e scr:'t 11cg,1tiva; pero h,H;icndo , 
la sumaccion du fas líneas como ~c lw indii.:ado cI1 el nú. · 
mero anterior, el punto F pasarú ,i F', y ti litH:a F'D', 
tirada por el punto F' paralclnmcntc á HC 1 110 podr.í cu, 
contrar sino l:t prn!oogadon du! lado A a en l)'. 

76. En general 5iL:m¡H'u quu se tratl! th: di~t.1111.;i,is re• 
foridns á un punto fijo, y contadas sobi·o mw 11mm ü so, 
brc líneas pande las; aqtwllas que son alb . .:tada, del signo 
..... dclllm t:0111ar~c l.!ll 1;1.:mido c.,>pm.:~tv .í illlW::ll.is t¡tlO cbrnn 
nfoctadas del signo •+·. 

En cfocto, ~¡ se considura la sitt1aeion l'Cspc1:tiva lle 
dos puntos, cuyas dhtand:is ú una rece" cuu1quiera tmen 
e~prcsadns por (t ·+ b y (t- e, os cv id ente que la di\ttlll• 

cia mutua do estos p11ntos <ls h+•c, puesto <¡uc tJ•t·b
(a-c) :~-:::.b+c, y para colot:;irlus dt: esto modD rl:~pcrro ;\ 
una recta cunlquicrn A'H\ fig. 3 ~. , es muirnst.cr I ir.ir des• 
de luego, sea do un lado, Sf.la del otro dt! esta lútea :í una 
<l,istancin AA' ::,:::,'°t una parnkla {1 AH I tirar dc.:!,pllCS dos 
lm;ns pm·~lclas ;t c~ta, 1:i una Qlvf focrn dé bi; primeras 
Y a una d1stnnc1a AQ-::::h, la otrn Q11\,f dentro y ,í 1rnn 
distancia AQ' ::=.c. Por este mc11io todos lo,, pt11Ht1H tales 
comt) M y M', coloc:ll.los en los cn¡;ucntrrn; rk lai. últimas 
J?nrnlclas, y do un:t pcrp(!ndicular ú la línea A'B', tcnddn 
e:1tre sí lu cfütanci,1 exigida, y se llallar.íu en tlll::t situn• 
c1011 opuesta respecto á la para Ida intc.:1·rn!.!dia AH, ilc la 
crni! Slls respectivas scparadom:s son Ncfütladas pC!l" ·+· b y 
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- c. Es fácil ver que estnrian lns dos del mismo lado de 
AB, si sus distancias á la línea A'B' fuesen expresadas por 
a+b y a+c, puesto que entonces sn distancia mutua 
seria b-c. Asi es como los senos, que son las clistancins 
de los extremos de los arcos al diúmetro AA', fig. 4 , y 
los cosenos, que son las distancias al diámetro BH', cam
bian de signo de un Indo al otro de estos diúmctros 
( I o, 2 3). La tangente sigue la misma .Joy res1)ccto al 
diámetro AA', y por la misma l'azon. 

7 7. li~rns consideraciones no se aplican del mismo 
modo ú la st·etmt'c, porque su dircccion cnmbi.1 á cada 
momento; sin embargo ella tiene tlll signo propio á sus 
diversas situaciones, y que se deduce de su cxprcsion 

, . Ri , : , 
analmca scc. ,t =--;. pero. en general solo a las lrncas 

cos. a 
que conservan la misma direcciones ú quienes corrcspon~ 
de siempre la u11.11fonza de signo, en virtud de la de 
lado *'· 

Las rcct:is AD y AD', fig. 2 5, que rcprescntn11 lns 
rakcs de In ccuncion de segundo grndo ci·i-,t.t'::::::/· ((,7)1 

aunque pertenecen {t volares de signos diferentes, no son 
opuestos; pero si se trntasc de nplicnrles n In solucio11 de 
'ltn probkma, en el cual ellas t'ucscn considernd:1~ como. 
dist.111cias ú un punto fijo, medidas sobre una líncn de di
rcccion constante , seda necesario lle vnrl(ts de tlllo y otro 
lado de este punto, segun fo regla del núm. 76, 

* l'uede darse unn explkncion bastnntc 1rntural de las vnrin
ciClneR d<.! higno <k la scca11tc, ob!iCl'V:rn<lo t¡uc 1:~t:1 línea. to111:1 r~al~ 
h1cntc una hituncion opu·cstn cuando clln encuentra (i la t:ú1gcntc pnr 
lltl la .1<, 1>p11c!lto :Í uquc:l por dond<i la toca ha n11t,:s. lin cfoctn, en ln~ 
n1·crn, 1~:\I y A 1IY, para los cuales la exprl':,i<1n analítica de la :;e,:1111,i 
es 11et\ativa I no en el radio CM el c¡uc (01.,a (L la ta11ucnte NN1, 111,1u ,JÍ 
el rn<lio opucuto. 

Fig. 4 .. 

Fig. 2 5. 
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En cfocto, el probkma dd nú1n, ó 7 puede c1inn. 
ciarse nsi: 

1:1111/ar soln·c fo 1wttt AB :-:-::.rt. w, p1111to .E, tirl q11e 
stt disttmcia AE al punto A sen mcdi,t propurdrmal tllll'r 
m distancfo al ot1'o extremo n y l,t ÍWfit t•11t11r11. Como 
los dos valores de la incógnita son en tal tam AD y AD', 
el último que se halla nfcctado dd signo·-· debe llcvnrsc 
h{icia AE', nrns allá del puntn A, respecto al punto n, 
Esta conc1usion es füdl de verítkat·, por,prn el valol' da 
AD', col'l'csptrndiendo t.,-.:i: en la cc1rn1.:i11n ,,,.,, . ,1.i: :::.:: :i:1, 
verifica la ccundon a~~¡.. a.i·:::::::1:", que rcsult,1 de muJnr 
➔-.:t· en --x; y esta (dtima ci.::u.11.:ion da la propon:km 

• l , que cqu1va e a , 

.AH+AE (J .HE 1:AW::/IF1 :AB. 
El problema siguiente es muy 1nopio para m:mifostnr 

có1110 c!cbcn iutcr~Hctarsc las llivcrs:rn soluciorn:s cp1c ofrece 
nua 1111snrn ecuucwn. 

F' 8 J> l' ' ~1g. 3 3· 7( • . or 1m ptmto ~,./(~· s,r; coltu:mlo ,·01no .re quit-
,·a 1·cspt•cto dt• dos 1·ecttts AH)' AC I pt'l'jU:fldt'c11laru etl• 
tre .rt, tirm· ttnd: J"ttt,i de 11w.lo ,¡uc f,1 parte D'F1 de tS• 

t'1i neta I intt.-rcrpt,t..lrt c11f1•t• /et,¡• dos rf/ctas jlt'Of'IU'J'IIUJ 
SM d11 im,i mtHr1dtuti ,ktd,r m. · 

Pnrn conc;¡:cr 1:i poskion do la línea D'F', yn mjcta 
á pasar por ?' punto dad(} E.' solo fo Ita tener ot·ro punto 
de sn d1rccc10n, el cual pncdc tom:1rn.~ ú nrbitdo, y su~ 
poner ;ºª el que corresponde; para lo ,1uc se imaginará 
que D es el punto <H~ que fo tal línc~t corta :Í la AC; y 
puesto que el punto L es dado, !,e su pondr:t co,mddns fas 
líneas GE y HE I tiradas desde esto punto pimtlelamente f 
á las línens AB y AC; por lcl misnw haremos 

GH:::::::tt, l!E::::::b, AD'.::::::y. 
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Esto supuesto, los ttiúngul<Js semejantes EGTY y 

F'AD' d,Ul 
GD': GE:: AD': AF'; 

pero GD'=AlY-AG=AD'-HE=y--,b, 

luego J'-b: a: :y: AF'=1,ª!.b' 

El triángnto F' AD' es rectángulo en A, y da la 
ecnac1on 

AD? +AF11=IYF'\ 

. q\le por la sustitucion de los valores de AD', AF' y D'F', 
se muda en 

?, ai,y2 
J' +--'-•··••=ni'L: 

(J'-b/ 
desenvolviendo y ordennndo. da 

1
4-~t by 8+(b''+a'i.-nl) l+2. bm2y-b~m~=.o ... (r). 

Esta ec@cion es del cuarto grndo, ú causa de l¡ue la 
cnestion propuesta tiene en genernl cuatro soluciones. Eu 
efecto se ve por solo la inspcccion de la figura que pue~ 
den llcn:usc de cuatro modos diforcntcs las condidoocs 
del problema propuesto, á saber: 

Por las dos línens D'F' y D"F11 tirndas en el ángulo 
recto HAC, en c¡uc se halb colocado u! punto E. 

· Ademas por las dos líni:ns D 111F111 y D'v F1v tiradas 
en los ángulos CAB' y BAG1

, :idyncentcs al állgHlo HAG, 
No es difidl ver (¡no las ~oludoncs dd :ínglilo ilAC 

pueden ser imposibles, cuando la mngnitud 1n &ea menor 
que cierto límite lltle depende de la po~idon dul ¡rnllto E, 
respecto á las rectas AH y AC; pero que !.is otrns dos 
solucin1w~ scrf1n siempre reales, Ú causa de que lus líneas 
F 111D 111 y F'v 1)

1v pued1;:11 pasur por el pt1nto A, lo cual 
líls baria 1nd11s, y t.imbicn puudcn ~cr p¡1ru\d¡1s, la una á 
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AH, la otra á AC, y por lo mismo ser iofi11itas; por con~ 
' · ·1• 1111·)111 ·1•tv J)'v 1 · · 1 · l 1 s1gu1cntc 1 . , ' . pucu0n tenc1 tolos (JS va ores 

desde cero haHn el infinito. 
No es menos evidente lJt1e la cucstion se simplificaria 

sin perder ninguna de sus soluciones, si w tomase r.:I p1111 • 

to E {t igual dist:1ncia de las rc<.'.tas A C y AB, porque 
b,1stari.1 C(1nocer en tal caso una de las del ,íngulo l~AC 
y otra de las otrns dos, pnra obtcncl' tod:1s ctrntro. 

Si por ejemplo se su pi ese tirar D'li''i ~e 1:011d II iiia de 
esto D''F'\ tomando en ella AF"'= AD', {1 c:1 usa de que 
el punto E' est.1ria scrnejuntemcnte colocudo, respecto de 
las dos recias AC y AH; y se dcduciria por la mism:1 rn .. 
zon D'v F'" de D 111F 111 con solo tonrnr AF'v;:'::AD'11

• lln 
, 1ir1t1d de esta observncion lrnrcmos GE::::::HH, (¡ ,1:::::b; 
y Ja ccunciou propuestn se mudada en 

l-2 al+•i.. ,/;l-na,,. (l-2 ay-1-•,i2 ):::::o ..•. e~). 
No se ve aun cómo esta ccnncion pucdn resol l'Crsc 

c"Jll mas focilidnd que ln m1tcrior; pero s1.: V(:)r;i la evidi.m .. 
cin de esto con so1o hncci: tlSO de la relnckm obs01·v.td:i 
nntcs. 

Los tri(ingulos J)'¡\Ji'' y D 11AF", D"'AF"' y n'v¡.,N 
son iguales, y por lo mismo los :íngulos JYU'A y J)' F"A, 
D 111l' 111A 1·)1VI' 1\IA 1 ¡ 1 y . ·1 · son comp cmcntos uuo ,e otro; y 
por consignicnrc, luego <jll<.: ~tl c:0110:t.l:U los (1ng1ilos D'F1A, 
D1111·· 111A 1 ' I l · 1 1 ' 1 , se tcnc1rnn os otros e t1s, y tm as ,is soh1cwnes 

. de l,1 ct1csd(Jn serán conocid:is. P~(l'O y:i t¡uti dt: este 111 0 .. 

do solo sen necesario lutl lnr dos sol uciom:~ di n11.:1,1 mcmtc1 

es ventajoso dernrn1inar el ú11gulo c¡ut.: la rclita Cümpren .. 
d.ida entre l:is línea~ AH y AC debo l'<H·111,tl' ~tm la l.llH\ de 
estCIS lírwus, AH por cjemplt), 

. 1\imnndo pues por incógnita la tangente de este Ílll• 
·· gulo, el tdángulo D'EG nrnnlfic~ta q uo i· 
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, D'G ;•-b __ y-a 

tang. D'F'A=tang. DEG=GE -;:;:;-;¡---a-· 
y-a , 

Si se hace --:::::z, se sacarn 
t1, 

y=az+a; 

y sustituyendo este valor en la ecuacion ( 2.), 1·esultará, 
hechas las reducciones, 

a'}z.4+ 2. a\:r.3-1-( 2. a·1-a~m2
) z/ + 2 a4z•+a4:::::o, 

1 (2.a-m") • ( ) 6 z.4+ 2. z, +---
2
-·---· Z + 2. Z-1- I :::::o.. 3 , 

a 
Si la cantidad z' sntisfociese á esta ecm1do11, lo mis· 

, • 1 1 1 * · b' d 1 mo la snccderia a la cantlual -, ; y cscri 1e11 o a ecua~ 
. z 

don (3) de este modo. 
m,. 

z.4...¡:. 2. z.1-1- 2 z2+ 2. z+ I :::::: ··-;;: z?, 
a 

se reconoce que añadiéndola z 2 en cada miembro, el pri
mero será un cuadrado perfecto, 

z.·1-1- 2. z?-1- 2. z/-1- 2. z-1-1 +2/·.::::(z.2 -1-z+ 1)•: 

por lo mismo se tendrá , 

( 2 )1 m 2 ~ z.+z+I ::::::----;¡z+z, 
a 

Vm'' 
6 .... 2-1- "'+ I :=:-l-z. -----+ I, 

-4.,I ""' - ª7, 
la cual se muda en 

a:::¡:: V m·• + a~ 
z2+---- --- z+ I :::::o. 

a 

* T~stn ccu~cion es de 1:w q11e s(' llamnn recíp,·nc,u. Se hall:1 c11 e\ 
Comp:cnimto dtl Algeb1·'.1 el modo de dismi1_iuir ,cl.l:Xp~,nc:.nlc di:., C!:taH 
ecua,ioncH todo lo po6tble, y por l,1 tr.rnlurm,tuon 11nlH.,1d,1 ,t cbte 
efecto 

I 
lu propucst:1 se redu,.;e inmediatamente ni 1,cgumlo grado .. 
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Estn cc11ncion debe comid(!rarsc como t)c¡11iv;il1•11te á. 
dos ecuaciom:s de sl:gu11d:i grndo, {i c.i ti~ . .i de las dos fnr, 
mas de que es rnsccptiblc el c.:od1cic11tc del s¡:gundo tér~ 

mino; y haciendo para .ibrcviar vu/-1, .. ,i~:.::.:11, ella da su~ 
ccsivamcntc 

~ a-n 
z -1----- z+ 1 ::::o, 

lt 

z a+n 
Z +-~-- z.-1~ I :::::::o, 

a 
S• I 11 1 l • 1 1 . 1 se representan por z. y z. ns , os nuccs , e a pn-

mera, y por z111 y ztv !ns de la stg\111da, ~e tcndi.'1, :í 
, ccmsa de ser el último té1rni110 igtrnl ú la L111id,1d, !ns dos 

ecm1ciones 

y como z expresa la tangente trigorrnmétrkn de un (in .. 
gulo, cnyo radio es :i: , se ~iguc t¡uc los valorns z.' y :z.'' 
corresponden á dos ángulos complementos uno de otro 

I 
y 

que lo mismo se dice de z.111 y z'Y (9), conforme it lo que 
se ha notado, pág. l 24-

Rosolvicudo las c.:ct¡¡1cio11cs niHcrion.:s,, se ~arn d0 la 
primcm 

-·· tt -1/. • I '\/'c'"··~--"-")'""',i-"""•"""•" ",;z _...., __ ,. ::L -- a-n •-4,1 
2,t :,.,, ' ' 

y de fo segnnda 

pero 
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los dos últimos valores de z serún siempre reales, siendo 
a~i t1uc los dos primeros serún imaginurios cuando se ten~ 

ga.n<3a. . . 
Autcs de llegar {1 este tér1111110, los mismos valores 

resu\l.irán iguales si n=3a, esto es, si Vm'~+ai=:.3,i; la 

cual da cu.1drando 
1 

' ~ 2 i m+tt=9a; • ,,! 
1 )";, 

luego n/::::;8 a\ Ó m=v'8 ti'1'=•ut \,/;, 
lo rnal prueba <1uc no se podrá tirur en el ángulo BAC 

por el, punto E ninguna recta menor qt1c '),a V z. · 

Como ·en tal caso n se 111uda en V8ai+~;t 3a, re• 
su1rn <JUC los dos primeros valores de z serán iguales á I, 

y los otros dos serfo - 2 ± V~-. De nqui se in.fiere que 
las dos líneas D 1 F' y D 11F11 se confunden I lrnc1endo con 
AH un úngulo de 4 5. º 

En el caso general, si se hace 

V (et- 11)'1·"- 4 ;,·= V (n +ti) (n- 3,1) p 
v(~5;::·4~;;= "1.~--a)(;- 3 a)= q' 

se sacará para los cuatro valores de z 

1 a-n-p II a-n+p z .:::: -- ...._~,_...,, .___,_, .. _ ' %, = "-'1- .-~···' - -· ..... ' ' 

2a 2a 

111 a+n-q iv 11+n+q 
z =------, z =--.----. 

2a 2a 
Conociendo las tangentes z', z 11

, z111, z1v, se hallarán 
los valores de J por medio de In ecuncion 

r= ttz+a (pág. ui 5). 
Estos vn lores S!;!rÚn rcspccti vn1ncntc 

AD1=- a-n-p +a·-· a-1-11-1-p 
2 2 
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AD"= ...... .!!....-=.1.1_7:1'~-•-a= a+n-p~ 
2 2 

AD'v= ..... !!.+:.~f+,t:::::: a--n~•-:J ... 
i :l. 

Ellos se construyen con fodlidad; pues fa cantidad ,1 

es la hipotenusa do llll triú11gulo rcctúngulo, cuyos lados 
son a y m, las líneas p y q se obtienen tambien por los 
triángulos rectángulos ( 6 9), ó por l.1s medias propor .. 
cionales ( 70); y en ando se tenga las longittHfos do fas 
cuatro rectas antoxioros, los puutos D', D", D"', l)'v se
rán dados*• 

79. En lugar de tom:1r poi' inccígnitn et :íngulo que 
,~~b~ hacer <.:~n AB ~a rc,~·a podid.i, podríamos haber trn• 
tado de bnscnt·. la d1stnt1clí.t entre el punto da1fo H y el 
p1:n,to K,_mcdto,'Jc la línea D'.1:1

, para ccrnclitir dll :1t¡ui 
DI~. Haciendo EK= x, y supomendo pal'n abreviar F'K 

::::D'K= :: =l, se tendría en tal cnso D1E:::::IYK-1-EK 

=l+:1:, F 1B::::: F'K-.I~K:.::: !----:1:, 

F'I:I:::: V .ffi7i"._ EII°:::;: V(l-7i)'·•-(l·,; 
y los triángulos s<.'mcjnntes D'O E, EHF' d:trian 

D'E: EG:: EF': F1H
1 

la cm1l equivale á 

t-,-x: a:: l-:t': v'(i-:::;,y::(i', 
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y de la que sale 

a (l-.1:)=(l+:1:) V(t-:1:/-a').; 
elevando nl cundrndo y traslad,mdo, se muda la cc11ncio11 
nntcnor en 

x 4
-( 2. /' + 2,l) x'J, +! 4

- 2a"' l ~=o, 
que resuelta como las del segundo grndo, daría 

x,= t +a'± V a4.+ 4a'). r"; 
y últimamente 

x :::::± V t ~ -i-, a').± .¡;¡,"í:;_ 4~;;-r == 
± v1i +a~ ±a v;?:+41~~ 

expresiones fáciles de construir, segun lo que se ha visto 
en los números 69 y 70. 

J:i:sta solucion, tan notable por sn elegancfa, ·!:lstá s:t"1 
cada de la Ari'tmétt'ca 1mi-vc1'sat. Newton la ha dado pa
ra manifestar cómo escogiendo las incógnitas de un modo 
conveniente, se simplifica la soludon de t111 prnblcma. El 
que Newton hiw en la cucstion' presente sin, duda: le fue. 
sugcl'ido pol' la considorncio1\ de que la di?t,~ncia EK no 
podia tener mas qne dos mngnitudcs diforcntes, ln una 

l . , 1 .l l . D11·11 I) 11I'' 11 1 I I re at1va a as oos so ucwnes 1 y . ◄ , y a otra u as 
soluciones D 111F111 y D 1vF'v, y gue por consiguiente SllS 

cuatro va lorns deben 1. haciendo nbstracciot1 de los signos, 
ser igm1lcs de dos en dos:. Concluiremos de esto que para 
dcterniínmsc en la elecdon de las inc6gnitas 6 incógnita es 
menester busc:ir la <]UC en las diversas circunstancias que 
puede ofrecer la cuestio11, sufre menos alteraciones. 

8 o. El cort() número de cuestiones resncltns ante:. 
riMmcntc basta parn mnnifostar cómo et úlgcbrn se puede 
aplicar {1 la r<:so\m:ion de los problema!>. Por cstns t:.ijem
¡)los se ha debido reconocer que las circnnstanci.1s rclati-
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vas á la sirnacion de las líneas puden &icmpn\ dcdt1cirse 
de la consideracion de los triúngulos, y por medio d0 lm 
propiedades de e~tas figuras expresarse ,tlg~;bii,l!IH:lltt.:, El 
arte de Jormar los triúugulos llu l}tte se trata, y l)lle re. 
sultan, sea ,explíoitam1.rntc, .se,L implícitamente, d1: las , 011• 

1 

<liciones del prnblt:rna propuesto, no puede mlquidrsc ~ino 
con el h,íbito, nsi como acontece á la facili-1,id dí! poner 
eu ccuacion los problemas numérkos '"'· 

Lns diversas ciprcsioncs constrnida~ en lo tpic ante, 
cede solo se refieren á. lí11ens, porq uc los probh.:rnas qno 
uos han co11ducido ú ellas solo han te11ido por ohjt.:to la 
dctcr111in.1cion de línt.:as, y csro 0s lo (ple m:ont\:ce 1.omnn, 
mente, ;Í cnusa d<.: q11c la derurrninndo11 de las fiii.'\IJ'as se 

i . , ' 
rec ucc siempre .i la de sus dimensiones, Sin cmliargo, 
pnt:de presuutnrse;: algun caso (.ltl tJue se lHm¡uu una arM 
ó un '1Jo/u1111m; en el primer caso la cxprcsion ú la cual so 
debe llegar, si es homogénea, lrn d(~ tener en cada térmi• 
no de rn nnme1·ndor do~ fot:torns m,ts ll ue el dc1wn:liuudor, 
y en el segundo caso dc:be t1,mer trbs, 

p , • ,1 ·1 . • ,1Lric-tt3d+el* . 
or c¡cmp o, a cxprcsmn ---··:t···~-... , -'"·· f>ucde 

i.·+,,d 
a :•'-t- b r, ., -··d :-

representar una .ucn, y la •-··-·· . .. ... _ un vol(1mc11 
a''+v·• .. ' 

En la linal del núm. 6 5 .Ja lmrn m no d~be contarse¡ 
porque ella expresa un,1 l'Ulacion, y nu una lí110a, 

Couscrnir estas cxprosionus es han:r un n.ii.:t.íngulo, 
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cuya úrea sea equivalente á ln primera, y un parJ1l!\1;pá
p~do rectángulo cuyo volúmcn sea equivalente á la '.;L~

gunda; y para esto se prepara la primera fórmula por el 
artificio annlíttco dd núm. 68, de modo c¡uc se reduzca 
ú un producto de dos factores, y la segunda de modo 
que represente un prodncto de tres factores. 

En efecto, si se hace 
ab'' c=1n·1k, a3d=m 1k1

, d 4
:::::. m1!t'', 

~·•=mli/11
, ad-:=mk'v, 

quedará indeterminada la cantidad m, y las cantidades k, 
k', k11

, k'11
, k'v se determinarán por las líneas proporcfo.; 

11ales, y se tendrá· . 
abºc-ti 3cl+d4 mnk-m'k'+nN<.'' ------------,l+atl - mk"'+mk/v 
mi (k-:--k'+l11

). • ·• · m (!i-k'+k") . 
---···-··-··~,- · -~--11'1,X -- -·~·-- ·· ·--,. 
- k'"+/1,,'v k"'+k.'v . 

resultado que puede rnimrse como el área de un rectán~ 
gnlo, cuya base seria m, y h1. alttua seria la lí!lea l'eprc-. 
sent~tda por la fónnula 

m (k-n/+k'") · 
k"'+ krv-~· · 

A causa de estar á nuestro arbitrio el tomar fa Hnc:i. 
m, se la puede hacer igual á una de las cantidades em .. 
pleadas en la cxpresion que debia constrnirse, 6 bien 4 
la tmidad, si es que no se ha hecho igual á In unidad, á 
ninguna de lns cantidades. El ejemplo anterior se simpli~ 
fica cnando se hace nz::::;::; a; y resulta en tal caso · 

b'l,c::::::.a~k, d=::.k', tl4·=aªk'', 
e~::::::. ak'", d = k'v, 

y por lo mismo 
ab~c-a:1d+d1 aª (k-d+k") a ( /, _ ,/ . .¡.,. T., 111 - ------·_,.__,,.,,_, .. -=ax--.,.....---~ 

i+ad - a (k"'+d) /1.: 1·+,t 
:n. 
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. Este método se aplica fácilmente á la segtrnda ex . 
s1on propuesta pre. 

a7+b'c~-d 7 

a++b4 

Tomando desde luego a en lugar de l . j ·b• · ' · a cant1uad ar . mana m, se hará ,. 

b'c'==.afik, d 7=a6J/, .b4=ask", 
Y se mudará l.t propuesta en 

a7+Vc'-d7 a1+ar,k r,k' 6 ( -····--=--=!!. _ a a+k-ll') .a4+b4 4 a 111-·---:--:-- · 
.a +a R. a3 (a+ k'i; 

=:a'x a (a+k-k') 
.a +k.·' 

La fütima fórmula puede tnuy bien tomarse or 
volumen de un paralelepípedo rectángulo c bp el 
""l d d · ' uya ase es ,.,_ cua ra o construido sobre la 1írie ' .. 
la línea represeíifacra~por 1~ fórmula.ª a' y cuya ,ütura es 

!!_(a+k-k') 
,a+:k." -. . . . . 

8 I. No so1o sirve el Alg~bra p· ara h 1.1 l · , 
t d d I J 1 · · ' ª • ar a nfag111-u e as rneas y de Lis panes de 1 . . . .: . . · . 

d· I I • ... • a extens1on compa-
:rn as as unas a 1.is otras sino que d b. ' ' 
de determinar las figura: que e . n tam ie~ el medio 

J.Orman estas !meas 
general las formas .del espacio N t d D ' ' Y en , . . . o an o escartes 1 
P_ nmero, qu_e estas figu'ras ·y estas fi bl ' e . d . . or.mas esta ecen re! 
Clones e mngn1tud entre las líneas lle , / l' ª"' 
gebra á la teoría de las líneas en . ' gf .a ap icar el Al .. 
Cl1brimiento cambiaron de glenera ; Y por este des-

p . '. aspecto as Matemáticas 
or e¡emplo, s1 se concibe que desde tod 1 • 

tos de una línea cualquiera DE' fi . os os p~n
do perpendiculares PM P'M' P"i}4' se hayan ba¡a
nea recta AB dada d ' .. ' &c. sobre una lí-

1 ' ' e poS1<.:1on y qu . d 
·1111 punto A t J 1 • • ' e P<lrtJen o desde 

i omac10 a arbitrio sobre esta líne h . · a, se ayan 
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medido las distancias AP, AP', AP" &c.; cada una de 
estas distancias,, y 1a perpendicular que la corresponde, 
estarán ligadas entre sí, de modo que la,, una se concluirá 
precisamente de la otra. En efecto, cuando esté fijada la 
magnitud de AP, el encuentro de la curva DE con la 
perpendicular, levantada por eI punto P sobre la línea 
AB, dará la magnitud de PM; y cuando se tenga esta 
magnitud, que supondremos representada por ab, se obten• 
drá AP con solo tomar sobre AC, perpendicular á AB, 
una parte AQ = ab, y tirar por Q la recta QM paralela 
á AB, la cual encontrará áJa línea DE en un punto M, 
para cuyo punto deberá tenerse PM:::ab. 

Nada obsta imaginar que las líneas AP, PM esten 
referidas á una línea comun tomada por unidad, y que 
bajo de este aspecto ellas se hallen representadas por nÚ• 
meros ó por letras. Si la relacion que hay entre AP y 
PM entre AP' y P1Mr .&c. puede ser expresada por una 
ecuacion algebráica, esta ecuación caracterizará la línea 
DE, y pQdrá servir para hacer conocer sucesivamente to
dos sl!s puntos; esto lo manifestaremos en dos ejemplos 
muy simples. 

82. Sea el primero la rectaAE, fig. 35, tirada por el 
punto A, todas las perpendiculares PM s P'M', P"M" &c., 
bajadas desde cada uno de sus puntos sobre la línea AB, 
determinarán una serie de triángulos APM, AP'M', 
AP"M" &c., todos semejantes entre sí, y que darán 

AP: PM:: AP':P'M':: AP": P"M" &c., 
ó lo que es lo mísmo 

PM P'M' P11M11 

-:iP = AP' = A P 11 & c · 

La relacion de todas las distancias AP á las perpen
diculares PM es aquí muy fácil de conocer: ella consiste 
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en la rnzon constante que cada una lle las primeras tiene 
col) la de las segundas (JUC le corrcsptmd!.!; y~¡ csLa rcla~ 
cion se dc~itrna ¡wr ,t, se tcndní. .. , 

PM:=axAP, P'M'=ctxAP', P1'M"::::axAP" &c. 
Todas estas Ci.:uacioncs, (}ttO parecen particulares {i 

cnda punto de la recta AE, pueden ser comprcmlidas c11 

una sola con solo dcsign:1r en cst.t la dista11dn dt.!l pie de 
la perpendicular nl punto A, cualqnicrn que cll:l sen, por ~. 
x, y la perpendiculnr que ln corresponda ¡wr J', porque 
en tal caso se tendría 

)'-:: ll.1:, 

Esta cctrncion, qnc contiene dos inc<ígnitas :i; 
1 

y, solo 
puede dar á conocer el vulor de la una, y esto st1<.:cdcrá , 
ciwndo el val,n· de la ol'rn ~e haya fijado nrbitrariamc11. f 
to: si se asigna á x un valor cuahpt icra AP, ~e llcdu .. 
eirá para y el vnlor correspondiente 'PM. Por ejemplo, si I 
se hiciese tt= 1~, se hallaria l'M .'.; ,1, AP, esto es, que 1 

tomando l?M, igt1al ,Í la mitad du AP, el pumo M c~ta• 
ria sobre la recta AH, y no en omt parte. 

La línea AH uo se termina en el punto A¡ para :ihrn• 
znr toda la cxtcllsi(11} dl! did1a línua ~Ll la ddic couccbit 
p1;olong:1da húciu AE' dd.n1jo do la linea AH, y .'1 i1.quier~ 
da do la línea AC. füt:a última parto cst.í tambit.!11 corn• 
prendida. c11 la ecua don )1 :.::: n:1:; pun¡uc se ptwdt: d.1r ,Í ;i: 

en esta cctiacion vnlorc¡¡ 11cgntiv<.Hi, y cxprcsnudo estos va•• 
lores las tlistnncias {t la li11ca A(;, tic ben ser tomados del 
lado opuesto ú ;iqud en (ptc se lwn llevado los valores 
positivos (76): ellos dar:111 pues puutos t:dt'.S co11101,

1 
co• 

locados nl otrn lado tld p1111to A. l<'t:10 los valores concs
¡1ondicnLcs de y son tambic11 ncgntivos, y por lo mirn10 
deben t:mn.use del lado opuesto :'t ncp1d en que se han 
llcv:idu lu8 v:d0rcs po~itiv(.1s, esto es, dclrnjo de AH, co• 
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n,o pm; ademas es claro que si se tomase ~P i gnal á A~, 
pm seria jgual á PM; de _este 11'.~do ~0~1H~1110s ~ondu1r 
los puntos de la prolongnc1011 AE de la 1ccta AE . 

8 3. Por segundo ejemplo consideremos el círculo 
descrito desde el punto A, :fig. 3 6, como centro, y con Fig. 3 6, 
nn radio igual á la línea AD. Lo que distingue los p1111~ 
tos de la circunferencia de los demas del plano es el estar 

· todos á una distancia del centro A que sea igual á AD; 
y por lo mismo en cualquier paragc ó sitio en c¡uc se to~ 
me el punto M sobre esta curva, lns rectas AV y PM se .. 
r{m los catetos de un triángulo rectángulo, cuya hipotc-. 
nusa AM será igual á AD. Haciendo pues 

AP= x, J)M=y, AD;::::::r,, 
se tendrá 

de la cual sale --. / ~ ~ 
;j':::::.V1'-X; 

ccnacion, por 1a que dwdo el valor de x ó AP, se ten
drá y ó 1) M, empk:undo solo el annlisis, y s~n ncccsi('."d 
de construir figura, 6 por lo menos se lrnllnrn la relac1011 
entre y ó PM y el radio r. Por ejemplo, tomando x:::::~ 1·, 
l'CS\.Ütt\rá 

--- ..;- 2v7 , ri_ ,~_, y=V r~-, r - 9 r -1 x-------. 
3 ' . 

Se concibe fúcilmeutc cómo ¡.;nedcn sncarsc de fa mis .. 
mn. ccuacion los valores de las líneas representadas por 
l)M pnrn todos los puntos de lo AB, comprendidos entre 

A y D. La ccuacion y::::: v r2 
- x2 prncb¡~ del ~11ism~ 1110P 

do (lllC la. llcscripcion geométrica de la c1rcnnlcrcnc1~ dd 
círculo, que esta curva no dcb,! cxtend~rsc mns :~lb dd 
punto D; porque pnrn tomar el punto P mas alla de D 
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seria necesario supone!' :i· > AD ú > 1· t Y en este caso el 
valot· de J' seria inrnginario. 

Auncprn no se haya considerado mas cp1c el rnadrnntc 
DE, los otro~ tres <¡uc (omplcrnu la drcu11fon.:11cia se ha. 
11 l' l 1 • ~ .• 2 an com prem,1t os en .• 1 ccuac1011 :t· ~1• )' = ,. , por e¡ ne fo 
ordenada y tiene dos v,1lures pnrn t:ada t11w de los de x, 
ú saber, 

+ v ;:,._:~:~:;·; y ..... v ;:<.:·~~~;·; 
el segundo llcbc llevarse dd Ltllo opt1li~to al q11c se llevo 
el primero, y da por lo mirnw tollos los puntos del cun
clrantc DE'. Pero tamhicn pucd0 d.1rsc ú .'t' v.dorcs nega
tivos (¡ue deben llcv,Hs~i dcstlc A ú D'. ;Í t:ama de 1prn 
los valores positivos ft1C1'()11 llcvadm dtslk: A ;Í D ¡y{¡ en, 
da uno de c~to,; vnlorcs corrcspoudcn dos valün:~ lle y: el 
valor positivo dará los punt~>S ~\el Crnh\r;rncc JY.E, y el 
valol' nwativo los ¡rnntos del cundr,1J1tl) D'E', ._¡ 

84. Aunque de las cL:uacioni.:s 

"' - ax J' ··- -1~ · J' ,.,, •·"• ., .. '11 / - , "'·-.. ,,. -· V ~V 

solo se saqncn valoJ'(.:S pcrtc11<xil'11tcs 6 puntos siempre se• 
parados; sin cmhargo, la comin11idad t¡m: n:1iulta de la 
dcscripcion do la línea recta y dd drrnlo, rcprc~cnt:1das 
estas lfocns rcspL'ctivamct:tc por aq 1wllas ce 11 :1~ iones, no 
puede se; nltcrnda, porq 11\ s~ pw.::\l~: ~icmp1·u 1krnn~1imu·, 
por 1ncd10 de las tales ccuac1ont'.S, dus puntw; tun 1t1mc .. 
d · ' ' ' l l rntos uno a otro como se tJIIICrn, a cama t ,: <pie )asta 
tonrnr parn x dos valores consecutivos cnsi it\n:il1:s, y que 
nnda es. capuz de \imitar la pcqtH:ñc:t. d0 la tHforenda que 
se puede poner entre amhc>s valores de :i:. 

8 S. füte mmfo de roprcse11tar el mrso de bs línc:is, 
esto es, lns drcunsttllH:his ele su fur ma y de i;u hi tlHH:ion, re, 
flriJudolas Ít unn rcaa l)Ol' pcr1icn<licuhm::s, merece ln mn• 
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yor atcncion; se ve que él tiene por <lbjl1to determinar la 
pusicion de un punto cuahp.iiern por medio d<;; dos rectas 
AH y AC, perpendiculares entre sí. El punto M, fig. 34, Fig. 34 . 
está determinado cuando aC tiene las distancius AP y AQ, 
puesto que se ha1la en la i!lterscccion de bs líneas PM y 
QM , riradas por los puntos 1) y Q pnrnleh1mcnte á fas 
:rectas AB y AC. 

Las líneas AP y AQ, ó sm 'igun1cs PM y QM, se 
llnnrnn coordc11tzdas. Conrnnmcntc se emplea la palnbra 

abscisa para designar la coordenada que se supone cono

cida, y á la otra se la da el nombre de ordenada. Asi en 
los ejemplos anteriores, en que siempre hemos expresado 
lns lím:as PM por medio de las AP, lus tules l>M expresa
ban las .ordenad,1s, y las AP las nbscüas. Las líneas AH y 
AC, l}\lC determinnn la dircccion de lns C001'denad~1s, se 
llaman los ejes de Lis coordc11tt1fos. 

Es menester observar que parn los puntos sirnndos 
sobre la línea AB, la distancia AQ ó PM es nt11n, y que 
¡)or consiguiente si se la rcpre5cnta por y, se tendrú pnrn 
todos estos puntos ·y= o; por la misma rnzon se sacará 
QM ó 'AP, ó .:1:::::::0, para todos nguellos que se hall:111 
en el eje AC; y últimamente pnrn el punt<J A, <]UC se 
lbnrn t'/ origen de ltts coordmadas, se deberá tener al 
mismo tiempo 

.x::::::o, y=:.o. 
Si solo se don los valores abwlutos de la abscisa .AP 

y de la 01denada PM, queda nun indctcrmiirndo el punto 

M; pnes en tal caH> no se conoce mns qtJc In tfotnnda de 
este pinto{¡ las rcctns indefinidas HH' y ( (/, íig. 37; y Fig. 37. 
C(lllM.:rva11do c~t:is n1isrn.1s dist:in<.:i.is, el tal p11uto prn.\iú 
11,tlbnc indiforcntcmcnte en 1.1110 ct1uh1uicn1 d<.: los cu:1tro 

.íngulos rc1.;tos :EAC, B'AC, r/AC', HAC'; pero las 
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rn·111 :,i11:1cin11c!, tl~: sii·¡nos a!~dado-; :'1 h; conrden,tdas AP 
y Pil/1: li,tt:c:11 co1101.;;r cu 1:11al d,.: 1.:stos /in;;ulos .'<t: halla el i 

punto ¡,ropucsto. En t.:ft:cto, hahi1.mJ\J rn1n·e11ido <.:11 dar 
el signo --1- :í. las pan:cs de l.t linea AB, yc11do dí.:sdc A 
hái.:ia B, el signo - scdi el q11c es ncCl.!sario asig11ar {¡ fos 
pnrtcs de AH' que cstrm desde A h,kia B'. J)d mismo 
modo si se ha dado el signo,¡. á la~ part'i.ls dt: AC, que 
cst:rn desde A hácin C, dcbcn.:mtrn afoctar dd signo~ íi . 
las otras que se bullan desde A háda C', En virtud do lo 1 

dicho se tendrá 
f AC f ~i- A p ó ~i" :r} 

l 
B , ...... l + PM + y 

B'AC { ~m AP ... ,,. :i:} 
para el punto M · ,...... ..1~PM .+ .. J' 

del úugulo ... ,,lH'AC' ..... {_-·-. ~p. "·• .t'} ·-1 M ,.,,, y 

l>AC'"' {-1~ AP .. +. X} ., ..... 1:.M 
~ hii1l!I! , 

J.,a clcccion de lns líneas AB y AC, perpcndicul:tres ! 

entre sí, no es la única t]UC puede hat.:crim pam dctormi, 
nnr sobre un plano la poskion de un i;istema do puntos: 
todil combinacion de líneas c:ipai de fijat· fa posicion de 
1111 punto, como, p()r ejemplo, la dlstancfa de él ií dos 1 

¡mntos dados, seria propia parn este uso; pcrn connrnmcn• 
te lns coo1·tfr1tmlct.r perpmdi1·ul,t1·cs son lirn <1uc en m cm• ' 
pleo pr<.Jscnta1l mas facilidad: cu lo sucesivo se vcr(t1i; mu• 
chos ejemplos del modo con (lllC se pasa dl, est:ts cocmle• 
nadas {i otros diversos nwdos de asignar sobre un plano ln 
pbsicion de m1 sistema ,\e ¡mmos. 

86. Ln ecuacion que cxpr¼·sa las rdaciones entre fos 
AP y las rM )_)aHt una linea datl,i se llama ta cc1uuio11., 
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de esta línea, y esta se llama el lugar geomhri'co de la 
ecuncion que la pertenece. ' 

Es claro que ~oda cnestion geométrica indeterminada 
que contenga dos incógnitas, conduce :1 un lz/(;tlt geomé
trico. Por ejemplo, si· se tntta de formar todos los trián
gulos rectángulos que pueden construirse sobre una hipo• 
tenusn dada a, llamando x é y los catetos de estos trián~ 
gulos rectángulos, la ecuacion del problema. seria x2 •+l 
'=et", y se satisfoxia á la c1.1ést1011 con solo describir sobre 
un radio igual á a un enarto de círculo, y bajar desde 
todos los puntos de este perpendiculares al radio; el cuar~ 
to de círculo seria el lugar de todos los vértices de uno 
de los úngulos agudos de estos triángulos, 

J)or lo mismo se ohticn\:l siempre la ec11acion de una 
cmva, expresando analíticamente, 6 üna cualquiera de 
sus propiedades, como hemos hecho para la línea recta, 

6 las circunstancias de sn trazo ó descripcion, como se ha 
hecho respecto al círculo. Recíprocamente una ccrn1cion 
cualqu icra , considurada c11 sí misma, da origen Ít lrnrt 
curv,1, cnyus propiedades hace conocer. Como este últi
mo punto de vista es el nias general y el mas fecundo, 
nos valdremos de él, y por lo mismo 'deduciremos las lí~ 
neas por la co11Sideracibn de las ecuaciones. . 

87~ De todas h1s ecuaciones c1me dos· indetermina-
das la mas simple es la del primer grado, ella pertenece á 
1a línea recta, la mas simple de todas las líneas. füta 
ecuacio11 puede representarse por Cy== Ax+ H; pern di~. 
vidiéndola por C · no' perder,Ú nndti de su g~ncrnlidad, y 

' A B ,.: b l se mudara Cll y= C X' -1- e-, O J' =: t1.'I: + , con so.o 

hncct _!\.:::.. a, ..!\ ::::: b: es ha jo de la forma )'=ax ---1-b, 
(., (, 

TOMO IV, s 
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bajo la c11al la emp1earemos siempre. 
Supo1!gamos que b sea nula, se tendrá 

y = ax , ó .1_ =;.a; 
, :X, , , 

esto es , qne en toda la extension de 1a recta, la razon de 
Fig. 35, P.M á AP, fig. 3 S, será con~tante. Esta propiedad, que 

no es otra cosa que la expresíon <le la semejanza de los 

triángulos APM, AP'M1 
~~·, y de la, éuul resulta :~ 

P'M' l • l .. = , &c., cua qmera que sea e s1t10 en que se to-
A P' 

men los puntos P, P' &c. sobre la línea AB, no puede 
pertenecer sino á la línea recta AE, tirada por el punto 
A origen de las coordenadas. 

La relacion L ó el coeficiente a, depende del ángulo 
X , . 

que forma la recta AE con el eje AB de las abscisas; y 
como en ,el trifogp1o APM, que, !>u pongamos reQ;tá11gu lo en 
P, la razon de PM á AF ~s igual á l~' tangeJ1.\e del án
gulo P AM (3 o), resulta que a expresa. la tangente· de 
este ángulo. 

Considerando la ecuacion ·y== ax+ b se, observa qtte 
la nueva ordenada j 110 difiere 'de la primera y . a:i: , mas 
qt1e en que aquella excede á esta en la cantidad b; de lo 
cual se infiere que si se to¡naAD=b,.yque'.se tire la lí
nea DF paralela á AE, ella será el lugar de la ecuac1on 
y=a:-c+b, puesto que se tendrá 

PN=PM+MN=PM+AD, 
P'N' = P'M' + M'N' = P'M' + AD &c.; 

es preciso notar que el coeficiente a quedará el mismo 
para todas las rectas 'paralelas á AE. 

.Es fácil ver que en la ecuacion y= a:r-+- b no lrny 
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cosa a1guna que limite los valores que pueden atribuirse 
á x, y que por lo mismo los de J podrán ser tan grandes 
como se quiera; pero al mismo tiempo nada hay q ne li
mite el curso de la línea DF en el espacLJ indefinido 
BAC, luego siempre habrá abscisas y ordenadas suficien
temente grandes para representar los valores de)' y de x, 
que satisfarán á la. ecuacion propuesta. 

Haciendo x = o se tendrá y= b, y este valor perte • 
necerá al punto D, en el cual la recta DF encuentra al· 
eje AC de las ordenadas. Cuando x sea negativa, se ha
llará 

y=-ax+b, 
de la cual se infiere que si ax fuese menor que b, aun 
seria y positiva, pero menor que b ó AD. El curso de la 
línea DFmanifiesta que esta circunstancia no puede veri
ficarse sino en la parte DF' correspondiente á las abscisas 
AP, que se habían escogido para representar los valores 
positivos de x; es pues por este lado DF' por el que de
ben tomarse los valores negativos de ~. 

Para hallar el valor de x correspondiente al punto f 
en que la línea DF encuentra al eje AB de :las abscisas, 
debe hacerse y= o, lo cual da 

b 
ax-i-b=o, y x=--=Af. 

a 
Cuando, permaneciendo negativo el valor de x, este 

b 1· ld ' . sea mayor que - , e mismo va or e J' sera negativo; y 
a 

como pasado el punto f, la línea DF se halla por la par-
te inferior de· la línea AB, resulta que la ordenada p' n' 
caerá de un lado opuesto á aquel en que ella está situada 
desde luego; y por consiguiente los valores negativos de 1 
deben llevarse de un lado de la línea AB, opuesto a 

/ 

' J l 
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aquel que se ha adoptado para los valores positivos. 
Estas observaciones, que confirman lo que se ha di~ 

cho en el núm. 7 6, no son particulares á la línea recta. 
Ellas son muy interesantes, porque las diversas formas 
que toman las líneas curvas depende en gran parte del 
i;so de las cantidades negativas en las figuras, 

La ecuacion y= ax+ b solo contiene dos constantes, 
que son a y b ; el valor de estas particulariza la recta que 
se considera y la distingue de cualquiera otra, de lo cual 
se infiere que bastag dos condiciones para determinar esta 
recta. Las primeras que se ofrecen son la de sujetar á la 
recta á pasar por dos puntos dados, ó bien á ser paralela 
ó perpendicular á otra recta dada , y pasar ademas por 
un punto dado. En lo sucesivo será necesario conocer la 
forma que toma la ecuacion J' =ax+ b para satisfacer á 
estas diversas condiciones; esta es la' razon por que vamos 
á exarninarlas separadamente. 
- S8., Si se busca la: ecuacion de la línea recta que 
pasa por dos puntos, cuyas abscisas sean e:(.,, d./, y las or
denadas (6 y (2/, se pondrá sucesivamente a. y a.' en lugar 
de :i:, {6 y {6 1 en 1 ugar de J', lo cual dará, para deterrui-
1rnr a y b , las dos ecuaciones 

¡¿ = ae1.. + b , [ó' = ae1,,' + b; 
de las cuales se deducirán 

• /2/- {6 r1../{6- Cl.,P-/ 
a= ' b·= ' ; 

el.. - C(. et. -el 

y por lo mismo la ecuacion y=ax+b se mudará en 
W- /ó d.'(6 - e1..W 

J'=. I X+--,-,---
el -d. C(,-d. 

y esta será la ecuacion de la recta buscada. 
A este resultado se le puede dar una forma mas sim• 

ple, porque, si se resta de la ecuacion y= ax+ b, una 

1 
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de las anteriores, por ejemplo, la primera desaparecerá b, 
y se obtendrá 

y-(ó=a (x-a.): 
esta última ecuacio11 será la de una recta sujeta á pasar 
por un punto dado, cuyas coordenadas son d. y /2,, y que 
forma con el eje de las x un ángulo cüalquiera: si en ella 
se pone por a su valor hallado ant,ériormente, se sacará 

w-e · • · J'-f6=(--') (x~e1..). 
a..'-ct.. 

La distancia de los puntos propuestos, ó la parte de 
la recta que ellos interceptan, tendrá por expresion 

v (e1.'-a,)'+(f?/-·r¿y: 
esto se ve fácilmente , suponiendo que N y N' represen .. 
ten estos puntos, porque su distancia N:l\!' es la hipo te• 
nusa del triángulo rectángulo NRN', de lo cual se infie-

--2 -2 --2 'J. 
re queNN' =NR +N'R =(AP1-AP)2.;-;(P1M

1

-PN), 
y por Ío mismo 

NN'=V (rJ..1-CL)2+(W-[6)'. 
8 9. Para obtener la ecuacion de la línea recta que 

pase por el punto, cuy:¡s coordenadas són a. y {6, y que 
sea paralela á la línea representada por la ecuacion y= 
a'x+b, bastará sustituir a1 en lugar de a en la ecuacion 
y- {6 = a ( x- a.), .la cual satisfacía ya á la condicion de 
pasar pqr el punto, cuyn:s coordenadas son ci. y /3, con lo 
cual se tendráj-(6 · a' (x-e1.); 
esta ecuacion es la de la paralela que se pedía, pues se
gun el núm. 8 7 el coeficiente de :1: es el mismo en las 
ecuaciones de las rectas paralelas entre sí. 

90. Ulrimamente, si AE y AI, fig. 38, son dos 
rectas perpendiculares entre sí que pasan por el origen A, 
y que sobre la abscisa AP se ,levanten las ordenadas PM 

Fig. ;3 8. 
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y PM'; se halla, comparando los triángulosAPM y APM', 
que la razon de AP á PM es inversa de la de AP á PM'¡ 
de suerte que si a es el coeficiente de x en la ecuadon de 

AE (8 7) , este coeficiente será : en la de AI. Pero ca

yendo debajo de AB las ordenadas de ·esta última deben, 
con arreglo al núm. 76, ser afectas del ,signo - ; por con• 
siguiente las ecuaciones de las rectas AE y AI seráo pues 

I 
J=a:>.:, J'=...;.,- X*• . a 

* Sin fundarnos en 1o dicho núm. 76, podemos llegar á este re• 
sultado, porque la inclinacion de las dos rectas AM y AM1, fig. g9, 
que pasan por el orígen determina la forma del triángulo comprendido 
entre los puntos M y. M 1 correspondientes :í la misma abscisa .AP y el 
origen A; en este triángulo es fácil calcular sus lados por las ecuaciones 
de estas rectas, .que suponemos sean 
l'. y~a:v,, y=alx. : 

En efecto, si AP = .-i:, se tendrá PM = a.v, PMI ==a'x, 
MM1=PM-PM1=n.v-a1.v; 

y los triangulas APM , APM1 darán 

AM
2 = AP

2 
+ PM" == x•+ a• :v• 

AM1~=AP 2+PM1'.L==:::v 2 +al 2 ~i·z; 

ademas cuando estas rectas sean perpendiculares entre sí, el tri:íngul9 
MAM' será rectángulo en A; MM', que en tal caso es hipotenusa; 
deberá satisfacer á la ecuacion 

MMf = AM 2 + AM1z 
-2 -z -2 

de la cual, sustituidos los valores de MM' , AM , AM' se infiere 
(a.v-a 1:v)"= 2 ,-v'+a' :v'+ a1' a''• · 

Si se desenvuelve reduce y divide por 2 .i·', la ccuacion a11terior se 
. I 

muda en - aa1 :::: r , de donde se concluye a1 = - -, como antes, 
a 

Es bueno observar que el signo - indica la mudanza que debe ex• 
peritnentar la figura cuando el ángulo MAM7 viene á ser recto, cir
cunstancia que no permite que las dos líneas AM y AM1 esten del mis
mo lado del eje AB, asi como se habia supuesto al principio: el álge
bra hace sobre la situacion de estas líneas una correccion análoga a la 
que se verifica para las solticiones negativa:¡ en las cuestiones numéricas, 
(Véase los Elmunto1 d~ Algebl'a), 

j 

1 
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Consideremos ahora las rectas DF y GH respectiva

mente paralelas á las AE y Al, y por lo mismo perpen
diculares entre sí; sus ecuaciones deberán ser , 

y= ax+ b, y J = - -1
- x+b' (núm.·anterior).'· ' 

. a 
Si la segunda debiese pasar por un punt9 cuyas coor• 

denadas fuesen e(. y /6, su ecuacion seda 

y- 13= - . .!... e· x-ct.). .. a 

9 I, Cuando se cortan dos líneas ellas deben tener en 
su punto de interseccion las niismas c~ordenadas; de suer• 
te que para hallar las del punto de intersecdon de las dos 
rectas dadas por las ec:uacione~ 

J _atc+b, · 
I pi• 

J==a:i:+ ' 
solo habrá que suponer que las incógnitas x, ~*"y tienen 
el mismo valor en una y otra ecuacien, por lo mismo de· 
berá tenerse 

b ·I b' ax+ =ax+ , 
la cual dará 

. b-b' a'h .:.:.~¡/ x=-,--, J=--,--_ .. 
a-a a -a 

Fer estos valores se v·e que el punto de interseccion 
se halla, tanto mas distante. de los ejes AB y AC cuanto 
menor es la cantidad a'-a, y que x, (..y resultan infini
tas cuando a'-a =o, ora'.:_ a; eHo es, cuando las rec
tas propuestas cesan de encontrarse ó son paralelas. 

92. Puede ser útil conoce.r lalongitud de 1a per-
pendicular bajada desde un punto dado sobre una línea 
dada , para lograrlo será necesario bmcar las diferencias 
enrre las coordenadas de este punto y las del punto en 
'qUe la perpendicular encuentra á la línea dada, y sus-
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tituir estas ·diferencias en la expresion 

V("-'-C1..)2+(f3'-f3)' (núm. 88). 
Para ejecutar lo dicho tomaren1os por ecuacion de 

la re~ta dada la · 
y=ax+b; , 

y por la de la perpe.ndicular á ella, tirada por el punto 
cuyas coordenadas son e(. y (6, la siguiente (núm. 90) 

, r·· ..... • ...... 
y-/6==--. (x-a.). . 

, ·. a. ¡. 

Como aqui x é J representan lo que a.' y {6' en el 
nC1m. 88, resulta que es menester buscar x-a., éy-~ 
para sustituirlo en la e:xpresion de la distancia, que eQ 

tal caso es V ( x - rJ.. )'-i-(y- (3 )". Esto lo obtendremos 
con poner ea la ecuacion 

"!G . I 
e y-/6="-- (x-ct.) 

a .. 
el valor de y tomado de la y= ax+ b; con lo que la pri-
mera se mudará en . i • · . , 

I 
ax+b-/ó=-- (.i·-"-), 

a 
de la cual saie • 

: ¡ d.+a/ó-ab 
x=: 
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Sustituyendo los valores de X-d. é y-/!;, en la ex-

presion V(x-ct-)°+(;1-{6)2 sesacaráporúltimopara la 
longitud de la perpendicular buscada, la expresion 

{6-ad..-b 

v'1+a2 · 
9 3. Lo que precede conduce á la determiaacion del 

seno, del coseno y de la tangente del ángulo que entre sí 
forman dds rectas dadas. Sean 

y=ax+b, y=.a1x+b
1
, 

las -ecuaciones de las dos rectas propuestas: es claro que 
el ángulo que ellas forman entre sí no cambiará si se las 
hace mover á ambas paralelamente á sí mismas hasta que 
pasen por el orí gen de las coordenadas; y J:Utonces sus . 
ecuaciones se reducirán á' 

y=ax, Y:Fa'x (87). 
En este estado es en el que las consideraremos y las 

supondremos representadas por las líneas AM y AM1
, 

fig. 40. Tomandó sobre una de e1las un punto M', cuyas Fig. 
coordenadas sean e1., y /3., la perpendicular MM1 bajada 
desde este punto sol;,re fa otra línea AM., estará ex pre• 
sada por 

--, 
V.t+a" 

á causa de b = o (9 2); pero si se hace AM' = r, como las 
coordenadas del punto A son nulas, se tendrá 

e1.2 + /2i''=r•; 1 

y porque el punto M'·está sobre la recta AMr, cuya ecua-
cion es y= a' x, se inferirá /3 =::a'~. Esta ecuacion com
binada con la anterior da 

r 
el=---, 

Y I+a'z 
TOMO IV, T 
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sustituyendo estos 
hallará 

valores en el de fa perpendicular, se 

r (a'-a) 
--· ; 

\/ 1 +a2 V 1 +a'" 
y si se da á la perpendicular MM' el nombre de seno, 
que se la ha asignado en la trigonometría, se inferirá 

r (a'-a) 
sen. MAM' .¡·-- ___ , 

1+a2 VI +a12 

en cuya expresion representa r el radio del círculo. 
Si se resta de r" el cuadrado de este valor, se sacará 
-2 

el de AM , ó el cuadrado del coseno del ángulo MAM', 
á saber 

~- . 1 . r 2 (1+a2
) (1+a'2)-r2 (a'-a)r1. 

cos. MA'M = ( ') ( 1,) 1 +a 1+a 
r2 .(r ¾ 2aa•+a2 a1

~) 

= (1 +a2
) (1 +a'º)-, 

· sacando la raiz cuadrada, resultará 

c • MAM'= 1· (1 +aa:) . os - _, 
V(r+aº) ('r+a12

) 

últimamente, haciendo r = I, se sacará de estas dos ex• 
presiones la siguiente 

, sen. MAM' a'-a 
tang. MAM=---=--=-··-=---. 

cos. MAM' 1 +aa' 
Se hubiera podido deducir inmediatamente este úl

timo valor de la fórmula 

1 

( ) 
tang. p-+-tan·g. q 

tang. p+q =-------, 1 
I :::¡=tang.p tang. q t 

expuesta en el cuadro de la pág. 3 9; á causa de que ,
1

.

4 

el ángulo MAM' ~s la diferencia de los ángulos BAM' y 
BAM, y por lo mismo si se representa estos últimos por 
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p y q, se tendrá tang.p=a', tang. q=a, y tang. (p-q) 

{ 

= ª -:: ª como antes; pero esta fói;mula está fundada en 
r+aa' 

las del núm. r r , obtenidas por medio de una construc
cion, y nos hemos propuesto sacar de solo las ecuaciones 
de las líneas todo lo que es necesario para la aplicacion 
del álgebra á la geometría, 

94. La ecuacion del círculo hallada en el núm. 8 3 
es muy sencilla por haber dado al centro una situacion 
determinada, y fue la de colocarle en el orí gen de las 
coordenadas, ó tomar este orígen en el centro mismo del " 
círculo. Para generalizar ]f! ecuaéionde esta curva, es ue
cesario tener la ecuaciol del círculo DED'E', fig. 3 6, 
colocando el orígen de las coordenadas. y los ejes de un 
modo cualquiera respecto al ce?tro A; como por ejemplo 
en A 11

; y para esto basta escribir ana¼ticamente que la 
distancia de este centro á cada uno de los puntos de la 
circunferencia es igual á r. Pero si se designa por p y q 
las líneas A"' A' y A' A, que e11 tal caso serán las coor
denadas .del cen_tro A respecto á los ejes AJ//B' y A 111C1, 

y que se haga A"1Q=x, QM=y, se rendrá(88) 

AM =1· = ✓(x-p)'+ (y-q)2, 

de la cual se deducirá, cuadrando los dos miembros y 
desenvolviendo, 

.i:~~ 2px+p~+y'- 2qy+f= r~. 
Esta última ecuadon es la mas general que puede 

obtenerse para el círculo, refiriéndole á coordenadas rec
tangulares: ella no puede particularizarse sino por la de
terminacion de las tres cantidades constantes p, q y r, de 
las qne las dos primeras fijan la posicion del centro, Y. la 
tercera representa el radio. De lo cual se infiere que para 

Fig. 36. 
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determinar la posicion y la magnitud de un círculo bas
tan tres condiciones: esto mismo se ha viEto en los Ele. 
mentas de Geometría. 

Si se quisiese determinar el cfrculo que pasase por 
tres puntos cuyas coordenadas fuesen 

a ' ni 11 n11 a.y,"', el y¡:;;, et. Yto, . 
se pondria en la ecuacion anterior e1.,, a.1, d..11 en vez de x, 
y /3, (2/, (2/' en lµgar de¡; de este modo se formarian las 
tres ecuaciones 

2 .,. f22 n 2 2 
d.. - 'lpct.+p +io - 2qto+q =r , 
12 , 2 1212 ni .,. .,. 

d.. -2pr1..+p +io -'lq,o+q =r, 
11• // 2 (]1'2 ()11 2 2 

a. -2pd.. +p +,-o -2q10 +q =r, 
que solo contienen las tres incógnitas p, q y r, 

Si se resta sucesivamente la primera de la segunda y 
tercera, se tendrá simplificando 
!l. [ (ct.-ct../) p+(/6-{2/) q J-(ct."-d..'2)-(/2,2-P-/·)= o, 
2 [ (r1.-"-1)p+(B-{6'1) q ]-(a.2-a.112)-(/32-/2/12)=:o; 
c-0mo es~as dos ecuaciones contienen á. p y q elevadas á 
la primera potencia, manifiestan que el centro del círculo 
pedido solo puede tener una posicion; y por lo que hace 
al radio, como se saca 

i·=V a.
2

- 2pc1.,+p 2+f2/- 2.q/2,+q\ 

se ve que no es susceptible sino de un solo valor; por lo 
mismo no puede hacerse pasar por tres puntos dados mas 
que un solo círculo. 

Por ser inútiles los resultados de la resolucion de las 
ecuaciones anteriores para lo que va á seguir, los supri
miremos hasta que vol vamos sobre este asunto. 

9 5. La ecuacion general del círculo 
2 2 2 Z 2 

X....., 'lp;i;+p -+J - 'lqJ+q =r 
se simplifica de muchos modos, qt1e merecen notarse, 
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porque las formas que ella toma en tales casos se emplean 
con frecuencia .en el analisis. 

Si en ella se hace p=o, q=o, se vuelve á caer so
bre la ecuacion 

. .'l.'2+/=r". 
Para colocar el orígen de las coordenadas sobre la 

circunferencia del círculo, basta hacer /'-+q2=r 2
; puesto 

que en el caso de que se trata vp2+q2 expresa la dis
tancia del centro al odgen, y cuya distancia es igual al 
radio : en este caso la ecuacion general se muda en 

x2
- 2px+y'- 'lqy=o. 

En fin, si para mayor sencillez se tomase el odgen 
de las coordenada~ al extremo D1 del diámetro , como en
tonces se hall~ria el centro sobre el eje, de las abscisas, su 

ordenada seáá nula, su abscisa p seria igual al radio r, 
y la ecuacion anterior se mudaria en 

• 2 
x -2rx+y =o. 

Esta última y la primera x 2+f2=1· 2 son las dos ecua
ciones del círculo que mas comunmente se emplean. 

De la ecuacion :i/- 2r:i· +/'=o se deduce otra para 
el mismo círculo con solo observar que 

--2 
x'+l=D1M; 

pues representando por .z la cuerda D'M la tal ecuacion 
de arriba se mudará en 

• z - 21-.1:=o 
ó z"=' 2r:i·: 

ecuacion del círculo la mas sencilla de todas, y por la 
cual_ se puede construir fácilmente. En ella las abscisas es
tan contadas en el sentido del diámetro, y partea siempre 
desde la circµnferencia; y las ordenadas parten desde el' 
mismo punto, pero se cuentan en el sentido de las cuerdas. 
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9 6. Habiendo comprendido bien Io anterior, todas 
las cuestiones que pueden proponerse sobre la línea rec. 
ta y el círculo se reducen fácilmente al álgebra, sin que 
sea necesario recurrir á mas propiedades de las figuras, 
que á la relacion que existe entre los tres lados de un 
triángulo rectángulo*· Supongamos por primer eje111plo 
Ia cuestion. 

Siendo dadas dos rectas AE J DE, fig. 4 I, po1· los 
ángulos que f arman con una tercera AB , J por la pa1'te, 
AD que interceptan sobre esta tercera, hallar sobre 11,na 
línea AC, perpendicular á AB, 1m punto G, por el cual 
tirando uiui recta GK paralela á AB, la parte HK 
comprendida entre AE y DE sea de una magnitud dada. 

Para formar las ecuaciones de las rectas AE y ED, 
llamaremos a y a' las tangentes de los án~plos EAD y 
EDA que ellas forman respectivamente con la recta AB; 
tómese esta por el eje de fos abscisas, cuyo orí gen puede 
imaginurse en A igualmente que el de las ordenadas, que 
concibo paralelas á AC; ademas hágase AD=a., La pri
men1 recta tendrá por ecuacion y=ax, puesto que pasa 
por el origen A; como la segunda debe pasar por el pun
to D, para el cual se tiene 

y=o (85) yx=ci, 
se deberá inferir que la de dicha segunda será 

J = ~ a1 (X-. a,), 
con solo observar que y disminuye mientras que x aumen• 

* En las notas que Mr. Legenclre lia colocado ni fin de sus Ele-
11:entos de Geomet:í~ deduce esla_relacion de las primeras constcuen• 
c1as de la superpos1c10~ de l~s triángulos iguales por un medio muy 
,elegante; pero las cons1derac1ones que emplea son por desgracia muy 
abstractas para Pº?er ser vi; d~ base ,Í un liliro elemental, y dar a[ 
hombre aquella mt1ma convmc1on qlle rernlta de las nociones recibidas 
inmediatamente por los sentidos. 
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ta, y que por lo mismo debe tomarse á

1 negau va mente: 
se tendrán las dos ecuaciones 

y=ax, y=.-a1 (x-a.). 
Para obtener los puntos H y K, en los cu.ilcs las 

rectas que ellas representan encuentran á 1n línea GK, 
paralela á AB, basta hacer r= AG; luego si se wpone 
AG =.f., se sacará 

t=ax, - t ·-a' (x-a.): 
tomando el valor de :1: en cada una de estas ecuaciones, 
saldrá 

t aa'-t 
x- x=-----¡, a' 

Estas expresiones son las de las abscisas Alt y Ak, 
cuya diferencia da 1zk :=HK, á causa de las paralelas; y 
designando • m la magnitud que debe tener HK, se 
hallará 

rt.a'-t t ni=-----, 
a1 a 

de la cual se deducirá 
aa'm-e1.aa1-at-a1t, 

y por consiguiente 
(e1.-m) aa' 

t= 
a+a' 

Este es el valor de AG, que satisface á la cuestion 
propuesta. 

9 7. ·- Supóngase q.ue en vez de dar á la línea HK 
una magnitud conocida, se pida que ella sea igual á la Jí. 
nea AG, lo cual equivale á inscribir un cuadrado en un 
triángulo ( 66 ). En este caso en lugar de igualar á 112 la 
expresion de HK, habrá que igualar esta á t, lo que dará 

d.a1-t t 
t = -----,-- - -, 

a' a 
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el coseno del ángu·lo que estas rectas forman en si, ten
drá por expre~ion ( 9 3), 

r (r+ /3/2() 
______ .. _ a..tJ. 1 _ 1" (ctct1+,l?,f2/) 

Y(¡ + ~~-) ( ¡ + ::: ) - Vl et•~~~) ( d.
1~+F)' 

Haciendo el radio r = r como ,el de las tablas de Ios 
senos, y sustitu ye1ado por las cantida,ies «.2 + (2/, d.J~+R/\ 

1 2 .{2 /.''J. 

1 nn, · 1 2 12 e + e .-e 1 , 
c:tci. + PP 1 sus va ores .e , f , · 1 resu tara 

1 

2 /'1, /''1, 

MAM1 e +e -e 
cos. - ; ; 

'J,le 
ecüaci0n que d¡i una ,rela.ciori .entre ]os tres lados del 
triángulo MAM 1 y uno de sus ángulos. Si se ·observa 
atentamente que el ángulo MAM1 está -opuesto al ludo 

I /' . . , 
MM =e·, nos .convenceremLS que debe tenerse para los 
ángulos AMM', AM'M, respecrivamente opuestos á los 
lados AM' =e'; AM · e, las ecuaciones 

I c-,i+ /·•-c1"' 
cos. AMM = ----

2 ce'' ' 
,:1•+ e •- c2 

cos. AM1M 
2 e' e" 

Designando por y'', y', y los ángulos MAM1
, AMM', 

AM'M, se deducirán las tres ecuaciones 
2 /2 / /, 2 .e +e ~ 2 .ce cos. y =:.e ) 
2 ' 2 / / Ji 1 ( e +e - 2 ce cos. y =e 1..... ..... A). 

c12+c 2
-.2 c1l cos. Y=-4'') 

Si se añ..iden· una con otra la primera y segunda de 
estas ecuaciones, luego la pttrnera y la terc,::ra, despues 
la segunda y l_a tercera, se tendrán tres re<.L1\tados, que se; 
rán respectivamente divi~ibles por 2, e, 2. e', i t/' luego 
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que se hayan simplkado,. des pues de lo cual se ,mida• 
rán en 

• f ,1 11 I . . e - e cos. 'Y - e cos, 'Y ;::::; o1 
c1-c cos. y".....,c" cos. -y:::: o( ....... (B). 

11 / I e ~~ e cos. y -e cos, y::::: oJ 
Es bueno observar que -e.st~s ecuaciones se obtien.en 

inmediatamenN b:tjctndo si1Cesivamen·te desde cada ángu
lo del triángulo una perpendicular al lado opuesto, y 
calculando los segmentos q\1e causa en este lado. 

Se tendrá en la Bg. I + Fig. r 4. 
AD ::::;: AB cos. A , CD= BC cos, C 

AC=AD+-,:D==AB cos. A+BC cos, e 
Haciendo AC "lo e, AB::: e', BC =. e'', y conservando 

las denominaciones de los ángulos I se sacará 
I 11 11 f , l• 11 1 I c=:.c cos. y +e cos. y, o e-ecos. y-é cos. y=o. 
Del mismo modo se sacarían las otras dos ecua• 

c10nes. 
I oo. Aunque estas sean tres, con todo no pueden 

servir para h.illar los lados cuando son conocidos los tres 
ángulos *, porque si se buscase los valores de e, e', e" 
por medio de las e:x:presione~ generales de las. incógnitas, 
determinadas por ,tres ecuaciones del primer grado, se ha
llaria o, á causa de que falta. el término conocido. Pero 

. c1 e'/ 
haciendo en estas ecuac;10nes - = p , ---. = q , ellas se 

G · C 

mudan en 
I 11 - p cos. y -q cos. y,::o 

* Las_ ecuaciones ( A) son las tnismas que las que balfamos por 
otro ,cammo en ~1 núm. 39. La cons~cuéncia q1e acah,mos de ver es 
la misma que alh observamos; pero s1 de~pues de lo ali' di, ho hemos 
conservado aqu i 'el texto , es por no omitir el ca ruino tau fecundo 1 
elegante que sigue nuestre autor. 
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1 p-c.os. y -q cos. y::::: o 

q-cos y'-p cos, 'Y =: o , 
bs cuales dan la relaci-on de los !.idos del triúngt1lo pro,· 
pue,to, y nun queda otra ecnacion de condicion. L¡;¡ tal 
rel.1cion está expresada por lns ecuaciones 

J 
.I< U>. "''C,lA 

cos. y 1 + cos. y cos: :i 
fJ. =. -----------

I - cos.~ y" ' 
y la ecuacion de condicion es 

e • ,/ 2 11 I 11 
I -cos. y-cos. y -cos, y - 2 cos. y cos, y cos. y ::::o; 
cuyo pr-ia-er miembro es precisamente el denominador co
nrnn. de }os valores de las incógnitas e, e', e'', deducidos 
d.! las ex pre: iones. generales citadas en e~te número. Y co
rno h1:mos dicho que los n-umer.adores de la~ incógnitas se
rian cero_, y acabamos de ver que lo es ta'Olbien el •deno
minador de ellas, resulta que los valores de los lados •e 

1 , 

i, c11 se presentarian bajo de la forma indeterminada ~, 
() 

y qnedar_i,rn indeterminados. 
La ernacion de condicion que ·se acaba de hall.ir en

cierra la relacion 'qne deben tener entre· sí los tres ángu-
l ., " . 1 ' d os y, y, y para qu·e su suma se-a 1gua a -os rectos, 
asi como lo exige la naturaleza del trián.gulo rectilíneo, 
Para asegurarse. de el1o supongamos que dicha suma sea 

,, I ¡, , • 
'iT, o que se tenga ·y+"j-+Y ='71", se va a mamfosta, co .. 
rno venimos á parar en la ecuacion de co-ndicion arriba sa· 
cada. Es constante que de la ecuacion y+y1+y'=.'71" se in, 
ficre la cos. ( '7r' - 'Y ~y')= cos-. 'Y; y si tenemos · p1-esc11-
tes las fórmulas sen.(p+q), cos.{p±q) (11), y ob•· 
serv~11110s que sen. "7r =. o , cos .• 1r== - I, la ecua e ion. cos. 
('71'-y1 -·/)..:...cos. y se mudará en la 
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..... cos. (7//+y') = cos, ¡'j 

P
or las mismas fórmulas se deducirá 

Y 11 , 
11 s n '-co 0 

'"' -cos. y c-os.y+sen. 'Y e •o/- ª'/" 
// . I // 'V • cos. ')'+ cos. 'Y cos. 'Y =sen. "/ sen. , • 

Y cuadrando saldrá j i)" z 11 ~ 
(cos. 'Y+ cos. ~y" cos. 'Y = sen. i' sen. 'Y' 

I I· ~ 11 2 'Vt 
cos: y- 2 cos. ycos. 'Y cos. y·+cos, y cos. , , 

o 
=(I -cos." 'Y) (1 -cos." y'), . 

que efectuando la multiplicacion en el seg1m.do nuembro, 

d 
. d y tr~sladando nos da la ecuac1on que bus-re u cien o " , '· , 

cábnmos. . ( ) 
Es á prop6sito notar que las ecuacrnnes A son ' res-

pecto á los triángulos rectilíneos, lo que son. las (B) d~l 
núm. 4 7 respecto ú los esfé~icos' ~ nos podnai~ cond.uc1r 
por simples trasformaciones a las formulas propias para la 

resol ucion de los rectilíneos. 
· , ¿ 1 · ·' 1 MAM' frgu-

1 0 1 • Para tener el area e tnangu O ' . 
, • b · i de A un:t perpendicular ra 4 2 , sera necesario :i¡ar ues · 

AD sobre d lado MM't que pasando por los puntos 11; 
y M', cuyas coordenadas ~on respectivamente ~ Y /3, et. 

-v ¡¿1 tendrá por ecuacion (8 8) 
1 

' • W-B 
Y-{b=--- (x-r1,), 

ct.'-cL 
W-B ce'{6-f2/cl 

y= 7:::;¡ x-+- ct.'-"-

Com-parando esta última con la:/= ax +b' se 1m• 

liará 
a= P-1-_f?> ' -b= ct.'~-We1., ; 

Fig. 42. 

e1./ - el, C(. - lj., 

pero observando que en el nfrm. 9 2 las letras ·e1:. y B re• 
presentan las coordenadas del punto de donde parte la 

d·cul..,r ~oordenadas que son nulas en el caso ac-
perpen 1 .. , 
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tual, puesto que este pnnro es el origen i fa cxpresion 
d~ la perpendiculnr se redm:o pues á 

..,...., b d/{3- p/d, 
---:==:-=::-:: = ~ • -' a •~:::..::._ .::.::•~;;,.::=_-=: ,, v 1 +a~ v (r:1,,'--ct.)2+(!)_/ __ P.,)" 

y poniendo r/' en lugar de v(:~1-e1.)7-1-(/?/~f6)', re· 
sulta,rá, 

q,,f2'-~ a' /3 
AD=; ---·ii--·-· 

e 

Con este Ví\lor pndremos. ya t:enci: el área del tl'iáa
gu1o MAM1

, ,1ue será 

MM'xAD 
ó 2, :l. 

S::::; C1.f)./:-'e1.'{6 : 
2 

e'l!'presion hien notn,ble á causa de dar G1 Jrca do tollos los 
tr_iángulos qne tienen s11 vértice Cll el pn1~to A, por rnc., 
dio de la~ coordonadas de los. vqrtices dG los íingtilos ad• 
yacentes a su base. 

Se la pu~de cambiar en otra (Jne no dependa mas ~ue 
de los lnd_os, Para lograrlo hast,l multiplkar c.:utrn si las 
do& ecL1ac10nes 

~- f'J'J z 
~+'o::::;C, 

y rest::indo de su producto 
c~+c''- e'~ 
-----., se sacará 

~ 

,. () /7, /'] 
d, +¡o :=; e , 

el cuadrado de a,e1,, 1 + {2¡2/:::. 

• r,1, ,1 n• (e~·+ ,.,. r,i)~ 
"- /Q + a., P-:-- 2 ct~1 (!;(2/ =.e• e'~~ e - e ---·---: 

t I 1 · 4 º?1ªm o as ra1ces cuadradas' y reduciendo todos los tér* 
millos del segundo miemb l · · · 
hall:1rá ro a mismo dcuominador, se 
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·tt(2/-r1.,1/6= ½ V 4 e' /'-(c"+c'"-c"2
)', 

y el área del triángtilo MAD' tendrá por expresion 

s==¼ V 4 e"' c1'-(c"'+c'"-c'•y, 
cuyo desenvolvimiento es <:onforme .con .el hallado 

mero 64. 
1 o 2. Si ahora se concibe .un •Cuarto punto M", cu

yas coordenadas sean d.
11, [2/1, y que se represente por d, 

d', d11
, las di5tnncias AM°. MM11

, M'MII, se tendrá 
et.'').+ {2/11 = d' 

( d.''-Gt,)2+ ((X'-/2,)'= d'' 
( C1,,

1'-e1...'Y+ (f2P-W)2= d11
~. 

Dcsenvol viendo estas ecuaciones, y sustituyendo en 

l d ' · l ·¿ d '2 ·a• ¡, n,'l. , 2 n ~ as os u\ nmas por .as can ti a es e1., +p , a. +p , et.. +p 

sus valores e'\ ,1,. y d\ resultará 
c'2 +d'- 2 (ct,d.''+ {?//2,'') = d'2 

, 1•+i-2 ((J,,1
a.11+[2/{?/)=d ,.; 

y haciendo para abreviar 
,•+ d"-d'i -----_ =d,, 

2 , 
se sacara 

d = d,d.,
11+ fdW', d =a,,' e1.,''+ f2/[?/'. 

I •· 1 
, 11 

Derivando de estas ecuac10nes los valures de r1, y de 

flll, p que son 
()Id (2d cJ.d - Cl.

1 d, 
1/ p /- ~ o/ (),n_ 11 

a. == a{2i'- d.1(6-' p - -~w - e1.'{6,-, 
• • 1 • , • n 2 

· " ~ e 11" 11 '11· ~ para st1st1tu1rlos en a ecuac1on a +r:;, =a , . " • ... , 
1 

. ~ ()"J. 2 ,_ 

con solo tener presentes as ecuaciones c:t +P = 1; , a. + 

(2/!1, = e''\ la siguiente 
,.e1 d • + c12 d '- 2 d d 1 (e1.c!..1 

+ f6{2, ) 
" 11 / I I 

:=.U:" (rLr./-ct'(¿,/. .. (G). 
Poniendo ahora por las cantidades cJ.i+ f3[6', ci{6'-e1,,'{3 
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2 

. . ~,d, x i;·f4'~•• 'e,';,::(~~~~) 
Y v0Iv1endo .i po¡¡er por d J. i cº+d' dlz 

,,t,,,SLlSVílJOres . -, 
e'º+ d~ d' ~ --._,. -- - ~ ' ---2--~, la tal ecuacion solo contend ,. 1 I . 

e, ,, , , . . ra as etras e 
cddd"/1 ' 

' ' ' ' , 0 0 que es lo · 1 . 
AM' AM1 M1>.,n AM"m1Msn:0K'' :is sets cantidades 

fi ' LV.L ~ ' 1,V.L M'Atf'' 
qt1e, orn,an los cuatro lados, la d ·'., . ' . 
dnl,1ti:ro AMM'M'' D l Y. s os di .. gonales del cua-

. e O dicho se infie. . 
qt1e en un cnadrilá•ero se e J ie que siempre 
d • • onozca os c . J d · 

1agon:il' se podr_4 determ1nar la otra llat10 ~ os y llna 
se conozcan tres lados lus d . ' ' y t::11nb1en. cuando 
Gl otro,Iado, y os diagonales podrá l1al1arse 

io3 s· . . 
i •. • • . t se qt1isiese determinar el " 

conc11c10n c¡t1e fos tr d" . · punto M por fa 
. , es tstancias AM" MM'' MM'' , 

sen iguales' este punto seri, en l ' ' ' . foe-
cn/o circunscrito nl tri' lw r;i caso el centro del cfr. 

angu o propuesto, y se tendría 
d::::: d'::::: d'I . 

lo cual dari¡i ' 

eº · 12 

di==- d-c 
2 11--; 

fa ecuacion (e) se mud • . 2 
• ,.,, ,. aria en 

e e -+- e • c4- 2 c2 c12 ( i (6"' 
si se tiene presente cta.-+- P):::;: 4 d

2 

( Cl/!/- e1...'G)2, 
• iz que· por «.ci'•+- na, d b ' ' 

1 e +e -/12 . P/::.> e e ponerse su vaor ____ _ 
2 , y que en el núm. lor h . 

. emos vis- ¡ 
1 
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to que la snperftcie del triángulo AMM' es iguál á 
r1.f2'-q,'{6 1 '!. . d ' 11 . .1 S d' ,· -·-, a u tima ecuac10n se mu ara, amat1oU0 1~ 

" 2 . 

cha superficie, en 

de la· cual sale 
ce' e" 

d=--; 
4 S . 

expresion muy simple del radio del círculo circunscri1 o 
al triángulo propuesto; si en bs expresiones de 1:1.,

11 y f?.¡'1 

,~ ,,s 
se pone por d' y d sus valores - y- - , se tendrán la~ 

ll 2 2 

coordenadas del centro del drculo. 
I 04- No seria mucho mas dificil hallar las c0orde

nadas del centro del círculo inscrito y su radio. En este 
caso el punto M'', fig. 43,, se halla dentro del triángulo, 
y en una situacion tal, que las perpendiculares bajadas des, 

. I 
de este punto sobre cada nno de los lados AM, AM , 
MM' son iguales entre si. Para expresar anal1ticamente 
esta circunstancia basta formar las ecuaciones de las tres 
líneas :anteriores, y deducir de ellas por la fórmula- del 
núm. 9 2 las longitudes de las perpendicul~res bajadas 
desde el punto M 11

, cuyas coordenadas son et.. y {6. Pero 
estas ecuaciones son respectivamente 

16 /3' -
)' =- :J.,' 1 )'-=:::.-1 X (87), 

ct, et 

P-/-/6 a.'/3-ctR/ 
J=-1-X+ - 1-- (88); 

a.-t:J., ct.-a. 
y por lo mismo las perpendiculares bajadas 
una de ellas tendrán per expresion 

TOMO IV, 

ct.A"-cL"fJ e1.'f3"-ct..'"W 

Vct';+W.,.' 
X 

sobre cada 

Fig. 43. 
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(a/-e1.,) -~"-(f2'-B) a"+CJ.f2/-r1.'?i 

.¡ ((}.,_(!_) + (W- f6)2 

las ctrnles podrán escribirse asi 
ct..,{6;- u./'(6 e1./P./i- a"W 

e ' e' 
, -( e1.,f6"-a,''B)--( a."W- e1.,'f2/I) +( aW-a'f2) 

e" 
éon solo poner por los tres r~dkales sus valores e, c1, e". 

Ahora bien; si se tiene presente q 1e la fórmula que 
da la perpendicular bajada desde un punto sobre una lí
nea se ha obtenido por una extrnccion de raiz cuadrada, 
y que por lo mismo es susceptible de tomarse positiva ó 
negativamente, se concluirá de aqui que cada una de las 
expresiones anteriores tendrá dos valores. Para no emplear 
sino los positivos es menester observar g_ue segun la figu• 
ra, apartándose mas la línea AM' del eje AB de las abs
cisas que lo que se aparta la AM, y ademas hallándose el 
punto M'' comprendido entre la primera y la última, debe 
tenerse 

{¿/ ¡¿,11 
-, >--¡¡' 

el.. el.. 
y 

ó lo que es lo mismo 
CJ..11W > a..'/2/1, Clw > a//6 y e1J3" > e1.."/6; 

de lo cual se infiere que si se ha de obtener un valor po• 
sitiro, b expre~ion de l.i segunda perpendicular debe to• 
marse con signos cot trarios á los .interiores. 

Como por fo ot¡ a consideracion el punto M" debe ha• 
llarse deonjo de la. recta MM', cuya ecuacion es 

W-/6 e1..1R-e1..W 
J' = -- ;¡; -+- --,----; 

e1..'-a. r1./- CI.. 

ya que rJ." y /311 son las coordenadas del punto M\ es 

r 

t 
1 

l 

preciso 
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que poniendo por .x, ().'', se tenga 
(2/-{6 " a'{6-d./6' 

G''<-, o.+ ¡ce r.1..'-r.1.. 
. CI..-CI.. 

ó que 
n_ll R-W 11 
/O <---;a...¡.. 

CI..-CI.. 

ci.W- c:J..'/2, 

a. -a. 

lo cual da 
a./3" -d.' (6'' < d,''{6- """W+ct.f6'-r.1..'f2i' 

ó bien ,,,_ 
ni, ,,r,_ 11n1_r1.,'/2''<r1.,f?/-ct.io; 

4p-rJ..P+ctP. • 

d. . la expresion de la tercera perpend1cil• con cuya con tc1011 . 

lar es positiva. · .. 
S. · 1 á estas con~ideraciones se h1c1ese 

1 con nrreg o ",, 
1 

,,,_,, 
nn_CJ..11n e1,·{?,-ct.p _ 1 ct.p P -e ______ e, 

- ' e' 
-(t2W1 :1'{6)-(a..''{6'-d.'(2/)+(d.R/-e1..'{6) := e", 

e" 
, , "/1 se sacaria , he-y se añadiesen los productos :e' e ~- ' e ' 

chas las reducciones' la ecuac1on , 
. ''+e",J-'-r1.n'-e1.. n ec+e ~- v - .1-=- P• 

Esta ecuacion es facil de verificar• porque l_~s pro-

d 
, , c"c'1 expresan las áreas de los triangulos uctos ec, e e , . , 

AM'•M AM"M', MM11M' multip\tcados por 2.; rn }uma 
de esta/áreas es igual á la del triángulo total AMM 'que 

se ha_ designado por S, }uego 
r1..{6'-CJ../2,=2. S (101). • . 

d _ '-e" se inferirá inmed1 ... tamente Cuan o se tenga e _e - , 
/ 11 c+c+c 

e= 2.S ; 
,, 1 t / 

cuando sea e= e'::=. e , reSui ara 
Y . · 2S 

e+e'+c''=-· 
e 
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La primera de estas dos expresiones es la del radio 
del círculo inscrito; y la segunda hace ver que si desde 
un punto cualquiera, tomado en d interior de un tria'1!gulo 
t'quilitero , se baja una perpendicul,ir á cada uno de los 
lados del tridngulo, lti suma dentas t1'es líneas será igual 
á su altura, á causa de que tomando por base el lado e, 
y llamando h la altura , se tendrá S = ~ ch, lo que da 

c+i+e'1=h. 
Aun podrian sacarse gran número de consecuencias 

de la teoría que se acaba de exponer; pero lo que pre
cede basta para la exteusion de esta obra: observaremos 
que para cualesquiera polígonos rectilíneos existe9 ecua
ciones análogas á l::is (A) y (B) del núm. 90 que se ob· 
tienen del mismo modo, y que conducen á las propieda
des de estos polígonos, como estas á las del triángulo. 
Mr. Lngrnnge ha dado sobre las pirámid~s una Memori:i, 
á la cual puede servir de prelimihar lo que se acaba de 
exponer, y que. se extenderia á.: los poliedros, haciendo 
uso de las fórmulas que se hallÜn en el quinto capítulo 
del Tr,itado de cálculo d(ferencial é integral*· 

I o 5. L::1 combinacion de la ecuacion de h1 circunfe• 
rencia dd círculo y de la línea recta conduce fácilmente 
á las d}versas propiedades que resultan del encuentro de 
estas líneas, y da la resolucion de todas las cuestiones i en 
las cuales la incógnita □o pase del segundo grado. 

Pero antes de tratar del encuentro de estas líneas ma· 
ilifestarernos algunas otrns propiedades del círculo, expues• 

. * Véase tambien fo, P0Jigono111e,trí,i de .~Iuillia: ·su Poliliedrometi-Ía 
mserta tn d primer volú,¡ien de las Jl-femor,:as f'res('lltada.s ,il lr1Jtittt
to ¡01· los '!abios e.i·trtmteros: la Geometi-Ía de posiciu1¡ de. Ca r11ot, y 
su _Memot1a wbre l,i, relacion q11e e:r:iste entre las distnnci,u de cill(O 
p1111ta1 tomnda.r á a1-bitrio en rl upacio. · _ · 
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1os Elementos de Geometría , con el fin de que 

tas y(l en . · · 
eras se h·1\\e11 reunidas en un mismo sioo. 

unas Y O ' ' i ¡ t i la 
a Propiedad geométrica. Que to1 os os ptm os • r: 

I. .¡.,·• ll 
circunferencia estan equidistantts de un punto J:lº ama· 

do el centro. . . . . 
V t:amos lo que nos dice el analis1s. La d:~tancia en· 

tre dos puntos dados, situados en un plano, es 

el'= ✓ ( X-o.Y+ (J'-/6)2, 
· 1 h• é )' e1. y (2, expresen las ccordenadas de los con ta que .., , , . 

dos puntos dados; y como por la propiedad geomett ic~ 
esta distancia ha de ser constante' llamándola R' se sacara 

R =V (x-r1-/ + (J'-f6y. 
Cuya ecuacion es justamente ( n~m. 94) la ?e la 

. f' ·c1·a del círculo ; Y por lo mismo la ecuacton de 
c1rcnn eren . . , . ¡ -
¡ 

. ..r enct'a del círculo contiene unnlicitame11te a _p1 o-
a czrc1t12_¡ er I 

piedad geométrica. . d d d 
2.ª Prop. geom. Que la pe,·pen~icular La;~ a es _e 

la circunferencia al diámetro es medzti proporcional mt1 e 

los segmentos en que le dfvide. 
Ana\. Hemos hallado en el núm. 9 5 que la ecua-

. r 1 del círculo se reduce' tomando el origen en 
c10n gene :: " " • 
el centio, á .i··+f:::::R; 
por lo rnismo se in~erirá . . 

y = (R +X) (R - X) ' 
de 1a cual sale 

R+x:y: :y:R-.-r. . 
füta proporcion no es otra cosa que la prop:edad ge~

métrica que arriba anunciamos, luego la ecuacum dd cir-

culo &c. . · l 
' 3.ª Prop. geom. Toda cuerda es rne~ta prrporczona 
cnt1'e el diámetro y el segmento correspondmzte. 
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Anal. Hemos hall.ido, núm. 9 S, que l.ma de las ecua
ciones del círcldo era la 

z":::: ~ Rx, 
en la cual z representa u na cuerda del cfrcu lo, cuyo ra
dio es R, y :t· la part.! del diámetro correspondiente á di. 
cha cuerd,1; por lo tanro ~acaremos de ella 

2R:z::z:x; 
la cual proporcion es 1a mi,ma propiedad geométrica di. 
cha arriba, por .lo <pie la ecuacion del círculo contiene im
plícitmnente Ja ta! p1·opi'edad. 

4.ª Prüp. geo01. Por tri:s puntos dados que no esten en 
línea recta se puede sr'empre hacer pasar una circunferm. 
,ia de círculo, pero soio una. 

Anc1I. En el número 9 4 hemos visto que 1a ecuacion 
gen<:ral dd drcLdo nos nrnnifi_sta 1.1 tal posibilidad, y ade
n1as el medio que d.:b.:n1os emplear para h::dlar el centro 
d,I círcu I o , y 1,, bo g i tn j del ,aJ io corres pond i e o te a 1 6_i¡. 
co que puede hacers.:: pasar por ellos. Mas nada hemos 
dicho de la condicion esencial de que 1us tres puntos dados 
no lta;z de estcir en linea 1·ecta. 

P.ir.1 manifostrir por el ::ina!isis esta circunst;incia oh• 
serv,iremos que en el caso d'-! estar los tres puntos en ]í. 
11ea recra, deberá tenerse la ecuncion 

a.' - e(., 2'-/2, ---- ·-----" . -r:,, n• 
CI. -el. ti -p 

resuf tan te de la proporcion MH : HM'1 : : MN: MM', 
Fi g. 3 6•. qne ocasiona la fig. 3 6 •, en la cual los tces pu otos M, 

lvi', M
1

', detennin,1dos por las coordenadas el /2,, a,1 /2,', c1.." 
{6 ', es tan en línea recta. Ahora bien, las dos ecuaciones 

2 { (a.-e1_1) p+(f2--(?/) q}-(e1.2~t:1.'2)-(B'-/P")=o, 
2 { c'1.-e1./')p-+-(/3-R>1

) q}-c(/.,·~r1.''º)-c¡¿,•_w,,)==o 
sacad.is en el núm. 94 dan para p y q los valores 
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{ (el'-,:
1')+((3' (!,'')} (/6-IZ")- (!l -el I) CI)} 

- --- '") (el vJI) (P P • r==- · 2 { (c.i - ,1/) ({3-fl, f r) (l.i' t.f')} ( el - ,i
11

") 
, } ') (<1.'-a. 4- p-¡o f . , "')+(r;' /¡// ) (a a r_ } 1

1 <1, -el p ¡ r; 1.1) 
..... -' {-, ') Cº-W')--(a-a.) (i:- /º 1- 2\(<t-,:1., p 

pero la ecuac1011 n d.~d.' f2.-W 
r.1J-r.1., W-ia , ---
--= (211--;5_' 0 d.1::._d,,11 - /2-/2/1 ,1./'-c1.. p -p 

se mnda en P-W')-(d.-a.") (f3-f2)=o, 
(e1..-e1..) (, d . ,,Jor de los valores de P Y q . . te el enomtn .. 1..1 

por consigmen " de la forma 
ro Y "si dichos valores oon es ce , •• A B 

-, 
o 

-, 
o 

lo.que nos dice que _ 

P - e.o q- ce. . . 
- , d terminan la pos1c1on 

Asi pues las coordena~as ~ue. e Ia maanitud del ra-
del Círculo son 1nfi01tas, Y ti del centro 

dio sacada de la ecuacion 

r = v-d,-~ _2_p_c1.._+~p·:;.:-:----¡{65;;._~2~ :q1i(ó~ ·++ q\ 
. , es tambien rnfimta. 

de dicho num. 9 4 . expresan claramente . ircumtanctas nos 
Todas estas e d d St"n en línea recta, 1.0 l Puntos a os e " q

ne cuando os tres . J. .. ia de círculo. Se ve . la tal ctrrnn; t1 ei.c • 
es posille trazar • , . tá enteramente i11cluz-J Proniedad gcomctrica es Pues que a r 

· del círculo. • 
d,

1 
en la eciwcion .. ht1ce1·pasar una czr-Cvando se q1m1 e 
5 · ª Pro p. geom. . . , , ·tos dados' que no es-d , . lo J'or /1 tJ pu1, 

cunftn:nda e cwcu . . l t1·es puntos con rec-., , h sta ;untar os 
ten en /mea recta, a d artes igut!les por una d .~- d de ellas en osp 
tas, J' t'Vt ir os d de se encuentren esttis pcrpen-d .! l .. elpunto on . d ¡ t . 
pcrpen tCU .11 J , r ' la distancia e cm 1 o diculares es el ccntro_del.cir(U o, J 
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y que forman con el eje de las a: un Cingulo, cuya tau" 
gente es 

r:J.- ,:;,,' . 
- {6- (2/ pa rn la pnmcrn , 

ct-d..'' 
....... ---··-• para fa segundo. 

. !2-W' 
Po!' consiguiente, si comparmnos cad:t unn de estos 

ecuaciones con In de la cuerda que une dos puntos de los 
dudos, que es n(Lm. 8 8 , 

ª R,'-B ( ) y - ,.:, = ···-, - :i· ·- d, para los puntos, cuyas coordem1.~ 
(;(. -d, 

das son c.1,. (6, c1.,1 (2/, 
w1-B 

J- (3 = -11- (:1:-r:J.) parn los puntos, cuyas coordena·• 
ct.-c<. 

lfoS 5011 CI.. (3 J Cl..11 /6 11
, 

ó . f2-P./ ( ' 1-fZ=-- ;t·-ct), 
Cl..-cJ./ 

fd-W' y - fZ:::::: -·--11 (x•-d..), 
ct-d,. 

hallarómos que aquellas rectas sott respectivamente per .. 
pendiculares á estas. Ademas las coordenadas de In pri ... 
mera recta 

et+"'' R,+W -·-, ---,p,q, 
2 2 ' 

nos expresan que ella pasa por medio de fa cuerda que 
junta los puntos M y M', y qt1e conti<.mc el centro del 
círculo; todo lo cual se percibe con hacerse cargo de la 
fig. 3 6**: lo mismo puede dcci1sc de la segunda recta, Fig. 3 6.~1,r,, 

Por lo que 'toca a\ radio del círculo nada tenemos 
que agregar á lo dicho núm. 94. 

De todo lo cual se infiere qttc la propit:dad ¿{¿, que 
tratttmos la contilJ11c la ccu,tcion general d«t cfrrnlo. 

1'0MO IV, y 
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Conlinn:mllo en exponer las propiedades del círculo 
que rcsultau de rn encuentro co11 la linea recta, verc. 
mos que se obtienen de hacer urn dt! las dus curncioncs 

:t·,, •+ l::::::.ri, y - P, ::::;:: a (t· ·-·et)¡ 
empicadas en la dctcrmin:icion de :i- ó J, o comidcrnrl¡¡s 
cumo q11c tienen las mismas incógnitas, elp1ivalu ú supo• 
m:r que los punto5, á los crn1lcs pcm.:ocl:cn las comdena• 
das :v é y, se hall;rn situados al rni~mo th:mpo ~obre la cir~ 
cunfcrcnda y sobre l.i meta propuesta; esto es, que dlw 
chos puntos son las de i11tcrsecdon de l'5tas líncns; y en 

general es evidente <¡uc para hallar los punros de cncucn• 
trn de dos líneas cual(m¡ukra, hasta supu11cn¡uc sus ecua
ciones contienen ltis mismas incógnitas. 

Si sncnmos el va1or de y du la segunda cctrncion, y 
le sustituimos en la primera I se h:ill.1r(t 

;1:•1,-1~ (a:i:~¡.;. {ó-ac1.Y::::::.r\ 
Desenvolviendo esta ccuncion de segundo gr.Hlo ha. 

Haremos dos valores para :1:; lo cual dcbiu ser n&i 1 p<m1ue 
en gencrnl la recta' dGbc encontrar á la circunforcncia del 
c.írculo en dos puntos; pero puede llegarse ú rcrnlrndos 
mas sencillos, tomando por i11cc.,guita b diswnda del pun~ 
to, cuy:rn cooafonadas son et y ¡¿ ú uno de los de iutcrscc: 
cion de la recta y del círculo. Si esta dist;lllci.t la rcpre• 
scnta111os por z, se tendrá (8 8), 

Z =:: ✓' (:i: ·- d, y -1~ (j;·_/2, )\ 
,fo la cual' se deducirá 

z:) =(:v- a.Y +(y ~-rzY i 

si ponemos, en. esta. ccuadou por y-(6 su valor a ( x -- et), 
se sacará 

~ e· )i e ~) z·:::::::: ;t'..-.Cl. r~,~rt , 
ele fa que se dcducirúu las siguientes w1a ,kspues de otra 
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z 

las cuales darún para x é y los valores 

z 
X ::::: d, + -----::::::-:=:::-- ' 

v1+cl 

Sustituyendo estos (¡\timos valores en la ecuacion. 

• y''·-r" sclamudarúcn 
X+ - ' n ,. .., 

.,. 'l.1:,ctZ, a Z, - 'll 

2,c(.Z Z n2 -+--·-- r , • +-+ 1° -1- --::.-:-:-::---·- 1 + tl 
()., + ~ 1 + a~ V 1 + d,. . v1+a 
y red ucicndo sa\l\rá 

z''·-;- :_i=:_-¿:_!?i_::'2_ z+ r:.t1 + (2,'· -r(i o; 

vr+,i'' 
• .r l , ll:u z y clespues .i· é 1 

t ecnacion nos 1)roporc1ona1 ,t 1,1 • , ' ~a . 
. •dio de las expresiones antcnorcs. 1 Il'ig. 4.!1., po1 me . , l' fuese aque cu- ,. 

I◄ s claro que s1 el punto E, 1g. 44' M f l 
~ • ie MNM' y E uesen e 

yas coordenadas son 'et, (2,, Y qt . · ... l tan ente del 
círcu\o y la recta propuesta' a expxesa1i.t a ~- : 1· 
ángu\o EcB, y los dos valores de z pertenece1w1 ,1 ,is 

l ... M I'M' rectas !. Y '· · · . d 1 , 1 línea 
I 6 Combinadas las ecm1c1oncs e c1rcu ,o y . i 

o . ] d . J, l· , \tima veremos como de el\a resu • 
recta y oc uc1ti.1 ,1 u . , l' , 
tan };;s demas propiedades que wncmos./or º}~:~;·cttlo sQ 

6 n Pron. gco. Si desde tm punto J uerd e 
• i • ... , 11t{J propor-

le tiran dos .recttntcs' estas scrmi rcctprocamt 

ciotutles con sus partes e:x:tcrnas. . . . , l . uc el 
A \ 1) l·1 t·"o1+1 de In~ cc11ac1oncs se s,1 1_e q 

na • · or , •" ' • l . 10 
último término es et producto de todas las ra1ccs; ue!, . 
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si Sl~ oxprc5a11 por ;:.' y ::::/1 las de la ccnacioa (1ltima
1 

se 
t¡:;ndrft 

y como esta c.xprcsion es indcpcndicntl! de a, ~ncdar{1 la, 
J11isma cualt!S(JUÍl!ra (¡uc sea e!,ta c:11itid,1d; esto es 

I 

crn
1
\. 

<Jl1icra (jUC sen el ángulo EcB, cuya tangcutc es a; y c
0
• 

mo ;-,,' y z
11 

rcprGscman las dos líoe:1~ 1':M y EM', se in" 
1icrc c¡nc el producto JUvI x J•:M' es d mismo para todas 
las líncns tirndas pot· él pn11to E, (> t11w si se tirn una 
nueva &ccnntc Em', deberá tcncnc 

de ct1yn ccuacion resulta 1n propiedad c11u1H:i,1da, y por 
lo mismo i!lt1,i cstd z'11cl1tStr en l,i cu111hl11aduu de las ccu,i, 
doiu•s dd cú·rnfo y lt11cii 1·cctc1. 

7 ,.l Pro1) gM, Quo si de,1·d(J un punto /utJ'ft d,·I cfr. 
culo s(} lo tiran u11a tm{gtmtt: J WM uc,wtc, l,t t,111.i1c11te 
cs. media propo1~cümat entre J,i · sec,wte I m pcnh• t:J'• 
terna. 

Anal. Como, la ccut1c1011 TIM x FM' ::-:: Em x Em' se 
,
1
,crifica siein pre, cu:tllJL1 icra lJlle ~ca la n·ct,1 1 •:11/, el la cxis, 

tir:í cnnndo la fon' sea la tangcotc Ji:N, en cuyo 1.:;1so fos 
1íncns Ew y lim' se mudan en EN y l!:J:--1 , y por lu t:tllto 
la última ccuacion viene {¡ ser 

l{,M >< J\M 1 
::::: EN>~ EN; 

1n cual cxpr('sa la pH1pk~dad dw l)ll~ ~e trata, luego dicl1tt' 
}11'opicd.ad l,t contlmi'lt /,,s l'Cll,ulc.,ncs ,frt cfrntlo J /iiiea' 
1·ccta Nm1bi11,qdas 1111tn• s1. 

8, ª Prop, gco. St' .u cor1'111t do,,· mc•rd,ts m m: cfrrmlo
1 sus 'J·t:g1rimlos so1t 1't't1proc,mw11h• prr1j101·cionc1/es, 

· ,Atrnl. Cuando el plinto J,; esrü fuera dul CÍl'culo se 
tiene <J.,\+ ft/'' > ~•1

', á c:111sa dt.: <¡110 «.''~,,, (J'' expresa el cun· 
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·ado de la dist:u{cia del punto E al centro A; pero cna~-

d1. . . . 1, lle dentro del círculo' como la mani-do este punto se 1,1 . , 
. ·, f ..,1 y ,,11 son di; signos contranos, a cau.-. 

í1csta la ig. 4 5 '. ~ /" . ~ r;iz_ r" rernlta ncgntivo sa de ,pie el último tcm11no (í(, -1-- ¡:;i .... 

por deber ser 

•stns son lt1s :exp'iesi~):n~s· de li1s'líneas EM' y J\M, . . , 
e p 1 •111, 11•·1,f1• "•i•·l"s c·unbiando sus coordi,;n.Hbs, de oocmos s1 p L, 1 ... • . , 

Fig. 4S· 

. l . l-1 '.1,bsc· '1s"s· 't' y d.. se tomen sobru la recta A. l•., moco tJUe ,s, . .... . . .. ·1 •'·. 1 
, , ¡· . ,¡ . ,. t· Ei con el c~t\tro A de .. tll cu 0 , fi 1 44 ·qubtneo puno 

p!;ticndo sicmprp ~ks~l.e, ~stc punto ' ,y ~l uc las ordcnad;\s 
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J' 8eau perpendiculares ;\ e~ra recia; en tal c;iso se tendrá 
¡¿··-º, c1.,:::::;;AE 1 

y 

11 -·-- Cl0 ~-·· v·;. _.,., ti., CI '.I .,. 

z :.:::::;.-............ _ . •t ,, '. "", 

r +,r. 
la cc1rndon del círculo no cambiar:í; pero la di.! la recta 
se nH1thmí. en 

l º7· 9.:t Prop. gco. l'ttrrt tirar 111111 t111rvc11tt d 1111 

~frc11!o por im p1111~0 jiu.,.a dt· cil, hastm·d 11111;· et punto 
,on /!l ct·11tro dd circtdo, J' trax::.ar .roln e ,·s1r1 lt11Nt como 
did111ctro oft',.t circimf1:1·,•11cfrt, que corttlf'tt. d ht primi·rtt 
en dos pu11tos , dt•.dc los rnt1lcs #rtt11do 1·tclíu al dado , ¡ , 
cstm sei·,w , os t,rng,·11tcs al prim,·r t·irrnlo 

1 1 ,·ontc11drd11 
ltt pedi'dci, 

, Amd. Suponicn1fo 9t1c e] punto E sea exterior al 
circtilo se obticuc MM'::::::l.•M'--•l ◄'M .. --.,/ •·'' · 

.J •A '-/f;,.i .-.., .. A,» , .. o 

✓ ~---.---' ,.ii 'l. . ~ te 

MM' - ...:__i_(~.--¿~ 1:) ::~ .• v J + ;,.~ , 
P.cro es .visible qnc esta línea cfüt11i1111ye al p:i~n <JllC la 
.EM, girando al rededor dd punto H, se accrc:i {¡ salir 
d<.:J círculo "<¡110 l<>s t t , M' M' • , 

, J • • • p 1ll os . y .. ,1prox1111a11dosc con• 
cluycn _Por couf 1111d1rse y rni11t:idír con N, en cuyo caso 
la tnl IJJwa solo t·1• .. ,1 .. ''(>Jl "l .. ' , .. 1 • ¡ 

. , • "" "' ,. "' (,lll.:ll O 1111 Mlllp C C(llltacto: 
en c~tc punto se tendrá MM'= 0 , y pur lt> mismo 

DE TIUGONOMETI\IA. 

, 
o 1· 

• 1 . d 1 · ' He aq111 pues a cxprcs1011 e a tangente trigonome-
trica del úngulo c1uc debc fornrnr. con la línea AE, la rec
ta EN tirada por E, con la condicion du ser tangente al 
cír~ulo, y por lo mismo la rcsolucion algJbrica del pro
blema de que se tt'al'a. 

Si hubiese i1lguna dificultad en C()ncchir, corno la 
construccion de la última ecuacion es en todo contiJrme 
con la usada en geometría y <.fü:ha arriba, nos haríamos 
cargo que ptt'es a· expresa la. tangente trigo11om6trica del 
ángulo llUC 'la recta (~C que se trnta de construir forma <.:on 

la Hnew AE::::::: e/.,, será preciso qüe r y V ; 2 -7 expresen 
los catetos de un triÍtngulo rectángulo, cnya hipotenusa 
sea a.;. luego si sobre esta línea como diúmctro se traza un 
círculo, y se unen los pu,ntos· de intcrseccion de estas cir
cunforc11cias con el centro A de la dada, s~ halbrú construí• 
da la cxpresio11 del modo co11 que se hace en geometría. Y 

como dicha cxpresíon contie~e el rndical V cX.. z=;:-; que 

puede tomarse con los signos+ r - '. re;u~ta que ella da 
los valores de l.1s dos tangentes tngonomctncas corres pon~ 
idicntGS ú lns tnngentcs geom.6tricus; 

1 08. 1 o.ª· Prop. gco. Petra tirar 1tna tangl'tzte d 
1m círculo pot 11n pimlo dado en ht circiwfcrcnd,i, bctslrt 
tirar 1m r,1dio d dt'cl10 pimto, y lc'Vautar en él ttna pcr
pontlit·iilcw al tal radio. 

Anal. Si designnmos por· et. y /6 las Co(lrc\cnndns de 
8'icho. punto, como él está en la circii nfl:rcncia, dd)l:r{1 

satisfacer .í la ccuacioia .1;-~+ l= r'1 , y poi: lo mismo se 
l 

, : 
tcmrn 



e(,~ -1·•, (Z,''· = ,. .. ' 
lo c11nl es causa de 'l uc la 

., 1 '.! ( e1. + B ,i) , ~ 
1 ,., • l·· · .• ,, .. --. · ···-- ,. •·1- el ~t- {J -- 1' -· O vi'+o:(l, ... . . -- ' 

~C lllllLiC Cll ;,/ + ~ (:l:-;;0g .:~.:=o; 

y c11 este cst.1do :;e la pttGtllé! descomponer· cu 

.t ::::::; Q , ;, __ 1_ ?'_ (a,+ (¿ lt¿ = O • 

v 7 +-;;·, . 
por lo que, sus dos raiccs scdn 

1 11 2(r.l+B11) ::,:=o, z::;::: ......... " _,,,..; 
v' L +,l· 

y la diforcnda de estos valores, 6 In longirnd de lu parto 
de la secante comprendida en el cfrculo, será 

2 ( r:1,+/6(t) 
.,..,..,.,,.,,, """''~""'"' ,,,,.,, _., ,. -.-

v'"t+:;i" 
. Para que esta cantidad se desva11czc~·, como es ¡~re~ 

ciso para <pw la sccantl! se convierta en tangcati:, será 
i'ICccsado quo se tc.:nga 

el 
)' - ¡¿ ::- - .B (.1: - "-), 

Ahot·a bien, la ecuacion do ht recto tirncht ckii;de el 
~entro d~l círcrilo ,d pnnto, cuyas coordenadas son C4 y(?,, 
o el rad10 AN, seria (87 ) 

(J 
y:=::; ~t; 

(.(, 

DE TRlGONOMRTRIA, 177 
lo que nos dice que la recta, cuya ecuacion es y-{6 = 
,--~a,-(:t:-a), es perpendicular álay:.::~x, núm. 90, 

~ d.. 

y que lo es en el punto cuyas coordennd;1s son <J. y B, 
que es el que tienen comun. Por consiguiunte, cumulo se 
quiera tirctr una tangente á rm círcttlo por un punto dti

do en é!, bastard le'Vctnta1· mut pe11m1dicular al radio en 
el pimto dtido . 

Si se lJt1isiese conocer la distan~ia desde el origen A 
de las coordenadas, al plinto en que lt1 tangente NT cn
cuentnt al ege do las abscisas , seria necesario hacer en la 
ecuacion ele esta tangente, y= o, lo cual da ria 

el.. ct.~+¡¿•· 
- (6 = - -f ( :t; - ct.) ' ó .t· ;::: d.. 

y por ser ct.~ -,1-W= r\ saldría por último 
1 ... 

x:::::-. 
ct. 

11 .í\ Prop. geo. El 1·adio es perpc11dimlar á fo tt11t

gmtc m d punto du co11t,.tcto, 
Anal. Acabamos de vc1·,,p1e la ecuacion de la tan

gente AN de un círculo es 
d, 

.r-P>=-,r (x-d.)' 

con tal qne ct. y (6 expresen las coordenadas do\ punto de 
contacto, y .1; é y 1:is coordenadas generales. La de una 
recta perpendicular á esta, que paso por el mismo pnnto 
N, cuyas coordt::tiadas son e(. y /3, y l,1s gcnernfos de la 
recta se,rn x', y', será (núm. 90) 

y'--(!,= _(6 ( .t.'- ct.)' 
a. 

Cuya ecuacion, simplificada i se muda en 
l c1.,==f2i x'; 

TOM.0 lV, z 
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la _uial nos tlkc que Lt rccLa tpw representa I par,:1 por e\ 
º;·1gl.!11 1lt: Lis 1..'.00'. -!,:Dadas, p11cs d ~1q1u\:~-lo .r' :::: 

0 
da 

J' :::-; u, y al contrario; y co1110 el tal ori\'l'II ('S L'l , t· ,, ' ·" • l:CI\ ro 
n:sulta ,¡uc fil perpmdirnlar ,f, /, 1 tm1¡1rnfc ,rl m·t·i,lci , 1

1 
,, t/1 t 

pu11to de co11ftllto, pt7stl J'III' el cc11tro, 

, UL~nws vis_r;, tl''º to,.11,s Jo,; princípios <]lle sobre el 
nn::ulu se 111au1hc,ta11 e11 la (,eurnL:tría t:h'.mc 11 1al, los hc
m<1~ tlt:ducido de su ecuacion; lut•uo clh del>•' • t . . . ·t, · · ... l<rn cncr, 
lüs 1mplic1tan1cntc. 

. 1_09. Por lo cxpne~to, puede ri:solvcrse la cucstion 
~1_gu1,:nte. llall,tr lt1 po.1·ido11 ,¡uc d"11c lrncr lit /foca HM 
tlr11d,i por el p1111to da,lu .E, par,t ,¡11t· /,i p11rtc MM' d; 
t'Stil llllca comp1·1mdid,r m l'l circulo, sf,t ,le fil 111 Miiitiul 
lll. Con d fin de uhtencr cx¡)r"•i<>t·it" ,,. 11 L•t'II·,,. t· ' ' 

' '-'' · "ª "· · ' • , <>11tarc-
lllos, como en el núm. IO() la l11w·1 AF 11•,1· ")." l··b ~ ., , ~ , ·,,' ~ \, \,.,, l C d 5.,, 

ctsns, é igualando Ú m la diú:n:ncia de los valores t\(J z 
sacados en el núm. I 07, rcsulta,{t ' 

_ 2 Vr'i ( I ~+-et'') ·~,-'ri·¡ 
111._ ·-·---·y11 _,_·,tt-·---; 

cnadrando y c¡11it·a11do el de11omínador ~e wn.lr.í 
ni"' ( C-1·• ,i") = •+ r·• ( I ·+a·')··--··+ ,i" rA.'', 

de la cual :1<.: deducirú 
_,_"""'-o>-•• ' 

..... \l . .},.-., ....... n,·; 
ª··- ·---- . ,, . v :¡. ;"< .. , ~~ /'; --1- -;;;,· 

cuyo valor i.,11stirnidn <.:n la ccuaciou J' ,t ( x-•l(,) 
1 

tladt 
la de la rct:ta bu sea da. 

lL1s1a ahma solo lu.:moi; hall.ido la i;olucíon :111:tlítica 
del problcnrn; falta constrnir );¡ expn:si011 ,interior. Para 

:ogrnrlo, se obscrvar.í tjllC el m1merador \/,+r·'-·••m•i. vil!ne 
•1 st:r cl·catetu de uu tri.íngulo rcct:Íllgulo, ct1ya bi-

DF. 1'RIOONOMETRIA, l 79 
potcn11sa es 21' 1 y m el otro cateto, Por lo que hace al 

denuminaLlor v4a:"-4r'·+m?,, se le. dará la forma 

y.¡.:1.''~~:::c~"=.:::·;;¡,¡:5' C(1nivalentcá V 4a.'-( ✓ +1:'•-m'')\ 
y hace ver (1t1c dkho denominador es tambicn el cateto 
ele otro uiúngulo rcct¡Íngulo, cuya hipotenusa es '.!.ct., y 

el otro L'al't.:to es v4;.~;·-:._m", ó el numerador, cuya cons

truccinn í\Cali.imus de indirar. 
J);;signando por p y q las dos lineas que se obten-

drún por cstas operaciones, se sacará 

a= 3_, 
p 

y 1a ccuncion J'==ti (x-ct,) se mudar{t en 

J' = .1. ( .t- (J.,)¡ 
p 

de h cna1 se infiere (}UC si se toma sobre AE, partiendo 
desde E, una diatancia EF :::::::.p, y que por el otro extre
mo de e5ta distancia, se luvnuti.: una perpendicular Fü=q, 
la recta q uc una el extremo de esta perpendicular con el 
punto E, gozará de la propi(xfad comprendida en el enun• 
ci~1Llo de la cucstion, á causa de que el úngulo F EG 
tc!lllrá por tangente trigonomútrirn 

q FG a=-p-= IiF' 
Ir o. De 1o el icho hasta nqui se infiere, que 1as cues-

tiones de Gcotnctría pueden tratarse por dos métodos bien 
distintos: el uno con~iste en determinar las ccu,1ciones de 
las líneas que contienen los puntos huscado5, partiendo ele 
las propicda(ks de c5tas líncns; y ul otro consiste en t\~~ 
ducir inmediatamente las relaciones de \ns rectas qn~ de~ 
terminan l.1 posiciun lle estos puntos, va\iéndosc de la con-
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~idcrncion de los tri(rngulos scnwj:1ntcs y de los tri,íngu .. 
lo) n..:ct.Í11gul()s lJllc prc~cota la fig1ira rernltnntc dd pro. 
blt.!tna supuesto n.:~uelto, ay11d,índosu para ello co11 ,dgu, 
füls constru.::cioncs prcparato1 ias, 

El primero de esto~; me1odos, <¡uc :ilgunas veces es 
mas ele1.!,;111t0 ljtte el ~t.:!tundo, e~ siclll¡irc m.is ve11c1"il· 

,... .... C) t, 
pern el :,cgundo es l.'omun11wnre ma:; sv111illo; cs10 dcbia 

. ' ! . t ser as1, a i.:.111sa le que en <:sic se mira e :istrnto con me-
nos gc11cralid:1d, y t¡11e se panc dc !;1~ pr1,piedades mas 
ccrca11ns ;Í :l(p1ellns lJIJC se trutan de dcsn1hrir *· 

1 11. La cc11t1i.:ion dt.:I prirncr gra,lo sulo nos hn da. 
do una <.:spccic de lineas, .í ~abcr, la li11ca reda; pt1i:.!s la 
del circulo fu1.: ya de sl!gundo grado; pero su ccuacion, 
hallada en d p(irr:1fo (9.+), :1111H¡t1e era la 111;1s general, 110 
es ~iuo un cuso 1):trtii.:11!.tr de la ~il;ttil!me ex¡Hc~ion ¡rene-

"· ,J 
i:al de la ccuucion de tlo~ ill(letcrmi1Jadas de sepundo ¡rrnc!o 

'i t,') 
Ay"--1" By :1:-1, C:ti+. Dy +·Ex:::::: F ...... ( 1) 

Vamos :'t examinar las \."lll'Vus que corresponden {i los 
diferentes casos de esta formula; para lo eunl ~e notará. 
desde luego qnc sin t¡ue deje dl! ser gc1wrnl, se l¡¡ pucl!C 
escribir del rno-lo ~j ¡y1iic11te: ._, 

~ H C., DE F 
J + l :r + ... , :t· +· ·- ... J' ··•- . :t· :::::::: ... . : 

A A A A A 
. B e: 1) 

y lrnc1c11do A.= h, .1.C .::.:e 1 . X: ::·::-. d, 

se tendrá y"'+ h.11 -1-:v~-1-t91 -¡,. c.t· ::.::j: 

* Pu<:dc co!l!i)iltar!,t: el lll~lodo gtrH·r:d y 1111i(;1mrn del primero de 
cll,n11 Cll td )'rd;1•, 10 d.:I /l',1t,1.l11 ,/,· Ciil, 11/0 d1/n·m1 í,1/ ¡; i1Jlr/'r,1/ dd 
rn1,1~w :1ut,. r, ll'CH vn!1írn:nc!, <!ll •~·" ¡ y 10!1 íJl1t: <¡11icrn11 i.:onc\~cr mas 
Jnrt1n1l:1111.,e,n1i: ~u np\1,:,11.~on, hnlla!':in dti l)lté 11,1ti•,f'.1ccr!,<,i l~yr.nd11 la 
ficg11'.1d,1 c.:d1wrn d,: la ~<01111,m ,le T•,t1·i,1,r propori,ir,,1u ,lf UtMlltfr¡;¡ &e,, 
P.11hl1c:ida por Mr. P1111•,a11t_, f,,1hio m11r 1T1:,,111c11dablc, Iwy dia indi-
1'Hiao del cu~l'po d~ 1n¿rn1crn11 gt:u~tafo:,, 

DE T:RlGONOMETRIA. l 8 I 
El primer medio c1ue se presenta para cx:imin:u ó 

discutir las circunst,mcias dd curso de las curvas que se 
buscan, es vc'r quú vulores toman las orden.idas, segun 
se den á las alm:i~ns diferentes valores, ¡iara lo cmll resol
veremos la ecuacion anterior con respecto á J. 

Hecho lo cual, s,1ldrá 

y=- :1i (b:i: +d)-'--) ✓-4-c-(j...,,:-,,.-:v---c:~7,z)~+-, -:(;--;-b.-x·:+d)". 
Desenvolviendo la cantidad que esta dcba¡o del ra-

dical y onknando con _rc~~-cio_~1.!~-~-, saldrá .. , ,,. ~ 
(b:t:+d)+ V(4f+d"')- '.!(u· -bd)x·-(.:¡c-b }t 

y= 2. 

Haciendo p:1ra abreviar 

J... ¿~ b l 4c-bi:=m 4, • +, ::.::p> u- c:::::n, 

se tendrá 

fo:+d Vp- •1,11:i:-m:.t:' 
Y - -1---------. ----,;--- z 

Desde luego se ve l1Ue el vnlor de y se compone de 
b:r+ el l 

dos partes, ln primer~ representada por ~--;-, es a or-

denada de una línea recta, cuya ecna~ion seria J'=-;fa, 
_ .~ d, ia cual se construiría tomando sobre el ej_c Ac, de-
l ·. l • AB fig .i.16 una l)nrtc AD=,\ d, y tirando por Fig. 46. >:l )0 l C , • , , ' t ·· . 

el punto D una recta DE, que formase con l'.1s x ne_g:¡~ 1· 

' 1 DE1A •·t·1y·1 1··111gentc fucsu 160-ual a ,,b vas un angu o , .., , ., . 
h·+,l 

(87); de suerte tinc si AP fuese x, PM seria---;··--· 

Hecho esto, para tener los puntos que perr_enec~n á la \ur
va que se busca, es preciso tomar en la d1re:c1on de ~- ~.' 
a~i Cll la parte de arriba, como en la di; aba¡o dt: b xcd,t 

DE, las partes NM y NM 1 iguale~ !t 

¿ ,/p- '.l1tx-m:v'' 
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y asi se ten,lr:i 

P!vf :.:::: .1. (b.1·-1-d)···l··· 1 ,11··;---:--1 ,,·-,:--·--·-· , ' " , ' ' ,,'•··-111:t: 

l 1Jvt ,', (b:t-+·d }·-· :r· V¡,-····- 'l.//,1,',,.,,J/l.vi'. 

, . La recta DF ti.ene pues la 11(ltable propiedad de cli
v1d11 en ,.l1.1s partes iguales las rcn·is tin ¡ . . . I I , , . , . , t ,1 s p.11 a e a mcn-
ti.: a la AC., entre dos 1)1111tos de h ctii·\"I , . 1 ' . ' ' ' ' • ' ' ' lJlll! se lllSC(l, 
poi CU) a r,1zon i,c llama dr<1111t'lr11; ¡1cro "11t·1·e ¡. . 
1')1' '- ,l l('Cta 

-~ Y los dLímetros dd circu In hay h difct·"JI .·. l · ' 
, , ' '- ll,l l e lJUC 

estos C(Jl't',ln c..m atwu los rectos tod·1s hs H11•"1•· ¡· . i 
......... , • • ,. , ... ,,,l¡llCllVt,cn 

en dos ¡>,11 te~ iguali.ls' Sll'.tHlo n~1 1.1110 la l111t:·1 Dl•' ¡ ... 
•, ¡ ¡ · . ' • ,Is cor-
t.t o, trna111c11tc: pero rna~ ;1dehnte s•· ,.,. : l 
: • • , .. , • • . .' . ,., .., 1 .r ll l I e :11n >,1s 

c11cu11.,t,1uuas dependen de la nusma ley. 
. l 1 '.L La ccuat:ion nntcrior se simplilica1 ia n1ucho si lnmá, 

se mus por orde11adas las I e etas N M }' N 1'V1, ,., t· • 1 . d 
· ' "·' (J C!,, lilCl\.!ll O 

b;i:+tl 
J' -,~ ' ,,_,, ::::: t 

e> haciendo 

DE TRIGONOMETRIA. I 8 3 
I)Pnicndo este valor de .i· en el de t se tendrá la 

ectHlCIOll 
T • / i z t=± 1, v p-211qs-mq s, 

la cual debe de existir euttc s y t, ó c11tre las rectas DN 
y N M para cnda u no de los puntos de la curva; de mo
do (}lle es Sll ecuncion referida ú bs co.erdenadas DN y 
NM. Esta ccuncion, aunque es mas sencilla tiue 

y"'+b.'ry-1-cx\ly+t>:l' f, 
es tan general como ella, porque todas las trasformacio
nes tJUC se han efectuado hnsta .iqui no h:111 introducido 
niuguna condicion particular; 

Como la expresion de t está :ifcctada en general de 
un radical de segundo grado, no puede tener valor real 
alguno, sin que la cantidad p•-'l11qs-mq"s'

1
• sea pmitiva. 

El examen de esta circunstancia presenta vnrios cnsos que 
vamos á examinar sucesivamente. 

1 1 3. Supondremos prinwro que la' cnntidud dcsig~ 
nada por m cu el núm. I I I sea positiva, y 1)ondren1os 

la cxprcsionJJ-2.nqs-mq'" / bujo la forma 

~ ( p · 2n· ~) 
rnq ;:;,?-~~q: s-s ,· 

parn no tener que· considerar mus que h siguiente· 

P , 'ln . ,: ,...;..._.....,..·-s-,s, 
mq"' mq 

de la cual se puede· hacer desnpnreccr el término en cp1c 
s solo es del primer grado, haciendo 

n· • . 
s=tt---·-- (Elcm, de Alg. 209), 

. · , n2q • 
y dcspues de hnbcr sustituido y reducido', se tendrá 

pm+n·,. i __ .,__, __ -u . 
rn'" q 
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Para snbcr lo que es 11 bast·t wnstrnir s11 t . ' va or en s y la cxpl'úston 1 

1l n 
t1=s+ ... :::::DN + ... 

mq 111q 
hace ver qtrn el · l 1 ' i origen e c.:: as tt esta e t:tras dd de las s á 

l . . ()]' 1t 
uua e maneta ) = , pon¡uc se tcndr,Í ciit 

,11i¡ onces 

DN =ON-OD~:::::u-- 1! .... 
Hecho esto se tendrá 

1/Jtj 

que será nula cnnndo 

~- pm +n~ ~ --·----; 
tt -- ,--~;···.~, o u::::::±Vpm+11 

tn (} ..... .... 
1 111'·t 

Estos (ilti1.1~os valores indic:111 las inte/scct·io11cs de la 
curva con el d1amctro J)l1' l<>s c·ti·ilcr tosii' ¡ ¡ ' · · ·• , · · • ~, anl o os a uno 
y _;>trn !~do d~l punto ? por causa de sus sig1105' se ten• 
d1 .in los puntos I y I colocados á igual distHncia del 
punto O. 

Pasados estos pnntos la cantidad 
pm+n' .,. 
·--- .. ·-- tt 

. tn'q' ' 
~: h~cc n_ega~tva' y por consiguiente las ordenadns ,l, scM 
ran ltlH1gmarrns y 'lSI. 1·1 ''lll'V' t" J , • ' 

• . . , •• . , '. • , " ,l no •tfüünt rnugun punto 
pc:11.encc1cntc ft abscisas mayores qtic OI y OI' . • 
tod·1 clh est'u"'t - l' l 1 . · · ' sino <Jue 

' ' ' ' comprcnt ha en e espacio que hay entre 

DF. 'l'RlGONOMf-'l'RIA. l 8 5 
Lis líneas IH y IH' tiradas por los puntos I y I' para
lcl.is ti las ordenadas. 

1 1 4. Los dos vnlores de t que se tienen en u solo 
se diforcncian en el signo, y permanecen los mismos, bictt 
sen que se tome u positivo ó negativo; de modo tiue i 
la abscisa ON 1 =ÜN corresponde la ordenada N 1M11 igual 
ú NM' colocada en sentido contrario, y asi los triángulos 
M1

'N1() y M'NO son igunlcs, y por consiguiente la recta 
M'M" está dividida en dos partes iguales en el punto O. 
Por causa d0 esta propiedad l1uc tiene el punto O con respec
to á todos los punws de la curva se le ha llamado centra. 

I r S. Construyendo la ecuacion entre t y tt se conoce 
la forma de la curva <Jnc reprcs~nta; pura esto hagamos 

pm+ni ti 
-·•-=a; rnzq° 

se tendrá t=:± :\ \l'mq"(1i1"-u1')=+ h Vmf V a''-u~: 
Trazando un círculo, cuyo radio sea ci' ,desde el punto 

O como centro, y que su abscisa sea u, el factor ..¡-;;;,=;_;; 
representará la ordenado del círculo, levantada perpen

dicularmente á OI. En cmtnt~ ~l factor Av'1ñq" no dl.lbe 
representar mas qne una relacion, atendiendo á la homo
geneidad de las expresiones ( 7 1); representándolo pues 

// l , por .... 7 , se ten( ra 
¡J, 

¡¡12 2 ,~, mp+n• d d d l 
.. 7 -= J, mq, b :::::----, e on esa e 
,e"· · 4m 

b' --·-· t:=±-,·V a''-tl. 
a 

De modo que la ordenada J\lM se sacar(1 buscand"1 
el cu.irto término de la sigllicnre propo.rcion 

1 -----
a': b : : v' a''''··-U' : t. 

TOMO IV. AA 



.l 86 
JH,EMF.NTOS 

, 'Detcrminnda <pie sea la magnitud de t se l . 
rn a lo largo de la linln MlvI' , . : ¡ , a toma. 
l) ' . , . . . . ' .1s1 ,t a parte superior d 
· .L "',~'.lll'.1. '.L la 111Jcrior p(1r causa d<.!I signo :·!::. e 

Ls cl,llo <¡uc la cmva <Juc resulte d(.) ·t· , · , · es a constrnc 
cicm si:ra. ccrr,1da con10 el drcul-o y '"• : . . .. 

1 . ' cst.ir,t c()niprend11 
en e espacio t¡uc hay desde tt:.:.:a' h·1s1•1. '··-· , . li\ 

i 1 • · • u··"·-"• a ¡ior 
pmnnl o < <.: estos lírnitcs el ndi,··1I <·1 l· . 1 1 ' lJlle 

' .... ' · ,l 01{ !.:ll'll ·t d ,¡ ' culo es imaginada. ' ' e cu·. 

¡ lis evidente que el mnyor valor (Jlle puede tcnc l 
orl enuda t es la ~1uc corrnsponde al ¡>unto () .,r a 
1·t1·1l ,,- • . , pa1,1 e] 

·· • •- 0 ' en ,uyo caso se llene 

i ·-· ::!://: 
tomnndo pues lu& rectas OL v ()l 1 • r , 1 , . : 1 L L' , J , ip1,1 es ,1 b, los pun-
tos y scran los límites tfo la curva L'll <:l . , .• 1 d 
bs or l , 1 . . SCllttl o e 
,. l L:Wll as, (lS} tomo l()S Dlllll'oc. l y I' l 
'J 1 " ., . o ',on en d sen 

t1 o e e las u bscisns. · · 

I J 6. I•\/ligno de notnrsc que si la ca11ti(Lid reprc• 
sentada por a fo eso ncffati V'l •l , ¡·" I ... '/' ........... ;- . 

• . ,· • • o ,,e r,lllC,\ Va, ... u)sena 
s1en1ptc tmag111nno' de modo que Ja ccuadun en este e . 
so no puede expr:sar líuea alguna. Atendiendo ,il· val;r 

/'l. pm-1--11" 
a que es ... , se vcr:í. e , , . , , • . . n/p' · ¡uc es 11cr,,1t.1vo si p tiene el 
signo~, y adcrrnts si se verifica qm.i ¡1111 > n ". 

Cuando en. este CHSO ji/JI .. , ,, ¡ . e· ) 1 11 ' h,l L l I 5 a ., .... O 1.1 , ~·~ 1 V - . // 
- 0 ; pero stcmprc se ticno ~...... , . r ., . 

,t' ...... ! , v m,1 , y p<>r cons1• 
gu1cntc 

t ::-- ... ¡ ... r • / - •J • • 1• .. - ... ·;; ....... .. 
... - ..... , !' V 11//1 ·V ....... ¡t ·-···l,•Jt', I 

• .1 ........ ,, •· V "-•·1U 
c:n ya ccuac1on se satisft•"•·· J1,, . . 1 . ' 
• • • ''"" • í.:ICJH O t:;-:-·o - , co11s1gt11cutc se puede decir . . ·-~ , tt..._o, por 

xcduc" -'i 1 cpic en csrc caso la curva se 
" • un so o llllllto () . . 1 . , 1i.11t1 e cual t:o, u;;:;:;o, el 
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cual es el límite de las curvas dadas por la ecnacion an .. 
terior , á medida que los diámetrqs.Il' y LL' disminuyen. 

Elevando al cuadrado los deis miembros de la ecuacion. 

--« / mq·•(-pm+n•-:-) t:::::±,; V -·--U 
, m"f 

se trasforma· en 

• r • (pm+n• •) t :::::: .. mq --·- - 1t , ~- m't 
? o en 

4mt'+m'lit'1'-pm-n"=o. 
Cuando p es negativo se trasforma e11 

f}; '), lj, ',?. 'J. 

4mt +m q u +pm-11 =o; 
y cuando J'm > n", en este caso su primer miembro es la 
suma de tres cantidades esencialmente positivas, pues c-1ue 
m tambien se supone positivo, de modo que no puede 
ser nulo, á no ser que se tengan scparad¡imente las tres 
ecuaciones 

• • • • • • 4mt =o, m q i, ::::::o,pm-n =:o. 
Se pueden satisfacer las dos ¡1rimerns hnciendo t=o, 

u=::o; pero la última expresa una condicion sin la cual fa 
propuesta seria absolutamente absurdo. 

Ir 7. Supongamos ahora que m sea negativo, la can• 
'd d • • r. ' u a p- 2.1tqs-mq s se trns.cormnra en 

p-:- 'lnqs+ ml s•=mq' (L.__:!_:_ s-1- s2
): 

mt mq 
, . 2.n n 

se quitará el termmo--s, haciendo s=tt+·--; y 
mq mq 

como la cantidad-~:-, que representa DO, fig. 47, tie- Fig. 47• 
mq 

ne el signo -1~, se tornará sobre DF en donde se cuentall 
las abscisas positivas. Se tcndd de este modo el punto O, 



//✓--"'• ~ -.. ... ,¡,... 'J .... R~- I?. 
J --,-.,,. --/ ll -~ .. ll , 

d 

se tcnddi 

A primera vista p:irccc <]Uc esta cnrndon cncic•rr" d 
\. . " os 

tasos ( 1st111tos; 1:>urn m> contit::nc ,.,·,i<) lllt<i l "' , porque e e• 
vando, el cnadxado los dos miembros, se sacará 

i h'g 
t ::::::;: a.,~ (it":;I;,·; ,/") 

de· donde ,,.,,,t~ b''). , l·•¡ t• •• -~ 11 :::::::,i J 

b,~ ,, /~ ; b'i li 
tt --(l, t = " ' 

cuyas ecuaciones solo se difcrc11ci,m una de· otr" en 
]
. . 1 1 • .. · que 

en a scgt11100, a y t rccm¡1hz·rn 'i // y " c11 ), · 
, · ' • • ,l primera, 

y reci_pro:amcntt:: bast:1r:i pues exm1iiuar una <lo cllns, 
Cons1dcrn11do l,t segunda, d.id 

//./ --t:::::::::1::,-"¡'Y ti'-tt,''J¡ 
tt 

para construir.. ta orden::id¡1 t no l1ay mas GJtlC busc.ir una 
cuarta proporcional {i las tres líneas 

,/, J/ y vrt''._::;7,:-; 
<ista última es una media propordon:d cntl'c ,/-,n' y ti+a', 
Y solo es rn·ll en ctin t , ' ]') l , ... · • ._ no U,,.•11 • . e mol o qu<.: la curv:1 (Jllo 
M. busca no ttene desde 11·-~ o t1,1s•a 11 - 1 ¡ ¡ 

1 , • - ''" -.~¡..a, y lCStOtl=:.0 

luisra 14,=-,i, n111gunn ordcn:ida real; y como tt::::-:.a' y 
fl::=:.-a da t:::::::.o, n.:sulta c_¡t11:: esto curva e11cututm c.:l diá~ 

,i 1 
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:metro DE en los puntos I y I1 en llue terminan las abscisas 
OI y 00', pero no se extiende entre las rectns IH y I'H'. 

Ma, allá de los puntos I y I', se tiene u> a' sea 
rositiva ó negativamente, la ordenada t aumenta sin cesar, 
y pncdo crecer indefinidamente. Segun estas considerncio~ 
nes se ve clmamente que el curso de la curva es semejante 
al de las li11eas Klk, KI'k.1

, scparndas por el intervalo 
JI 1, y cuyas rnmas IK, 1k , I 1K' y 11 k', se extienden al 
infhiito. 

Si se considera esta curva con rcbcion Í\ la recta 
LL', esto es, tomando t por ,tbscisil, y u por ordenada, 
dará rn ecuacion 

a' -,---:¡ 
11=± yVt + b • 

Bajo esta forma, u no puede ser menor que OI y 01', 
y asi la curva no encuentra su diúmetro LL'. 

Por lo cual como de la c1:u:1cion 
/'a ~ b'i i /~ ¡,I~ a t - u ::::a 1,1 

a' . I-;- ·--7; 
se saca t=::.±b¡-Y it +ti , 

debe pertenecer á una curva QLq, Q'L' q1 de 1n misma 
especie tp1e Klk, K111k1

, 11ero colocada con respecto al 
diámetro LL1 de las t, del mismo modo c1ue la otra lo 
está con respecto al diámetro 11' de los 11. 

JI8. Sise tnviesca1:::::o,61nn-n'':::::o (117), fa 
cxpresion de t se rednciria á t =:± i\ V rnq'tf, \u cu,1l durá 
lus siguientes expresiones 

t=Aquv;; t=-t,quvm, 
t1ue representan dos líneos rectas tiradas por e\ punto O. 
Para comtrnirlas se tomará ú mbitrio una abscisa OR , 1'o 
cunl dada 
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t:::::.·+: .', ORqJ;;;: 
y llc\':ln\lo estos valores desde R ú S )' ;Í S' .· , 
OS (. ' 1 . , ' se t1rarau 

•· · Y >.'-i, ns c11ulcs sedn l;1s I cuas pedid.is. 
Para comparn,· con est:is rcct·t~ l·t ,· 111-1,, f,' .. 1/.· 

, ' • • ,, •1 , ,. no h 
bra mas t}llt.! tomar la tlífcrnnri·i M V ¡. ¡ . 'j a. 
N J\.f • . . . . . , . , • t e ,is o1\10nadns 

y NV ultrt.::,11olhi1c11t••s a ur1·1 ·1!1s,·1•"1 ·t1·1I • O 
·-- •. · • . . . ·.. , • • ·' "' l • \]litera N 
·- lt. La p, tnH.:1 a ordc11ad:1 esta ruprescmada por 

) v1·- ·•· 1 ·..- · --· ª - · ···V ·• ··,;i~· 
!' nllj V U -ti o [,()UVlil I·-

1/' 
y la segunda por 

Pnrn apreciar mas facilmentc la diferencia 1~ ... v:~¡i 

miz del pdrncr término, se hani 

de donde se saca 
tef'J, 

I -·· · ·· ., = I ~1- 2 Z, + z • ¡ 
tt 

1/ 

pero cuan to mayor sc,l n , t"llt( ,. S"'r¡! }n 
t• " ) mns pC(JllCll.l " ' " 

f . a 
rnccton ··;;i-' y tanto menos la miz H~z se difoi·cnci:mí. 

do la unidad. Despreciando _{HICS. ccgtll' lo . ~ , c:x:puesto en 
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el Algebrn, núm. 215, z.Z en la ecuacion m1terior, se 
tendrá 

z,=--1.• 
'.).U 

Para sacar mas aproximado este valor, se h:11á z=: 
,. /4 

,i , l . , r l i , • , a 
- -

2 
+ z, y se e ctermmarn z, ,, que sa ura 1gtrnl n- •·--, 

'lit 8tt'f 

y ,isi suce5ivamente,. De modo que se tendrá 

MV = !1 qttV;;; {r-1+ a'~ + ;-·~ +& 15. = !,q v-:;;{/" 
21/' 8tt 1 

. '.2.Z, 

+ ~~-~ + &} ; su~ 
lo cmd manifiesta que cuanto mas crezca tt tanto rnns dis
minuye MV, pero 5in (111c j(lnrns llegue {1 &er nulo. 

Se sigue de fü}tÚ (}lle cuantO' mas se :1parta la curva 
del pnnto• O, t.u1to mas se nproxinrn á las rectas OS y 
OS', sin· que por eso los llegue á tocar; de· modo que es
tas rectas son los límites de las porciones Klk y K'l'k' de 
la curva propuesta,, sin poder. s¡dir jamas del úngulo SOS', 
y del opuesto al vér_tice. 

119. En el caso en que m=o, se· tiene solo· 

t.:::±A v p-wqs: 
la cantidad que· está bajo d radical se xcduce á un solo 

' . 1 ' l p· l' 1 tcrmrno meten( o - - s:::: u; y por este· mee 10 sa e 
211q· 

- 1 .. -·-:-
t =: ± ~ v' 211qtt, 6 teprescntando· :~ nq por e, t =::i-:: \//n 
scve focilmente que esta ecuacion du t=.o, y llllC por-, 

consiguiente el punto del diiímctro DE, fig. 48, cu el' Fig. 
cu¡l se ha tomado el origen de la ir, pcrtonece ú la ct1r-
va que se busc:1. Para hallar este punto es preciso hacer 
w= o en la ccnacion anterior 
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p 
u:.:: '"·~s, 

~w~¡ 

la nrnl (la s:·.: /'. .. , Ilcvnndo c:,ta cantidad sobre DJ"i' 11 
2111<J . ,,, te 

l.1do de la~ nbbci~as positivas, se tcndrú el punto I, en 
(JtlO la curva propuesta cncui,;ntra ,Í DE, 

Si. l:t cantidad / es positiva, no se podrú tomar 71 si
no p<~s1t:1vame11tc; pero se podrá to111ar tan gr.111dc como 
se 1.1u1crn, y al mismu tiempo los vnlorcs de t ir:Ín 5¡011

• 

do mayores, ,h, modo t}llC la cmvn dd.HJ extt:ndcrs" ,¡ . r . ¡ ... ,1 
rnllllto, ( e .esle lad(l rnlo' asi como lo manilic~t.i la línea 
R Ir .. L~tana vuelta al lado opuesto ~¡ e' fucsu JH.Wativu 

, o 1 
porque en cstc caso serrn prcci~o tom.u 11 m:gar.i vamentc, 

La ecua don t ::::: ::.l: y/;/ sc comtniyc tomnndo un 
¡. . a 

'.llCl 1a, p~opotuonal cmrc la .ibsc:isa IN ::::.1, y om1 recta 
igual a e : el resultado de esta constrncdon o~ la ordena. 
da NM, la cual se llevará como en l<lS casos :111todores • 1 . 1 
rt~1 en a pune rnpcnor como iufurior de DE. 

Debe notarse tp1c la ecuadon primitiva 

t -··:t.', vp•- in,¡.i 

se reduce á t . :!: /, V¡i cuando 11 :::: o, pon¡ u e en este caso 
la curva cous1~krndn en este nrt:ú.:ulo rn cambia en dos 11. 
11.cns r~crns, t~~~1das parnh:lamcnte nl cjt: de hts J' (( una 

di:t~:1,n~m !\ Vp, ~•si _c11dmn como debajo de dicho eje, A 
mcd1d,1 (¡uc P dtsnnnuyc csrr1s dos líneas se van acercan
do' y cuando p ;.·;:o' su conf'urnlc11 con el cjci mismo en 
en yo caso es el I u ga r de la ccuacion propuesta, ' • 

1 :w, l\>1: lo t:xi,~wsw en los n(1mcw11 untl.!riorcs la 
ccu.icion 

. 1 l i , • • )' +· J,l')' ·+·• C :t· · I•· ft)' + t.'.L':::,:: f 
no puede tomar mas que nna de la~ t.n;s fuxmas si,guicntes: 
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. b' . ¡-,;:--il . ( 
t-+ ·-· ·V ti -U \ I 12 1z 
-- a' 6 hucicndo des~ a12 t 2 + b ?.u 2 ::::a b 

b' -·--- . 1 l' b'z i Ji '),. . •Á/'J. b'm t-+..___y¡,z_tiz aparecer os rnu1~.1· · tt -a t -~ 
-- a'_: ¡cales · > · t 2 ..;..i/u 

t=±Ve'u J · 

segun que m sea positÍVQ, 6 ~egatiyo., ;Ó. nu~o: ~orrespon'.' 
den á lós c,1sos en ,¡ne la cantid~d 4~--:-f,. :qpe.~.quivale á 
AC-B2

• .• 

LÁ11 -- (111), y que es del mismo signo que ·4AC 

-B" es. positiva, negativa ó nul.a: ,lus tres ecuaci~nes 
anteriores se l1.1llnn tambien con\prenqidas en la ettlacioR 
siguiente 

t::::± !! vp-inqs-mfs\ 
Las curvas que rcpl'Csenta la primera son aquellas 

.qi1.e se cierrnn, ·y ,que por ,-onsiguiente comprenden un 
espacio limitado en;todos,seotidos (r l 5): scdlamun elip
ses, La segunda comprende aquellas curvas compuest.1s de 
cuatro 1 amas infinitas formando dos porciones separ~ias 
( , 1 7), á las que' se lla mdn· hipér.bolas , y á las réctas, 
entr.e las cuales !S.e. ,h¡illon,compteodidnis r·se;, lltnian .asirnp
totct,S ( 1 1 8). En fin la tercera ecuadon es la de las par J .. 
boltts ( 1 1 9 ); 

Para concluir. el examen de todos los casos que en .. 
cierra la ecuacion , 

A 1 n· e ~ n E 11 (1) (e\) J +· :,.,')'+ ;.'l,' + )'-l- ,X;::: • • • • • • • .,. 11 /¡ Q 
solo falrn considerar aquel en <1ue los tlos coeficientes A/',$·~., 4 

.... <> 

Y• C son nulos: porc¡ue au11c1ue las trasformaciones que se ;,.¡ 4'''/_tf',~. r,.' 
- l··f . · • ·?,' ) ,,·,t/ 

han hccl~o hasta. nqui~son ilusoria~cuaodó A=.o, como··,;,,:'.~·.:/,.:-.:/,·,· 
la c:cuac1on.cont1e11c x , se la puede resolver con respec• ,: .,,,,. ,,,0 .. Jfa,. 

to í1 esta cantidod I cmmdo C no es nulo, y las formuhUJ <), ,,.1 ~c1..,.~vJ}''. 
de los n(1mcros antcriol'es nueden servir pura esto» cu.m ... !::7 ·J¡ •1i!, .. 1,,,.,..., ,: . p 

'l'OMO lV, BB ,t·lt ;!11 • 1 •1 ~/r/'.i 
,:;1 ,,..),,.,.,., ¿'✓.-., t:r.J'.(~: .. 

¡1' ;! /1 .,. ..,.,,.,.,.~11~~~ 
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hiantlo en ellas 11 en :i: y .i· en y esto es f·<,1·11·111 1 • 
,1 • , • • , , L10 por e¡e 

de ordenadas d de las :disrnas ¡ pero dt,·has f<irmulas 
00 

~(~11'.1~:Cl\'-¡leu d C.lS() en l~llll -~ y _e líOIJ nulas, pon¡uc la 
c1,;n,1c1on ( x) se n1dw.;e a la s1gt11cnto 

13:t.·J' + Dv +· l•··,· -.. -J,' . I ·"•"' ,...,..... ' 

que solc: es de primer grado I respcl:to ;t calla tilla de las 
coordc1rndus :t' é' y; asi mcn.1cc n 11 ex:rn1cn aparte. 

Sin dismlnuir en nada sn gcncrnlidall se la pued~ 
poner bajo fa forma siguiente! 

. :xy ~1-tly-1~ r::t· ::.,--::f 
. I , f .... e:1: 
¡(le 11:,qrnl salµ J' ::;:f,r¡;¿: 
cuyo VHlor de _la orden:hla jamas puede ser imaginario, 

Si se hace J' ::::.:: o , saldr.'t :1: ~::::: .. L .. 
. . e ·. 

Fig. 49 .. ·. Esta: qs ltt nbscisn del punto J~, fig: 49 , en cuyo 
P\lllt'o .la curva· t¡ uc se bu saa corta al eje de l:t~ nhscisas 
AB, dcspues p¡ts:i á .!•í parte inf.Jrior, porque y s~ hace 

negativa cuando ,:i,•>.L. •• Cmmdo :t· · o sale 1 .... /.: cu 
· · •· · t' · • ' . ' ·- ,l ' · .. 
Y.º val~r indica el pumo F en <¡ ue la Cllr\'a encuentra al 
·e.Je AC de lasy. 
. , En la_ parte <:Í rcgion ncgativ,1 dd cj!.! lle las .i·, con• 

turna ;re~1endo la. ordenada ;i, porque el denominador .-v 

+d d1smrnuyc, pt1c~ hay que rcsta1· .t, y se hace cero 
cuan~o x·=:-d. En cm, c:1so el valol· infinito <1ue toma)' 

.~:
1t ~er c1ue .la curva no p_ucdc. llcgur á tocar la recta 

J levnntada sobre la ¡¡bmsa AG =-d perpendicular• 
411ente, ni ejo .AB. . 
· : Si contin(m .x siendo negativo, y se hoce mnyor que 
d., 01 valor de y cambia de signo; pcrn su primer valor 
e¡¡ Jnnyor que cnalq uicrn cnntidad que se tome: de modo 
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que es preciso colocar en la parte inferior de, .AB, al otrQ 
lado de GS, una rama K'l' semej:rnte Ú Kl, 1pe~o e11 s~n~ 
tido invcr$o, esto. es, que se aproxime ,LA:B á medida. 
que crezca negntivnmcntc la :1bscísa. . . 

Nos falta examinar qué valores toma)' segun va cn~
ciendo .i· bien sen positiva ó negativamente; para esto <Ji~ 
v idase por .:t· los dos términos. de. la. cxpresion• de y: saldrá 

l-c 
:t' ,=--:-----;¡-) 
1+-,.,- . 

• 't: 

1 1 ' • lf' / d cuyo resu tauo, a proporc1011 que as ·racc10nes - , y -
,1,'. X 

élis111Íntiyan 6 que :t: crezca' se riproxima mas y m¡¡s, á !)' 

· ..:... e. IJor' c1.i'nsiguic11te tirnndo {¡ h'I dis\ancia AI:-f_ ~·, por 
la parte infcri'ol.' de AB, HS' parnleh{ á este eje, se tcn
dní un límite, húcia el cual se aproximarán mas y mas 
~.us rania5 lk y I1k1.; y .por <;,onsiguiellte las r:i.mas Klk y 
K'l~k' jan~ns saldrán d.cl n11gu;~ SO.S' y pcl op.~1~s~?•. · 
' '''.Lo que se ac11ba de 'ver basta para mnnifes'tar 11a ana: 
logía que hay entre 1n curva que hemos considerado y la 
que se llama Mp,érbola; hubiéramos podido tambi~n·tras

formar la ecuacion,de ,esta e1~ la anteri9r, tom:u.1~fo por ejes 
de éoordcnadns lcís asimptotas indicadas en el nCun. 1 S 8; 
pero no nos detendrenios et; esto,· pol't}U~ en lo siiccsivo 
uatarcmos este asunto de un modo general ( I 2 9 ). P·or 
ahorn nos contentaremos con hacer ver que si se cueutan 
bs coordenndas :desde elpunto O,, e.n que se iortall las 
asimptotas GS y' HS, y h.icicndo' · · 

:.i:=t-d y=.u-c 
la ecuacio.n propuesta s~ tt~sforma .en ist f + dq•,, 



Fig. 46, 
47, 48. 

196 
bajo cuya forma se 
son semejamcs. 

In :SMENTOS 

COlloce facilmcntc q\tc las dos ramas 

J :i. l, Cada t111a de estas oclrndoncs parece se ldla 
redt1cidu á l:1 forma la mas ~imple¡ pero !.is l'(H>rdcn::~ias 
son perpendiculares entre sí, como sm:edc t:n l,1s ecuncio. 
ne~ de l.1 línea recta y dul drnilo t¡uc ht'llHlS hallado :tn~ 
rnricmncnt:; no obm,~itc I las bitundc'.ucs de l.1s ordcnild.is y 
dt? las ¡¡hscis~ts cstau l1gad:1s entre ~1 ú c:111sa de la condj. 
don de que las primcr:is son parn lclns á la n:cta (}lle toen 
la curva en el cxt'l'Cllló dt! su diún1ctrn, 

Parn convencerse de esto basta obscrvnr qnc los pllu• 
tos M > M', fig. 46, 47, 48, se c:onfo11den en uno solo 
c.n el pttnto I, cuya c:in.:umtancia forma el t;1rncter cscn
crnl de los puntos de co11tni.:to ( x o 7 ), En cfocto, lu rnma 
de, las dos ordenadas, <) la di~t.rndn de kis l)llntos M y 

M', está representada por ·:~~,v,:;,,2=tt~· en la elipse, por 

2b'. 1--
:;_¡v ii\-a''I, en: la hipérbola; y finalmente poi· i .¡7ü 
en la '¡,nníbola I fo ctrnl suma es nula en el punto I, para 
el cual se tiene tt == a1 

cu las dos prim<.lrns curvns, y u ::::::o 
para la tercera. 

Como la cctrncion de las elipses os ~imétdcn con res• 
pcct.o ú lns dos iudctcrminadns t y u, de modo que la ex
prcsion de u cu t tiene la misma forma ~1uc la de t en 11, 

. s~ podrfan tomar igunlmente !ns t p(H' nbsdsn~ y las 11 por 
F1g. 46, _ordenadas, y se veria que C!l di:ímctrn II', fig. 46 , es 

p.i::ilc!o á
1 

la tungcntc drnda por el punto L. Lns recrns 
II Y LL goznn .un bns {¡ dos de las rnismas propiedades, 
f 0 r cuya rnzon se llaman didm11tros imf t1l{ttdos. Es ,foro 
que en ~I círculo los diámetros conjug·:t(ios deben de ser 
JJerpencliculnxcs Clltl"e sí, portJuc ln tang,mtc tirnJn en el 

DE 1'RIGONOMiiTllIA, J 97 
extremo de cuak1uier <liállietro le es perpendic~1lnr: en el 
Ítculo es infinito el número de diámetros qne gozan de 

e . 1· 
esta propiedad. No sucede lo mismo en la e tpse; pero 
aunque en esrn curva In analisis anterior no nos ha dado 
á conocer mas tJUe dos diámetros conjugados, no obstante 
tiene siempre otros dos que se cortan en {mgulos recto~, 
como veremos mas adelante. 

Si se compara lo que acabamos de hacer con la ecua
don general de segundo orden, con lo que hemos visto 
en los números 87 y 94, con t·especto á la línea recta y 
al círculo, se notará lJUe la ecnncion de 1.11m misma línea 
tonHl diferentes formas, segun las coordenadas á '-1 ue se re
fieren sus puntos. Por consiguiente puede ser útil sa~er cmn
bfar las coordenadas, il fin de pusar a aquellas que den 
¡1ara· la línea de que se trate In ecuacion mas sencilla; y 
en vista de esto vamos á buscar fórmulas genernles para 
cambiar las coordenadas de una curva en otras situad:ts 
de cnalq uier modo I ya sea con respecto á las otras, ya 
c<;>n respecto á ellas mismas. · . . . 

1 9.:,,. La mayor .mudanza que puede ocurrir en un 
sistema de coordenadas I en el bien entendido que han de 
continuar siendo líneas rectas y respectivamente parnlelas 
á dos líneas fijas, consiste en d;1rlcs un }rnevo origen y 
otras direcciones. Resol veren,os desde luego este caso ge~ 
nernl, para lo cual supondremos que se quiera expresar 
los valores de las coordenadns AP=x, PM=y, fig. 5°, Fig. Sº• 
referidas á los e¡'es AB y AC, por otras dos cúordeoadas 

· ' l · A'11B11 A" 1C11 A'11P"= t , l'"M =u, l'efend.is a os e ¡es , , 
cuya posicion respecto n los primeros se conoce, 

. A111 l , A'"B' Tirando por el nuevo ongen as r;ctas . y 
A'IIC', respccdvamente parnlel~s ú AH y :~ AC .tas dis
tancias AA' y A' A'" son conocidas por ln h1p6tes1s, y r~~ 
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presentándolas: p0r ct. y B, se tendrá 

AP::::: A'P ..¡... AA'- A'"P + a 

. PM:::::P'M+A'A"'==P¡M+/3. 
, Tirando por _el extremo de la nueva ordenada P''M 
1 I' P''Q P" ' as" _ineas . Y, R ! la una paralela á AB y la otra á 
AC' se obse1 vara que siendo dada la situacion de 1 . 
A"'B'' A111C" . os e¡es 

~ l , con respecto á AB y AC, se deben co. 
~ocer to os os angulas de los triángulos A"'P''R P''M 
o I I . 1 . ' Q, . o que es o mismo as ~elaciones de sus lados homólo . 

A"'R gos. 
por consiguiente haciendo ·. ~ _ . P"R P''Q 

QM A1"P" -m, X.111j?1 =n, ~ 
p, M=c¡ 

se tend 
Al// A"lpt! 

m. ==mt, 
i'Q "M P P·P pu 

de donde se sacará 

A
111

P
1-A'11R P"Q - -t- =mt+pr, 

P
1

M==P"R+QM=nt+qn; 
y ñnalmente 

x-Ap-A"' - - p+:i·=.mt+pu-1-1:1, 
J pM p'M +B::::::nt+qu+(ó. . 

1 Estos son los valores mas generales que pueden ten~r 
as coordenada~.x ó J'' cualquiera que sea el ángulo que 

forman entre s1, cua_ndo se las quiere expresar por otras 
co:rdenad.ts de la misma especie situadas como se quiera. 
D., este caso general se pueden deducir todos los parti
culares. 

r ,: Si se suponen las nuevas coordenadas paralelas á 
las primeras, y solo se cambia el orígen las líneas A'"C" 

A"'C' ' y ' 5-e confunden' y lo. mismo suéede á A"1.B'' A 111B1 • • • y 
; por consrgurente se, te.adrá . 
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m=I, n=o,p=o, y q=1, 

eon lo que resultará . 
:t:~f+d.,; y=tt+{ó 

lo que es facil de hacer ver ápriori, porque en este caso' 
A//IP" y A"1P1 se confunden, y lo mismo sucede á IJ"M 
y P1M. . .. 

Si se hace et. ó (2:, igual ácero, se conservará ó bien 
el eje··AC ó bien el eje AB •.. •· · · ' . ·· 
. 2. º Si solo se quiere cambiar la direccion de los ejes 
AB y AC conservando el orí gen en el punto A, las lí
neas A'""J!,' y A"'C' se.coH.funden en este caso con AB y 
A C ; de modo, que, se tendrá 

r1.=6, {3..:...o, · 
con lo cual resultará 

x=mt+pti, y=nt+qu. l 
Si supcinem_os m_;_ I', y n=b, lo que da x=t+ptt, 

1 ' ' · h . ·¿· I l' A 111B11 y=qtt, es o• m1smo· .. que a~er. co1nc1 1r · a- rnea 
con A'"~'; y por éÓnsíguient~ solo se habrá cambiado la 
direccion de' las ordenadas: se probaria del mismo modo 
que :i·=mt, y=nt+u son los valores de x y de y cuan
do solo se cambia la direccion de las abscisas. .. · 

12 3. . Se deb~ tene:: presente· que las cantidades m, 
n, p y q, las cuales todas dependen de la direccion de 
las nuevas coordenadas, tienen entre sí una dependencia 
mutua y necesaria; de suerte que no. se pueden tomar 
arbitrariamente todas las cuatro, porque si conociendo el 
angulo de los ejes primitivos A"'B', A'"G, se diesen ade.: 
mas los ángulos B" A'"Bi, y C11A1"B11

, ·con solo estas tr'es 
cosas 'es,taria enteramente determinada, h situacion de los 
nuÚos ejes A'"B" y A111C'1,. Cuandó :se pasa de· ÍtÍl sis.~ 
rema conocido· de coordenadas á-btro:sistemá tatnBienrcol 
nocido > las cantidades tn, n, p y q calculadas segun fo 



:ELEMENTOS 

que representan, tendrá entre sí la dependencia ó rela~ 
cion de que hemos h;iblado; pero al mismo tiempo se de. 
duce de lo dicho qne, cuando se da la situacion del origen, 
no se puede determinar la direccion de los nuevos ejes, 
de mo<lo que se s·atisfagan á mas de dos condiciones dife. 
rentes, y que en las expresiones x=mt+pu+rJ.., y=nt+qu 
-+- {b las cantida.des .:i· 6 J, t y u, n·o pueden ser coordena
das de un mismo punto, con respecto á dos sistemas d'e 
coordenadas réctas ·y püralelas, siempre y cuando m, n, 
p y q sean independientes. Vamos pues á examinar qué 
relacion deben tener entre sí dichas cantidades. 

Si se tiran por el punto M las rectas MG y MH; res'. 
pectivamente perpendiculares á A'"B' y A"'B'', y supo• 
nemas conocidos los ángulos MP'B'=C'A'"B' y MP"B"::: 

1 C" A11'B", se tendrá la relacion de PM á P'G y la de P"M 
á P''H. Llatnando g la primera. y Ida seg.u.nda, resultará 

P'G=P'Mxg y P''H=P~'Mxh;. 
. d d A 111M , · · d A"'P' P'M' tiran o espues , y representan o ···. . y por 

x' é ,', los. triángulos ob•licuángulos A"P'M y A'"P"M 
darán 

A'11M· = A111P1·+ P'M
2

+ 2 A'"P' X P'G=r''+¡'
1+2g:ct,' 

A 111M2 =A11ip11'-+- P11M~+ 2AmP11 xP1iH=t2+u'+:ditu 
--• .. 

igualando estas dos expresiones de A"'M saldrá 
IZ ,,. I / 2 2 h 

X + J + 2g X J = t + U + 2 tui 
. d ' ' ' l ponteo o por z e J sus va ores mt+pu y nt+qu se ten• 

d ·c·. )·e·. )' [ ra m + n + 2gmn t + p + q + 2gpq u + 2 mp+nq 
+g(np + mq )]tu= t' + u• +2htu. 
. , .Esta e~uacion debe verificarse, tenga M la situacion 
qut ,S!!; quiera1; asi .i:s pr.et;:Íso que se verifique indep~ndien-: · 
~em;{lt~ de los valor~s de t y u, lo cual da las tres con• 
diciones siguientes_. 
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m~+1/+·2gmn::::: I' p'+q'+ 2gpq :::::l 'mp+11q-+ g(np 
+mq)=.h. . .. , 

Eliminando g de las dos primeras, se tendra 
(m•+n')pq-(p'+q')~i~ pq-;-mn, 

cuyo resultado expresará las cond1c10nes a que deben sa• 

tisfacer las cantidades m , .n, P. Y q, 
Por lo comun se supone que las nuevas coor.~ 

I 24. d 
denudas u y t se cortan en áugulo recto d~l mismo ~~º. ~ 
que las primeras; en cuyo caso. las ecuaciones ant~1101 L s 

· \'fi mucho• porque siendo rectos entonces los se simp 1 can . , 1 , 

, l MP B' y MP''B" las líneas P',G ó gy y P' H o h angu os , , 
desaparecen; de modo que solo queda 

m2+n'=1,p,,,+q°=.r,112p+nq=o, • 
2 O 2 

2 ºp'-r- ... ·-a~ de donde sale m=1-n ;p::::r-q,m - ,. 1. 

1 • 3 

+ n•q'; y como mp=nq' sa e 1Z + q = l. . • • 
Comparando este r!:!sultado con la ecuac1on m +n . r, 

se halla q =::.m, lo cual' da p,=~ n; por último se tiene 
I I t x=mt-nu, y=n +mu, 

teniendo presente que las cantidades i'.z y ,~ de~enden la 
una de la otra, en virtud de la ecuac10,n m + n = ~ • 

La figura 5 1 , construida para este caso particular, Fig. S 1 
• 

hace ver que m es el coseno del ángulo _B'A
111

B
11

, Y 4ue 
n es su seno, y que se tiene como antenormente 

A'"P',= A"'R-P1
Q=mt-1¡tf 

P'M:::::P 11R+QM=nt+mn (*). 

'>!- Seria cosa muy fiícil camhiar, no solo en este caso, sino en· to
dos los anteriores, las cknomini!ciones 9e las let,ras m .' n, P, Jq en 
senos ó coseno, de los ángulos ,¡ue forman ?ntre ;1 lo, e¡es c?or"cna
dos: con solo lo cual se tenddn las fórmulJs que: paren 1•awis obrals 

· ·¡ · •· • ,d:c·orierdeesl,,• pero a publicadas ro,tenormente a ns pr11~n1 ,7, • •• 
1 • · . •."' ,. la 

notacion que hemos adoptado abrc1·u 12s exp:~-10ne,, Y, censen a 
elegancia de .la irnafüis. Por esta raztln sin dut1a la prefirieron por lo 
general MM Lagr:inge y i\'longe, y u,i ado.ptaron en sus al.iras re.pre
sentar bs trasformacioo,s de coordenad,1s con letr~s, ~n lugar de valene 

TOMO lV, ce 
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_Par~ cambiar e~ este caso el origen de coordenadas y 
la dtrecc10n de sus e¡es, es preciso tomar 

. x==.mt-nu-d,, J=nt+m1,+{6 (u1.2) 
y teniendo presente la ecuacion 

m
2
+n2= r 

solo podremos disponer de tres cantidades, á saber, et, 

(6 y de m ó de n. · 
I 2 S. Veamos ahora qué simplificaciones se pueden 

dar a la ecuacion · 
Al+ B.i7 -+ Cx + Dy + E.1;_ . F. . • • . . ( 1) 

de líneas trig<:_nométricas, de cuyo medio, por otra parte, ya se valió 
Euler en el ano de 1148. · . 

Co_mo la situadon respectiva de los cuatro ejes que se cortan en el 
funto A 111, está determinada por tres de los ángulos que forman dos 
a do~ de cll?s '. se pueden escoger de ,,arios modos los datos de fa 

F
ig. cuc:s~1on: el s1gu1ente .nos parece bastan te sencillo. . 

So, . Supongamos, fig. 50. · · 
E11A111B1==.J' C11A 111

~'11 C1A"'B'-
d 

• t -/\,, _,¡¡r, 
e aqu1 se saca ·· 

. . C1 A 111B11== ,u_ J,, C11 A 111Bt==. ,u-%, . 
por ser paralelas las rectas P11R, QM y A'"C' pl!M y AIIICII pflQ y 
f"'B, los :íngulos A 111R P11 y P11QM son suple'111t•11tos de C/ AhlB' los 
~ngulos A 111P11R y CI ¡\IIIB'I MP"Q y CII AIIIBI J)IIMQ C'A'"C" · ¡ · : , y son 
•gua es, y as1 tendremos ( num. 1 2 2) 

.,_ A"'R sen. O ¡\lll]}IJ sen. ( ,u-J' 
111-------- .. ··-.. -- -------

A111P - sen. C' tV11B1 - srn. r,¡¡-

P11R sen.B11 J\ 1111Y sen,J' 
11- ---- -- Alllpti' - St!n. c11(Ílip,'i- '- --8c-•n-.-,¡¡r-

l)//Q sw. C' 1V11C/I sen. X 
p= J'"tiK,-C = ~en. u"i\tllBI- = ~ -
r= _2~- - _:.':.'_1 '._c_1, ¡~ /IIBI - sen. (,r,r - X) 

P11M - bCll, u ¡\lllj'.,I - ~-;;-

Alllp-_ ~:1-_ sen. (,u - JI) sen. X 
~ -----=- l + ------- 11 

sen. 'liI" sen. fl'J' 

sen JI s 1 ( ) 
P1M == y1 == ----- t + ~ .. :1'_-::2L,, 

. . sen~ ,rJ sen. q¡r • 

No neces1ta1nos cons1dcrnr ninguna ecuacion de condicion, pon¡ue 
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trasformando sus coordenadas; pero sin que dejen de ser 
perpendiculares entre si. · 

Si se hace :r=mt-mt+"-, y==.nt+l!m+(6 

y substituimos en la ecuacion (1), el resultado será tam
bien una ecuacion completa de segundo grado en n y t; 

pero como se han introducido tres cantidades arbitrarias, 
podremos establecer otras tantas condiciones , que simpli
fiquen el resultado, por ejemplo igualará cero las coefi
cientes de las cantidades ut, t y u, para que desaparezcan 
los términos que ellas afectan: así tendremos una ecua
_cion de )a forma aiguiente 

A1l+C11/-·F1, 

semejante á las dos primeras del núm. I 2.0. Esta forma 
es nprable; I. 0 porque siendo igualess de diferente sig
no los dos valores de t, el nuevo eje de las abscisas it tie
ne que ser un diámetro -( I II); 2. 0 porque dando cada 
valor de u toma~o positiva~neg::itivamente, los nmmos 
valores para Í:, es preciso que el orígen de las u, coloca-

en el cálculo no entran mas que las· cantidades precisas para determi-
nar los sistemas de coordenadas. . · 

Si se supone que el ángulo C' A'11B1 de los ejes primitivos sea recto, 
se tendrá sen. ,u==. r , y asi se saca r:í 

·· .r:'= t cos. J' + 11 sen. X · 
J''= t sen. J'+11 cm. X: · 

Se ve facilmente que en general el ángulo C11 A 111B11 de los nuevos 
ejes coordenados está representado por •ur-(J'+x): asi pues si este án
gulo debe ser recto al mismo tiempo que el de los ejes primitivos, ten
dremos 

¼1r-J'-x=f11', de donde x=-J' 
y sen X=- sen. J', cos. x=cos J' (23); 

y por consiguiente 
x1= t cos. J'- u sen. J' 
.; 1= t sen. J'+ r, cos. J', 

lo mismo que se hubiera sacado inmcdi ;t,rn1ente de la figura 5 r en que 
el eji:: AIIICIJ cae al otro lado dd eje A 111C' co.n relacion al eje A 111B1

, 

cuya cir<.unstancia se expresa en la mudanza d.: signo del ángulo X· 

Fig. 5 I. 
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do en el medio del diámetro, sea el centro de la · cm
va (114). 

_El cálculo será mas sencillo si en lugar de cambiará 
un tiempo e~ orígen y la direccion de los ejes coorden.a
d~s} se e~1p1eza por trasladar los ejes paralelamente á sí 

.n11smos. S1 para esto se toma 

X - I I 12 --•+cl,)'=J+p} 
Ja ecuacion. ( I) se trasformará en . 

A'l+ B.i·/+C:i-'
2 

+( 2A/2+/3cl+D) y+( 2Ca.+/2B}( ) 
+E)x+A(6+Bct.G+Ccl2 +Df2,+Ecl=F. 2 

' 

Siendo las cantid~des el y (6 ambas á dos arbitnirius 
podemos disponer de ellas para quitnr los términos en que 
hay x' y l, estableciendo las siguientes ecúaciones 

· 2. Af?; + Bcc. -+ D== o 2. Ccl + 13(6 +E= o. (a) , 
las que dan 

BD-2AE . BE-2CD 
ct:::= 4AC-B"- ,/3= 4AC-B~· 

~n ~irtud de esto no quedan en la eJuacion ( '1) mas 
que ~ermrnos afectados de /2, x'', x'/, y términos inde• 
pendientes de las coordenadas :i:1 y y'; pero estos (iltimos 
se reducen á_ m_enos atendiendo á las ecuaciones (a). En 
efecto, mult1plicando la primera por {6, la segunda por a., 
Y re:tan~o su suma de la ecuacion ( 2) 

1
, y su prirniendo 

los term1110s que deben desvanecerse, se tendrá 
.A /o B I ' e /Z A f]2 B /2 2 l_ + J.:J+ :i: - P - d.1Q-Cc(, =F ... (3). 

S1 ahora damos otra dire'=-cion á los ejes de las coor
.denad:is; pero de modo que sean rectanguhires, para lo 
cual tomaremos segun el número anterior 

I t I ,'t' ==m -1111, y== nt +mu,. 
tendremos la siguiente ecuacion despues de haber substi-

.d ' i nw o por x y J sus valores en la ecuacion (3) 

r 
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(An

2

+
0

Bmn+Cm")t:+~2(A-._C)mn+B(m2

0
-n2 )ut]}( ). 

-i-(Am---Bmn+Cn )u -AB --:-Ba.B-Cct. =F.· 4 

No debiendo satisfacer las cantidades m y n mas que 
á la ecuacion m

2
+n

2=1, queda una indetermimida, y asi 
podemos disponer de ella para quitar el producto ut, 
igualando á cero su coeficiente, lo cual da la siguiente 
ecnac10n 

2.( A-C)mn+ B( rn2 -n•)= o. ~ •. ( m ). 
Si hacemos pura abreviar 

An'+Binn+Cm"=A' 
. Am•-Bmn+Cn2 C' 
A(!/+ Bci./6 + Ca:+F =F' > 

la ecuacion ( 4) se trasforma en 
At12+ C'u'= F', 

que- tiene la forma que se pide; pero en el bien entendi
.. do que puedan sacarse valores reales para m y n, que de

penden de ecu;idones de segundo grado. 
1 26. Dichos va1ores se sacan de las dos. ecuaciones 

2(A-C)nm+B(ni2-n')= o 

La . primera da. 
11/+n"= I, 

B(m~-n"' 
nin= 2(C-A) 

B 
si se hace 

2
(C-A) ='Y, elevandó al cuadrado el valor de 

nm. y eliminando n\ con el auxilio de la ecuacion m~ 
+nz== I l saldrá 

y" 
m4-m'=- ~ i 

1+4y 
de donde _se sacará 
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Y con este valor se sacará 

I 
'°-I n-2± --· 

. 2\1'1+4-y•' 
pon1~ndo en lugar de 'Y' la cantidad que representa 
substituyendo los valores de m' " l ~ y , Y n , en a expres1on 
mn' se_ encontrara tomando solo los signos superiore d 
las radicales s e 

;n2-1. C-A 
-

2 
+ 2 v(C-A)"+B•t 

2_ r C-A 
n - JI------'---

2 v(C . A)2+B•' 
B 

mn= --===-----------'--
2\/(C-A)' +B/ 

, L_os valores de m y n, sacados de los de m~ Y· n~ ten
dran _signo ±; pero por la expresion de mn se ve que es
to~ sign~s deben ser tales que el producto mn tenga:. el 
mismo signo que B (*). , · , · 

Sustituyendo los valores de m\ n'/1,. y mn en las ex-
presiones de A' y de C' · d J · , • · . , . y Juntan o os terminas que tie. 
nen el n11smo denominador, se verá ·fácilmente que su 

numerador es divisible por v(C-A)'+B•, y que asj 

A'=! (C+A)+~ V(C-A)'+W 
C'-b (C+A)-½ V(C-A)º+B'. 

B''\111~1 ~n~ormed:f lo que indicamos en la nota de la pág. 201 se hace 
· -º, ten remos m=cos J', n=sen. J' 

de donde: sale m¡¡ = sen.e!' cos, J' == f;en. 2 J' 
z • ~. 

• • 111 - ,.-= cos. d -_sen. J''= cos. 2 ,f' 
por cons1gu1ente . 

Jsen. 2cÍ' mn B 
J' = {-tang. 2J' ::::: --,---

cos. 2 111 , n• - (C \.)' 
cuya fórmul d · ~d· , - 2 

,-, ª a inm~ 1atamente el angulo que forma el e¡·c de las t 
con el de las .i:. 
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Del examen de estas expresiones sacaremos las si

guientes consecuencias: 
I .ª Las cantid.1des A' y C' son sien,pre reales. 
2.ª Si A y C tienen el mismo signo, en este caso 

se puede suponer que tienen el signo +; cambiando, si 
es preciso, el signo de todos los términos de la ecuacion 
( 1) ( pág. 2. o 2.) A' será siempre positivo, y C' solo lo 
será cuando 

C+A> V(C-A"+B\ 
cuya condicion es lo mismo que la siguiente 

. . (C+A)'>(C-A)2+B 2 

ó que 2AC>- 2.AC+B~ 
ó que 4AC> BZ, 
de lo cual resulta que 4AC-B" es una cantidad positiva. 

3 .ª Si A y C tienen signos diferentes, ó que siendo 
A positiva ó.hecha tal, C sea negativa, tendremos 

A'=~-(A-C)+½ V(C+A)'+B' 
C'=½ (A-C)-lv'(C+A)"+B\ 

en este caso A' ser.á positiv.o .. y G' negativo; pero 4AC 
riese el signo-, la cantidad 4AC-B 2 será negativa, 
de donde se sigue que el signo de C' depende del de la 
cantidad 4AC -B•. 

4.ª En fin,· si 4AC=B\ saldrá C'= o, cuya cir
cunstancia se hace notable no solo porque la trasformada 
A't~+C'tl=F se reduce á A'l=F', sino porque las ex
presiones de a. y (6 de la pág. 204 se hacen infinitas; por 
consiguiente en este caso no se puede hacer desaparecer á 
la vez en la ecuacion ( :i) los términos afectados de 
y' y de :i:'. 

1 27. Para salvar este inconveniente, se hace inme
diatamente en la ecuacion ( 1) 
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lo que da 
x=mt-nu, 1 =nt+mu, 

(An
2

+Bnin+Cm2)t2 l 
-1-{2(A-C)mn+B(m2-n2)}ttt ·~ (·) 
+( Am

2

-Bmn+Cn2 )te" 1 l 

+(D11+Em)t+{Dm-En)u= F.J . 
· Haremos 2(A-C)mn+B(11/-1t) .·· o ........ (m) .. 

para que desaparezca el producto ut; los valores de m y 
de n, igualmente que los de los· coeficientes de t' y 1/, 
serán los -mismos que los del 11Úf.\1ero precedente,, y Ia 
trasformada será . . . . · 

A
1
t'+C'u

2

+(Dn+Em)t-1-(Dm-En)u=F .... (6) . 
Para acabar de simplificarla nos falta cambiar el orígeq 

de coordenndls, haciendo t=.l+a', u=.1/+(2/, 
y sacaremos. .• . . ,. ,. . , 

A
1
t~-:-C'u'+(2A'~':+Pn~Ein)t · 1

1 

+ ( 2C1{!/+ Dm- En )il ? ' 
+A'af+C'/3''+ (Dn+ Em)~'+(Dm-En)R>':::F.J 

Vemos que bajo esta forma tampoco .se puede hacer 
desaparecer el término afectado de .u', cuando C'=:: o, 
porque la ecuacion 

2.C
1
(2/ +Dm- En=. o 

que serin preci.o establecer, daria para (ó, un valor fofini
to; por lo tanto dispondremos de las dos cantidades arbi
trarias CL y {?/ para quitat el término afectado de t 1 y los 
términos independientes de las coordenadas u' y t', lo cual 
nos da las ecuaciones siguientes : 

2A1
CL+ Dn+ Em=.o 

A'd,
12

+ C'(l/2+ (Dn + Em)r1./+ (Dm-Eu)W-F::=o. 
Si hacemos para abreviar -

~2C
1W+ Dm-En=:-E', 

tendremos la ecuacion A 1t 2 + C'1/2-Ett1::;;: o. 
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Parn examinar todos los casos comprendidos en esta 
trnsformacion, seria preciso ver cuando pueden las dos 
primerns ecuaciones anteriores determinar ct.. 1 y (ll; pero 
por nhorn nos basta considerar solo el caso en q ne C'= o, * 
cuyo st1puesto reduce las ecuaciones anteriores á las si
guientes 

2A1 a1+Dn+Em= o 

A't1..'2+ (Dn+Em)ct..'+(Dm-En)¡Q,'-F= o 
y la trasformada en l y i/ á la siguiente 

A1t
2=E'u1

• 

Podemos simplificar las ecuaciones entre CI.,, y W, res
tándo la segunda de la primera multiplicada por e1./, y 
teniendo presente que la hipótesis de 0= o da 

Dm-En=-E'; 
de modo que sacarán 

2A'a
2

+Dn-Em= º} ( 1) 

A'~'-E'¡S'-F=o .... ª 
Finalmente como la hipótesis de C

1= o hnce 4AC 
== B 2

, los resultados del núm. procedente se trasforman en 

G ~ .. A ✓Ar: 
A'=C+A, m'= C+A' 11 =c+A' mu=c+A" 

Cuando Dm-En= o, se tiene E'= o, en cuyo caso 
las ecuaciones (a') no conteniendo mas incógnita que CJ..

1
, 

pueden no acordarse entre sí; pero en esta hipótesis , y 
haciendo C' =o, la tsasformada en t y u, núm. I 2 7, to~ 
ma la forma 

* Todas las demas se ha1lnn coniprendidas en la ecuacion 
A 1t'+C'u'=fl 

que se trasforma facilrnente en 
. A.ltl"+C',J'_Elul=o 

yF' -
haciendo u=i¡I± C' y E'=-l-2 y'C'F'. 

TOMO IV. DD 
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A't'-+-D't=F 
que solo encierra la coordenada t. 

I 2 8. Todos los casos de la ecuacion gei:ieral 
A/+Bxy+Cx"+DJ+Ex=F 

estan comprendidos en las tres trasformadas 
A 1

t 2 +C1u"=F', 
A't"== E'u', 

A't2+D't=F, 
las dos últimas corresponden solo al caso en que 4AC 
=E', y la primera á todos los dema-s. 

Las tres formas indicadas en el nüm. I 2 o se hallan 
comprendidas en las dos primeras ecuaciones anteriores, 
con solo la diferencia que ahora las coordenadas son per• 
pendiculares entre sí, por cuya razon se llaman ejes los 
diámetros á que es tan referidas las curvas representadas 
en estas ecuaciones, cuyas circunstancias principales Ya• 
mos á examinar. 

I.
0 Si las cantidades A' y C' son ambas á dos posi

tivas, lo cual corresponde á los casos en que 4AC-B' 
tenia el signo + en la ecuacion general, la trnsformada 

A' t°-+- C' uº= F' 
-,¡ Jpi1_c1uz 

daba t=± V-~, 

la cual pertenece á una elipse .• , .. ( 1 2 o) 
Para hallar los semiejes OI y OL, fig. 5 2 , se bus• 

cará el valor de ze cuando t = o , y el de t cuando u= o, 

los cuales serán OI = V F' , OL = V F' 
C' A'' 

y representando estas líneas por a y b, sacaramos 
F' F' 
C' = a' de donde C' = -;¡;-
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F' o I F' 
A' =b ........ A=y 

~ ~ b --
-" +-" =r, de donde t=+-../,l-z/, b- a- a 

cuyo resultado es semejante al del núm. I I 5, y se cons-
truye del mismo modo, · 

El caso actual tambien comprende la ecuacion del 
círculo,. que es cuando C'=A', en cuyo caso la trasfor-

mada es 
F' 

A'(/ +1/)=F' Ó tº+ue= A 1 , 

y sus coordenadas son rectangulares. ·· 
La ecnacion A't"+C'uº=F' es absurda, cuando sien• 

do positivas A' y C', es negativa F'; pero se puede ve
rificar esta e:uacion, cuando F'= o, haciendo t'= o , t/ 
=::o, en cuyo caso representa solo el punto en que está 
el oríaen de las coordenadas: Ó es la elipse reducida á sn 

b I 
centro. ( 116) Poniendo los vJlores de e1.., y Ben el de F 
núm. 1 2. 5 se expresará facilmente por medio de los co,::fi. 
cientes de la ecuacion ( 1), qué condicion deben llen,1r 
para que $ignifiqne algo. · 

2 • 0 Si A' y C' tienen signos diferentes, lo cual cor• 
responde al caso en que 4AC-B" tiene el signo - , la 
ecuacion en t y u toma por precision una de estas formas; 

A't'-C'u•=F' 
A t'-C'z.2=-F'; 

si se pone por A' y C sus valores en a y b, saldrá, he• 
chas las reducciones 

tº u' b -
-" - -n = I de donde t=+ - Vu"+:iz 
b· a· a 

•2 z b t u . ¡-;;:--_ -, -- -=-I ..... . t=+-y tt -a 
b' a" a 
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Estas ~os ecuaci~nes pertenecen á hipérbolas ( r 2 c), 
pero la pnmera esta atravesada por el eje de la t y no 
por el de las tt, porque no puede verificarse que t-::::. e: 
lo contrario se verifica para la segunda. Se debe tener 
presente que aun cuando haciendo t~ = o en la segu\}da 

. ecuacion, sale t= ../-b~, esto es imaginario, no por eso 
Fig. S 3 · se deja de levantar en el centro o, fig. 5 3, una perpen-

Fig. 5+ 

dicub OL= V¡;;- =b, y que por analogía con la elipse 
se llama segundo eje á la línea LL doble <le OL; y se lla
ma eje tras'Versal á la línea II', que eucue1Hra la curva

1 

lo que no se verifica con la línea LL'. 
Cuando A'=C' los dos ejes son iguales y la hipé1bo

la se llama en este caso equilátera. 
Es claro que cuando F'= o, las ecuaciones de la hi-

pé1bola se reducen á 

Al~. C' • , ... / C' 
·t - tr=o o t=±z, V •-

1
, 

A 
que 5olo representa dos líneas rectas ( r r 8). 

3.° Cuando 4AC=B'\ la trasformada se reduce á 

1 r , , "I /E' 
A t -= E u' o t' =-+- V A' i/ 

que pertenece á una parábola que corta á su eje IB, 
fig. 5 4, en el odgen de las coordenadas t' y u'. 

Cuando E'= o y concuerdan entre sí las ecuaciones 
(a'), pág. 2 0 9, sale A"t''=o, que da dos veces t'=o, lo 
cual indica el eje IB, hácia el cual trenden á reunirse 
las dos ramas de la parábola cuando E' disminuye. 

Como la última trasformada 
A't"'+D't=F 

no da para t mas que dos valores determinados, solo re .. 
presenta dos rectas paralelas al eje ·de las u. 

DE TRIGONOMETRIA, 2 I 3 
Finalmente, debe tenerse presente t]Ue la ccuacion 

A' • rl ,. E1 , ( 1 " ) t -r- v J¡, - u = o. . . . • . . .. 7 
comprende la elipse, la hipérbola y la parábob: repre
senta la primera -:uando A' y C' tienen el mismo signo; 
la segunda cuando tienen signos diferentes, y la tercera 
cuandu C'=o. 

Como el punto en que está colocado el origen de 
coordenadas se halla en uno de los extremos del eje, se 
llama por est.1 razon 'Vértice. En la eti pe y en la hi pér-
boLi hay dos vértices c1ue son l y I', fig. 5 2 y 5 3 , en Fi::152 y 53. 

h parábola no hay mas que uno, fig. 5 4, ni tampoco Fig. 54-
titne centro,· por cu y,i rnzon su ecuacion no puede tomar 
h forma 

A1t'+C'u2 =F'. 
Aunque por medio de las fórmulas de los númercs 

anteriores se examina a' l}Ué es¡:ecie de línea pertenece 
cualquier caso Fanicular de la ecuacion general, se nece
sita todavía p~,r:i ttazar dicha línea e,rablecer lus ejes de 
la~ coordenad.:is de la tra~fo1 mada, con reh1cion á los ej.es 
primitivos, y constrpir las c:intidades A', C', F' ó E'; pa
ra esto basta e,tar algo habituado á particularizar fórmulas 
generale~, y asi no nos dete1:dremos á dJr reglas particu
lares que se olvidan tan pronto como se aprenden y que 
rara vez se tienen presentes cuando se necesitan: adem,is 
el siguiente egemplo, aunque sumamente sencillo, nos 
hará ver cuan inútiles serian semejantes reglas. 

Sea la ecuaéion 

.1:y-+Dy+Ex=F 
comparándola con la ecuacion ( I), sacaremos. 

A=oB=r,C=o, 

4AC=o, Bº=r, 
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como 4AC no es igual á B', el caso que examinamos 
5
,. 

refiere á la trasformada " 

A't~+C'u'= F'. 
Ademas tendremos por los números r 2 5 y r 26 

ct..
2

=-D, B=-E, F'=F+DE 
y por el núm. 2 2 5 

por consiguiente 
A'- r C'- r -2, --2, 

~t2-iu~=F+DE, ó t 2 -1/.:::2(F+DE); 
de modo que la curva es una hipérbola, cuyos dos se-

miejes son igmilcs á ✓ :e (F +DE), y la atraviesa el eje 
de las t ( 1 2 8 ). Teniendo presente las trasfurmaciones 
que ocasionan los valores 

x.:....:r'+Cl)' =) 1 +(6 

x'.:....mt-nu, J'=nt+mu 
se ve que el orígen de las t. y de las u corresponde al 
punto en que x=d.., y=(ó; tomando despues las dist;rncias 
AA'=-D, AA

1

=-E, el punto A"' será dicho origen. Si 
calculamos despues el valor de m ó del coseno del ángu• 
lo que forma el eje de las t con el de las .1:, hallaremos 

I 

que es igual al número v' 2.-, que corresponde al ángulo 

semi recto; de modo que si hacemos el ángulo A" A'"B'1 

igual á este, y tiramos A"'C" perpendicular á A"'.BU, 
tendremos los ejes de fas t y de las u; y por último to-

mando A"'I y A' 'I'= v' 2(F +DE) determinaremos los 
v_értices I y I' de la hipérbola que es el lugar de la ecua
c10n propuesta. 

El mismo camino habrá que seguir para cu¡¡lquier 
otro ejemplo, y si hemos escogido el anterior, discutido 
y,l en el núm. I 2 o, ln sido con la mira de probar que 
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]a curva indicada en dicho número por sus asimptotas, es 
una hipérbola, y de h,1llar sus ejes *· 

Muchas veces se presenta el problema de examinar 

qué curva es la que goza de cierta propiedad ~)art_icular, 
cuya propiedad no sabemos que pertenezca a ninguna 
curva conocida: en este caso la ecuacion que expresa esta 

propiedad se hall_a incluida en algu~a de las ecuacion:s 
que hemos examinado: esto se h:aa patente con las si
guientes cuestiones. 

1 3 o. Ballar la ecuacion de mut cur7.Nt tal que si 
desde cada uno de sus puntos M, fig. 5 2 , se tiran rec- Fig. 5 2. 

t,1s 1.llF y .MF" á dos puntos fijos F y F', la suma de 
dichas rectas se.i igual d una línea dada. 

. Si se repres~nra por 2 a la !mea dada por 2c la dis
tancia FF' de los puntos fijos, tomando por orí gen de 
coordenadas el punto O, medio de FF', de medo que 

OF == OF'=c, y haciendo OP=.t PM-J, hallaremos 
FP=c-.1; F'P=c+x. 

Los triángulos PMF, :fMF1 rectángulos en P dan 

MF= Vpp'+MP 2

, MF' Ypip~ +Plvf 

ó MF= V (c-x)'+ y', MF'= \/ (c+.i-)'+y"; 
pero si hacemos MF=z, tendremos que lvfF'.:::2:i-z, 
porque segun la condicion del problema, en cualquier 
punto de la curva se verifica que 

* Podriamos deducir inmediatamente de la ecuacion general ck las 
líneas de segundo orden, la ecuacion de la hiperb ,!a rd~rida á sus 
asímptotas, trasformando las coordenadas rectangulares en otras, rnyo 
ángulo fuese indeterminado. Con ~sto se i~tro<ludrian cuatro cJrti<la
des arbitrnria, ( r 1 :i) de que r~d_r1J1nos disponer para ha~er ~esa p:ire
cer los términos afretados de t·,r y-11; de modo que la ecuac_1on gene
ral de segundo grado ternaria la fuerza de B'r1I • F; pero veriamos que 
las cantidarles m y n no tenian valores reales sino en el c~s~ de que 
4AC_B' fuese negativo, esto es, solo en el caso de la b1perbola, 
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MF+MF1
:::::2a; 

y por comigniente 

/( )' 2 2,,, <-. /( )' -;-z= v c-x +y, .• - - v c+x +y. 
Elevando al cuadrado para que desaparezcan las rn

dicales tendremos 
'! ~ ~ 2 

z =e - .zcx+:r +y 
?. !.e ~ "' ~ 4a -4az +=e -1-2.c.i·+x··-1-;', 

restando la segunda ecuacion de la primera, saldrá 
2 

-4a +4<1z=-4cx 
de donde sale 

a 
cnyo valor d_c z sn bstirujdo en la primer:1 e_xpresion de 
z', si! h:illará la ecuacion que se busca, y será la siguien
te, hechas las red ncciones 

4 2 
,z. Z 'l '2( 2 

') a+c:t=,7.c+a x+y. 
No siendo esta ecu.'.lcion mas que de segundo grado, 

h:ice ver que la curva que se busca es una de las que 
hemos discutido antes; y para saber á qué especie perte
nece h daremos la forma signifnte 

., ( , ") " 4 • z a) 2 + a:-c x·==a -a e. 
Comparándola con A1t'+C'it'--: F', despues de haber 

escrito en esta p é y' por u y t, ~~ndremos 
Al=a', Cl==a•-c', Fl=,7.4.:_,i·c·=a·ca·-/), 

de donde se deducirá que pertenece á una elipse, porque 
siendo e menor que a, las cantidades A', C\ F 1 son esen• 
cialmente positivas ( r 2. 8). Haciendo para abreviar aº-/ 
=b"- 1 saldrá 

• ., 'b' ay +b·x•=a , 
de donde sacando el valor de y tendremos 

b ---• / • z y=±-va -x. 
a 
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Los semitjes OI y OL de esta eiipse son respectiva

mente a y b; y como bº=a'-c', se deduce de aqui 

• • b' , . I • b2 e =a - , o e= va - , 
Jo que manifiesta que cuando se co~oceo los ejes. Ifl y 
LL' de una elipse, se pueden determmar s09re el e¡e ma• 
vor los puntos F' y P, para las cuales se verifica que 
MF+MF'=II\ describiendo desde el punto L como cen
tro y con un radio igual á la mitad del eje mayor If, un 
arco de círculo; porque en las intersecciones F y F' de 
este arco con el eje It, se verifica que 

OF=OP=YFL" .oL·=va•-b·. 

El prob1ema que acabamos de resolver nos presenta 
una propiedad comun á todas las elipses, á saber: que la 
suma de las lineas lrfF y /J1F', que se llanum radios Ve• 

rores, tiradas á los puntos F y F', del eje ntaJor, J 
e • • 1 1 • que u llaman 10cus, es siempre 1gu:1. a, e;e m,qor. . 

r 3 r. Por medio de esta propiedad podemos ha1lar 
fácilmente todos cuantos puntos se quieran de la elipse, y 
aun describirla con un movimiento continuo. En efecto con 
una abertura cualquiera de compas FM, menor qne OI 
y desde el pnnto F como centro, descríbase un círculo 
con dicha abertura, y, des pues tomando por centro el pun
to P y por radio F'M, que es la diferencia entre el eje 
IF y el primer radio FM, descríbase otro círculo que 
cortará el primero en dos puntos M y 1'.1' que pertene".' 
cerán á la elipse. Repitiendo esta construccion se tendrán 
otros puntos mas de la elipse, la cual se podrá trazar ha: 
cien~o pasar por todos estos puntos una linea continua, y 
su trazado será tanto mas exacto cuantos mas puntos se 
hayan determinado . 

TOMO IV. EE 
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Si la elipse es muy grande, se describe con un rno• 
vimieqto continuo, fij,rndo en los puntos F y F', los ex
tremos de un cordon que tenga el mismo brgo que II'; 
se pone tirante dicho cordon con una punta ó lapicero M 
que corre á lo largo del cordon hasta volver al mismo 
punto de donde partió, y de este modo queda trazada la 
elipse. 

Se debe tener presente que la distancia e de .uno de 
los focus al centro se llama excentricidad. 

b .1---~ • 
La ecuacion y=+ -v a·-x nos proporciona una 

a . 
construccion por puntos, muy conocida en la práctica. 
Para esto desde el centro O de la elipse que se pide se 
trazan dos semicírculos, el uno sobre el eje mayor, y el 
otro sobre el menor, como diámetros, y se tiran muchos 
radios ON , ON', &c. ; sobre el eje II se bajarán las per
pendiculares PN, P'N', &c., y por los puntos R, R' &c. en 
que los radios ON, ON', &c. encnentran al círculo me
nor, se tirarán las rectas RM, R'M', &c. paralelas á II'; 
los puntos M, M', &c. en que estas paralelas cortan á las 
perpendiculares PN, P1N', &c. son puntos de la elipse 
que se quiere trazar. Esta construccion solo nos daria 1a 
mitad de la curva; pero haciendo igual construccion á la 
parte inferior del eje II', tendriamos la otra mitad. 

Para hacer ver la exactitud de esta construccion~ 
basta observar que en virtud del parnlelisrno de las rectas 
RM y II', se tiene 

ON : OR : : PN : PM, 
y como ON =a , OR = b, OP = x, resultará 

PN=\JON~-OPZ =va•-x· 
4: b:: V a2-x•: PM, de donde salé· 
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PM=-Va•-x•=y. a . 
1 3 2,. Si modificamos el problema del número ante~ 

rior, de modo que en lugar de tener MF +MF'= 2~, 

tengamos MF'-MF= 2a, que es lo mismo que decir 
que la diferencia de los radios 'Vectores sea const~nte, y 
conservamos las mismas denominaciones que antenormen
te , .. tendremos 

MF=VFP
0

+PM\ó 

MF'- \IF'P'+PMs = 2a +z= V(c+xY+?: · 
' . 

de donde sacamos 
• !I :11 z 2=c -2cx+x J 

~ !l 2 '.! !t,. 4a +4az+z =e+ 2cx+x +J, 
restando la primera de estas ecuaciones de la segunda, 
sacaremos 

rx-a.,. 
4a1+ 4az ::4cx, ó z=: --a-

y con este valor de z , se tendrá la ecuacion 

(
éx-a,.)s ,. ,. ;j-

a =e - 'JCX+X +J' 

la cual desenvuelta se reduce á 
( . , ') . . . ,.( ~ ,) . e -a x·-ay=a e-a.. 

1 
• 

En el caso actual en que c>a , es preciso tomar b =, 
-a.,., Jo cual da 

~ ,. 2 " zb"' b X -ar =a , 
cuya ecuacion pertenece á la hipérbola, de m~do qu~ es
ta curva goza de la propiedad de que la diferencia de 
sus radt'os -vectores MF y JvIF' es igual al eje traswr~ 
sal JI' en el qtie estan los fo,os F J F'. 
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Ya hemos notado ( 128) que la hipérbola no tenia 
realmente mas que un eje; pero para conservar la analo
gía, se imagina un segundo eje LL' tirado por el punto 
O perpendicularmente al primero: la cantidad b expre~a 
la longitud OL mitad de dicho eje, y la ecuacion V=:/ 

--ct2, ó e=:.,/ a 2+ b2 hace ver que para haHar los focos :f' 
y F' es preciso tomar las distancias OF y OF' iguale-s á 
la hipotenusa de un triángulo rectángulo construido sobre 
los dos semiejes OI y OL. 

I 3 3. Nos podemos servir de 1a propiedad_ que -goª 
zan los focos F y F' para constrúir la hipérbola.po~ pun
tos. Para esto desde el punto F, como centro, y con un 
radio cualquiera FM, con tal que no sea menor c¡ue IF, 
se describirá ün arco de círculo, despues se tom~rá l!Il ra
dio F

1
M mayor ó menor que el primero de _una dmtidád 

igual á II', y el círculo descrito con este radio desde el 
punto F' como centro cortará el primero ~n los puntos 
M y M' que pertenecen á la hipé: bola. 

Para trnzar una porcion de hipérbola con un moví• 
miento continuo, se su jeta una regla á que gire al rede
dor del punto F'; se fija en e] extremo R de esta regla y 
en el punto F un hilo, cu ya longitud sea menor que F'R 
en la cantidad Il', haciendo dPspues girar la regla central, 

_á la cual está apoyado el hilo RMF por medio de un pun
tero M de modo gue siempre esté tenso; dicho puntero 
M tr¡_¡zará un arco de cmva pert~neciente á una hipérbo
la, cuyo eje es JI', y cuyos fo,·os son F y F'. 

I 3 4. Propongamos ahora ha.llar la ecu¡1cibn de 1ma 

,urva tal que cada uno de sus puntos esté tan distante 
~e la recht AC, dada de posicion , como de un punto ji

Jº F dado tambien de posz'cion. 
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Si tÓrnamos sobre la recta AB tirada por el punto F 
perpendicl!larmente á, AC, un punto I situado efl el me

dio de AF, dicho punto pertenecerá á la·,cu.rv~ en posi
cion, porque se h,1lla tan distante de la recta AC como 
del punto F. Hacien90 

lF .:....:AI=c\ IP=x, PM=:y 
,tendremos· que, pa'rá ·cualquier punto M:, la tlisfancia ·· 
·, ·· .· QM'~';Ap.:__:_Af+lP=c'+·x, ·· 

. y el triáhgüló rec'tángu lo FPM l;~s. dará 

, MF= VP:f +PM~ =_V(c'-x) 2 +y2. 

:Pt1e~ q1.1e. FP=IF,I;P , 'i-x. Efe~Ú1arid6 ~l cuadrado 
indicado debajo ael' i:ad'.ical; tendremos. 

. . MF= vc'~__,:u'x+x'+ y"; 
pero segun la condicion det problema QM == MF , luego 

; • '. .· .. / .,_ ... , • / IZ ' .. / ··+ . º+' " ·"·" c+x=vc -2cx .'t' J·· 
Elevando al cuadrado y reduciendo t sacaremos 

2&'.t=- 'l.C 1x+y2, Ó y•=4c'x, 
cuya ecnaciort .es la de la parábola (1 :.i 8). 

1 3 5. Para construir•Ia p:rrábola, valiéndonos de 1a 
propiedad de que nos hemos servido para hallar su ecua
cion, es preciso describir un círculo con un radio F M 
arbitrario, hacer AP=FM, y tirar por el punto Puna 
recta PM paralela á la, línea AC: el punto M en que es
ta recta corta al círculo pertenece ú la parábola que se 
quiere construir,. porqtie es claro que siendo la recta QM 
paralela é igual á AP, tambien será•igual á Flvf. 

· · Fcthdándose eri esta propi~dad se puede trnzar la 
curva por medio de n~=n10vimiento continuo. Para esto 
se coloca á lo largo de" AC una regla, sobre h cual se 
m-ueve una escuadra que tiéne · representado uno de rns 
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lados por la recta QE; en el punto F se ata el extremo 
de un hilo que t.iene de largo QE, y el otro extremo se 
fija en el pun~o E, aplicando con puntero ó lapicero con
tra ~l lado QE se pone tenso el hilo, y el lapicero des• 
cribe una porcion de p:irábola. . 

I 3 6. La cuestion anterior se puede presentar de 
ruado, ~4e, co~1prenda, las tres cur.vas de segundo gratlo,, 
propon1éndola del 111odo siguiente:, hallar la ecuacio1t de 
una curva tal que la distancia entre im punto cua!qniera 
M J' un punto fijo F, jig. 57,. tenga con !a distancia 
MQ entre e! mismo ·punto M J' una ,recta AC, dada de 
posicion una re!acion constante. , 
. . Sea' I : '11 dicha relaciotl ' y desd~ el pt1.nto F tfre~~ 
sobre AC la perpendicular AB; es claro que la curva 
que se busc~ encontrará á la recta en un pu~to I tal que 

. IF ! AI ! ! 1 ! 1t; ; : 1 ¡: : · .• 

de suerte que si repres~ntamos IF pol' /, saldrá 
AI=nc'. 

Representando por x IP, y por y PM, el triángulo 
rectángulo PMF nos dará, como anteriormente , 

MF= v(c'-x)º+y• 
y como QM==AP=AI+IP=nc'+x, tendremos 

V(c'-xY+l': nc'+x:: I : n 
de donde sale 

' 
nc'+x=n V(c'-x)'+?, 

que elevando al C!.!adrado, tendremos por último 
. n..,l+(n"- 1) .i· .......... 2(n+1)nc'x:=o. 

, Esta ecuacion es de una forma enteramente parecida 
, l . A' • C' I• E' I a a ecuac1~~ & ~. u.-, u=,~1,del n6mero (r 28) y 
pertenecera a la elipse, htperbola o parábola, segun que 
sea n> I, n< I, ó n= I, y por consiguiente hace ver 
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ciue la propiedad fundamental de la ecuncion p . ropuesta 
pertenece á las tres curvas de se_gundo ~rado p .. . ';' - , or cuyo 
respeto se le da el nombre de dtrect_nz a la recta AC 

Si-damos á la ecuacion anterior la siguiente form; 
2 

( 1) 2 
( I)·' y+ 1-7 x-2 1+-;¡ c.i·::::o 

y tenemos presente que cuanto más aumente 11 tanto mas 
.. r . 1 f . I I 
01smmuyen as rncc10nes -¡;, 7, se verá q11e 51 supo-

nemos n infinito, la ecuacion anterior se redl1 ce á 
l +.1:•- 2c'.i·=?, 

que es la ecuacion de un círculo_, cuyo radio es ~', y cu
yo orf gen de abscisas está colocado en uno de los extre
mos del diámetro ( 9 4 ). 

I 37. En el número I 2.8 se ha visto que la elipse, 
la hipérbola y la parábola pueden estar comprendidas en 
una sola ecuacion; la cual, es digno de notarse, puede de
ducirse inmediatamente de una de las siguientes 

bz b• 
1•= -· -

2 
(,l-x"), ;,2=--;, ( x-" el~), 

a a 
las cuales, referidas al centró; pare¿en pertenecer solo á 
la elipse y á la hipérbola. Para esto basta trasladar el orí
geu á uno de los vértices de las curvas, cuyas ecuaciones 
son las anteriores. En efecto, si en las fig. S ; y 5 3 , se ha- Fig. s 2 y 53. 
· ce IP= x', para la primera tendremos · 

. x ó OP=Ol.:.:.:..IP=a-x'., 
y para 1n segunda 

x' ó OP=OI+lP=a+x'. 
Substituyendo estos 'valores en. las ecuaciones anterio

res, tendrem~s 
z 2bz b~ • • 2b

2 bº 
J = a x'- ª'J. x' ; y = a x' + a~ :t:

10 
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, , d 2b2 p , 
o hac1en o -. == , seran 

ª' 
1 / p ,. 2 ·, p /'J. ,, 

J . f.'J; - - X , J px -1- - X , 
2a 2a 

!ns cuales solo se diferencian en el signo de a: la fig. S 3 
manifiesta que si. se mira la abscis~ IP como positiva, el 
eje II' tiene que ser por precisi,on negativo. 

Poniendo por b2 su valor, tanto el que pertenece á 
-la elipse como á la hipérbola, se·'tendrá 

2(a''-c 2
) . 2(c'-a') 

p=~- (13o)p, a (132); 

pero es conveniente introducir la distancia IF en lugar 
de e que representa OF; y haciendo IF=c', se tiene pa
ra la fig. 52. 

e ó OF-:-OI-lF=a-c' 
:para la fig. 5 3 

. e ó OF=OI+IF=q+c': 
cuyos valores dan 

4ac' - 2e'
2 4ac' + u',,. 

P- ---- p= --, .- a ' ·· .a • 
cuyas expresiones rnlo se diferencian en el signo de a . . 

Ambas á dos reunidas en la siguiente fórmula 
4ac1::!;:: 2/2 

, 2c''1. 
p= --·--=4c::¡::-

4 a 
tienen por límite 

p-::::. 4c' 
cuando se supone a infinito; pero en este caso las ecua• 
ciones 

se reducen á 

~ I p ,: 
J =px ::¡::--.i· 

2a 
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porque la fraccion L desaparece, y de este modo. las 
2a 

ecuaciones anteriores d,m la de la parábola ( I 3 4). 
Ven,1os pues que la ecuadou 

l-px'-L :r,12 
2a 

puede representar cada una de las líneas de segundo or• 
den: representará 1a elipse cuando a sea positivo; el cír
culo cuando p== 2a; la hipérbola cuando a sea negativo, 
y la parábola cuando a sea infinito*· 

1 3 8. La cantidad p se llama parámetro: en la e I i pse 
y en la hipérbola es una tercera proporcional á los dos 
ejes, porque su valor 

2b~ 4b' 
P----- -a 2a 

da la siguiente proporcion 
2a : 2b : : 2b: p; 

en todas las tres curvas el parámetro es igual á la doble 
ordenada que pasa por el foco: en efecto, si se toma x'=c', 
se tendrá 

. 4ª''- zct• • * Si se supone e'> 2a, la expres1on p= ---, perteneciente ,, 
á la elipse, to maria un valor negativo,:¡ la ecuacion 

y"=p:v'- .f_ ,,¡;i•, se cambiaria en 
2tl 

y'=-p:1/+ _!_ x1' 
2(1 

q~e pe~teneceria á u,na. hipGrbola; pero e~ este ca~o </ ~epresentaria la 
distancia entre el vert1ce y el foco mas distante, o IF , :fig. 53, Fig, 5 3. 

TOM0 IV. FF 
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I 39. Si las ecuaciones l-px'± L x1• 

2a 
las ponernos bajo la forma siguiente 

J
2= J!.... ( 2a:i:1-x

12
); /= L (2a.i-'+ :i:' 2 ) 

2a 2a ' 
podernos deducir de estas las siguientes 

,· p ,· 
---- - - -----'--- - p 
x

1
(2a-x')- 'la' x'(2a+x')-,:; 

las que manifiestan que el cu,idrado de la ordenada PM 
tiene una relacion constante con el producto de las líneas 
IP y I

1
P, que son respectivamente .7:1 y 'la-,/ para la 

elip,e, fig. ? 2, y x~ y 2~+.7:
1 para la hipérbola, fig. S 

3
, 

L amando a estas distancias , entre el extremo de la or
dena.fa y los vértices de las curvas, absdsas, podemos 
decir que en la elipse J' en la hipérbola los cuadrados de 
las ordenadcis son e12tre si como los productos de las abs
cisas correspondientes. 

En efecto, si representamos por X' otra abscisa dife. 
rente de .i.', pero contada desde el mismo punto, y por y 
su ordenada correspondiente , tendremos 

l=L (2a:i:'-:i/
2

) Y 2 =·'-(2aX'+X11) 
2a ' 2a · ' 

de donde sale 

l: y•:: .:1:
1
(2a-x1

). X1(2a-X') 
para la elipse 

y para la hipérbola y2
: Y 2

:: .r'(2a+x1): X'(2a+X') 

suprimiendo en una y en otra el factor comun L. 
2a 

Si hacemos lo mismo con la ecuacion de la parábola 
l = px' tendremos y 2 

: y 2 
: : x' : X', 

esto es, que en la pm·ábola los cuadrados de las ordena• 
das son entre sí como las abscisas correspondientes. 

DE TRIGONOMETRIA, 2 2. 7 
r 40 , Comparando entre sí las fórmulas de los nú

meros 1 2 o y I 2. 8 se ve que para cada curva de segun
do grado, hay por lo ~1enos dos sistemas de coorden~das, 

l los cuales la ecuac1on de la curva se presenta ba¡o la COI • 

forma mas sencilla que puede tener: uno -~e estos s1ste_mas 
es el de los ejes, y el otro es el de los d1ametros con!ua
dos; pero ahora vamos hacer ve_r que haf una infimdad 
de sistemas que gozan de la misma propiedad. ~ara es
to trasformaremos las coordenadas de las ecuaciones de 

los ejes. . . 
En primer lugar la ecuac1011 de la elipse es 

• b"(• ~) y= -- a -x , a· 
ó lo es lo mismo a 2J 2 +b•x2= a 2 b2

; • 

es inutil trasladar el orí gen de coordenadas, y as1 le de
jaremos en el centro, y solo mudaremos la direccion de 
los ejes, para lo cual basta tomar J = nt + qn, x = mt 
+pn (12. 2). 

Dejando indeterminado el ángulo que debe~ formar 
entre sí las nuevas coordenadas, cuyo coseno esta _repre
sentado por h ( 1 2. 3), no contaremos con la ecuac1on 

mp+nq+ g('np+mq) =lz; 
pero si con las dos siguientes 

m• + n' +2g111n=1, p'+q'+ 2gpq= I, 

porque siendo las coordenadas x é J recíprocamente per
pendiculares, resulta que g= o, por lo cual 

2 • • q'-1. m +n :::r, p + - · 
por consiguiente podremos dis_poner de dos de las cuatro 
cantidades rn, n, l y q. Sust1tu; ·ndo los valores de x 

é y en la ecuacion 
a' y'+b'xº=a'b' 

saldrá 
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( • 2 b,,, ') ,,, ( ,,, 
a n; ,~ t +2 a nq+b2mp)ut+(a•f+b2p!)u'~a'b' 

para simplificarla, podemos hacer -
z b" a nq+ -mp=o, 

con lo cual se reducirá á la siguiente 

( a,,, n2+b2m')t° -+-( a" q'+b1/)1/'=.aº b' • 
Para comparar esta ecuacion con.· 

a'
2

t
2+b'2u'- ''b'º 

las pondremos bajo la forma -a 
• 2 b" ,,, a n -+- m • a"q"-+-b'p• 

ª
2 b2 t -+- ----:::.._ == IJ 

a 2b2 

t'º . u" 
. -+ 

.. b'" a'' = I, 

las cuales solo pueden ser idénticas, independientemente 
d I 2 2 b· 2 
e t, Y tt, suponiendo -- - ª n -+- m 

b'• - a'b2 ' 
I a'q°-+-b2p 2 

---¡. == --=---=-
a a 2b2 

' 

con lo cnal tendremos 
,,,b,,, 

b'~ _ ª · ,. a'bº 
- a

2

n
2

+b 2
1n

2 
' ª - a•q'-+-b•p• · 

~ara convencer?os de que siempre se puede hacer 
semep~te ~rasformac1on, es preciso que veamos que la 
determmac1on de las cantidades m n p . . , , , Y 'l. no tiene 
excepc10n ,1lgu1rn. La ecuacion 

• b' a nq+ mp=o 
puesta bajo la forma 

nq b2 
... :,;;;¡;=-:;:-

nos dará siempre ,Céonocer la relacion de 1' , ✓ 
,n á n. ' a q' o 

Si de ella sacamos 

la de 
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q b' rn 
-=--,,, -p a n 

b" m -
Y hacemos para abreviar -. - =-:r a- n 
saldra q= _pr, 
que sustituido en p' + q'= I , se sacará 

p 2 (1+r2)= I 
la cual nos da 

I I 
p=-- q=---

VI+r•' V1+7' 
cuyas expresioaes I siempre son reales, cualquiera que sea 
r. No pudiendo la ecuacion m' +n2

=1 determinar mas 
que una de las dos cantidades m y n, queda absolutamen-

te indeterminada la relacion .!!.._ que entra en las expre-
m 

siones de p y de q, por cuya razon son capaces de una 
infinid.id de diferentes valores; por consiguiente hay efec
tivamente una infinidad de sistemas de coordenad:1s, para 
las cuales la ecuacion de la elipse es de la forma 

a1t .. +b1'u'=a'2 b12 

parecida anteriormente á la ecuacion de los ejes 
a 2y° +b'x'=a,.b'. 

I 4 r. Haciendo lo mismo con la ecuacion de la hi
pérbola 

• b' ( • ') / • •· b' " ~ Y = a• x -a , o a y - x- =a·b~ 

que lo que hemos hecho con la de la elipse, tendremos 
( a,.n'-b"m')t2 +z(,lnq-b'mp )+(a' q°-b~p• )uº=-a:° b" 

a
2

nq-b
2

mp= o 

a'n'-Pm' , a'q'-b'p' 
t + _..::.__--=.._ 1/" = - I : 

a2 b2 a'b' 
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comparada esta última ecuacion con 
t' u• 

b'2 - 712- =- I 

saldrá 
•b2 . 

b
,._ a ,i - a-------~•n•- b"m• ' - a• q'-b~ p' · 

Las expres10nes de p y de q tendrán la misma forma 
qu~ en el caso anterior, y por consiguiente darán una in
fimdad de valores,. dependientes de los que se den á la 

1 . 1t 
re ac1011 --;;¡- ; por consiguiente en la hipérbola se verifica 

lo mismo que lo que acabamos de ver que se· verificaba 
en la elipse. · 

r 4 2. Veamos ahora si para la parábola se verifica lo 
mismo; su ecuacion i•= 4c' .:1; no se puede trasformar en 
otra que le sea semejante, por medio de las.formulas 

x==mt+pn, J=nt+qu. 
En efecto, sustituyendo estos valores en dicha ecua

cion tendremos 

n't"+ 2nqut+tzl),=4c'(mt+pu), 
en la cual es preciso que desaparezcan los términos afee. 
tados de t', ttt y tt, lo-que se conseguiria haciendo n:;;;:o, 

p==o; pero este supuesto daria m=r, q=r, x=t, J=u; 
de modo que volvfomos á tener las coordenadas primiti
vas:_ lo ~ue no sucederá si al mismo tiempo de cambiar 
la ~1r~cc1on de los ejes trasladamos el origen, Asi pues 
susmu1remos por x é y los valores mas generales 

mt+pu+ct.., nt+qu+/2, (122), 
y tendremos . · 

1z2t
2 
+ 2nqut+q2 u.. l 

+ 2(},(nt+qu)-4c'(mt+pu) ~ ::::o. 
()Z I 1 

+p-4'tc J 

DE TRIGONOM:ETRIA, 2 3 I 
Pudiendo disponer ahora de cuatro cantidades, en 

virtud de las dos nuevas indeterminadas et. y (6, podre
mos hacer desaparecer los términos afectados de ut, de t, 
y los términos independientes de t y de u, estableciendo 

2nq=o, 2R,n-4c'm=o, f6 2-4e1..c'=o. 
Se puede satisfacer á la primera de eHas ecuaciones 

de dos modos, bien porque n= o, ó porque q= o; pero 
n =- o baria que la segunda diese m= o, lo cual no pue
de ser, porque n'+m'=r. Por consiguiente adoptaremos 
el segundo supuesto que es q=o, el cual hace desapa
recer el término q2u\ y solo nos queda 

4c'nu 
2 !2 , ., z r 

n t =4c ptt, o t = n" 
semejante á la ecuacion de la curva referida á su eje. El 
supuesto de q::::o, trasforma la ecuacion p"+q°=I en 
p ::::± I; la ecuacion 2(6n- 4c'm =o, da 

· n 2/ 
-;;;=-¡¡;, 

la cual combinada con m
2 
+ 11

2

=1 , determina n y m. La 
ecuacion {2/--4c:tc':::: o da á conocer a. , cua:ndo {3 es cono
cida; pero está cantidad puede tener el valor que se quie
ra, y por consiguiente vemos que en la parábola se veri
fica lo mismo que en las dos curvas anteriores. 

143. Lo que acabamos de exponer nos conduce á 
la cuestion siguiente: dado un diámetro hallar stt co1ifua• 
do. Para resolverla notaremos que en la fig. 5 o del 
núm. r 2 2, cuando el ángulo CAB, que es el que forman 
entre sí los ejes de las coordenadas primitivas, es recto, 
los triángulos P11A"'R y P"MQ son rectángulos, el uno 

A"'R 
en R, y el otro en Q; y que por consiguiente m= A'1'P"' 

d ' 1 P"A"'R , B11A"1B' representa el coseno el angu o o , y 

Fig. So. 
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_ P11R P"Q 
que n - A:'P'' es su seno; que p =:. P"M representa el 

coseno del ángulo MP"Q ó C"A"'B' y qne q- -9~ 
' - P''M 

es su seno. 

Si referimos estas mismas denominaciones á las figu
Figs. 58 Y 59· ras 5 8 y 5 9 , tomando II' por eje de las x, OF por el 

de las t, y OH por el de las u, tendremos 
n sen. FOI 

- == - 1,0· I ::::: tang. FOI m cos . ., 
q sen. HOI 

- == ---- = tang. I-IOI · p cos. HOI ' 
y como las ecuaciones 

2 b2 a nq+ mp=:.o 
a"nq -b'rnp:::: o 

sacadas en los números 140 y I 4 1, se puedau poner bajo 
la forma siguiente: · 

nq b' 
~-- ::::;::¡::; ----
mp a•' 

resultará que 
h~ 

tang. FOI, tang. HOI==::¡:: -
a' 

perteneciendo el signo superior á la elipse y el foferior 
á la hipérbola; por consiguiente se determi~ará facilmen
te uno de los ángulos FOI y HOI cuando se conozca 
el otro. 

r 44• En la elipse se puede sustituir á los ángulos 
FOI ,_ HOI, las coordenadas de los puntos F y H', por
que s1 representamos 

tendremos 

OF por rJ.., EF por r¿ 
OG por et.', G.H por (2/ 
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EF {6 
tang. FOI = OE =:-¡-

GH W 
tang. HOI=oG ==-·-¡,, 

y por consiguiente 

la cual da 
c//3{2/+b'CJ..d..'=o, • 

cuya eci1acion combinada con la de la ~lipse 
a'{6'+b2

C1..
2 =a"h~ 

dará á conocer bien sea a. y {6, ó r:1./ y W, esto es, uno de 
los puntos F, ó H, cuando se conozca el otro. 

En la hipérbola, fig. 5 9, d. y R, no pertenecen Ú un Fig. 59· 
punto de la curva, porque el diámetro OF no la a tra vi e-
sa ; pero como aquí solo se trata de la direccion de este 
diámetro, se puede tomar en lugar del punto F, el pun• 

, to R, correspondiente á la abscisa OI, y por consiguien• 
te hacer 

rJ..=0I=a, f2.=IR, 
con lo cual tendremos 

{6 /2, (6' b" 
tang.FOI=-,y--, =-,, 

d.. Cl CI.. a 
ó nnt b' ' a¡o¡o ~ Cl = o. 

- Esta ecuacion nos dará á conocer Íó, lo cu al bastará 
si es el punto R el que se pide; pero si es el punto H 
será preciso combinarla con la ecuacion ~ae la hipérbola 

e nt• h' ¡2 zbe a io ·- r:1. =- a . 
r 4 5. En la parábola se tiene q= o; y por consi

guiente el eje de las u, OH, fig. 6 o, es paralelo al de 
las .i·, y su situacion solo depende del pt1nto O, en que 
encuentra á la curva. Dicho punto se halla determinado 

TOMO IV, GG 

Fig. 60. 
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por medio de la cantidad a.., \a cual manifiestamente re. 
presenta la abscisa IG, que corresponde sobre el eje IB, 
al punto de la curva en que se verifica al mismo tiempo 

. n 2c' 
t=o, u=. o; en este caso la ecuac1on - = - da la 

m (6 
tangente trigonométrica del ángulo comprendido entre el 
eje de bs t y de las u. 

Notaremos de paso, que una vez qlle se haya encon
trado la sitt1~11..ion dd diámetro que es el conjuado de un 
diámetro dado, se conoce al mismo tiempo la ~ituacion de 
la tangente á 1::t curva, en el punto en que esta corta el 
diámetro dado, y cuyo punto puede tenerse arbittada
me nte .. En efecto ( ¡ 2 ,. ) , en la elip~e y en la hipérbola, 
fig. S 8 y S 9, el diámetro OF es paralelo á la t.ingente 
HT; y en la rarábola, fig. 60, esre mismo diámetro es 
tangente á la curva en el punto O. 

Recíprocamente, cua11du se sabe tirar una tangente 
á una de lns curvns en uno de sus puntos, se conoce in
mediatamenee la situacion del diámetro conjuudo. 

14 6. En las ecuaciones 
a''t" +b'' 1t

2=a'2 b12
, 11

12 t'-l "11'=- a'º 1/2 

que pertenecen la primera á fa clip-e y la segunda á la 
hipérbola, las letras a', b' repre5ent,rn los Jus semidiíime
tros conjuados: en efecto, cuando t=o, snle 

u=a', ó OH=:a', fig. 5 ~ y 5 9; 
y cuando tt ==o, sale 

t 12
- b12 

' t'2
- b

12 

- 'o ·-- ' 
esto es para una y otra curva 

OF = b' ( I 2 8). 
Se ve focilmente que co11 las enwcione, m' +n1=r, 

p 2+q':::. r y con las que resultan dt: liis cxpre~iones de 
IZ b'2 d 1· . 1 ºJ J a y , se pue en e 1mmar as cantl ,l es m, n, p, q 
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de la ecuacion de condicion que_ determinará la situacion 
respectiva de los diámetros con¡ua_dos, y podrem~s lle• 

ar de este .modo á sacar una relac1on entre estas l_rneas y 
fos semiejes. Se puede hacer el cálculo muy fac1lmente 

del modo sigui•~nte: • 
· d '' b'' re En primer lugar, de las expres10nes e a Y .' • 

l t
. ,,as á la elipse ( I 40) se pueden sacar las ecuaciones 

a i " b'"b' • •b' ,, • • 'ºb'p'-a'b" bna•n-+ m =a a aq-+-a - , 
que unidas á las do~ sig~1ientes .. • 

{+p·= I '. 1n--+-n = I • ~ 
nos dan dos sistemas de ecuaciones, el uno en P. Y q , Y 
el otro en n,,_ y m•. Del primero saca?10s inmedmtamente 

a'b'-a'"bº b"(a·-a'º) 
qº= a''a~-a1•b• a'º(a.2-b') 

a'"aº-a2 b• a•(a"-bº) 
p•= a'•a',.-a''b"::::: a'"(a'-b.,_) 

para sacar 1i2 y m"' ~asta cambiar en las ecuaciones ante• 

riores a' en b' y as1 tendremos 
' b'(a"-b12

) 

ó 

n•= b'z(a•-b') 
aº(b'"-bº) 

m•== b'"(a2 -b'1 ) • 

Ademas la ecuacion de condicion ( I 4 o) 
a2 11q+b2 mp= o 
a"11q=-b'mp, 

cuadrándola nos da • • b' • • a4n·q = m p • 
Si en esta última ecuacion rnstituimos ~os valores de 

• • • p' podremos supr;mír lus denornrnadores '_por· 
n, q, m , . . 1 

l 
. . s en ambos ¡ni ambr->S; y ,El ten.H.emos que son os mism,> ·- ' • 

(a'-a'º) (a' -b')=(a" -b") (b"-1/). . 
Cuya ecuacion desenvuelta, y des pues reduciendo 



2 3 6 :ELEMENTOS 

y descomponitmdo en factores, nos dará 

(ti 4
- b

4
)-( a

2 
-b2

) (a'º-+ b'2
) =o, 

suprimiendo el factor comun a2-b\ saldrá finalmente 

a'
2

+b''=.-·t'+b", ó 6.il +OH
2

=0I°+OL 2
• 

Las expresiones de a'2 y b12 relativas á la hipérbola 
( I 41) nos dan las ecuaciones 

a
12 

a
2

q" a12b
2 2 

• '
2 b' 2 • º b12b2 

" 
0 b2 - p =-a b, a n - m =a-

y como la ecuacion de condicion es 

a
2

nq-b2 111_p=o 
nos basta poner el signo -á b2 y b12 en el c_álculo anterior pa• 
raque se acomode ni presente, y por consiguiente sacaremos 

a
12

-b
1

'=a
0

-;-b2, ó OF2 

- c5i~ 2 == or - OL 2 : 

luego la suma de los c-,;,adrados dt· los smzidiáinetros con
juados en !,1 elipse , ó hi difermcia en la hipérbola es· 
igual ~ la sumct clf los cuadrados de semz',jes, ó d z: di-
ferencia. · 

147. Si se multiplican entre sí fas expresiones de 
a

12 

y b12 de la elipse, saldrá 

i'b'' a4b4 
a =----- -· 

,i·
1
n

2

q"+a 2 b2 11'p'+a 2 h2tn"q'+ b·fm2p 2 ' 

pero cuadrado la ecuacion a 2 nq+b2 mp=o, tendremos 
· a

4
n

2 

q°-l- 2a
2

b2nmpq+ b"'nzp':::::. o 
., 4 '! 2 b4 ,,, r 2 2 
~ ,z n q + nrp---:-- 2.a_ b mnpq, 

oe mo~o que en lugar del primero y último término del 
de110~11~1ador de 1~ expresion de a1 2 bº, podremos poner 
- 2a b mnpq, y as1 tendremos · 

a4b4 
a" b

12 =•---:------
a~ b~n2 p2 - 2a

2 ~•mnpq+a 2 b'm 2 q2 

a~b' 

:::::: (np-111q)2; 
sacando la raiz cuadrada de ambos miembros, tendremos 
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-a'b'= __!!!__, ó a1b'(np-mq)::::::ab. 
11p-111q 

Es digno de not.irse que la cantidad np-mq no es 
otra cosa mas que el seno del ángulo que forman entre sí 
los dos d.iimetros conjuados OF y OH, fig. S 8, porque Fig 5 8. 
siendo n y m el seno y coseno dei ángulo FOI, q y p el 
seno y coseno del ángulo HOI, la fórmula 
sen. FOH=sen. (FOI+HOI)=sen. FOI cos. HOI+ 
sen. HOI cos. FOI (r 1), da sen. FOH=1p-mq, 
atendiendo á que el ángulo HOI por cier debzijo del eje 

b'mp . 
II' tiene el seno negativo q=- -,-=-, que es preciso 

' a n 
hacer positivo en esta fórmula, y tomar por consiguiente 
-q en lugar de +q: de modo que tendremos 

· a/b1sen. FOH=ab. 
Es claro que si .. desde el punto F _se baja rnbre OH 

la perpendicular FQ, tendremos _ 
. FQ=OF sen. füH=b1 sen. FOH; 
y por consigui.entc el area del paralégramo FH será ignal 
á OHxFQ=a1b' sen. FOH: 
de donde se deduce, que el rectángulo formado sobre los 
semiejes a y b ó 01 y OL, es igual al p:ualelógrar.10 
FH, formado sobre los dos semidiámetros conjnudos üF 
y OH. . . 

Formando el producto a12b12 para la hipérbola se ve
rá que esta goza de la misma propiedad; pero serA preci-
so observar que en lafig. 59,el ángulo,FOH=FOI Fig. 

59
. 

-HOL. 
De todo lo expuesto se deduce la siguiente propie

dad: que los pal'a!elógramos construidos sobre los did
mr:tros co1Uuados, bien se,1n de !ti elipse, Ó bien de la !d
pérbola, son iguales al rectángulo de los ~fe:r, á causa de 
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qqe estos paralelógramos como lo manifiestan J, fi 
' ' as guras 

se componen de cuatro paralelógramos ignales d' 
· I ' 1 - ' , Y ca a uno igna a a cuarta parte del rectángulo de lo . 
8 s· s e¡es. 

I 4 . 1 representamos por s el seno del án ulo 
FOH, tendremos la ecuacion g 

la cual combinada con 

1
b1 b a s=a , 

a10+b''=cl+b• 
para la elipse, y .con 

para la hipérbola 
a

12 
+b''==a"-.b• 

nos servirá para hallar los semiejes a y b' cuando solo 
conozcamos do; semidiámetros conjuados, y el ángulo que 
forman ~ntre si. Una vez determinados los ejes, hallare
mo~ facilment~ los ángulos que forman con los diámetros 
con¡uados, valiéndonos de las expresiones de q' • • 

2 dl/ ,p,m, 
n , e numero I 4 6. Estas expresiones dan 

_:1:_ _ b'(a
2
-a12

) n'=b\a'-b1') 

p' - a2 (a 12-b')' "m::::a'(b''-b<-)' 
y sa~ando las raíces cuadradas, tendremos Ius tangentes de 
los angulas HOI, FOI. .. 

. Una advertencia se nos presenta aqui que al mismo 
tie?1Pº ~e ser notable es facil de hacer, y es que en cual
qmer elipse ~ay dos diámetros conjuados iguales entre sí. 
En efecto , s1 en las ecuaciones · 

,. b'' • bº I I a + =a+ -, abs=ab 
I b' se supone a = , sacaremos los valores 

12 a 2+b• ab 2ab 
a=::--, s=::-----

2. a1
• - a2+b' 

1ue nos dan á conocer 1a magnitud de los diámetros y el 
angulo que comprenden. En virtud del supuesto a1 b' 
l l d • •• ' os va ores e q , p , n , n/ se modifican de modo que el 
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primero es igual al tercero, el segun~o al cuarto, de _mo~ 
do que se tiene todo cuanto se necesita para determrnar, 
con respecto á los ejes, la siruacion de dichos diámetros. 

Si se refiere la ecuacion de la elipse á estos diáme
tros, toma la forma de 

t" +tt• =a•, 
semejante á la del círculo; la única diferencia consiste en 

la oblicuidad de las coordenadas t y tt; de modo que pne• 
de construirse la elipse, dando á las coordenadas del cÍr• 

culo la inclinacion que tienen los diámetros de que he
mos habl.tdo; y asi este medio nos suministra un método 
sencillo de trazar por puntos una elipse, euando se co~ 
nocen sus diámetros conjuados iguales. 

El lector hará bien en efectuar la construccion de las 
expresiones anteriores. En cnanto .á nosotros creemos ha
ber llenado las miras que nos habiamos propue,to, que 
eran, manifestar de qué modo se pueden deducir las prin• 
ci pales propiedades de las líneas de segundo orden, por 
un método verdaderam,!;nte analítico, é independiente de 
construcciones geométrÍCas. 

149. Hasta aqui hemos yjsto que la naturaleza de 
las curvas estaba cifrada en ecuaciones, refiriéndolas á un 
eje de abscisas con ordenadas paralelas entre sí; pero aho• 
ra vamos hacer ver que cualquier sistema de líneas que 
determine los diferentes puntos de una curva, es apropó
sito para darnos su ecuacion característica. 

Podemos mirar como tal, con respecto á la elipse, 
la relacion 

a"-cx c.i· 
z=--=a--

a a 
que hemos sacado en el n6m. I 3 o entre el r~dio vector 
FM=z, fig. 52,ylaabscisaOP;;;;;.'!.,'.Deaqmsededuce Fig. s2, 
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unn. construccion muy sencilla para la elipse; porque· dan
do valo¡·es á .r., sacaremo.s por líneas proporcionales la 

e :-v d d ' , .FM . d cantidad -- , q lle resta a de a, nos ara z o ; s1 es, a 

de el punto F, como centro, y con un radio FM, se 
describe un arco de círculo, este cortará la perpendicu
lar PM en Lll1 punto 1vf perteneciente á la elipse. Si la 
abscisa cayese en la parte 01' del eje, como en este caso 

• . ex x es negativo, tomariarnos z=a+ -. 
a 

Esta ecuncion se diferencia de las anteriores, en que 
la ordenada, en lugar de ser siempre paralela á una mis
ma recta, muda continuamente de direccion, y solo está 
sujeta á pasar por un punto dado; de modo que la ecua-

. c:v 
cion z =:a- - , aunque es de primer grado, no es la a 

de una línea recta, como sucede cuando sus coordenadas 
son respectiva mente pnralelas á ejes fijos. 

En el sistema de coordenad,1s qt1e estamos conside
nrndo, parece bastante natural poner el origen de Lis abs
cisas en el pnnto F, del cual salen Jas nuevas ordenadas 
ó los radios vectores, y por consigl!liente poner en lugar 
de OP=x, FP=x', y asi tendremos 

·x ó OP:::::0F-FP=:c-x' 
, c(c-.1:1

) aº-c 2 cJ:' 
y z=:a---;¡--==~-+-;;:, 

poniendo~ b~6it;f' igual a2-c\ saldrá 
b

2 +c:1:' 
z==--. 

a 
Muchas veces en lugar de la abscisa .t' se introdt1ce 

el ángulo IFM, l0 que se consigue observando que en , 
el triángulo rectángulo FMP se tiene 
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FP=FM cos. PFM' ó x'::::-z c?s. IFM ( 2 3) 
,...,A l , 1 IFM saldra llamand~ e angu O , ' · b,,. 

b~-cz cos. <P ✓ •_;_ 1 . 
z=-----, 0 z_ a+c cos: ((J • • 

a . . las aphcac10· 
Se hace mucho uso de esta ecuac1onl enll a ccuacion 

. , 1 A ía y se a am nes de la Anahs a a stronom ' . 1 · ordena-
. , d s aquellas en que as Polar, lo mismo que .. ª to ª ll '. de ta ctwvq.. 

. to que se ama pofo . , . 1 das salen de un misqio pun, " . •. teriores cori a 
. Haciendo las mísmas trasformaciones an 
· • d os . cx-:a d l hipérbola ( I 3 2) ten rem ecuac1on z= --- e ª . 

ª· 2 ,' x.' . b2
~ ex'., J -a-1a . __ . _ 

~:..,.. a a 
b" b'-czcos.m ✓ __ 

.'1' oz=- · z = --.. ..,.. . .,... ---- ,\: a +(l::os. <P 
, ~ por En la parábola' hapendo FM=z' fig. 5 4, y 

ser FM=QM (134) teudr~mos . 
z=c+x, 

'· · · ' ¿ IP se tendrá pero representan ° x ' , , , 
x=IF-:--FP=c-x, .. \,·, 

de dqnde. / I ,z= 2.c-x • 

/ 171 / z-z=.2c-zcos. 'I', 0 - i+cos. cp 

· ue Podemos ligar entre sí las tres ecnac1o_nes q 
I 50. 1 tres curvas, introduciendo en 

acabamos de hallar para 11¡. , l'é donos de ]a 
d . b el parametro' va I n 

lugar .del s.eg~n o (e¡e ') Con esta sUl§stid.fon la ecua
ecrn1c1on b =2 ap 1 37 · · 
cion de la elipse se trasforma en 

r ½ap __ 2P --, 
z.=: - e 

a+ccos.cp I+-cos.q, 
a 

TOMO IV. HH 
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la cual cuando a sea negativa y e> a ., , b 1 , set a 
per o a,* y cuando e== a' y e infinita en 
== 4c', será ~a de la parábola. ' 

S. h e 1 acemos - = e , tendremos a 

la de la hi
~o caso p 

P - 2 ( ") a(I-e1
) - a I-e , z==~-. 

b · . 1-f-ecos.cp' · · · 
;110 cuy.a forma' cuando e< I' tendremos 1a elipse .. ' 'I 

circulo s1 e- 0 . si > · .. ··. , } e 
, b 1 . ..-: ' e r , Y a es negat1 vo tendrerirns la hi-

per o~; y s1 e=~ y a infinita, será la paráboln. 
. Fmalment~, 'Sl se quiere eliminar a del res11lt' íldo an 

tenor . '; . • • -
, y poner en su lugar I.t _d1St.inc1a del vértice al fo-

co, nos valdremos de la relacion e-a , ( ) 
- -e 1 37 que notda 

~;; ae =a._ t:I, de donde a= -.:.:_ _ 
l-e 

y 
I+ecos.~ · , ··, 

d I
r 5hr: , bLals propiedades fondan1e11tales de 1n elipse. 

e a iper o a y de l 'b 1 , 
n, b. --- a para o a, que hemos visto en el 

um. I 3 9' ien sea con respecto á los e ·es / b' 
respect? á los diámetros' son las misn1as ¡ue'1ºs i~n ~on 

l · ' q a que·t1e' nen as curvas que resultan d ] . . ... 
e a 1ntersecc1on de un 1 

no co~ una superficie cónica. V,1mos ahor , p a• 
esto sintéticamente. ª a demostrar 

Sea ASE fig 6 I .. . · 

1 ' • , un como cualquiera de base cir-
cu ar' esto es' la superficie en endr d· . ' 
jeta siempr~· pasa'r1 or el g ª '1 P01 una recta sn-

c . • d , p punto S, Y que recorre la cir-
cunie1enc1a el cHculo ACBD. 0 • 

· L es evidente que · 
cortamos este cono por trn plano cualquiera CSD . s1 
se por el -vértice ó cúspides del con ¡.' . qu~ pa

. . 0 , as u1tersecc1ones 

" En este caso ,p es suplemento de IFM ~ 
· • ,1,1.g, 53· 
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serán dos líneas rectas correspondientes á las dos posicio
nes suc.esivas qúe torna la .recta generatriz , ~'iando ha lle
gado á los puntos C y D, puntos en que elft,lano secan
te CSD corta la circunferencia ACBD. 2..º Si el plano 
secante es A'CB1D1

, y paralelo al plano de la base AC 
BD, .la seccion será un círculo, lo cual se demuestra fa
_cilrnente, imaginando que se haya tirado por el punto S 
y el centro de la !:>ase el ejr SO:, del cono, y que se ha
yan hecho pasar por este eje dos planos ASB y CSD, 
cuyas intersecciones respectivas con ACBD, Y. A1C1B1D1 

sean AB. y A'B', CD y C'D'; porque en este caso los 
triángulos semejantes COS t C'O'S'f 
nos dan 

co : C'01 : : so : Si'()1' 
y los triángulos semejantes AOS y A'01~0s dan tambien 

, AO: A'O' :: SO: S't>' 
y como por construccion · AO -CO, tendremos 

A10'=C'01
, 

lo que prueba que todos los radios de la seccion A'C'B'D' 
son iguales, y que por consiguiente es un círculo, , 

Se debe tener presente que la superficie del cono es 
indefinida, asi por debajo del plano de la base ACBD, 
como por encima del vértice S, porqt1e no hay circuns
tancia alguna que limite la longitud de la recta genera
triz ; y asi vemos facilrnente que la prolongacion Sb de la 
recta SB, engendra otro cono colocado inversamente con 
respecto al primero. 

IS 2. Imaginemos ahora que el plano seca11te no sea 
paralelo á la base ACBD del cono, sino por el contrario 
que la encuentre segun la recta GH, fig. 6 z ; bajemos 
desde el centro O la perpendicular OG sobre GH, y ha
gamos pasar el plano triangular ASB. Es claro que si el 

Fig. 62., 
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plano secante encuentra al mismo tiempo los dos lados 
SA Y SB, 1 que por consiguiente no penetra en el co11o, 

superior aSI\Ja _seccion lMI'm será una curva cerrada y 
rentrnnte en s1 nusma. 

Esto supuesto tiremos paralelamente á ACBD dos 
planos EMFm, E1M1F 1m1

, que encontrarán al mismo tiém .. 
po al plano secante IMI'm: las comunes intersecciones de: 
estos planos, represen radas por Mm, M'm', serán paralelas 
á. GH, y por consiguiente perpendiculares á las líneas 
EF y E'F~ que son paralelas entre sí, por ser las comu
nes intersecciones de ·los ip]anos EMF m, E'M'F' m' con el 
plano ASB. Siendo Ji curvas.EMFm, E'M'F'm' circlln• 
ferencias de círculo por lo dicho en el número anterior, 
tendremos Ir ' 

, PM
2 

~ ~ X FP '. _P'Ml . E'P' X W;. . . 
pero la lrnea II ~ que es la comun interseccion de los pla
nos :ASB y IMI m, forma con las líneas EF ; E'F ', y con 
los lados del cono, los triángulos EIP, E'l'P', y los trián~ 
gules FI'P, F'l'P' que son semejantes; los primeros 
nos dan · 

EP : E'P' : : IP : IP' 
y los otros 

. . FP : F'P' : : I'P : I'P', 
rnultiplican<;lo estas dos proporciones o;·denadamente, ten~ 
dremOs · 

EP X FP : E'P
1 

X F'P':: IP X I'P : IP' X I'P'· 
y sub;tituyendo por EP x FP )' por E'lj "'p1p' 1 ·• 

- , _ 2 ' "' , sus va-
lores P .M y P' M saldrá 

Plví' : P' M'" : : IP. x l'P : 1P' x I'P', 
cuy~ proporcion representa la propiedad característica de 
la.elipse, expuesta eu el núm. :i 39 • 
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oí ,i 5 3. Si el triángulo SH' fuese semejante al trián
gnlo SAB, sin que la línea 11' fuese: pai'aleh1 á AB:, · lo 
cnal se verifica ria si .el ángl!lo SII' ·fuese iguál á' SAB, 
en cuyo caso SI'I tambien seria igual á SBA, en Cll}'O 

caso los triángulos EPI y FI'P serian semejaütes entre sí 
y nos darian 

EP : I'P : : IP : FP_, 6· EP x FP·- I'P x IP 
y como en el círculo EMFm se tiene 

Í?M 2 = EP X FP, 

tandriamos PM
2

:::;: I'P X IP,: 
de suerte que la seccion IMiní seria un círculo en este· 
caso, si l.1s ordenndas PM eran perpendicula1es al diá
metro II'; pero para que se verifique esto último, es pre
ciso qne la comun interseccion GH del plano secante con 
la base del cono, sea perpendicular á un mismo riem po 
no solo á la recta GA, sino tambien á la recta GI, esto 
es, que sea perpendicular al triángulo SAB tirado por el 
eje, y que por consiguiente que este eje sea perpendicu
lar al plano de la base .del cono y al plano secante. Cuan
do se verifican todas estas circunstancias., se dice que el 
plano sec,rnte es antiparalelo al de la base: de modo que 
en un cono de base circular, la seccion antipnralela á 1a 
base es un círculo, del mismo modo que la seccion que 
es paralela á dicha base. 

154. Si el plano secante tuviese, con respecto á los 
lados del cono, la situacion que representa la fig. 6 3 , es
to es , que encontrase á un mismo tiempo los dos conos 
opuestos, forma ria en cida uno una curva indefinida, por
que una vez que el plano haya penetrndo al cono, ya no 
deja m,nca de cortarle. Como lus dos conos opuestc-s no 
forman, en realidad, mas que una sola superficie, se de• 

Fig. 63. 
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ben considerar las dos curvas Kik, K'I'k.', como que solo 
componen una curva. Desde luego se nota uaa gran se
mejanza entre esta curva y la hipérbola; pero para hacer 
ver que son idénticas, es preciso ademas que hagamos ver 
que esta curva posee las propiedades características de fa 
hipérbola. Suponiendo que se haya determinado el plano 
ASB del mismo modo que en el núm. IS 2 , y que se ha
ya tirado el plano EMFm paralelo á ACBD, y que ade
mas se hayan tirado las rectas II', Mm, M'm', que son las 
comunes intersecciones del plano secante con los tres pla
nos ASB, EMFm, ACBD, comparemos los triángulos 
EIP, AIP', que nos darán 

EP: AP' :: IP: IP', 
y los triángulos tambien semejantes FI'P, BI'P' que nos 
darán 

FP : BP' : : l'P : I'P' 
multiplicando estas dos proporciones ordenadamente, saldrá 

EP X FP : AP' X BP' : : IP X I'P : IP' X I'P'; 

pero como las secciones EMFm y ACBD son círculos, 
cuyos diámetros EF y AB son perpendiculares por cons• 
truccion, á las líneas Mm y M'm', tendremos 

EP X FP = PM2, AP' xBP'== P'M' 2
; 

y por consiguiente 
. -• --• - - -· -PM : P'M' : : IP X I'P : IP' X I'P', 

cuya proporcion encierra la propiedad característica de 
la hipérbola, que hemos hallado en el núm. I 3 9. 

I 5 5. Nos falta examinar el caso en que el plano 
sec~nte sea paralelo á uno de los lados del cono, como 

Fig. 64- lo manifiesta la fig. 64. En este caso no podrá encontrar 
mas que uno de los dos conos opuestos; pero .siempre le 
cortará, de modo que la seccio11 Mlm será una curva 

1 

l 
j 
1 

1 
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abierta é indefinida, parecida á la parábola, con quien 
vamos á probar que es idéntica. Habiendo tirado los planos 
ASB, EMFm, ACBD, del mismo modo y nrnnera·que an
teriormente, el paralelismo de las líneas IP' y SB, nos da 

FP=B'P'; 
por otra parte los triángulos EIP, AIP', por ser seme
jantes nos dan 

EP: AP1
:: IP: IP', 

multiplicando uno de los términos de la primera razon por 
FP, y el otro por BP' tendremos 

EP X FP : AP' X BP':: IP. IP'; 
pero los círculos EMFm y ACBD nos dan 

PM
1 = EP. X FP, P'M" = AP'º X BP' 

por consiguiente tendremos 

Plvi' : P'M'' : : IP : IP', 
cuya proporcion representa la propiedad característica de 
la parábola, de que hicimos mencionen el núm. I 39. 

I 5 6. Tambien se pueden examinar en el co1io lns 
circunst:.mcias, en virtud de la_s cuales mudan de natura
leza las, líneas de segundo orden. En efecto, si el plano 
secante pasa por el vértice, sin cortar al cono, la seccion 
se reduce á un punto, cuyo caso corresponde al que no. 
tamos en el núm. I I 6. 

Cuando pasando el plano secante por el vértice cor
ta al cono, se tienen dos líneas rectas; y si der,pues se se• 
para el plano secante del vértice del cono moviendo dicho 
plano p;ua1elo á sí mismo, se tendrá una porcion de hi
pérbvias, las cuales tendrán todas ellas por asípt:itas las 
dos rectas anteriores, referidas ó pro¡ect,rdas , sobre el 
plano de la curva, por medio de perpendicLlares 6. dicho 
plano ( 11 8 y I 2 8). Finalmente, si el phmo secante es 
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paralelo á un lado del cono, y pasa por el vértice,· no 
hace mas que tocar al cono segun una línea recta, qt1e 
debe mirarse como doble; porque es la reunion de las dos 
ramas de la parábola, las cuales estrechandose mas y mus 
á medida que el plano secante se aproxima á ser tungen
te al cono, se acercan á confundirse con dicha recta 
( I I 9 y I 2 8). 

Por otra parte cuanto mas se aparta el plano secante 
del vértice del cono I tanto mas se abre la parábola y se 
ensancha en su vértice; y por consiguiente tanto mas se 
aproxim•a á la línea tirada por este punto perpendicular~ 
mente á su eje. 

I 5 7. V amos á examinar ahora las propiedades· dé 
las líneas rectas que cortan ó tocan las curvas de segundo 
grado. Y para seguir el mismo método de que nos he
mos valido para el círculo ( I o 5) tomaremos la ecuacion 

y-(6= A(.i--cL), 
que es la de u1,1a recta que pasa por un, punto, cuyas 
coordenadas son e1, y /2,, y qúe forma con .el eje da las 
abscisas un ángulo, cuya tangente trigonométrica es A, 
La combinaremos con la ecuacion l=in.1:+nx"',ic¡'ue es 
comparable con A 1t''+C1u12-E11/=o (r Q8), y asi com
prende las tres curvas de segundo grado. Haciendo co1110 
en el núm. I o 5 • ----:------Y ('17 - dY + (;·-RY =z 
se tendrá 

z Az 
:1: =el,+ --===-' y= (6 +- -:~====, 

V1+A" v'1+A~ 

. d b . I A' d ,, bac1en o para a revtar -==--=--=-- = , se ten ra 
v'1+A~ 

x=e1.+A
1
z,. y=f2>+.AA'z, 

"' 
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cuyos valores _sustituidos en la ecuacion l=mx+nx\ 
sacaremos la trasformada siguiente. 

z , • ,n ··• { mcJ..+mA'z 
(6 + 2(6AA z+ A A ~z = • A' A'ºz'}; 

+12c1. + 2n ct.z+n . 
Pasando todos los términos á un miembro y ordenando 
respecto de z , tendremos 
(A"-n)A''z"+(/óA-!11~-nct )2A1z+f3"' ~md.-ne1.

2= o, 
ó lo que es lo mismo ft ··. . 

,.. (R,A-½m-nr1.) 
2 

W-me1.,-ne1.-z. 
z +- (A'-n)A---¡-z + (A"-n)A'2 =0

• 

En esta ecuacion la incógnita ::-. representa la distan
da EM, fig. 6 S , que híly entre el punto dado. E , y uno 
de los puntos de interseccion M y M' de la recta EM con 
1~ curva AC; teniendo el valor de esta distancia se de• 
terminarán fácilmente las .coordenadas de la interseccion. 

Por lo que precede se· ve claramente que una !í-
1zea ,·ecta. no puede cortar mas que en dos puntos á una 
cur'Va de segundo grado. . . , 

1 S 8. En este caso sucede lo mismo que en el del 
círculo ( 107), de modo que deben de ser iguales los dos 
valores de z cuando la línea recta 'en cuestion no l1aga 
mas que tocar á la curva; v. g. en el punto N, porque 
los puntos M y M' se aproximan mas y mas, á medida 

- que la línea EM se acerca á EN. Y como la diferencia 
de los dos valotes de z comprendidos en la fórmula 

{6A-1m-nr1. ~ ¡ ªA . 1 2 nz ,. z=----2--+-v(p ...;;.zm-ncJ..) . p -mcl.-1!='::_ 
(Aº-n)A' -(N-n)A' - (A'"-A'n)"' 

está representada por , 
. -1 /_f?;.....:A=--_-½_m ___ n_ct.---=(6-• --1:-¡¡_d., __ n_ct..-:::-e2 

2 V---=----- -
(A~-n)A' (A"-n)A'" 

esta nos da la longitud de la cnerda MM', cuya diferen~ 

TOllO IV, II 

Fig. 65. 
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cia se lia_ce ?ufo, cuando coindden los puntos M r M', y 
por cons1gmente tenemos para el punto N, la siguiente 
ecuac1on 

ªA r O n· . 2 

(
,__, - 2 m-ne1.)- p·-mcr.-ne1.. 
(A2 -n)A' - (A2-n)A'2 - º· · · (i). 

Desenvolviendo esta ecuacion, se verá que A'" des
aparece como dii1isor comun, ~11 nus queda una ecuacion 
que nos da el valor de A; y por consiguiente nos deter
mina la posicion de la recta EN , tirada por el punto N, 
tangente á la curva AC. 

Si solo queremos considerar los casos mas sencillos, su
pondremos que st: haya tomado el punto E sobre el eje 

Fig. ·66. de las abscisas AP, fig. 66; lo cual hace que {?,;;;:
0

, y 
asi la ecuacion ( I) será 

(½m+ne1.,)2 me1.,+ne1..2 

(A2-n)2 + A•._-;¡-= o' 
la cual, despues de haberla desenvuelto, se reduce i 

2 A~ .A, ¾m +mci. +ne1., =o 
que nos da 

J 
A- 5:m 

-V~m~ci.,.· 

Aunque esta expresion se presenta bajo una forma 
jmaginaria, no obstante puede ser real en virtud de los 
valores particulares que pueden tener las cantidades m, n, 
y d., lo cual sucederá siempre y cuando la situacion del 
punto E y la n.tturaleza de la curva permitan tirarle una 
tangente por dicho punto. 

IS 0, Hay un caso en que la condicion de tangencia 
se simplifica mucho, y es cuando ademas de estar sobre 
la curva el pnnto dado, debe de ser este el punto de 
contacto. En efecto, si el punto E se confunde con M, 
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fig. 6 S, en este caso habrá entre et y {3 la misma relacion Fig. 6 5 • 
que entr(; X é J' , esto es " 

2 '2 ~ n_<J. -(3 =mct.+na., o 1:, -me1..-11cr. =o, 
lo cnal trasforma la ecuacion ( I) en la siguiente 

(2,A- km-n:i.= o, 
de donde se saca 

que es la expresion de la tangente del áng~lo que la rec
ta TM debe formar con el eje de las abscisas, para que 
toque á la curva AG.. . . 

Tendriamos determinada la s1tnac1011 de esta recta mas 
comodamente, si ademas del punto de contacto, cono
ciésemos otro punto; el que se presenta naturalmente es 
el punto T en que la recta en~uentra al e¡e de las abs
cisas , en el cual J = o , y as1 su ecnac1on 

, 
sera 

y-(ó=A (x-ct.) (85) 
{3 

-(ó=A(x-e1..) y .:i:-ci.=- A 

la cantidad x- el es la diferencia de abscisas de los pt:n • 
tos M y T, y por consiguiente representa la pomon 
PT del eje AB, poniendo por A su valor, tendremos 

PT=- W *· Jm+11:L 
La línea PT se llama ;1bta11gente; y una vez deter• 

minada, se obtiene la tan gente I uniendo el punto M con 
el punto T con una recta. 

I 6 o. Para conocer el valor de la subtangente en 

* En la figura PT, es la suma de las líneas A~ y AP '. porque la 
abscisa AT del punto T es negativa con respecto a la abscisa AP del 
punto M C 76 ). 
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cada una de las curvas de segundo grado, bnsta compa
rar sucesivamente las ecuaciones 

z, p. z p .. , 
J :p.i - .- X , J :_p.'I: + - :i:M J -:111' 

2a 2a ' -., .. , 

con la ecuacion l==mx+n:i/. Como en todos los casos et 

y f3 representan fas coordenadas del punto de conracto si
tuado sobre la curva, es claro que tienen entre sí estas 
coordenadas la misma relacion que .i- é y; por consiguien
te sustituy~ndo por W su valor, hallaremos para la pri
mera ecuac1on , que es la de la elipse 

P . p(a-Cl) 2act-i:t.º 
m :p, 11=- -, y as1 PT=--2 · =----· 

2a . 2a{6 a+"- ' 
para la segudda, que es la hipérbola 

p . 2a(6z 2att+ e1.. 2 

m p,n=-, yas1PT=---,---= 
2a p(a-r:J..) -- ---;;~-; 

finalmente para la tercera, que pertenece á fa parábola, 
• , '} (62 

m :p, n=o, y as1 PT=- -=-2Cf.. 
p 

Esta última expresion, que es la mas sencilla de las 
tres, hace ver que en la pardbola la subtangente es do

Ue de la absci~a. El signo - que tiene, lo mismo que· 

las ~emas, manifiesta que debe tomarse sobre el eje AB, 
pamendo desde el punto P hácia el lado en que caen fas 
:i: negativas ; pero como por otra parte la forma misma de la 
curva indica claramente hácia t¡ué lado debe caer la sub
tangente, prescindiremos del signo desde aqui en adelante. 

La comtruccion de las sti btnngentes de las otras dos 
curvas es tambien muy sencillo; en efecto para la elipse 
tendremos 

2ael-Cl2 

a-el: 2a-ix.:: et: --- =PT, 
a-et 

para 1a hipérbola 

DE TRIGü~O:METRIA, 

2aa.+c1.: 
a+r:1,: 2a+Cl :: Cl: ----:=PT, 

a+"· 

de modo que está reducido á hallar cu:irtns proporcion::iles. 
Es una cosa bien digna de notarse q ne el segundo 

eje b no entra en las expresiones de fos subt:mg_cntes; de 
modo que á una misma abscisa corresponde la misma sub· 
tangente en todas las elipses que tienen el mismo eje rna• 
yor, y otro tanto sucede á las hipérbolas. Y como por 
otra parte la elipse se trasforma en un círculo cuando b=a, 
podemos tirar una tangente á la elipse, tirándola antes al 
circulo; porque si se prolonga la ordenada pm, fig. 56, 
hasta que encuentre al círculo descrito sobre el eje ma. 
yor, y se tira la recta nT tangente en n al círculo, 1a 
subtangente PT será tambien, en virtud de lo . di~l10, 
subtangente de la elipse en el punto m, y por cons1grnen• 

te tendremos la tangente uniendo el punto T con el pun
to in. Tendriamos una construccion parecida á esto para 
las hipérbolas, una vez que tuviésemos la subtangente de 

la hipérbola equilátera ( I 2 8). 
1 6 r. Conociendo la subt:mgente se sacan fácilmen• 

te las expresiones de la tangente, de la subnormal y de 
la normal, que se llaman así á las línens TM, PR, MR, 
fig. 6 5. La primera es la parte de tangente comprendida 
entre el punto de contacto y el eje de las abscisas; la se• 
gunda es la parte del eje de las abscisas comprendida en• 
tre el extremo de la ordenada PM y el punto R, en e_¡ ue 

encuentra á dicho eje la perpendicular tirada á la tangen
te en el punto M; y la tercera es la longitud de esta 
misma perpendicular, tomada desde el punto M hasta el 
eje de las abscisas. 

I.
0 El triángulo TMP, rectángulo en P, nos da 

Fig. 56. 

Fig. 65. 
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MT=.: VpJvf"+PT'· 

2.º Los triángulos PMT, Plv!'R, que son semejan
tes por estar formados por la perpendicular MP 

I 
bajada 

desde el ángulo recto del triángulo TMR, rectángulo en 
M, nos dan 

PM' PT : MP : MP : PR , de donde PR = -
PT. 

3 .º El triángulo MPR, rectángulo en P, nos da 

MR:= VpAf"+f5R"• 

Es claro que estas fórmulas convienen á tortas fos cur
vas, y qne para aplicarlas, por ejemplo, á la elipse, bas
ta poner en la primera y en la segunda, en lugar de PM 
y de PT, los valores relativos á esta curva, y despues 
con el valor que se haya sacado para PR y con el de PM, 
se sacará el de MR : lo mismo se hará para la hipérbola y 
para la parábola. Como todo esto es sumamente fácil, 
sol~ pondremos los resultados finales de semejantes substi
tuciones. 
Para la elipse 

2ae1.-c1 . .'' 11 / b• · 'lad.-o."')' 
PT=--, MT=V -----..-(2ad.-a')+(--·--

a-~ a ~d. 
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para la paráboki. 

PT= 'ld.,, MT= VpCJ..+4e1.' 
PR -Ip MR= ·/1}C1.+-'· ·/. 

-~ ' I -+r 

Se obtienen resultados un poco mas sencillos, por lo 
que hace á las dos primeras curvas, cu:1ndo se menta~ !::is 
abscis.1s desde el centro, pero no puede hacerse lo :n 1sm o 
con la parábola, porque carece de centro ( r 2. 8). Pa::-a s~-
c"r dichos resultados, en la elipse, basta hacer e1. = a -e1.,, 

M / I 
y en la hipérbola, hacer C1.. =e1..'-a; re~resentando cJ... a 
nueva abscisa contada desde el centro: s1 hacemos las sus
tituciones, y efectuamos las reducciones, sacaremos para 
la elipse 

PT=ª -_.::_, MT=V-
2 

(aº-d.12)+ ---
1

-
z /Z -a / hº (d. z -::1.i')' 
~ a a 

b' -t / b' b" , 
PR= - e1.', MR= V-" (a'-r.1..10

) +-. e1.'·, 
a·• . ,i· a'"' 

parkv la l1ipérbola 

YiL, a''-a' MT= Y hº ((.},,''-aº)+ (CJ.'2--.-1')·" ;,:7 CI.' > aº Cl.,I 

. b" ""' / b" b4 
PR=- a.1,a' MR= V-. (a.'º-aº)+-

4 
r:J.''. 

a' a· a 

16 2. Aunque sin duda es m1y elfgnnre el método 
que acabamos de exponer, de tirar tangentes 6 lns curY,IS 
de segundo grado, no ob5tante no deb:.o_mos dej:1r d~ ha
blar de las resoluciones sintétirns que di,.;ron los antiguos 
ele este mismo problema, y asi vamos á e:xpon1,;rh:s bre• 

vemente. 
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Fig. 52. 
I.

0 

Se tirarán por el punto M, tomado sobre la el' . • lp-
se, ~- 5 2 , l~s dos rad10s ve~tores F~f y F'M; se pro-

Fig. 53• 

longara uno de ellos, por e¡emplo I◄ 'M hasta G, de 
modo que MG sea igual á FM; se tirará despues FG 
la recta MH, levantada perpendicularmente en el medi~ 
de FG, será tangente en el punto M, porque no tendr' . a 
mngun otro punto comnn con la curva mas que está este. 
En efecto, si tomamos otro punto cualquiera N sobre es
ta recta, y tiramos las rectas FN, F'N, tendremos 

F'N +NG>F'G, 
ó lo que es lo mismo 

F'N +FN>F'M+FM>II';, 
porque por construccion MG =FM, NG=FN; y como 
se veria fácilmente que parn los puntos colocados dentro 
de la elipse, la s~1ma de bs distancias de cada uno de 
ellos á los focos es men·or que el eje mayor, se sigue de lo 
expuesto que el punto N está fo era de la elipse, pues que 
la suma de sus radios vectores es mayor que el eje II'. 

Esta construccion nos hace ver al mismo tiempo que 
los ángulos FMH, F'MN , formados por los radios vec
tores con 1a tangente, son iguales, y que la normal en 

el punto M dividiria al ángulo FMF 1 en d,os partes 
iguales. 

2. º Cuando el punto M es de una hipérbola, fi. 
gura S 3, es preciso tomar el radio vector menor FM 
sobre el mayor F'M, y no sobre su prolongacion: con• 
cluyendo la construccion del mismo modo que anterior-
n1ente , tendremos en este caso .. 

F'N<F'G+ NG<F'G+FN, 
de donde se sigue 

F
1
N-FN<F1G<F'M-FM' 

lo que prueba que el punto N no pertenece á la hipér• 
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bola. No está colocado en lo interior de la curva , porque 
para esto seria precisC> que la diferencia de las dist~ncias 
á cada uno de los focos fuese mayor que el eje II • · 
En efecto, si se tira F'm, se tiene 

. F1m-Fm=F'm+Mm-FM, 
y como F'm+Mm>F'M, se sigue que 

F'm-Fm>F'M-FM. 
De esta construccion resulta tambien la igualdad de 

los ángulos FMH y F'MH, ó RMN. 
3. º Cuando el punto M pertenece á una parábola, 

fig. 5 4, no tenemos m~s que un radio vector; pe.ro en, Fig. S 4. 
lugar del otro tenemos a la recta QM paralela al e¡e IB, 
y el punto Q hace veces del punto G,_porque QM=~M; 
Considerando despues un punto N, bien sea mas arnba o 
mas abajo del punto de contacto, se tiene al mismó tiem-
po QN y FN>ON; por consiguiente el punto N está 
fuera de la curva. 
· De est:i tonstruccion se deduce que el ángulo FMH 

es igual á QMH; y ademas se debe observar que este 
último es·igual a'NME que est~ formado por la tangen-
te y la recta ME paralel

1

a al ej~ IB. . 
Si aplicásemos el calculo a estas c:onstrucc1ones, ha

llariamos los resultados que obtuvimos en el número pre
cedente. 

163. La consideracion de las tangentes á la hipér
bola da lugar á una drcunstancia muy n~table, q~e c~n
siste en que aunque la hipérbola se extiende al mfim_to, 
no obstante cada una de sus ramas se halla comprendida 
entre los lados de cierto ángulo, sin que jamas los llegue 
á tocar, como lo manifiesta la fig. 67. Esta misma cir
cunstancia , que ya observamos de otro modo en el nÚ• 
mero I 1 8, se nos vuelve á presentar ahora observando 

TOM:O IV. KK 
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la marcha 'de fo _subtangente PT, á me<lida gúe el punto 
de contacto ~ 'se' aleja sóbré • lit curva y se ·sepnra del 
punto I, ó _lo g de viene a ser lo ·mismo; á. medida que 
crece la abscisa .. OP. Representando por :i: la OP, tenelllos 

a:"-a 2 

( 16 r) PT=: --:--.; y como OT:::::;:OP-PT,asaldrá 
X~ . . 
, ~ ··· · ·.i-~-as ¿,,2 · 

OT =:X-'.' -.----:-,...:.. --. 
:t' X 

Este resultado manifiesta claramente gue cuanto mas 
creo; x. tanro mas dismin1,1,ye OT, y taQto mas el, punto 
T se acerca al punto o; pero gue jamas puede ·Uegar á 
confundirse con él , porque µna fraccion jamas puede lle
gará ser nula, mientras que su numerador no desaparez
ca ; por consiguiente el punt_o:O.de~~ p~irarse como el lí~ 
mi;e, hácia el cual tiende:siry. .cesa.re¡ :pun~o J;: 4 propor-. 
cion que crece la abscisa. Es preciso que examinemos aho
ra qué alteraciones experimenta, .. en las. mismas circuns
tancias, t:l ángulo _MTP qne deter,\nipa_ la ·sirnacion de la 
\angente .con respecto a 1 eje de las abscisas. L.i, :expr~sion 
de la tangente trigonométrica de. este ángulo és . · · 

MP bx 

PT == av' x• ~ ( 3 o ) ' 

b 
que dividiendo por .i- ambos térrrii~os' será vi' ~• 
. . a I--

. x• 
.. 1 ::t 

en donde se ve que á medida que x crezca, la fraccion ª. 
. X 

b 

disminuye, y asi la expresion -a / -;;- tiende hácia 
aV 1--

x• 
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1 'd d b el a'ngulo MTP no puede pues dismi-a cant1 a -; . 
a 

nuir indefinidamente, y el límite• al cual jamas puede 
llegar, pero sí acercarse mas y m~, es el ~ngulo E0I, 

. b . . l 
cuya tangente trigonométrica es -;; ; por cons1gmente a 

hipérbola jamas puede llegar á tocar la línea E0, por 
mas gne se prolonguen uno y otro. , . 

P,trn construir el ángulo E0I, se tomara sobre el eie 
II' una abscisa cualquiera; por ejemplo, el semieje 0I; 
y como el triángulo rectángulo E0I nos da EI=Ol tang. 
EOI, tendremos , · . 

, b 
El=Oix- =b 

a 

porque OI=a. Por consiguiente levantando en el punto 
I una perpendicular EI=b,_ la recta 0E que una los 
puntos O y E, será el límite de todas las tangentes de 1~ 
rama IK de la hipérbola: este límite es lo que hemos di
cho que se llama asímptota. Es claro que hay otra asímp: 
tota Oc en la parte inferior del eje II' formando con este 
eje el ángulo que la primera·, que es el límite de las tan• 
gentes de la rama Ik. 

1 64• Será útil hacer ver de q~é m?do se. pasa, de 
la ecuacion de la hipérbola con relac1on a sus e¡es, a la 
referida á sus asímptotas. Para esto tírese por el punto 
M, paralelamente á la asímptota Oe, una nue;a ordena

da QM, y hágase QO=t, QM=u, es evidente que 

OI IE · 1 d l - y - son el uno el coseno y el otro e seno e 
0E 0E 
ángulo EOI comprendido entre el eje de las t, Q0, y 
el de las .i·, II, y como 
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OI=a, IE:::b, OE=Vof+IE'= Va'+bg 
sacaremos ( I 2 2) 

11 h m==-- n·------
v' a'+b 2

' - Va~+b'. 

Considerando despues el eje de las u, Oe, tendremos 
OI Ie 

cos, cOI = - sen ,,OI- _ 
· Oe' '" - O, 

y como Oe=OE, Ic==:-IE, saldrá 
_ a -b 

P- ../ d2+b' 'q= v a'+?11 

y valiéndonos de las fórmulas generales 

sacaremos 
x-::=.mt+pu, y=nt+qu 

_ a(t+u) - b(t-u) 
X - -.-====::-, J= ---• 

Va"+b' Va 2+ii-
Cuyos valores sustituidos en la ecuacion 

b• ,. ~ .,, 'b,,_ x -a y =a 
la trasforman' despues de hechas las reducciones, en 

4tu 
;;:;:p ==1, ó tu=¾ (a'+b'). 

,Esta últihrn ecuacion' semejante á la trasformada de 
el num. t :i o' patentiza la propiedad que tienen las asímp• 
toras; porque de ella se saca 

t(a'+b~) .!.OE'" ,~----.::.. , QM 4 - 'o =- --
t QO 

que manifiesta que la ordenada QM . d' . , . va siempre mmnn-
yendo_ a med~da que el punto Q se aparta del punto O, 
pero sm que ¡am~s pueda llegar á ser nula. 

Cuando la hipérbola es equilátera ( 12 8) ,._ , º-ª, en 
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cuyo cono la tangente del ángulo EOI, representada por 

·~ , es igual á I ; por consiguiente cada asímptota forma 

con el eje II un ángulo' igual al semirecto, y las dos jun
tas forman enrre sí un ángulo recto. La ecuacion tu=¼ 
(a 2+b"), trasformándose en tu= ½a\ hace ver que el pro
ducto de las coordena'd~s t y u es igual, en este caso , á 
la mitad del cu¡1dr_qdo del sewieje tr~sversal OI. 

Se nórará fácilmente que si se tiran por el punto I 
las rectas ID y Id, respectivamente paralelas á Oe y á 
OE; se formará Un: ron-ibo:, cuyos lados ID y Id serán 
las coordenadas del puntó 1I situado..'sobre el, eje, refeci-
das á las asímptotas; por consiguiente tendremos 

-- -- -2 

ID x ld::::;ID --!(a2+b2
), 

de donde se saca 

y en general 
QOxQM-ID~. 

.. En el caso en que la :.hipérbola sea equilátera , el 
rombo Dd es un cuadrado,. porque el ángulo DOd es 
recto. 

El cuadrado ID~, que equivale á la cuarta parte de 
la suma de los cuadrados de los semiejes de la hipérbola, 
es lo que los antiguos geómetros llamaban potrncia de 
la hipérbola. · · 

I 6-5. Es claro que si prolongamos las líneas MP y 
PM', que son las ordenadas con respecto al eje II', basta 
que encueútren á las asímptotns OE y Oe, las partes MR 
y M'R' de estas ordenadas, interceptadas entre cada rama 
de la curva y su asímptota, son iguales entre sí, la mis
ma propiedad se verifica para cualquier otra recta, que se 
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tire por cualquier punto de la hipérbola. Si por e· ¡ · 
. 1 t ¡enipo 

tiramos a MN de_cualquier modo, tendremos Glv,[:::::GN~ 
Para demostrarlo observarefoos a·ntes qúé · · · 

., ' • PR:....P:R'_ b:i: I 

a 
, . b 

MR , PR-PM-_ -.. · (x- ,y';i,'-7) ... , .... ,a, , ... 1 , : .;. ,
1

_, 

MR./ 'PR'~PM:: .bi {:t+~/7~-);,,_¡,; 
• . . a · v x -a . ,.' 

MR X MR 1~b 2
• . 

. _ ~)espu;s, por ~I;·P□nto .N' ,se.Jir~rá, la rec.ta SS' pá(a~ 
1~1ª/ ]1M.; ;los tn~ngulos ~en1ejr.1mes RMG, SN'G nos 
darnn · 

·' . 
GM : GN' : : MR : N'S ,. 

por los triángulos semejantes G1N'S1 y R 1MG1 tendremos 
G'M : G'N' : : MR' : N'S'; · · ., .. ·' : 

multiplicando estas d~s propór~iones '·ordenadamente ten-
dremos . . . 

GM X G¡M : GN' X G1N1 
:·: MR X MR1 : N'S X N'S';. 

y corno en virtud de' lo dicho anteriormente·,, ténemós 
MR X. MR 1-,b2

, N 1S' X N'S'~b· .' ... , 
se deduce que 

GM X G'M=GN' X G'N'. 
Poniendo en lugar de G'M y de GN' ~us valores 

G'~'-t-;MN', GM+MN1
, y haciendo las multiplicacio

nes indicadas, tendremos hechas las reducciones . 
GM X MN'=G'N' X MN', ó GM=.G'N'.' 

I 6 6. Con el auxilio de la propiednd que acabamos 
de demostrar, se desqibe por puntos con nrn.cha:facilidad 
la hipérbola, co,n t;d .se derJJás,asímpJotas y un punto M/ 
Por dicho pu~1to se tiran una porcion de rectas como MN', 
se toma la parte GM comprendida entre el punto M.y la 
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asímptota que está mas inmediarn, y se pone dicha parte 
GM d~sde G h:.isra N', .co1f lo cual' tendremcs un nuevo 
punto N' de la curva que se qttré're ttaiar.' · 

Cuando s~ conocen las asímptotas, se determina la 
direccion del eje II', dividiendo en dos partes igu:iles el 
áng11lo que fornrnn; "Y :co'mo la tangente de'! áng,ufo _EOI 
da. á conoder ,hhelacfon de los semiejes a y b ( r 6 3) , se 
determicm1 fkiln1ent~:esfüs cuandd se cónoce un punto de 

-• b.,. -
la hipérbola. La ecuacion PM = a' (üf•-a•) nos da 

inmediatam~nte:,·repies.~ntando por A la cantidnd · 

b " ·A" X OP2
- PM

2
. 

..-, a·= A' a . 

167. _Ademas de la hipérbola, cuyas ramas son Kr,~ 
y K 111 k.1

, se hal,Ia comprendida cn:re las rectas OS y ~S 
otra hipérbófa HLh, H'Uh', descrita en los otros dos an
gulos formados por dichas rect:.is; de modo que el eje tr:ms
versal Il' de la primera es segundo eje de la segunda, la 
cúal ,tiene por eje ,ti~sV'ersal -LLf., el segundo eje. de la 
primern~· Por'·callsa ,fo 'la-reladon que tiénen entre sí es
tas dos curvas, se las llaman hipérbolas có11uadas: como 
tienen la misma potencia, resulta que tienen !J misma ecua
don con respecto á las ásÍi11ptotas; • pero el ángulo de esd 

tas líneas, ó el de sus coorden~das, es diferente para cada 
una de ellas. 

168. Por la forma de la ecuacion del círculo he
mos visto que se ne-:esitab"n tres. puntos para determinar
le: la misma consideracion puede aplicarse á una Cur\·a, 

cualquiera; y se va á ver que en general se necesiran 
tantos pnntos como coefidentes tenga la ecuacion de la. 
curva de que se trate. La ecuacion 
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. .. A/+B.i7+Ex2+Dy+Ex=::F, . ; . 
que pertene~e,á las curvas ~e segundo grado_, ·se Ja pue ... ; 
de poner bajo Ae la ,forma · 

. 1. .. z ,' ' : 
J +ax¡+b.i· +cy+dx·=e, · · 

1a cual solo contiene los cinco coeficientes a h e d 
, . ' ' ' y e, 

bastaran pues cmco puntos para.particular la curva de .se.., 
gundo grado que ella representa~ En efecto, ~i. las coor-: 
denadas de estos puntos , son respectivamente . · · · 

et} rt,
1

} rt,
11

} d_///} lV 

(6 w {2/1 (2, 111 R,IV }, 

se formarán las cinco ecuaciones siguientes 

/2/ +ae1..{6 +be1..2 +c{ó +de1., ==f 

(2/' +aa.'W +b1c1. .. +cn1 +da.' - .. 
~ p -u 

/2, • +aa."{2/' +be1.,11
• +cn'1 +da."""-,. 

'" p _., 
/6 : +arJ.m{!/" +ba..11

'• +c{6111+d(J/'i=t 
r¿rv +áct1v{6rv +bri.1v• +c/?.P+dC1..1v . e. 

Como solo tenemos por objeto demostrar la posibiH-' 
d~d de la determinacion de • las letras a, b,. e ,, d, e y el 
numero de condiciones que ella exige, no nos detendre-. 
mos en efectuar los cálculos que exigiera esta operacion, 
para los cu~les puede consultarse la obra. de Puissant, ci
tada en e~ nu_m. I I o, en la cual se hallará sobre este objeto 
y sus ap~1cac1ones pormenores muy importantes; no.s.limi~ 
taremos_ a h~cer observar que estas ecuaciones pueden ser 
c~ntrad1cto:1"1as entre sí en ciertos casos particulares. Por 
e¡em~lo, s1 aconteciese que tres puntos de los cinco dados, 
estuviesen en línea recta, no seria posible hacer pasar una 
c~rva de segundo grado por estos puntos, á causa de que 
mnguna curva de este grado puede tener mas de dos pun
tos comunes con una recta ( 1 5 7 ). 

Es claro qne cuando la cnrva es dada de especie y 
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de posicion, se necesitan menos condiciones para dete;mi~, 
narla. Si se quisiese determinar una elipse, Cllyo centro y 
eje mayor se diesen de posicion, solq, necesitarianws dos 
puntos, á causa de que la e½u,ácio11 az/+b\r'=:.a2 b', cor
respondiente á es.te .. caso, no comf>rende mas que dos. coe-; 
ficientes a, b que en tal caso dependeriim de fas ecuaciones 

•n• b' • 'b• a p + C1.. =a 
a• {2/ 2+b2d.''=a• b"'. 

I 6 9. Hemqs manifestadq en el núm. 7 3 qt¡1e la ecua~ 
don de segundo grado se construia por medio de una 
circunferi::ncia de círculo y de una recta, y en el número 
I o 5 , que las doSiaices se determinaban por las dos in
tersecci0nes que podían ten;er entre sí estas. líneas, de si~~f~ 
te que se consid~raba la. ecuacJon propuesta como prove
nente de la eliminacion de una· ~11cógnita entre dos ecua
ciones con dos indeterminadas, la una perteneciente á fa 
línea recta y la otra al círculo: si generalizamos este mo
do de proceder, tendremos .el medid de construir. ecua"': 
cfones de cualquier gradq-, En efec

1
to, si se. tuviesf po_r 

ejemplo, la ecuacion , . . _ 
' x4-b"x"+c9:x.:_;d4= o:· 

se la podrá suponer producida por l.a eliminacion de una 
incógnita y, entre dos ecuaciones de segundo grado, que 
contengan en sí .t é J, y por lo mismo pertenecie~tes á 
dos cu;vas. Hallar estas dos ecuaci~nes es un proble.ma in
determinado, porque hay una infinidad de sistemas de ecua
ciones que pueden conducir á la propuesta; por lo mismo 
se toma una arbitrariamente. Sea pues xz=py, se tendrá 

:¡;•l=p'y\ 
y sustituyendo estos valores en la ecuacion propuesta, se 
mudará en 

py"-b'py+c3x-d4=o, 
TOMO IV, LL 



Fig. 68. 

2.66 
ó 
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b" ,$ J4 
y'--:-- y+-,. x-~ =o. 

p p p 
· Es facil conocer que esta ecÍ.lacion pertenece á una 

parábola (i 2. 8); y para ponerla bajo de la forma nias 
simple, basta hJcer desaparecer el término multiplicado 

1 1 i: , • d ' bz por y, o cua se eiectuara hacten o y=.y-+- zp, 

cuyo valor sustituido en la segunda de las dos anteriores 
se mudará en ·' · ' 

2 ,s h4+4d4 
y' +P x-- 4 .P.- =o; 

este resultado puede escribirse como sigue 

·.· . . . ,z.'.._ _e_ J b"+4d" __ . } 
, .. ' , ;,, . ,; J -,.-:-,.,p-i. 1 4cª . X ' 

y' nbs manifiesta que la parábola á quien pertenece tiene 
: . ,. , i/3 

por parámetro la cantidad, ~-, y que las. absci5as coma.-

das' p'ár'dendo 'desde el vértk~' soó 'iguales á la diferencia 
b4+4d4 ' 

entre la cantidad 3 y las ordenadas de la primera 
4c 

parábola, en la cual :i/' -PJ· En efect9, si llevamos per. 
pendicülarmente · al eje' AB de las abscisas, fig. 68, y 
del l'ádo ~e las· ordenadas positih1s, una distancia AA'= 

b
2 

• 1 l 'A'B' . d 1 1 , AB , 1 .,.,..._, a recta · , tira a para e amente a , sera e :ip 
eje, desde el cna1 deben tomarse las y'. El vé1tice de la 
parábola , cu yá orde1iada represrnta y', corresponde al 
punto en que se. tiene y'::=. o, lo cual acontece cuando 
. , . b4+:4J+ . . b.i+.¡.d4 
x =--,,-;por lo mismo bastará hacer AD= --3-, 

4c 4c 
y elevando DI perpendicul.irmente á AR el punto I, se-
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· rá el vértice de la segunda par,íbola G IH, A' I será su 

eje; y conociendo su parámetro, será facil construirla por 
puntos, segun el método del número I 3 5. Por lo ~ue 
hace á la primera parábola G AF, dada por la ecuac10n 
x'=pJ, es visible que tiene m vértice en el origen A de 
la~ coordenadas, y por eje de las y á la AG. Cuando se 
la haya com,truido, los puntos 1"1, 1"1', M 11

, l,,1 111
, en que 

encuentra á la parábola GIH, tendrán abscisas iguales á 
la& raices de la ecnacion propuesta, á causa de que en es• 
tos puntos los valores de x satisfacen al mismo tiempo á 
las dos ecuaciones 

~ 

X PJ 
p~l-b'py-i-c 3x-d4=. o, 

de las cuales resulra la propuesta. 
Como gueda indeterminada la cantidad p, introdu

cid;i por la ecuacion de la primera parábola, puede reci• 
bir cualquier valor excepto cero, con el fin de simplificar 
la construccion. 

Para representar el caso mas general, hemos dispues
to la ecuacion propuesta y la figura de modo que las dos 
curvas se encuentren en cuatro puntos; pero esta circuns• 
tancia no se verificaiá sino en el caso de que la ecuacion 
propue~ta tenga reales sus cuatro raices. Por ejemplo , si 

el eje A'I de la parábola GIH cayese debajo de AB, lo 
cual acontecería si el término b~ py tuviese el signo +, á 
causa de que en semejante caso tendriamos que hacer 

y=y'- _b~_, no habria mas que dos intersecciones á lo 
~ . 

mas; porgue es bien claro que la rama IH no podrta en-
contrar á la parábola EAF; aun hay mas, en ciertos ca• 
sos la curva GIH se. hallará toda entera debajo de EAF, 
y esto diria que las raices de la prqpuesta eran imaginarias. 
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Se ve tambien por e~ta construccion , como por la 
teoría de las ecuaciones, que la ecu:Kion <lel cuarto gra. 
do no puede tener sino un número par de raice, reales, 
á c,n1sa de que las parábobs EAF, G IH no puedea 
cortarse sino en dos ó en cuatro puntos. 

I 70. De aqui se infiere que no encontrá.1dose el 
círculo y la línea recta sino en dos puntos, no pueden re
solverse mas problemas que los susceptibl..:, á reducirse á 
ecuaciones de segundo grado, y no podrán ser bien em
pleados por no bcistar, para aquellos que exced.d1 á este 
grado, tales son los problemas de la duplicaciun del cubo, 
y de la triseccion del ángulo, tan famosos en la anti-
güedad. · · 

Por lo que hace al primero, se pide hallar el lado 
de un cubo, cuyo volumen sea doble del de otro cubo 
dndti. ,Sea a el lado de este;' y .1,· el lado del otro, se ten-
drá fa eétiacion: ·,. · •e; •• 

x 3 = 2a 3 , ó :i,, 3...., 2.aª= o. 
'Pára cámpar:ii'ta eón la propuesta, es necesario ha

cerla pasar al cuarro grado, para lo cual, se multiplicará 
por .i· ,; y se tend~á 

·. ,, x 4
- 2a 3.L.'... o; 

comparaildo ésd con.;4-b2 :r2 +cªx-d4=o, se deberá tener 
b=o, c3=-2.a1

, d=o. 
Las ecuaciones de las parábol:is que deben construirse, 

. . . 
2 

2aª . 
serán por lo mismo .:1:2 py , )' = -- ·:; :i:; y s1 se toma p=a, 

p 
ellas se mt1dará11 en 

2 2 
.i· =ay, y =2ax; 

la segunda curva tend1 á un parámetro doble del de la 
' . 

primera. 

Estas curvas pastuán las dos por el origen A, fig; 69, 

1 

1 
1 ¡, 
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á causa de que en una y otra se tendrá nl mismo tiempo 
:r= 0 y= o , dichas rnrvas se corrnrán allí, y esta inter
seccion dará x= o, rniz que proviene del factor introdn
ciclo para ascender al cuarto grado la ecuacion propuesta 
de tercero. La figura manifiesta que solo puede tenerse, 
ademas de la raiz dilha, otra que sea real AP; y en efec
to se ha ,·isto, en los Elmie11tos de Algebra, que la ecua
cion x0- 2 aº= o , no tiene mas. 

17 I. El problema de la triseccion del ángulo tiene 
· por objeto dividir un ángulo ó un arco en tres partes 
iguales; lo cual se efe~tuaria sin traba jo_ si conociend~ 
la cuerda ó el seno de nn arco, se obtuviese la cuerda o 
el seno de su tercio. Esta cuesrion es un caso particu br 
de la teoría de la multiscccion de los ángulos, c1ue no ex• 
pondremos aqui y nos remitimos á la Introduccion al tra• 
tado de Calculo diferrncial y de Cdlculo intfgr,il; ella se 
pone en ecuacion por· medio de !ns fórmulas del número 

I I , que dan 
4 cos. 3 A-3R 2 cos. A 

cos. 3a::::: Rz • 

Si se mira como incógnita cos. A, y se representa 
cos. 3 A por a y cos. A por :t:, se tendrá la ecuacion 

.t 3
-~ R~.t-tR 2

a:::::o, 
' que multiplicandola por .i-, y comparándola con la ecua-

c1on 

dará 
b2= ¾ R°, c5=-tRº a, d➔::::: o. . 

En este caso se verá que hay, como en e1 núm. I 70, 
una interseccion en el punto A, la cual correspo!ide á la 
miz ;r::::: o, y los otros tres puntos de interseccion, darán 

las tres mices de la ecuacion 
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x'-¾R2x-¡ R2 a:=o. 
Al primer aspecto parece que solo debia tenerse una 

raiz real, y que no habria mas que un modo de dividir · 
un arco en tres partes iguales; pero si se reflexiona con · 
atencion, se verá que hay tres arcos que deben satisfacer 
á la cuestion propuesta, á causa de que los arcos 3A, 
2'7t'+3A, 4'7l"-+-3A, que tienen el mismo coseno (23), 
si se les divide por 3 , dan los valores 

x=cos. A, x=cos. (½'7l"+ A), x =:cos. (¾'i'i'+A), 
esencialmente diferentes*· No puede haber mas arcos, 
porque los arcos 6'71"+ 3A, 8?l'+3A &c., que a·un tie. 
nen el mismo coseno que A, si se les di vide por 3, con
ducen á los arcos 2'i'i'+A, 2'71"+f'7l"+A &c., y que 

cos, (nr+A)=cos. A, cos. (27r+J;r+ A) =cos.(j;r..¡..A) &e, 

I 72. Antes de que los métodos de aproximacion 
hubiesen llegado al grado de perfeccion en que hoy se 
hallan, los g:!ómetras se aplicaban mucho á la construc
cion de las ecuaciones, y hacian todos sus esfuerzos para 
efectuarla por las curvas mas simples, ó las mas fáciles de 
describir. Esta fue la causa de que Halley diese un mé

todo para construir las ecuaciones del tercero y cuarto 
grado, empleando el círculo y la parábola• cuyo método 
tiene una ventaja sobre el núm. 169, y es que el círcu
lo que reemplaza una de las para bolas, se traza por un 
movimiento continuo; pero el poco uso que al presente se 
hace de las construcciones, dispensa de pormenores acerca 
de esto, y por lo mismo terminaremos este tratado pur la 
exposicion de un método que reune, á la ventaja de apli
carse á ecuaciones de cualquier grado, la de pintar los 

* La rcuacion ~nterior cae en el caso z'r1·edttcible. (Véase el Com
flemento dtto.r Elrmmtos dt Algebra del Autor.) 
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resultados obtenidos analíticamente por la teoría de la 
composicion de las ecuaciones. . . 

Para fijar las ideas supondremos ~ue la ecuac1on qu: 
se ha de construir sea solo a+b.t+cr+dx 3=0, se hara 

J'=tt+bx+c.t"dx . 
Se sab~ que debe tenerse y= o para los purntos en 

que la curva representada por esta :cuacion encue_ntre al 
eje de las abscisas; se infiere de aqui q_ue las abscisas de 
estos punto~ serán las raices de la ecuac1on propuesta: por 
lo mi~mo la cuestion se reducirá á construir la curva de 
que se trata , lo cual es facil , despues de haber hecho ho
mogénea la ecuacion dada, restituyendo en ella _las poten• 
cias de la unidad (7 I). En efecto, se obtendra 

. h ~ ~3 

Y=a+-+-+-, n n2 nª 
resultado en el cual cada término se construye separada
mente por las líneas proporcionales ( 6 8) ! pero he a~ ui 
un medio de unir entre sí de un modo comodo las dif e
rentes operaciones. 

Se tirará, fig. 70, el eje AB de las ah_scisas; ,por el Fig. 70. 
origen A se levantará la recta AC: perpendicular a AB, 
la cual será el eje de las y; y _habiendo tomado so,bre el 
primero la parte AD=n, y tirado DE paralela a AC, 
se llevarán sobre esta última las partes 

AF=a, FG=b, GH=c, HI=d; 
se tirará despues IK paralela á AB; se unirán los pun
tos H y K por una recta que cortará en L á la línea 
p R ~ levantada perpendicularmente, á AB sobre la ab~
cisa AP = x; se tirará 1.lIL paralela a AB para determi
nar sobre DE el punto 1.lf, que se unirá con el punto G 
por el punto N, en que AJG encuentra á P R, tírese 
ON parnlel.1 á .AB, y uniendo el punto O con el punto 
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F, la recta OF dará sobre P R un punto Q, en que se 
tendrá PQ=y. 

En efecto, por los triángulos semejantes lKH y 
H'LH, se deducirá 

IK (n): H'L (:,:):: HI (d): HH'= d.v, 
11, 

de lo que se infiere 
dx 

GH'=GH+HH':::::c+·-; . n 

de los triángulos H'MG y G'NG resulta 

H'M(n): G'N (x) :: GH' (e+ dx): GG'-::_-+ dx'I, 
n n n~ ' 

y por lo mismo 

FG' FG GG' ex. dx, = + =b+-+-• n n .. ' 
en fin de los triángulos G'OF, F'QF, se concluyen 

G'0(11):F'Q(.t,)::FG'(b+ c.-e + d:v'):EF'=b.v +c.v• +d:t:l 
n ti' n 1i' nl ' 

lo cual da por último resultado 
, bx ex~ dx 3 

PQ:::::AF:::::AF+FF':::::a+-+-+-
n n2 nª • 

Este método se extenderá sin dificultad al c~so en 
que la ecuacion propuesta contenga un nümero cualquiera 
de términos; y cuando .. se haya~ obtenido ba$tirntes pu11-

tos para caracterizar el camino' ó curso de la curva, se 
reconocerá facilmente de cuántas raíces reales es suscepti
ble esta ecuacion. 

I 7 3, Si el curso de la curva es el mismo que el 
que representa la línea XEGILY, fig. 7 1 , se recono
c~rá que ella encuentra en cinco puritos al eje de las abs
c~sas, ~ por lo mismo indicará que la ecuacion de.que de
n va, tiene un nún1ero igual de mices reales: esta ecua-
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cion no podrá ser de grado inferior al quinto. Por lo mis
mo la ecuacio11 propuesta será 

a+ bx + cxz+ dxª+ n:4+/xt+ &c.= o, 

y la de la curva que se ha de construir será 

y=a+bx+cx~+dx3+ex4+f:i/+&c. 
Es evidente que los valores numéricos de la ordena

da y no son otra cosa que los resultados que se obtienen 
de la ecuacion propuesta, dando en ella á x los valores. 
correspondientes á las diferentes abscisas, escogidas arbi
trariamente: la curva XEGILY, ofrece pues en algun 
modo el equivalente de un cuadro, en el cual estuviesen 
escritos estos resultados; pero con la ventaja de que en 
virtud de la ley de continuidad, que aun se percibe me• 
jor en las líneas que en los números, los intervalos entre 
dos sustituciones sucesivas se llevarían facilmente. Por 
ejemplo, calculando las ordenadas PP', QQ', RR' muy 
próximas las unas á las otras, y uniendo sus extremos por 
un, trazo continuo, sz'n áng11los 1:i garrotes; de cuyo mo
do se tendrán con bastante exactitud las ordenadas inter
medias. 

Se observará: I. 
0 que ya que la ecuacion de 1a cur• 

va no contiene. sino potencias enteras y positivas de x, 
cada valor de esta indeterminada no dará para y sino un 
solo valor que será finito 6 limitado en tanto que x lo sea, 
pero que y será susceptible de adquirir incrementos inde
finidos ó ilimitados, cuando x los reciba tales, y que por 
consiguiente la curva XEGILY debe ex~enderse al infi
nito, de cada lado del eje AC de las y. 

2. .º La figura manifiesta , que la curva XEG ILY 
no podrá pasar de un lado del eje AB al otro, sin encon
trar este eje; ó hablando analíticamente, que la ordenada 1 

TOMO lV, :MM 



2 74 ELÉMENTOS 

no .Puede carn ó~ar de signo; sin ser nula*. de 1 . 
se infiere que s1 dos sustituciones hechas , l o cual 

d . en a ecu · propuestt1,, ~es.en das restJltad d . ac1011 b . os e signos contra . 
rra al!i 1·ealmcnte una rai'z conwrendida t. lrzos ha. 

r d l :i: en 1 e os -i• l 
es : i; e~p eados en est,Ú sttstüuciones. a o-

1 
3. . S1 se toman sobre 1.a misma curva dos pt1 t 

ocados d · · n os co 
' e un m1smo lado respecto al eje AB h b ·' . 

d
tre ellos. un número par de intersecciones de '1a a ua en-

e este e·e. curva y 
J • se ve en efecto dos entre E é ¡ . 

tre E' , y / · , cuatro en 
e ' o entre X v L &c . o/ 110 hab . . -

J • • na Inter · como acontece entre p , I. p 1 . secc1on 
, . e • or e contrario hab · 

numero Impar de interse . . l ' na un 
. . ce1ones, s1 os puntos que 

s1deran estan colocados de diferentes 1 d se con• 
X , I . ,. . a os, corno X E 

~ . ' X e y &c. De lo cual resulta esta r f . ' 
anal1t1ca: entre dos 'V tlo d P opos1c1on 

e res e ;:¡; que por . 
en la ecuac. ' ' S1t sustztucion 

• . ion propuesta, den dos resultados del . 
st(lno no pued ¡. b . , mz.rmo º ' e ta er sino ttn numero par d. . . 
les J h b , , e tazces rea-

. , a ra mt numero impar, si estos resultad 
signos diferentes.· . .. . . os son de 

4. º U_ltimamente' sucede algunas veces 
consecue?c1a de las relaciones que pueden t que Pº: 
los coeficientes a J b e d , f & d . ene~ entre s1 
secmivas., tales co~10 'I¿ ey, M c.' os Int_ersecc1ones con. 

. . . , . . , se apro:x1me11 continua. 
mente' vengan a confundirse' y 1a parte IKLMY d ] 
'"urva, tomando 1a for.ma de la línea punteada JL'Y, \: 

~ Esto es cierto en este cas . I , . . 
. ' o' porque a expres1011 de y está sin 

denominador; pero si se tuviese - a . 
Y--, la suces1011 de los valores :e • 

z=+1,.-r:::o :r- r d . a • -- , auan y=:+a .,- , . fi . , 
• , ✓ - - o m nito e 

JJ--a Del • o ' ,,.- • mismo modo que las rama d I I , , 
""'!S entre sus asímp to tas es tan 1 · d s e, a iiperbola, considera• 

' iga as entre s1 (1 20). . 
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haga sino tocar al eje AB; en tal caso las dos raíces re
present,1das por AK y AM, resultan iguales entre sí, y 
á la abscisa AL'. Fácilmente se ve que si la ect1acion 
propuesta no tuviese otras raices reales, la curva que re• 
sulta de ella no cor,taria á su eje en parte alguna, y P.ºr 
lo mismo no se podria hacer cambiar de signo al primer 
miembro de esta ecuacion por sustitucion alguna. No su• 
cederia lo mismo si se reuniesen tres intersecciones: la cur• 
va cortaria por lo menos una vez al eje, bien fuese antes, 
ó bien fuese despues; y para convencerse de ello, basta 
ver lo que queda ria de esta curva, si los tres puntos H, 
K y .M, ó F, H y K se viniese á confondir. Siguien
do estas consideraciones se reconocerá que, por la reu
nion de un número par de in~ersecciones, ·la curva deri
vada de la ecuacion propuesta se puede . hallar toda ella 
de un mismo lado del eje; pero que no se verifica esta 
circunstancia cuande> el número de las intersecciones, con• 
fundidas en una sola, es impar; de aqui se concluirá que 
cuando una ecuacion no tenga por raices reales. sino un 

número par de raices iguales, es imposible de reconocer 
la existencia de ella por. ninguna sustitucion. 

Comunmente la inspeccion de un corto número de 
puntos de la cµrva basta para indicar el . espacio en que 
ella se aproxima mas al <.;je de las abscisas; en cuyo sitio, 
multiplicando el número de los puntos determinados, se 
podrá uno asegurar si hay alli contacto ó intersecciones; 
y si por consiguiente la ecuacion propuesta tiene raices 
rigorosa111ente iguales, ó solamente poco _diferentes unas 
de otras: en este caso, la consrruccion de la curva sirve 
no solo para facilitar la resolucion numérica, sino para 

aclarar el camino que debe seguirse en su resolucion. 



ELEMENTOS 

APENDICE, 

EN QUE SE :EXPONEN LOS PRINCIPIOS DE LA 

APLICACION DEL ALGEBRA A LA GEOMETRIA 

' A LAS SUPERFICIES CURVAS, Y A LAS CURVAS 

DE DOBLE CURVATURA, 

Ecuaciones del plano y de la linea recta. 

· :17 S, El medio mas cómodo para fijar la posicion de 
11n punto en el espacio, es el de proyectarlo sobre un pla
no BAC, cuya posicion sea dada, bajando sobre ese pla• 
no

1 
1~ perpe~dicular MM', y referi~ luego la proyeccion 

M, .ª dos e¡es AB y AC, perpendiculares entre sí, por 
medio de las coordenadas AP y PM'. Eso és lo mismo que 
referir dicho punto á los tres planos BAC, BAD y DAC, 
~erpendiculares entre sí: pues las coordenadas AP y PM' 
Situadas en el plano BAC, representan las distancias MM'" 
Y MM

11 
que hay desde el punto propuesto M á los otros 

dos planos DAC y BAD. Las rectas AB, AC, AD, se
gun fas cualés los planos coordenados BAC, BAD, DAC 
se cortan de dos en dos, son los ejes de las coordenadas: 
distfoguense entre sí por la letra aneja á la coordenada que 
les es paralela; de modo que si se hace AP:= x, PM' :Y, 
MM' z, la línea AB será el eje de las x; la línea AC, 
el de las J, y la línea AD , el de las z. 

Los planos coordenados reciben ellos mismos denomi
llaciones semejantes. El plano BA.C se llamará el de las :.1J 
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é J, porque cpntiene las coordenadas ::e é J· La proyec
cion M" del punto M, sobre el plano BAD, siendo refe~ 
rida á los dos ejes AB y AD, por medio de las coorde
nadas AP=x y PM"=MM'=z, designaráse dicho plano 
con el nombre de plano de las ;e, z. En fin, refiriéndose 
fo proyeccion M 11 del punto M, sobre el plano DAC á 
los ejes AC y AD por medio de las coordenadas AR 
= PM1= y , y RM11:;=:M1M=z, designaráse el tal plano 
con el nombre de plano de las y, z. 

Debe observarse: 1.
0

, que las coordenadas y, z son 
nufas al mismo tiempo para todos los puntos del eje de 
las x, AB; lo mismo sucede_ con x y z respecto del eje 
de las y, AC; y de x é J' respecto del eje BD de las z. 

2.º Que en todos los puntos del plano BAC, la 
coordenada z es nula, y que tiené un valor constante pa~ 
ra todos los puntos de un plano cualquiera paralelo al pri
mero; de modo que esca ecuacion z = e , hallándose sola 
y sin otra determinacion alguna respecto de las otras dos 

. coordenadas x é y , debe ser considerada como pertene
ciente á todos los puntos de un plano tirado paralelamen
te á BAC y distante de él la cantidad c. Del mismo 
modo se verá que y es nulo para todos los puntos del 
plano BAD, y que y= b será la ecuacion del plano tira
do paralelamente al primero y á una dista~cia == b. 

Si se consideran juntas las dos ecuaciones z = e y J 
=b, esto es, si se supone que tengan lugar á un mismo 
tiempo, ellas designarán una recta paralela al eje de las x, 
y tirada por el punto del plano de las y, z, cuyas coor-

. denadas son e y b; con efecto, es facil de ver que puede 
ser esa recta considerada como la interseccion de dos pla
nos respectivamente paralelos á los pla11os BAC, BAD. 

En fin, en el pleno BAC la coordenada x será siem~ 
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pre nula, y x = a será la ecnacion del plano paralelo al 
primero, tirado á una distancia - a. Las· tres ecuaciones 
z =e, J = b, x =a, siendo reunidas solo pertenecen al 
punto formado por la interseccion de los tres planos res
pectivamente paralelos á cada uno de los planos coor
denados, 

I 76. Examinemos ahora qué es lo que significa una 
ecuacion entre dos de las tres indeterminadas x , y, z, y 
tomemos por ejemplo z=Ax. Veremos en primer lugar 
~ ue esa ecuacion pertenece á una recta AN 11

, fig. -.,73 
wada en el plano de las :1:, z, BAD; pero aun tiene otra 
significacion mas extensa; pues si se concibe que la recta 
AN'' se mueve paralelamente á sí misma á lo largo del eje 
de las J, AC, en cualqniera posicion qne se pare, la or
~enada z, ó M'm, relativa á un punto cualquiera M', 
situado sobre la recta P.M.', paralela á AC, será igual á 
la ordenada Pm 11

, correspondiente en el plano BAD á la . , 
abscisa AP = RM'. La recta AN11

, por .el movimiento que 
le suponemos, traza el plano N"AC, que pasa por las 
rectas AN'' y AC; se tendrá pues z=A.:i: para todos lo¡¡ 
puntos de ese plano. Podríanse deducir consecuencias aná
logas para los otros planos coordenados, tomando ecua• 
ciones en_tre las j ndeterminadas qt1e ellos contienen; pero 
es preferible pasar desde I u ego al caso general, y conside• 
rar la ecuacion z == A:c +By. 

Haciendo en ella y=o, saldrá z=Ax, de lo que se 
deduce que la recta AN 11

, que esta última ecuacion re• 
presenta, comprende todos los puntos que la superficie re~ 
presentada por la ecuacion z=: A.i+By tiene comunes con 
:l plano co?rden

1

ado BAD ~ en el cual y es siempre nulo, 
0 lo que viene a ser lo mismo, es la interseccion de ese 
plano con fa superficie propuesta. 

DE TRIGONOMETRIA, 2 '¡ 9 
Cuando se hace x =o, se saca z=By, ecuacion per-
. ' AN111 • d 1 . A I tenec1ente a una recta . tl_ra a por e origen , en e 

plano DAC, y que es la interseccion de ese plano con la 
superficie representada por la ecuacion z=Ax+BJ, 

Si se concibe ahora que la línea AN'" se mueva pa
ralelamente á sí misma á lo largo de AN\ trazará el plano 
N'"AN", y en llegando á una posicion cualquiera 11/'M, 
la porcion Mm de la ordenada M'M será igual y paralela 
á Rn/1', y se tendrá por consiguiente 

·• \ ~·; M'M=Pm''+Bn/1'=Ax+By=z; 
de donde se sigue que el plano N 11

' AN pasando por las 
líneas AN" y AN'", cuyas ecuaciones son 

z=Ax, z=By 
tiene él mismo por ecuacion z = A:i· + By. 

Si el plano propuesto, en vez de pasar por el origen 
A se hallase en una posicion G 11 'EG11, determinada por 
las líneas EG", EG111

, respectivamente paralelas á AN 11 

y AN'11
, seria paralelo al plano N 111AN11

, y prolongan
do la ordenada de este hasta su encuentro con el primero, 
se tendria 

M'L=M'M+ML=M'M+AE; 
llamando pues D la distancia AE, y z la ordenada M'L, 
tendrfose por lo qµe antecede , 

. z=Ax+By+D. 
Tal es la ecuacion de un plano colocado en una po• 

sicion cualquiera: es facil convencerse que ella representa 
la ecuacion general del primer grado con tres indetermi
nadas; pues esta última solo puede tener la forma a.x 
+ ,Q,y + yz + J\ =o; y dividiéndole por y vendrá á ser 
idéntica á la primera haciendo 

C(, (6 J 
--=A, --=B,--=D. 

'Y 'Y y 
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Luego se ve que el coeficiente y nada añade á la 
l 'd d d I · gene. ra 1 a e a ecuac1on; con todo lo conservaren,os p h , , • ara a-

c~r las formulas mas simétricas, y representaremos la ecua-
c1on general de un plano cualquiera del modo siguiente: 

Ax+By+C.i+D= o; 

mas siempre s~ deberá tener presente que en todos los re
sultados podra una de las constantes ser igualada ' ¡ 

·¿ d , b' d · a a 1m1 .ª , o 1en etermmada por medio de condiciones 
particulares. 

177. Si se hace sucesivamente en la ecuacion de este 
plano, x, J, z iguales á cero, se verá que corta al plano 
de las y, zen una línea, cuya ecuaciones Ay+Cz+D 
=o; al de las x, z, en u na línea, cuya ewacion es B~ 
+ Cz + D = o , y en fin el de las x, y en una línea, cu
ya ecuaciones Ax+C7+D=o. 

Siendo la extension de los planos indefinida, se debe 
· b' l l G"'EG" conce 1r e p ano prolongado por detras de los 

planos coordenados BAD, DAC; entonces encontrará al 
plano B~C, y pasará por debajo de él. Todas esas cir
cunstancias pued~n leerse _en su ecnacion, observando que 
cada una de las indeterminadas x, y, z debe ser tomada 

~. 1L:'1. positiva Y,~¡:tivament~, y que si las partes AB, AC, y 
F1g. lfllf.- AD~ fig. j de lo~ _e¡es de las coordenadas correspon, 

den a los valores positivos de estas cantidades, las partes 
opuestas Ab , Ac y Ad corresponderán á los valores ne• 
g.itivos. Eso puede inmediatamente probarse por la direc
cion de las líne_as situadas en los planos BAC, BAD y 
CAD; y tam~1e~ t~asportando cada uno de esos planos 
~a:·alelamente a s1 nmmos, de modo que se vuelvan po• 
smvas las ordenadas negativas que le son perpendiculares, 
y entonces se raciocinaria del mismo modo que se ha he• 
cho respecto de las líneas ( 7 i ). 

l 
I 

l 
1 
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Síguese de ahí que es facil conocer en cuál de los 

ocho -ángulos triedros que forman los planos al rededor 
del punto A , cae un punto propuesto, por medio de los 
signos que acompañan á sus coordenadas; basta para esto 
tener presente que, cuando se toma 

+x, +y, +z, .en el ángulo ABCD, se tiene 
+x, +J', -z,,.en el ángulo AB(:d, 
+.i·, -y, +z, en el ángulo ABDc, 
,.;_x, +j, +z, en el ángulo· ACDb, 
-+- .i, -y., '"'"'"Z, en el ángulo ABcd, 

:..:..x, -y,-i-z, en el ángulo ADbc, 
-x, +J,.:... z,; en: el áIJgu1Ó ACbd, ·• 
-x, ·-y, ...!z; en el ángulo Abcd. 

178~ Una línea recta está,.dada· siempre que se co
nocen dos planos que la contienen, y .de los cuales es la 
interseccion, porque: las coordenadas- de sus. puntos son co
mun~s á""lás'.ect:idioñes de diohos planos. Se,üi pues 

Ax+By+Cz+])::::;:o .... (1) 
e Ai;i:+:B'f+C'z+D'=o .... ('.l) ' 

las: :ecuaciones. de>lós ,planos: :díldqh consi9,ernndo las . inde
teiininadas x, J', z, como que tienen un mismo valor e& 
anibas eéüa'cion~s /ó'o queda1;á::mas qu'e óna ·sohF que-pue
da ser tomad.a aroitrariaíuente y calculadas las otras dos 
consiguientemebte á .ella, darán á conocer la poE>icion de 
los diferente~ pt1ntos: de-la· recta propuesta. 

Las eci.1adohes(Í-~ yt,i)rno son las únicas q_ue pue..: 
den J"epresebtar á la1ecta propuesta; pues hállase en una 
infinidad de planos diferentes; pero se suele elegir entre 
todas las ecuaciones de que es susceptible, las que solo 
contienen dos de. las coordenadas x , J , z. 

Eliminando· sucesivamente x, y, z·, entre las ecua• 
dones ( 1) y ( :i) , se obtienen las tres siguientes: 

TOMO IY, NN 
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(AB'....:.A'B) y,-(C1A'-:--C'A) z.+AD!-A'D:::
9

, 

... {BC
1
-B'C) y-{AB''""'.'A'B) x+BD:-B'D:::: o, 

(CA'-C'A) .i;-(BC~-B'C) y+CD1-;- C'D==o, 
que se convierten en 

"YJ'-(2,z+J\_o.,,, (3) 
,a.z~yx+ €'-o .... {4) 
/2,.i·---~1 + 5::::Q •.•• {s), 

haciendo para a.breviar 

AB'-A'B,--y, CA'-C'A=/6, BC'-B' C:::ct., 
AD'-A'D--:J\, BD'..:_B'D=e, CD'-OD:::~. 
Dos cualesqpiera de estas ecuaciones bastan para.reem

plazar las ecuacj0nes ( I) y ( 2), y comprenden implícita
mente á l:::i tercera. En efecto, si se multiplica la ecuacioo 
(3) por e(,, la ecuacion C4) por (6, la ecuacion (S) por 
y, y se suman los prodnc;tos, se sacará 

. a.,J\+(6e+y5:;:::b,,· 

resultado que la sustitucion. de,;Jos tvafofes·cle et:; :/6, y, 
JI, e, 5, hará idéntico, ó expresará la cond}cion que han 
de satisfacer esas qntidades, para qu~ -A~das á priori las 

· ecuaciones (3), (4) y (5), pu~d¡¡Ii,.¡p.ertenec~r•á•iina mis, 
m¡:¡ línea recta, "r , , · ·, :·. , r . 

Lq.. ecundon. (3) quie1 ,e.:,¡:pre~fi)a condicion que debe 
existix entre las coordenadas y, z para todos fos puntos de 
la recta propuesta; pertene!ce ª' conjunto de proyecciones 
de dichos puntps sobre1 el plª'no 1~e Jas1, :~,, y es pór con• 
siguiente la ecuacion de l~¡prQ]ecdqn de-lare~ta prppues• 
ta sobre el tal plano. (compl. de)os,•Élem. de Geom., nú
mero 4.) Igualmente 1a ecuadon (4) pertenece á la pro· 
yéccion de la recta sobre el. plano de las x, z; y final• 
mente la ecuacion (5) es l¡i de su proyeccion sobre el 
plano de ·las x, y. Dadas que sean dos -cualesquiexa de 
estas proyecciones, la recta está f:nteramente determinada; 
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esto es evidente por· el analisis anterior, ~ porque _In rec
ta propuesta no es otra cosa mas que la mtersecc1on de 
dos cualesquiera planos proyectantes ( compl. 5_), planos 
cuya ecuaciones la misma que la de la proyecc1on, sobr~ 
la cüal son elevados ( I, 6 6). 

I 79· . No conteniendo la ecuacion g~neral del plano 
mas que tres constantes necesarias, bast~ igual númer~ de 
condiciones para particularizarla. Exammaremos sucesiva
mente las condiciones que mas á menudo se presentan, y 
rratnrenfog al mismo tiempo las cuestiones análogas respec
tivas á las líne·as. rectas. 

Propongámonos en primer lugar hacer pasar un pla
no por tres puntos' cuyas coordenadas sean , 

1 I I •. /1 ./1 11,. XIII c-.,111 z' 1., 
· . X , ,J , Z • X , f l Z ,, , ,r . > . 1 

pondremos sucesivamente . 

x', :i:'', x"' en vez de r 
y', /', /" en vez de )' 

1 11 z111 en vez de z z' z J ) 

en la ecuacion 'general -d~l plano, , .. 
. .. Ai·..;.Bj+C.z+D-o, 

y saldrán las tres ecuaciones : • · . . . 
Ax' +By1 +Cz +D=o, 
Ax''+By" +Cz" +D=o, 
Ax111+By"'+Czw+D=o, 

por medio de las cuales se determinarán las cantidades 
A B C d, _ · _ _ y se ten ra 
D'D'D • 

. z'( ,,_ '")-zº(y'-:y"!)+z'."(J',-/') -
A · · y J · - . / 1/ /1 ') ) 

D == x'( ªz'"-y'"z")-x"(y'z'"-r!"z')+:cm(J z -:-Y z 
B · y .• 7;'(z1'-z"')-x''(z'~z"')+x"'(z' -::/') 
.D = x' (y" z' 11 -y"' z'· )-x" (1' z/11 -J'" z')+x'" (l z/'-l z') 
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e - ' ,. ,,J.'(x"-x'")-y"(x'-x/ll)+J"''(:v'-'.1.;11') 

D - x'(y1:z111-y111z11)-~"(y"z''.'::i''z')+x"\r'z1'-y"?)' 
Es factl de ver que si se qu1S1eran determinar las ecua

ciones de las proyecciones de una recta que pasase por dos 
puntos dados, se conseguiria .de un modo .análogo, susti• 
tuyend'o'las coordenanas de esos.puntos en lM ecuacione; 
generales x = az + rx., y= bz + (ó; se halla ria · 

x' :i:" y' " 
,x_--:- x'= z'• z:' (z-z)' J-:J'.' z1. ~11 (z--z'), (~ 8). 

• • ' • ' l 

· :~ 8 o. :2 Para conOc;er, :cu:arido~están dos. líneas dadas,en 
un mismo plano, ó, lo que es lo mismo., cuando se cor .. 
tan , es preciso cerciorarse de si las indeterminadas x, y, z, 
pueden ser comunes á las cuatro ecuaciones de las pro
yecciones de las re~t~s {(:ompl.· ,I 9 ), Luego. es eviden
te q ne si se eliminan x, y, z , q u.edará u:na, ecu.aciwl. que 
expresará la condicion, .sin la cual las ecuaciones de las 
rectas propuestas no pueden tener lugar para 1m mismo 
¡nmto.· Represeatemos p,or, .. 

.,; az ·..;_ C'.-} .. ·· :i:' ·· a'z.'+ el} 
y _ bz -¿--·(ii . . '/ ,; '.b1 z::.{.f¿/ : ' ::: 

las ecuaciones dé esás rectas, ·sacare'inos inmediatamente 
aZ+(J..=a1z+a1=) bz+/2 'b'z'-+ri .. .. 

el¡minando z , sale .• . . 

(ct'-a:) (b'..:..b),7 ((?./-(6) (a'-d)= o. 
I 8 I. Dos 'pfanos ·'q~1e "sbri paralefos-tienen sus seccio• 

nes eón cada pláno coordenado', respectivamente parnleias 
entre sí (compl. I 5); pero si Ax+By+Cz+D' o, A!x 
"-1-Bj +C'z+D'= o, represimtan las· ecuaciones. .. de' los 

I' •. ' ·~ ' \ \ . ' • ·, ' .\ -· .. ?ºs planos:,-. s_us c-ómunes.,secciones'_respec~rvas·con, l_os plá~ 
nos,de las x., z; y. de las-f'; z, tendrán·por- ecuaciones , . 
. Ax+Cf+·.b~t::i-; A 1.ii+C1.i::+·D'...;;.o, ·· i; 

n,..;., Cz~D=::·o ,, l31J+ G'z+p~;_o,·:;."' ',¡ 

DE TlUGONOMETRIA, 2 8 5 
f solo serán ¡faralelas dos á dos cuand'o se vei:ifiq.qe 

A A' B B' c=·a, c=c css), 
sacando ·de estas últimas ecuaciones los valores de A' y 
de .B', se tendrá por la ecuacion del plano paralelo al 

pnmero, 
C' e· (Ax+By+Cz)+D'=o. 

D' queda aun por deter¡ni!1ar en este resu)t¡¡do ; pero 

suponiendo quitel plano que se busca ha de pa~.i: por un 
punto, CU)'ªS coordenad.as sean x', )", z', se tendra . c1 ... ·. . . ... 

C (Ax'+B/+Cz')+D'=o; 

restando esta ecuadon de la. anterior D 1 desaparecerá , y 
'C' 

dividiendo entootes por c·,·saldrá 

A(X-x')+B(y-y')+C(z:c-z;=º· 
Con viene advertir que si se consideran A, B, C, co

mo cantidades cualesquiera, la ecuacicin anterior será co
•mun ·á todos -los planos que pasen ,por; el punto propuesto. 

Supuest~ que dos rectas son paralelas cua~do sus pro· 
yecciones sobr.e cada uno de los planos coordenados'. son 
respectivamente .. paralelos ( comp!, 2.0), sus ecuaciones 

; té11drán en: este caso. la for¡ma · • I 

¡,·'.:r~~+i}: ·x;:::;az+a.}.· . 
'··· . , •·· y

0

,.....bz+(6 ·y=bz.+2' :~. J• : • 

Si .f'a segunda debe pasar por el-punto, cuyas ~oorde• 
nadas \011 -:c1, y'' z', se rendrán' para ?eter~inar d,

1 
Y, /3' las 

..ecuacloiieS·~ ·" ·· : · · w: t .1: ~ ., · ~ • •'~ 
. I . . ,-¡ ,, . I • I b /. , r,I. 

_ ,"': .x• :az .:,-.d.• y·¡=;. z +¡o, 

de las cuales. s~ -sacá:rlf · · , · · ·· ... : :, 
, .:· · .:. ' x_:_x' · a(z-z.;\ ¿·-J'-b(z-z.'). 
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18 2. 'Pára hallar la ecuacion de un plano· perpendi.• 
cu lar á una recta dada, es preciso 'rener presente que las 
comunes secciones de este plano, con cada uno de los pla• 
nos coordenados , son perpendicula'tes á las proyecciones 
de la recta dada ( compl. 3 2 ). Sean x == az+ct., y= bz +{6, 
lar ecuaciones de fa recta, y A.i·+By+Cz+ D=: o, la 
del plano buscado ; fos comunes secciones de este con los 
planos de las .i·, z , y de las J', z serán 

Ax:'""Cz+D=o ó x::::- e; -~, 
BCD

,, CzD 
1+ z+ =:ooy=:-B-B' 

y para que estas rectas sean perpendiculares á las proyec~ 
ciones de la recta dada, deberá tenerse 

A B a=c, b=.C (86). 
Sustituyendo los valores de A y de B, sacados de 

estas ecuaciones en la del plano buscado , se tendrá 
C( ax+ by+ z) +D =o; 

y si el plano debe pasar por el punto, cuyas coordena-
d / / / . , as sean x, y , z , su ecuac10n sera . 

a(i:-x')+b(y-J')+z-z'::::o. 
Si la ecuacion del plano fuese dada, y se quisiese co• 

nocer la 'de la recta que le es perpendicular,. seria preciso 
entonces reempJázat a y b por ·los· valores. dados anterior
mente, y se obtendría 

· ,. A · B. · 
x-x'=- (z-z), y-J'=-'(z:-z'}; ... . e . . . e . , 

para las ecuaciones de la recta perpendicul~; a} pl_qno re,• 
presentado pol'.'Ax+BJ.--tCz+D""'""o, .y sujeta á pasar 

""""' por un punto, cuyas ~oordenadas s01~ :J/, y', :('. ; .... ¡ , · 
I 8 3, La distancia del pµnto M; fig. '·i..Z, cuya~ 

DE TRIGONOMETRIA, 
• ne por expre

~oordenadas son 'x, J ~ z ,· al punto A, tte 
. _.1 -.-. -. --., (1 l n

4
) Esto nos éonduce natu-s1on v x +y +z comp , • . 

ralmente á la ecuacion de la superficie dé la esfern; pudes 

d b
. d d , • 1 ente distantes e · e 1en o to os sus puntos estar 1gua nl . · , • 

• . . · · tro el ortgen mis-su centro , s1 se su pone que sea ese cen , . · . , 
~o de las coordenadas, y se representa al ra<l 1

_
0 por "/, 5

~ , 

tendrá para un punto cualquiera de la superficie propne5
'• 

1 ~ !2 2. '2 'Z, ' ta a ecuac1011 x + J + z =r . 1 1 , 

· Cuando.las coordenadas del centro sean .i·, Y, z, se 

tendrá , 
' ') ( ')z e· ' '),j- ,.. . . - -.- (.1:-x •+ y-y.+ z-z rr_ '· ' : 

pues si m es el punto, y se·' t6111a PO -:pm', ¡v.1:N = m'm, 
los triángulos rectángulos n:'OM' y m~~ daran !a 

__ ,. --z --• -• N MN. 
m'M, =m1.o +M'O, mM_== m -+ · • 

. ... - , . . - . I I 

pero m'=x-,x':, M'01 +/, MN-z-z', mN=m M Y por 
c~1~sigui,ente la ,.fütancia: e1:tre los dós, puntps, m Y, ,!4 ten• 
drá por expresion .. .. 

v(:i:-lY+(J'"'.""lY+ (z-z')" · , 
, . I,$~. ;Lp,9.u·e procedeno~ ya ,á copd ndr, de :1.10 nlOt 

do sencillísimo á J~, ~xpresion_ ~fol coseno del. angulo for ... 
mado pq{ dos.r.ectas}1a~as. Sean . 

1 1 
-·- • 

1 
. 

'_l...;;.;x'=a(z-i)} x-x=a· (z-z )} 
y -y'=b(z-i) y -y'. b~(z.-z'). 

J~s ~e~1wcj~qes, ,,d.t las: prqyeccion~s:~;Jjts •'ree::~as /ll~ s~ 
cortan en un p.u_11J9, cuxas coo1:de1:ad::_is , son _x.,, y, z ;_ s1. 
se imagina.que. si muevan paralefo~ent~: á sí mismas, ,has• 
ta que su pÜ1ito de interseccion. esté e11 · el 1 origen 1 s,u án
gulo m variará , y, las• ec?ac}ones a~tel"iores se· reducirán á 

.:i:=az} x =a Z't_ 
• 1• '-. ·:-'

1:-y:-::±.bz · -y =.b'zf·· 
Concibamos ahora una esfera, cuy'°: dmtrcr esté en 
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el origen ,:y cuy,o,radio sea 1·; la·distancia de fos puntos 
en que su superficie cortará á cada üno de los lados del án. 
gulo buscado, será evidentemente la cuerda de dicho án
gulo. Se obtendrán las coordenadas del punto de encuentro 
de la primera recta con la superficie de la esfera, deter
minando x,, J', ~., por las ecnacio11:es de la recta y por la 
de la esfera ; asi se sacará . 

•·. ! 

ar . br r 
. .:1; ~ ' - , y= --:::=:-:====.' z:::: - -~ 
· · v.r+a2 +b2 

· v1+a'+bi v'1+~· 
llamando ;;1;', l, z', la.~ c<;>o~denadas-.del Pllf?JO de encuen-

. t_ro de la segunda recta con la superfieie de la esferá, se 
tendrá igualmente . . . 

a'r · b' · -I · · r · ! '1' x=------,J''==---· ,z 
v1+a12+b(2 

. , · V r+a:'"+b'~: . v".1-+tl'~+v/ 

L'a ox·p're~ion del cuadrado de la'dfst~nd~ de este ~u~
to al anterior, será (.t-:i:')"+(J-J't+(z-z')2; susti
tuyendo en ella en vez de x~x', y-/, z-z', sus valo
res se tendrá pdr ·resultado, hechas todas las· reducciones 

' ·' 
· 2{ 2 (r+aa'+bb1

) , , l 
./. 

2
-'V(r+a2+b2 ){1'+a~2 -t-b'>-)}•: 

_pero se s'abe (1 lli~r;Jfamando v·el á~gnl? b_1'.i,sca~o, .el 
·cuadrado ,de ·la ~qúe ábrnza el arco :qi.n:de mide ·e$ 
·_:_~R•-~Rcos. V, ó fü1idendo R..:.i ,!i'., !'ei ~uadradb 
•aicho valdrá 2.-2· cos/V'; comparan<l<> esta exptesfon ccin 
'l'inintetior y haciencl'o en ella: r' , i ,1 sale , . 
· - ~ +1aci'+bb1 •· : 

cos. V= · , · "·, .. ·· 
V (.r.+.a: + li1).(:1+ra'2+ /}2

)' 

Seráfacil,deducir:de µqui .· · " .,'. 10: 
1

• 

DE TRIGON0METRIA. 

')" , / !/~ . · v' (ab 1-,?'b )2+ (a-a ·+ (u- F 
sen. V-.= .../(1+d.Z+b2

) (1+a"+b'~). 

l dos rectas propuestas sean perpend_1cu lares, Para que __ as _ . , . . . ,. ~ .·· , 
se deberá tener cos. V= o' y por consiguiente I +aa 

-i-b~'86~· En este sitio· correspon'de hablar de las refo.-
. · 1 , · I 5 q·ue forma una recta 

dones que existen entre os angu o , . . , "". n 
cualquiera con los ejes coord$!nad~s ',ª. causa de hab~t 1_/ 
introducido en la mecánica con fol-1z--ex1to, Y dar mas ~ .. 

metría á las ecu~ciones de esta· rect~<: _ . . / 
. Para l~grarló P?r medio de las expresiones del nu-

mero anterior' supongamos que la segunda recta da.da sea 
uno de :los ej!=s.:, por. ejempl~ -~l de.las x; en_ -~al e~;~ se 

d
., · l ·- ·· t1e sea x · y por lo n.1,mo J; - 0 • ten ra )-=ci cua qmera q · • , 1 . 

Ob 
. ·do: aa•· ·em· "s que segurdá ecuacion x=a'z, a de-servan · " 1 • l · 

signa la tano-ente del ángulo que forma con e, e¡e ?e as 
z (8 6) la ;·oyeccion de la línea de que se tra~a '. ar:gulo 

.. ¿· 1 1 l' .. ,· J,, ~on ;;;1 e¡e Ge \..1s 
que es recto cuan o a ta mea comi.::11..1~ ,,_ , . • . . 
a:· y d será i,nfioita•f24). Eh.supuesto de_b;::::o reduce la 

expresion de cos • V a' ·' ·'' · " 
.. .r+aa' - ' V.(r+a~~V){1.+a'º) 

y dividiendo ~us ~dos t~rn:in~s· por a:, s~ .la dará ia forma 
, . .. . . ..r - . . . 

-,+a 
a. ----==============:= ; 

<' L:, V(1+az+bº) (a~~-;-1) 
en la que haci~ndo ~1 i;fini~o~;-s~ .muda .en. -

a·.':. 

ºº TOMO IV. 
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Esra _es la ppresion del coseno del ángulo que 1a ri-
mera. recta ~ada forma con el eje de las .v. p 

Del mismo modo se hallará. pnra el e¡·e de l 
, 1 . t ' . • , as )' ' res-pecto a e CL1al a =o, y b es mfimto, se sacárá 

.. . b . 

1/ 1+aº+b
20 

•• 

Para el eje de !.is z con relacion al cual a 1_ 
0 

b' 
=o, se obtendrá · · 'y 

I : : ; . ·., 
,. •-, ,_ . ~,. 
V1+a 2+b" . 

Designando respecti vnmente p. or e1. /1 'Y los t , ¡ · " , JO , . , res an-
gu os, cuyos cosenos acabamos dq i_ndicar, se tendrá· 

a l · 
cos. ,z== :-;:==::;::== cos "- , . , . '· . . . · , , r. 

V . .' •P- --"---·,cos,·1='--'· ·: · 
·· 1-1-,i·+b.~ . V.1+a'+b 2 y'--:-.-=;•· 

Si cuadramos est~s tres ecuacione~ y Jas añ;d.' · 
1
~ª +b· · 

. . , irnos , saca• reruw · 

2 
" ~ a 2 +b'+ r cos. ct.+cos. fó+cos. "/= ---·-- - r 

· . ,· , J:+a 2+b2
~ ' d: _,;, i 

c~mo puede vers·e .en el núm. f 9 del Complcm. de los 
ckm. dt: Gt:01n. del Autor. · , 

187. La expresion. de co-:s. 'Y, da 

V1 +a2 +b•::.:. ~/ 
si se la sustituye en las de (OS. (l. /::~:~· se obt~ndrá 

cos. e¿ ' . cos. ¡¿ 
. a=--, b==-; 

. cos, y . cos. y . 
y las ecunc1ones ,d~ la primera:rect~ dada,, se mudarán en 

(x-x) cos. y==. (z-z) cos. Cl, 

. (, .... i)cos. ry::::::{z-z),cos. ¡¿; 
• S1 estos -valores de a y b se l~s ~ustituye en la ecna-

c1on del plano perpendicufar á esta recta, á saber en 

)):E TRIGONOMETlUA, 2 91 
, a (:i:-:r').+ b (y-/}+z-z'= o (1 8 '.4-), 

se obtendrá este resultado simétrico 
(:i:-x') cos. e1.+(y-y') cos. /6+(z-z') cos. "i= o. 

Ultimamenté si se designan por e1.', W, 'Y1 los ángulos 
que una segunda r~cta fon:na <::on Los ejes de las coordena-
das , se tendrá -

COS, CJ..
1 ,COS, f2/ 

ª
,_ -- b'...;. ,.____. 
- /J - ,, cos. y . ~os. y 

fa expresion que designa el coseno del ángulo que esta se
gunda recta forma con la primera ( r 8 5) se mudará en 

cos. V=c.os. e1.cos. ci/;..¡.._cos,(6 cós'. R/+ cos . . "i ~os. y', 
con solo tener presente qúe 
cos.z e1. + cos. 26+ cos.2Y=I, cos/d..1+ cos. 2 /2/+ cos.2 Y'= J. 

I 88. La utilidad de estas fórmulas casi nos obliga á 
deducirlas inmediatamente por considerationes geométricas. 

1 .º . Suponiend,o que la recta dada se la traslade para• 
lelamente á sí misma hasta el origen de las coordenadas, 
y se la represente por .ÁA1, fig. 7 4, se observará que el Fig. 7 4 · 
triángulo AP Mes rectángulo en P puesto que el plano 
M'P M'1 es perpendicular al eje .t1B1 y de él se inferirá 

AP · :e a 
cos. PAM:=:--=-::======= = · , 
. AM y x'+f +z/ V 1+az+b~ 

con splo poner,por.AM-:-: Vx'+y'+z.Z (183), y por 
x é y sus valores az y bz. 

Del mismo modo se •hallará., 
AQ: . y' b 

cos. QAM= AM =. 1 , --;;--: =. 1 " b•' 
v x +J +z y 1+a + 

AR z I 
cos. RAM= .AM =._ 1 . . .. == .1 _ b'. 

' : y x'+l+z• Y 1;+a·+ 

Por es~e medio se llegará fácilmente á la relacion 
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· COS; PA1'.t+ cos. QAM
2

+ ~'.AM2
:::: J. 

2.
0 El triángulo .:AP}Hda AP=AM cos. PAlvf; del 

n_1ismo modo se hailará AR=AM cos. RAM, y como 
AR=PM11

, se,.tendrá ... · . 
AP: , Lcós.,PAM •.;. ·.:'.:.,i '': .. x cos, -c,. 

I.11v.,~º = RAM , de donde sde - _: -~·-, }. cos. , , Z '' ' CQS, 'Y · l 

representando po(it:f t Jos. áogi1los~·q:\.1_e la recta AM for
ma con el eje de'la.s X. y'el ele las. Z'. Dél mismo modo se 

· hall.irá _ [ 
· . y cos~ (6 , , : , , 

,, : -: ., -;; :=:;: CQS.;-')/: . :: .. 
con solo designar por (6 el ángu!o comprendido por la rec-. 
ta propuesta y el eje de las y. 

3. º Eq fin, fe _i11_dicn algqnas veces una recta· p,or el 
ángulo MAJJ:f! qu~ ella h~ce con su proyeccion S'obre el. 
plano de las, .i·, J., y por el áng:ul<;> l,f(AP .que forma es• 
ta proyeccion _con el eje de las x. Sea 0 el primer ángulo, 
y cp el segundo, se tendrá 

MM'=ANl sen.M.Alyl',,ó. ,,;z.::::::AM.sen. 9, 
A~1 =AM cos. 1\1 AM\ ó A!VJ/-:- AM !=9S· .0,, ... 
P M 1 = AM1 sen. M 1 AP ,, ó y= AM cos. 0 sen. <P, 
-AP = AM~ cós~ M1AP , _o..·:·;· i:-=..•fa:~ éos:· e sen.-'<p,:.-

Si se observan co11 cuidadó bstas últimas expresiones 
t1e :x J de j y.de z; é.jg1:1aline1ireilás",q11é,resültan de las, 
ecuac10nes ,.: :1 ','. ., D; , ,.-: '. 

_\ ( t ·, ·' .;:.:.".', . 1. r•· (J ., .. ) '. .#, ; X COS,.,cG .. l,,J .. ,, ·.cos •.. ¡,::,.1r.,, '.\, ; 
--=--. -, -=-,-,-, 
z cos. y z cos,. y ' ' 

y observan.~o qué 'Y,_desig~a el ií_ngulci RAM,· el cual ·es 
complem~nto de MAM1 q, de 8; se tendrá 
Co~·;.y e _~en, e~ Cos:;·~:;U~::~:s~.TI. :q; ;--~~sj_él., § COS,' 9 COS', (p. 

·(l;u:tdfañdo esttrs'"'úlfifüas'· étuaciones, y añadiéndolas 
se vótveria á 'e1)ccfritrür\:ó!ho antes ·. . . . . 

DE TRIGONóMETRIA. 2 9 3 
cos.''Y + cos.

2 (6 + cosº el. =r. 
Todas 1ns relaciones qu~ hemos -hallado entran en 1as 

resoluciones de los triángulos esféricos rectángulos ( 5 8). 
189. El coseno del ángulo que dos planos cuales

quiera fo~man. __ 71i:rre sí•, :se .deduce_ i11~ediat_amen~e de la 
expresion que acabamos de hallar; pues dicho angnlo :s 
jgual al que forman entré sí dos :ré~Fas tirad¡1s perpend1-
cul.irmente-á cada uno de los planos propuestos por un 
punto cualquiera de su comun interseccion (compl. 46). 
Repres1;nten10s \as ecnaciones de los planos por 

e D A ' B , C ' D"....: • Ax+By+ z+ =o, _ x+ ')'+ z + -o, 
si se concibe que se. muevan paralelamente á sí mismos 
ha,ta que llegt1en al orígen de las coordenadas, su á11gu· 
lo no cambiaú, y sus ecuaciones se redncirán á 

Ax+By..'.i..Cz:..::o; Ax'+By'+Cz'=o; 
las ecuaciones de las rectas-tiradas p.erpendicularniente ·á 
cada uno de ellos , , por el tal punto,, serán ( I 7 2) 

A' 
X=? C/ .;,, 

_í • B'-. 
1= U z;. 

sustituyendo en la expresion de cos. V, en vez de a, b, 
a',. iir, los yalores que dan estas ecuaciones, se .tendrá 

.. · ..•. • .. A:,A' 1 · :BB'+CéY , . (_ . r·v-·- ''. •; .. · .+ .. ,. ;) ·cos·· -· - -· 
· . - v(Aº+B~+q)(A12+Bn+cn) 

: Si unQ de lqs p1aJo·s. pio¡n~estbs, v. g ._..,el segundo; 
fuese el .de lat ~11 l 1~ : e9 el' cuatsiempre _se_. ~:7ne ¡:;_. ,° ; es. 
~vie-nte q

0

~1é N y B1, se harán nulós en esta supos1c1on,,y 

que V se reducirá á 
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e 
VAZ+B2+c·· 

Igualmente se hallaria que el coseno del ángulo for
mado por el primer plano propuesto con el de las x, z, 
en el acúal se tiene J =o, A'= o, C'= o , seria 

B 

VA"+B2+C"' 
y que el coseno del ángulo formado por el mismo plano 
éon el de las y, z, para el cual se tiene x · o, B'== o, 

C'= o, será. 
A 

v A"+B·+c .. · 
En el caso en que los dos planos propuestos fuesen 

perpendicµlares entre sí, se tendría cos. V:::o, y por con~ 
siguiente AA'+ BB'+ CC'= o. . . 

' ·,. . . ' 

l)e. las st1Jmjicies dt segundo grado. 

I 9 o. Las superficies, igualmente que las líneas, se 
dividen en órdenes' segun el grado de SllS e~uaciones; el 
plano es la superficie del primer orden , porque su ecua
cion solo es del primer grado. Las superfides;·del segundo 
orden estan todas comprendidas en la ecuacion 
A.'!.'i+By'+Cz'+ 2D.'!.'.r+ 2E.1;z+2Fyz+iGx+ÍHy+ zKz:=L: 
que es. la mas general que puede formarse en el segUndo 
grado con las tres indeterminadas x, y, z. 

Rese>l viendo esta ecuadon respecto de UTil!c de dichas 
letras, respecto de z, v. g., se tendrá 

Ex+Fy+K r { z=- e .± 0 v' (K2.+CL)+2(FK~GH) 

J+ 2(~K-CG)x+(F~;;_BC)/+ 2(Ep,;-CD).i:r+(E1. 
~·AC) .i·2}. 

0 
. . • . . 

l 

1 
i 
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Este Tesultado hace ver que á un mismo punto del 

plano de las :i:, J', corresponden dos puntos sobre la su ... 
perficie propuesta, y que por-consiguiente cada uno de 
los valores posibles de z produce por la sustitucion de to
dos los valores posibles de x y de y, una porcion de su• 
perficie que es, respecto de la superficie total, lo que son 
las ramas de una curva respecto de dicha curva • 

. Observaremos en primer lugar que la parte racional 
del valor de z, expresa la ordenada de un plano, que di
vide á ,la · superficie en dos partes simét.ricas ; pues si se 
toma ese plano por el punto de partida de las ordenadas 
de la superficie, haciendo 

fü:+Fy+K 
Z+ C =u, 

la nueva ordenada. u tendria dos valores iguales, el uno 
positivo y el. otro .negativo. El-plano mencionado· hace 
pues en las superficies del segundo grado el mismo ofi
cio que un diámetro en las cui·vas del segundo grado. 

Seria dificil formarse una idea exacta de la forma que 
debe-tener una superficie curva si nos contentásemos con 
considerar meramente algunos puntos aislados de ella; en 
vez de eso se imaginan una infinidad de secciones hechas 
en la superficie por diferentes planos, que para: mayor 
sencillez se toman paralelos á los planos coordenados: una 
vez conocido el curso de las diferentes curvas resultantes 
de las secciones, y su continuidad, se da muy bien á co
nocer la forma de la superficie propuesta. · 

Todos los puntos de un plano tirado paralelamente al 
de las x, y, á una distancia =:::a, estarán comprendidos én 
la ecuacion z= e»; y por consiguiente si se sustitt1ye su 
valor en la ecuacion general de. las superficies del segun
do grado, se volverá á tener 
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A.i·,+By'.:+-2D.i:,•+2(E,H-G).v-+ 2(Ft1+H);• = 1-2Ka ..:_ Ca\ 
y expresará la relacion que tienen entre sí las coordenadas 
del plano de las x, y, para todos los puntos de la super
. .ficíe propuesta,, distantes de ese plano la :cantidad a, y 
pertenecerá por consiguiente en el plano de fas :t:, J; á la 
.proyeccior1, de la curva, segun la. cual .el. plano, cuya 
ecuacion ,es z=d, en·cuentra la superficie del segundo 
grado ;·,y como ese plano es· .. paralelo ~l de las x ,' ? , -es 
evidente. que _In seccion hecha en •la: nmma -superficie, no 
se diferenciará en .nada de su· proyeccion sobre el plano de 
fas X, J· , . , ' ' . 1 • ' ' 

Tomando por a diferentes valores, se tendrá11 las.di~ 
ferentes secciones paralelas 'al 'plano de las x, J': si se ha
ce a= o , la ecuaéio~::resultante -- ·, , ... 

Ax"+By2+2·D:ij+2Gx..¡:..;,2FJ L •í "· 

dará la curva del segundo grado, segun la cual corta a Ia. 
spperficie el plano de las x, y. Del mismo modo se de
terminarían las ecuaciones de las secciones paralelas al pla
:no· ;e\e las x, z, y al de las), z. 

Desde luego se echará de ver que las superficies,, se\, 
gun esten colocadas de un modo mas ó menos simétrico 
respec'to de los ejes. de las coordenadas "'0,. tienen ecuaciones 
m.as, ó. menos sencillas;· y· que por consigniente :f>a:ra .. rina .. 
lizár l~s:,qiferentes especies de superficies que representa. la: 
ecuacion. general, ded¿s .del. segundo grado, .' es preciso 
t1n1pezqr, po.r,_despéjarlas de cuantos términos dependen so.-. 
lo de la sitt{acion panicular de .los ejes de las coordenadas, · 
lo :que. ptit;de hacerse:, ya discutiendo el_¡ radical· .de uu 
modo ~pálogo al que, se .ha. seguido para las: lín.eas del se:.. 
,gundq grado en los números 11 1- I 2 o,, ya. sea constru-t 
yendo fórmulas generales para la trasformacion de c.oorde
nad¡;s en el esp,Kio·, y empleando CQmo · en los números 
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I 2 S-I 27, las cantidades relativas ~ la posici~n de los 

ejes, para simplificar cuanto sea posible la ecuac1on gene
ral. Se puede consultar acerca de esos pormenores, que ya 
salen del límite de estos elementos, el capítulo S del to
mo' I. o del. Tratado' dt'.l cálculo diferencfal é int.gra! . 

I 9 r. Nos conteot~remos aqui con observar que se 
puede sacar del núm. 18 5 la ecuacion del cono recto, 
colocé\do _en .una situacion cualquiera respec~o d~ los pla-
i10s coordenaaos/ . . , 
· . Cb~ efecto, siebéÍ~ engendrado el cono· recto por el 
ri1ovi•n1i~nto· de una recta sujeta á girar al rededor de otra, 
haciendo con ella un ángulo constante, si se designa por 
el, (6, y, l::ts coordeq,1das de.1 vértice r- que se tomen por 
la recta fija ó eja del cono las· ecuacio1ies 

X-d.' a(z-y), y-f2=b(z--y) . 
y por la recta movible ó el lado del cono las ecuaciones 

:x-(1.,=a' (z-y), y-{6=b' ( z~y ), 
el coseno del ángnlo foÍ'm_ado por esas dos rectas será 
,·-' , ,. ;; , , I +.aa'+bb.' 

_; 
. . y'(1+ai.:+:k~) (1-+:-,("+b'~) .,, _., . · 

como debe ser constante, se le representara por e , y se 
observará que pertehecietido a, b · al eje designan .cantida
des conocidas, y que' 

' .-·.-v-ct . b., y--/3 
a=. '=-.-. z-y · z-y 

Sustituyendo estos valores, se formará la ecu~cion 

r+a(x ·c.(.)+b(''>' ª) 
•. z-y z-y 

iJ (r +a'+b') { r + (:_;y+ (1~ ! )'} "" 
que fácilmente se reduce á · ·· \ 

TOM:O lV. PP 



2 9 8 ELEMENTOS 

a (x-·á,)+b Cr-.G)+(z-y) . ... -=e, 
m V(x-á-Y+(y-$Y+(z-yy 

haciendo para abreviar v 1+ a2 +b2=m. 
Si se coloca el vértice en el origen de fas coordena

das, se tendrá e1.,= o, f6= o, -y=o, y 
ax+by+z 

. ·=c . 
. m V x 2+y2 +z2 

Si se hace coincidir el eje del cono con el eje de fas 
z se tendrá a= o, b= o, m-r, porque. en este eje y:::o, 
x= o, sea cual fuere z; y l¡¡ ecnacion anterior se re• 
duce á 

z 
e, 

.vx"'+y""+z,2 
de la cual se saca elevándola al cuadrado, . 

z2
( 1-c")=l(x~+/); · 

haciendo e.n esta ecuacion z=n se convierte en 
n'( 1-c

2

) = c2(x 2 +/), _ 
ecuacion que pei-tenece á un círculo, cuyo centro está en 

el eje de las z, y cuyo radio es n Y~. Res~lta de 
e 

esto que todas las secciones del cono recto por 110. pla~ 
no paralelo al de las ·.'t', y, son círculos, lo que es ademas 
evidente por la rúuur:aleza del cono. · 

Se saca de la ecuacion anterior · 

e --
z= -·"' vx"+l; v'r-c . 

es focil de ver que v r-c 2 es el seno del ~ngulo que ha
ce el lado del ~ono con el eje de las z, y qüe por Consi .. 

e . . 
guient-e --~-== es la cotangente de dicho ángulo ó. la tan• vx-c· . ' 
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gente del que la misma recta forma con el plano de las x, y • 

Si se quisiera que el vértice del cono fuese 1.111 punto 
cualquiera del eje de las z, sin que dejase el eje de coi1a• 
cidir con el del cono, se tendria 

e --
z;ry= -.- V x'+y•· . vr-{' 

Haciendo z= o, se óbtendria la ecuacion de la cur
va, segun la cual encuentra el cono al plano de las x, ,r, 
y que puede sar considerada como la base. Esa ecuacion 
seria 

6 
y'(1-c') ., 
_.:;__2 __ = x~+J ; 

e 
ella pertenece á un círculo I cuyo radio es 

y ✓ r-cs ---· 
e 

Si se representa por 1· ese radio, se tendrá 
• s y~( r- e') , . _ cr . 

r = ,.s , ) 'Y-. 1--' 
• V 1-&s 

la ecuacion 

trocándose entonces en 
cr e _._ 

z..,,. --==== = ---= vx'+l V 1-c• V 1-c• 

puede ponerse bajo la forma __ 
./-• ./ .. zv 1-c·-cy=c v x +J, 

en el caso en que c=I, ella se reduce á 
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~ 2 ~ r =x +y. 

1,92. Esta última ecuacion, qne no contiene ni.as 
que dos de las tres coordenadas, pertenece sin embargo á 
la superficie cilíndtica, en la cual se trasforma el cono 
cuando su vértice se aleja al infinito; porque designando 
( el coseno del ángulo formado por la recta generatriz 
del co110 y su eje, la hipótesis c=I hace nulo ese ángu• 
lo, y establece el paralelismo de las dos rectas de que. s~ 
trata; lá primera, girando al rededor de la segunda, tra• 
za pues la superficie de un cilindro recto perpendicular al 
plano de las x, )', cuya base sobre dicho plano es el cír
cul-0 que tiene por radio 'y, y tiene su-·centro en el ori
gen de h1s coordenadas. 

Esto nos conduce á observar que una ecuacion cual
quiera, que solo contiene dos de las tres coordenadas, y 
solo designa una curva sobre el plano de las coordena
das, pertenece en el espacio á una superficie, pues la 
coordenada que no entra en la ~cuacion, hallándose in
dependiente de las otras dos, tiene una infinidad de valo
res para cada punto del referido plano; y esos valores cor
responden. á todos los puntos de la recta alzada perpendi-. 
cularmente al plano coordenado por el pui1tci que en él se 
comidera. 

El conjunto de todas las rectas alzadas de este modo 
sobre c::ida punto de la curva constituye una superficie 
,ilíndrica, tomando esta denominacion en to,da la. extensio!l 
que se le da en el Complemento de los ehÍnentos de Geo
metría. 

De las cur'Vas co11sideradas en el espacio, 

I 9 3. Cuando se consideran las curvas en el espacio, 
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·siempre es como el resultado de la interseccion de dos su
perficies., asi como la línea recta' resulta del encuentro de 
dos planos (168). Puédese por ejemplo indicar un cÍrcu• 
lo, dando la esfera. de la cüal es parte y el plano que cor
ta á dicha esfera. Suponiendo que tenga esta su. centro en 
el órigen. de \'as coorden·adas; y sea cualquiera el plano, 
el sistema- ·de las ,ectrncibnes-: . 

x2+l+z"=r• (1) A.1:+B)'+Cz=:D (2) 
pertenecerá al círculo, segun el cual se encuentran la es
fera y el plano propuestos, pues solo con vendrá este siste
ma á los puntos qne se hallen al mismo tiempo sobre una 
y otra sopedicie. · ' . · . 

Claro está que se puede trasformar el sistema de las 
ecuaciones ( t) y ( 2) en una infinidad de otros que le sean 
equivalentes. Lo que mas está en uso es eliminar .ilterna
tivamente una de las tres indeterminadas x, y, z; y asi 
se obtienen entre estas tres cantidades combinadas de dos 
en dos tl'es ecuaciones, que pertenecen á las proyecciones 
de la curva buscada sobre cada uno de los planos coor
denados. 

Ep .el ejempl9 anterior se tiene . 

,. • (D-Ax-BJ)~- ,. 
X 4-J + -C-, -- -r 

x,+z'+ (D-A~·-Cz)'=r~ 
· (D-By-Cz)• s 

. l+zº-t --¡:-- =r, 
: dos cualesquiera de estas ecuaciones dan 1::i tercera; perte~ 
necen ( I 1 9) á elipses, que son las proyecciones del círcu
lo sobre cada uno de los planos coordenados (compl. 6 3). 

Para concebi_r con claridad cómo _las ecuaciones de las 
proyecciones de una curva repr~sentan esta curva , es nece-



3 O 2 ELEMENTOS 

sario tener pi'esente que dichas ecuaciones .pertenecen: á 
, superficies cilíndricas elevadas. perpenJicularme.nte sobre 
las proyecciones (r 78), del mismo modo q.u.e, las. eéuaci~. 

. nes de las proyecciones de una recta, designan tambien 
sus planos proyectantes. • , 

Síguese de est.o que la !,:tUVa pwpuesta result.i de ila 
interseccion de las superficies;. cilíndricas ele'vadas , sobre 
dos de sus proyecciones I como se ha dicho en el núm. 77 
del complemento. 

En la mayor parte de .}qs casos, la inter_seccion de 
dos superficies curvas no puede tener todos ,sus puntos.so
bre un mismo plano, y forma entonces una CUl'.Va de do
ble cur'Vatura; tal es por ejem pi~ la interseccion de una 
esfera y de un cilindro. recto, cuando el eje del cilindro 
110 pasa por el centro de la esfern. 

Supongamos que la esfera tenga su centro en .el ori. 
gen, y que el cilindro tenga por base el círculo y su eje 
paralelo al de las z; las ecuaciones de las superficies que 
contienen la curva propuesta , serán 

.1:',-J'+z'=r' 2ax-.1/=/,,, 
y se tendrá por las proyecciones en x, y , y x, •z, 

~ ~- ~ ~ 

2ax-,x =t 2a:1:,+z =r. 

Esta curva pudiera describitse colocando una punta 
de compas sobre la superficie del cilindro, y haciendo gi
rar la otra sobre dicha superficie, con una abertura igual 
al radio de la esfera. 

Para obtener cuantos puntos se quieran .de ella, es 
preciso determinar las coordenadas y, z por medio de la 
abscisa .t, sacando sus valores de las ecuaciones de fas pro-
yeccfones que dan. · · · 

r= V :i.a.:1:~:t/, z .. v(,-• -;ax. 
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S.e· reconoce Ia extension de estas curvas, asignando 

los casos, en los cuales las ordenadas se hacen imagina
rias; para y no se encuentran mas valores reales que desde 

x = o hasta :e= 2 a, 
: ' ' .. ,.- ' . . '. ti), 

y para z I desde x== o hasta x= - .. -. por el lado positi-
. '',, ' 2~ 

vo, y desde x= o hasta el infinito por e~ lado negativo. 
Pero es evidente que solo se debe tomar la parte de 

la abscisa x, comun á fas dos proyecciones, pues basta que 
una de las Cóordenadas 'se hag'a· imaginaria para que haya 
la curva alcanzado su l.íinite; luego no se extenderá mas 

. ' ·•··' 1''1, 
que desde x=o hasta x= -. 

.24 

.· -La cons)d eracior1 de Ías· · mismas· proyecciones' confi i·ma 
este resultado. La ec;uacion en x é y, perteneciendo al cír• 
culo AE'F1e', fig. 66; que sirve de base al cilindro, y 
pertenecie,1?.do 1il qúe .contiene' x y z á la parábola· H

11 
I' h", 

. , ._ ,, • , .r , · • . ,,.2 , 

cuyo· parámetro = 2a, 'y la dfü~ncia Al= -. , es ev1-
1 '. •• •• ' ': .1u•,lJ•, 2a 

dente que solo se pueden emplear para desci-ibir la curva 
propuesta I las partes E' Jí/ y H'1 1'1/' de estas proyeccio-
0¡e,s;, t;orresponqiep.tes sobre el eje AB á la parte ..t\.I'. 

1
, .:1,9·5. En fin., para a_segurarse analíticamente de que 

~a curva propuesta no. es plana, es preciso indagar si pue
de ser la .imerseccion de uno de los cilindros elevados so• 
bre sus proyecciones por un plano. Designando por Ax+By 
+ Cz=D la ecuacion de un plano cualquiera, su inter
se~ci~n con el cilindro ele.vado sobre 1.-i p.irábola H"I'.&'' 
estará representada por las ecuaciones 

Ax-+:By+Cz=D, 
2-ax-Í-z"=r'; 
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la proyecdon de esta interseccion tendrá por ecuadon so~ 
bre el plano de las y , z , 

(r 2-z2
) 

A 2.a· +BJ:+Cz ·. D, 

y debera coincidir en tqdos sus puntos con _la µe la curva 
propuesta sobre el mismo plano de' l~s y, .t, que es 

r2-zz _ ( r:a.z")2== l • 
Pero se saca de la ecuacion aüterior 

2aD-Ar2~2aC,p+Az.Z 
-Y= 2tlB 

lnego será necesario que parn todos los valores de z se 
renga 

(
2aD-Ar2

- 2a Cz+A:z-.2
) 2 _;. 2 ...:. 2 _ (.r2

-2
2
)" 

2.aB . . ,,_r z • 4a• ... 
Desenvolviendo este· resultado se le dará la forma .. - , 

Pz4+Qz3 + R.?+Sz+T_ o, 
designando las letras P, Q, R, S, T coeficientes formit
dos .con las éantida_des A¡11}?f, Q ,,p .. J?~? 1que.esta t":cµa~ 
cion se verifique independientement·e de z, es precis'o qúe 
se tenga separadamente 

P=o, Q=o, R:;::o, S=o, T=o,, 
La elio1inacion dará á conocer que 11h1gtrn.r de dichtts 

ecuaciones, está comprendida en las' otras, y poi- cons.iguien• 
te no se pueden determinar los.cuatro coeficientes A, B, 
C, D, de modo que satisfagan á un tiempo á todas ellas:_ 
luego no existe plano alguno c¡ue pueda comprender la 
curva propuesta.; y si se quisiera deterrllinar z por medio 
de la ecuacion anterior J solo se podrían obtener por ,ella 
cuando mas cuatro valores; ae súerte que la cú.,i·va pto~ 
puesta no puede ser cortáda por -1.'iü- ~lano en mas de cua
tro puntos. • 

INDICE. 

CAPJTULO PRIMERO. 

DE, LA .~RIGONO.METRIA RECTILINEA, 

Seis cosas .f.C consideran en un triángulo 1-ecti!ineo, 
tres ángulos y t1'es lados. Con tres de estéis seis 
cosas se 4eterminan las otras tres, $iempre que 
entr:e los datos se halle un lado'. .................. Pág. 3 · 

Si se tµviese mui serie de triángulos calculados p,1,-
ra todos los ángulos posibles, precisamente u 
hallaría en esta serie tt1! triángulo, que tmdria 

__ los misnzos á?zgz¡fps qu,e un triangulo d1do........... 4 
El seno .es la per_pe71dicular b_tij_,1da :drsde el extn:

tno de un arco al radio que pasa por el otro ei·· 
tremo; el coseno es la ptirte dd radio. comprm
dida_ e~tre.- el pie del s.eno .J _el cmtro; el seno~ 

_ v;ersCJ es /q. p,irt,e. cfrl ,:(l;Jiq. it~t;1:cepfr1d,1- entre d 
arco y el _ _pic_ 44 Sf11:0,;/ci tangente es la perpm

•. dicular tirada_ al radio en el orígen del arco, )' 
que termina._ en el r~#io prolong,uio que pasa 

. por fl otro. extf ~mo_de/ qrco ¡ est~. radio 11rolonga• 
do se ilama secante .. : ............ 1 ......... _ .. .,.~............... 6 

Se_ ent!'etzi-i; ·1ior ~R;1_pl,~.1J1~nto. (Íce u11 arco , Ó de tm 
ángulo, (o que _es necesario añadir ó quitar á 
este tlrco_~ ~ (Í_ tfte_ án.g;ulo 1 para forn.ar el cua
drante de circunferencia ó mz a11gulo ,-ecto; )' por 

.. ' §Uplemen.to tf.u,n.JffCO' lo que es_-necesarfo atfo-

dlr al a.reo para que 'Valga la s,midrc1mfera1da. id. 
TOMO IV. QQ 
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Los cosenos, cotange~·tes )' ~9\eCapt;es son los senos, 

tangentes J' secantes de los arcos complemmtarios. 7 
El coseno y el r,idio gut:erdan untre sí la misma 

rm.on que el seno y la tangente, 6 que el radio 
y la s<1ca11te ••. , ............ '~ . .....••. ~.,.'.,.~ •. :.;' ................. 8 

El cuadrado del radio es igual á la suma de los 
cuttdrados, del seno f coséiió de un arco: T. t. ,· ···9 

Valores que tienen las iíneas trigonomt~;i;~·;••;~ -
ciertas posiciones y en arcos dete,:minados~ . .-.: ... id: 

Un ángulo obtuso #ene el mismo seno, J. eJ mismo 
coseno que sú suplemento ................ : ... -.' ............ ; .. , .¡. 0 

El seno de la .suma 6 de la diferencia de dos arcos-. 
es igual al #no delprimeÍ·o, mult1'plicado por d - .1 

costno del segundo, mas 6 menos el seno del s~
gtmdo ~1:tl~iplicado por el coseno del primwo, J' 
todo divzdtdq por el radió.,•.:, ...... : ................. ;., •. 12, 

El cos-eno de ·ta .súma 6 d~ la diferencia dé dos· ar
cos· es igual al producto de los cosenos de cada 
ttno de estos arcos, menos 6 .mas· el producto d(I 
los ·s.enos de los mismos, y todo_ di'vidido por él , 
,·adzo., ......... , •111 •••••••• ••••••••••• •. ,.".-••• --••• , •• ~ •• :. ~'. ••••• ~ •• : id. 

De estas expresiones ie deduce el se1to de· 1,n •arco 
1nu'/tiplo de otro ......... , .......... ................ · ....... '. 1 ., ...... 1 g 

Siendo dado el smo de_ un al'co, se halla el seno de-
s11 ·mitad .................. : .. • .... · . . '. , , , : · ·-1 . , ·d 

,.i ••••• 1 •• • '. 1 •• 1 •••• 1 ....... '.,.. 1 1 

No so~ •los 'Valot'es de los-senos., los que s~ calculan . ., 
J' si su relacion con el 1·adi'o ·• , . : ,, , · ,, : •· . 2 r,':. 

La longi'tud de un arco es may~~··~~~··¡~ d~ .. ~;;·~:~;~·, 
J menor que la de su tangente ....... · ............... ; ... id. 

La r~zon de estas dos líneas tieni por 'límz·te la ;, 
unz'dad ........ ........ ; ....... · . _ .. _ . , . , '" ~ 

•••• ••• ••• ••• ••••••• ••••• •••• •••••••• ~ ,t/it 

NoTA. Las líneas que en su cu1·so ,son convexas m' , 

'.3 º7 
.- 'Ult mismo. sm#do, son ·tanto mas largas cildnto 

ma, se apartm de-la línea r.ecta.............. .... .... 2. 2 

C6mo se, puede hall4r de un modo bastante apro:ci-
, 'ma.do. la longitmLde .. w.z arco correspoiidiente á 

un, seno muy pt!que{ío, ... , ... , .... i ........ , • ... · .............. ,,:id. 
NoTA. Serie .que. expresa la ta,ngente por el seno .. 23 
El seno de un cuadrante no es otra cosa que el ra-

di'o., J el seno. <f.cl N1"cio de este arco es igual á 
la mitad .del radiC>.,u., ............... ~., ....... " ......... jd. 

De- la di-vision dd círculo..................... ............... 24 
El seno de la mitad del cuadrante es igual á fr y-;,- 2 6 
De la construc.cion de Jas tablas de las líneas tri-

gono1nétricas................. ......... ....... ... . . .. .. .. .......... id. 
Su· uso................................................................... 28 
Los senos y cosenos cambi"an de signo, cuando pa

san al semicfrculo opuesto á aquel en que se ha~ 
liaban dcsefe lufgo .................. ,. ......... , .•........... 29 

Las tangentes toman el signo qm les con·es11ondc, 
< pot· el que .tienen stt seno y coseno..................... 3 I 

Un arco ncgati-vo tiene su seno de signo contrario 
al del arco positi,vo de la misma magnz'tud, y 
su coseno del mismo signo.......... .. .. ..... ........ ...... 3 3 

Inwstigacion de las di'-versas relaciones de las lí-
neas trigonométricas ................... ,...................... 3 4 

La 1·azon de la suma á la diferencia de los senos 
de dos arcos es la misma que l,i de las taizgen-
tcs de la semisuma y de la semidifercnci'a de es-
tos arcos............................................................ 3 7 

Tabla de las J órmtttas trigonométricas que mas se 
usan .............................................. , .................... 39 

En todo tri'ángulo rectángulo el radio es al seno de 
' uno de los angulas agudos, como la hipotenusa, 
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eFa! lz1do óptústo d este ángltlo., ... : .. : •• ; .......... ::. 42 

El radio fü á la t,wgente. dB una-· de tos 4ngulos 
agtüiós; C()mo el lado 6 cateto a,0•cúntte á est; án- '. 
gula es a/uctitttó opuesto .•. .:.\J . .,;,¡.,'..:;·: ... ;.:, ... : .. : .. , id, 

Cóúzo. se .. calcula un lado.,do· .un tr-t"ángulo rcctángit-·, \ 
, lo, cuá'ndo se ·conocen'los otros dos, .... .' ............ , ... ··43' 

En cualquier tridngulo los· senos de los dngtllos son · 
entre.'sí c.omo los.fados opucstos,) .... ;; .. !\ .......... ~ ..... /,'46 

R':cizon-ent,~e lo.r- ,lados .de ,zm t-ri.i11g-ulo-y lo's, Únoi'ifr:'• \ 
· sus ánguks opuestas,, ... ,.,-, .... .'.:.: .... ,.: ....... :i,;.i ...... ·,47( 

Po1· la proporcion anterior se resuelven todos los 
casos dll ettalquier .triángulo, e,i-cepto aquel en 

··· que se conocm dos . .la.dos 7.d d.1¡_gttlo. .. c.ompfrndiclo, 
J aquel en qtte. se conocen lo¡,. (1:es hrdM............. ... • 48\ 

La stmzq de dos lados de un tridng.ulo es d s.u- di- . _ 
Jerencia, como la tangente de la semisuma dt: 
los. ángulos opuestos á estos. lados es á la tan-
gezitt de ,m semz:diferencia;, ........... ......... ;, ......... ,49 .. 

Cómo se lu:,Jla inmtdiatamente el tercer.. lado........... So 
El seno de la mitad de un ángulo es igual á ke 

raíz ctutdrada del producto de las d[fercncfos 
entre, la, semimma. de. los tres lados del trián
gulo J cada ,uno di, los lado.s .qw: comprenden el 
á1tJ;ulo busr:ado, di'Vid/do por el producto de es~ 
tos dos lados; suponiendo que d radio sea lee 
11nidad . ...... , ..................................................... 53 

Fótimdcts generales que compre1idm. las relacz'ones 
que _entre .sÍ. .tic.nen. los ángulos y lados de los 

. , l .,, 
trtangu ()S _rectt;zneos. .................. ....... ,........... ...... 54 

Ejemplos de la resolucion de los triángulos 1·ectán• 
gulas J oblicuángulos ........................... : .............. 56. 

A¡licqdones rie la trigonometría al arte -t;le. levan• 

tar p!1nos, &· ddcrmt'nacion·de los puntos situa-
-cjos sut sobre un pl.-mo, sea en el espacio) res• 
pecto .d u11ci 'línea dada, ya horizontal, ya incli-
nada.; que se tlaina base .... : ............................. .. 

Nt>TA. C6ma-pttedc mdz'rse un ángulo .................. . 
Lo que es· la reduccion de los ángulos al plano ho-

rizontal.-....... ;. .................................................. .. 
J))cter.min,tcion .de. un ptmto- por los ángulo-.r com

prmdidos entre './as ,rectas tiradas. desde. este 
punto á otros tres tomados en el mismo plano .. .. 

Otra, r.es.olucion del. .mismo problen:za .• ..... , ............ .. 
NoTA. sobreila 1ÍÍ':oelacion .. ......... : ........................ .. 
La diferem:ia de niivcl:de,dos·pimtos es_ la canti-

,- da.d. de. quc.,ww .está. mas elevada 6 mas bajo 
que .e) otro ,.en el. sentido perpendicular á la su-

petjicie terrestre ................ ........... · .................. .. 
L,o qite. se entiende .por. la diferencia en.h·e. el nivel 

apannte y el verdadero ..... ; ..................... : ..... .. 
De la resolucion de los tridngulos por ltls seriu. 

CAPITULO II. 

l).E LA l'RIG0N0METRIA ESFERICA. 

Un triángulo Njéri'co es el que forman sobre la su
perficie de la esfera tres fircunfercncias de 

• círculos máximos que se .c()rtan de dos en dos ... 
Construcclon en que ej'táJun'cjada la t1·igonometría 

e sfé1 .. -icq, .. .. ·••:~.,.a., ................................................... . 

Ecuaciones que contienen implícitammte todas las 
· relaciones que tienen entre sí las seis cosas que 

.re ,onsideran en un triángulo esféric-0 ..... ........ .. 

60 
6r 

71 
72. 

73 

74 
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N,)TA; ~xpre.rion del vo/~mén de u11.tet1·aedro, por 

los trngulos coinprendrdos entre sus aristas .. , .... 
Preparacion & las ecu.1.cz'ones anteriores para apli

. carlas inmediatament{l á la resolucion de los tridn-

77 

gielos esfériros ...... ........................................... ,. id. 
Lo que se entiendll por tricingulo suplementario ..... So 
St'mplijicacion de las /6rmulas para el caso en que 

el triángulo es rectángulo .......................... , ....... . 
Transformacion de las_ ecuaciones fundamentales, 

para aplicar á ellas cómodamente el cálculo de 
los logaritmos .................................................... 84 

F6rmulas que contienen todas las combinacionn de 
los ángulos y de los lados de un triángulo os-
férico... ..... . .. .. .. . .. .... . .. .. .... ... ............. .................. 90 

F6rmulas de N eper........................................ · 9 2 
Recapitulacion de las /6nnulas necesarias par~·::~: 

l . , l ,.¡.· I • so 'Ve1: un. triangu o es_¡ erzco.................. 9 3 
Obser-vacion .. acerca .de .las .. di-versas condic~:;r;~;·;~; 

debr:n 'Ver!ficarsepara que .los mismos datos cpn
'Vm,t;mi á uno ó á dos tt"iángulos esféricos .... ,.... 9 5 

CAPITULO III. 

DE LA APLICACION DEL AI.GE.BRA A LA G:EOMET.RIA. 

Idea general de la aplicacion del Algebra á la 
Geometría ......... ,............................................... 9 9 

C6mo puede servir el Algebra para combina,· entt"e 
sí vados. teoremas de Geometría, 6 pata poner 
en ecuacion J' resolver los problemas rtlativos á · 
la e:i.:tension... ... • ... .• ... .. . · id 

.Et área de un triángulo e;/;¡:~;;;;~d~;~~·¡~·;:~,~· • 

cuadrada del producto' de la semisuma de los tres 
l,dos, multiplic,td,z por lqs dijt:renci,1s entre es-

. ta semisum."Z y cad,i .uno de los lados ................ .. 
Expresion del volúmm de un tronco de pirdmide, 

6 de cono recto de bases paralelas .................... . 
Cuestiónes de primero y segundo gr,1do, en las czut

lés las ,líneas.no se lz,illan -valttadas en mímeros, 

grr 

pero sí estan consideradas en sí mismas ............. id. 
Lo que se entiende por la construccion de las ex-

presiones algt·bráicas ........................................ . 
C6mo se efectúa la constrnccion de las cantidades 

homogéneas, que se refieren á líneas, ó de pri-

108 

nur grado .. , ... ,............................. .. ..... ............. id. 
Construccion de las raites cuadradas ........... , ........ . I I I 

Qué es lo qu~ debe hacerse cuando la cmitidad 110 

_es homogénea ............. ,, .................. , ................... I I 3 
Construccion de las raices de las ecuaciones de se

gundo grado con una sola inc6gnita.................. I I 4 
Resolucion gráfica de estas ecuaciones............... ... I i 5 
De lac signiji.acion de los signos + J' - , respecto 

ti. la~ líneas, y de su teso en la 1·uol11cion de las 
~cuest-io1zes ................................... , •...•.•• , •. , .. ,....... 1.17 

Siempre qti'e se trate de dista1Ícias rife1·idas á un 
punto fijo, y contadas sobre tma misma lí1ua 
6 sobre líneas· paralelas, aquellas que esten 

, ·afectadas-del.signo.- , .. dcbm tomarse en-un sen
:. dido •opuesto d aquellas que son afectad.is del . ' st.gno + ... '" ..................•.... ,. . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I 2. o 
Observacion sobré los signos de la secante, y nota 

sobre el misrno objeto ......... • ................... , :.... .. .. .. . . I 2 I 

:.A.nalúis c,ompleta del proble1M, m el cual,se tr,t-
ta de tirar po1•.u,i punto tomado .en un ángulo 
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recto, un.1 línea, en la cu,1! la parte comprenJi. 
dct entre los lados del angulo, uri de una mag-
1zit1,d tl,1.tla .. .......... ,, ............ , .... , ................... , .. . 

Resolucian di/ este prüblema por N1:wton, para .t 
caso en que el punto, por el cual dtba pasar la 
líitea de magnitud dada, esté d, igual distancia 
dt los lerdos dd ángulo. recto ............................ . 

Construccion d1: las expresiones algébricas, que per-
ttneccn ti d'reas ó á 'Volúmenes ........................ .. 

Idea fundament,d del ana/isis de Descartes r por 
la cual st representa á las cur'Vas por medio 
de ecuacio1us con dos indeterminadas ................ . 

Ecttacion de la línea. recta .............. , ......... , .......... .. 
-- di/ "la circunferencia dt'i círculo ............ .. 
Lo q~ie u entiende por coordenadas, sus ejes, m 

o.r1 g1:=.11 .... ••••• , •••••••••••••••••.•••••• •.•• •••• "' •••• i ••• ••••.••••••• 

C61110 se distinguen por los signos . .:.¡... )' - !rJS_ cuatr~ 
ánguíos que forman los 1:j//s de las coordrnadas. 

Qué es lo que se entiende por lugar de una ecuact'on, 

130 

132. 
1 33 
1 3s 
r37, 

138 

y c6mo se entiende el de cualqufrr curva_ ............ . r 3 9 
Lti ecu:1cion general de primer grado con do_s -indc

ten;dnadas perte,iece á_ u1u1,. /inccr.rr.cta............. id. 
Es necesario dos co.>1dicione,r para determinar esta , 

li11ea ... , ..... . ,, ............................... ,......... ... . ......... •. I 4 2, 

Ecuacion de una rectt-& que pas¡:1 por _dos puntos 
dado,¡., .. -............. ••· ... , ......... · ..... , .. ,.,, .... · ................. ;·, ..... ~ :jd, 

E :ipre..sion de bt dist4ncia de estos ptJnt_qs.,, ...... t ...... '.l.4 3 
Ecttacz"on de. t.mrt .rect ~ que, pq,sanqp po.r ,1:1.n .p.imto 

dado, se,:i,1 paralela á un.a neta d4.da •. . ·;,~ .. ;... id. , 
Ecttaci,on .d.e /.a .prr:pe11d,icul,4r. /;,ajada sob_rf ,U,11fl. li~ 

nea dada, por .u.n,;p1p1t.Q . .i/,ad_o ..... ),;,~ ..... .:1, ••• ,, ... ~.: I 44 
NoTA, $obre fl.l sz'g11rcq11e depe_,tpner,Ja,h_pigm~u. 4tl' , 

l ..... ' 

1 

ángulo fonmtdó por esta pe1pendt'cular al ~ie de 
las :r ............................... , ................................. 144 

Para hallar el punto de encuentro de dos rectas que 
se cortan, es ncceu1rio .ruponer que las coorde• 
nadas de la una sean las mismas que fas de l,i 
otra ...................... : .......................................... . 1 45 

147 
E:i:.Pre.sion de la longitud de una perpendicuhir bct-, 

jada sobre una línea dada, desde un punto dado. 
Expresiones del seno, del coseno y de la ttmgmte del 

ángulo que forman dos rectas entl'e sí.............. id. 
Ecttacion general del círculo sacad et, colocando el 

orígen de las coordenadas de cualquier modo ...... 
C6mo se determina la circimf erencia que p,1sa por 

tres puntos dados ............................................. . 
Ecuaciones del círculo, las mas sencillas .............. .. 
Problemas 1'elatÍ'vos á líneas rectas, ellos compren-

. den los de las páginas (zo3) (1.2.2). ............ .. 
Expresion del arca de un triángulo, por medio de 

las coordenadas de los 'Vértices de sus ángulos .. 
El arca de un triángulo_ de ningun n?odo depende 

dt1 m posidon respecto á los ejes de_ las coord/;~ 
nadas; en efecto se !talla otra e:rprc.sion que so-
lo depende de los lados .................................... id. 

Emacion que h.1ce conocer la rclacion entre los la-
dos de zm cuadrilátero y sus diagonales ......... .. 

Expresi~1~ c{tl Mdio de un circulo circzmscripto _d 

ttn triangulo ...... ·"······•························· .... , ........ . 
E.i--p1'esion del radio de un circulo inscripto en un 

t . ~ l 1·ta1zg11, o .... ....................... •···· •·······•········"'··· ·· · 
Si desde el interior de tm tridngulo equilátero se b,t-

ja una perpendicular sobre cada 1mo de los la
dos del tridngulo, la suma de est,1s líneas, urá 
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160 

161 
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lgual á su altura ........ , .... ....... ., •·••-.t• .. t•···•··· ... 164 

Combinando las ecuaciones de la .línea recta y dt:l 
círculo, se determinctn las propiedades que resul-
tan del encuentro de estas líneas ....................... id. 

Aplicacion de la ecuacion que resúlta de esta com
binacion á la inwstigacion df mmhos teoremas 
de Geometría .............. ..... , .... , .... ... ...... ............ I 7 I 

Deterrninacion analítica de las tangentes tiradas 
al círculo por tm punto exterior y por un punto 
de su circzuiferencz"a.... ... . ....... ......... .... .. •.• .... .. . .. I 7 4 

Cómo se lzalta la posicion que debe tener una línea 
tirada. por ttn punto dado, para que s1t parte 
comprendida en un círculo dado, sea tmnbien dada. I 78 

Ecuacion gmenrl de las curvas de segundo grado. I 80 
Sits d'iámet1'·os ............. ,e.••·······•········· •it••····•·•······•· 182 

Slmtlijicacion de la ecuacz'on cuando se la rifier(! á 
estas líneas ............... ...................................... id. 

Examen de los 'Valores que puede tornar la expre
sion general df/ las ordenadas en el caso en que 
l •J d , .. a canttaa n1 se 11, posztt'Va ............................. .. 

Lo que se entiende por centro de la cur'Va .. ........... . 
Construccion y forma de la cur'Va referida á este 

caso .... , ......................... . , .. , .............................. . 
Ella se reduce á un punto antes de ser imaglnaria. 
Examen del caso en que m es negatz°'Va ................ , 
En tal caso la cttr'Va tiene 1tn cent1·0 ....... ............. .. 
Construcclon J forma df/ la cttr'Va ........................ . 
Cuando la cttr'Va se reduce á dos rectas, que f//t ge~ 

·neral so1z. -sus asíntotas ...................................... .. 
E:J:arnen del caso en que m::::: 0 ............................ . 

Forma y c01Útrttcdon de la cttr'Va ........................ .. 
Union de las ecuacz''ones de las tres cur'Vas rcconoci-

id. 
186 
187 
id. 
188 

das anteriormente: la primera se ll.1ma elipse, 
fa, segunda hipérbola, y la tercera parábola...... 19 3 

Examen del caso m que j,.1ltan los ctt.1dr.1dos de 
ambas cooi:denad,zs,,. en la ecuadon ....... ............. id. 

· d d" . J 6 Lo quf/ se cntmz e por 1ametros. con¡ugal10:::... ...... I 9 
Trcmsfonnacion de las coordenadi:ts de unci curva.. I 97 
NoTA. Sobn el empleo·ae los ángulos en cst,ts fór-

nzulas ............................................................... 20 I 

Aplicacion de esta transfermacion á la ecuacion g, .. 
mral de segundo gr,tdo, j'ar,.1 reducirl:i á los 
ejes de las curvas que ella represcnt,1..... ....... .... 2 o 2 

Primera transformada ........................................ •· 20 S 
Determinacion de s11,s coificimte.s y· del casi) que 

co11pt·e11dc ... ........ , ....................... ,. ... ... ~- ...... w, .. •••••••••• 

Segtmda transformada, comprendiendo el otro c.--tso 
de la _ecuacion general ........... , ....................... .. 

Estas dos transfotmadas solo dan las tres form.u 
notadas ya (.pág •. z93); la J'rt'mera tri:111sfo1·• 
mada comprende la, elipse, de ¡;.,, cual ·el círculo 

es un caso partt'cttlar, y ltrhipérbola, rif,;rida 
, . a stlS t!JIJS ................................ , ...•..•.• , ..••. ,., ••••••..• 

Lo que se entt'ende por et segundo eje, )' el eje 
transversal en la hipérbola ...................... , ......... ,. 

2.08 

210 

2!2 

id. I:.,o que se cntiend(! por hipérbola_ equ~látera .... ,:·:"··· 
La ser;unda transformada com . .nem a. la para/Jol,1. id. 

o . J , • 
La elipse y la ldpérbola tienen aos 7,,:ert1ces ........... .. 
La p.1rábola solo tiene uno , y no time ccntr_o ..... .. . 
Ecuacion de tres términos, en la cm1l ·se hal!a com • 

prendida la parábola ¡ r:fi_rid,t ¿i stt _eje ......... . 
A¡1liwcion de las tra11sform,1e10ues ant.eriotes, j10r 

l,1, cual se reconoce qtu cuando faltan los clh1· 
drados de ambas coordenadas en lti ernacion d: 

213 

id. 

id. 
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segundó grado ' ella pertenece á una hipérbola, 2 I 4 

. cttJ()S. ejes se determinan de magnltud y posicion. 
NoTA. Sobre la ernacion de la hipérbola referida á 

sus asintotas deducida de la ecuacion general del 
seg(ttido grado ................... .' .................. .,......... 21 S 

H,1/lar la emacion de una cur7Ja .tal, que sz· se ti
·ra desde cada uno de sus puntos á dos puntos 
jijas, ó focus, rectas, la. smna de. esta.s línMs, 
que se llaman radios vectores, sea constante l 
igtuzl á una línea dada ............................. : .... :;. id: 

Esta cur'Va .es la elipse; su construccion por ptm
tos, J' medio rnecdnico para describirla por un 
movimiento continuo ............................................. . 2. I 7 

Lo que se entie,nde. p~r excentricidad ..................... ,. :u 8 
Otra construccion de la elipse por puntos ... , ........... · id. 
Hallar la ecuacion de la curva, en la cual la dife-

rencia de los radios 'Vectores es ig.11al á una lí-. 
1zea dada ..................... , .. ... ; ..... ·1.••··~···················· 

Esta cur;;a es la hipfrb.olq; fl~. con~tiucdon por. 
puntos, y medio mecdnico para describir!,;.;, ..... ; id. 

Hallar la ecuacion de una. ettr'Va tal, .que. cada uno•. 
de sus puntos esté tan distante de una recta da
da .?fr .posÍcion., como.de. im pttnto jijo tainbien 

. dado. de posicion .................................... ; ....... ... . 
Está, ~urva es_ la parábola, su construccion por 

11untos, J. su descnpcion por un movimiento con-
tinit.Q. , .. ,, •............... , •........ ~-· .......•......•• ~ ............. . 

Problema general qú:e conduce sucesz'-vamentt1 á ca
da ima. d.t: las·cur.7Jas de segundo grado, referi-

221 

das·. á su directriz .................................. ·.......... 2 2 !2 

Ecuaciones de las curvds de segundo grado , refc-
rid~s al pará1netro. ....... .... .................... .... ...... 2 !2 4 

.} 

.. :.(·. 
·~ 

1 1 , 

En la elipse J. la 7iipérbola el parámetro es una 
tercera p1'Dporcional á los dos ejes, .. J' es equi'Va• 

• . lente ála dobk ordenada tirada por el focus. 
En la elipse é,ldpérbola los cuadrados de las orde

. nadas son entre sJ.como los productos de las abs
cisas corrúpondicnte~, J en la parábola como 
las abscisas correspondientes ............. : .............. . 

Aplicac.z'on de. lcuraniformaci'on. de las coo1·denadas 
á la z'woestiga~ion de. lqs diámetros conjugados ... 

Dqdo .. un. diámetro, hallar. frt posicion de su con-
.jtJgadO ......... ~ .... , .... ;., ........... ............................ . 

La.: st1ma .de .lo.s,.cuadrados de los semt'diámetros 
· conjt¡gaclos en.la elipse'·· 6 su diferencia. en la hi
pérbola. , f!.r .ig114l d),1, wm.11. .. de las cuadrados de 
los semiejes,; .Ó á suiiferencia ........... : .............. . 

Los paralelógramos construidos sob·re los semidiá
metros conjugados, SM en la. elipse, sea en la 
hipérbola.., son todos ig.uales 'al 1·ectá11g11lo de los 
e;es ........................................ ........................... 23,.. 

Ecuacionp, qUft sir'Ílen para !zallar los semiej~s, 
cuai1do se conocen los smddidmetros conjugados J 
el ángulo que forma11: entre sí............................. 2 3 8 

En cualquier elipse llay .. siempre dos diámetros con-
jugados ,iguales .... ; .................... : ....... : ................ id. 

Todo sistema de líneas, propio para determinar los 
puntos de.una curva, puede dar una ecua.ion 
característica· de ella.......................................... 2 3 9 

Ejemplo tomado de la elipse................................... id. 
Ecuaciones polares de esta c11,rva, de la lzipéi-bola, 

y de la parábola............................................... 2.4 I 
Ecuacion polar que comprende todas tres ............... 242 

Demostracion d1; la idmtidad de las cur'Vas de se-
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gundo grado con kts seccz'ones lzechas en im cona 
por mz plano , y lo qw: se entiende por la seccioh 
a11ti¡Jaralela ........................................................ 242 

Ddcrmi1u1cion de las líneas rectas qtwcor,tan.6 ·que 
tocan las curvas de segundo grado.:.;.,' ................ 248 

Eipresion de la tangente del ángulo · qne deb1J lza.,. 
cer con el eje. de Lu abscisas una recta para 
tocar una ctw'V.a de segundo grado .. ;.................. 2 5 ¡ 

]!,xpresiones do laisubtangente,'·cn/cada una de·las' 
curvas de segundo grqdo ..... ::.; .. : .... ; ........ : ...... : .. 2 5 2 

Bn la parábola la subtangente es doble de la abscisa. id. 
Construccion de la tangente á la eHpse ................... 25 3 
E:r_presiones de ·1as. nor-i-nales y s~bnormales para 

todas las cur'Vas.· ............... ._ . . ·-·--"·-···~::J;.~s .. · ..• '.·.-: •• · ,i~. 
Eipresiones de tas subtangentes, tangentes, subnor

males y normales, particzilares á las eitrvas de: , ' .. ,. 
segu11do grado .. ;.'. .............. ; ........................ ; ..... 254 

Determinacion .rinthi'ca de. lasctangentes á ·zas cur- · '. 
'7!as. de segundo.g.rado .•.. ~ ................................. ; ....... ,·.'.;2 S 6 

Relacion de los tf¡¡g1üos que forma la tangente con 
los dos radios vectores, en la elipse· y en la hi

. pérb.o!a, y con. el radio wctor J' ima paralda at 
• l ,,b l . ' .. e;e 1. c.n. a .. para o .a ..... ; . ., .......... ;:· .... ·.,::,: ....... ·.-1 .... ,: .. ··:.-,2"5-7 

Cada 1:mna .de la ldpét:bola .quedtt. .siempre cencerra• · 
d"t entre los lados de ~ierto ángulo sin' poderlos 
alc,111zar nttnca ... . : ................................... . : ... : .... id. 

Bcuacion de la lzipérhola referida á sus asíntotas.. 2 5 9 
Lo que se .entiende por . .la potencia de la hipérbola.. 2 6 I 
Si por un punto de una hipérbola se tira una rec• 

ta cu,1lquiera, las pai·tes dr:. esta recta, com~ 
.trendidas entre cada rama de la hipérbola )' su 
asíntota, son igittzles entre sí ............................ id. 

Construccion de la hipérbola 11or puntos, cuando se 
conocen los asíntotas J un ¡mnto de l,x curva ..... . 

De las hipérbolas .i:onjugmbs ................................ . 
Del número de.puntos que se necesita pm·a deter

minar de especfr, de magnitud y de posicio11, un."t 

curva de .seg1mdo grado............ .. .... .................. id. 
De la c.onstruccion de .las ecúaciones de grados s1l-

periores por las curvas ..... .- ............................. .. 
Aplicacion al cuarto grado .................................. .. 
Problema de !ti duplfracion dd cubo ....................... .. 
-- de la triseccion del dngulo ................... .. 
JJ1étodo genera/para construir las emaciones de 

úealqtder grado, y que rcpresentti los diversos 
principios, sobre los males est.i jimdmfti la re• 
solucion mmifrica de las ecuaciones .................... . 

NoTA. Un,1. eJ.:presion fraccionaria puede caml'iar 
de signo, j'asando po1· el itifinito, y tmnbim ptt• 

sa1zdo po1· cero ....... ··················•·\•··•················ 
C6mo la constrnrcion grdjira 11uede aclarm· y f aci

litar la resolucion numérica ddas ernaciones ..... id. 

APENDICE 

QUE CONTIENE I.OS PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA APLI

CACION ·DEL ALGEBRA A LAS SUPERFICIES CURVAS 

Y A LAS CURVAS DE DOBLE CURVATURA. 

Ecttacio1ies del p!a'110 J de lá. Íinea recta. 

De las coordenctdas de un punto del espacio ........... . 
Ecu,tcion general del pl,rno .... ............................. . 
Desi'gMcion de los ocho ángulos tiedros formados 

por -los planos coord~nados ............. ................... . 
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Ecuadones de la línea recta ...... .' .................. ;;;:..... 2.8 I 
Ecuacion de un plano que pasa por tres puntos 

dados, ............................... , ......... : •.......... ~ ........ 2.8 3 
Cómo !e reconoce que dos rectas estan en un plano ... 28-4 
Ernacion de 1m plano paralelo á un plano dado, 

y que pasa por un punto dado ,:y las de las rec-
tas paralelas en el espacio............................... id. 

Ecuacionr:s de una recta y de un plano, respecti'~ 
'Vamente perpendiculares.................................... 2. 8 6 

Expresion de la distancia de dos puntos en el espa-
cio y ecuacion de la esfet·a ..... , ... ....................... 2.87 

Detenninacz'on del ángulo que forman dos rectits en 
el espacio .......... , .. , ...•.................. , ................... id. 

De las relaciones que exi'sten entre los ángulos que 
forma una 1·ecta con los ejes de las coordenadas, 
y su introdttccion en la ecuacion de la recta ....... . 

Determinacion del ángulo de dos planos ... ; ........... . 

:DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO, 

Ernacion general de estas supe1:Jicies .................... .. 
Ecuaciones de las seccz'ones hechas por un plano pa-

ralelo á uno de los planos coordenados ............ .. 
Ernaciones particulares del cono recto ............ .... ¡ 
C6mo una ecttacion, que solo contiene dos de las coo1·- · 

denadas, pertenece en el espacio á una superficie 
T d. c1111 r1ca ..•••..•.•••••.•.• "•················· ........•.•....••.... 

DE LAS CURVAS CONSIDERADAS EN EL ESPACIO, . 

Ecuacion del círculo dado por la z'nter seccion de 
una esfera J de un plano ..................... ;.:......... g'o o 

e) > 

omo 1ma curva csta 1•e1wcsuntada poi• ¡,., . 
¡: ,-s ecuaczo-

nu de sus proyecciones ...................... .. 
De las curvas de doble curvatura ~· d" ¡ ..... " ...... 

' ,, ·~ a que rc-
sult.i de la i11terseccion de una cs+e1- 1 , 

'/' d 'J ' ' J ae un cz z¡z ro recto.................... .. ... . .. . , 
C6mo puede reconocerse si· una cur1J~ .. ;¿d·"

1
" ...... ,,..... 

1º· 
. , en e es-

pacio P,ºr las e~uaciones de sus proy·ccciones es 
plana o 110; y si ella es de doble ctwvatur,,i, c&
mo se determina el número de los puntos , en los 
cuales ella encumtt'a un plano ......................... . 

TOMO IV. SS 



ERRATAS DEL TOMO TERCERO. 

Pág. Lln. 

4· 28. 
I 5• 17. 
17. q.. 
2 2. 15. 
25, 5· 
25. 1· 
25. 17. 
26. 17. 
29. 6. 
29. 2 5· 
37· 8. 
38. 4· 
39· 14· 
4r. r4. 
43· 1· 
44· II. 

48. 9· 
54· IO. 

54- 2 5· 
55• 17. 
55· 19. 
59· I 5• 

Dice --·-
I O : 4 : : . 30: I 2 ................ .. 

á que se le ......................... . 
EB=4GE ...................... .. 
las sumas ........................... . 
igu_al AB1 ......................... .. 

CEA y el C'A'B' ........ , ..... . 
A 1B .................................. .. 
B1CI ................................... . 
al punto H ........................ .. 
y BC1 ................................ . 

que el B ............................. . 
línea AC .......................... .. 
en la rtcta .......................... . 
que el ADF ...................... . 
IK .................................... . 
por suposicion ................... .. 
DG ................................... . 
álaGH ............................ . 
GK:íGM ........................ . 
GI: Go1 ............................ . 

GI ..................................... . 
AC .............. ; ..................... . 
ACB .................................. . 

Debe decir 

2:4::6: 12, 

á que se la. 
EB=..¡.GB. 
la suma. 
igual AB. 
CAB y el C'A1B1• 

A 1B1• 

BC11• 

al punto B'. 
y B'C'. 
que el B'. 
línea BC. 
con la recta. 
que el ADE. 
IH. 
por su posicion. ------. 
DE. / 
á la GA. ,./ 
GMáGK/. 
GIi: Ge'. 
Gl'. 
AJ. 
ACD. 73· 22 • 

74. Margen ... -.............. : .... ,................. fig. 50. 
· 94- Margen........................................ fig. 59· 
103. 9 . . á la diferencia..................... á la semidiferencia. 
x44- 20. ªVJI=v4_bxn~ ........... ªVlI=v.,._bVlll2

' 

149. I I. ABC................................... F_4.BC. 
150. 29. incnmensurables.................. cornensurables, 
151. II. AB~:D ............. : ................. ; EFGH. 
I 56. z6. CF............. ........ ................ EF. 
166. 17, PH....................... ............. PR. 
178. 6 . . superior ............. ,................ anterior. 
182. 17. SH...................................... OH. 
182. zo: G ...................... :................ o. 
182. 32. GIL ....................... : ........... OH. 
183, J• I ! ! ... ,' ..• :' .......... ." .................. '.1, I z, 
184. ·4· ·GG ........................... ; ....... GF. 
196. ·· 10. son..................................... sean. 
196: . r r. hallan.: ............................. ,. hallen. 
197. :i., plan.: .... : .................. ,.......... rlano. 
1,03. 2 3· seme¡an.te~ ................ ., ........ ,. igu~lcs., 

TOMO IV, TT 



Pág. 

20+ 

205. 
:2 I 2, 

2 14-
216. 
26..¡,. 
265. 
:266, 
l 31. 

L!n, Dice 

16. polígono ........................... .. 
12. 142. ................................. .. 

13. B:C'iC ...................... , ........ . 
13. (§. 217) ........................... . 
3. QR.F ................................. .. 

1 5 .. .1.cs .................................. . 
23. CD ................................. . 

2. D 1= 2R .......................... ; .. 
28. bd ......................... ............. . 

Debe decir 

polied--;:;:---
1.42. 
BKLC. 
(§. 2 37), 
QRT. 
ics. 
CD!.:: 
D1=2R1• 
cd. 

A la fig. 27 le falta una C. 
A la ro8 una A. 
A la rr7 una H. 
En la fig. 43, donde está la R, debe estar la L, y al reves. 

12, 

19, 
:20. 

48. 
56. 
58. 
58. 
60. 
60. 
78. 

102, 

124-
l 14" 

I 25. 
181. 
18r. 
I 84-
186. 
188. 
189. 

190. 

191. 

196. 
198. 

3· 
r. 

17. 
13. 
I 5• 
10. 

ERRATAS DEL TOMO CUARTO. 

DN=NG ......................... . 
Fjg. 6 .......... , ......... f.llllUfltlll 

MIQI ....•............... ,.,, ......... . 
c ............................... , •..•.•..... 
ángulo c ............ ,. ............. , .. 
c ............................... , •.• , •• ., •• 

DN:::DG. 
Fig. 5. 
MQI. 
c. 
ángulo C. 
c. 

comprendido c ................... , comprendido C. 
o1 l sen. A........................... ó l sen. ½ A. 
6 2º ... 5 2 1 ... 45/11.8 ....... ,.,.,... I 2 5º .. 451 .. 3011

136. 
+ cos. A sen. b sen. cos. c... + cos. A sen, b sen, ce os ... 

I, t,·11tt=¾,l 4c 2 c"~-(c 2-t2-;;,;s t,1
' 11;14c•cll•-(c•-c1•-cll•) 

AFl/1 ................................ ,.. AFII. • JO, 

2 2. D1F11A................................ D11FIJA. 
(ui_m') • , (2a-m') 

,,.,z Z •••••••••u••••••••••• ----:_-- Ze 
., ,1.-

I 2, 

18. 
4/'+ dº=p...... ................ 4/+d':.p. 
Ac........................................ AC1• 

2 1, orLienadast ..... , ............ , ...... . 

26. =4-qn v=-;;; ............... ""' 
2r. 11/_,,, ...................... , ........ . 

.2, ºº'···························••1111111 
8 _j. 1-.. ,-.-. 

. "Y mq v n -a ............ .. 
a'' 4 

7. {r-x+-, + ::_..¡..&}· 
2n 8"4 

4. á la forma la .................... , ... 
2. A111P .... ,, .............. ,., ....... " .. . 

ordenadas. 

=±r¡,t v-~. 
,l_a,, 
OJ'. 
1 • 1-,. r,--¡i 
;;;V mq v u -ri • 

{ 
al~ al4} 

I-I+-+- • 
'21,• 8114 

á la forma. 
Aflfpl. 

1 
t 

Pág. 

198. 

198. 
1y8. 
198. 
200, 

;tOO, 

20'.), 

200. 

201, 

20I. 

20!. 

:i.or. 
20!. 

202. 

202, 

202, 

204-

204. 

204. 

204. 

207. 

:208. 
208. 

:208. 

208. 
208. 

• 209. 

209. 

209. 

209. 

:füo • 

:i:o. 
:2rr. 
212. 

214. 

2I4' 

:ii.4. 

Lln .. Dire Debe dec1r 

I I. 

9· 
9· 

IO. 

_IO, 

9· 

QivI 
/·,1=q ........................... .. 

p'ü' 
p'IQ ==p. p'IM, ... .............. . 
Ap= _\ll/1'+.i· .. · ............. .. 
p1\1=p1Iv1+B .......... ........ . 
te11drlÍ ............................. , •.•. 
PivL .................................. . 
P1.iv11 ................................ .. 

AIIPli'vf. ......... ................... .. 
JvIP,B' ............................. .. 
p1,G ................................. . 
'ln 2 p:=1"-1,:-:¡2.+n2 qz .... . 
11'+q3::::1 ......................... .. 
mp=nq ............................ .. 
CII Alll¡jll ........................... . 

sen. (;r-J' 
=-----............... , ... . 

sen. ,;r 

Q!vl 
i'= l),IIM" .................... \'"• 

A'J''· .............................. .. 
(iAB+~c.:+D)y ............. . 
+ E).1! .............................. . 
Af?, ..................... , ................ . 

C+A> V(C-A'+B" .. 
.B ...................................... .. 
A 1t'-+ C'"+ 2(1',.'aJ +Dn 

+Em)t ........................ .. 
ei y B1 ................... ........... .. 

:i.A1a ................................ .. 
(Dm+Eu)B1 ...... ......... ; ... . 

2A1,.1,l ........................... ......... , 
A1t'=E1u1 ................ , ...... .. 

2A' ,,::. ............................. , ... . 
A1a2 

.......................... , •••••••• 

Q?!.:;------
?M =r¡. 
t'11 = pPli"f'.,f. 

Al'::= :\fllpt:...¡._ "· 
PM=P'M+f?,. 
tePdrán, 
f''M. 
P'.M. 
AIIIPIM. 
MP1B'. 
P1G. 
m.' p' =: I-11' _q=+ n"q°. 
n·+,(=r. 
mr=-nq. 
C'1v11c11. 
_sen. (7r-J') 

sen. 'iT' 

QM 
'l.=p,,:/\,1" 
A ,ylZ, 

( ;:\B +Be.:+ D)y1• 

+E).-i:1• 

A(!!. 

C+A> V(C-A)'+B'. 
B'. 
A 1t 1'+ C111 1'+ 2 (l'!,..'rJ. 1 

-+-Dn+Em)t1• 
rt,I y f:/. 
2A1a1• 

(Dm+ En)fi1• 
2A1e1.' • 
Altl•= El¡¡f, 
2A1,,.F. 
A 1a1', 

t=±~. 
sacaramos ... , ............ ., .... ,u,. sacart·n10s. 
At'_C1rl'=_F1 ............ Alt'_ (./u'=-F'. 
A 11t1'=o ......................... A1t 1'=o· 
.1:=.'!!1-+-,'!!J-y1+B ......... :t··=.i 1+a,y :J/+tl. 
En la margen falta poner Fig 55. 
«2=-D, .......................... ,. a:=,....D" 



Pág. Lln. 

214- 5· 
215· 17. 
215. 18. 
2 r6. 3., 
216. 7· 
216. 2 2. 

2 I 9• 3· 
:i.r9. I I, 

220. 28. 
22 2. 29. 

22+ r. 

2 27. 16. 
zi7. 17. 

230. 2. 

232. 2 2. 

1.32. 24-
2 35· 23. 
236. 20. 

238. 10. 

. 24r. 2. 

241. II, 

·242. · 2 r. 
242. 26. 
2 43· I 2. 

243· 14-
243· I 5• 
243· l 6. 
244- 3· 
2•~+ I 8. 

1 49· 9· 
249· 20. 

Dice Debe decir 

B=::-E ............................ a=_E. 
OP=.'t'PM ::= ?• .... ;.............. OP _: .i·, PM=.,-,. 
FP=c-:i-flP=c+:r ...... FP:c_.'t', F'P=•:+.~. 
uz-<=·• ......................... za_z=. 
4,~"-4az'+=•·· ............. 411'_4,1z+z':::;:o. 
p éJ:I.................................. X é Y• 
E_n la margen falta poner Fig. 5 3. 
z·=c'_ie.'t'+.1::'r' ............ z"=,•- 2c.i·+.t:'+y•. 
En la margen fa! ta ponet Fig. 54. 
A 1t'+C1u''-E1ii=o . .... A 1t 1"+C1il' E11l-o 
ib' . zb" - . - • 

.-.-=P ............ ; ... ,........... --.. - :p. 
· a · a· 
y== nt + qn .............. .......... . 
+pt1 ................................. .. 
t 2 it" 
-¡;¡;:- L/' =-1 .............. .. 
l< y H' ............................... . 
OF .................................... . 
b"m'p" ................... ;: ......... .. 
cuadrado .......................... .. 
n'= &'(a

2-h') 
-;;;, a'(i}'- b') ............... . 

J'••••••••••••••••••••••~•••o,o!poa101poo_t1 

JJ=nt+qtl. 
+pci. 
t' 1.' 
-¡;.--;;¡. =-r. 
F y H. 
OE. 
= t,4m'p'. 
cuadrando. 
nº b'(,1 2 -b~) 

mº = a'(b1'-b')° 

b" . b' 
z= ------••••••~ .. ~: ........... 'Z= ----· -. 

.. a+ccos.qi 11 -1-- cos .. q, 
c~m?·· ................. ,....... ........... cono. 
cusptdes........... ............ ...... cúapide. 
C'U':i'................... ............ c101s, 

S10 1 .......... , .................... ,.... SO'. 
4,1O1i 1 ........ :--· ,,., •• ,........... /',.1O 1S. 
5101 ............ , ....... " ..... , .. ,, ........ S.O'. 
,:,SB .................. ,,............... ({Sb 
T.'/ / / . . . • .. . ' 
L~ J p ............................... ., ... E'Jp'. 
(BA-t m-:- no:) , . . (~A-,- -½m - np.) ~ 

(A'--n)A.' z ........... -(A'.=..n)A'--z. 
recta en cuest101, no............ recta 110 .. 

B 

---,--..JJ\.. 

"' \ 
; 

. 
B 

1 

\¿, 

\ 
.. ···tl" ·· .. e 

. ···-.. 
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A.....__ 
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';i Q' 

t(Jc N.,~k-+·······1·····",·····'-···•······ ~ 
e A'-:-.P':-1::P.,..., -'-P...,,,,--...::::sic 
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B 14. 
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