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Resumen—En muchos problemas reales no se pueden tomar
medidas de forma exacta. Asi, los conjuntos difusos surgieron
como una forma de intentar tratar con la incertidumbre de la
forma mas eficiente posible. Por otro lado, debe sefialarse que la
convexidad es un concepto interesante en varias areas dentro de
las matematicas. Teniendo esto en cuenta, en este documento
proponemos una extension del concepto de convexidad para
conjuntos difusos intervalo-valuados basada en el uso de t-
normas para intervalos. Para ello, y teniendo en consideracion la
literatura cientifica existente respecto de t-normas, presentamos
una definicion de t-norma aplicada a intervalos. Por iltimo,
comprobamos que nuestra definicion de convexidad, utilizando
t-normas, preserva la convexidad a través de intersecciones, es
decir, que la interseccion de dos conjuntos difusos intervalo-
valuados convexos es también convexa.

Index Terms—Conjuntos difusos intervalo-valuados, t-normas,
convexidad

I. INTRODUCCION

En la vida real no todas las mediciones son exactas, por
ello, en 1965, Zadeh [29] introdujo los conjuntos difusos para
lidiar con la imprecision. Desde entonces, muchos autores los
han estudiado, asi como a sus extensiones. Una de las mads
conocidas es la que da lugar a los conjuntos difusos intervalo-
valuados, que fueron en la década de 1970 presentados in-
dependientemente por Zadeh [30], Grattan-Guiness [13], Jahn
[16] y Sambuc [22]. Hoy en dia, los estudios sobre este tipo
de conjuntos han aumentado gracias a su aplicabilidad (ver
(51, [71, [12], [22], [26]).

Por otro lado, la convexidad es una herramienta muy util
en muchos campos de las matematicas (ver por ejemplo [17]-
[19], [25D).
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Cuando Zadeh present6 los conjuntos difusos, estudié tam-
bién su convexidad. Desde entonces, numerosos autores han
trabajado sobre este tema, asi como sobre la convexidad de
sus extensiones, por ejemplo Ammar y Metz [1], Diaz et al.
[8], Gupta y Dabgar [14], Ramik y Vlach [21], Sarkar [23],
Syau y Lee [24], Yang [28] o Zhang et al. [31].

Segin nuestro conocimiento, la convexidad en conjuntos di-
fusos intervalo-valuados no ha sido estudiada en profundidad,
por lo que Huidobro et al. [15] han trabajado recientemente
en esa direccion.

Este trabajo estd organizado del siguiente modo. Primero,
en la seccién 2, haremos una presentacion de los conceptos
necesarios para los desarrollos llevados a cabo. A continua-
cion, en la seccion 3 estudiaremos las t-normas para intervalos
cerrados contenidos en el [0,1]. Finalmente, analizaremos
si la convexidad de conjuntos difusos intervalo-valuados se
preserva por intersecciones.

II. CONCEPTOS BASICOS

Denotaremos por X al conjunto de referencia. Un conjunto
difuso ;14 puede caracterizarse por una funcién de pertenencia
pa : X —[0,1]. La coleccién de todos los conjuntos difusos
sobre X se representa como F'S(X). Un conjunto difuso
intervalo-valuado esta caracterizado por una funcién 4 : X —
L([0,1]), donde A(z) = [A(z), A(x)] y A(z) < A(z) para
todo z € X, y L([0,1]) son todos los intervalos cerrados
contenidos en el [0, 1]. Denotaremos como IVFS(X) a la
coleccién de todos los conjuntos difusos intervalo-valuados
en X. Podemos observar que los conjuntos difusos intervalo-
valuados son una generalizacién de los conjuntos difusos,
donde la funcién de pertenencia toma como valor intervalos.

El primer problema que encontramos es como ordenar los
elementos. Mientras que en R hay un orden natural (¢ < b
sii b — a no es un nimero negativo), en L([0,1]) no ocurre
lo mismo. Algo que parece 16gico, a la hora de considerar
ordenes, es respetar el orden reticular (lattice order en inglés)
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[11], definido como a <Xz, bifa<bya < b para cualquier
a=la,a] y b= [b,b] en L([0,1]). En este trabajo seguiremos
las ideas de Bustince et al. [6] usando érdenes admisibles, que
son 6rdenes totales refinando el order reticular. Para un estudio
mas detallado del uso de 6rdenes admisibles entre intervalos
ver [15].

Definicion 2.1: [6] Sea (L([0,1]), <) un conjunto parcial-
mente ordenado. El orden < se dice admisible si verifica

i) < es un orden total en L([0,1]),

i) para todo [a,a],[b,b] € L([0,1]), [a,a] = [b,b] cuando

[a,a] <po [b,b].

Los érdenes admisibles pueden generarse con funciones de
agregacion, asi que recordemos su definicién.

Definicion 2.2: [4], [20] Sea A : UJ_,[0,1]" — [0,1]
cumpliendo

i) A(0,0,...,0)=0,A(1,1,...,1) =1,

ii) A es mondétona en cada variable,
entonces A se llama funcién de agregacion.

Hemos restringido el método propuesto por Bustince et al.
[6] al intervalo [0,1], ya que aunque el resultado original
trabaja con funciones en R, nosotros estamos centrados en
el intervalo [0,1]:

Proposicién 2.1: Sean A, B : [0,1]?> — [0, 1] dos funciones
de agregacion continuas y sean (u*,v*), (v/,v") € {(u,v) €
[0,1|u < wv}. Las igualdades A(u*,v*) = A(u/,v') y
B(u*,v*) = B(u',v") sélo pueden darse si (u*,v*) = (u/,v’).
Definida la relacién <4 g en L([0, 1]) por a <4 5 b si y solo
si

Ala, @) < A(b,b)

Ala,a) = A(b,b) y B(a,a) < B(b,b)).

Entonces < 4,5 es un orden admisible en L([0, 1]).
Con este método, no solo podemos construir nuevos érdenes
admisibles, sino que también podemos comprobar que algunos
de los 6rdenes mds conocidos para intervalos son, en efecto,
ordenes admisibles. Por ejemplo:
» Orden lexicogrifico tipo 1 [6]: @ Zfes1 D& a < bo
a=bya<b,donde A(x,y) =z and B(z,y) = y.

= Orden lexicogrifico tipo 2 [6]: a Zfer2 b & @ < bo
@=0by a<b, donde A(x,y) =y and B(x,y) = x.

= Orden de Xuy Yager [27]: a =y x b= at+a<b+bo
at+a=b+bya—a<b—b donde A(z,y) =2 +y
and B(z,y) =y — x.

Por otro lado, dados dos conjuntos difusos 4 y pp, se
dice que pa estd contenido en pp si pa(x) < pp(z) [29].
Basadndose en esta idea, si A y B son dos conjuntos difusos
intervalo-valuados, decimos que A estd o-contenido en B, y lo
denotamos como A C, B, si A(z) <, B(x) para todo = € X,
donde =, es una relacién de orden en L([0, 1]). Teniendo en
cuenta este punto de vista, Huidobro et al. [15] definieron la
interseccion de conjuntos difusos intervalo-valuados.

Definicion 2.3: [15] Sean A, B dos conjuntos difusos
intervalo-valuados en X y sea =<, una relacién de orden en

L([0,1]). Se llama o-interseccién de Ay B, AN, B, al mayor
conjunto difuso intervalo-valuado o-contenido en A y B.

En [15], Huidobro et al. probaron que esta definicién depen-
de del orden considerado en L([0, 1]), obteniéndose distintas
intersecciones para los distintos d6rdenes, pero con algo en
comtun si se utilizan 6rdenes totales.

Proposicion 2.2: [15] Sea <, un orden total en L([0,1]).
Para cualquier A, B € IVFS(X), la o-interseccién de Ay B
es el conjunto difuso intervalo-valuado definido por:

_ [ Alz) i Az) 2, B(z),
Ao B(z) = { B(x) si B(z) =<, Alx).

En consecuencia, resulta evidente que si A estd o-incluido
en B, entonces la intersecciéon de A y B es A, ya que es el
conjunto més grande contenido en ambos.

III. T-NORMAS PARA INTERVALOS

En esta seccion repasaremos algunas de las definiciones
que se pueden encontrar en la literatura sobre t-normas para
después presentar nuestra propuesta.

Las t-normas en [0, 1] son funciones ¢ : [0, 1]x[0, 1] — [0, 1]
asociativas, conmutativas y crecientes en cada argumento
verificando que ¢(1,u) = u para todo u € [0, 1]. Para inter-
valos, Gehrke et al. [10] consideraron el orden reticular y el
contenido usual. Partieron de que dado un punto ¢ € L([0, 1]),
tiene un intervalo asociado [c,c] y con varias premisas mds
llegaron a la siguiente definicién:

Definicion 3.1: [10] Una operacién binaria T en L(]0, 1])
que es asociativa y conmutativa es una t-norma si para todo
a,b,c € L([0,1]) se cumplen las siguientes propiedades:

i) T([u,ul],[v,v]) es un intervalo degenerado (origen y

extremo coincidentes), donde u,v € [0, 1],

ii) T(a,bVe)=T(a,b)VT(a,c),

iii) T(a,bAc)=T(a,b) NT(a,c),
iv) T(a,[1,1]) = a,

v) 7(0,1], [a,a)) = [0, ),

donde V y A se definen como:

[a,a] V [b,b] = [aV b,aVb],
[a,@] A [b,b] = [a Ab,aAD.

Ademas, también dieron una caracterizacion de las t-normas
para intervalos.

Teorema 3.1: [10] Toda t-norma en L(]0, 1]) se puede poner
de la forma T'(a, b) = [t(a,b), (@, b)], donde ¢ es una t-norma
en [0,1].

Ademds, fueron capaces de relajar la dltima condicién de
la definicidén si el operador binario es convexo, es decir, si
T(a,b) <r, ¢ <p, T(d,e), entonces existen r,s € L([0,1])
con a <r, 1 <podyb<p,s <p, e de manera que ¢ =
T(r,s).

Teorema 3.2: [10] Un operador binario convexo, conmuta-
tivo y asociativo, 7" en L([0,1]), es una t-norma si para todo
a,b,c € L([0,1]) se verifican las siguientes propiedades:

i) T([u,u],[v,v]) es un intervalo degenerado (origen y

extremo coincidentes), donde u, v € [0, 1],
i) T(a,bVe)=T(a,b)VT(a,c),
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iii) T(a,bAc)=T(a,b) NT(a,c),
iv) T(a,[1,1]) = a,

v) T([0,1],]0,1]) = [0, 1].

Bedregal y Takahashi [3] propusieron una extensioén de la
definicién dada por Gehrke et al.:

Definicién 3.2: [3] Una aplicacién T' en L([0,1]) es una
t-norma para intervalos si para todo a,b,c,d € L([0,1]) se
verifica:

i) T(a,b) =T(b,a),

i) T(a,T(b,c)) =T(T(a,b),c)),

iii) si a <p,byc<p,d, entonces T'(a,c) <p, T(b,d),
iv) sia CbycCd,entonces T(a,c) C T(b,d),

v) T(a,[1,1]) = a.

De este modo obtenemos t-normas para intervalos partiendo
de t-normas.

Proposicion 3.1: [3] Sean t; y ty dos t-normas en [0, 1].
Si t; < to, entonces la aplicacién I[t1,to], definida como
I[t1,t2)(a,b) = [t1(a,b),t2(@,b)], es una t-norma para inter-
valos llamada t-norma para intervalos derivada de ¢; y to.

Cuando consideramos un intervalo como un conjunto de
ndmeros reales, tras hallar la interseccién de a y b, aNb, tiene
sentido que si a; C a 'y by C b, entonces a; Nb; C aNb [32].
Sin embargo, nosotros estamos considerando que un intervalo
es una descripcion imprecisa de la funcion de pertenencia,
ya que estamos usando conjuntos difusos intervalo-valuados.
Desde esta perspectiva, la monotonia en la inclusién es equi-
valente a ser creciente, esto es, si A,B € IVFS(X), AC, B
si y solo si A(x) =, B(z),Vz € X.

Por ello, en este trabajo consideraremos la definicién pro-
puesta por Deschrijver [9]. En ella, elimina la cuarta condicién
de la Definicién 3.2.

Definicion 3.3: [9] Una t-norma en L([0, 1]) es una funcién
T : L([0,1]) x L([0,1]) — L([0,1]) conmutativa, asociativa,
creciente en ambos argumentos con respecto a <r, y cum-
pliendo que T'([1,1],a) = a para todo a € L([0, 1]).

Partiendo de esta definicién, podriamos definir t-norma para
intervalos como:

Definicion 3.4: Sea <, un orden en L([0, 1]). Una t-norma
en L([0, 1]) es una funcién T : L([0, 1])x L([0, 1]) — L([0, 1])
conmutativa, asociativa, creciente en ambos argumentos con
respecto a <, y tal que T([1,1],a) = a para todo a €
L([0,1]).

Una de las t-normas mds conocidas es la funcién minimo.
En nuestro caso, el minimo también es t-norma para intervalos.

Proposicion 3.2: Sea <, un orden admisible en L([0,1]).
La aplicacién Ty : L([0,1]) x L([0,1]) — L([0,1]) definida
como Tys([a,a),[b,b]) = min{[a,a],[b,b]} para cualquier
[a, @], [b,b] € L([0,1]) es una t-norma para intervalos.

Como hemos visto previamente, son interesantes aquellos
casos donde podemos relacionar t-normas para intervalos con
t-normas para ndmeros (ver [2], [3], [9]).

Definicién 3.5: Sea T una t-norma en L([0,1]). T se dice
representable si existen dos t-normas, ¢1, t2 tal que T'(a,b) =
[t1(a,b),t2(a,b)], para todo a,b € L([0,1]).

En general es mds sencillo usar t-normas representables para
intervalos, ya que simplifican la dificultad del problema.

Proposicion 3.3: Sean tq,ty dos t-normas con t; < t5. La
funcién T : L([0,1]) x L([0,1]) — L([0,1]) definida como
T(a,b) = [ti(a,b),t2(@,b)] es una t-norma para intervalos
con respecto al orden reticular.

Nota 3.1: Este resultado no es cierto para cualquier orden. Si
consideramos un ejemplo de orden admisible como es el orden
lexicogréfico tipo 1, podemos obtener que [0,2,0,7] =rez1
[0,3,0,4]. Sin embargo, considerando que t; y to sean la
t-norma minimo, llegamos a que 7°([0,1,0,8],[0,2,0,7]) =
[0,1,0,7] y T([0,1,0,8],[0,3,0,4]) = [0,1,0,4]. Por tanto,
7([0,1,0,8],[0,2,0,7]) Zrex1 T([0,1,0,8],[0,3,0,4]), y pode-
mos concluir que 7' no es creciente en la segunda componente.

Para otros 6rdenes admisibles pueden conseguirse contra-
ejemplos similares.

En la Proposicién 3.3 hemos obtenido un método para
obtener t-normas aplicadas a intervalos a partir de t-normas,
sin embargo, hemos visto en la Nota 3.1 que esto no siempre
es posible. De hecho, hemos encontrado una caracterizacién
en el siguiente resultado:

Proposicién 3.4: Sea <, un orden total en L([0, 1]) y sean
t1 y to dos t-normas en [0, 1]. Si consideramos la aplicacién T’
definida como T'(a,b) = [t1(a,b), t2(a,b)], entonces tenemos
que T es una t-norma para intervalos si y solo si 7" es creciente
en el segundo argumento.

IV. CONVEXIDAD DE CONJUNTOS DIFUSOS
INTERVALO-VALUADOS UTILIZANDO T-NORMAS

En este trabajo hemos considerado la definicién de conve-
xidad propuesta por Huidobro et al. [15]:

Definicion 4.1: Sea (X,<) un espacio ordenado y sea
=, una relacién de orden en L([0,1]). Un conjunto difuso
intervalo-valuado A en X se dice o-convexo, si para cada
x<y<zen X secumple A(z) <, A(y) o A(z) =<, A(y).

Claramente esta definicién generaliza la idea de convexidad
en conjuntos difusos propuesta por Zadeh [29], ya que si
consideramos un conjunto difuso g4 como conjunto difuso
intervalo-valuado, esto es, A(z) = [pa(z),pa(x)],Va €
X, diremos que A es convexo si se cumple A(x) =,
A(y) o A(z) =, A(y). Esto es equivalente a decir que
[na(z), pa()] =0 [pa(y),pa(y)] o [pa(z),pa(z)] =0
[a(y), pa(y)], que con el uso de cualquier orden que refine
al orden reticular, por ejemplo cualquiera de los 6rdenes
admisibles, equivale a pa(x) < pa(y) o pa(z) < pa(y). Con
esto recuperamos la definicién de convexidad para conjuntos
difusos propuesta por Zadeh, que venia dada por: pa es
convexo si y solo si pa(y) > min{pa(z),pa(z)} para
r<y<z.

Cuando trabajamos con dérdenes totales, esta definicion es
equivalente a min{A(x), A(z)} <, A(y), y nosotros hemos
podido comprobar satisfactoriamente que el minimo es una
t-norma para intervalos. Partiendo de esa idea, reemplazare-
mos el minimo por otra t-norma para intervalos. Por lo que
proponemos la siguiente definicion:

Definicion 4.2: Sea (X, <) un espacio ordenado, sea =<,
una relacién de orden total en L([0,1]) y sea T una t-norma
para intervalos. Un conjunto difuso intervalo-valuado A en X
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se dice T-o-convexo, si para cada x <y < z en X se cumple
T(A(x), A(2)) %o Aly).

Comprobemos la validez de la definicién comprobando su
compatibilidad con la interseccion.

Proposicion 4.1: Sea (X, <) un espacio ordenado, sea <,
una relacién de orden total en L([0,1]) y sea 7' una t-norma
para intervalos. La interseccién de dos conjuntos difusos
intervalo-valuados T-o-convexos es T-o-convexa.

Este resultado apoya nuestra definiciéon de t-normas para
intervalos mientras que las otras consideradas no conservaban
esta propiedad. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1: Consideremos el orden lexicogréfico tipo
1 y la Definicién 3.1. Segun esta definicion, el operador
T*(a,b) = [min{a,b}, min{@,b}] es una t-norma en
L(]0,1]). Consideremos X = {z,y,2} conz < y < zy
los conjuntos difusos intervalo-valuados A y B definidos por
A(z) = [0,3,1], A(y) = [0,3,0,8] y A(z) = [0,7,0,8], vy
B(z) =1[04,0,5], B(y) =10,5,0,7] y B(z) =[0,6,0,9].

La interseccion resulta ser (A Nres1 B)(z) =
[0,3,1], (A Nrex1 B)(y) = [0,3,0,8] y (A Npex1 B)(2) =
[0,6,0,9]. Es fécil comprobar que A y B son
T*-Lexl-convexos, pero A Npez;1 B no, ya que
T*(ANpes1 B(x), ANLez1 B(z)) = T%([0,3,1],[0,6,0,9]) =
[0,3,0,9] ZLex1 [0,3,0,8] = ANper1 B(y). Este contraejemplo
es valido también para la Definicién 3.2.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado una definicién de t-norma
para intervalos. Utilizando este concepto, hemos generalizado
la nocién de convexidad para conjuntos difusos intervalo-
valuados y hemos podido comprobar que la definicién pro-
puesta es compatible con la interseccion de conjuntos difusos
intervalo-valuados.
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