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Resumen

El problema clásico de umbralización tiene como finalidad principal la separación
de objetos de una imagen respecto del fondo. En el presente trabajo, trataremos el
tema desde la lógica difusa, puesto que proporciona una herramienta adecuada para
manejar la incertidumbre inherente a las imágenes.

A la hora de trabajar con conjuntos difusos, puede resultar difícil dar un valor de
pertenencia exacto. Por ello, trabajaremos con conjuntos difusos intervalo-valorados,
entendiendo que la amplitud de los intervalos de pertenencia es una medida de la
incertidumbre.

Dado que la comparación entre dos valores intervalares cualesquiera es un problema
complejo a la hora de trabajar con intervalos, utilizaremos órdenes admisibles para
su tratamiento.

El método de umbralización planteado se basa en el uso de funciones de equiva-
lencia restringidas, medidas de inclusión para conjuntos difusos intervalo-valorados
y funciones de entropía intervalo-valoradas.

Materias o palabras claves: conjuntos difusos intervalo-valorados, medidas de
inclusión, órdenes admisibles, procesamiento de imagen, umbralización.
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Abstract

The classic thresholding problem has as its main purpose in the separation of
the objects and background from an image. In this woek, we will approach the to-
pic from the fuzzy logic, a suitable tool to handle the uncertainty linked to image
analysis.

When we are working with fuzzy sets, it can be difficult to give an exact membership
grade. Therefore, we will work with interval-valued fuzzy sets, understanding that
the width of the intervals is a measure of uncertainty.

Since the comparison between any two interval values is a complex problem when
we work with intervals, we will use admissible orders for it.

The proposed thresholding method is based on the use of restricted equivalence
functions, inclusion measures for interval-valued fuzzy sets and interval-valued en-
tropy functions.

Materias o palabras claves: interval-valued fuzzy sets, inclusion measures, ad-
missible orders, image processing, thresholding.
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Capítulo 1

Introducción

Un problema fundamental en el estudio de los sistemas de visión artificial es la
identificación de sub-imágenes -que a su vez representan objetos- en una imagen, ya
que esta operación es sencilla para la visión humana, pero no así para la visión por
computador. A la división de una imagen en regiones se le denomina segmentación.
Una de las técnicas más utilizadas para segmentar imágenes es la conocida como
umbralización o thresholding. [3, 4]

El objetivo principal de un problema de thresholding o umbralización es la obten-
ción de un valor umbral de forma que permita diferenciar con ese valor, un objeto
de un determinado fondo de una imagen digital. De esta manera, el resultado que
obtenemos es que los píxeles de la imágen cuyo valor sea menor o igual del valor
umbral son considerados fondo y los pintamos de blanco (o negro) y los píxeles cuyo
valor sea mayor son considerados el objeto y los pintamos de negro (o blanco). La
consideración como objeto o fondo puede ser tomada de forma indiferente.

El éxito de las nuevas técnicas en la inteligencia artificial en general y en la vi-
sión artificial en concreto, desarrolladas a partir de las redes neuronales y el deep
learning, pueden hacernos pensar que no tiene sentido la utilización de la lógica
difusa para el tratamiento de un problema de este calibre. No obstante, a pesar del
desarrollo de nuevas técnicas, lo que nos permite la lógica difusa es el tratamiento
de la incertidumbre del modelo que construimos, de forma que no trabajamos con
valores concretos y precisos, sino que utilizaremos intervalos para representar las
incertidumbres.

La lógica difusa tiene como objetivo el tratamiento de cuestiones que considera-
mos que no son ciertas ni falsas en su totalidad. Como se suele decir en el lenguaje
coloquial, nada es blanco ni negro, hay una tonalidad muy amplia de grises con la
que se puede matizar cualquier enunciado. Esa tonalidad de grises es el objeto de
estudio de la lógica difusa. De esta forma, una de las características más atractivas
de este ámbito de estudio es la capacidad que tenemos para trabajar con todo tipo
de elementos imprecisos. Citando a Lofti A. Zadeh [20], investigador de la lógica

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

difusa y los conjuntos difusos, ”Conforme la complejidad de un sistema aumenta,
nuestra capacidad para ser precisos y construir instrucciones sobre su comporta-
miento disminuye hasta el umbral más allá del cual, la precisión y el significado son
características excluyentes. De esta forma, se explica que el razonamiento humano,
la certeza de cualquier enunciado que hacemos, tiene que ver con una cuestión de
grado y no con una falsedad o veracidad absoluta [16].

Así mismo, en este trabajo se utilizan estructuras llamadas conjuntos difusos, cuya
característica radica en que cada elemento que se encuentra en el conjunto tiene un
grado de pertenencia. Pueden existir cuestiones totalmente veraces o totalmente fal-
sas, pero no son ni mucho menos representativas, y precisamente en el tratamiento
de las cuestiones que no se circunscriben a ninguno de estos dos extremos se funda-
menta el estudio de una buena aproximación [8].

El problema de la representación de cualquier tipo de enunciado en la lógica di-
fusa y los conjuntos difusos va más allá, ya que frecuentemente, hay enunciados que
sabemos que no son ciertos ni falsos en su totalidad, pero ni siquiera podemos saber
cuál es su nivel de veracidad. Si ocurre esta situación respecto a un cierto enuncia-
do, consideramos que tenemos incertidumbre con respecto al mismo. Para ello, una
opción lógica es limitar entre dos grados cuál es la veracidad del enunciado. La limi-
tación en base a dos extremos podemos representarlo mediante un intervalo, y según
lo ancho o estrecho que sea dicho intervalo, tendremos más o menos incertidumbre
con respecto al enunciado que estamos tratando.

Uno de los objetivos del trabajo es el tratamiento de la información en las imá-
genes a partir de la incertidumbre, donde para ello, utilizaremos intervalos. Para
la representación de los elementos y su pertenencia con incertidumbre, utilizaremos
los llamados conjuntos difusos intervalo-valorados, donde la pertenencia de cada
elemento al conjunto será representada por un intervalo, y la anchura del mismo
representará una medida de la incertidumbre.

En el trabajo con intervalos, resulta difícil saber cuál es mayor o menor que otro,
ya que podemos saber cuál el tamaño de cada uno, pero pueden representar gra-
dos de pertenencia radicalmente dispares. Para establecer una comparación entre
intervalos, estudiaremos una introducción a la teoría del orden, donde tendremos en
cuenta las relaciones de orden entre elementos de un conjunto. Para ello, propondre-
mos una nueva forma de comparación de intervalos, basadas en relaciones de orden
admisibles, es decir, relaciones de orden que nos permitan comparar cualquier par
de intervalos dentro del ámbito donde estamos investigando.

Para abordar del problema de la umbralización de imagen, uno de los objetivos
de este trabajo será la construcción de conjuntos difusos intervalo-valorados a partir
de funciones de equivalencia restringida [2], en los que se tienen cuenta la distri-
bución de la intensidad de los colores de la imagen, y donde se valorará cuál es el
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intervalo de pertenencia de cada uno al fondo y al objeto de la imagen [15].

Por otro lado, una vez tengamos los conjuntos construidos, otro objetivo principal
del trabajo será cómo establecer la solución, es decir, el valor umbral. Para ello, uti-
lizaremos la entropía [19], en este caso, na nueva definición de la función de entropía
aplicada a los conjuntos difusos intervalo-valorados. Así mediremos la incertidum-
bre de las intensidades de la imagen, tratando como solución el índice con el que
menor incertidumbre obtengamos, y lo asignaremos como valor umbral de la imagen.

Esta memoria está estructurada en cuatro partes. En la primera parte -capítulo
2-, se plantean todas las definiciones teóricas que necesitamos para abordar el con-
junto del tema, donde se ilustra con ejemplos para poder entrar de lleno en el tema.

En segundo lugar -capítulo 3-, se explica parte por parte la construcción de las
estructuras necesarias para la generación del algoritmo, además del desarrollo teó-
rico necesario y la estructura algorítmica pertinente.

A continuación, en el capítulo 4, estructurado a su vez en tres secciones que marca
de alguna forma los objetivos que se marcan: la construcción de los conjuntos difusos
intervalo-valorados, los resultados de la umbralización en función de los parámetros
con los que estamos trabajando y por último una evaluación objetiva de los resul-
tados.

En el capítulo 5, se encuentran una serie de conclusiones obtenidas en el trabajo
así como las líneas futuras que se plantean en este ámbito.

Por último, se encuentran tres apéndices: el primero, con los resultados de la um-
bralización en función de las relaciones de orden manejadas; el segundo, en el que se
muestran más resultados que no se encuentran dentro de la memoria; y el tercero,
el código de los programas desarrollados en el trabajo.
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Capítulo 2

Preliminares

En este segundo capítulo, se expondrán las bases teóricas que tomaremos para
plantear el problema que tenemos enfrente: el uso de la entropía difusa con órdenes
admisibles. En este capítulo, dividido en tres partes, se definirán en primer lugar
los conceptos relativos con las relaciones de orden y cómo llegamos a los órdenes
admisibles, en segundo lugar, se expondrán las cuestiones más importantes de la
lógica difusa que nos atañan en este trabajo, por ello en concreto, los conjuntos
difusos, y por último, contextualizaremos el concepto de la segmentación de imáge-
nes y una visión previa del algoritmo de umbralización desde el cual partiremos y
desarrollaremos en este trabajo.

2.1. Relaciones de orden

El desarrollo de la teoría del orden cobra gran importancia en las matemáticas,
y por ende, a un ámbito tan estrechamente relacionado como la ciencia de la compu-
tación, a la hora de saber si un determinado elemento es mayor o menor que otro, o
si quiera, si se pueden comparar entre sí. El orden de dos elementos es sencillamente
observable por ejemplo, en el conjunto de los números naturales, en el de los enteros
o en el de los reales. No obstante, a la hora de trabajar con intervalos, la forma
de comparar dos intervalos se complica, ya que son dos elementos en cada uno de
los mismos, los que debemos comparar. Para ello, en esta sección expondremos las
definiciones teóricas que aterricen los conceptos necesarios para establecer criterios
de comparación entre intervalos.

Definición 2.1. Una relación binaria denotada por R definida en el conjunto A
es un subconjunto de R del producto cartesiano A× A.

En el presente trabajo vamos a trabajar con subintervalos cerrados del intervalo
unidad. Denotaremos con L([0, 1]) el conjunto de subintervalos cerrados del interva-
lo unidad, el cual es

L([0, 1]) = {[X, X] | 0 ≤ X ≤ X ≤ 1}

5



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Definición 2.2. Una relación de orden en L([0, 1]) es una relación binaria ≤ en
L([0, 1]) tal que, para todo X, Y, Z ∈ L([0, 1]):

(P2.2.1) X ≤ X (reflexividad)

(P2.2.2) X ≤ Y y Y ≤ X implica X = Y (antisimetría)

(P2.2.3) X ≤ Y y Y ≤ Z implica X ≤ Z (transitividad)

Definición 2.3. Una relación de orden total≤TL es una relación de orden en L([0, 1])
tal que para cualesquiera X, Y ∈ L([0, 1]) se cumple:

X ≤TL Y ó Y ≤TL X

Ejemplo 2.4. Una relación de orden total en L([0, 1]) es, por ejemplo, el orden de
Xu y Yager:

[X,X] ≤XY [Y , Y ]⇔
{

X +X < Y + Y ∨
X +X = Y + Y ∧X −X ≤ Y − Y

Definición 2.5. Denominaremos -L la relación de orden parcial en L([0, 1]) definida
para un par de elementos X, Y ∈ L([0, 1]):

[X,X] -L [Y , Y ] si X ≤ Y y X ≤ Y

Ejemplo 2.6. Un ejemplo recurrente de relaciones de orden total es el orden lexi-
cográfico, con respecto al primer elemento, ≤lex1:

[X,X] ≤lex1 [Y , Y ]⇔
{

X < Y ∨
X = Y ∧X ≤ Y

(2.1)

Y por otro lado, el orden lexicográfico con respecto al segundo elemento, ≤lex2:

[X,X] ≤lex2 [Y , Y ]⇔
{

X < Y ∨
X = Y ∧X ≤ Y

(2.2)

Definición 2.7. Un orden admisible en L([0, 1]) es un orden total ≤TL en L([0, 1])
tal que refina el orden parcial -L, lo que quiere decir: para todo X, Y ∈ L([0, 1]):

Si X -L Y , entonces X ≤TL Y
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La agregación de la información es en una lógica global, una piedra angular en todo
sistema difuso, desde el punto de vista general desde el que que se plantea agregar
la información de cara a discriminar ciertos datos en detrimento de otros [13]. Para
ello, lo que se utilizan son funciones de agregación, que son mecanismos de fusión
de información [6]. Frecuentemente, el orden es una de las cuestiones importantes
a tener en cuenta a la hora de agregar información en los sistemas de ayuda a la
decisión, pero no obstante, en el tratamiento de imágenes este punto no es relevante.

Definición 2.8. Un operador de agregación es dado por una función no-decreciente

M : [0, 1]n → [0, 1]

que para n ≥ 2 cumple las siguientes cuatro condiciones:

(P2.8.1) M(x1, . . . , xn) = 0 si xi = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}

(P2.8.2) M(x1, . . . , xn) = 1 si xi = 1 para todo i ∈ {1, . . . , n}

(P2.8.3) Para todo par (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , yn) de n-tuplas tal que xi, yi ∈ [0, 1]
para todo i ∈ {1, . . . , n}, si xi ≤ yi para todo i ∈ {1, . . . , n}, entonces:

M(x1, . . . , xn) ≤M(y1, . . . , yn)

lo que supone que M sea creciente y monótona en todos sus argumentos.

Definición 2.9. Una función de agregación M : [0, 1]n → [0, 1] es simétrica si

M(x1, . . . , xn) = M(xp(1), . . . , xp(n))

para cualquier permutación p en {1, . . . , n}

Definición 2.10. Una función de agregación M : [0, 1]n → [0, 1] decimos que es
idempotente si se cumple

M(x, . . . , x) = x

para todo x ∈ [0, 1].

A continuación, basándonos en la definición de funciones de agregación realizada
anteriormente, vamos a proponer en la siguiente proposición la construcción de rela-
ciones de orden admisibles partir de dos funciones de agregación intervalo-valoradas.

Proposición 2.11. Sean M1,M2 : [0, 1]2 → [0, 1] dos funciones de agregación tal
que para todo X, Y ∈ L([0, 1]) las igualdades M1(X,X) = M1(Y , Y ) y M2(X,X) =
M2(Y , Y ) sólo pueden cumplirse simultáneamente si y sólo si X = Y . El orden
≤M1,M2 dado por
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[X,X] ≤M1,M2 [Y , Y ]⇔
{

M1(X,X) < M1(Y , Y ) ∨
M1(X,X) = M1(Y , Y ) ∧M2(X,X) ≤M2(Y , Y )

es un orden admisible en L([0, 1]).

Ejemplo 2.12. A continuación se muestran ejemplos de relaciones de orden usua-
les en función de la Proposición 2.11 y por tanto dependientes de las medidas de
agregación M1(x, y) y M2(x, y):

El orden de Xu y Yager (≤XY ) es un ejemplo de orden admisible conM1(x, y) =
1
2
(x+ y) y M2(x, y) = y

El orden lexicográfico 1 (≤lex1) es un ejemplo de orden admisible conM1(x, y) =
x y M2(x, y) = y

El orden lexicográfico 2 (≤lex2) es un ejemplo de orden admisible conM1(x, y) =
y y M2(x, y) = x

A continuación (Proposición 2.13) vamos a proponer la construcción de relaciones
de orden admisibles en término de un operador de agregación específico.

Proposición 2.13. De forma general, si para α ∈ [0, 1] definimos la siguiente fun-
ción de agregación

Kα(x, y) = (1− α)x+ αy

Para α, β ∈ [0, 1] con α 6= β podemos obtener el orden admisible K-α-β (≤αβ)
tomando como funciones de agregación M1(x, y) = Kα(x, y) y M2(x, y) = Kβ(x, y),
es decir:

[X,X] ≤α,β [Y , Y ]⇔
{

Kα(X,X) < Kα(Y , Y ) ∨
Kα(X,X) = Kα(Y , Y ) ∧Kβ(X,X) ≤ Kβ(Y , Y )

Ejemplo 2.14. A continuación se muestran ejemplos de relaciones de orden usuales
en función de la Proposición 2.13 y por tanto dependientes de los parámetros α y β:

El orden de Xu y Yager (≤XY ) es un ejemplo de orden K-α-β (≤α,β) con
α = 0.5 y β = 1

El orden lexicográfico 1 (≤lex1) es un ejemplo de ordenK-α-β (≤α,β) con α = 0
y β = 1

El orden lexicográfico 2 (≤lex2) es un ejemplo de ordenK-α-β (≤α,β) con α = 1
y β = 0
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2.2. Lógica difusa y conjuntos difusos

La lógica difusa o borrosa es la lógica cuyo objeto de estudio es el tratamiento
de expresiones que no son totalmente ciertas ni totalmente falsas, sino que, estudia
de alguna forma, el grado de veracidad de dichas expresiones. De esta misma for-
ma, el grado para toda expresión estaría acotado entre la falsedad total y la verdad
absoluta [16]. Esta disciplina nos permite el tratamiento de información imprecisa,
como puede ser por ejemplo un color ligeramente rojo, un tamaño mediano o una
estatura baja.

La lógica difusa fue introducida por el ingeniero Lofti A. Zadeh en 1965 [20], pro-
poniendo una estructura matemática para la representación de la información im-
precisa, los conjuntos difusos (Fuzzy Sets). Este concepto parte de la idea de que
los elementos sobre los que se construye el pensamiento humano no son números
sino etiquetas lingüísticas, permitiendo la representación del lenguaje común que es
mayoritariamente cualitativo y no cuantitativo.

Por ejemplo, si consideramos la distancia lejos como un enunciado que es cierto
si un elemento es mayor a 90 km, a la hora de valorar un elemento que está a 89
km el propio razonamiento humano nos diría que está lejos, a pesar que dentro de
la lógica clásica no entraría este razonamiento. En este sentido, entenderíamos que
el segundo elemento tendría un alto grado de pertenencia al conjunto lejos. En la
lógica difusa a diferencia de la lógica clásica, y por tanto, en los conjuntos difusos
en contraposición con los conjuntos, son capaces de representar el razonamiento y
considerar la veracidad de un enunciado una cuestión de grado.

La teoría de conjuntos difusos trata la imprecisión que aparece cuando los lími-
tes de las clases de objetos no están claramente definidos [8]. Podemos entender que
un conjunto difuso es una progresión gradual desde la pertenencia al conjunto hasta
la no pertenencia. De forma análoga, y entendiendo los conjuntos difusos como una
generalización de los conjuntos clásicos, un conjunto clásico podría representarse
como un conjunto difuso, siendo su grado de pertenencia veraz o no, uno o cero.

Definición 2.15. Dado un conjunto referencial U = {u1, . . . , un} finito y no va-
cío, un conjunto difuso (FS) µA es:

µA = {(ui, µA(ui) | ui ∈ U} ∈ FS(U)

µA : U → [0, 1]

es el grado de pertenencia del elemento ui al conjunto A. Por último, FS(U) repre-
senta todos los posibles conjuntos difusos de U .

Denotaremos por F(U) al conjunto de todos los conjuntos difusos definidos bajo
el conjunto referencial finito y no vacío U (Card(U) = n).
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Para estos tipos de conjuntos, definiremos a continuación tres tipos de operacio-
nes entre los mismos:

Definición 2.16. Dado un conjunto difuso µA = {(ui, µA(ui) | ui ∈ U} ∈ FS(U) se
define su complementario como

µAN = {(ui, µAN (ui) | ui ∈ U} ∈ FS(U)

de forma que µAN (ui) = 1− µA(ui) ∀ui ∈ U

De forma clásica, todo elemento de un conjunto complementario, y como lo utiliza-
remos en este trabajo será como aparece expuesto en la Definición 2.16. No obstante,
se puede generalizar la definición de un conjunto complementario, de forma que cada
elemento del conjunto complementario µAN

µAN (ui) = N(µA(ui)) ∀ui ∈ U

siendo N : [0, 1]→ [0, 1] una negación difusa.

A continuación se definen operaciones entre conjuntos difusos.

Definición 2.17. Dados m conjuntos difusos A1 = {(ui, µA1(ui) |ui ∈ U}, . . . , Am =
{(ui, µAm(ui) | ui ∈ U} ∈ FS(U), se define la unión de m conjuntos difusos como

m⋃
j=1

Aj = {(ui, µ∪(ui) | ui ∈ U}

tal que

µ∪ =
m∨
j=1

µAj(ui) ∀ui ∈ U

Definición 2.18. Dados m conjuntos difusos A1 = {(ui, µA1(ui) |ui ∈ U}, . . . , Am =
{(ui, µAm(ui) | ui ∈ U} ∈ FS(U), se define la intersección de m conjuntos difusos
como

m⋂
j=1

Aj = {(ui, µ∩(ui) | ui ∈ U}

tal que

µ∩ =
m∧
j=1

µAj(ui) ∀ui ∈ U

Como observación a las dos anteriores definiciones, es posible generalizar estas opera-
ciones considerando una t-norma (o un overlap) en lugar del mínimo y una t-conorma
(o un grouping) en lugar del máximo.

Definición 2.19. Una función estrictamente creciente y continua
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ϕ : [a, b]→ [a, b]

con condiciones de frontera ϕ(a) = a y ϕ(b) = b es un automorfismo en el intervalo
[a, b] ⊂ R.

A lo largo de esta memoria, trabajaremos siempre con el intervalo unidad [a, b] =
[0, 1].

Definición 2.20. Una aplicación

N : [0, 1]→ [0, 1]

es una negación difusa si:

(P2.20.1) N(0) = 1 y N(1) = 0

(P2.20.2) N(x) ≤ N(y) si x ≥ y (monotonía)

Una negación es estricta si:

(P2.20.3) N(x) es continua para todo x ∈ [0, 1]

(P2.20.4) N(x) < N(y) con x > y para todo x, y ∈ [0, 1]

Una negación es involutiva si:

(P2.20.5) N(N(x)) = x para todo x ∈ [0, 1]

Una negación es fuerte si es involutiva, y por tanto, estricta.

A continuación se formula un teorema de caracterización de negaciones fuertes en
términos de automorfismos [2].

Teorema 2.21. Una función N : [0, 1] → [0, 1] es una negación fuerte si y sólo
si existe un automorfismo ϕ en el intervalo unidad tal que N(x) = ϕ−1(1− ϕ(x)).

Dado un conjunto difuso

µA = {(ui, µA(ui))|ui ∈ U} ∈ F(U)

llamamos complemento de este conjunto denotado por µAN a la siguiente expresión:

µAN = {(ui, N(µA(ui)))|ui ∈ U} ∈ F(U)

donde N es una negación difusa.

Por ejemplo, tomando la referencia del teorema anterior, si tomamos la función
lineal ϕ(x) = x, su inversa sera la misma ϕ−1(x) = x y por tanto, la negación difusa
será la misma que la clásica N(x) = 1− x.
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Por otro lado, si tomamos ϕ(x) = x3, su inversa sera ϕ−1(x) = 3
√
x y por tanto,

la negación difusa será N(x) = 3
√

1− x3

A continuación introducimos una clase de funciones [2] que nos va a permitir la
construcción de medidas de comparación entre conjutos difusos.

Definición 2.22. [2] Una función

REF : [0, 1]2 → [0, 1]

es una función de equivalencia restringida asociada a la negación fuerte N si satisface
las siguientes condiciones:

(P2.22.1) REF (x, y) = REF (y, x) para todo x, y ∈ [0, 1]

(P2.22.2) REF (x, y) = 1 si y sólo si x = y

(P2.22.3) REF (x, y) = 0 si y sólo si x = 1, y = 0 ó x = 0, y = 1

(P2.22.4) REF (x, y) = REF (N(x), N(y)) para todo x, y ∈ [0, 1] donde N es una
negación fuerte.

(P2.22.5) Para todo x, y, z ∈ [0, 1], si x ≤ y ≤ z:

REF (x, y) ≥ REF (x, z) y REF (y, z) ≥ REF (x, z)

Proposición 2.23. Si ϕ1(x) y ϕ2(x) son automorfismos en el intervalo [0, 1], enton-
ces:

REF (x, y) = ϕ−1
1 (1− |ϕ2(x)− ϕ2(y)|)
con

N(x) = ϕ−1
2 (1− ϕ2(x))

Por ejemplo, tomando como referencia la proposición anterior, y si tomamos ϕ1(x) =
x2 y ϕ2(x) = x3, dos automorfismos en el intervalo unidad, las funciones de equiva-
lencia restringida y negación difusa construidas serán las siguientes:

REF (x, y) =
√

1− |x3 − y3|
con

N(x) = 3
√

1− x3

2.2.1. Conjuntos difusos intervalo-valorados

La utilidad de los conjuntos difusos depende de lo preciso que sea el un grado
de pertenencia respecto un elemento del conjunto. Frecuentemente, es un problema
la representación de la pertenencia de un elemento a un conjunto mediante un gra-
do, ya que tenemos cierta incertidumbre. Por ello, una posibilidad es representar el
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valor de pertenencia por un intervalo, [9] de modo que su amplitud represente la
incertidumbre asociada al valor preciso de pertenencia. De esta forma, un conjunto
intervalo-valorado difuso, nos permite la modelización de la carencia de nitidez de
los límites del conjunto, como la imprecisión debida a la incertidumbre o a la caren-
cia de información [5, 9].

Por ejemplo, partiendo del intervalo unidad, si tenemos un elemento con un intervalo
de pertenencia de [0.7, 0.7] no hay incertidumbre de cuál es el grado de pertenencia
del elemento, ya que la amplitud es 0. Por otro lado, si tenemos un elemento con
un intervalo de pertenencia de [0, 1] no tenemos ningún tipo de certeza de cuál es el
grado de pertenencia de dicho elemento al conjunto, es decir, tenemos una incerti-
dumbre total. Finalmente, si tenemos un elemento con un intervalo de pertenencia
al conjunto de [0.6, 0.9], el grado de pertenencia está contenido en ese intervalo, y
tenemos una incertidumbre de 0.3.

Definición 2.24. Dado un conjunto referencial U = {u1, . . . , un} finito y no va-
cío, un conjunto difuso intervalo-valorado (IV FS) es:

A = {ui, A(ui) | ui ∈ U} ∈ IV FS(U)

donde A(ui) es una aplicación

A : U → L([0, 1])

y por tanto, corresponde al intervalo de incertidumbre del elemento ui ∈ U :

A(ui) = [A(ui), A(ui)] ∈ L([0, 1])

Observación: Para la evitar malentendidos, para la representación de los conjuntos
difusos (FS) hemos utilizado la notación µA y para la notación de los conjuntos
difusos intervalo-valorados (IV FS) hemos utilizado la notación A.

Al igual que hemos definido en el caso de los conjuntos difusos, para los intervalo-
valorados definiremos también las operaciones conjuntistas básicas como son el com-
plementario, la unión y la intersección.

Definición 2.25. Dado un conjunto difuso intervalo-valorado A = {(ui, A(ui) | ui ∈
U} ∈ IV FS(U) se define su complementario como

AN = {(ui, AN(ui) | ui ∈ U} ∈ FS(U)

de forma que

AN(ui) = [AN(ui), AN(ui)] = [1− A(ui), 1− A(ui)] ∀ui ∈ U
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De forma clásica, todo elemento de un conjunto complementario, y como lo utiliza-
remos en este trabajo será como aparece expuesto en la Definición 2.25. No obstante,
se puede generalizar la definición de un conjunto complementario, de forma que cada
elemento del conjunto complementario AN :

AN(ui) = [AN(ui), AN(ui)] = [N(A(ui)), N(A(ui))] ∀ui ∈ U

siendo N : [0, 1]→ [0, 1] una negación difusa.

Definición 2.26.Dadosm conjuntos difusos intervalo-valoradosA1 = {(ui, A1(ui)|ui ∈
U}, . . . , Am = {(ui, Am(ui) | ui ∈ U} ∈ IV FS(U), se define la unión de m IV FSs
como

m⋃
j=1

Aj = {(ui, A∪(ui) | ui ∈ U}

tal que

A∪ =

[
m∨
j=1

Aj(ui),
m∨
j=1

Aj(ui)

]
∀ui ∈ U

Definición 2.27.Dadosm conjuntos difusos intervalo-valoradosA1 = {(ui, A1(ui)|ui ∈
U}, . . . , Am = {(ui, Am(ui) | ui ∈ U} ∈ IV FS(U), se define la intersección de m
IV FSs como

m⋂
j=1

Aj = {(ui, A∩(ui) | ui ∈ U}

tal que

A∩ =

[
m∧
j=1

Aj(ui),
m∧
j=1

Aj(ui)

]
∀ui ∈ U

Como observación a las dos anteriores definiciones, es posible generalizar estas opera-
ciones considerando una t-norma (o un overlap) en lugar del mínimo y una t-conorma
(o un grouping) en lugar del máximo.

A continuación se define la amplitud del intervalo, cuestión que podremos enten-
der como la incertidumbre.

Definición 2.28. Dado un intervalo X ∈ L([0, 1]), la amplitud del intervalo se
denota con w(X), donde w(X) = X − X.

Al igual que se ha comentado en la parte de los conjuntos difusos, de forma análoga
se define la función de agregación de intervalos, de cara a poder fusionar información
representada mediante intervalos. [5]
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Definición 2.29. Dada ≤L una relación de orden en L([0, 1]), un operador de agre-
gación intervalo-valorado (IV) en L([0, 1]) es dado por una aplicación

MIV : L([0, 1])n → L([0, 1])

que para n ≥ 2 y para X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn ∈ L([0, 1]) cumple las siguientes cuatro
condiciones:

(P2.29.1) MIV (X1, . . . , Xn) = 0L si Xi = 0L = [0, 0] para todo i ∈ {1, . . . , n}

(P2.29.2) MIV (X1, . . . , Xn) = 1L si Xi = 1L = [1, 1] para todo i ∈ {1, . . . , n}

(P2.29.3) Para todo par (X1, . . . , Xn) y (Y1, . . . , Yn) de n-tuplas tal que Xi, Yi ∈
L([0, 1]) para todo i ∈ {1, . . . , n}, si Xi ≤L Yi para todo i ∈ {1, . . . , n},
entonces:

MIV (X1, . . . , Xn) ≤L MIV (Y1, . . . , Yn)

Definición 2.30. Una función de agregación intervalo-valorada MIV : L([0, 1])n →
L([0, 1]) es simétrica si

MIV (X1, . . . , Xn) = MIV (XP (1), . . . , XP (n))

para cualquier permutación P en {1, . . . , n}

Definición 2.31. Una función de agregación intervalo-valorada MIV : L([0, 1])n →
L([0, 1]) decimos que es idempotente si

MIV (X, . . . , X) = X

para todo X ∈ L([0, 1]).

En el sentido de la definición 2.29, podemos definir un operador de agregación
intervalo-valorado MIV : L([0, 1])n → L([0, 1]) tomando un operador de agregación
M : [0, 1]n → [0, 1], de la siguiente manera:

MIV ([X1, X1], . . . , [Xn, Xn]) = [M(X1, . . . , Xn),M(X1, . . . , Xn)]

Dicho operador de agregación intervalo-valorado se denomina representable.

Por último, se define la entropía, que es una medida de borrosidad de un con-
junto difuso intervalo-valorado, y es una analogía con la entropía en la teoría de la
información [10].

Definición 2.32 Sean una relación de orden total ≤TL en L([0, 1]), sea N una
negación fuerte con respecto a ≤TL con un punto de equilibrio ε ∈ L([0, 1]) se define
la entropía difusa intervalo valorada como una aplicación

EIV : IV FS(U)→ [0, 1]
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si para todo A,B ∈ IV FS(U) cumple las siguientes propiedades :

(P2.32.1) EIV (A) = 0L si y sólo si A es un crisp

(P2.32.2) EIV (ε̃) = [1− w(ε), 1]

(P2.32.3) EIV (A) ≤TL EIV (B) si w(A(u)) = w(B(u)) y A(u) ≤TL B(u) ≤TL ε ó
bien w(A(u)) = w(B(u)) y A(u) ≥TL B(u) ≥TL ε para todo u ∈ U

Nota: Dado un ε ∈ L([0, 1]), denotamos por ε̃ el IV FS A ∈ U tal que A(u) = ε
para todo u ∈ U .

Una de las definiciones clásicas utilizadas para calcular la entropía de un determina-
do conjunto difuso intervalo-valorado A ∈ IV FS(U) es el índice de indeterminación
de Sambuc [15]:

ESambuc(A) =
1

|A|
∑
u∈A

A(u)− A(u) (2.3)

2.3. Segmentación de imágenes

En la presente sección, presentaremos la aplicación de los conceptos de lógica
difusa definidos y explicados en el punto anterior a la segmentación de imágenes.

2.3.1. Concepto de segmentación

La segmentación de imágenes es el proceso de particionado de imágenes digitales
en regiones. Una región es un conjunto de píxeles contiguos que presentan una serie
de características (nivel de gris, color, textura, etc.) comunes.

En el particionado de una imagen I en regiones, debe cumplirse que:

n⋃
i=1

Ri = I

Además, dos regiones distinas Ri y Rj deben ser disjuntas (es decir, Ri ∩ Rj =
∅,∀i, j ∈ {1, . . . , n} ∧ i 6= j) El objetivo inmediato de la segmentación es la simplifi-
cación o el cambio de la representación de una imagen de cara a facilitar el análisis
de la misma.

La segmentación de imágenes tiene múltiples aplicaciones prácticas en el día a día.
Algunas de estas pueden ser la detección de objetos (personas, caras, etc.), recono-
cimiento de caras o huellas dactilares, tratamiento de imágenes médicas, etc.
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Existen principalmente tres métodos de segmentación:

Segmentación basada en umbralización

Técnicas basadas en agrupamiento (clustering) de los píxeles en regiones, como
puede ser el método de k-means

Técnicas basadas en la detección de bordes

Nosotros en este trabajo utilizaremos el método de umbralización, desarrollado a
continuación.

2.3.2. Método de segmentación mediante umbralización

En este caso, utilizaremos como método la umbralización. La umbralización o el
método del valor umbral es el método más simple en el estudio del proceso de seg-
mentación de imágenes. Como realizan comunmente los métodos de segmentación,
se asigna a cada píxel a un grupo, creando conjuntos de píxeles. En nuestro caso, las
imágenes a segmentar son imágenes representadas en escala de grises, esto es, desde
el negro hasta el blanco. Como emplean 8 bit para la representación de cada píxel,
la escala es de 28 = 256 tonos de gris ([0, 255]).

Usualmente, el proceso de umbralización consiste en dos pasos, donde el primero
es el que con diferencia, más complejo de realizar:

Obtención del umbral. Se trata del proceso de obtención del valor que deno-
minamos umbral (al que notamos usualmente con T por su nombre en inglés,
threshold), que denota la intensidad de nivel de gris en la que los objetos de
la imágen se separan del fondo.

Binarización de la imágen. Una vez tenemos el umbral, consiste en separar,
convirtiendo en blanco los píxeles con menor intensidad que el umbral T y
en negro los píxeles con mayor o igual intensidad que el umbral T . Esto es,
si tenemos una imagen inicial I(x, y), obtendríamos una imagen segmentada
S(x, y) de la siguiente manera:

S(x, y) =

{
0 si I(x, y) < T
1 e.c.c.

Método de umbralización de Otsu

El algoritmo que propondremos en el siguiente capítulo es una modificación o
una adaptación mediante los conjuntos difusos intervalo-valorados, de uno de los
primeros algoritmos propuestos en la literatura sobre thresholding en base al histo-
grama por Nobuyuki Otsu en 1979 [12, 14].
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Figura 2.1: Imagen original (izquierda) y binarizada (derecha) mediante el método
de umbralización mediante histograma de N. Otsu

El objetivo central del algoritmo de N. Otsu es la búsqueda de un valor umbral
que minimice la varianza entre dos clases, dos clases, antagónicas, que para nosotros
representarán el objeto y el fondo de la imagen.

En primer lugar, entenderemos que una imágen contiene NP píxeles y que la imagen
puede ser representada en L niveles de gris ({0, 1, . . . , L− 2, L− 1}).y denotaremos
con h(q) el valor del histograma, esto es, el número de píxeles con intensidad q en
la imagen, y de esta forma estableceremos la probabilidad de una intensidad de gris
q en la imagen como:

P (q) =
h(q)

NP

(2.4)

teniendo en cuenta que P (q) ≥ 0 y
∑L−1

q=0 P (q) = 1.

Ahora, imaginamos que separamos la imagen en dos clases a las que llamaremos
C0 y C1 con un nivel k de valor umbral. De esta forma, los píxeles con niveles
{0, . . . , k} pertenecerán a la clase C0 y los píxeles con niveles {k + 1, . . . , L − 1}
pertenecerán a la clase C1. Así mismo, la probabilidad de pertenencia a cada una
de las clases será ω0(k) y ω1(k), respectivamente:

ω0(k) = P(C0) =
k∑
q=0

P (q) = ω(k) (2.5)

ω1(k) = P(C1) =
L−1∑
q=k+1

P (q) = 1− ω(k) (2.6)
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Y por tanto, las medias para cada una de las clases serán:

µ0(k) =
k∑
q=0

qP(q|C0) =
1

ω0(k)

k∑
q=0

qP (q) = (2.7)

µ1(k) =
L−1∑
q=k+1

qP(q|C1) =
1

ω1(k)

L−1∑
q=k+1

qP (q) (2.8)

Y por tanto

µT = µ(L) =
L−1∑
q=0

qP (q) (2.9)

De esta forma, con las tres expresiones anteriores, para todo k ∈ {0, . . . , L − 1} se
puede verificar

ω0(k)µ0(k) + ω1(k)µ1(k) = µT (2.10)

y
ω0(k) + ω1(k) = 1 (2.11)

Mediante la utilización de análisis discriminante, Otsu definió la varianza interclases
de la imagen umbralizada como:

σ2
B = ω0(k)σ2

0(k) + ω1(k)σ2
1(k) = ω0(k)(µ0(k)− µT )2 + ω1(k)(ω1(k)− µT )2 (2.12)

siendo el valor umbral óptimo k∗

σ2
B(k∗) =

L−1

máx
k=0

σ2
B(k) (2.13)

El algoritmo escrito brevemente en pseudocódigo sería

Algoritmo 1 umbralizacionOtsu(I)

Require: I = Una imagen valorada en {0, . . . , L-1}
Cálculo de las probabilidades a partir del histograma (2.3)
Inicializar σ0(k), σ1(k), µ0(k), µ1(k) para k = 0
for k=0 to L-1 do
Actualización de los valores σ0(k), σ1(k), µ0(k), µ1(k)
Calcular σ2

B(k)
end for
T = Umbral que maximiza σ2

B

return T
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Capítulo 3

Nuevo algoritmo

En esta sección se expondrán las características del experimento que vamos a
realizar, esto es, partiendo de las bases teóricas de la sección anterior, explicaremos
y desarrollaremos las modificaciones y especificidades que se insertan en el problema
de segmentación que estamos tratando.

Es por ello que hablaremos del uso que le daremos a la imagen y cómo plantea-
mos aplicar el algoritmo anterior, así como el desarrollo de medidas de inclusión y
por ende las medidas entrópicas como consecuencia de las anteriores. Más adelante,
se explicará la forma del cálculo del argumento de la entropía mínima, y finalmente,
una vez hemos desarollado las modificaciones, procederemos a describir el algoritmo
final.

El algoritmo que proponemos, en rasgos generales, que posteriormente los desa-
rrollaremos basándonos en la teoría del capitulo anterior, consiste en las siguientes
cuatro partes:

Asignar L conjuntos difusos intervalo-valorados Qt de L elementos cada uno a
cada imagen Q, construídos a partir de funciones de equivalencia restringida.
La función de pertenencia de cada IV FS Qt recogerá la relación entre la
intensidad que estemos tratando con respecto al fondo y al objeto.

Una vez tenemos los L conjuntos difusos itervalo-valorados, calculamos la en-
tropía de cada uno de ellos, en base a las medidas de inclusión.

Tomamos como mejor valor umbral el valor de intensidad asociado al menor
valor de entropía difusa, calculado en base a una determinada relación de or-
den. El motivo por el que seleccionamos la posición con menor valor entrópico
es el siguiente: al utilizar intervalos que representan la incertidumbre del mo-
delo en cada una de las intensidades, tomamos el que menor entropía y por
tanto menor incertidumbre consideremos. Finalmente, se binariza la imágen
en la forma clásica en base al valor umbral obtenido en el penúltimo paso del
algoritmo.

21
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3.1. Construcción de las funciones de equivalencia
restringida (REF)

En primer lugar, el primero de los resultados teóricos que obtendremos será el
cálculo de las funciones de equivalencia restringida, en base a la proposición 2.23
del capitulo anterior [2]. Si tenemos dos automorfismos ϕ1(x) y ϕ2(x), podemos
construir una REF de la siguiente manera:

REF (x, y) = ϕ−1
1 (1− |ϕ2(x)− ϕ2(y)|) (3.1)

Por tanto, tomando en primer lugar ϕ1(x) = x y ϕ2(x) = x, siendo ϕ−1
1 (x) =

ϕ1(x) = x, la función de equivalencia restringida sería la siguiente expresión:

REF1(x, y) = 1− |x− y| (3.2)

Por otro lado, tomando como ϕ1(x) =
3
√
x10 y ϕ2(x) = x3, tendríamos 3

√
x10(ϕ1) =

ϕ1, por lo que x(ϕ1) = ϕ
3
10
1 = ϕ0.3

1 , y por lo tanto, ϕ−1
1 (x) = x0.3. De esta forma, la

expresión para esta segunda función sería:

REF2(x, y) = (1− |x3 − y3|)0.3 (3.3)

3.2. Construcción de los conjuntos difusos intervalo-
valorados

En esta sección trataremos todos los pasos a seguir para la construcción de los
conjuntos difusos y a partir de éstos, los conjuntos difusos intervalo-valorados. En
cuanto a los conjuntos difusos, en esta memoria los dividiremos en dos tipos, los que
se construyen en base a una función de equivalencia restringida y los que no.

En cuanto a los IV FS que se construyen en base a REF seguiremos los siguientes
pasos generales:

Construcción de la función de equivalencia restringida (REF ), construida en
la sección anterior

Toma de medidas de promedio de intensidad del fondo y del objeto de la
imagen (mo y mb), explicados en la siguiente sección.

Utilización de una función auxiliar para corregir los valores (F )

Construcción de la función de pertenencia (µQt(q)) del conjunto difuso (FS)
a partir de la REF , F , mo y mb.

Construcción del conjunto difuso intervalo-valorado (IV FS) a partir de los
FS construidos.
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3.2.1. Medidas de intensidad de la imágen

A lo largo de la memoria, denotaremos con(x, y) las coordenadas de cada píxel
de la imagen I, y por tanto con I(x, y) representaremos la intensidad de gris del
píxel (x, y) en la imagen I. Para todo (x, y) ∈ I, 0 ≤ I(x, y) ≤ L − 1, siendo L el
número de intensidades en la imagen, y por lo tanto, L−1 la mayor intensidad de gris.

Toda imagen I tiene asociado un histograma h, que denotaremos con h(q) don-
de q ∈ {0, . . . , L − 1} y que muestra en cada una de las posiciones q, el número
de píxeles que hay en la imagen con dicha intensidad. Unido a esto, definiremos la
media de intensidades de una determinada imagen con:

m(I) =

∑L−1
q=0 qh(q)∑L−1
q=0 h(q)

(3.4)

De la misma forma y partiendo de la expresión anterior, definiremos la medida de
promedio de intensidades del fondo (background) con la siguiente expresión ([2]):

mb(t) =

∑t
q=0 qh(q)∑t
q=0 h(q)

(3.5)

para t ∈ {0, . . . , L− 1}.

Análogamente, definiremos la medida de promedio de intensidades del objeto que
queremos separar del fondo con la siguiente expresión:

mo(t) =

∑L−1
q=t+1 qh(q)∑L−1
q=t+1 h(q)

(3.6)

siendo t ∈ {0, . . . , L− 1}.

Como se puede observar, la construcción de estas medidas es la misma que pro-
ponía N. Otsu [14], y se plantean en 2.7 y 2.8, donde la medida de promedio de las
intensidades del fondo sería la media para la clase 0 (µ0(t)) y la medida de prome-
dio de las intensidades del fondo sería la media para la clase 1 (µ1(t)), todo esto
teniendo en cuenta la separación entre clases en un determinado valor umbral t [12].
Así mismo, el significado del divisor de cada clase (sea el fondo o el objeto) es la
probabilidad de pertenencia a esa misma clase (ω0(t) = P(C0) (2.5) y ω1(t) = P(C1)
(2.6)).

3.2.2. Construcción de conjuntos difusos

A partir de las medidas construidas en las subsecciones anteriores, podremos
establecer la construcción de una función de pertenencia a un conjunto difuso clá-
sico basada en la pertenencia de los píxeles al fondo y al objeto y basándonos en



24 CAPÍTULO 3. NUEVO ALGORITMO

funciones de equivalencia restringida. [3, 15, 19]

No obstante, para una definición de la función de pertenencia lo más acercado al
objetivo que queremos conseguir, definiremos la siguiente función

F : [0, 1]→ [0.5, 1]

que cumpla las siguientes condiciones:

F (0) = 0.5

F (1) = 1

La función es creciente en todo su dominio.

De esta manera, la F (x) definida, se puede tomar como un automorfismo corregido
para que sus valores se encuentren siempre en el intervalo [0.5, 1]. Una función F que
satisface las condiciones mencionadas anteriormente, es, por ejemplo la siguiente:

F (x) =
1

2
(1 + x) (3.7)

Para una determinada imagen I en una escala de L grises, representando con t la
intensidad, tal que 0 ≤ t ≤ L− 1, se define el siguiente conjunto difuso

µQt = {(q, µQt(q)) | q ∈ {0, . . . , L− 1}} ∈ FS(U)

dado por la siguiente función de pertenencia:

µ
Q

(k)
t

(q) =


F
(
REFk

(
q

L−1
, mb(t)
L−1

))
q ≤ t

F
(
REFk

(
q

L−1
, mo(t)
L−1

))
q > t

(3.8)

En índice (k) representa el índice del conjunto difuso al que hacemos referencia, que
a su vez está asociado con una función de equivalencia restringida REFk(x, y), lo
cual nos va a permitir la construcción de diferentes funciones difusas identificadas
por µ

Q
(k)
t

(q).

De esta forma, para la primera función de pertenencia, y por tanto, para el pri-
mer conjunto difuso que constuiremos, al que nombraremos como µQ(1) utilizaremos
la función REF1(x, y) de (3.2) junto con la función F (x) expresada en (3.1):

µ
Q

(1)
t

(q) =


1
2

(
2 +

∣∣∣ q
L−1
− mb(t)

L−1

∣∣∣) q ≤ t

1
2

(
2 +

∣∣∣ q
L−1
− mo(t)

L−1

∣∣∣) q > t

(3.9)
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Por otro lado, para la segunda función de pertenencia, que nombraremos como µQ(2)

utilizaremos la función REF2(x, y) junto con la función F (x) expresada en (3.1):

µ
Q

(2)
t

(q) =



1
2

(
1 +

(
1−

∣∣∣∣( q
L−1

)3 −
(
mb(t)
L−1

)3
∣∣∣∣)0.3

)
q ≤ t

1
2

(
1 +

(
1−

∣∣∣∣( q
L−1

)3 −
(
mb(t)
L−1

)3
∣∣∣∣)0.3

)
q > t

(3.10)

Por último, definiremos cómo construir el conjunto difuso intervalo-valorado que re-
presenta la imagen a partir de los conjuntos difusos que tengamos en cuenta para su
construcción. Por ello, para cada t ∈ {0, . . . , L− 1} se construirá un IV FS a partir
de los FS construidos anteriormente.

El conjunto difuso intervalo-valorado será, para cada elemento (q,Qt(q)) ∈ Qt:

Qt(q) = [Qt(q), Qt(q)] =

[
r∧

k=1

µ
Q

(k)
t

(q),
r∨

k=1

µ
Q

(k)
t

(q)

]
(3.11)

siendo k el índice de cada conjunto difuso construido y r el número de conjuntos
difusos que se utilizan para la construcción del IV FS. Es decir, para cada elemento
del nuevo conjunto IV FS se elegirán las pertenencias máximas y mínimas de los
elementos homólogos de los conjuntos FS.

3.3. Medidas de inclusión para conjuntos difusos
intervalo-valorados

En la teoría clásica de conjuntos, la inclusión de un conjunto sobre otro es dico-
tómica, es decir, un conjunto B̃ es subconjunto de otro conjunto Ã o no lo es. En
cambio, en la teoría difusa, esta relación es mucho más difícil de definir, ya que hace
falta establecer qué condiciones se tienen que cumplir para ver hasta qué punto un
conjunto difuso µB está incluido en otro µA. El mismo problema aparece en el caso
de los conjuntos difusos intervalo-valorados.

Para medir el grado de veracidad de la proposición de “B es un subconjunto de
A” para los conjuntos difusos intervalo-valorados A y B bajo el mismo conjunto
referencial U , podemos definir las medidas de inclusión para IV FSs. [1]

La inclusión para conjuntos difusos fue desarrollada por Zadeh [20] en 1965. Da-
do que se definía como que un conjunto µB era subconjunto de otro µA si y sólo si
la gráfica del segundo estaba totalmente por debajo que la del primero, se fueron
definiendo otras medidas de inclusión, como por ejemplo, las de D. Sinha y E.R.
Dougherty [18].
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Si una medida de inclusión entre dos conjuntos difusos devuelve un grado de in-
clusión [18], una medida de inclusión entre dos conjuntos difusos intervalo-valorados
tendrá que devolvernos un intervalo de inclusión [1].

3.3.1. Desarrollo teórico

En esta parte, trataremos las definiciones básicas para abordar la inclusión en-
tre conjuntos difusos intervalo-valorados. Para ello, en primer lugar, definiremos la
medida de inclusión entre intervalos, de cara a establecer criterios para saber hasta
qué punto un intervalo está contenido dentro de otro, representado por otro intervalo.

Posteriormente, generalizaremos la expresión de la inclusión entre intervalos para
los conjuntos difusos intervalo-valorados, y demostraremos la validez de su plantea-
miento, basándonos en cada propiedad del primer caso.

Definición 3.1. Una medida de inclusión para intervalos en L([0, 1])2 es una apli-
cación

σIV : L([0, 1])2 → L([0, 1])

tal que si para cada X, Y, Z ∈ L([0, 1]) se cumplen las siguientes cuatro condiciones:

(P3.1.1) σIV (X,X) = [1− w(X), 1]

(P3.1.2) σIV (1L, 0L) = 0L

(P3.1.3) Para X ≤ Y ≤ Z se cumple σIV (X, Y ) ≤ σIV (X,Z)

(P3.1.4) Para X ≤ Y ≤ Z con anchuras de intervalo

w(X) = w(Y ) = w(Z)

se cumple
σIV (Z,X) ≤ σIV (Z, Y ) ≤ σIV (Y,X)

Teorema 3.2. Sean una medida de inclusión en L([0, 1])2 σIV : L([0, 1])2 → L([0, 1])
y un operador de agregación intervalo-valorado MIV : L([0, 1])n → L([0, 1]). Una
medida de inclusión para conjuntos difusos intervalo-valorados, sobre IV FS(U) de-
finida por σIV y MIV es una aplicación

σMIV : IV FS(U)× IV FS(U)→ L([0, 1])

dada por

σMIV (A,B) = M(σIV (A(u1), B(u1), . . . , σIV (A(un), B(un))

siendo A,B ∈ IV FS(U) y que además cumple las siguientes cuatro condiciones para
A,B,C ∈ IV FS(U):
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(P3.2.1) σMIV (A,A) = MIV ([1− w(A(u1)), 1], . . . , [1− w(A(un)), 1])

(P3.2.2) Dadas I0, I1 : U → L([0, 1]) definidas como I0(ui) = 0L y I1(ui) = 1L para
todo i ∈ {1, . . . , n}, se cumple σMIV (I0, I1) = 0L

(P3.2.3) Para A ≤ B ≤ C se cumple σMIV (A,B) ≤ σMIV (B,C)

(P3.2.4) Para A ≤ B ≤ C con vectores de anchuras de intervalo

(w(A(u1)), . . . , w(A(un))) =

(w(B(u1)), . . . , w(B(un))) =

(w(C(u1)), . . . , w(C(un)))

se cumple
σMIV (C,A) ≤ σMIV (C,B) ≤ σMIV (B,A)

Demostración.

(Dem. P3.2.1) Fijamos Ai = A(ui), Bi = B(ui), Ci = C(ui) para i ∈ {1, . . . , n}.
Por la propiedad P3.1.1 tenemos que σIV (Ai, Ai) = [1 − w(Ai), 1],
por tanto extendiendo la propiedad a todos los elementos del con-
junto, tenemos que

σMIV (A,A) =MIV (σIV (A1, A1), . . . , σIV (An, An)) =

MIV (σIV (A(u1), A(u1)), . . . , σIV (A(un), A(un)) =

MIV ([1− w(A(u1)), 1] . . . , [1− w(A(un)), 1])

(Dem. P3.2.2) Tenemos

σMIV (I0, I1) = MIV (σIV (1L, 0L), . . . , σIV (1L, 0L))

Como por la propiedad P3.1.2 sabemos que σIV (1L, 0L) = 0L, en-
tonces

σMIV (I0, I1) = MIV (0L, . . . , 0L) = 0L

ya que por la propiedad P2.29.1 tenemos MIV (0L, . . . , 0L) = 0L

(Dem. P3.2.3) Como A ≤ B ≤ C es equivalente a Ai ≤ Bi ≤ Ci (declaradas en
Dem. P3.2.1) para todo i ∈ {1, . . . , n} y por tanto se cumple la
propiedad P3.1.1, σIV (Ai, Bi) ≤ σIV (Ai, Ci), por tanto:

M(σIV (A1, B1), . . . , σIV (An, Bn)) ≤M(σIV (A1, C1), . . . , σIV (An, Cn))

y equivalentemente

σMIV (A,B) = σMIV (A,C)
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(Dem. P3.2.4) En la hipótesis de P3.2.4 tenemos que σIV (Ci, Ai) ≤ σIV (Ci, Bi) y
σIV (Ci, Ai) ≤ σIV (Bi, Ai), por tanto:

M(σIV (C1, A1), . . . , σIV (Cn, An)) ≤M(σIV (C1, B1), . . . , σIV (Cn, Bn))

y equivalentemente

σMIV (C,A) = σMIV (C,B)

De la misma forma,

M(σIV (C1, A1), . . . , σIV (Cn, An)) ≤M(σIV (B1, A1), . . . , σIV (Bn, An))

y equivalentemente

σMIV (C,A) = σMIV (B,A)

�

3.3.2. Aplicación en el algoritmo

Una vez tenemos la base teórica para la implantación de las medidas de inclu-
sión en conjuntos intervalo-valorados, procederemos al desarrollo de expresiones que
cumplan los criterios desarrollados para incluirlas en el algoritmo.

Para ello, en primer lugar tomaremos una relación de orden parcial entre los in-
tervalos X = [X,X], Y = [Y , Y ], como puede ser X ≤ Y si y sólo si X ≤ X y
Y ≤ Y .

De cara a la construcción de un grado de inclusión entre IV FSs, construiremos
en primer lugar expresiones para construir medidas de inclusión entre intervalos
(Definición 3.1), como pueden ser las 3.12 y 3.13.

σIVα(X, Y ) =

{
[ ∨ (1− w(X), Y −X), 1] X ≤ Y
[ ∧ (1− w(X), w(Y ), 1− |X − Y |), 1− |X − Y |] e.c.c.

(3.12)

σIVβ(X, Y ) =

{
[ ∨ (1− w(X), Y −X), 1] X ≤ Y
[ ∧ (1− w(X), w(Y ), 1− |X − Y |), 1− |X − Y |] e.c.c.

(3.13)

Tomando el Teorema 3.2, referente a la medida de inclusión sobre conjuntos difusos
intervalo-valorados, agregaremos los intervalos de inclusión entre las pertenencias
con las medidas de inclusión intervalares.
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Teniendo los siguientes conjuntos difusos intervalo-valorados sobre el conjunto refe-
rencial U = {u1, . . . , un}

A = {(ui, A(ui)) | ui ∈ U}, B = {(ui, B(ui)) | ui ∈ U} ∈ IV FS(U)

El grado de inclusión del IV FS A en B con un operador de agregación MIV :
L([0, 1])n → L([0, 1]) es

σMIV (A,B) = MIV (σIV (A(u1), B(u1)), . . . , σIV (A(un), B(un)))

y que tomando la función de agregaciónMIV como mínimo, nos quedaría la expresión

σmı́n
IV (A,B) =

n

mı́n
i=1

σIV (A(ui), B(ui)) (3.14)

siendo σIV (X, Y ) cualquier medida de inclusión de las anteriores (σIVα(X, Y ) ó
σIVβ(X, Y )).

3.4. Entropía en conjuntos difusos intervalo-valorados

El concepto de entropía difusa lo introdujeron por primera vez A. De Luca y S.
Termini [7] en 1972 de cara a saber cómo de lejos estaba un determinado conjunto
difuso de un conjunto crisp. Es, por tanto, una medida de cuantificación de la bo-
rrosidad de un conjunto difuso. De esta manera, aplicado a los conjuntos difusos,
si A es un conjunto crisp, la entropía de A sería 0, entendiendo que el valor de la
entropía se encuentra entre 0 y 1 [18].

Así mismo, el concepto de entropía difusa trata de obtener una media global, y
por tanto, sin utilizar conceptos probabilísticos, de la indefinición relacionada con
los conjuntos difusos. La medida de entropía es considerable una medida de cantidad
de información que no está necesariamente relacionada con experimentos aleatorios.

3.4.1. Desarrollo teórico

A continuación se introduce la definición de entropía para conjuntos difusos
intervalo-valorados, basada en medidas de inclusión para IV FS, es decir, se es-
tablece una definición teórica para el cálculo de la borrosidad de un conjunto difuso
intervalo-valorado, que se medirá mediante un intervalo.

Definición 3.3. Sean una medida de inclusión en L([0, 1])2 σIV : L([0, 1])2 →
L([0, 1]) y un operador de agregación intervalo-valoradoMIV : L([0, 1])n → L([0, 1]).
La entropía difusa intervalo-valorada sobre IV FS(U) es una aplicación

EIV : IV FS(U)→ L([0, 1])
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dada por
EIV (A) = σMIV (A ∨ AN , A ∧ AN)

donde A ∈ IV FS(U) y AN ∈ IV FS(U) está definida por
AN(ui) = (A(ui))N , i ∈ {1, . . . , n}

y para A cumple las siguientes cuatro condiciones:
(P3.3.1) σMIV (A,A) = M([1 − w1, 1], . . . , [1 − wn, 1]), donde wi = w(A(ui)) para

i ∈ {1, . . . , n}

(P3.3.2) σMIV (A,A) ≤ σMIV (A ∧ AN , A ∨ AN)

(P3.3.3) EIV (A) ≤ σMIV (A ∨ AN , A)

(P3.3.4) EIV (A) ≤ σMIV (A ∨ AN , AN)

3.4.2. Aplicación en el algoritmo

En esta sección analizaremos principalmente dos expresiones diferentes referentes
a medidas de inclusión entre intervalos, como paso previo a construir un grado de
inclusión entre conjuntos difusos intervalo-valorados creados en el punto anterior, a
partir del conjunto difuso intervalo-valorado Ahora, una vez tenemos una expresión
para determinar el grado de inclusión, se construirá una nueva expresión de entropía
difusa intervalo-valorada, a partir de la expresión de la Definición 3.3.

Una entropía intervalo-valorada sobre IV FS(U) se define a partir de una medida
de inclusión

σMIV : L([0, 1])2 → L([0, 1])

y una medida de agregación intervalo-valorada del mínimo
∧IV : L([0, 1])n → L([0, 1])

que es la aplicación

EIV = Eσ∧

IV : IV FS(U)→ L([0, 1]) (3.15)

dada por la siguiente expresión:

EIV (A) = σ∧IV (∨(A,AN),∧(A,AN) (3.16)

Por ello, una vez tenemos la expresión de la entropía y los L conjuntos difusos
intervalo-valorados Qt, calcularemos la siguiente expresión para cada Qt

EIV (Qt) = σ∧IV (∨(Qt, (Qt)N),∧(Qt, (Qt)N)) (3.17)

Entonces, una vez desarrollado este paso, para cada t, tendremos un valor interva-
lar EIV (Qt), es decir, tendremos L intervalos. Por último, nos quedaría calcular la
entropía mínima a partir de una determinada relación de orden que se aplique, y se
asigna el valor umbral (T ) a la posición del conjunto difuso intervalo-valorado Qt

con entropía mínima, es decir:

T = arg mı́n{EIV (Qt)} (3.18)
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3.5. Algoritmo

Finalmente, en esta última sección del capítulo, mostramos la estructura algorít-
mica que hemos creado, teniendo en cuenta las propuestas de las secciones anteriores,
en forma de pseudo-código, ya que el objetivo es mostrar la estructura y no el código
en sí, que está recogido en el Apéndice C de la memoria.

Por tanto, se definen dos códigos. El primero (Algoritmo 2, construirIVFS()), es
el algoritmo que construye los conjuntos difusos intervalo-valorados a partir de la
imagen. El segundo (Algoritmo 3, umbraizacionEntropia()), es el programa principal
en el que a partir de la imagen y utilizando como función construirIVFS() genera
la entropía y establece el valor umbral para la imagen.

Algoritmo 2 construirIV FS(I, L)

Require: I = Una imagen valorada en {0, . . . , 255}
{h = histograma de la imagen I}
P = 1

NM
h

for t=0 to L-1 do
Cálculo de las probabilidades de pertenencia al fondo (b) Pb =

∑t+1
i=0 P (i)

Cálculo de las probabilidades de pertenencia al objeto (o) Po =
∑L−1

i=t+1 P (i)
if Pb = 0 then
mb(t) = 0

else
Cálculo de la media de pertenencia al fondo mb(t) = 1

Pb

∑t+1
i=0 iP (i)

end if
if Po = 0 then
mo(t) = 0

else
Cálculo de la media de pertenencia al objeto mo(t) = 1

Po

∑L−1
i=t+1 iP (i)

end if
end for
for t=0 to L-1 do
for q=0 to L-1 do
{Construir los µ

Q
(
t1)

(q), . . . , µ
Q

(
tr)

(q) a partir de las expresiones de 3.2.2}
end for

end for
for t=0 to L-1 do
for q=0 to L-1 do
{Construir los L IV FS Q0, . . . , QL−1 a partir de los FS con la expresión
(3.16)}

end for
end for
return Q = {Q0, . . . , QL−1}
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Algoritmo 3 umbralizacionEntropia(I)

Require: I = Una imagen valorada en {0, . . . , 255}
{Construir conjunto de L IVFSs a partir de la imagen I}
Q = construirIVFS(I,L)
for t=0 to L-1 do
for q=0 to L-1 do

Construcción del conjunto difuso intervalo-valorado complementario de Qt

Creación de una estructura con los componentes < Qt(q), (Qt)N(q) >
Cálculo de la medida de inclusión σIV entre los elementos máximo y mínimo
(en ese orden) del paso anterior

end for
Cálculo del valor intervalar de la entropía para el conjunto concreto Qt:
EIV (Qt) = mı́nL−1

q=0 σIV (q)
end for
Cálculo del valor umbral, minimizando la entropía intervalo-valorada: T =
arg mı́nL−1

t=0 EIV (Qt)
return T



Capítulo 4

Resultados experimentales

En este capítulo práctico, mostraremos los resultados obtenidos a partir de las
diferentes medidas y parámetros que hemos utilizado a lo largo de las pruebas rea-
lizadas, de cara a establecer las mejores medidas y criterios para la obtención del
mejor umbral.

Este capítulo está dividido en tres principales partes. En primer lugar, se trata
los resultados prácticos que han dado la forma de construcción de los conjuntos
intervalo-valorados y cómo varía en función de la imagen utilizada. En segundo lu-
gar, se ha probado el algoritmo con diferentes medidas: la primera para diferentes
relaciones de orden y la segunda para diferentes medidas de inclusión entre inter-
valos y por tanto distinta medida de inclusión para los IV FS. En tercer lugar, se
plantea una evaluación de la técnica, a partir de medidas de errores de cara a poder
comparar y concluir la capacidad que tiene de segmentar correctamente esta técnica
que hemos utilizado.

4.1. Conjuntos difusos intervalo-valorados

En esta sección analizaremos la primera parte de construcción del algoritmo, esto
es, los conjuntos difusos intervalo-valorados, qué forma adquieren ciertos conjuntos
en función de la imagen a la que representan y por tanto en función de su histogra-
ma. A continuación (Figura 4.1), mostramos una imagen en escala de grises junto
con su histograma para posteriormente ver su comportamiento en la construcción
del IV FS. Para entrar frontalmente en el tema y poder razonar posteriormente el
comportamiento de los conjuntos difusos intervalo-valorados y su papel en la um-
bralización, mostraremos a continuación, los conjuntos difusos intervalo-valorados
desde el Q90 al Q110 de la imagen anterior, construidos en base a los FS µQ(1) y µQ(2)

del apartado anterior (Figura 4.2)

33
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Figura 4.1: Imagen original (izquierda) e histograma (derecha) de la imagen bote de
champú

Figura 4.2: Conjuntos difusos intervalo-valorados desde t = 90 hasta t = 110 de la
imagen bote de champú.

Antes de entrar en la fase de los resultados de la umbralización, mostraremos la
construcción de los conjuntos difusos intervalo-valorados para distintas imagenes.

Tabla 4.1: Imágenes originales, histogramas y conjunto difuso intervalo-valorado
construido para t = 100

Original Histograma Q100
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Tabla 4.2: Imágenes originales, histogramas y conjunto difuso intervalo-valorado
construido para t = 100

Original Histograma Q100

Tabla 4.3: Imágenes binarizadas junto con el umbral

T = 219 T = 186 T = 172 T = 82 T = 90
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Como hemos visto, la construcción de los conjuntos intervalo-valorados para
distintos casos con histogramas sustancialmente diferentes entre sí, se establece de
forma correcta, como hemos podido ver en las figuras 4.1 y 4.2 y como podemos ver
que son casos muy bien umbralizables (Figura 4.3).

4.2. Umbralización en base a entropía

En esta sección realizaremos pruebas de comportamiento del algoritmo:

En función de la relación de orden utilizada

En función de la medida de inclusión entre intervalos utilizada

4.2.1. Resultados en función de la relación de orden

Tal como hemos comentado en la parte teórica de esta memoria, las compara-
ciones entre intervalos, de cara a saber si uno es mayor que otro o viceversa son
complejas, teniendo que establecer criterios para su tratamiento.

Para ello, en este trabajo hemos utilizado diferentes relaciones de orden para sa-
ber cuál es el impacto real al comparar un conjunto de intervalos que representen
la inclusión entre conjuntos difusos intervalo-valorados, o sobre todo, en el caso de
comparar los valores intervalares que representan la entropía.

Las pruebas realizadas a lo largo del trabajo (una parte han aparecido en imá-
genes, otra parte están en el apéndice B) nos muestran que ejecutando el algoritmo
en la mayoría de las imágenes no cambia, y son, los casos en los que cambia, que
posteriormente estableceremos un pequeño diagnóstico, los que se presentan a con-
tinuación.
Para ello, y basándonos en la generalización para el establecimiento de las relaciones
de orden, nos hemos basado en la relación de orden K-α-β, ya que en función de los
valores que tomemos podemos utilizar relaciones de orden muy utilizadas (como las
lexicográficas o la de Xu y Yáger) y se plantean como una forma fácil de cara a su
implementación en la programación.

Así mismo y como se muestra a continuación, sólo se han encontrado diferencias
en el caso de α = 0, y por eso se diferencian los gráficos para los mismos casos en
función de dicho criterio.
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Figura 4.3: Imagen original rueda

Figura 4.4: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen rueda calculada
con una relación de orden con α 6= 0

Figura 4.5: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen rueda calculada
con una relación de orden con α = 0

Figura 4.6: Imagen original reloj
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Figura 4.7: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen reloj calculada
con una relación de orden con α 6= 0

Figura 4.8: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen reloj calculada
con una relación de orden con α = 0

Figura 4.9: Imagen original pájaro

Figura 4.10: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen pájaro calculada
con una relación de orden con α 6= 0
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Figura 4.11: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen pájaro calculada
con una relación de orden con α = 0

Figura 4.12: Imagen original parque

Figura 4.13: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen parque calculada
con una relación de orden con α 6= 0

Figura 4.14: Gráfica de la entropía intervalo-valorada de la imagen parque calculada
con una relación de orden con α = 0
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En primer lugar, cabe comentar que el resto de datos, es decir, los valores umbra-
les así como las imágenes binarizadas en función de los parámetros para la relación
de orden K-α-β, se encuentran en el Apéndice A, ya que para una correcta lectura
de la memoria guardando cierta estética, no se valoraba correctamente la aparición
en esta sección.

Por otro lado, las valoraciones en cuanto a estos cuatro casos se realiza aquí y
no caso por caso, ya que las conclusiones a las que podemos llegar son similares.

En los cuatro casos, podemos ver que cuando alpha tiene un valor distinto de cero,
el valor intervalar de la entropía establece amplitudes de intervalo mayor, esto es,
mayor incertidumbre y por tanto, menor posibilidad de considerarse como mínimo
(y por tanto como valor umbral) en las intensidades que menos aparecen en las imá-
genes.

En el caso de que alpha tiene el valor de cero, y como podemos ver también en
los resultados, en las tablas impares del apéndice A, los resultados no son admisi-
bles, pero hay que entender que esto ocurre cuando el criterio para la comparación
de los intervalos, un elemento de los dos que configuran el intervalo, directamente
no se utiliza para la comparación, y ese es el principal motivo por el que no compara
los intervalos correctamente, no establece valores de entropía que se ajustan a la
realidad, y por ende, no selecciona un valor umbral admisible.

4.2.2. Resultados en función de la medida de inclusión

En la sección 3.4 del capítulo anterior, se desarrollan dos expresiones para las
medidas de inclusión, concretamente en las 3.17 y 3.18. Después de realizar pruebas
con todos los conjuntos de datos que manejamos, con ambas medidas de inclusión
(σIVα y σIVβ), y con las principales relaciones de orden (Xu y Yager, órdenes le-
xicográficos), hemos obtenido las mismas soluciones para cada una de las medidas
de inclusión en todas las imágenes, cuando utilizábamos las mismas relaciones de
orden. Es por ello, que en esta sección vemos inútil presentar los resultados, ya que
no hay ninguna diferencia sustancial entre resultados obtenidos.

4.3. Evaluación de los resultados

Una vez realizadas algunas pruebas (además de las que se encuentran en el Apén-
dice B), nos queda realizar una comparación y una evaluación de los resultados que
se pueden obtener con el método de umbralización utilizado en este trabajo.

Una de las cuestiones que debemos tener en cuenta para cuantificar el nivel de
corrección de la obtención de nivel umbral es la medida que utilicemos para eva-
luarlo. Para ello, con la idea de que que tengamos una forma objetiva de cómo de
bien o mal ha efecutuado la umbralización nuestro algoritmo utilizaremos una serie
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de medidas de comparación, para poder concluir después de valorar los resultados
de carácter numérico.

En primer lugar, utilizaremos la medida clásica del error cuadrático medio (MSE),
medida que es proporcional al tamaño del error cuadrado, pero como en este caso
las diferencias de error sólo pueden ser −1, 0 ó 1, cumple exactamente la misma
función que el error absoluto medio (MAE):

MSE =
1

|X||Y |

|X|∑
x=1

|Y |∑
y=1

(B(x, y)− S(x, y))2 (4.1)

donde B es la matriz que representa la imagen binarizada perfecta, S la matriz que
representa la imagen binarizada por nuestro algoritmo y |X| y |Y | son el número de
filas y columnas respectivamente de nuestra imagen.

En segundo lugar utilizaremos sera la Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) [17], me-
dida en decibelios (dB). Esta medida nos muestra que puede medir cierta similitud
entre la imagen binarizada de forma perfecta y la imagen binarizada por el algoritmo
desarrollado en esta memoria.

PSNR(dB) = 10 log10

(
L2

MSE

)
= 20 log10

(
L√
MSE

)
(4.2)

donde L es el número de intensidades en la escala de grises de la imagen. El rango
usual de dB es entre 30 y 40 (cuando mejor es la comparación entre imágenes).

A continuación, para establecer una comparación objetiva, además de compararlo
con la imágen umbralizada de con el valor umbral óptimo, aplicaremos el mismo al-
goritmo, pero cambiando la expresión de entropía para conjuntos intervalo-valorados
en este informe por el índice de indeterminación de Sambuc utilizado como entropía
(2.3)
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Tabla 4.4: Imágenes originales, ideales y binarizadas por el algoritmo de entropía
intervalo-valorada (imágenes 1-6)

Nombre Original Ideal Binario (EIV ) Binario (ESambuc)

Bloques

Arroz

Rueda

Stonehenge

Patatas

Borroso
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Tabla 4.5: Imágenes originales, ideales y binarizadas por el algoritmo de entropía
intervalo-valorada (imágenes 7-10)

Nombre Original Ideal Binario (EIV ) Binario (ESambuc)

Máscara

Sombra

Texto

Periódico

Tabla 4.6: Errores MSE y PSNR para umbralización con entropía intervalo-valorada
(IV) y con el índice de indeterminación de Sambuc (S)

EIV EIV ES ES
Nombre muestra MSE (%) PSNR MSE ( %) PSNR

Bloques 3.421 37.48 8.566 29.51
Arroz 18.345 22.89 8.374 29.71
Rueda 1.729 43.41 1.696 43.40

Stonehenge 2.146 41.53 6.888 36.11
Patatas 4.484 35.13 4.005 33.83
Borroso 4.020 36.08 5.211 28.12
Máscara 5.192 33.86 10.045 26.64
Sombra 8.791 29.29 8.438 19.64
Texto 12.227 26.42 13.122 25.81

Periódico 21.782 21.40 18.426 22.86

.
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En primer lugar, valoraremos las imágenes, sin tener en cuenta las medidas. Co-
mo se puede observar en las tabla 4.4 y 4.5, en los casos que utilizamos la entropía
basada en inclusión intervalar, hay imágenes que se ve que no hay una buena um-
bralización, pero el valor umbral obtenido genera una imagen en la que se pueden
detectar ciertos aspectos, como pueden ser las imágenes del texto o del arroz, en la
que hay una parte de la imagen que no se detecta, pero no es una imagen en la que
no se puede observar ninguna parte del objeto.

Por otro lado, en el caso de las imágenes umbralizadas a partir de la entropía tomada
con el índice de indeterminación de Sambuc, hay imágenes que se umbralizan muy
correctamente, en comparación con el método anterior, como pueden ser el caso del
arroz o el caso de la sombra, no obstante, ocurre radicalmente lo contrario en su
comparación en el caso del texto o del periódico, casos en los que las imágenes están
prácticamente blancas.

Si tenemos en cuenta los datos, podemos observar que en el primer caso (EIV ), las
imágenes que subjetivamente podemos considerar que son las que peor segmentadas
están son arroz y texto, pero no obstante, en el reflejo de datos, nos encontramos
con que periódico es majo el MSE la imagen que peor segmentada está. En com-
paración con el segundo caso (ES), la imagen a pesar de haber tenido en cuenta
sombras como fondo, se puede llegar a leer cierta parte de lo que aparece en el texto
(todo comparando con la ideal), mientras que en el segundo, no se puede a llegar a
apreciar prácticamente nada.

Con la imagen texto nos puede ocurrir algo parecido, pero a la inversa, en el primer
caso, podemos observar que apenas se llegan a detectar las letras (objeto) sobre el
fondo, y menos aún en el segundo. En cambio, vemos que como la imagen tiene una
gran cantidad de blanco (fondo) y el MSE lo que hace es restar, de cara a comparar
los errores píxel por píxel, si el fondo es la gran parte de la imagen, puede que no
tengamos un resultado enormemente negativo, si el algoritmo selecciona un umbral
que cumpla estas condiciones.

Al margen de los fallos que pueda tener el MSE como criterio para valorar la segmen-
tación mediante umbralización de imágenes, podemos observar que a pesar de que
hay en casos en el que ES es mejor que EIV , se puede valorar éste último ligeramente
mejor.



Capítulo 5

Conclusiones y lineas futuras

5.1. Conclusiones

En primer lugar, tras finalizar el trabajo podemos valorar positivamente la téc-
nica utilizada para la resolución del problema de la umbralización de imágenes. La
parte teórica, posteriormente modelada a las condiciones del problema, las diferen-
tes pruebas realizadas en función de los parámetros que teníamos y la evaluación
de los resultados, nos hacen ver que los dos principales objetivos planteados en la
introducción de la memoria se han cumplido.

De esta manera, se ha conseguido una buena forma de segmentar, teniendo en cuenta
la inclusión de los intervalos en la pertenencia de los conjuntos difusos que represen-
tan las imágenes. También la expresión de entropía basada en los grados de inclusión
entre conjuntos difusos intervalo-valorados.

En cuanto a los parámetros que condicionaban nuestra investigación, podemos decir
que desde el primer momento tuvimos en cuenta que la comparación entre intervalos
iba a ser difícil, por lo que se fueron valorando el cambio de distintas las relacio-
nes de orden para su implementación. Lo que podemos obtener en claro y para la
inmensa mayoría de los casos probados, es que de no utilizar relaciones de orden
que no relajan el criterio de exigencia a uno de los dos elementos del intervalo, el
algoritmo se comporta igual en todos los casos, sea cual sea el orden elegido.

Otro de los elementos que se ha valorado en las pruebas realizadas del experimento ha
sido el uso de diferentes expresiones de inclusión entre intervalos, y que, no ha exis-
tido ningún caso en el que al cambiar dichas expresiones haya cambiado el resultado.

En cuanto a un tema central de este trabajo como es el cálculo de la borrosidad
de los conjuntos difusos intervalo-valorados, esto es, la entropía, hemos comparado
los resultados con otra expresión de la propuesta en esta memoria, y que previsible-
mente, los resultados han sido muy similares, con la excepción de casos concretos
en los que existían imágenes con umbrales más bajos.

45
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A pesar de obtener unos resultados similares, podemos observar en este caso que in-
cluimos los intervalos a la hora del tratamiento de los conjuntos difusos y por tanto,
de alguna manera, estamos modelizando la incertidumbre en cuanto a la pertenencia
de las intensidades, que nos muestra cada determinada fotografía.

5.2. Líneas futuras

Por último, comentaremos ciertos aspectos con los que se puede indagar para
continuar con este trabajo del estudio de los conjuntos difusos intervalo-valorados
para la segmentación de imágenes, en este caso mediante la umbralización.

En primer lugar, ya que en este trabajo se han construido los IV FSs a partir de
FSs, y éstos últimos a partir de funciones de equivalencia restringida, se puede estu-
diar la implementación de funciones de equivalencia restringida intervalo-valoradas
[5] para la construcción directa de IV FSs y posteriormente valorar, evaluar y com-
parar con otros métodos, como puede ser el implementado en este informe.

Por otro lado, se puede plantear la modelización de este método para la umbra-
lización de luminancia multinivel [3], donde se podría cambiar la forma en la que se
construyen los conjuntos difusos en función de los niveles que se plantea umbralizar.
En este sentido, también se puede plantear la aplicación del método a umbralización
de imágenes en color, y no exclusivamente a imágenes en escala de grises.

Por último, en concreto, en cuanto a la evaluación de los ejemplos umbralizados,
y en general a al algoritmo, se deben establecer métodos objetivos de valoración de
la imagen umbralizada mejores que el MSE y el PSNR, de cara a poder representar
de forma numérica cuál es el porcentaje de píxeles segmentados del objeto ideal y
de la misma forma con el fondo.



Apéndice A

Resultados de la umbralización en
función de las relaciones de orden

A continuación, dada la cantidad de tablas e imágenes que se manejan, en el
texto de la memoria se han presentado los datos más esenciales, dejando otro tipo
de datos y resultados como apéndice, también por un tema estético. Así mismo, en
las siguientes ocho tablas se muestran los resultados de las imágenes binarizadas y
las tablas de los valores umbrales en función de los parámetros α: 0, 0.25, 0.5, 0.75
y 1 y β: 0, 0.75 y 1.

Tabla A.1: Imágenes binarizadas de la imagen rueda en función de las relaciones de
orden condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0

α = 0.25

α = 0.5

α = 0.75

α = 1
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Tabla A.2: Valores umbrales de la imagen rueda en función de las relaciones de orden
condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0 12 12 12
α = 0.25 90 90 90
α = 0.5 90 90 90
α = 0.75 90 90 90
α = 1 90 90 90

Tabla A.3: Imágenes binarizadas de la imagen reloj en función de las relaciones de
orden condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0

α = 0.25

α = 0.5

α = 0.75

α = 1
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Tabla A.4: Valores umbrales de la imagen reloj en función de las relaciones de orden
condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0 31 31 31
α = 0.25 102 102 102
α = 0.5 102 102 102
α = 0.75 102 102 102
α = 1 102 102 102

Tabla A.5: Imágenes binarizadas de la imagen pájaro en función de las relaciones de
orden condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0

α = 0.25

α = 0.5

α = 0.75

α = 1

Tabla A.6: Valores umbrales de la imagen pájaro en función de las relaciones de
orden condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0 6 6 6
α = 0.25 192 192 192
α = 0.5 192 192 192
α = 0.75 192 192 192
α = 1 192 192 192
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Tabla A.7: Imágenes binarizadas de la imagen parque en función de las relaciones
de orden condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0

α = 0.25

α = 0.5

α = 0.75

α = 1

Tabla A.8: Valores umbrales de la imagen parque en función de las relaciones de
orden condicionadas por los parámetros α y β

β = 0 β = 0.75 β = 1

α = 0 26 26 26
α = 0.25 83 83 83
α = 0.5 83 83 83
α = 0.75 83 83 83
α = 1 83 83 83



Apéndice B

Otros resultados

En las tablas que vienen a continuación se muestran otros resultados obteni-
dos con diferentes imágenes, el uso de la entropía para conjuntos difusos intervalo-
valorados y la relación de orden de Xu y Yager.

Tabla B.1: Imágenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropía intervalo-
valorada (imágenes 01-05)

No Original Binario (EIV )

01

02

03

04

05
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Tabla B.2: Imágenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropía intervalo-
valorada (imágenes 06-14)

No Original Binario (EIV )

06

07

08

09

10

11

12

13

14
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Tabla B.3: Imágenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropía intervalo-
valorada (imágenes 15-23)

No Original Binario (EIV )

15

16

17

18

19

20

21

22

23
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Tabla B.4: Imágenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropía intervalo-
valorada (imágenes 24-31)

No Original Binario (EIV )

24

25

26

27

28

29

30

31



Apéndice C

Código del algoritmo implementado
en MATLAB

A continuación se muestra el código de los ficheros programados en MATLAB
en este TFM. Los nombres están ordenados alfabéticamente, y son:

alpham.m: fichero con código de la función de la medida de inclusión σIVα

betam.m: fichero con código de la función de la medida de inclusión σIVβ

error.m: fichero con código de cálculo de los errores PLSR y RMSE

gradesFS2.m: fichero con código de las funciones difusas que construyen el
conjunto difuso intervalo-valorado

K.m: fichero con código de la función de la relación de orden K − α − β para
el cálculo de máximos y mínimos

main2.m: programa principal de ejecución del algoritmo

plotIVFS.m: fichero con código del script de generación de la gráfica de un
conjunto difuso intervalo-valorado.

w.m: fichero con código de la función de cálculo de la amplitud de un intervalo

.

alpham.m
1 function [a] = alpham(X,Y)
2 if ((X(1) <= Y(1)) && (X(2) <= Y(2)))
3 %% if (X(1)+X(2) < Y(1)+Y(2)) || ( (X(1)+X(2) == Y(1)+Y(2))
4 %% && (X(2)-X(1) <= Y(2)-Y(1)) )
5 a = [max(1-w(X),Y(2)-X(2)), 1];
6 else
7 a = [min([1-w(X), w(Y), 1-abs(X(2)-Y(2))]) ,
8 1-abs(X(2)-Y(2))];
9 end

10 end
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.

betam.m

1 function [b] = betam(X,Y)
2 if ((X(1) <= Y(1)) && (X(2) <= Y(2)))
3 %% if (X(1)+X(2) < Y(1)+Y(2)) || ( (X(1)+X(2) == Y(1)+Y(2))
4 && && (X(2)-X(1) <= Y(2)-Y(1)) )
5 b = [max(1-w(X),Y(1)-X(1)), 1];
6 else
7 b = [min([1-w(X), w(Y), 1-abs(X(1)-Y(1))]) ,
8 1-abs(X(1)-Y(1))];
9 end

10 end

.

error.m

1 for i = 1:10
2 B = imread(strcat(’classic /0’,num2str(i-1),’bin.bmp’));
3 S = logical(imread(strcat(’_pruebasXYclassic /0’,
4 num2str(i-1),’bmp.png’)));
5 S_IV = logical(imread(strcat(’classic␣-␣copia /0’,
6 num2str(i-1),’mik.bmp’)));
7 RMSE(i,1) = 100*( sum(sum(abs(B-S_IV )))/ numel(B));
8 RMSE(i,2) = 100*( sum(sum(abs(B-S))/ numel(B)));
9 PSNR(i,1) = 20* log10(L/RMSE(i ,1));

10 PSNR(i,2) = 20* log10(L/RMSE(i ,2));
11 end
12 RMSE
13 PSNR

.

gradesFS2.m

1 function [Q] = gradesFS2(I, L)
2 %% Fuzzy Set 1 (el mismo que antes)
3 h = imhist(I);
4 m_b = []; m_o = [];
5 probs = h./( prod(size(I)));
6

7 for t = 0:(L-1)
8 P1 = sum(probs (1:t+1));
9 P2 = 1-P1;

10 if P1 == 0
11 m1(t+1) = 0;
12 else
13 m1(t+1) = sum ((0:t)’.*probs (1:t+1))/P1;
14 end
15 if P2 == 0
16 m2(t+1) = 0;
17 else
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18 m2(t+1) = sum((t+1:255) ’.* probs(t+2:256))/ P2;
19 end
20 end
21

22 % Construir Fuzzy Sets 1 y 2
23 k11 = 1; k12 = 1; k21 = 3; k22 = 0.3;
24 for t = 0:(L-1)
25 for q = 0:(L-1)
26 if (q < t)
27 mu1(t+1,q+1) = F((1 - abs ((((q/(L -1))^k11 -
28 (m1(t+1)/(L-1))^ k11 ))))^ k12);
29 mu2(t+1,q+1) = F((1 - abs(((q/(L -1))^k21 -
30 (m1(t+1)/(L-1))^ k21 )))^ k22);
31 else
32 mu1(t+1,q+1) = F((1 - abs ((((q/(L -1))^k11 -
33 (m2(t+1)/(L-1))^ k11 ))))^ k12);
34 mu2(t+1,q+1) = F((1 - abs(((q/(L -1))^k21 -
35 (m2(t+1)/(L-1))^ k21 )))^ k22);
36 end
37 end
38 end
39

40

41

42 %% calculo final
43 for t = 1:L
44 for q = 1:L
45 x1 = min([mu1(t,q), mu2(t,q)]);
46 x2 = max([mu1(t,q), mu2(t,q)]);
47 if x1 == -Inf
48 x1 = 0;
49 end
50 if x2 == Inf
51 x2 = 1;
52 end
53 Q(t,q).int = [x1, x2];
54 end
55 end
56

57 end
58 %% F : [0, 1] -> [0.5, 1]
59 function [Fx] = F(x)
60 Fx = 0.5*(1+x);
61 end

.

K.m
1 function [mv , pv] = K(op , E, alpha , beta)
2 mv = E(1,:);
3 pv = 1;
4 switch op
5 case ’max’
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6 for q = 1: length(E)
7 if( (KF(E(q,:), alpha) > KF(mv ,alpha)) ||
8 ( (KF(E(q,:),alpha) == KF(mv,alpha )) &&
9 ( KF(E(q,:),beta) >= KF(mv,beta) ) ) )

10 mv = E(q,:);
11 pv = q;
12 end
13 end
14 case ’min’
15 for q = 1: length(E)
16 if( (KF(E(q,:), alpha) < KF(mv ,alpha)) ||
17 ( (KF(E(q,:),alpha) == KF(mv,alpha )) &&
18 ( KF(E(q,:),beta) <= KF(mv,beta) ) ) )
19 if(E(q ,2)~=0)
20 mv = E(q,:);
21 pv = q;
22 end
23 end
24 end
25 otherwise
26 disp(’op␣should␣be␣min␣or␣max’);
27 end
28 end
29

30 function [kx] = KF(X,a)
31 kx = (1-a)*X(1)+a*X(2);
32 end

.

main2.m
1 clear all
2 img = ’’;
3 I = imread(img);
4 I = I(:,:,1);
5 [N, M] = size (I);
6 L = 256; % grises
7 % Histograma
8 h = imhist(I);
9

10 % Construccion de los L IVFS
11 Q = gradesFS2(I, L);
12 c = 1;
13

14 for alpha = 0.5 %0:0.1:0.5
15 for beta = 1 %[0 ,0.6:0.1:1]
16 for t = 0:(L-1)
17 for q = 0:(L-1)
18 % Calcular IVFS complementario (Q_N)
19 QN(t+1,q+1). int =
20 [1 - Q(t+1,q+1). int(2), 1-Q(t+1,q+1). int (1)];
21 % Estructura con Q(t,q) y QN(t,q) a comparar
22 Eqt = [Q(t+1,q+1). int; QN(t+1,q+1). int];
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23 % Calculo de la medida alpha
24 Et(q+1,:) = alpham(K(’max’, Eqt , alpha , beta),
25 K(’min’, Eqt , alpha , beta ));
26 end
27 [E(t+1,:), ~] = K(’min’, Et, alpha , beta);
28 %[E(t+1,:), ~] = minP(Et (2:254 ,:));
29 end
30

31 % Calculo de minimo y su posicion
32 [minE , minPosE] = K(’min’, E, alpha , beta);
33

34 T(c) = minPosE;
35 c = c + 1;
36

37 % Segmentacion
38 S = zeros(size(I));
39 S(I>= minPosE) = 1;
40

41 % Pintar
42 hold on
43 ax1 = subplot (3,1,1);
44 area(ax1 , h);
45 title(ax1 , ’Histograma␣de␣la␣imagen ’);
46 ylabel(ax1 , ’Numero␣de␣pixeles ’);
47 xlabel(ax1 , ’Intensidades ’);
48 ax2 = subplot (3,1,2);
49 ar = area(ax2 , E);
50 ar(1). FaceColor = [1 1 1];
51 ar(2). FaceColor = [0 0.75 0.75];
52 title(ax2 , ’Entropia ’);
53 ylabel(ax2 , ’Valores␣E’);
54 xlabel(ax2 , ’Intensidades ’);
55 ax3 = subplot (3,1,3);
56 imshow(S);
57 % imwrite(S, strcat(’pruebas ’,img ,’_alpha ’,
58 % num2str(alpha),’_beta ’,num2str(beta),’.bmp ’));
59 end
60 end
61 T

.

plotIVFS.m
1 for t=100
2 for q = 0:(L-1)
3 Q1(q+1) = Q(t+1,q+1). int (1);
4 Q2(q+1) = Q(t+1,q+1). int (2);
5 end
6 end
7

8 ap = area([Q1; Q2-Q1]’);
9 ap(1). FaceColor = [1 1 1];

10 ap(2). FaceColor = [0 0.75 0.75];
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11 xlim ([0 256]);
12 ylim([min(Q1 )*0.975 max(Q2 )*1.025]);
13 % Codigo para hacer 3D plot de {Q_90 , ..., Q110}
14 % [x,y] = meshgrid (90:109 , 0:255);
15 % ribbon(y, Q1(91:110 ,:) ’);
16 % hold on
17 % ribbon(y, Q2(91:110 ,:) ’);

.

w.m

1 % Calculo de la anchura de un intervalo
2 function [len] = w(X)
3 len = X(2) - X(1);
4 end
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