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Resumen

El problema clasico de umbralizacion tiene como finalidad principal la separacion
de objetos de una imagen respecto del fondo. En el presente trabajo, trataremos el
tema desde la logica difusa, puesto que proporciona una herramienta adecuada para
manejar la incertidumbre inherente a las imégenes.

A la hora de trabajar con conjuntos difusos, puede resultar dificil dar un valor de
pertenencia exacto. Por ello, trabajaremos con conjuntos difusos intervalo-valorados,
entendiendo que la amplitud de los intervalos de pertenencia es una medida de la
incertidumbre.

Dado que la comparacion entre dos valores intervalares cualesquiera es un problema
complejo a la hora de trabajar con intervalos, utilizaremos 6rdenes admisibles para
su tratamiento.

El método de umbralizacién planteado se basa en el uso de funciones de equiva-

lencia restringidas, medidas de inclusién para conjuntos difusos intervalo-valorados
y funciones de entropia intervalo-valoradas.

Materias o palabras claves: conjuntos difusos intervalo-valorados, medidas de
inclusion, ordenes admisibles, procesamiento de imagen, umbralizacion.
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Abstract

The classic thresholding problem has as its main purpose in the separation of
the objects and background from an image. In this woek, we will approach the to-
pic from the fuzzy logic, a suitable tool to handle the uncertainty linked to image
analysis.

When we are working with fuzzy sets, it can be difficult to give an exact membership
grade. Therefore, we will work with interval-valued fuzzy sets, understanding that
the width of the intervals is a measure of uncertainty.

Since the comparison between any two interval values is a complex problem when
we work with intervals, we will use admissible orders for it.

The proposed thresholding method is based on the use of restricted equivalence
functions, inclusion measures for interval-valued fuzzy sets and interval-valued en-
tropy functions.

Materias o palabras claves: interval-valued fuzzy sets, inclusion measures, ad-
mussible orders, image processing, thresholding.
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Capitulo 1

Introduccion

Un problema fundamental en el estudio de los sistemas de visién artificial es la
identificacion de sub-imagenes -que a su vez representan objetos- en una imagen, ya
que esta operacion es sencilla para la vision humana, pero no asi para la vision por
computador. A la divisién de una imagen en regiones se le denomina segmentacion.
Una de las técnicas mas utilizadas para segmentar imagenes es la conocida como
umbralizacion o thresholding. |3, 4]

El objetivo principal de un problema de thresholding o umbralizacién es la obten-
cion de un valor umbral de forma que permita diferenciar con ese valor, un objeto
de un determinado fondo de una imagen digital. De esta manera, el resultado que
obtenemos es que los pixeles de la imagen cuyo valor sea menor o igual del valor
umbral son considerados fondo y los pintamos de blanco (o negro) y los pixeles cuyo
valor sea mayor son considerados el objeto y los pintamos de negro (o blanco). La
consideracion como objeto o fondo puede ser tomada de forma indiferente.

El éxito de las nuevas técnicas en la inteligencia artificial en general y en la vi-
sion artificial en concreto, desarrolladas a partir de las redes neuronales y el deep
learning, pueden hacernos pensar que no tiene sentido la utilizaciéon de la logica
difusa para el tratamiento de un problema de este calibre. No obstante, a pesar del
desarrollo de nuevas técnicas, lo que nos permite la logica difusa es el tratamiento
de la incertidumbre del modelo que construimos, de forma que no trabajamos con
valores concretos y precisos, sino que utilizaremos intervalos para representar las
incertidumbres.

La logica difusa tiene como objetivo el tratamiento de cuestiones que considera-
mos que no son ciertas ni falsas en su totalidad. Como se suele decir en el lenguaje
coloquial, nada es blanco ni negro, hay una tonalidad muy amplia de grises con la
que se puede matizar cualquier enunciado. Esa tonalidad de grises es el objeto de
estudio de la logica difusa. De esta forma, una de las caracteristicas mas atractivas
de este ambito de estudio es la capacidad que tenemos para trabajar con todo tipo
de elementos imprecisos. Citando a Lofti A. Zadeh [20], investigador de la logica



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

difusa y los conjuntos difusos, "Conforme la complejidad de un sistema aumenta,
nuestra capacidad para ser precisos y construir instrucciones sobre su comporta-
miento disminuye hasta el umbral mds alld del cual, la precision y el significado son
caracteristicas excluyentes. De esta forma, se explica que el razonamiento humano,
la certeza de cualquier enunciado que hacemos, tiene que ver con una cuestion de
grado y no con una falsedad o veracidad absoluta [16].

Asi mismo, en este trabajo se utilizan estructuras llamadas conjuntos difusos, cuya
caracteristica radica en que cada elemento que se encuentra en el conjunto tiene un
grado de pertenencia. Pueden existir cuestiones totalmente veraces o totalmente fal-
sas, pero no son ni mucho menos representativas, y precisamente en el tratamiento
de las cuestiones que no se circunscriben a ninguno de estos dos extremos se funda-
menta el estudio de una buena aproximacion |8].

El problema de la representacion de cualquier tipo de enunciado en la logica di-
fusa y los conjuntos difusos va més alld, ya que frecuentemente, hay enunciados que
sabemos que no son ciertos ni falsos en su totalidad, pero ni siquiera podemos saber
cuél es su nivel de veracidad. Si ocurre esta situaciéon respecto a un cierto enuncia-
do, consideramos que tenemos incertidumbre con respecto al mismo. Para ello, una
opcion logica es limitar entre dos grados cuél es la veracidad del enunciado. La limi-
tacion en base a dos extremos podemos representarlo mediante un intervalo, y segin
lo ancho o estrecho que sea dicho intervalo, tendremos més o menos incertidumbre
con respecto al enunciado que estamos tratando.

Uno de los objetivos del trabajo es el tratamiento de la informacion en las ima-
genes a partir de la incertidumbre, donde para ello, utilizaremos intervalos. Para
la representacion de los elementos y su pertenencia con incertidumbre, utilizaremos
los llamados conjuntos difusos intervalo-valorados, donde la pertenencia de cada
elemento al conjunto sera representada por un intervalo, y la anchura del mismo
representard una medida de la incertidumbre.

En el trabajo con intervalos, resulta dificil saber cual es mayor o menor que otro,
ya que podemos saber cuél el tamano de cada uno, pero pueden representar gra-
dos de pertenencia radicalmente dispares. Para establecer una comparacion entre
intervalos, estudiaremos una introduccién a la teoria del orden, donde tendremos en
cuenta las relaciones de orden entre elementos de un conjunto. Para ello, propondre-
mos una nueva forma de comparacion de intervalos, basadas en relaciones de orden
admisibles, es decir, relaciones de orden que nos permitan comparar cualquier par
de intervalos dentro del ambito donde estamos investigando.

Para abordar del problema de la umbralizaciéon de imagen, uno de los objetivos
de este trabajo sera la construccion de conjuntos difusos intervalo-valorados a partir
de funciones de equivalencia restringida [2], en los que se tienen cuenta la distri-
bucién de la intensidad de los colores de la imagen, y donde se valorard cual es el



intervalo de pertenencia de cada uno al fondo y al objeto de la imagen [15].

Por otro lado, una vez tengamos los conjuntos construidos, otro objetivo principal
del trabajo sera como establecer la solucion, es decir, el valor umbral. Para ello, uti-
lizaremos la entropia [19], en este caso, na nueva definicion de la funcion de entropia
aplicada a los conjuntos difusos intervalo-valorados. Asi mediremos la incertidum-
bre de las intensidades de la imagen, tratando como solucién el indice con el que
menor incertidumbre obtengamos, y lo asignaremos como valor umbral de la imagen.

Esta memoria estd estructurada en cuatro partes. En la primera parte -capitulo
2-, se plantean todas las definiciones tedricas que necesitamos para abordar el con-
junto del tema, donde se ilustra con ejemplos para poder entrar de lleno en el tema.

En segundo lugar -capitulo 3-, se explica parte por parte la construccion de las
estructuras necesarias para la generacion del algoritmo, ademaés del desarrollo teo-
rico necesario y la estructura algoritmica pertinente.

A continuacion, en el capitulo 4, estructurado a su vez en tres secciones que marca
de alguna forma los objetivos que se marcan: la construccion de los conjuntos difusos
intervalo-valorados, los resultados de la umbralizacién en funcion de los pardametros
con los que estamos trabajando y por ultimo una evaluacion objetiva de los resul-
tados.

En el capitulo 5, se encuentran una serie de conclusiones obtenidas en el trabajo
asi como las lineas futuras que se plantean en este ambito.

Por 1ltimo, se encuentran tres apéndices: el primero, con los resultados de la um-
bralizacién en funciéon de las relaciones de orden manejadas; el segundo, en el que se
muestran mas resultados que no se encuentran dentro de la memoria; y el tercero,
el codigo de los programas desarrollados en el trabajo.
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Capitulo 2

Preliminares

En este segundo capitulo, se expondran las bases teéricas que tomaremos para
plantear el problema que tenemos enfrente: el uso de la entropia difusa con érdenes
admisibles. En este capitulo, dividido en tres partes, se definirdn en primer lugar
los conceptos relativos con las relaciones de orden y como llegamos a los 6rdenes
admisibles, en segundo lugar, se expondran las cuestiones més importantes de la
logica difusa que nos atanan en este trabajo, por ello en concreto, los conjuntos
difusos, y por tltimo, contextualizaremos el concepto de la segmentacion de image-
nes y una vision previa del algoritmo de umbralizacion desde el cual partiremos y
desarrollaremos en este trabajo.

2.1. Relaciones de orden

El desarrollo de la teoria del orden cobra gran importancia en las matematicas,
y por ende, a un ambito tan estrechamente relacionado como la ciencia de la compu-
tacion, a la hora de saber si un determinado elemento es mayor o menor que otro, o
si quiera, si se pueden comparar entre si. El orden de dos elementos es sencillamente
observable por ejemplo, en el conjunto de los niimeros naturales, en el de los enteros
o en el de los reales. No obstante, a la hora de trabajar con intervalos, la forma
de comparar dos intervalos se complica, ya que son dos elementos en cada uno de
los mismos, los que debemos comparar. Para ello, en esta seccion expondremos las
definiciones tedricas que aterricen los conceptos necesarios para establecer criterios
de comparacion entre intervalos.

Definiciéon 2.1. Una relacion binaria denotada por R definida en el conjunto A
es un subconjunto de R del producto cartesiano A x A.

En el presente trabajo vamos a trabajar con subintervalos cerrados del intervalo

unidad. Denotaremos con L([0, 1]) el conjunto de subintervalos cerrados del interva-
lo unidad, el cual es

L([0,1]) ={X, X] | 0<X < X <1}

5



6 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definicién 2.2. Una relacion de orden en L([0,1]) es una relaciéon binaria < en
L(]0,1]) tal que, para todo X,Y, Z € L([0, 1]):

(P2.2.1) X < X (reflezividad)
(P2.22) X <Y yY <X implica X =Y (antisimetria)
(P2.23) X <Y yY < Zimplica X < Z (transitividad)

Definicion 2.3. Una relacion de orden total <7, es una relacion de orden en L(]0, 1])
tal que para cualesquiera X,Y € L([0,1]) se cumple:

X< YOoY <y X

Ejemplo 2.4. Una relacion de orden total en L([0,1]) es, por ejemplo, el orden de
Xu y Yager:

X, X <xy VY] &

Definicion 2.5. Denominaremos 3y, la relacion de orden parcial en L([0, 1]) definida
para un par de elementos X,Y € L([0,1]):

X, X] 2 [Y,)Y] si X<YyX<Y

Ejemplo 2.6. Un ejemplo recurrente de relaciones de orden total es el orden lexi-
cogréfico, con respecto al primer elemento, <j.,1:

X<YV
VY AX<Y (2.1)

==

X

(X, X] <tea1 [V, Y] & {

Y por otro lado, el orden lexicografico con respecto al segundo elemento, <;..o:

(X, X] Sjeaz [V, Y] & { _ X<y (2.2)

Definicion 2.7. Un orden admisible en L([0, 1]) es un orden total <7 en L(]0, 1])
tal que refina el orden parcial <, lo que quiere decir: para todo X,Y € L([0, 1]):

Si X 2. Y, entonces X <7 Y
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La agregacion de la informacion es en una logica global, una piedra angular en todo
sistema difuso, desde el punto de vista general desde el que que se plantea agregar
la informacion de cara a discriminar ciertos datos en detrimento de otros [13|. Para
ello, lo que se utilizan son funciones de agregacion, que son mecanismos de fusion
de informacion [6]. Frecuentemente, el orden es una de las cuestiones importantes
a tener en cuenta a la hora de agregar informacion en los sistemas de ayuda a la
decision, pero no obstante, en el tratamiento de imégenes este punto no es relevante.

Definicion 2.8. Un operador de agregacion es dado por una funcién no-decreciente
M :[0,1]" — [0, 1]

que para n > 2 cumple las siguientes cuatro condiciones:

(P2.8.1) M(xq,...,2,) =0six; =0paratodoie€ {1,...,n}

(P2.8.2) M(xy,...,x,) =1six;=1paratodoie {1,...,n}

(P2.8.3) Para todo par (z1,...,2,) ¥ (Y1,--.,¥yn) de n-tuplas tal que z;,y; € [0, 1]
para todo i € {1,...,n}, si z; <y; para todo i € {1,...,n}, entonces:

M(I’l,...,xn)SM(yla-"ayn>

lo que supone que M sea creciente y mondtona en todos sus argumentos.
Definicién 2.9. Una funcion de agregacion M : [0, 1] — [0, 1] es simétrica si
M(x1, ... 2n) = M(Tpay, - - Tpn))
para cualquier permutaciéon p en {1,...,n}

Definicion 2.10. Una funciéon de agregacion M : [0,1]" — [0,1] decimos que es
idempotente si se cumple

para todo z € [0, 1].

A continuacion, basandonos en la definicion de funciones de agregacion realizada
anteriormente, vamos a proponer en la siguiente proposicion la construccion de rela-
ciones de orden admisibles partir de dos funciones de agregacion intervalo-valoradas.

Proposicion 2.11. Sean My, M, : [0,1]*> — [0,1] dos funciones de agregacion tal
que para todo X,Y € L([0,1]) las igualdades M;(X, X) = My(Y,Y) y My(X, X) =
M5 (Y,Y) solo pueden cumplirse simultaneamente si y sélo si X = Y. El orden
SMl,MQ dado por
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[Xa X] SMl,MQ [Xa Y] <

es un orden admisible en L([0, 1]).

Ejemplo 2.12. A continuacién se muestran ejemplos de relaciones de orden usua-
les en funcion de la Proposiciéon 2.11 y por tanto dependientes de las medidas de
agregacion M (z,y) y Ms(z,y):

» Elorden de Xuy Yager (<xy) es un ejemplo de orden admisible con M; (z,y) =
s(@+y)y Ma(z,y) =y

» El orden lexicografico 1 (<;e;1) es un ejemplo de orden admisible con M (z,y) =
zy My(z,y) =y

» El orden lexicografico 2 (<;e;2) es un ejemplo de orden admisible con M (z,y) =
yy My(z,y) ==

A continuacion (Proposicion 2.13) vamos a proponer la construccion de relaciones
de orden admisibles en término de un operador de agregacion especifico.

Proposicion 2.13. De forma general, si para « € [0, 1] definimos la siguiente fun-
cion de agregacion

Ku(e,y) = (1 a)a +ay

Para o, € [0,1] con @ # [ podemos obtener el orden admisible K-a-5 (<.p)
tomando como funciones de agregacion M (z,y) = Ky(x,y) y Ma(z,y) = Ka(z,y),
es decir:

(X, X] <ap [V, Y] & Ko(X,X) < Ko(Y,Y) V

{ KO!(X7 7) = Ka(z7?> A Kﬁ(‘XaK) < Kﬁ(?a X)

Ejemplo 2.14. A continuacién se muestran ejemplos de relaciones de orden usuales
en funcion de la Proposicion 2.13 y por tanto dependientes de los parametros a y 5:

» El orden de Xu y Yager (<xy) es un ejemplo de orden K-a-f (<,3) con
a=05yp=1

» El orden lexicografico 1 (<je,1) es un ejemplo de orden K-a-f (<, ) con o« = 0
yps=1

» El orden lexicografico 2 (<je,2) es un ejemplo de orden K-a-f (<, ) con v = 1
yps=0
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2.2. Logica difusa y conjuntos difusos

La logica difusa o borrosa es la logica cuyo objeto de estudio es el tratamiento
de expresiones que no son totalmente ciertas ni totalmente falsas, sino que, estudia
de alguna forma, el grado de veracidad de dichas expresiones. De esta misma for-
ma, el grado para toda expresion estaria acotado entre la falsedad total y la verdad
absoluta [16]. Esta disciplina nos permite el tratamiento de informaciéon imprecisa,
como puede ser por ejemplo un color ligeramente rojo, un tamano mediano o una
estatura baja.

La logica difusa fue introducida por el ingeniero Lofti A. Zadeh en 1965 [20], pro-
poniendo una estructura matematica para la representacion de la informacién im-
precisa, los conjuntos difusos (Fuzzy Sets). Este concepto parte de la idea de que
los elementos sobre los que se construye el pensamiento humano no son ntimeros
sino etiquetas lingiiisticas, permitiendo la representacion del lenguaje comiin que es
mayoritariamente cualitativo y no cuantitativo.

Por ejemplo, si consideramos la distancia lejos como un enunciado que es cierto
si un elemento es mayor a 90 km, a la hora de valorar un elemento que estd a 89
km el propio razonamiento humano nos diria que esta lejos, a pesar que dentro de
la logica clasica no entraria este razonamiento. En este sentido, entenderiamos que
el segundo elemento tendria un alto grado de pertenencia al conjunto lejos. En la
logica difusa a diferencia de la logica clésica, y por tanto, en los conjuntos difusos
en contraposicion con los conjuntos, son capaces de representar el razonamiento y
considerar la veracidad de un enunciado una cuestiéon de grado.

La teoria de conjuntos difusos trata la imprecision que aparece cuando los limi-
tes de las clases de objetos no estan claramente definidos [8]. Podemos entender que
un conjunto difuso es una progresion gradual desde la pertenencia al conjunto hasta
la no pertenencia. De forma analoga, y entendiendo los conjuntos difusos como una
generalizacion de los conjuntos clasicos, un conjunto clasico podria representarse
como un conjunto difuso, siendo su grado de pertenencia veraz o no, uno o cero.

Definicion 2.15. Dado un conjunto referencial U = {us,...,u,} finito y no va-
cio, un conjunto difuso (F'S) pa es:

pa = {(uwi, pa(wi) [ui € U} € FSU)
pa U — [O, 1]

es el grado de pertenencia del elemento u; al conjunto A. Por altimo, F'S(U) repre-
senta todos los posibles conjuntos difusos de U.

Denotaremos por F(U) al conjunto de todos los conjuntos difusos definidos bajo
el conjunto referencial finito y no vacio U (Card(U) = n).
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Para estos tipos de conjuntos, definiremos a continuaciéon tres tipos de operacio-
nes entre los mismos:

Definiciéon 2.16. Dado un conjunto difuso pua = {(u;, pa(w;) |u; € U} € FS(U) se
define su complementario como

iy = (s pay () | s € U} € PS(U)
de forma que pa, (u;) =1 — pa(u;) Yu; € U

De forma clasica, todo elemento de un conjunto complementario, y como lo utiliza-
remos en este trabajo sera como aparece expuesto en la Definiciéon 2.16. No obstante,
se puede generalizar la definiciéon de un conjunto complementario, de forma que cada
elemento del conjunto complementario 14,

pay (i) = N(pa(w))  Vu; €U

siendo N : [0,1] — [0, 1] una negacion difusa.
A continuacién se definen operaciones entre conjuntos difusos.

Definiciéon 2.17. Dados m conjuntos difusos Ay = {(u;, pa, (w;)|u; € U}, ..., Ay =
{(us, pa,, (u;) |u; € U} € FS(U), se define la union de m conjuntos difusos como

U A; = {(us, po(wi) | u; € U}

Jj=1

tal que
= \/ pa, (u;) Vu;, € U
j=1

Definicion 2.18. Dados m conjuntos difusos A; = {(u;, pa, (w;)|u; € U}, ..., Ay =

{(us, pa,, (u;) |u; € U} € FS(U), se define la interseccion de m conjuntos difusos

como .
() A5 = {(wi, pa(ws) | s € UY
j=1

tal que

Un = /\ MA]-(Uz‘) Vu; € U
j=1

Como observacion a las dos anteriores definiciones, es posible generalizar estas opera-
ciones considerando una t-norma (o un overlap) en lugar del minimo y una t-conorma
(o un grouping) en lugar del maximo.

Definicion 2.19. Una funcion estrictamente creciente y continua
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¢ :la,b] — [a,b]

con condiciones de frontera ¢(a) = a y ¢(b) = b es un automorfismo en el intervalo
[a,b] C R.

A lo largo de esta memoria, trabajaremos siempre con el intervalo unidad [a,b] =
[0, 1].

Definicién 2.20. Una aplicacion

N :[0,1] — [0,1]
es una negacion difusa si:
(P2.20.1) N(0)=1y N(1)=0

(P2.20.2) N(x) < N(y) si z >y (monotonia)

Una negacion es estricta si:
(P2.20.3) N(x) es continua para todo z € [0, 1]

(P2.20.4) N(x) < N(y) con x > y para todo z,y € [0,1]
Una negacioén es involutiva si:
(P2.20.5) N(N(z)) = z para todo = € [0, 1]

Una negacién es fuerte si es involutiva, y por tanto, estricta.

A continuacién se formula un teorema de caracterizacion de negaciones fuertes en
términos de automorfismos [2].

Teorema 2.21. Una funciéon N : [0,1] — [0,1] es una negacion fuerte si y solo
si existe un automorfismo ¢ en el intervalo unidad tal que N(z) = ¢~ (1 — p(x)).

Dado un conjunto difuso
pa = {(ui, paui))|u; € U} € F(U)
llamamos complemento de este conjunto denotado por 14, a la siguiente expresion:
pray = {(ui, N(pa(u)))|u; € U} € F(U)
donde N es una negacion difusa.
Por ejemplo, tomando la referencia del teorema anterior, si tomamos la funcién

lineal p(x) = x, su inversa sera la misma ¢ ~!(x) = x y por tanto, la negacién difusa
seré la misma que la clasica N(x) =1 — x.
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Por otro lado, si tomamos p(z) = z*, su inversa sera ¢~ '(z) = /r y por tanto,

la negacion difusa sera N(x) = v/1 — x?

A continuaciéon introducimos una clase de funciones [2] que nos va a permitir la
construccion de medidas de comparacion entre conjutos difusos.

Definicion 2.22. [2| Una funcion
REF : [0,1]> = [0, 1]

es una funcion de equivalencia restringida asociada a la negacion fuerte N si satisface
las siguientes condiciones:

REF(z,y) = REF(y,z) para todo x,y € [0,1]

lsiysolosiz=y

) (z,y)

P2.22.2) REF(x,y)
) REF(r,y)=0siysdlosiz=1,y=0060x=0,y=1
)

REF(z,y) = REF(N(x),N(y)) para todo x,y € [0,1] donde N es una

negacion fuerte.

(P2.22.5) Para todo z,y,z € [0,1],siz <y < z:
REF(z,y) > REF(z,2) y REF(y,z) > REF(z, 2)

Proposicion 2.23. Si ¢y (z) y p2(z) son automorfismos en el intervalo [0, 1], enton-
ces:

REF(z,y) = @1 (1 — |pa(x) — ¢2(y)])

N(z) =y (1 - ¢a())

Por ejemplo, tomando como referencia la proposicion anterior, y si tomamos p;(x) =
2?2y @o(z) = 23, dos automorfismos en el intervalo unidad, las funciones de equiva-
lencia restringida y negacién difusa construidas seran las siguientes:

REF(x,y) = /1 —[2% — ¢

con

N() = VT2

2.2.1. Conjuntos difusos intervalo-valorados

La utilidad de los conjuntos difusos depende de lo preciso que sea el un grado
de pertenencia respecto un elemento del conjunto. Frecuentemente, es un problema
la representacion de la pertenencia de un elemento a un conjunto mediante un gra-
do, ya que tenemos cierta incertidumbre. Por ello, una posibilidad es representar el
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valor de pertenencia por un intervalo, [9] de modo que su amplitud represente la
incertidumbre asociada al valor preciso de pertenencia. De esta forma, un conjunto
intervalo-valorado difuso, nos permite la modelizacion de la carencia de nitidez de
los limites del conjunto, como la imprecision debida a la incertidumbre o a la caren-
cia de informacion |5, 9.

Por ejemplo, partiendo del intervalo unidad, si tenemos un elemento con un intervalo
de pertenencia de [0.7,0.7] no hay incertidumbre de cudl es el grado de pertenencia
del elemento, ya que la amplitud es 0. Por otro lado, si tenemos un elemento con
un intervalo de pertenencia de [0, 1] no tenemos ningtn tipo de certeza de cuél es el
grado de pertenencia de dicho elemento al conjunto, es decir, tenemos una incerti-
dumbre total. Finalmente, si tenemos un elemento con un intervalo de pertenencia
al conjunto de [0.6,0.9], el grado de pertenencia esté contenido en ese intervalo, y
tenemos una incertidumbre de 0.3.

Definicién 2.24. Dado un conjunto referencial U = {uy,...,u,} finito y no va-
cio, un conjunto difuso intervalo-valorado (IV F'S) es:

A=A{u;, A(uw;) |u; € U} € IVFES(U)
donde A(u;) es una aplicacion
A:U — L([0,1))
y por tanto, corresponde al intervalo de incertidumbre del elemento u; € U:

Au;) = [A(uz),m] € L([0,1])

Observacion: Para la evitar malentendidos, para la representacion de los conjuntos
difusos (F'S) hemos utilizado la notacion g4 y para la notacion de los conjuntos
difusos intervalo-valorados (/V F'S) hemos utilizado la notacion A.

Al igual que hemos definido en el caso de los conjuntos difusos, para los intervalo-
valorados definiremos también las operaciones conjuntistas bésicas como son el com-
plementario, la unién y la interseccion.

Definicion 2.25. Dado un conjunto difuso intervalo-valorado A = {(u;, A(u;) | u; €
U} € IVFS(U) se define su complementario como

AN = {(UZ,AN(UJ |U7, S U} € FS(U)

de forma que
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De forma clasica, todo elemento de un conjunto complementario, y como lo utiliza-
remos en este trabajo serd como aparece expuesto en la Definicion 2.25. No obstante,
se puede generalizar la definiciéon de un conjunto complementario, de forma que cada
elemento del conjunto complementario Ay:

An(u;) = [An(w), Ax(w;)] = [N(A(w)), N(A(w))] ~ Vui €U

siendo N : [0, 1] — [0, 1] una negacion difusa.

Definicion 2.26. Dados m conjuntos difusos intervalo-valorados Ay = {(u;, Ay (u;)|u; €
Ul A = {(ui, A (w;) |u; € U € IVFS(U), se define la unién de m IV F'Ss

como

U Aj = {(ui, As(wi) [ u; € U}

tal que

m

o= L\/ A )\ 0

=1 7j=1

VUiEU

Definiciéon 2.27. Dados m conjuntos difusos intervalo-valorados Ay = {(u;, Ay (u;)|u; €
U, ..., Ay = {(u;, A (w;) |u; € U} € IVES(U), se define la interseccion de m
IV F'Ss como .

(A4 = {(u, An(w) |u; € U}

j=1

tal que

m

An = L/\ Aj(u;), /\ Aj(u;)

=1 j=1

Vu,-EU

Como observacion a las dos anteriores definiciones, es posible generalizar estas opera-
ciones considerando una t-norma (o un overlap) en lugar del minimo y una t-conorma
(o un grouping) en lugar del maximo.

A continuacion se define la amplitud del intervalo, cuestion que podremos enten-
der como la incertidumbre.

Definicion 2.28. Dado un intervalo X € L([0,1]), la amplitud del intervalo se
denota con w(X), donde w(X) = X — X.

Al igual que se ha comentado en la parte de los conjuntos difusos, de forma analoga
se define la funcién de agregacion de intervalos, de cara a poder fusionar informaciéon
representada mediante intervalos. [5]
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Definicion 2.29. Dada <j, una relacion de orden en L([0, 1]), un operador de agre-
gacion intervalo-valorado (IV) en L([0, 1]) es dado por una aplicacion

My : L([0, 1)) — L([0, 1))

que paran > 2y para Xq,..., X,, Y1,...,Y, € L(]0,1]) cumple las siguientes cuatro
condiciones:

(P2.29.1) My (Xy,...,X,) =05 si X; =0 =1[0,0] para todo i € {1,...,n}
(P2.29.2) My (Xy,...,X,) =1, 81 X; =1, = [1,1] para todo i € {1,...,n}

(P2.29.3) Para todo par (Xi,...,X,) v (Y1,...,Y,) de n-tuplas tal que X;,Y; €
L(]0,1]) para todo ¢ € {1,...,n}, si X; <, Y; para todo i € {1,...,n},
entonces:

M (Xy,..., X)) <o Mpy(Y1, ..., Y,)

Definicion 2.30. Una funcion de agregacion intervalo-valorada My : L([0, 1])" —
L(]0,1]) es simétrica si

M (Xy,..., X)) = Miv(Xpay, -, Xpm))

para cualquier permutacion P en {1,...,n}

Definicién 2.31. Una funcién de agregacion intervalo-valorada My : L([0, 1])" —
L([0,1]) decimos que es idempotente si

My (X,...,X) =X
para todo X € L([0, 1]).

En el sentido de la definicién 2.29, podemos definir un operador de agregacion
intervalo-valorado My : L([0,1])" — L([0,1]) tomando un operador de agregacion
M :[0,1]" — [0,1], de la siguiente manera:

MIV([&le]u ] [&7 Xn]) = [M<X1> s 7&)7]\/[(717 cee 7X_n)]

Dicho operador de agregacion intervalo-valorado se denomina representable.

Por ultimo, se define la entropia, que es una medida de borrosidad de un con-
junto difuso intervalo-valorado, y es una analogia con la entropia en la teoria de la
informacion [10].

sea N una

Definicion 2.32 Sean una relacion de orden total <r; en L(|0,1]),
0,1]) se define

1
negacion fuerte con respecto a <7, con un punto de equilibrio ¢ € L(|
la entropia difusa intervalo valorada como una aplicacion

Erpy IVFS(U) — [0, 1]
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si para todo A, B € IVFS(U) cumple las siguientes propiedades :
(P2.32.1) Epv(A) =0g siysolosi A esun crisp
(P2.32.2) Ep(é) =[1 —w(e),1]

(P2.32.3) Erv(A) <rp Erv(B) si w(A(u)) = w(B(u)) y A(u) <7 B(u) <7 €0
bien w(A(u)) = w(B(u)) vy A(u) >7r B(u) >7r € para todo u € U

Nota: Dado un ¢ € L(|0, 1]), denotamos por € el IVFS A € U tal que A(u) = ¢
para todo u € U.

Una de las definiciones clasicas utilizadas para calcular la entropia de un determina-
do conjunto difuso intervalo-valorado A € IVFS(U) es el indice de indeterminacion

de Sambuc [15]:

Esunmel4) = 7 30 A0 - Alw) 2.3)

ueA

2.3. Segmentaciéon de imagenes

En la presente seccion, presentaremos la aplicacion de los conceptos de logica
difusa definidos y explicados en el punto anterior a la segmentacion de imagenes.

2.3.1. Concepto de segmentaciéon

La segmentacion de imagenes es el proceso de particionado de imégenes digitales
en regiones. Una region es un conjunto de pixeles contiguos que presentan una serie
de caracteristicas (nivel de gris, color, textura, etc.) comunes.

En el particionado de una imagen I en regiones, debe cumplirse que:

Ademas, dos regiones distinas R; y R; deben ser disjuntas (es decir, R; N R; =
0,Vi,j € {1,...,n} Ai # j) El objetivo inmediato de la segmentacion es la simplifi-
cacion o el cambio de la representacion de una imagen de cara a facilitar el analisis
de la misma.

La segmentacion de imégenes tiene multiples aplicaciones practicas en el dia a dia.
Algunas de estas pueden ser la deteccion de objetos (personas, caras, etc.), recono-
cimiento de caras o huellas dactilares, tratamiento de imagenes médicas, etc.
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Existen principalmente tres métodos de segmentacion:
= Segmentacion basada en umbralizacion

» Técnicas basadas en agrupamiento (clustering) de los pixeles en regiones, como
puede ser el método de k-means

» Técnicas basadas en la detecciéon de bordes

Nosotros en este trabajo utilizaremos el método de umbralizacion, desarrollado a
continuacion.

2.3.2. Método de segmentacion mediante umbralizaciéon

En este caso, utilizaremos como método la umbralizaciéon. La umbralizacion o el
método del valor umbral es el método més simple en el estudio del proceso de seg-
mentacion de imégenes. Como realizan comunmente los métodos de segmentacion,
se asigna a cada pixel a un grupo, creando conjuntos de pixeles. En nuestro caso, las
imégenes a segmentar son imagenes representadas en escala de grises, esto es, desde
el negro hasta el blanco. Como emplean 8 bit para la representacion de cada pixel,
la escala es de 2% = 256 tonos de gris ([0, 255]).

Usualmente, el proceso de umbralizacion consiste en dos pasos, donde el primero
es el que con diferencia, méas complejo de realizar:

» Obtencion del umbral. Se trata del proceso de obtencion del valor que deno-
minamos umbral (al que notamos usualmente con 7' por su nombre en inglés,
threshold), que denota la intensidad de nivel de gris en la que los objetos de
la imégen se separan del fondo.

= Binarizacion de la imdgen. Una vez tenemos el umbral, consiste en separar,
convirtiendo en blanco los pixeles con menor intensidad que el umbral T y
en negro los pixeles con mayor o igual intensidad que el umbral T'. Esto es,
si tenemos una imagen inicial /(z,y), obtendriamos una imagen segmentada
S(z,y) de la siguiente manera:

0 sil(x,y) <T
S(@y) = { 1 (e.c:.y(z.

Método de umbralizacion de Otsu

El algoritmo que propondremos en el siguiente capitulo es una modificacién o
una adaptacion mediante los conjuntos difusos intervalo-valorados, de uno de los
primeros algoritmos propuestos en la literatura sobre thresholding en base al histo-
grama por Nobuyuki Otsu en 1979 [12, 14].
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Figura 2.1: Imagen original (izquierda) y binarizada (derecha) mediante el método
de umbralizacion mediante histograma de N. Otsu

El objetivo central del algoritmo de N. Otsu es la busqueda de un valor umbral
que minimice la varianza entre dos clases, dos clases, antagénicas, que para nosotros
representaran el objeto y el fondo de la imagen.

En primer lugar, entenderemos que una imégen contiene Np pixeles y que la imagen
puede ser representada en L niveles de gris ({0,1,...,L —2, L — 1}).y denotaremos
con h(q) el valor del histograma, esto es, el numero de pixeles con intensidad ¢ en
la imagen, y de esta forma estableceremos la probabilidad de una intensidad de gris
g en la imagen como:

(2.4)
teniendo en cuenta que P(q) >0y ZL ' P(q) = 1.

Ahora, imaginamos que separamos la imagen en dos clases a las que llamaremos
Co v C1 con un nivel k£ de valor umbral. De esta forma, los pixeles con niveles
{0,...,k} perteneceran a la clase Cj y los pixeles con niveles {k + 1,...,L — 1}

perteneceran a la clase C7. Asi mismo, la probabilidad de pertenencia a cada una
de las clases serd wy(k) y wq(k), respectivamente:

wo(k) =P(Co) = ) Plg) = w(k) (25)

wi(k) =P(Ch) = > Plg) =1—w(k) (2.6)
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Y por tanto, las medias para cada una de las clases seran:

k

po(k) = qP(g|Co) = wol(k) > aP(g) = (2.7)

p(k) =Y qP(q|Cy) = wl > qP(q) (2.8)

q=k+1 q=k+1
Y por tanto
L—1
pr = p(L) = aP(q) (2.9)
q=0
De esta forma, con las tres expresiones anteriores, para todo k € {0,..., L — 1} se
puede verificar
wo (k) po(k) 4 wi(k)p (k) = pr (2.10)
Yy

Mediante la utilizaciéon de anélisis discriminante, Otsu defini6 la varianza interclases
de la imagen umbralizada como:

o = wo(k)op (k) + wi(k)ai(k) = wo(k)(uo(k) — pr)? + wi(k)(wi(k) — pr)? (2.12)
siendo el valor umbral 6ptimo k*
2 (7. L=,
7 (k") = mix () 213)

El algoritmo escrito brevemente en pseudocédigo seria

Algoritmo 1 umbralizacionOtsu(I)

Require: [ = Una imagen valorada en {0, ..., L-1}
Calculo de las probabilidades a partir del histograma (2.3)
Inicializar oo(k), o1(k), o(k), 1 (k) para k =0
for k=0 to L-1 do
Actualizacion de los valores oy (k), o1(k), po(k), p1(k)
Calcular 0% (k)

end for

T = Umbral que maximiza 0%

return T
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Capitulo 3

Nuevo algoritmo

En esta seccion se expondrén las caracteristicas del experimento que vamos a
realizar, esto es, partiendo de las bases tedricas de la secciéon anterior, explicaremos
y desarrollaremos las modificaciones y especificidades que se insertan en el problema
de segmentacion que estamos tratando.

Es por ello que hablaremos del uso que le daremos a la imagen y cémo plantea-
mos aplicar el algoritmo anterior, asi como el desarrollo de medidas de inclusion y
por ende las medidas entropicas como consecuencia de las anteriores. Més adelante,
se explicaré la forma del célculo del argumento de la entropia minima, y finalmente,
una vez hemos desarollado las modificaciones, procederemos a describir el algoritmo
final.

El algoritmo que proponemos, en rasgos generales, que posteriormente los desa-
rrollaremos basandonos en la teoria del capitulo anterior, consiste en las siguientes
cuatro partes:

= Asignar L conjuntos difusos intervalo-valorados ); de L elementos cada uno a
cada imagen (), construidos a partir de funciones de equivalencia restringida.
La funcién de pertenencia de cada IV FS @) recogera la relacion entre la
intensidad que estemos tratando con respecto al fondo y al objeto.

» Una vez tenemos los L conjuntos difusos itervalo-valorados, calculamos la en-
tropfa de cada uno de ellos, en base a las medidas de inclusion.

= Tomamos como mejor valor umbral el valor de intensidad asociado al menor
valor de entropia difusa, calculado en base a una determinada relacién de or-
den. El motivo por el que seleccionamos la posicién con menor valor entrépico
es el siguiente: al utilizar intervalos que representan la incertidumbre del mo-
delo en cada una de las intensidades, tomamos el que menor entropia y por
tanto menor incertidumbre consideremos. Finalmente, se binariza la iméagen
en la forma clasica en base al valor umbral obtenido en el peniltimo paso del
algoritmo.

21
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3.1. Construccién de las funciones de equivalencia
restringida (REF)

En primer lugar, el primero de los resultados tedricos que obtendremos sera el
calculo de las funciones de equivalencia restringida, en base a la proposiciéon 2.23
del capitulo anterior [2]. Si tenemos dos automorfismos ¢1(z) y ¢a(z), podemos
construir una REF' de la siguiente manera:

REF(z,y) = 1 (1 = |pa(2) — ¢2(y)]) (3.1)

Por tanto, tomando en primer lugar ¢,(z) = = y ps(z) = a, siendo ¢;'(z) =
¢1(x) = z, la funcion de equivalencia restringida seria la siguiente expresion:

REF|(z,y) =1— |z —y| (3.2)

Por otro lado, tomando como ¢;(z) = V210 y py(z) = 23, tendriamos /210(¢p;) =

3
©1, por lo que x(p;) = p° = %2,y por lo tanto, v, ' (z) = 2%3. De esta forma, la

expresion para esta segunda funciéon seria:

REFy(w,y) = (1 —|a* —y*|)" (3-3)

3.2. Construccion de los conjuntos difusos intervalo-
valorados

En esta seccion trataremos todos los pasos a seguir para la construccion de los

conjuntos difusos y a partir de éstos, los conjuntos difusos intervalo-valorados. En

cuanto a los conjuntos difusos, en esta memoria los dividiremos en dos tipos, los que
se construyen en base a una funciéon de equivalencia restringida y los que no.

En cuanto a los IV F'S que se construyen en base a REF seguiremos los siguientes
pasos generales:

» Construccion de la funciéon de equivalencia restringida (REF), construida en
la seccion anterior

= Toma de medidas de promedio de intensidad del fondo y del objeto de la
imagen (m, y my), explicados en la siguiente seccion.

» Utilizacion de una funciéon auxiliar para corregir los valores (F)

» Construccion de la funcion de pertenencia (ug,(¢)) del conjunto difuso (F'S)
a partir de la REF, F', m, y my.

» Construccion del conjunto difuso intervalo-valorado (IV F'S) a partir de los
F'S construidos.
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3.2.1. Medidas de intensidad de la imagen

A lo largo de la memoria, denotaremos con(z,y) las coordenadas de cada pixel
de la imagen I, y por tanto con I(z,y) representaremos la intensidad de gris del
pixel (z,y) en la imagen I. Para todo (z,y) € I, 0 < I(z,y) < L — 1, siendo L el
ntmero de intensidades en la imagen, y por lo tanto, L—1 la mayor intensidad de gris.

Toda imagen [ tiene asociado un histograma h, que denotaremos con h(q) don-
de ¢ € {0,...,L — 1} y que muestra en cada una de las posiciones ¢, el niimero
de pixeles que hay en la imagen con dicha intensidad. Unido a esto, definiremos la
media de intensidades de una determinada imagen con:

Saso ah(q)

S T (34)

De la misma forma y partiendo de la expresion anterior, definiremos la medida de
promedio de intensidades del fondo (background) con la siguiente expresion (|2]):

> a0 @h(q)
> a0 1(q)

my(t) = (3.5)

para t € {0,..., L —1}.

Anélogamente, definiremos la medida de promedio de intensidades del objeto que
queremos separar del fondo con la siguiente expresion:

> ah(q)

=S

(3.6)

siendo t € {0,...,L —1}.

Como se puede observar, la construcciéon de estas medidas es la misma que pro-
ponia N. Otsu [14], y se plantean en 2.7 y 2.8, donde la medida de promedio de las
intensidades del fondo serfa la media para la clase 0 (po(t)) vy la medida de prome-
dio de las intensidades del fondo seria la media para la clase 1 (py(t)), todo esto
teniendo en cuenta la separacion entre clases en un determinado valor umbral ¢ [12].
Asi mismo, el significado del divisor de cada clase (sea el fondo o el objeto) es la
probabilidad de pertenencia a esa misma clase (wo(t) = P(Cp) (2.5) y w1 (t) = P(Ch)

(2.6)).

3.2.2. Construcciéon de conjuntos difusos

A partir de las medidas construidas en las subsecciones anteriores, podremos
establecer la construccién de una funcion de pertenencia a un conjunto difuso clé-
sico basada en la pertenencia de los pixeles al fondo y al objeto y basandonos en
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funciones de equivalencia restringida. [3, 15, 19|

No obstante, para una definicion de la funcién de pertenencia lo mas acercado al
objetivo que queremos conseguir, definiremos la siguiente funcién

F:[0,1] — [0.5,1]
que cumpla las siguientes condiciones:
» F(0)=0.5
» F(1)=1
= La funcion es creciente en todo su dominio.

De esta manera, la F'(z) definida, se puede tomar como un automorfismo corregido
para que sus valores se encuentren siempre en el intervalo [0.5, 1]. Una funcién F' que
satisface las condiciones mencionadas anteriormente, es, por ejemplo la siguiente:

F(z) = 3(1+1) (3.7)

Para una determinada imagen I en una escala de L grises, representando con ¢ la
intensidad, tal que 0 <t < L — 1, se define el siguiente conjunto difuso

pQ, = (¢, 1, (q) ¢ €{0,..., L =1}} € FS(U)

dado por la siguiente funciéon de pertenencia:

F <REFk (L mb“’)) g<t

L-1’ L-1

pow (@) = (3:8)
F <REFk (L mo“))) g>t

L-1’ L-1

En indice (k) representa el indice del conjunto difuso al que hacemos referencia, que
a su vez esta asociado con una funcion de equivalencia restringida REFy(x,y), lo
cual nos va a permitir la construccion de diferentes funciones difusas identificadas

POr f1500 ()

De esta forma, para la primera funciéon de pertenencia, y por tanto, para el pri-
mer conjunto difuso que constuiremos, al que nombraremos como o) utilizaremos
la funcion REF;(z,y) de (3.2) junto con la funcion F(z) expresada en (3.1):

my(t)

%<2+%_L—1> gst
Hom(9) = (3.9)
P2 |2 - 2R) 0>
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Por otro lado, para la segunda funcién de pertenencia, que nombraremos como fig)
utilizaremos la funcion REF,(x,y) junto con la funcién F(z) expresada en (3.1):

(1 ; (1 ) - ()’ )0'3) (<t

Ho®(9) = (3.10)

<1+ (1 - (%) - ()’ )0.3) ¢t

Por 1ltimo, definiremos coémo construir el conjunto difuso intervalo-valorado que re-
presenta la imagen a partir de los conjuntos difusos que tengamos en cuenta para su
construccion. Por ello, para cada t € {0,..., L — 1} se construira un IV F'S a partir
de los F'S construidos anteriormente.

;

N =

N =

\

El conjunto difuso intervalo-valorado seré, para cada elemento (¢, Q:(q)) € Qy:

Q@) = [Qu@). Qu(@)] = | N\ 1w (@), \/ g (@) (3.11)

k=

siendo k el indice de cada conjunto difuso construido y r el nimero de conjuntos
difusos que se utilizan para la construccion del IV F'S. Es decir, para cada elemento
del nuevo conjunto IV F'S se elegiran las pertenencias maximas y minimas de los
elementos homologos de los conjuntos F'S.

3.3. Medidas de inclusién para conjuntos difusos
intervalo-valorados

En la teoria clésica de conjuntos, la inclusiéon de un conjunto sobre otro es dico-
tomica, es decir, un conjunto B es subconjunto de otro conjunto A o no lo es. En
cambio, en la teorfa difusa, esta relacion es mucho més dificil de definir, ya que hace
falta establecer qué condiciones se tienen que cumplir para ver hasta qué punto un
conjunto difuso pp esté incluido en otro p4. El mismo problema aparece en el caso
de los conjuntos difusos intervalo-valorados.

Para medir el grado de veracidad de la proposicion de “B es un subconjunto de
A” para los conjuntos difusos intervalo-valorados A y B bajo el mismo conjunto
referencial U, podemos definir las medidas de inclusion para IV F'Ss. [1]

La inclusion para conjuntos difusos fue desarrollada por Zadeh [20] en 1965. Da-
do que se definia como que un conjunto pp era subconjunto de otro w4 si y solo si
la grafica del segundo estaba totalmente por debajo que la del primero, se fueron
definiendo otras medidas de inclusién, como por ejemplo, las de D. Sinha y E.R.
Dougherty [18].
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Si una medida de inclusion entre dos conjuntos difusos devuelve un grado de in-
clusion [18], una medida de inclusion entre dos conjuntos difusos intervalo-valorados
tendra que devolvernos un intervalo de inclusion [1].

3.3.1. Desarrollo teodrico

En esta parte, trataremos las definiciones béasicas para abordar la inclusién en-
tre conjuntos difusos intervalo-valorados. Para ello, en primer lugar, definiremos la
medida de inclusién entre intervalos, de cara a establecer criterios para saber hasta
qué punto un intervalo esta contenido dentro de otro, representado por otro intervalo.

Posteriormente, generalizaremos la expresion de la inclusion entre intervalos para
los conjuntos difusos intervalo-valorados, y demostraremos la validez de su plantea-
miento, basandonos en cada propiedad del primer caso.

Definicion 3.1. Una medida de inclusion para intervalos en L([0,1])? es una apli-
cacion

orv + L([0,1])* — L([0,1])
tal que si para cada X,Y, Z € L([0, 1]) se cumplen las siguientes cuatro condiciones:

P3.1.1) o (X, X) = [l —w(X),1]

P3.1.2 O'Iv(lL,OL) :OL

P3.1.3) Para X <Y < Z se cumple o (X,Y) < o5y (X, Z)

( )
( )
( )
(P3.1.4) Para X <Y < Z con anchuras de intervalo

w(X) = w(Y) = w(Z)

se cumple
orv(Z,X) <ow(Z,Y) <ow(Y,X)

Teorema 3.2. Sean una medida de inclusién en L([0,1])? oy : L([0, 1])* — L([0,1])
y un operador de agregacion intervalo-valorado My : L([0,1])" — L([0,1]). Una
medida de inclusion para conjuntos difusos intervalo-valorados, sobre IV FS(U) de-
finida por oy y My es una aplicacion

oM IVFSWU) x IVFS(U) — L([0,1])
dada por
oM.(A, B) = M(orv(A(u1), B(uy), . ..,orv(A(uy,), B(uy,))

siendo A, B € IVFS(U) y que ademas cumple las siguientes cuatro condiciones para
A, B,CelIVFS{U):
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(P3.2.1) oM(AA) = My ([1 —w(A(w)), 1], ..., [1 —w(A(uy,)), 1])

(P3.2.2) Dadas Iy, I : U — L(]0,1]) definidas como Iy(u;) = 0r y I1(u;) = 15, para
todo i € {1,...,n}, se cumple o (I, I;) = O,

(P3.2.3) Para A < B < C se cumple o¥%.(A, B) < o¥.(B,C)
(P3.2.4) Para A < B < C con vectores de anchuras de intervalo

A(uy)), ..., w(A(uy))) =
(B(u1)), ..., w(B(un))) =
C(ur)), .., w(Cl(uy)))
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5

se cumple
opv(C,A) < o7y (C, B) < o7y (B, A)

Demostracion.

(Dem. P3.2.1) Fijamos A; = A(u;), B; = B(u;),C; = C(u;) para i € {1,...,n}.
Por la propiedad P3.1.1 tenemos que oy (4;, 4;) = [1 — w(A;), 1],
por tanto extendiendo la propiedad a todos los elementos del con-
junto, tenemos que

0'%(14,14) :MIV(UIV(A17A1)7 . ,ij(An, An)) =
ij(O'Iv(A(Ul), A(Ul)), P ;UIV(A(un); A(Un)) ==
M (11— w(A(u)), 1] ..., [1 — w(A(un)), 1])

(Dem. P3.2.2) Tenemos

U%([o, [1) = MIV(UIV(1L7 OL)7 . 70'IV(1L7 OL))

Como por la propiedad P3.1.2 sabemos que o5 (17,0.) = 0, en-
tonces

0‘%/(10, Il) = MIV(OL> e ,OL) = OL
ya que por la propiedad P2.29.1 tenemos My (0r,...,0.) = 0g

(Dem. P3.2.3) Como A < B < C es equivalente a A; < B; < C; (declaradas en
Dem. P3.2.1) para todo i € {1,...,n} y por tanto se cumple la
propiedad P3.1.1, oy (4;, B;) < oy (A4, C;), por tanto:

M(orv (A, Br), ..., 0v(An, Br)) < M(orv (A1, Ch), - orv(An, Cn))
y equivalentemente

orv (4, B) = o7y, (A, C)
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(Dem. P3.2.4) En la hipotesis de P3.2.4 tenemos que oy (C;, A;) < onv(Ci, B;) v
orv(Ci, Ai) < orv(Bi, A;), por tanto:

M (o (Cr,Ar),y .. orv(Cr, Ay)) < M(opv(Cr, By),y ..o yorv(Cr, Br))
y equivalentemente

o (C,A) = oM. (C, B)
De la misma forma,
Mo (Cr A,y orv(Ch, An)) < M(opv (B, Av),y .y orv (B, An))
y equivalentemente

o (C, A) = oy (B, A)

3.3.2. Aplicacién en el algoritmo

Una vez tenemos la base teodrica para la implantacion de las medidas de inclu-
sién en conjuntos intervalo-valorados, procederemos al desarrollo de expresiones que
cumplan los criterios desarrollados para incluirlas en el algoritmo.

Para ello, en primer lugar tomaremos una relaciéon de orden parcial entre los in-
tervalos X = [X, X], Y = [Y,Y], como puede ser X <Y siysélosi X < Xy
Y <Y.

De cara a la construccion de un grado de inclusion entre [V F'Ss, construiremos
en primer lugar expresiones para construir medidas de inclusién entre intervalos
(Definicion 3.1), como pueden ser las 3.12 y 3.13.

[ v -w(X),Y -X), 1] X<Y
orv, (X, Y) = { (A1 —wX),wY),1-|X-Y]),1-|X-Y]| ecc
(3.12)
[V (1-wX)Y-X), 1] X <Y
v (X, Y) :{ (A (1= w(X),w(Y), 1= |X —Y]), 1—|X — Y| ecc
(3.13)

Tomando el Teorema 3.2, referente a la medida de inclusion sobre conjuntos difusos
intervalo-valorados, agregaremos los intervalos de inclusion entre las pertenencias
con las medidas de inclusion intervalares.
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Teniendo los siguientes conjuntos difusos intervalo-valorados sobre el conjunto refe-
rencial U = {uy, ..., u,}

A = {(u;, A(wy)) |u; € U}, B = {(u;, B(u;)) |u; € U}y € IVFS(U)

El grado de inclusion del IVFS A en B con un operador de agregacion My, :
L([0,1])" = L([0,1]) es

oM (A, B) = My (orv(A(uy), B(w)), ..., orv(A(uy), B(uy)))

y que tomando la funcién de agregacion My como minimo, nos quedaria la expresion

TR(A B) = minosy (A(w), B(w) (314)

siendo oy (X,Y) cualquier medida de inclusion de las anteriores (o, (X,Y) 6
g IVs (X 5 Y))

3.4. Entropia en conjuntos difusos intervalo-valorados

El concepto de entropia difusa lo introdujeron por primera vez A. De Luca y S.
Termini [7] en 1972 de cara a saber como de lejos estaba un determinado conjunto
difuso de un conjunto crisp. Es, por tanto, una medida de cuantificaciéon de la bo-
rrosidad de un conjunto difuso. De esta manera, aplicado a los conjuntos difusos,
si A es un conjunto crisp, la entropia de A seria 0, entendiendo que el valor de la
entropia se encuentra entre 0 y 1 [18].

Asi mismo, el concepto de entropia difusa trata de obtener una media global, y
por tanto, sin utilizar conceptos probabilisticos, de la indefinicién relacionada con
los conjuntos difusos. La medida de entropia es considerable una medida de cantidad
de informacion que no esta necesariamente relacionada con experimentos aleatorios.

3.4.1. Desarrollo teoérico

A continuacién se introduce la definicion de entropia para conjuntos difusos
intervalo-valorados, basada en medidas de inclusion para [V FS, es decir, se es-
tablece una definicion teoérica para el calculo de la borrosidad de un conjunto difuso
intervalo-valorado, que se medird mediante un intervalo.

Definicion 3.3. Sean una medida de inclusion en L([0,1])? opy : L([0,1])? —
L([0,1]) y un operador de agregacion intervalo-valorado My : L([0, 1])™ — L(]0, 1]).
La entropia difusa intervalo-valorada sobre IV F'S(U) es una aplicacion
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dada por
En/(A) = O'%/(A V AN, AN AN)
donde A € IVFS(U) y Ay € IVFS(U) esta definida por
An(ui) = (A(u))n, i € {1,...,n}
y para A cumple las siguientes cuatro condiciones:
(P3.3.1) oM(AA) = M([1 —wy,1],...,[1 — wy,1]), donde w; = w(A(u;)) para
ie{l,...,n}
(P3.3.2) oM(AA) < oM (ANAN, AV Ay)
(P3.3.3) En(A) <oM(AV Ay, A)
M
ary(

(P3.3.4) Ep(A) < oM(AV Ay, Ay)

3.4.2. Aplicacién en el algoritmo

En esta seccion analizaremos principalmente dos expresiones diferentes referentes
a medidas de inclusion entre intervalos, como paso previo a construir un grado de
inclusion entre conjuntos difusos intervalo-valorados creados en el punto anterior, a
partir del conjunto difuso intervalo-valorado Ahora, una vez tenemos una expresion
para determinar el grado de inclusion, se construird una nueva expresion de entropia
difusa intervalo-valorada, a partir de la expresion de la Definicion 3.3.

Una entropia intervalo-valorada sobre IV EF'S(U) se define a partir de una medida
de inclusion

oy L([0,1])* — L([0,1])
y una medida de agregacion intervalo-valorada del minimo
Arv + L([0,1])" = L([0,1])

que es la aplicaciéon

Ep = ES, - IVFS(U) — L([0,1]) (3.15)
dada por la siguiente expresion:
E[v(A) = O'?V(\/(/L AN)7/\(A,AN) (316)

Por ello, una vez tenemos la expresion de la entropia y los L conjuntos difusos
intervalo-valorados @)y, calcularemos la siguiente expresion para cada @y

Erv(Qr) = o7 (V(Qr, (Q)n), AN(Qr: (Qe)n)) (3.17)

Entonces, una vez desarrollado este paso, para cada t, tendremos un valor interva-
lar Ery(Qy), es decir, tendremos L intervalos. Por tltimo, nos quedaria calcular la
entropia minima a partir de una determinada relaciéon de orden que se aplique, y se
asigna el valor umbral (7") a la posicion del conjunto difuso intervalo-valorado @y
con entropia minima, es decir:

T = argmin{Ev(Q:)} (3.18)
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3.5. Algoritmo

Finalmente, en esta ultima seccion del capitulo, mostramos la estructura algorit-
mica que hemos creado, teniendo en cuenta las propuestas de las secciones anteriores,
en forma de pseudo-cédigo, ya que el objetivo es mostrar la estructura y no el codigo
en si, que esta recogido en el Apéndice C de la memoria.

Por tanto, se definen dos codigos. El primero (Algoritmo 2, construirl VES()), es
el algoritmo que construye los conjuntos difusos intervalo-valorados a partir de la
imagen. El segundo (Algoritmo 3, umbraizacionEntropia()), es el programa principal
en el que a partir de la imagen y utilizando como funcion construirl VFS() genera
la entropia y establece el valor umbral para la imagen.

Algoritmo 2 construirlVFS(I, L)

Require: I = Una imagen valorada en {0, ..., 255}
{h = histograma de la imagen I}
P=h

for t=0 to L-1 do
Calculo de las probabilidades de pertenencia al fondo (b) P, = 3270 P(i)
Calculo de las probabilidades de pertenencia al objeto (o) P, = ZZL:;L P(7)
if P, =0 then
mb(t) =0
else
Calculo de la media de pertenencia al fondo m(t) = P%b SHiP()
end if

if P, =0 then
me(t) =0
else

Calculo de la media de pertenencia al objeto m,(t) = P%, ZZL:_;FI iP(i)
end if
end for
for t=0 to L-1 do
for q=0 to L-1 do
{Construir los ,qul)(q), . ,qur)(q) a partir de las expresiones de 3.2.2}
end for
end for
for t=0 to L-1 do
for q=0 to L-1 do
{Construir los L IVFS Qy,...,Q1_1 a partir de los F'S con la expresion
(3.16)}
end for
end for

return Q = {Qo,...,Qr_1}
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Algoritmo 3 umbralizacion Entropia(I)

Require: [ = Una imagen valorada en {0, ..., 255}
{Construir conjunto de L IVFSs a partir de la imagen I}
Q = construirlVFS(I,L)
for t=0 to L-1 do
for q=0 to L-1 do
Construccion del conjunto difuso intervalo-valorado complementario de (),
Creacion de una estructura con los componentes < Q(q), (Q¢)n(q) >
Célculo de la medida de inclusion oy entre los elementos maximo y minimo
(en ese orden) del paso anterior
end for
Calculo del valor intervalar de la entropia para el conjunto concreto @:
Ernv(Qy) = meqL;()l orv(q)
end for
Calculo del valor umbral, minimizando la entropia intervalo-valorada: T =
argming—; Ery(Qy)
return T




Capitulo 4

Resultados experimentales

En este capitulo practico, mostraremos los resultados obtenidos a partir de las
diferentes medidas y parametros que hemos utilizado a lo largo de las pruebas rea-
lizadas, de cara a establecer las mejores medidas y criterios para la obtencion del
mejor umbral.

Este capitulo esta dividido en tres principales partes. En primer lugar, se trata
los resultados practicos que han dado la forma de construcciéon de los conjuntos
intervalo-valorados y cémo varia en funcién de la imagen utilizada. En segundo lu-
gar, se ha probado el algoritmo con diferentes medidas: la primera para diferentes
relaciones de orden y la segunda para diferentes medidas de inclusiéon entre inter-
valos y por tanto distinta medida de inclusion para los IV F'S. En tercer lugar, se
plantea una evaluacion de la técnica, a partir de medidas de errores de cara a poder
comparar y concluir la capacidad que tiene de segmentar correctamente esta técnica
que hemos utilizado.

4.1. Conjuntos difusos intervalo-valorados

En esta seccion analizaremos la primera parte de construccion del algoritmo, esto
es, los conjuntos difusos intervalo-valorados, qué forma adquieren ciertos conjuntos
en funcion de la imagen a la que representan y por tanto en funciéon de su histogra-
ma. A continuacion (Figura 4.1), mostramos una imagen en escala de grises junto
con su histograma para posteriormente ver su comportamiento en la construcciéon
del IV F'S. Para entrar frontalmente en el tema y poder razonar posteriormente el
comportamiento de los conjuntos difusos intervalo-valorados y su papel en la um-
bralizacién, mostraremos a continuacion, los conjuntos difusos intervalo-valorados
desde el Qg al Q110 de la imagen anterior, construidos en base a los F'S jiga) ¥ fige
del apartado anterior (Figura 4.2)

33
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Histograma de la imagen
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Figura 4.1: Imagen original (izquierda) e histograma (derecha) de la imagen bote de
champt
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Figura 4.2: Conjuntos difusos intervalo-valorados desde ¢ = 90 hasta t = 110 de la
imagen bote de champ.

Antes de entrar en la fase de los resultados de la umbralizacién, mostraremos la
construccion de los conjuntos difusos intervalo-valorados para distintas imagenes.

Tabla 4.1: Iméagenes originales, histogramas y conjunto difuso intervalo-valorado
construido para t = 100

Original Histograma Q100

Histograma de la imagen

0 50 100 150 200 250 o 50 100 150 200 250
Intensidades
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Tabla 4.2: Imégenes originales, histogramas y conjunto difuso intervalo-valorado

construido para t = 100

Original Histograma Q100

2 de laimagen

© 2000 T "

‘a

@ “

g 1000 ﬂ

153

E o

z 0 50 100 150 200 250
Intensidades

8 Hi de laimagen

€ 2000 T T T T T

a

®

g 1000

153

E o .

z 0 50 100 150 200 250

Numero de pixeles

Numero de pixeles

Intensidades

Histograma de la imagen

5000

50 100 150 200
Intensidades

Histograma de la imagen

250

5000

50 100 150 200
Intensidades

250

Tabla 4.3: Imagenes binarizadas junto con el umbral

T =219

T =186

T =172

T =82

h o
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Como hemos visto, la construccion de los conjuntos intervalo-valorados para
distintos casos con histogramas sustancialmente diferentes entre si, se establece de
forma correcta, como hemos podido ver en las figuras 4.1 y 4.2 y como podemos ver
que son casos muy bien umbralizables (Figura 4.3).

4.2. Umbralizacién en base a entropia

En esta seccion realizaremos pruebas de comportamiento del algoritmo:
= En funcién de la relacion de orden utilizada

s FEn funcion de la medida de inclusién entre intervalos utilizada

4.2.1. Resultados en funciéon de la relaciéon de orden

Tal como hemos comentado en la parte teérica de esta memoria, las compara-
ciones entre intervalos, de cara a saber si uno es mayor que otro o viceversa son
complejas, teniendo que establecer criterios para su tratamiento.

Para ello, en este trabajo hemos utilizado diferentes relaciones de orden para sa-
ber cual es el impacto real al comparar un conjunto de intervalos que representen
la inclusién entre conjuntos difusos intervalo-valorados, o sobre todo, en el caso de
comparar los valores intervalares que representan la entropia.

Las pruebas realizadas a lo largo del trabajo (una parte han aparecido en imé-
genes, otra parte estan en el apéndice B) nos muestran que ejecutando el algoritmo
en la mayoria de las imagenes no cambia, y son, los casos en los que cambia, que
posteriormente estableceremos un pequeno diagnoéstico, los que se presentan a con-
tinuacion.

Para ello, y basdandonos en la generalizacion para el establecimiento de las relaciones
de orden, nos hemos basado en la relaciéon de orden K-a-f, ya que en funcién de los
valores que tomemos podemos utilizar relaciones de orden muy utilizadas (como las
lexicograficas o la de Xu y Yager) y se plantean como una forma facil de cara a su
implementacion en la programacion.

Asi mismo y como se muestra a continuacion, sélo se han encontrado diferencias
en el caso de a« = 0, y por eso se diferencian los graficos para los mismos casos en
funciéon de dicho criterio.
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Figura 4.3: Imagen original rueda

) %103 Entropia

Valores E

0 1 | |
0 50 100 150 200 250
Intensidades

Figura 4.4: Grafica de la entropia intervalo-valorada de la imagen rueda calculada
con una relaciéon de orden con « # 0

Entropia
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| | L |
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Figura 4.5: Grafica de la entropia intervalo-valorada de la imagen rueda calculada
con una relaciéon de orden con a = 0

Figura 4.6: Imagen original reloj
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5 1 03 Entropia
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0 1 1 1
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Figura 4.7: Grafica de la entropia intervalo-valorada de la imagen reloj

calculada
con una relaciéon de orden con « # 0

Entropia
015 P
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T 1
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200 250

Figura 4.8: Grafica de la entropia intervalo-valorada de la imagen reloj calculada
con una relacion de orden con av =0
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Figura 4.9: Imagen original pajaro

15 1073 Entropia

Valores E

150
Intensidades

Figura 4.10: Grafica de la entropia intervalo-valorada de la imagen pajaro calculada
con una relaciéon de orden con av # 0
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Entropi
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Figura 4.11: Grafica de la entropia intervalo-valorada de la imagen péjaro calculada
con una relacién de orden con o = 0

Figura 4.12: Imagen original parque
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Figura 4.13: Gréfica de la entropia intervalo-valorada de la imagen parque calculada
con una relacién de orden con o # 0
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Figura 4.14: Gréfica de la entropia intervalo-valorada de la imagen parque calculada
con una relaciéon de orden con a = 0
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En primer lugar, cabe comentar que el resto de datos, es decir, los valores umbra-
les asi como las imagenes binarizadas en funcién de los pardmetros para la relacion
de orden K-a-f3, se encuentran en el Apéndice A, ya que para una correcta lectura
de la memoria guardando cierta estética, no se valoraba correctamente la aparicion
en esta seccion.

Por otro lado, las valoraciones en cuanto a estos cuatro casos se realiza aqui y
no caso por caso, ya que las conclusiones a las que podemos llegar son similares.

En los cuatro casos, podemos ver que cuando alpha tiene un valor distinto de cero,
el valor intervalar de la entropia establece amplitudes de intervalo mayor, esto es,
mayor incertidumbre y por tanto, menor posibilidad de considerarse como minimo
(y por tanto como valor umbral) en las intensidades que menos aparecen en las imé-
genes.

En el caso de que alpha tiene el valor de cero, y como podemos ver también en
los resultados, en las tablas impares del apéndice A, los resultados no son admisi-
bles, pero hay que entender que esto ocurre cuando el criterio para la comparacion
de los intervalos, un elemento de los dos que configuran el intervalo, directamente
no se utiliza para la comparacion, y ese es el principal motivo por el que no compara
los intervalos correctamente, no establece valores de entropia que se ajustan a la
realidad, y por ende, no selecciona un valor umbral admisible.

4.2.2. Resultados en funciéon de la medida de inclusion

En la seccion 3.4 del capitulo anterior, se desarrollan dos expresiones para las
medidas de inclusion, concretamente en las 3.17 y 3.18. Después de realizar pruebas
con todos los conjuntos de datos que manejamos, con ambas medidas de inclusion
(orv, ¥ 01v,), v con las principales relaciones de orden (Xu y Yager, 6rdenes le-
xicograficos), hemos obtenido las mismas soluciones para cada una de las medidas
de inclusion en todas las imégenes, cuando utilizabamos las mismas relaciones de
orden. Es por ello, que en esta secciéon vemos inutil presentar los resultados, ya que
no hay ninguna diferencia sustancial entre resultados obtenidos.

4.3. FEvaluacion de los resultados

Una vez realizadas algunas pruebas (ademas de las que se encuentran en el Apén-
dice B), nos queda realizar una comparacion y una evaluacion de los resultados que
se pueden obtener con el método de umbralizacion utilizado en este trabajo.

Una de las cuestiones que debemos tener en cuenta para cuantificar el nivel de
correccion de la obtencion de nivel umbral es la medida que utilicemos para eva-
luarlo. Para ello, con la idea de que que tengamos una forma objetiva de como de
bien o mal ha efecutuado la umbralizacion nuestro algoritmo utilizaremos una serie
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de medidas de comparacién, para poder concluir después de valorar los resultados
de caracter numeérico.

En primer lugar, utilizaremos la medida cléasica del error cuadréatico medio (MSE),
medida que es proporcional al tamano del error cuadrado, pero como en este caso
las diferencias de error sélo pueden ser —1, 0 6 1, cumple exactamente la misma
funcién que el error absoluto medio (MAE):

X1 1Yl

1 2

z=1 y=1

donde B es la matriz que representa la imagen binarizada perfecta, S la matriz que
representa la imagen binarizada por nuestro algoritmo y | X| y |Y| son el ntumero de
filas y columnas respectivamente de nuestra imagen.

En segundo lugar utilizaremos sera la Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) [17], me-
dida en decibelios (dB). Esta medida nos muestra que puede medir cierta similitud
entre la imagen binarizada de forma perfecta y la imagen binarizada por el algoritmo
desarrollado en esta memoria.

2
PSNR(dB) = 10logy, (ML—SE> = 20 logy, (\/%SE) (4.2)

donde L es el nimero de intensidades en la escala de grises de la imagen. El rango
usual de dB es entre 30 y 40 (cuando mejor es la comparacion entre imégenes).

A continuacién, para establecer una comparacion objetiva, ademas de compararlo
con la imégen umbralizada de con el valor umbral 6éptimo, aplicaremos el mismo al-
goritmo, pero cambiando la expresion de entropia para conjuntos intervalo-valorados
en este informe por el indice de indeterminaciéon de Sambuc utilizado como entropia

(2.3)
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Tabla 4.4: Imagenes originales, ideales y binarizadas por el algoritmo de entropia
intervalo-valorada (imégenes 1-6)

Nombre Original Ideal Binario (Ery) Binario (Egambuc)

Bloques

Arroz

Rueda

Stonehenge

Patatas

Borroso
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Tabla 4.5: Iméagenes originales, ideales y binarizadas por el algoritmo de entropia
intervalo-valorada (imagenes 7-10)

Nombre Original Ideal Binario (Ery) Binario (Fsambuc)
Maéscara
Sombra
Non-destru Non-destru
i's- aimed o is aimed o
of manufa vf manufac
and maint arnd mainte
Fiber and Fiber and
acltuator dactuator a
bonding bonding an
tnteriay: interlayer :
e f ma s ) ¢ef massive "
Texto and ¢and imabact
0. 2, 198 Ot 7, 1768
-
Hlome onlya p Homeonly ap Homeonlyaﬁ wlyap
DONG TaM—It toids morale btz thas 30 DO THM=it tiidc MI’I&IM&!“II
Army gl ax deh Coc anet tin 4 Aty chapiun asd chets mee e e
V50 show 0 how
They pree of mase 3 Mo ARZ, 'The s pir of sixgic b v ABAZ, e
e o the Jefa 3 coceman's wace ikt Voo of Iha fidte” 5 strehoernn's seive cufde]
witk family and frrhds & heme. Cabed "Abhs. will [anils and Diesds of beaar. CaBed *)
Tl 1 e of wazy Matary Miiate Radw Zuly! 1w e of mang Mellary Affllatg RinNe
Sestem IMARS) srons o Varinazs 3 deeal Soshem t AR sptioes 13 Vielnsm and ta Yegd-
el gt i Wh Dwibon b 41 piles saulb o whthis 1t Dot bonc v, 41 ks seidh
Periédico B o Syen

Tabla 4.6: Errores MSE y PSNR para umbralizaciéon con entropia intervalo-valorada
(IV) y con el indice de indeterminacion de Sambuc (S)

Erv Erv Eg Eg
Nombre muestra MSE (%) PSNR MSE (%) PSNR
Bloques 3.421 37.48 8.566 29.51
Arroz 18.345 22.89 8.374 29.71
Rueda 1.729 43.41 1.696 43.40
Stonehenge 2.146 41.53 6.888 36.11
Patatas 4.484 35.13 4.005 33.83
Borroso 4.020 36.08 5.211 28.12
Mascara 5.192 33.86 10.045 26.64
Sombra 8.791 29.29 8.438 19.64
Texto 12.227 26.42 13.122 25.81
Periédico 21.782 21.40 18.426 22.86
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En primer lugar, valoraremos las iméagenes, sin tener en cuenta las medidas. Co-
mo se puede observar en las tabla 4.4 y 4.5, en los casos que utilizamos la entropia
basada en inclusion intervalar, hay imagenes que se ve que no hay una buena um-
bralizacion, pero el valor umbral obtenido genera una imagen en la que se pueden
detectar ciertos aspectos, como pueden ser las imagenes del texto o del arroz, en la
que hay una parte de la imagen que no se detecta, pero no es una imagen en la que
no se puede observar ninguna parte del objeto.

Por otro lado, en el caso de las imagenes umbralizadas a partir de la entropia tomada
con el indice de indeterminaciéon de Sambuc, hay imagenes que se umbralizan muy
correctamente, en comparacion con el método anterior, como pueden ser el caso del
arroz o el caso de la sombra, no obstante, ocurre radicalmente lo contrario en su
comparacion en el caso del texto o del periddico, casos en los que las imégenes estan
practicamente blancas.

Si tenemos en cuenta los datos, podemos observar que en el primer caso (Ejy), las
imégenes que subjetivamente podemos considerar que son las que peor segmentadas
estdn son arroz y texto, pero no obstante, en el reflejo de datos, nos encontramos
con que periddico es majo el MSE la imagen que peor segmentada estid. En com-
paracion con el segundo caso (Fg), la imagen a pesar de haber tenido en cuenta
sombras como fondo, se puede llegar a leer cierta parte de lo que aparece en el texto
(todo comparando con la ideal), mientras que en el segundo, no se puede a llegar a
apreciar practicamente nada.

Con la imagen texto nos puede ocurrir algo parecido, pero a la inversa, en el primer
caso, podemos observar que apenas se llegan a detectar las letras (objeto) sobre el
fondo, y menos atn en el segundo. En cambio, vemos que como la imagen tiene una
gran cantidad de blanco (fondo) y el MSE lo que hace es restar, de cara a comparar
los errores pixel por pixel, si el fondo es la gran parte de la imagen, puede que no
tengamos un resultado enormemente negativo, si el algoritmo selecciona un umbral
que cumpla estas condiciones.

Al margen de los fallos que pueda tener el MSE como criterio para valorar la segmen-
tacion mediante umbralizacion de imégenes, podemos observar que a pesar de que
hay en casos en el que Eg es mejor que Ery, se puede valorar éste tltimo ligeramente
mejor.
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Conclusiones y lineas futuras

5.1. Conclusiones

En primer lugar, tras finalizar el trabajo podemos valorar positivamente la téc-
nica utilizada para la resolucion del problema de la umbralizacion de imagenes. La
parte teorica, posteriormente modelada a las condiciones del problema, las diferen-
tes pruebas realizadas en funciéon de los parametros que teniamos y la evaluacion
de los resultados, nos hacen ver que los dos principales objetivos planteados en la
introduccién de la memoria se han cumplido.

De esta manera, se ha conseguido una buena forma de segmentar, teniendo en cuenta
la inclusion de los intervalos en la pertenencia de los conjuntos difusos que represen-
tan las imégenes. También la expresion de entropia basada en los grados de inclusion
entre conjuntos difusos intervalo-valorados.

En cuanto a los parametros que condicionaban nuestra investigacion, podemos decir
que desde el primer momento tuvimos en cuenta que la comparacion entre intervalos
iba a ser dificil, por lo que se fueron valorando el cambio de distintas las relacio-
nes de orden para su implementaciéon. Lo que podemos obtener en claro y para la
inmensa mayoria de los casos probados, es que de no utilizar relaciones de orden
que no relajan el criterio de exigencia a uno de los dos elementos del intervalo, el
algoritmo se comporta igual en todos los casos, sea cual sea el orden elegido.

Otro de los elementos que se ha valorado en las pruebas realizadas del experimento ha
sido el uso de diferentes expresiones de inclusion entre intervalos, y que, no ha exis-
tido ningin caso en el que al cambiar dichas expresiones haya cambiado el resultado.

En cuanto a un tema central de este trabajo como es el célculo de la borrosidad
de los conjuntos difusos intervalo-valorados, esto es, la entropia, hemos comparado
los resultados con otra expresion de la propuesta en esta memoria, y que previsible-
mente, los resultados han sido muy similares, con la excepcién de casos concretos
en los que existian imagenes con umbrales mas bajos.

45
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A pesar de obtener unos resultados similares, podemos observar en este caso que in-
cluimos los intervalos a la hora del tratamiento de los conjuntos difusos y por tanto,
de alguna manera, estamos modelizando la incertidumbre en cuanto a la pertenencia
de las intensidades, que nos muestra cada determinada fotografia.

5.2. Lineas futuras

Por ultimo, comentaremos ciertos aspectos con los que se puede indagar para
continuar con este trabajo del estudio de los conjuntos difusos intervalo-valorados
para la segmentacion de imagenes, en este caso mediante la umbralizacion.

En primer lugar, ya que en este trabajo se han construido los IV F'Ss a partir de
F'Ss, y éstos ultimos a partir de funciones de equivalencia restringida, se puede estu-
diar la implementacion de funciones de equivalencia restringida intervalo-valoradas
[5] para la construccion directa de IV F'Ss y posteriormente valorar, evaluar y com-
parar con otros métodos, como puede ser el implementado en este informe.

Por otro lado, se puede plantear la modelizaciéon de este método para la umbra-
lizacion de luminancia multinivel [3], donde se podria cambiar la forma en la que se
construyen los conjuntos difusos en funcién de los niveles que se plantea umbralizar.
En este sentido, también se puede plantear la aplicaciéon del método a umbralizacion
de imagenes en color, y no exclusivamente a imagenes en escala de grises.

Por ultimo, en concreto, en cuanto a la evaluacion de los ejemplos umbralizados,
y en general a al algoritmo, se deben establecer métodos objetivos de valoracién de
la imagen umbralizada mejores que el MSE y el PSNR, de cara a poder representar
de forma numérica cuél es el porcentaje de pixeles segmentados del objeto ideal y
de la misma forma con el fondo.



Apéndice A

Resultados de la umbralizaciéon en
funcion de las relaciones de orden

A continuacion, dada la cantidad de tablas e imagenes que se manejan, en el
texto de la memoria se han presentado los datos mas esenciales, dejando otro tipo
de datos y resultados como apéndice, también por un tema estético. Asi mismo, en
las siguientes ocho tablas se muestran los resultados de las imégenes binarizadas y
las tablas de los valores umbrales en funcién de los parametros a: 0, 0.25, 0.5, 0.75
y1ly 5:0,0.75y 1.

Tabla A.1: Imégenes binarizadas de la imagen rueda en funcién de las relaciones de
orden condicionadas por los parametros a y 3

B=0 B =0.75

a=0.25

a=0.75

OOOO0
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Tabla A.2: Valores umbrales de la imagen rueda en funcién de las relaciones de orden
condicionadas por los pardmetros a y (8

=0 B=075 p=1

a=0 12 12 12
a=0.25 90 90 90
a=20.5 90 90 90
a=0.75 90 90 90

a=1 90 90 90

Tabla A.3: Imagenes binarizadas de la imagen reloj en funcién de las relaciones de
orden condicionadas por los parametros a 'y 3

ELGIN ELGIN ELTw
LN fehectins e Haten
a=0.25 TS s AETEE L AEE L

ELGIN

ELGIN ELGIN

e hortiss’ e Haton e Herton
a=0.>5 L X Ly i b
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Tabla A.4: Valores umbrales de la imagen reloj en funcién de las relaciones de orden
condicionadas por los pardmetros o y (8

=0 B=075 p=1

a=20 31 31 31
a=0.25 102 102 102
a=0.5 102 102 102
a=0.75 102 102 102

a=1 102 102 102

Tabla A.5: Imagenes binarizadas de la imagen pajaro en funciéon de las relaciones de
orden condicionadas por los parametros a y 3

B=0 B =0.75 B=1

3 3 3
- - -

Tabla A.6: Valores umbrales de la imagen péjaro en funcién de las relaciones de
orden condicionadas por los parametros a y 3

B=0 B=075 B=1

a=0 6 6 6
a=0.25 192 192 192
a=0.5 192 192 192
a=0.75 192 192 192

a=1 192 192 192
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Tabla A.7: Imagenes binarizadas de la imagen parque en funcién de las relaciones
de orden condicionadas por los parametros oy 3

B=0 B =0.75 B=1

B B i R i R

a=0.25

a=0.5

a=0.75

Tabla A.8: Valores umbrales de la imagen parque en funciéon de las relaciones de
orden condicionadas por los parametros o y

=0 B=07 pB=1

a=0 26 26 26
a=0.25 83 83 83
a=20.5 83 83 83
a=0.75 83 83 83

a=1 83 83 83




Apéndice B
Otros resultados

En las tablas que vienen a continuaciéon se muestran otros resultados obteni-
dos con diferentes imagenes, el uso de la entropia para conjuntos difusos intervalo-
valorados y la relacion de orden de Xu y Yager.

Tabla B.1: Imagenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropia intervalo-
valorada (imagenes 01-05)

N° Original Binario (Erv)

|-
le]e
ols

03 -
-3

04

05
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Tabla B.2: Imagenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropia intervalo-
valorada (imagenes 06-14)

Ne Original Binario (Ery)

06

07

08

09

10

11

12

13

14
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Tabla B.3: Imagenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropia intervalo-
valorada (imagenes 15-23)

Ne Original Binario (Ery)

15

16

17

18

19

20

21

22

23
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Tabla B.4: Imagenes originales y binarizadas por el algoritmo de entropia intervalo-
valorada (imagenes 24-31)

Ne Original Binario (Ery)

24

25

26

27

28

29
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Apéndice C

Codigo del algoritmo implementado
en MATLAB

A continuacién se muestra el codigo de los ficheros programados en MATLAB

en este TFM. Los nombres estan ordenados alfabéticamente, y son:

» alpham.m: fichero con cédigo de la funcion de la medida de inclusion oy,
= betam.m: fichero con codigo de la funcién de la medida de inclusion o1V,
» error.m: fichero con codigo de calculo de los errores PLSR y RMSE

» gradesFS2.m: fichero con coédigo de las funciones difusas que construyen el
conjunto difuso intervalo-valorado

= K.m: fichero con cédigo de la funcion de la relacion de orden K — a — 8 para
el calculo de méximos y minimos

= main2.m: programa principal de ejecucion del algoritmo

» plotIVFS.m: fichero con codigo del script de generacion de la grafica de un
conjunto difuso intervalo-valorado.

w.m: fichero con codigo de la funcién de calculo de la amplitud de un intervalo

alpham.m

function [a] = alpham(X,Y)
if ((X(1) <= Y(1)) && (X(2) <= Y(2)))
AN if (X(1)+X(2) < Y(1)+Y(2)) || ( (X(1)+X(2) == Y(1)+Y(2))
A% 88 (X(2)-X(1) <= Y(2)-Y(1)) )
a = [max(1-w(X),Y(2)-X(2)), 1];
else
a = [min([1-w(X), w(Y), 1-abs(X(2)-Y(2))1),
1-abs(X(2)-Y(2))]1;
end
end
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