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Introduccion general

Este Trabajo Fin de Master tiene como objetivodiatua actuacion
docente en la didactica de las conicas y los lsggeemetricos en 1°
de bachiller.

El trabajo se estructura en dos partes. En la paiiparte se realiza un
estudio longitudinal del curriculo y en los librds texto en el tercer
ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato coragién al tema
indicado.

En la segunda parte se propone un proceso de @stulaie los lugares
geomeétricos y las cénicas, que se ha puesto erhenarcun aula de 1°
de bachiller en el marco del Practicum Il del Mastk®s resultados
extraidos de esta experimentaciéon se fundamentam enestionario
construidoad ho¢ teniendo en cuenta asimismo las restricciones
institucionales.

El trabajo concluye con una sintesis, unas coratesi y unas
cuestiones abiertas.






Parte |. Los lugares geomeétricos y las conicas en

el curriculo vigente y en los libros de texto
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Mastemnsdiza cOmo se
aborda el tratamiento de los lugares geométridas gonicasn el
curriculo y en los libros de texto en el tercelccide Primaria, en
ESO y en Bachillerato.

El analisis de divide en cuatro capitulos. En énpr y segundo
capitulo se muestran en forma de tabla los cortenjccriterios de
evaluacion del curriculo vigente que hacen refeseados lugares
geométricos y las conicas en cada uno de los gr&mosl tercero
se presentan ejemplos de las actividades (ejesci@mblemas,
cuestiones y situaciones) tipo propuestas en wa tle texto de 1°
de bachiller, asi como en dos cursos anterioress \pdsteriores.

Las conclusiones que se extraen del analisis catiparde los
contenidos de ambas fuentes (curriculo y libroedéo) se exponen
en el cuarto capitulo. El objetivo aqui es valdsazoherencia de los
manuales con relacion al curriculo vigente y rasddts presencias o
ausencias de conocimientos matematicos relativtesral objeto de
analisis.
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Capitulo 1: Lugares geométricos y conicas en el curriculo vigan

En este primer va a analizarse el contenido dedsggeométricos y conicas que hay en
el curriculo oficial para educaciéon Primaria, Sefarra y bachillerato.

Estos contenidos aparecen recogidos en los sigsi®aletines Oficiales del Estado:
- Educacion Primaria: B.O.E. numero 293, concretamegit Real Decreto
1513/2006.
Educacion Secundaria Obligatoria: B.O.E. numer&86al Decreto 1631/2006.
Bachillerato: B.O.E. numero 266, Real Decreto 12607 .

Para facilitar la comprensién y analisis se hampapio los contenidos en tres grupos:
Educacion Primaria, Secundaria y Bachiller.

Dado la especificidad del tema tratado y el cursoek que seda, cobra especial
importancia una adecuada eleccion de una seriest@igtores que permitan al lector
hacer un analisis mas efectivo de la presencia emrrculo de contenidos matematicos
relacionados con los lugares geométricos y lascadniAsi pues se han escogido los
siguientes descriptores:
- Distancias, paralelismo, perpendicularidad: soresa&tas estas nociones como

tales para poder llegar a los lugares geométricos.

La circunferencia y las conicas: la circunfereresda conica mas utilizada y se

introduce en cursos muy tempranos.

Lugares geométricos. Propiedades geométricas: strigor al que mas

atencion se va a prestar.

Se considerd la posibilidad de considerar otrorig#eres tales como el uso de
tecnologias, la resolucion de problemas, la paréraeion algebraica y la
representacion grafica, que inevitablemente aparenda didactica de las cénicas. Sin
embargo, dicho andlisis deseché por el riesgo deraiar el estudio de las conicas y
su sentido geométrico como tal.

A partir del 4° curso de la E.S.O. este analisi® se efectuara sobre la modalidad A de
4° de E.S.O. y las asignaturas de Matematicas hteaticas Il dentro del programa
de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. La gedaéiesaparece de los contenidos de
las matematicas aplicadas a las ciencias sociaggor completo. La Unica referencia
a la misma viene dada mediante la interpretaciomgérica de la pendiente.

15



Ensefianza de las cénicas y los lugares geoméencas de bachiller

1.1. Contenidos en primaria:

Descriptor

Primaria

Tercer ciclo

Distancias, paralelismo JyBloque 3. Geometria

perpendicularidad.

La situacion en el plano y en el espacio, distan
angulos y giros.
Sistema de coordenadas cartesianas. Descri
de posiciones y movimientos por medio
coordenadas, distancias, angulos, giros...

Cia

ncion
de

Circunferencia. Conicas

Bloque 3. Geometria

Formas planas y espaciales.
Formacion de figuras planas y cuerf
geométricos a partir de otras por composicio
descomposicion.

Interés por la precision en la descripcion
representacion de formas geométricas.

)OS
ny

Lugares geométricos.Bloque 3. Geometria

Propiedades geométricas

La situacion en el plano y en el espacio, distan
angulos y giros.

Cia

Regularidades y simetrias.

Tabla 1: Contenidos en primaria relacionados con k descriptores de conicas y lugares

geométricos
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1.2. Contenidos en E.S.O.:
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E.S.O.
Descriptor Primer ciclo
1°E.S.O. 2°E.S.O.
Distancias, Bloque 4. Geometria. Bloque 4. Geometria.
paralelismo y

perpendicularidad.

Elementos basicos para la descripg
de las figuras geométricas en el plarn

Utilizacion de la terminologis
adecuada para describir con precis
situaciones, formas, propiedades
configuraciones del mundo fisico.

Andlisis de relaciones y propiedad
de figuras en el plano: paralelismo
perpendicularidad. Empleo Q
métodos inductivos y deductivos pa
analizar relaciones y propiedades ef
plano. Construcciones geometric
sencillas: mediatriz, bisectriz.

idstilizacion de los

deoremas de Tales
Pitagoras para obten

amedidas y comproba

idalaciones entre figuras.
y
Resolucién
problemas que implique|

da estimacion y el calcul
gte longitudes, superficie

lg/ volumenes.

ra

n el

as

Circunferencia.
Coénicas

Bloque 4. Geometria.

Poligonos regulares. La circunferen
y el circulo.

Construccién de poligonos regulat
con los instrumentos de dibu
habituales.

Bloque 4. Geometria.

cRoliedros y cuerpos d
revolucion.

es
jo

de

[S ]

Lugares

geomeétricos.
Propiedades
geomeétricas.

Bloque 4. Geometria.

Elementos basicos para la descripg

de las figuras geométricas en el planpropiedades,

Utilizacion de la terminologis
adecuada para describir con precis
situaciones, formas, propiedades
configuraciones el mundo fisico.

Andlisis de relaciones y propiedad
de figuras en el plano: paralelismo
perpendicularidad. Empleo Q
métodos inductivos y deductivos pa
analizar relaciones y propiedades ef
plano. Construcciones geometric

Bloque 4. Geometria.

idstilizacion de
aregularidades \
idalaciones para resolv
problemas del mund
fisico.

es
y
le
wra
n el
as

O

sencillas: mediatriz, bisectriz.

Tabla 2: Contenidos en el primer ciclo de E.S.O. tacionados con los descriptores de
cobnicas y lugares geométricos
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Ensefianza de las cénicas y los lugares geoméencas de bachiller

E.S.O.
Descriptor Segundo ciclo
3°E.S.O. 4°E.S.O.-A 4°E.S.O.-B
Distancias, Bloque 4. Geometria. | Bloque 4.| Blogue 4.
paralelismo y Geometria. Geometria.
perpendicularidad. | Aplicacibn de los
teoremas de Tales |yAplicacion de Ila Aplicacion de
Pitagoras a la semejanza delos
resolucion de triangulos y el conocimientos
problemas geométricaqgdeorema de geométricos a la
y del medio fisico. Pitagoras para laresolucion deg
obtencion indirecta problemas
de medidas. meétricos en e
mundo fisico:
Resolucién de medida de
problemas longitudes,
geomeétricos areas y
frecuentes en lavolumenes.
vida cotidiana.
Circunferencia. Bloque 4. Geometria. | ---
Conicas
Poliedros y cuerpos de
revolucion.
Lugares Bloque 4. Geometria. | Bloque 4. ---
geometricos. Geometria.
Propiedades Determinacién de
geomeétricas figuras a partir de Resolucion de
ciertas propiedades. | problemas
Lugar geométrico. geomeétricos
frecuentes en la
Curiosidad e interésvida cotidiana.
por investigar sobre
formas, Utilizacion de otros
configuraciones y conocimientos
relaciones geomeétricos en la
geomeétricas. resolucién de
problemas de
mundo fisico:
medida y calculo
de longitudes
areas, volumenes,
etc.

Tabla 3: Contenidos en el segundo ciclo de E.S.Celacionados con los descriptores de
cobnicas y lugares geométricos

18
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1.3. Contenidos en Bachillerato:

Bachillerato
Descriptor Ciencias
1° 20
Distancias, 2. Geometria: 2. Geometria:

paralelismo y
perpendicularidad. | Ecuaciones de la rectaEcuaciones de la recta y|el
Posiciones relativas de rectas.| plano en el espacio.

Distancias y angulos.Resolucion de problemas
Resolucién de problemas. de posiciones relativas.

Resolucién de problemas
meétricos relacionados can
el calculo de &ngulos,
distancias, areas y
volimenes.

Circunferencia. 2. Geometria:
Conicas
Idea de lugar geométrico en |el
plano. Cénicas.

Lugares geométricos.2. Geometria: 2. Geometria:

Propiedades

geomeétricas Idea de lugar geométrico en |dEcuaciones de la recta y |el
plano. Cénicas. plano en el espacio.

Resoluciéon de problemas
de posiciones relativa
Resoluciéon de problemas
meétricos relacionados can
el calculo de &ngulos,
distancias, areas y
volimenes.

U

Tabla 4: Contenidos en Bachillerato relacionados eolos descriptores de cénicas y lugares
geométricos

19
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Capitulo 2: Criterios de evaluacion de lugares geométricos y mitas en

el curriculo vigente

En el capitulo segundo de esta primera parte sgeeaclos criterios de evaluacion que
figuran para el tema de lugares geométricos y e8nipara los descriptores
seleccionados. Nuevamente han sido extraidos deRéades Decretos 1513/2006,

1631/2006 y 1467/2007.

2.1. Criterios de evaluaciéon en primaria:

Descriptor

Primaria

Tercer ciclo

Distancias, paralelismo
perpendicularidad.

V5. Utilizar las nociones geométricas de paralelis
perpendicularidad, simetria, perimetro y superfigiga
describir y comprender situaciones de la vida il

En este criterio es importante detectar que lagdesites
han aprendido estas nociones y saben utilizaélositios
correspondientes para dar y pedir informacion.
evaluara si dichos contenidos son utilizados
propiedad para comprender y emitir informacio
diversas, en particular si son utilizados en lalteson de
problemas geométricos del entorno

Circunferencia. Cdonicas

Lugares geometricos
Propiedades geométricas

56. Interpretar una representacion espacial (crodeisin
itinerario, plano de casas y maquetas) realizguata de
un sistema de referencia y de objetos o situaci
familiares.

Este criterio pretende evaluar el desarrollo decialades
espaciales en relacion con puntos de refere
distancias, desplazamientos y, en ciertos cases, dg
coordenadas, mediante representaciones de esj

mo

Se
con
nes

Dnes

ncia,

Dacios

familiares.

Tabla 5: Criterios de evaluacion en el tercer ciclode primaria relacionados con los
descriptores de conicas y lugares geométricos
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Ensefianza de las cénicas y los lugares geoméencas de bachiller

2.2.Criterios de evaluacion en E.S.O.:

E.S.O.
Descriptor Primer ciclo
1°E.S.O. 2°E.S.O.
Distancias, 5. Estimar y calcular perimetrgs4. Estimar y calcula
paralelismo y areas y angulos de figurasongitudes, areas

perpendicularidad.

planas, utilizando la unidad (¢

medida adecuada.

Se pretende valorar la capacid

de estimar algunas medidas

figuras planas por diferente
métodos y de emplear la unid

y precision mas adecuada.

valorar4 también el empleo ¢
meétodos de descomposicion [
medio de figuras elemental

para el calculo de areas
figuras planas del entorno.

j&olimenes de espacios
objetos con una precisid

7

S5

acorde con la situaci
gulanteada y comprender los
d@ocesos de medid
rexpresando resultado della
adstimacion o el célculo en
Sa unidad de medida mas
ladecuada.

or

ehediante este criterio
dealora la capacidad para
comprender y diferenciar
los conceptos de longitu
superficie 'y volumen
seleccionar la  unida
adecuada para cada uno|de
ellos. Se trata d
comprobar, ademas, si

han adquirido la
capacidades necesarias
para estimar el tamafio de
los objetos. Mas alla de |a
habilidad para memorizar

formulas y aplicarlas, este
criterio pretende valorar
grado de profundidad en |a
comprension de lo
conceptos implicados en
proceso Yy la diversidad de

métodos que se es capaz|/de

poner en marcha.

Tabla 6: Criterios de evaluacion en el primer ciclode la E.S.O. relacionados con los
descriptores de conicas y lugares geométricos (S@u
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E.S.O.
Descriptor Primer ciclo
1° E.S.O. 2°E.S.O.
Circunferencia. 4. Reconocer y describir figuras
Conicas planas, utilizar sus propiedades
para clasificarlas y aplicar el
conocimiento geométricp

adquirido para interpretar |y
describir el mundo fisica,
haciendo uso de la terminologdia
adecuada.

Se pretende comprobar |la
capacidad de utilizar lgs
conceptos béasicos de |la
geometria para abordar
diferentes situaciones y
problemas de la vida cotidiana.
Se pretende evaluar también|la
experiencia adquirida en Ja
utilizacion de diferentes

5

elementos y forma
geomeétricas.
Lugares geométricos.4. Reconocer y describir figuras
Propiedades planas, utilizar sus propiedades
geomeétricas para clasificarlas y aplicar el
conocimiento geométricp

adquirido para interpretar |y
describir el mundo fisica,
haciendo uso de la terminologdia
adecuada.

Se pretende comprobar (la
capacidad de utilizar lgs
conceptos béasicos de |la
geometria para abordar
diferentes situaciones y
problemas de la vida cotidiana.
Se pretende evaluar también|la
experiencia adquirida en Ja
utilizacion de diferentes
elementos y formas
geomeétricas.

Tabla 7: Criterios de evaluacion en el tercer ciclode primaria relacionados con los
descriptores de cénicas y lugares geométricos (Cont
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E.S.O.
Descriptor Segundo ciclo
3°E.S.O. 4°E.S.O0.-A 4°E.S.O0.-B
Distancias, 4. Reconocer las4. Utilizar | 3. Utilizar
paralelismo y transformaciones que llevan dastrumentos, instrumentos,
perpendicularidad.| una figura geométrica a otfddérmulas y técnicasférmulas y
mediante los movimientos erapropiadas paratécnicas
el obtener  medidasapropiadas parp
plano y utilizar dichos directas e indirectasobtener
movimientos para crear SuUgn situaciones medidas
propias reales. directas €
composiciones y analizar, indirectas e
desde un punto de vista Se pretende situaciones
geomeétrico, disefios cotidianag;omprobar el reales.
obras de arte y configuracionedesarrollo de
presentes en la naturaleza. | estrategias Se pretende
para calcular comprobar I3
Con este criterio se pretendeagnitudes capacidad de
valorar la comprension de lpslesconocidas adesarrollar
movimientos en el plano, pargartir de otras estrategias para
que puedan ser utilizados comoonocidas, utilizar calcular
un recurso mas de andlisis [ds instrumentos demagnitudes
una formacion natural o en unaedida desconocidas a
creacion artistica. Eldisponibles, partir de otrag
reconocimiento de losaplicar las férmulas conocidas,
movimientos lleva consigo lgapropiadas y utilizar los
identificacion de sus elementpdesarrollar las instrumentos de
caracteristicos: ejes deécnicas y destrezasnedida
simetria, centro y amplitud deadecuadas paradisponibles,
giro, etc. Igualmente losrealizar la medicién aplicar las
lugares geometricos sd’ropuesta. formulas
reconoceran por sus apropiadas
propiedades, no por su desarrollar
expresion algebraica. las técnicas Y
destrezas
Se trata de evaluar, ademas] la adecuadas para
creatividad y capacidad para realizar la
manipular objetos y componer medicion
movimientos para generar Propuesta.
creaciones propias.
Circunferencia.
Conicas
Lugares
geomeétricos.
Propiedades
geométricas

Tabla 8: Criterios de evaluacion en el segundo cixlde E.S.O. relacionados con los
descriptores de cénicas y lugares geométricos
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Bachillerato
Descriptor Ciencias
1° 2°
Distancias, 3. Transcribir situaciones de 8. Transcribir problemals
paralelismo yl geometria a un lenguajeeales a un lenguaje grafico

perpendicularidad.

vectorial en dos dimensiones| ¢

utilizar

vectores para resolver

las operaciones caqrconceptos, propiedades
logécnicas

algebraico, utilizar

y
matematicas

problemas extraidos de ellagspecificas en cada caso

dando una interpretacion de |
soluciones.

La finalidad de este criterio ¢
evaluar la
utilizar el lenguaje vectorial

las técnicas apropiadas en c3
caso, como instrumento para
interpretacion de fendmeng
diversos. Se pretende valof
especialmente la capacidad p
realizar transformacioneg
sucesivas con objetd
geomeétricos en el plano.

capacidad para

ara resolverlos y dar una
interpretacion  de las
soluciones obtenidas
2@justada al contexto.

yEste criterio  pretend
@valuar la capacidad ¢

[¢2)

leepresentar un problema en
péenguaje algebraico p
agrafico y resolverlg

aegplicando  procedimientgs
sadecuados e interpretar
)riticamente la  solucion
obtenida. Se trata de
evaluar la capacidad para
elegir y emplear las
herramientas adquiridas ¢
algebra, = geometria
analisis y combinarla
adecuadamente.

n
Yy
5

Circunferencia.
Conicas

Criterio 3

Tabla 9: Criterios de evaluacién en Bachillerato rkacionados con los descriptores de
conicas y lugares geométricos (Sigue)
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Bachillerato
Descriptor Ciencias
1° 20
Lugares geométricos.2. Transferir una situacion real a
Propiedades una esquematizacion
geomeétricas geomeétrica 'y aplicar las

diferentes técnicas de resolucipn
de triangulos para enunciar
conclusiones, valorandolas |e
interpretdndolas en su contexto
real; asi como, identificar las
formas  correspondientes |a
algunos lugares geométricos del
plano, analizar sus propiedades
métricas y construirlos a partir
de ellas.

Se pretende evaluar la capacidad
para representar
geomeétricamente una situacipn
planteada, eligiendo y aplicando
adecuadamente las definiciones
y transformaciones geométricas
que permitan interpretar las
soluciones encontradas; en
especial, la capacidad para
incorporar al esquema
geomeétrico las representaciones
simbdlicas o graficas auxiliares
como paso previo al calculp.
Asimismo, se pretende
comprobar la adquisicion de las
capacidades necesarias en| la
utilizacion de técnicas propias
de la geometria analitica para
aplicarlas al estudio de las
ecuaciones reducidas de |as
conicas y de otros lugares
geométricos sencillos.

Tabla 10: Criterios de evaluacion en Bachillerato elacionados con los descriptores de
cobnicas y lugares geométricos (Cont.)

26



Miguel Mendia Betelu

Capitulo 3: Ejercicios, problemas y cuestiones tipo sobre lugas

geomeétricos y conicas en los libros de texto

Este capitulo contiene un andlisis de los ejersjgiooblemas y cuestiones presentes en
los libros de texto que se usan a diario en elroeamn el que el desarrollé mi practica
docente. Los cursos analizados son los dos cugd@egundo ciclo de la ESO y los dos
de Bachillerato, dentro de la modalidad de cienciklo que en las matematicas
aplicadas a las ciencias sociales no figuran lasca$ ni los lugares geométricos en
ningln momento.

Como el tema tratado no se da como tal hasta bactller, la seleccion de ejercicios,
problemas y cuestiones tipo realizada se ha heschtog diversos temas que tratan los
descriptores analizados en los dos capitulos peatesl Para facilitar su blusqueda al
lector se detalla con sub-‘sub-secciones’ el tened aial ha sido extraido el
ejercicio/problema/cuestion en cuestion, valgatundancia.

En 4° E.S.O. s6lo se analiza la opcion A. Y enaghiller sélo se analizan libros de la
opcion de ciencias.

3.1. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 3° ESO

Los siguientes ejercicios estan seleccionados detdmas 8 y 9 del libro de
Matematicas 3° E.S.O. de la editorial McGraw Hill.

Aunque los temas dedicados a la geometria sonlél 9el 11, que son geometria en el
plano, movimientos en el plano y cuerpos geométriegpectivamente, un ejercicio se
ha tomado del capitulo 8, funciones lineales esia del 9.

3.1.1. Extraidos del tema 8: funciones lineales

Actividad tipo:[X]Ejercicio[_]Problemd_|Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: Aungue este ejercicio no sea ni decednni de lugares geométricos,|es
uno de los primeros que se plantea a los estudiapte requiere, por llamarlo ge
alguna manera, entendimiento geométrico. Paraversmlno es preciso resolver ((a
estas alturas ya de manera mecanica) el sistermeudeiones, sino que puede hacerse
previo entendimiento de la relacién de la rectaekmplano con su pendiente y su
ordenada en el origen.

Ejemplo:
BE! Dadas las rectas:
r:3x-2y=-1
S:6x+y=2
a) Estudia su posicion relativa,

b) Representa las dos rectas en el mismo sistema
de coordenadas cartesianas.
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3.1.2. Extraidos del tema 9: geometria en el plano

Actividad tipo:[X]Ejercicio[_]Problemd_]|Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: Este es un ejercicio muy sencillo ém@e se aplica el teorema
Pitagoras. Sin embargo no basta con sustituir édraula, sino que hay que razor
un poco a partir de la misma.
Ejemplo:

Kl ;Eltriangulo cuyos lados miden 12,13y 5cm
es un triangulo rectangulo?

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_|Cuestién_]Situacion

ar

Descripcion: Aungue no lo explicita, este es umcge a realizar con regla y compas.

Hacerlo algebraicamente supera con creces el mixiglido en 3° de E.S.O. S

embargo, en este ejercicio aparece de manera hktudea de circunferencia como

lugar geométrico mediante la dltima pregunta.

Ejemplo:

FE Desde el punto P(-5, 0) traza las rectas tan-
gentes a la circunferencia de centro C(3, 2) y radio
3. ;Cual es la longitud del segmento que une el
punto P con los puntos de tangencia?

Actividad tipo:[X]Ejercicio[_]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Los puntos notables del triangulo soa manera estupenda de acerca
los lugares geométricos pues aunan propiedadeségécas como las distancias con
sencillez de representacién. Nuevamente se pideraswducion gréafica, con regla

n

se a
la
y

compas, pero es uno de los pocos ejercicios equies estas alturas aparece la nocion

de lugar geométrico.

Ejemplo: )
¥ [ Dibuja la circunferencia circunscrita al trigngulo
de vértices A4, -2), B{g, -1y (1, 2). (Utiliza instrumentos
de dibujo.)
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3.2. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 4° ESO

Los ejercicios extraidos para el curso de 4° dE.£0. opcidon A son del libro de
matematicas para dicho curso de la editorial Edi@ontiene 3 temas con contenidos
geomeétricos: el tema 8 de areas y volimenes, & fede trigonometria y el tema 10 de
vectores. Los 5 ejercicios seleccionados son aeh t20. Aunque en el capitulo 8 se
trata el teorema de Pitdgoras y algunas aplicasjar@®se han considerado ‘Utiles’ sus
ejercicios para con el resto del trabajo.

3.2.1. Extraidos del tema 10: vectores

Actividad tipo: X Ejercicio[_]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Aunque no se suele considerar comdaalecta en si misma tambign
puede verse como un lugar geométrico: pasandorppuato, todos sus puntos estan
alineados. Ademas es una de las piezas base esmel de coénicas y lugares
geomeétricos. Este tipo de ejercicios contribuyeuea el alumno se familiarice con las
rectas y sus ecuaciones en el plano.

Ejemplo:

ACTIVIDADES

6n punto-pendiente de la recia que pasa par el punto

. Indica tres puntos te dicha recta.

Actividad tipo: X Ejercicio[_]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Toda recta puede determinarse corpdo®s. Suena trivial, y lo es; pero
muchos alumnos calculan 3 6 mas a la hora de difupaiones lineales. Ademas este
ejercicio fuerza al alumno a seguir una serie dg@pa@revios para lograr la resolucion.

Ejemplo:
W 47. Datermina la ecuacion general de |a recta que pasa por
los puntos (1, 2) ¥ (3, =1).

29



Ensefianza de las cénicas y los lugares geoméencas de bachiller

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Este problema obliga al alumno a daanocion de vector directoy.

Primero para averiguarlo y segundo para deducipoogiedad de las rectas a partir
los mismos.

Ejemplo:
@ 49, Dadas las siguientes rectas, determina:
rex-3y+1=0 s=5x—y+8=0
a) Los vectores directores de r, 5.
b) ;Son paralelos sus vectores directores?

¢) ;Son paralelas las rectas r, 57

Actividad tipo:[_]Ejercicio[X]Problemd_|Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: Se esta pidiendo el punto medio. Efidad, en el plano hay infinitg
puntos medios dados dos puntos A y B (la mediatgzalumno, cuando se le pregunta

por primera vez, soOlo ve el que esta alineado. &stan bonito problema para este
nivel.

Ejemplo:

“ 66. Dados dos puntos A = (1, 4) ¥y 8 = (6, -3) encuentra un
punta alineado con A y 8 que se encuentre 3 la misma
distanciade Ay de 8
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Actividad tipo:[_]Ejercicio[X]Problemd_]Cuestiér_]Situacion

Descripcion: Por fin un problema de ‘letra’ en elegno se explicita lo que se quiere
preguntar. Y por una ilustracion que se incorp@sta es mas perjudicial que
aclaratoria. Estan pidiendo una recta paralela yaue falta una foto, en la que |as
proyecciones de las paralelas parece que se @rtahhorizonte, para ilustrarlo.

Ejemplo:

[@ 70. Un tren circula en lines recta y lleva la misma direccion que
marca larecta r=x—3y+5=0_ 5 pasa por el punto

A=, 1), seudl es la ecuacion de Ja recta gue determina
la via del tren?

3.3. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 1° Badler Ciencias

Los siguientes ejercicios, problemas y cuestioraes dido seleccionados del libro de
matematicas de 1° de bachiller de la editorial MeGHill. Este es el Unico curso (y por
lo tanto libro) en el que los lugares geométricdmsyconicas son tratados como tal en la
unidad 11.

Mas adelante se comentara lo qué es el aprendizaspiral y como se lleva a cabo en
la practica. El curriculo lo contempla y esta ptgesn muchos libros. En particular en

este también, y por eso hay ejercicios, problemasigstiones relacionadas con los
lugares geométricos y las conicas en otras unidgdesse han seleccionado en este
analisis. En particular se han seleccionado 3 deildad 10.

Llama la atencién la ‘poca letra’ presente en I@scecios/problemas/cuestiones del
tema. Precisamente los lugares geométricos est@endamente presentes en el mundo
cotidiano y la presencia de problemas contextuddigan el libro de texto en los que el
alumno tenga que buscar matematicas en la readieldd un aliciente estupendo. Sin
embargo, todos los enunciados buscan o una recta,lwgar geométrico dado, o una
posicion relativa...
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3.3.1. Extraidos del tema 10: Geometria analitica.

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_|Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: Este problema es muy completo puesiigeg] conocer qué es |
paralelogramo, manejo de rectas en el plano y cemaerbien sus posiciones relativ
Para resolverlo es preciso que el estudiante lgalilnediante un croquis, en el pa
y fije una serie de pasos para su resolucion. aHasiora, siempre que hak

paralelogramos u otras figuras planas se pediaalelllo del area, perimetro.|..

mediante el empleo de féormulas. En este caso hayogmocer las propiedad
geomeétricas que cumplen sus lados para resol®dotea un conflicto al alumno.

Ejemplo:
2= Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son
los puntos A(1, —3), B(2, 2) y ({—3, 0). Calcula las
coordenadas del cuarto vértice.

R: O(—4, —5)

In
as.
pel
Dia

Actividad tipo: X Ejercicio[_]Problemd_|Cuestién_|Situacion

Descripcion: Ejercicio tipo de posicion relativarerrectas. A estas alturas es mas
deseable que el alumno no lo resuelva medianteesalucion del sistema ¢
ecuaciones, sino que lo haga previo célculo detalignte y la ordenada en el orige
razonando sobre estas. Un punto positivo de estei@p es que salen todos los ca
posibles de posiciones relativas entre rectas plaeb.

Ejemplo:

17> Estudia la posicién relativa de cada uno de los si-

guientes pares de rectas:

a2y —y+5=035: i B
—1 1

; = X 4 y=1
Brx+2y+2=0,5:—=
- 2

i xX=4# X'l _|."‘2
'.:I I_=-_~‘_5l'r.5:—: — -
T . 1 —5

XX _YFE o 3x+y=0
1 —3
elrnx—y+2=0sx—2y+3=0

R: a) Se cortan en P(—1, 3); b) Paralelas; c) Coinciden-
tes; d) Paralelas; e) Se cortanen P(—1, 1).

que
le
ny
50S
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Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Esto ya es un problema en condicianes requiere saber qué es
cuadrado, reconocer sus elementos, el empleo dandiss y la manipulacié
algebraica de todos estos conceptos. Es quizasobsrema demasiado exigente pq
dentro de la unidad de geometria analitica, aurajumismo tiempo una mane
estupenda de entrar al tema de lugares geométAcosue el enunciado es basta
explicito, el alumno tiene que leerlo con cuidadoterpretarlo adecuadamente.

Ejemplo:

44> Un cuadrado tiene una diagonal sobre la rec-
ta 2x—y+3=0. Uno de sus vértices es el punto
A(2, 2). Halla los otros vértices y la longitud de la
diagonal.

R: (=2, 4), (1,5), (—1, 1); diagonal =/20.

un

>

ara
ra
nte

3.3.2. Extraidos del tema 11: Lugares geométricos. Conicas

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_|Cuestién_|Situacion

Descripcion: Podria dudarse en clasificar esté lpnaéd como ejercicio 0 no. L
experiencia demuestra que es un problema en tgta B alumno tiene que aplicar
generalizar el concepto de distancia punto-punéb ge distancia punto-recta. Sal
hacer esto algebraicamente es la base para peaddraematematicamente problen
de lugares geométricos. Conviene dar la ecuacidargkde la recta (como es el ca
porque no hacerlo es una variable didactica coreditie

Ejemplo:

1> Determina el lugar geométrico de los puntos del plana
gue equidistan del punto A(2, —3) y de 1a recta
x—2y—1=0.

Re 4x%+ 7+ dxy — 18x + 26y + 64 =0,

a
y
ner
as
50)

Actividad tipo:[_]Ejercicio[_]Problem&aXx]Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: A pesar de que el resultado sea tdaagesto es lo que menos interesa
esta cuestion. Aqui se plantea al alumno pengsaw,splo una forma de resolverlo si
dos. Que el alumno se enfrente y entienda estégmnales muy positivo.

Ejemplo:

1 de
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21> Idea dos métodos diferentes que permitan decidir si
" la recta 4x + 3y — 8 = 0 es exterior, tangente o secan-
te a la circunferencia (x — 6)* + (¥—3)*=25, Razona

la respuesta.

R: Es tangente

Actividad tipo:[X]Ejercicio[_]Problemd_|Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: Ejercicio tipo de emplear la ecuaaénodnica de la elipse. No es pregiso
entender qué es un lugar geométrico para su rédnlutan solo requiere conocer las
férmulas y un manejo algebraico basico.

Ejemplo:

29> Halla la ecuacion reducida de las siguientes elipses:
a) distancia focal £ y semieje menor 3,
b) semidistancia focal 3 y eje mayor 10, =
c) pasa por el punto (8, 3) y su excentricidad es i
d) pasa por (—4, 1) y eje menor 6, 2
e) pasa por (3, 1) y (0, 2).

2 4 2 2 z
R: a}x_l_y__ ,h]i - * }x—-rvz:
13 9 25 16 g 25
2 [ 2
d) =+ =) L1 ¥
18 9 12 4

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_|Situacion

Descripcion: Este es un problema que aunque aippweda resultar facil, su
resolucién puede resultar muy pesada en una clas&®dle bachiller. Conviene
resolverlo antes de llevarlo a clase y de todasdsrpuede liar mas que ayudar. Sj se
guiere hacer problemas de posiciones relativagaags y otras relaciones en el plano,
mejor que sean con circunferencias, que ayudalumn® a entender mejor qué es|un
lugar geométrico en vez de confundirle con manipafes algebraicas
discriminantes, ...

Ejemplo:
52> Halla la ecuacién de la tangente y de la normal a la
parabola (x—1)*=2(y —2) en &l punto A{3, 4).

R: Tangente, 2x—y—2=0; normal, x+2y—11=0.
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3.4. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2° Badler Ciencias

Los ejercicios de 2° de Bachillerato han sido édts del libro de mateméticas de
editorial Edebé. Dicho libro dedica 5 temas a langetria; 2 de ellos a los vectores

la
en

el espacio, uno a la geometria afin, otro a la g&éanmétrica y un dltimo tema de
curvas y superficies que en opinion del autor seuwgpoco de los objetivos. Los

ejercicios/problemas/cuestiones han sido extraldasstos tres uGltimos temas.

En este libro no se vuelve a hacer mencion exalttét lo qué es un lugar geométri
Tampoco hay ni rastro de conicas entendiéndola® dogares geométricos.

3.4.1. Extraidos del tema 6: geometria afin

CoO.

Actividad tipo: X Ejercicio[_]Problemd_|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Ejercicio tipo de 2° de bachiller. Dpssibles vias de resolucion. U
primera seria tratar de resolver el sistema pamui no haria falta el empleo de

geometria como tal. La otra via, la deseable, ststn hacerlo matricialmente,

entendiendo la recta como interseccion de dos plawvector director... Supone
escalon superior tras la resolucion de este migmoale ejercicios en el plano.

Ejemplo:

24. Determina la posicidn relativa de ry r'en cada caso:
X=3 ¥y+3 _z-1
4 - Ax-y-1 b)r: = —
) _ |3x y=21=0 ) 3x-y 0 > 5 a

rl.
|sy-32-3=0 5x-22-10=0 (X, ¥, 2) = (3,3, 1) + k(1,-3,-2)

na
la

LN

Actividad tipo: X Ejercicio[_]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Otro ejercicio similar. En cierto modograr una buena comprension

los lugares geométricos en 1° de bachiller puedmrhal alumno afrontar estos

problemas con una mayor tranquilidad.

Ejemplo:
31, Indica la posicién relativa de las siguientes rectas y planos respecto de |os gjes y plancs de referencia:
a |x—z-5=0 c) |x=2 g [x=2 g}_!x-(}
.:Y:E Y:—S -f'u‘-‘—'l-lk .2:1
lz=1
b) y=0 d x=23 f) 3z=-5 h) By -2x =0

de
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3.4.2. Extraidos del tema 7: geometria métrica

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_|Situacion

Descripcion: Si en 1° se calculaba la distanciadg@uecta ahora se pasa a la distan

punto-plano. Ademas luego se pide un plano paraésadecir, un lugar geométrico.

Este es un buen problema.

Ejemplo:
29 Calcula la distancia del plano n al origen de coor-
denadas.
n3x+y-5z—-17=0
— Escribe la ecuacion de un plano paraleio al an-

terior pero situado a una unidad del origen de
coordenadas

cia

Actividad tipo: X Ejercicio[_]Problemd_|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Aqui no vale con resolver el sisteraaeduaciones, hay que dar un p
mas. Este es un buen ejercicio en el que el alusenenfrenta a las rectas dadag
diversas formas y en el que tiene que seguir ummigatrén de razonamiento pa3
resolverlo.

Ejemplo:
== Halla la distancia entre los siguienles pares de rectas:
) rilxy2) =01,7.00+ k(2.3 ) ,_r_:1 gD
o
. X y-=>3 zZ+1 o 2 - ; A
— e = — (. v.2)=(3,1,2)+ k(1,4,-1
r > 3 . ¥ ( :
8 riixy.z) =210+ k(1,-2 2
b) I”_J.‘H.lr—y—21—{}' 4 . )
“|s5y-3z-3=0 ppX=1_y-3_z+2
2 -3 2
pil RS Sl=0 p . X-8_y+3_z-1
|5x~22-10=0 / R R T
c) i [x+y=-1=0 re(x,y,z) = (3, -3, + k(1,-3 -2
‘| 2y+z=0 g pE=l YTz
X=5 y+3 _z 2 1 3
| R R T x-—2y-3=0
dyv-z+3=0

Aso
de
ra
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Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Lugar geométrico como tal. Se pod&gpntar de otra manera evitan
decir que salen dos planos como solucién. Es un louey problema aunque no
posible que los alumnos se enfrenten al mismo gongues de los problemas tipo ¢
caen en selectividad. Lo que lo hace interesanta ieslusion de esa 32 dimension,
z.

Ejemplo:

32. Determina los planos bisectores a los planos w, ¥
r.siendo % 5x+2y+Z-3=0ym.2x+5)y=0.

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_|Situacion

Descripcion: Resolver este problema requiere seguarserie de pasos que el alumno

do
es
ue

la

tiene que fijar. No tiene mucho de lugares geom@drpero si de la filosofia que hay

que seguir a la hora de tratar muchos problemésseque aparecen.
Ejemplo:

Halla el plano que contiene el punto A= (1,2, -3), es
paralelo a r: x— 3= y= z + 1, y perpendicular a
R2x-y+2-1=0

Solin:2x+y-32-13=0

3.4.3. Extraidos del tema 8: curvas y superficies

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_|Cuestiérn_]Situacion

Descripcion: Este es uno de los pocos problemakb®mue hay ‘letras’, es dec
parametros. Sin embargo es de un nivel muy suparigue cabria esperar en bachil
Parametrizar la circunferencia es pedir demasiado.

Ejemplo:

3. Halla una representacion en ecuaciones paramétricas de |a circunferencia de centra C =(a, b) y radio r,
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Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Problema igual a los que habia enuescc anterior. Nuevamente
cuestiona donde comienza la importancia geoméyritermina la algebraica. Nivé
bastante elevado.

Ejemplo:

5. Halla la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a las siguientes conicas que pasan por el punio indicado
en cada caso:

a x*+y*-8x+3=0 P=(1,2) c) 2x% —y?iBx+2=0 P =(0,-+2)

B) y* =8x P=(24) d x*+ )y +6x—-8By+16=0 P=(-3T7

Actividad tipo:[_]EjercicioX]Problemd_]|Cuestién_]Situacion

Descripcion: Este ultimo problema esta bien, peraliéicil que se vea en un curso

normal de 2° de bachillerato.

Ejemplo:

62. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio
cuya suma de distancias a los puntos (0, 0, 2) ¥
(0, 0, -2) sea &.

Sol.: 100x2 + 1002 + 3622 - 225 =0,
Elipsoide de revolucian
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Capitulo 4: Resultados

En el presente apartado se analizan los tres t@pipwevios tratados en esta primera
parte del trabajo. Para dicho analisis, se ha edpleomo libro de matematicas de
referencia el siguiente: Elementos de geometriai; dé. Brufio. La eleccion de este

libro ha sido una recomendacion del Dr. Gustavdhdac director del presente

documento.

El libro de referencia es bastante caracteristioncretamente la edicion impresa
utilizada data de 1927 y tiene un enfoque orientadla ensefianza secundaria y
preparatoria de aquel entonces. Tiene un enfoqueletamente distinto al de los libros
de texto en la forma de mostrar los contenidos.

Este andlisis es muy importante de cara a entdadgasposicion didactica que se
produce, en particular con el tema de lugares gemne y conicas. De ahi el contar
tanto con los libros escolares mencionados previeaneomo con un libro de saber
‘superior. El capitulo tiene dos secciones, la prartrata las ausencias y presencias en
el curriculo y en los libros de texto, y la segurmntrada en la relacion entre los libros
de texto y el curriculo.

4.1. Ausencias y presencias en el curriculo y en los tds de texto

El aspecto que mas sorprende y dificulta el estul#iola didactica de los lugares
geomeétricos y las conicas es su especificidad sbBnse menciona lugar geométrico en
el curriculo en los cursos de 3° de E.S.O. y sadhiller. Ademas, en bachiller sélo se
estudian en la opcion de ciencias cursada por alamue en un futuro encaminaran sus
vidas hacia las ingenierias o hacia la salud. Ededd E.S.O. s6lo se ha analizado la
opcion A. Por eso es muy importante la labor decdruana serie de descriptores que
recojan nociones previas y relacionadas con laudarlgeométrico a lo largo del
curriculo.

En relacion a los descriptores, los contenidositgrass de evaluacion relativos a los
mismos tanto en el curriculo como en los librosteldo se presentan en forma de
espiral. Aunque las ausencias comentadas en ehfpaanterior dificultan el
aprendizaje, en general es cierto que para paltgrira los conocimientos relativos a
un curso se parte de los conocimientos adquiritlogreo anterior dando una ‘vuelta de
tuerca’ mas. A continuacion se muestra como.

En lo relativo a distancias, en el segundo cicldadE.S.O. los estudiantes aprenden a
aplicar el teorema de Pitagoras en la resoluciépraelemas y a familiarizarse con las
posiciones relativas. Esta base y sobre todo laiadg en el tema de geometria
analitica plana son fundamentales para poder pasate tema. En 2° de bachiller el
manejo de distancias y de relaciones en el espgei@ce en la geometria en el espacio.

Aunque los alumnos conocen la circunferencia, €8itaentra en el temario de 3° de la
E.S.O. junto con los cuerpos de revolucién. Vueventrar en el temario en 1° de
bachiller. La diferencia, en lo que respecta a dsgeriptor, esta entre los alumnos que
cursan dibujo técnico y los que no lo hacen.
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Finalmente, referente a las propiedades geométessas se tratan en 3° de la E.S.O.,
en 4° el enfoque de la geometria cambia y pasantmacge en el calculo de areas,
volimenes, alturas... hasta llegar a Bachilleratoddooomprender las propiedades
geomeétricas, no solo de forma grafica sino algebraiobra muchisima importancia.

Para ver esto en los libros de texto se han rellimaas tablas en las que se recogen los
temas relacionados con los descriptores analizado$os distintos libros de texto
analizados.

3°E.S.O.

8. Funciones lineales:
Obtencion de la ecuaciéon de una recta
Posicién relativa de dos rectas

9. Geometria en el plano:
Circunferencia
Figuras circulares

11. Cuerpos geomeétricos:
Cuerpos de revolucion

Tabla 11: Temas del libro de texto relacionados ef3° de E.S.O. con los descriptores
analizados

4° E.S.O.

8. Areas y volumenes:
Teorema de Pitdgoras
Aplicaciones del teorema de Pitdgoras
Figuras circulares
Cuerpos de revolucion

10. Vectores:
Ecuaciones de la recta

Tabla 12: Temas del libro de texto relacionados ed® de E.S.O. con los descriptores
analizados
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1° Bachiller

10. Geometria analitica:
Recta en el plano
Posicion relativa de rectas
Distancias en el plano
Aplicacion: determinacion de los puntos notablesmé&iangulo

11. Lugares geométricos. Conicas:
- Definicién de lugar geométrico
Circunferencia
Determinacion de una circunferencia
Posicion relativa de una recta y una circunfereriRegta tangente
Potencia de un punto respecto a una circunferencia
Elipse
Hipérbola
Pardbola

Tabla 13: Temas del libro de texto relacionados ef® Bachillerato con los descriptores
analizados

2° Bachiller

6. Geometria afin:
Rectas en el espacio
Planos en el espacio
Posiciones relativas

7. Geometria métrica:
Distancias
Resolucion de problemas métricos

8. Curvas y superficies:
Curvas en el plano en coordenadas cartesianas
Superficies en el espacio en coordenadas cartgsiana

Tabla 14: Temas del libro de texto relacionados eB° Bachillerato con los descriptores
analizados

Las diferencias entre el texto de referencia ybeblde texto son considerables. Es mas,
salvo las similitudes matematicas (ambos tratan néemas nociones), es dificil
encontrar puntos en comun. Con esto no se pretealdear uno u otro de forma
negativa, simplemente remarcar dos enfoques distint

Una de las diferencias principales esta en el d#karAl margen de la profundidad
alcanzada por uno u otro texto, el libro de textote de la definicibn de lugar
geomeétrico para luego definir las cuatro conicasntnas que en el libro de referencia la
nocion de lugar geométrico es algo anecdético. pawesce su definicion como tal y las
conicas se definen como curvas tales que sus paaioplen tal o cual propiedad. De
hecho se trata en un primer capitulo la circunfdeey en otro aparte, titulado ‘curvas
especiales’ las otras tres conicas restantes (@ntionar la palabra conica).
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El desarrollo del texto de referencia es mucho t@dsco. Construye el conocimiento
requerido en cada capitulo a base de formular rease corolarios y escolios,
demostrarlos y resolver algiun que otro problemdogoellos, eso si, en funcién de
parametros.

Seria impensable un enfoque similar en un libroteldo. En este cada tema se

introduce, las definiciones son minimas y la presede teoremas y demostraciones se
reduce al maximo (y no suele darse). Ademas hagiej@s mas sencillos para que el

alumno se familiarice con los conceptos y su agidcay finalmente problemas.

Pero sobre todo, la principal diferencia est4 etnaghmiento. Por ejemplo, en el tema
de circunferencias del texto de referencia se estacksta, su centro, el diametro, los
arcos, posiciones relativas de puntos, rectas gurdierencias con respecto a otra
circunferencia, pero no se hace en el plano cartesies decir, la circunferencia no se
presenta como una relacion en la que aparecey 8'g,estan igualadas a cero.

Esto me sugiere la siguiente cuestion. ¢Qué tratdmies mas adecuado usar? ¢Un
tratamiento puramente geométrico u otro en el qugelometria se ‘mezcla’ con el
algebra? Tras haber vivido mi plan de estudiossgo\este nuevo creo que en ambos, al
nivel de 1° de bachiller, es mas adecuado el qu#astea en los libros de texto. Sin
duda. No obstante se corre el riesgo de inclinglesmasiado hacia el algebra y
descuidar la parte geométrica, aspecto del cuahi@pinion peca el libro de texto.

Sin haber encontrado similitudes evidentes, es#disa contrasta un libro con un
enfoque muy matematico-geométrico con los librosedtéo actuales. La comparacion
no es ni mucho menos odiosa, sino que abre nuerapqztivas y justifica de manera
adecuada el enfoque visto en los libros de textmales.

4.2.Coherencia de los libros de texto en relaciéon coh eurriculo

Antes de entrar en comparaciones con el currialloante la elaboracién de este
trabajo se ojearon varios libros y se llegé a lactgsion de que todos son bastante
similares entre si. Las diferencias principaleseseuentran en la distribucion de los
temas, siendo los mismos en un 90%, en el nimedosdejercicios (no tanto en el
estilo) y sobre todo en la presentacion.

A priori, la coherencia de los mismos con el cuidces clara. A posteriori no tanto.
Por ejemplo, en el libro de 3° de E.S.O. analizamlbay ninguna alusién a la nocién de
lugar geométrico. Subjetivamente es un libro estdpeen lo referido a presentacion de
contenidos, ejercicios y claridad.

Con el libro 2° de bachiller sucede justamente dotrario, este trata una serie de
contenidos que estan fuera del curriculo.

En el resto de casos la coherencia es clara, l®@gude esperar ya que es el curriculo
oficial recogido en los reales decretos el que enbrs contenidos minimos en la E.S.O.
y los contenidos en bachiller. Parte de las difeieenentre libros subyacen en lo que se
conoce como curriculo oculto. No es objetivo de éstbajo su andlisis salvo cuando
afecte a la didactica y en el caso concreto ded lile texto seguido durante la estancia.

Otras diferencias se deben a ciertos contenidasoadies ofrecidos por los libros, que
generalmente se adelantan al curriculo sin llegaofundizar demasiado. En vista a los
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mismos es el profesor quien escoge el libro predetdar dichos contenidos en el curso
por adelantarlos a los estudiantes para otros afos.

Esto no sucede en lo referido a los lugares geausgty las conicas. Como ya se ha
comentado es un tema ‘aislado’ en 1° de bachillerrgquiere un salto de conocimiento
relativamente alto y no presenta una continuidadesewe con el curriculo de 2° de
bachiller. Por eso, todo indica a pensar que estanéema que en muchos centros no se
deé, bien por tiempo, bien por avanzar con contengiee resulten mas necesarios en 2°
de bachiller.
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Esta segunda parte esta nucleada en torno tematishopdurante
las practicas realizadas durante los meses deyabrdyo del afio
2012 en el colegio San Ignacio (Jesuitas) de Paraplo

Se va a realizar un analisis de la docencia dehtdm lugares
geomeétricos y coénicas en 1° de bachiller. Su dasaresta

estructurado en 4 capitulos. En el primero de ekoga a analizar el
tema en el libro de texto. En el segundo capiteloesumen las
dificultades y errores previsibles que pueden emapios alumnos
al enfrentarse a este tema. El tercer capitulogee@ proceso de
estudio realizado y el cuarto analiza una serie re®ultados
obtenidos durante la estancia en el centro.

Finalmente se ha elaborado una breve sintesis,ai@éatr
conclusiones y planteado varias cuestiones abiedasecuencia
tanto de la experiencia como de su posterior agalis
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Capitulo 5: Lugares geométricos y conicas en el libro de textde

referencia

En este capitulo va a analizarse el tema 10 da tle texto de matematicas de 1° de
Bachillerato de la editorial McGraw Hill. El tituldel tema es ‘Lugares Geomeétricos.
Conicas’. Durante las practicas en el centro ested libro de referencia en todo

momento.

A la hora de elaborar la primera parte del analigistema en el libro de texto se ha
usado como texto de referencia el articulo ‘Angl@mitosemidtico de una leccion sobre
la suma y la resta’, de Juan D. Godino, Vincenct BoMiguel R. Wilhelmi del afio
2006.

5.1. Objetos matematicos involucrados
El andlisis de los objetos matematicos involucraamoba hecho de manera semejante a

la configuracion epistémica ‘empirica’ presente lanpagina 139 del articulo de
referencia.

Lenguaje

Verbal:

Lugar geométrico, puntos, propiedad geométricajdesiancia, distancia, mediatrig,
segmento, angulo, bisectriz, recta, plano, expnesiatematica, circunferencia, centro,
radio, ecuacion, posicion relativa, tangente, secarecta exterior, recta normal,
potencia de un punto respecto de una circunferemtigse, focos, constante, ejes,
semi-distancia, conica, ecuacién reducida o caadmgcentricidad, hipérbola, valpr
absoluto, asintota, hipérbola equilatera, ecuaasimotica, parabola, directriz

Grafico

Representaciones en ejes cartesianos, dibujosmatjoes (sin letras), proyeccionrzs
de figuras tridimensionales, dibujos instructivoeno trazar una elipse con un hilo,
por ejemplo) No hay ninguna sola foto excepto léad@imera pagina.

Simbdlico:

— — "#"$  $% &

Tabla 15: Configuracién epistémica “empirica” de laadicién y de la sustraccion. Parte del
lenguaje.
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Situaciones

Problemas descontextualizados en los que dadaseanacion de algun lugar

geomeétrico se pide el calculo de algun elementonieho.

Problemas descontextualizados en los que dadaseanacion de algun lugar

geomeétrico y alguna condicion adicional se pidemheinar otro lugar geometrico.

Problemas descontextualizados en los que dadosarieade datos relativos al lugar

geometrico que se explicita, se pide su deternmaaligebraica.

Problemas contextualizados en los que el alumnoe tigue determinar el luga
geometrico sin a priori conocer de cual se trata.

Problemas contextualizados en los que el alumme tgpie idear una serie de pasos

previos a su ejecucion para despues llevarlos @ (¢euristica).

Tabla 16: Configuracion epistémica “empirica” de laadicion y de la sustraccion. Parte de

las situaciones.

Conceptos

Previos

Recta en el plano.

Posicion relativa entre rectas.

Distancias en el plano entre dos puntos y entfeunito y una recta.
La circunferencia y sus propiedades. El cono.

Coordenadas y graficas cartesianas.

Emergentes

Propiedad geométrica y lugar geomeétrico. Conicas.
Generalizacion algebraica de la distancia puntdepyipunto-recta.
Posicion relativa entre distintos elementos gedot&ren el plano.
Resolucidén sistemas de ecuaciones no lineales.

Relacion matematica.

Tabla 17: Configuracion epistémica “empirica” de laadicion y de la sustraccion. Parte de

los conceptos.

Procedimientos

Descontextualizacion del enunciado del problema

Contextualizacién de enunciados descontextualizados

Encontrar la expresidon matematica de una propigdachétrica.

Calcular las ecuaciones de lugares geométricobparm.

Manejo de expresiones no lineales: circunferemaeabola.

Comprobar si un punto pertenece a un lugar gearnétri

Determinar la posicion relativa entre distintosve@tos geométricos: recta con conic
Obtencidén de rectas que satisfagan determinadakscommes.

Obtencidén de circunferencias que satisfagan detegas condiciones.
Reconocimiento de los elementos caracteristicdasdgistintas conicas.
Representar graficamente un lugar geomeétrico seg@xpresion matematica.

as.

Tabla 18: Configuracion epistémica “empirica” de la adicion y de la sustraccion:
procedimientos
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Propiedades

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos qugpéen una determinada propiedad
(geométrica).

Descrita la propiedad hay que encontrar su expraaitematica.
La circunferencia, la elipse, la parabola y la Hipé son lugares geométricos.
También reciben el nombre de cénicas.
La circunferencia es el lugar geométrico de lostgaimel plano que equidistan una
distancia fija llamada radio de un punto fijo lladoacentro.

La elipse es...

Una recta puede ser exterior, tangente o secamnta aircunferencia. (En el plano)
Hay varias formas de determinar una circunferer&ipuntos no alineados es una|de
ellas.
La hipérbola y la elipse pueden expresarse coreanacion que recibe el nombre |de
ecuacion reducida o canonica. S6lo vale para si€deos.

Tabla 19: Configuracién epistémica “empirica” de la adiciébn y de la sustraccion:
propiedades

5.2. Analisis global de la unidad didactica

A continuacion se presenta un analisis mas detatieda unidad didactica, es decir, el
tema de lugares geométricos y conicas del librteg®® de matematicas de la editorial
McGraw Hill. Dicho capitulo se ha escaneado y sgirdd en el anexo A de este
documento.

El tema esta estructurado de la siguiente manera:
Definicion de lugar geométrico
Circunferencia
Determinaciéon de una circunferencia
Posicion relativa de una recta y una circunfereriRegta tangente
Potencia de un punto respecto de una circunferencia
Elipse
Hipérbola
Parabola
Problemas resueltos
Problemas propuestos
10 cuestiones basicas. 2 cuestiones para investigar

Con un rapido vistazo puede apreciarse que todasmidades comienzan en una pagina
impar en la que hay una imagen a color y contieasiguientes elementos:

El nimero de la unidad y el titulo sobreimpresiasaehn |la parte superior.
Los objetivos de la unidad en la parte inferior.

La ilustracidn de inicio estd y no esté relacioneda el tema al mismo tiempo. En el
tema que se trata aparece una llanta de aleaci@h gqure aparecen circunferencias y
unos huecos con forma de parabola. Sin embargegrnitace ninguna ilusién a esta
ilustracion al comienzo del tema.
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Todas las unidades del libro siguen el mismo esqugrtienen una extension mas o
menos similar, entre 20 y 30 paginas. Habiendori@adles en total, el libro contiene

421 péginas; un libro bastante contundente. Encplat este tema ocupa 24 paginas y
alberga un contenido relativamente denso y nuempcse vera mas adelante.

Lugares geométricos.
Conicas

étricos asoriadoe a fugares ‘geométricos,

Figura 1: Primera pagina del tema en el libro

En la pagina siguiente se empieza de lleno conemlat la definicion del lugar
geométrico. Todas las definiciones ‘clave’ del temparecen en un rectangulo verde,
con la nocién definida en negrita.

Se llama lugar geométrico a un conjunte de puntos que cumplen
minada propiedad.

Figura 2: Definicion de lugar geométrico en el libo de texto
Después se plantean y resuelven dos problemasxtamiteados: el calculo de la

mediatriz y de la bisectriz. En el margen de laiierfa se incluyen tanto unos dibujos
orientativos como la solucién al problema que satela y resuelve de la mediatriz:
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ra
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Fig. 11.2.

S — | _f.
Fig. 11.3.
Figura 3: Dibujos auxiliares que figuran en el margn.

Este tipo de dibujos esta presente por todo eludapy son fundamentales para que el
alumno obtenga una referencia visual de lo que lestéendo. Junto con este tipo de
dibujos, los margenes también estan sazonadosreomerdas’, como este acerca del
valor absoluto.

Que dos expresiones sean iguales en
valor absoluto equivale a que sean
iguales u opuestas.

[Al=[g|=1 ¢

Figura 4: Recordatorios presentes por el libro deexto

Cuestion aparte de que los alumnos reparen o Bbuao correcto del valor absoluto en
el ejercicio de la bisectriz, recordarlo nunca e#dmas y esta es una aportacion
positiva del libro. Podria potenciarse més refagmola en el propio contenido del

libro en el que aparece una ecuacion con un vdisolato, pero esto es una opinion
personal.
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El esquema general del libro, si se tomara unanpaagieatoria, seria como el de la
pagina 209 que trata el punto 11.2: la circunfaeengén primer lugar se planta su
definicion con letra.

P

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidis-
tan de un punto fijo llamado centro. La distancia del centro a un punto de la
circunferencia se llama radio.

Figura 5: Definicion de circunferencia en el librode texto

Y después se caracteriza tanto graficamente conbenmaicamente; es decir, dando la
ecuacion de la misma.

y S1: el centro de la circunferencia es el punto C(a, b) v su ra-
P(x,y) dio r, cualquier punto P(x, ) de la circunferencia verificara
// /\ la propiedad d(P, C) =r; es decir:
/ I “L I o
[ / \ Vix=af +(y—bF =r < (x—af +(y—bF=r?
., C(.ib) que es la ecuacion de la circunferencia.
\ / Desarrollando estz expresién se obtiene:
\‘_h___"/ B+ —2ax—2by+ ot + b — F=0.
¥ Lllamando m=—2a, n=—2b, p=0a*+ b — 1, obtenemos:

_ ¥Y+y+mx+ny+p=0.
Fig. 11.4.

Figura 6: Representacion y ecuaciones de la circuerencia presentes en el libro de texto

Las ecuaciones consideradas ‘clave’ en el libraesearcan sombreandolas con un
rectangulo azul. En este caso se ha consideradmadt®e remarcar dos expresiones
algebraicas para la circunferencia, la dada porceniro y el radio y la anterior
desarrollada. Este tipo de cosas son las que pateec gran medida la dependencia de
los estudiantes a usar las formulas como calcudaden las que no hay mas que
introducir los nimeros que se dan en los lugaresuatios y ‘voilda’, la soluciéon. Este
hecho se evidencia en las continuas preguntas téuli@s clases acerca de si hay que
saberse esta formula o se le va a dar.

Personalmente, y esta es otra valoracion, el algoeste documento sélo hubiera
remarcado esta expresion:

d(P, C)=r

Figura 7: Definicion de circunferencia usando la ncion de lugar geométrico
Que figura en la tercera linea del primer parraiangque este apartado pretenda ser el
mero analisis de la unidad didactica planteadaepbbro, son este tipo de detalles los
gue, como se vera a la postre, justifiquen las dasdadoptadas.

De vuelta al libro, tras el planteamiento de lasaemnes se plantea y resuelve un
ejemplo descontextualizado, nuevamente con reswiupiafica.

54



Miguel Mendia Betelu

33 se representa la circunferencia mediante esta dltima ecuacion:

(-2)+ 9)->.

A 2
y Veamos dos casos:

11 a) La Circunferencia de radio r=3 y centro ((1, —2) tiene por
. o ecuacion (x —1)* +(y+2)°* =3? o desarrollando esta expresién,
o /1 1 2 8\ X siseprefiere, ¥+ y*—2x+ 4y—4=0.

I - b) La ecuacion x*+ y* —6x + 8y =0 representa una circunferen-
“C(%T}—__ cia de centro ((3, —4) y radio r=5, pues:
L J' |

-5 8%\ g I —g¥ Y =
5 o f(-yf—ﬂ=(3,—4) yr= |(_- EﬁJ + [._ 2| - 0=v25=5

m n
su centro es el punto C[—E,—E}; su radio es r=

2,

A este resultado puede llegarse completando cuadrados. Qbserva:
Fig. 11.5. Xyt —bx+8y=0 = (x*—6x+9)—9+(y*>+8y+16)—16=0
> (x=3) +(y+4p =5¢

Figura 8: Resolucidn de una circunferencia emplearallas formulas del libro

Después hay otra resolucion de un problema de &egnel planteamiento de una
actividad muy similar a los dos ejemplos anteriores

T NPT T 1y
T
TN
L | = 4 N x
2f | A 2\ 3 \
Encuentra la circunferencia concéntrica con x® +y? — 3x + 2y + 2 = 0 que ten- ‘f 11 ‘ j |
ga radio /5. T Ve S A
El centro de la circunferencia dada es C[ —;,——'=|—,71 . la cir- : /
\ 2 2/ \2 3 \__/

. A —\2 |
cunferencia buscada tendrd por ecuacién Ixf§| +(y:—1)?:(q‘5) < Fig, 11.6.

=> X'yt — 3t 2y -1 < 4+ 4 — 12x+ 8y —7=0.

4
— — - —_— — - H H - i
: Actividades 4

1> Encuentra una circunferencia concéntrica con x2 + ¥+ 2x+y—1=0 que pase por el punto P(2, —1).

Figura 9: Ejemplo y actividades relativas a la ciranferencia en el libro de texto

R+ +2x+y—8=0

A lo largo de las 8 secciones de este capitulo h@jemplos con sus respectivas 7
actividades, una por seccion si exceptuamos lacdddi a la definicion del lugar
geométrico. Resulta que los 7 ejemplos con suseréiejos pueden resolverse mediante
el empleo directo de las respectivas expresiones aparecen sombreadas en cada
seccion o empleando dichas expresiones tras madifia ecuacibn mediante
manipulaciones algebraicas como la complecion ddraglos (que no aparece detallada
en ningun lugar del tema).

Otro tipo de informacion que aparece en los mageserelativa al uso de las nuevas
tecnologias, en particular internet y la web DdssarAqui se presenta un recuadro que
anima a profundizar en el concepto de potencia depunto respecto a una
circunferencia.
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Para profundizar en el concepto de
potencia de un punto respecto a una
circunferencia, puedes entrar en la
pagina web:
http://descartes.cnice.mec.es/
scartesl/Geometria/Potenci

punto respecto circunferencia/

Potencia un punto respecto cir-

cunferencia . hitm

Figura 10: Referencias a la red presentes en el fibbde texto

Sorprende, y mas en un tema tan presente y fau#nwvésible en la realidad como el de
las conicas, el poco aprovechamiento de este hpoh@arte del libro. Este tipo de
anotaciones, también al margen, es de lo poco ayie h

En jardineria se utiliza la siguiente
técnica para dibujar elipses: se ata una
cuerda a dos estacas clavadas en el
| suelo y se hace deslizar sobre la cuerda
otro palo que la mantenga tirante.

j Fig. 11.18. :
|
! g, 11.15.

Figura 11: La elipse del jardinero. La elipse es uamcodnica. llustraciones del libro de texto.

Tras este vistazo general al tema, la estructurat@icontenidos es la siguiente.
1. Definicion de lugar geométrico: pagina 208

2. Circunferencia: pagina 209, dos ecuaciones, unmfenuna actividad.
3. Determinacién de una circunferencia: pagina 210.
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4. Posicion relativa de una recta y una circunfereriRecta tangente: paginas 210
y 211. Dos ecuaciones, un ejemplo y una actividad.
Potencia de un punto respecto de una circunfergoégana 212, una ecuacion.
Elipse: paginas 213 a 215. Dentro de esta seceipr lsub-apartados. Tan solo
se remarca una ecuacion y contiene 2 ejemploscyiv@dades.
a. Elementos de una elipse
b. Ecuacién reducida de la elipse
c. Excentricidad
d. Casos particulares
7. Hipérbola: paginas 216 a 219. Con 7 sub-apartagogemarcan dos ecuaciones
y contiene dos ejemplos con dos actividades.
Elementos de una hipérbola
Ecuacién reducida de la hipérbola
Excentricidad
Casos particulares
Asintotas de una hipérbola
Hipérbola equilatera
g. Ecuacion de la hipérbola referida a sus asintotas
8. Parabola: paginas 220 y 221. Se sombrean 4 expessip contiene 3 sub-
apartados para un ejemplo y una actividad.
a. Elementos de la parabola
b. Ecuacion de una parabola
c. Casos particulares.

o o

~PQo0 T

Tras presentar los contenidos del tema, se lletm seccién de ejercicios. En esta
seccion el color de los encabezados, recuadrosngmo$ de pagina cambian del azul al
naranja. Las tres primeras paginas son de ejescieisueltos y el resto de ejercicios
propuestos.

| e B

D Problemas resueltos

Figura 12: Encabezado de la seccion de ejercicios

Tanto los problemas propuestos como los resuettas €lasificados por tipos. En este
tema hay 4 tipos:

Tipo I: Lugares geométricos
Tipo II: Circunferencias
Tipo llI: Elipses e hipérbolas
Tipo IV: Parabolas

Hay 10 problemas resueltos y 55 propuestos. Tostas @scritos a doble columna y la
inmensa mayoria de los enunciados no pasan de lase& de extension en este
formato. Esto so6lo puede ser si los problemas estatextualizados, que resulta ser el
caso. La aparicion de la palabra ‘problemas’ etit@lo no debe llevar a confusion, ya
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gue se mezclan indistintamente tanto ejerciciosccpmblemas y alguna cuestion que
precisamente se ha comentado en el capitulo 3eEste ejemplo de un ejercicio de los
de aplicar la ecuacion vista en la seccién dertainferencia.

Figura 13: Ejercicio de ejemplo

La ultima pagina del tema contiene 10 cuestionescas y 2 para investigar. Su
encabezado y pie de pagina son de color morado.

Figura 14: Formato del encabezado de la ultima paga del tema del libro de texto.

Esta dltima pagina puede ser un recurso Util pheduenno, a modo de auto-repaso
previo al examen, si se da el caso de que el mofe=a de los que sigue el libro y
plantea el examen en base al mismo.

El autor considera el libro de texto como un reguirtdl tanto para el alumno como para
el profesor. Contiene un gran nimero de actividadst muy bien organizado y es
muy claro. Sin embargo, se considera como sOlo @so,recurso, ya que su
planteamiento no es suficiente para una transmigldbnea de la nocion de lugar
geometrico.

La sensacion que transmite es que tan sélo el pporgo trata de lugares geomeétricos.
El enfoque de las 4 cbnicas como lugares geomsétmso mas bien anecdético en

comparacion con la manipulacion algebraica y ellemge ecuaciones presente en los
mismos. Ademas, la conexion de este tema con aldmueal’, algo que puede servir

para motivar el interés del alumnado por las matieas no aparece en el libro, y es
una carencia notable.
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5.3. Otros aspectos relevantes

La nocion clave de todo el tema es la de lugar g&deo. Tratarlo en una péagina y
separarlo con un punto de las conicas no es suiics el objetivo propuesto a la hora
de plantear y explicar el tema es que los alumntisralan esta nocion y sean capaces
de aplicarla matematicamente.

El punto de partida de este tema se fija con ehtenterior, el de geometria analitica en
el plano. Este tema afiade conceptos y nocionesagupero que se construyen
mayormente empleando el concepto de distancia gaurito y distancia punto-recta
vistos en el tema anterior. Consiste en un ejemgtiopendo del aprendizaje en espiral.

También aparecen muchas palabras nuevas paraulbsi@d: se va a intentar dar el
menor namero de ellas posible.

Es decir, mi enfoque acerca de la unidad didaescparcialmente distinto al del libro
de texto. Con las clases se pretendié que los asirentendieran primero qué es un
lugar geométrico y después que aplicaran estaadas 4 conicas, en vez de separar el
analisis de estas dos partes tal y como apareeklibro de texto.

Pero al mismo tiempo es inevitable tener que msk@l libro de texto, porque tanto los
alumnos como yo mismo estamos acostumbrados &ellplantearon la mayoria de las
clases en forma de diapositivas, que se adjuntaal emexo B, pero a la hora del
examen los alumnos se aferran al libro de tex® lgsdejo claro qué entraba y qué no.

A la hora del planteamiento de la unidad didackicanas importante es empezar por
fijar los objetivos que se persiguen en conocinoigmnt procedimientos (en el centro:
poner el examen). Este fue el consejo que mas Yeeagpetido por parte del tutor de
las practicas. No se puede salir de casa sin sablénde se quiere llegar. Desde el
primer momento pude gozar de la libertad y conBamor parte del tutor para

prepararse las clases como mas le apetecieratgréeado siempre claro qué es lo que
queria que aprendieran, esto es, manteniendodpguiva.

Los objetivos perseguidos se analizaran en eldap8t pero podrian resumirse en los
siguientes:

Entender qué es un lugar geométrico tanto mateanéimo graficamente dando
un repaso en espiral al tema anterior de geonwetdktica.

Entender por qué las conicas son lugares geom&tricoales son y conocer
alguna aplicacion.

Distinguir funcion de lo que no es una funcionr{lémosle relacion).

Resolver problemas descontextualizados que requienégender y aplicar la
nocion de lugar geométrico siguiendo unos pasagigtea).

Junto con las diapositivas, se hizo uso del progr@eogebra, de videos e incluso de
alguna manualidad para poder explicar de la mejanera posible los lugares
geomeétricos y las conicas.
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Capitulo 6: Dificultades y errores previsibles en el aprendiz& de la
unidad didactica

En este capitulo se recogen a priori las dificetag errores por parte del docente a la
hora de enfrentarse con esta unidad didactica.e®ibargo, en el contexto de estas
practica es dificil que en 2 semanas un alumnostie master sea capaz de prever
dificultades en los estudiantes antes de enfrantarsin tema, por eso parte de las
mismas han sido analizadas a posteriori.

Todas estas dificultades y errores se deben palmgnte a dos factores:

- Es un tema completamente nuevo para la mayorédaie Matematicamente lo
es para todos, pero los que cursan dibujo técnigestran unas facilidades
mayores. Plantea un enfoque de la geometria diséihide todos los cursos
anteriores
Requiere tener muy claros los conceptos de fungiéouacion y el manejo con
relativa soltura de valores absolutos, polinomiaksyancias de forma distinta a
la que la estaban aplicando.

6.1. Dificultades

La primera dificultad, aparece en la primera haghlithro de texto, relativa a la nocién
de lugar geométrico.

Figura 15: Extracto del libro de texto

Leyendo la definicion de lugar geométrico los alomno van a entender qué es (a no
ser que den dibujo técnico) jamas. Con un ejempla gibujo lo ven a la primera. Sin
embargo, el paso del dibujo a la ecuacion es dildihd enorme. El concebir el punto
genérico como y entender que el lugar geométrico que escondecuncion son
los infinitos puntos de coordenadag que la resuelven es la clave del tema. Hay que
hacer ejercicios siempre después de explicar casia tNo importa cuantos ejercicios
pero si que se hagan y pasarse por las mesas \@kritino y los problemas de la clase
en todo momento.

La segunda dificultad esta relacionada con el alizaje en espiral. Previamente han
dado la geometria analitica plana: rectas en @lcgspposiciones relativas, distancias...
y este tema es una vuelta de rosca considerabie kohnterior. Esta es una dificultad
natural y deseable.

La tercera dificultad es el terror generalizadoidéas parametros. Vene junto con

e y en la ecuacion de la circunferencia y pierdendesppectiva de cual es el
centro, el radio y qué estan calculando. Por nolahade plantear cualquier
manipulacion de una ecuacion en la que aparezcamp#os.

Este es un tema nuevo para la mayoria y por ege $aicuarta dificultad: saber qué les

piden. Esta dificultad esta relacionada con la eranEn un problema de calcular la
circunferencia igual no saben que la solucién eslmcion de la misma.
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La quinta dificultad esta relacionada con lo ehptamiento de la unidad didactica. En
esta se pretende que los alumnos se enfrentenbéemias de lugares geométricos
descontextualizados; es decir, problemas de letrdo® que no te piden de forma
explicita el calculo de la circunferencia de certib y radio cual. Y es que los

estudiantes no leen, o cuando leen aun no some@sexame entender que es lo que
procesan sus mentes. Sacarles de contexto losepjeedcima debido a la edad en la
gue se encuentran se agobian y dejan de entemdéo@or momentos.

6.2. Errores y su posible origen

Los errores que pueden surgir en este tema sonadasvde las areas de las
matematicas, no sélo de la geométrica.

Un error que no tard6é en aparecer fue el de ressistemas de ecuaciones no lineales.
Por ejemplo, al calcular la posicion relativa enirex recta y una circunferencia los
estudiantes trataron de resolver el sistema aplcah método de reduccion porque es
al que estan mas habituados. No se fijaron queanoresistema lineal.

Otro error muy sorprendente esta relacionado canaglejo de las expresiones de la
recta en el espacio y el célculo de las pendiaidasertas rectas, en particular la de las
paralelas al eje OY ( , por ejemplo). Cuando se trabaja con funcionesalgs 0
afines la recta es una funcion y puede calculatsgpendiente. Sin embargo, en
geometria no se habla de funciones sino de ecuecimirelaciones’ (el nombre que se
le dio en clase para diferenciarlas).

Se dio el caso de que en un problema apareciérecta paralela al eje Y los
estudiantes tenian que hallar la perpendiculamaidena. A la hora de afrontar este tipo
de problemas los estudiantes siempre derivan leidfande la recta para obtener la
pendiente, para asi no despejar mal. Sin embangjosaqquedaron sin saber qué hacer
porque aplicaron métodos de analisis a un probme que no pueden aplicarse. Aqui
podria haber un obstaculo.

Finalmente aparecieron multitud de errores en Ilanipudacion de expresiones

algebraicas tales como valores absolutos, ecuaciaone radicales e identidades
notables. Siendo un tema nuevo para el alumnado esneste, la presencia de raices o
fracciones y el cambio de orden de los términos wanables didacticas muy

influyentes y que hay que controlar si no se queeiterpecer el progreso inicial en este
tema.
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Capitulo 7: El proceso de estudio

En este capitulo se detallan las 12 sesiones sitarcel examen empleadas para el
desarrollo de este tema. En principio iban a qer® dada la altura del curso y el curso
en si se disponia de relativa flexibilidad en coattnimero de clases. Ademas, aunque
los conceptos y procedimientos presentes en asi e entran en la selectividpdr

se si que fijan una buena base en el alumno deacafiontar la geometria en el espacio
que se da en 2° de bachiller.

La duracion de las clases es de 50 minutos. T@dasldses se dieron en el aula y en
casi todas se empled el cafidn proyector como agfrydodas se empled la pizarra.
Pude impartir 9 de las 12 clases de forma auténpagradezco a mi tutor semejante
oportunidad y los consejos recibidos. Ademas, asilir e impartir dos clases en otra
seccion del mismo curso, responsabilidad de otodepora a la que también se lo
agradezco profundamente.

Previo al proceso de estudio es importante corloc@guiente:

Qué y como se quiere ensefar: fundamental, poegdedencia en el bachiller

de ciencias esta repartida entre dos profesord¢ien¥n que dar lo mismo. Por

eso antes de impartir las clases se aclar6 enrenagones de departamento a
donde se queria llegar. A una de esas reunioneifuel examen ya hecho y
con una hoja en la que se detallaba lo qué quesiiar para llegar todos a un
acuerdo.

A quién se va a ensefiar: no hay dos clases igyaksta tampoco fue la
excepcion. La clase en la que impartié el autolaede ‘ciencias de la salud'.
Hay otra clase en la que también se da matemateda opcidon de ciencias,
pero los alumnos de esta van mas encaminadosrénigs. La diferencia entre
ambas es fundamental. ¢El motivo? El dibujo técn®iobien ambas clases
mostraron las mismas dificultades a la hora de gena resolver el ejercicio
‘matematicamente’, los que habian dado dibujo reofe soltura tremenda a la
hora de plantear los pasos que resolvieran loslggmas que implicaban el
empleo de lugares geométricos aunque fueran coiadezados.

Con lo anterior se prepararon las clases y loslgmuds. Del planteamiento inicial se
fueron realizando modificaciones sobre la marchaa padaptarse al ritmo de
aprendizaje. La falta de experiencia y las difedéts inesperadas fueron modelando una
planificacién que es la que finalmente se presamtn,sus aspectos buenos y no tan
buenos. Podia haberse optado por poner la inpead creo que lo segundo no solo es
mas fidedigno, sino que de mucha mayor utilidad.

7.1. Distribucién del tiempo de la clase
En esta sub-seccion se detalla el aprovechamientasdclases llevado a cabo. Se ha
escogido la forma tabular por ser la mas clarancisa. Sin embargo, algunas clases

contienen ciertos aspectos que requieren menciareap que aungue se detallan en la
sub-seccion siguiente, se mencionan en esta.
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Uno de los objetivos fundamentales es el de quealosinos sepan enfrentarse a
problemas contextualizados. El primero de estoslenaas se plantea en la sesién 2 y el
resto se plantean durante las sesiones 10, 11 yd es imposible afrontar un

problema contextualizado sin hacer lo propio cos pwoblemas que se proponen
sacados de contexto. En todos los problemas deegdanse recuerda al alumno dos
cosas: dibujar y ver cuantas soluciones pueden sali

Sesion 1

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Teoria: lgar geométrico: ver la

definicion del libro. Cerrar el libro. 5 min Profesor Magistral

Situacion: lugar ‘aulariano’. Con los
alumnos discutir lugares de la clase
segun sus propiedades. 15 min Compartida  Dialdgica

Situacién: calculo de una mediatriz.
Resuelto en el libro. Planteado a los

alumnos Pag. 208. 15 min Compartida  Constructiva
Situacion:célculo de una bisectriz. De

esa misma pagina del libro. 10 min Compartida  Constructiva
Ejercicio 7 Pag. 225. 5 min Alumnos Constructiva

Tabla 20: Organizacion de la sesiéon 1

La primera aproximacién de los alumnos al conceafgolugar geométrico se hace
‘discretizando’ el espacio. La fila de alumnos esan mas cerca de la puerta, los
alumnos que rodean a uno en concreto, a los quepuete molestar el sol... no se
pretende facilitar asi tanto la nocion de lugamgémico como el hecho de lograr que se
abstraigan del espacio en concreto y saquen prgesdde los puntos que cumplen
ciertas propiedades del mismo.

Sesion 2

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Teoria: introduccion a las conicas, cono

de plastilina, Hipatia, Agora. 10 min Profesor Mgl

La circunferencia. Entender distancias. 5 min Rafe Magistral
Determinacion de la circunferencia en el

plano. Restricciones 5 min Compartida Dialdgica
Situacion circunferencia que pasa por tres

puntos. Libro pagina 210. Otra forma 10 min Comgart  Constructiva
Situacion: Problema contextualizado:

riego por pivote. 20 min Compartida Constructiva

Tabla 21: Organizacion de la sesién 2

Esta segunda sesion pretende cubrir la carencaaloiesta en el libro relacionando las
conicas con los lugares geométricos. Para provatenés en los alumnos se proyecto
un fragmento de la pelicula de Agora en la que tiéipmterpretada por Rachel Welsz,
hace mencion al cono de Apolonio de Perge. Despasg por la clase un cono
elaborado con plastilina en las que podian apsxicdaramente las 4 conicas.
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Sesion 3

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Revisar el problema del dia anterior. 5 min Comgart Dialbgica
Problema posicion relativa recta-

circunferencia, Pag. 210. 10 min Compartida Coustra

Situacion: plantear y resolver el problema
anterior de forma alternativa. Sacar el

centro sin usar formulas. 25 min Compartida Dialagi
Problema 2 de la Pag. 211 sin usar las
férmulas del libro. 10 min Compartida Constructiva

Tabla 22: Organizacion de la sesion 3

En todo momento surge por parte de los alumnosnidencia a emplear las formulas
que aparecen en las paginas del libro. Mi opingue no solo no son necesarias sino
gue también entorpecen el entender mejor la naddlugar geométrico. No se van a
emplear en ningln momento (salvo las ecuacionegicdas de la hipérbola y la elipse)
y se va a hacer saber esto al alumno.

Sesion 4

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Situacién: resolver en clase el ejercicio

resuelto 5 de la pagina 223 50 min Compartida [Giakdconstructivg

Tabla 23: Organizacion de la sesion 4

En la planificacién inicial este ejercicio no ibaeguerir tanto tiempo, pero a la hora de
la verdad asi es como fue. Se ha optado en todcentorpor ir al ritmo de la clase en
la resolucion de ejercicios dejandoles a ellos tdmaiciativa y pasarse por las mesas,
resolver dudas y repasar otros conceptos que pusalena colacion mientras se
resuelve este tipo de ejercicios.

Sesion 5

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Situacién: terminar el ejercicio 5 de la

Pag. 223 20 min Compartida Dialdgica/constructiva
Problema: 8 P4g. 226 30 min Compartida Dialégigsgtroctiva

Tabla 24: Organizacion de la sesion 5

Antes de poder resolver problemas contextualizhdgjue trabajar bien los problemas
descontextualizados. Y trabajar bien significa asste de que los alumnos los trabajan
bien. Aunque parezca que por que los alumnos asidatentienden, esto no suele ser
cierto. Proyectar transparencias puede hacer abereasiado.
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Sesion 6

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Teoria explicar por qué la elipse y la

hipérbola son lugares geométricos. 20 min Profesor Magistral

Ejercicio sacar una elipse aplicando la

definicion de lugar geométrico. 10 min Compartida onS§lructiva
Ecuacioén reducida de la elipse. 10 min Profesor i

Ejemplo 3 Pag. 214 10 min Compartida Constructiva

Tabla 25: Organizacion de la sesién 6

Tanto esta sesion como las dos siguientes rompempogn con la dinamica de
resolucion de problemas que se llevaba plantea®e@resentan contenidos un poco
mas exigentes de entender pero cuyos problemaseseslven mas facilmente:
aplicando las ecuaciones reducidas.

Sesion 7

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Correccion tarea. Comentario Super-luna

en relacion con las o6rbitas elipticas 5 min Prafeso  Magistral

Reparto fotocopia, explicacién férmulas

de la hipérbola en la fotocopia. 15 min Profesor gidimal

Ejercicio: ejemplo 3 Pag. 214 10 min Compartida arctiva
Situacién aplicaciones hipérbola:

problema de proporcionalidad inversa 20 min Conmeart  Dial6gica

Tabla 26: Organizacion de la sesién 7

Para evitar perder mucho tiempo se les proporcior@fotocopia a modo de resumen
con las expresiones necesarias para resolver ceiafijoblema de elipses e hipérbolas.
Se adjunta en el apartado siguiente. La Ultimaepae la clase se dedicé al
planteamiento y resolucion de un problema de pmpoalidad inversa. El
comportamiento de los alumnos fue sorprendente.

Sesion 8

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Negociar el examen: fecha 5 min Compartida

Ejercicios. corregir tarea 10 min Compartida Cargiva
Teoria: la parabola 15 min Compartida Dial6gica
Ejercicio 7 Pag. 221 10 min Alumnos Constructiva
Teoria: Funcion Vs. Relacion 10 min Profesor Magist

Tabla 27: Organizacion de la sesién 8
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Se va llegando a la recta final del tema. Puedtex@anen. Estudio de la ultima coénica:
la parabola. Relacion entre la parabola vista habtaa (funcidon cuadréatica) con la
parabola desde un punto de vista geométrico.

Sesion 9

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Funcién Vs relacién: pensar ejemplos y

discutirlos 10 min Compartida Dial6gica
Ejercicio 9 P4g. 224 30 min Compartida Constructiva
Marcar ‘normas del juego’: qué entra en

el examen 10 min Profesor Magistral

Tabla 28: Organizacion de la sesién 9

Sesion 10

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Resolucion de dudas acumuladas durante

el tema 15 min Compartida Dial6gica
Ejercicio 27 Pag. 227 35 min Compartida Constractiv

Tabla 29: Organizacion de la sesién 10

Estos dltimos ejercicios empiezan a ser de unaullifid considerable pero son una
buena base sobre la que lograr que se aventureor rfrepte a los problemas
contextualizados. Estos problemas se planteanugliasn en las 2 sesiones siguientes y
se adjuntan en la sub-seccién que sigue a la gessen

Sesiones 11y 12

Tipo Tiempo Responsable Tipo de docencia
Resolucién de problemas

contextualizados en los que haya que

aplicar la nocion de lugar geométrico. 50 min Cortiga Constructiva

Tabla 30: Organizacion de las sesiones 11y 12

7.2. Actividades adicionales planificadas

Aunque se hace referencia constante al libro déo,teXd papel del mismo en el
transcurso de las clases fue principalmente decg@oya hora de extraer ejercicios y
actividades; y referencia, en tanto que los codtenbasicos figuraban en él.

Sin embargo, se llevaron a cabo diversas activgladicionales con un resultado
gratamente positivo que comento en este apartadas Bon:

Forma de presentar los lugares geomeétricos.

Acercar las matematicas a sus vidas: pelicula derégSuper-luna, cono de
Apolonio

Problemas contextualizados
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Entrega de formulario-resumen
Empleo de Geogebra

Se comenz6 presentando el lugar geométrico enamno mliscreto: el de la clase y sus
pupitres. Después, se pasé a su definicion maimanétediante la mediatriz, la
bisectriz y la circunferencia. En estos tres cad@studiante puede facilmente sustituir
cualquier punto en la ecuacion y ver si se veriflsdemas su representacion es muy
sencilla. La elipse se explicé empleando el métqde siguen los jardineros para
elaborar parterres: con una cuerda, tiza y dossfoBara la hipérbola se empled
Geogebra y uapplethecho a tal efecto:

Figura 16: Copia de pantalla de un applet de Geoged relativo a la hipérbola

Y finalmente, la parabola la fueron dibujando ell@sbujé una recta vertical y un

punto, anoté la definicion de parabola como lugangétrico y mientras preparaba el
cafion fueron saliendo a la pizarra y marcaron devile puntos que equidistaban

tanto de la recta como del punto. (Al principio dedna no fueron capaces en una
situacion similar).

El tema de las conicas es un tema idoneo parayardes aplicaciones practicas de las
matematicas en la vida diaria. Por eso, un lurassdr fin de semana de la ‘super-luna’
se les explico que las érbitas de los planetasedipticas, por ejemplo. Ademas, se
decidio proyectar un fragmento de Agora, peliceléiente y conocida por todos que
trata de una matematica (habia un 75% de chicda elase) y en la que se comenta
brevemente el cono de Apolonio.
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Figura 17: Cono de apolonio en la pelicula de Agora

El tema de los problemas contextualizados fue le ambicioso de lo que se llevo a
cabo, sobre todo viendo las dificultades que yaempan al enfrentarse a los problemas
del libro, todos ellos descontextualizados (caldaleecta que...). Ademas tampoco se
encontraron problemas de estos en libros de textdopque se pensaron algunos para
las clases. Se adjuntan a continuacion.

En el cuarto de mi casa dos de las paredes vieaelagipor las rectas y=0 e
y=x (forman 45°). Si siempre guardo mi balon deohatano ‘encajonado’ en
estas dos paredes. ¢Donde quedaria el centro deho¥ Radio del balon: 16
cm.

Dicen que en la isla de Justin Bieber hay ocultaesoro. El punto exacto del
mismo se determina con las siguientes pistas:

Una carretera pasa de ecuacion y=-2

La valla de la entrada de su casa tiene forma d@lpala: x2-4x-4y
Para encontrar el tesoro tenemos que caminar lanmaiglistancia desde la
carretera hasta la valla, que desde la valla hdatabicacion del tesoro.

Una pareja de surikatos habita en dos madriguetds¢cadas en (-5,0) y (5,0)
respectivamente. Como buen cazador de estos bs&chemeres, sabes que cada
noche alternan entre ambas para despistar a loadazs y que todos los dias
buscan gusanos en puntos tales que siempre rectanemsma distancia de 12
unidades para ir a por gusanos y cambiar de madrgu¢ Por donde pondrias
los cepos?

Tres pueblos de la Ribera han acordado construinedvo parque mundial de
atracciones matematicas donde las montafias rusggesi funciones y los
primos tienen descuento. Los pueblos se encuemmnall,8), (6,2) y (0,1).
¢,Donde construirian el parque si quieren estar odda misma distancia?
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Como todos los afios, este afo vaticinan ola dercRlara estar mas fresquito
gue el frigo-pie de Froilan ando pensando en man&&muna piscina circular
como la que hizo el de ’bricomania’ hace dos s&badrero resulta que mi
jardin de mi chalé de Gorraiz es triangular y nocg#mo montar la pisci. ¢Me
puedes ayudar? Los limites del jardin vienen dgmwsuna valla de ecuacién x
= 0, otra de ecuacion y =1 y la pared de mi casae guede representarse con
la ecuacion y = 3-x.

La ilustre ciudad de Tudela va a celebrar la IXstee de la alcachofa y el
ayuntamiento en pleno ha decidido montar una caipaular en el parque del
Queiles. Dadas tus excelentes aptitudes matematchan pedido ayuda para
gue les ayudes a montar la carpa en cuestion. b#aaibn es la siguiente.
Dicho parque esta ubicado entre la carretera naeipigue sigue la recta x = 0
y el rio Queiles, que dadas las cuantiosas llugiesntecidas en este loco mayo,
no esta seco y sigue la recta y = 1. Quieren motdamayor carpa posible
(circular, recuerda) ubicada dentro del parquegnda entrada a la misma por
el punto (2,5). Halla la ecuacion de la carpa.

a) Conociendo el rio y la carretera; ¢ por donde ge tener la certeza de que
estara el centro?

b) Pero para calcular el centro es precisa algwundicion mas. PISTA 1: es
un lugar geométrico. PISTA 2: La carpa 'toca' laregera, el rio y tiene que
pasar por la entrada.

c) Calcula el centro y halla la circunferencia gedrimetro de la carpa.

En todos estos problemas la manipulacién algebragdsencilla’ a tenor de la
importancia de esta como variable didactica. Nbusza que el alumno gane habilidad
en la manipulacion sino en el planteamiento defhrois

Se ha comentado antes que se pretendia evitao @leutoda férmula exceptuando las
ecuaciones reducidas de la elipse e hipérbola. fReitdar a los alumnos su manejo y
ayudarles en su estudio se les hizo entrega déotowpia (ver final de la seccion).

Por ultimo, destacar la ayuda vital que en un telmaeste tipo supone el software
Geogebra; tanto para el profesor a la hora devwesglplantear ejercicios como para
todo el alumnado a la hora de entenderlos.
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Figura 18: Fotocopia con las ecuaciones reducidas ¢h elipse y la hipérbola
proporcionada a los alumnos
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7.3.La tarea: actividad autonoma del alumno prevista

Principalmente la tarea serd la actividad inicialtegorevista o iniciada en la clase que

no ha podido terminarse.

Tipo Tiempo estimado Relacién con el procesc
de ensefianza-aprendizaje
Sesion 1
Actividad: terminar el 15-20 min Refuerzo
ejercicio 7 de la Pag. 225.
Sesion 2
Actividad: terminar el 15-20 min Aplicacion
problema del riego por
pivote en casa
Sesion 3
Ejercicio 2 Pag. 211 15-20 min Aplicacion
Sesion 6
Ejercicio 3 Pag. 214 10-15 min Refuerzo
Sesion 7
Ejercicios 6 Pag. 224 y 425 min Refuerzo
Pag. 228
Pensar problemasl0 min Aplicacion
proporcionalidad inversa
Sesion 8
Ejercicio 48 Pag. 229 15 min Refuerzo
Repaso y pensar duda5 min Repaso
pendientes
Sesiones 9 - 12
Si el problema ya ha sido Aplicacion

planteado del todo en clase,
terminarlo en casa

Tabla 31: Tarea prevista del alumno con cada sesion
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Capitulo 8: Experimentacion

En este capitulo se recoge la experimentaciondeegacabo con los alumnos a los que
se les dio clase. Para ello se va a definir un dogétta muestra y el disefio de

experimento que se realiz6. Concretamente fue ameRr aunque también surgio (sin
poder llevarse a la practica) otro cuestionarigiadal que se adjunta en el anexo C.

Tras estos andlisis preliminares se procedera lcde s comportamientos esperados,
el resumen de los resultados y una discusiéon adertizs mismos.

8.1. Método

La evolucién de una teoria en didactica de las matieas puede determinarse por el
contraste entre un analigispriori y un analisisa posteriori La teoria busca validar las
hipotesis que formulaa(priori). Los hechos observados permitarpsterior) validar

o refutar, total o parcialmente, las hipétesis eradas.

La ingenieria didactica(Artigue, 1989) permite abordar el contraste expental
necesario, que permita determinar condicionesraggoducibilidad de situaciones
didacticas. Aqui, lasariables didacticagctian de “contraste o reactivo” que permiten
de manera controlada provocar en los sujetos neadifines en sus estrategias de
accion para adaptarlas al medio.

El estudio de la adecuaciéon de las variables dadcipara determinar cambios en las
estrategias de accidn representa un instrumentovaliglacion interna de las
conclusiones que puedan extraerse de una obsarvemn@reta. En estas condiciones,
se puede definir una situaciéeproducible es decir, en condiciones similares, con un
control del medio, la construccion del conocimigmtetendido sera la misma.

La cuestion de la reproducibilidad de las situaesomcide sobre la fiabilidad de las
observaciones y, sobre todo, sobre su validezidhalilad presupone una estabilidad
en el funcionamiento del sistema didactico; el @ste repetido entre el andliss
priori y el analisis a posterioripermite hacer evolucionar las condiciones del medio
(incluidas las intervenciones del profesor) queagtcen la construccion del saber
pretendido, de tal manera que la situacién devesgraducible. Es entonces cuando su
validez puede ser aceptada, puesto que la situacion tss&x¥ aplicable de manera
estable.

En este trabajo, la parte | “lugares geométricoénjicas en el curriculo vigente y en los
libros de texto” constituye el estudio previo dedlmension de ensefianza, desde una
perspectiva eminentemente institucional; a saber:

1. El contenido matematico en el curriculo vigenteluitas las orientaciones y

criterios de evaluacion.
2. El desarrollo de estas directrices oficiales erdibyss de texto escolares.

Este estudio precede al analiaigriori realizado en los capitulos 5, 6 y 7, donde se
abordan las dimensiones:

- Epistemoldgicalas matematicas presentes en la unidad didaubiedo de
estudio.

- Cognitiva dificultades y errores de los estudiantes empedradizaje de la unidad
didactica.
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- De ensenanzalescripcion del proceso de estudio implementado.

En el capitulo 8, este analiss priori es contrastado con los resultados de la
experimentacion, permitiendo una valoracion denasnos basada en las “expectativas
previas” @iscusion de los resultadpsgue supone la fase udltima del método de la
ingenieria didactica.

8.2. Muestra y disefio de la experimentacion

La muestra tomada fue la seccién A de 1° de bachi#l colegio San Ignacio (Jesuitas)
de Pamplona. Es un grupo homogéneo mayormentenperate a la clase media,
media-alta y que cursan la modalidad de salud detel bachiller considerado como
cientifico y tecnolégico. A diferencia de otras@enes de este mismo bachillerato, no
dan dibujo técnico. Este es un detalle resefialideiomado con el tema de lugares
geomeétricos en particular.

El objetivo de la experimentacion es averiguar esih&n cumplido los objetivos
didacticos siguiendo la docencia descrita en eltal@panterior. Estos objetivos se
determinaron en una reunion de departamento pyesgaresumen en:

Los alumnos entienden la nocion de lugar geométdenocen las conicas, sus
aplicaciones y saben resolver diversos problemaestas.

Los alumnos son capaces de resolver problemasrdestmalizados de lugares
geomeétricos.

Los alumnos son capaces de plantear y resolvefgonals contextualizados de
lugares geomeétricos.

La experimentacion consistio en la resolucion dexamen elaborado a partir de estos
objetivos y que contd con el visto bueno de lo$gzares.

Jamé&s me habia visto en la tesitura de fijar umegay ya desde el primer momento los
profesores vieron que este era demasiado exigbloteobstante, ahi es a donde yo
queria que llegaran los alumnos; tenia los objetolaros y podia preparar a conciencia
las clases necesarias para ello. Una oportunidackjaste de proponer, trabajar y

aprender no se tiene todos los dias y es un mdéwagradecimiento siempre.

8.3. El cuestionario

El cuestionario empleado consiste en el examensguadjunta a continuacion. Los
alumnos sabian que se iban a enfrentar a este Bxanmemas de una semana de
antelaciéon y habian sido preparados para un exameerste tipo; esto es, nos
aseguramos de que no hubiera ‘sorpresas’ cuangwdova hoja delante.

Consta de 4 preguntas, una teodrica y las otraa@ipas. La duracion estimada es de

unos 45-50 minutos. Sobre 10 puntos, la teoriatau0 y los otros 9 se reparten por
la practica. Se proporcionan todas las formulasegdas para su resolucion.
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Figura 19: Examen de lugares geométricos y cénicasopuesto en 1° Bachillerato
8.4. Cuestiones y comportamientos esperados

En primer lugar, es un examen distinto al que eat@mstumbrados los alumnos. Hay

teoria y sobre todo, hay ‘mucha letra’. Estan asobtados a problemas del tipo ‘halla

la ecuacién de la recta que pasa por... y corta @e.’”2 6 3 lineas como mucho y

resolucion mas o menos directa. Sin embargo, enegsimen 4 de los puntos dependen
de saber resolver este tipo de problemas.
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En las clases se propusieron y resolvieron proldeteaeste tipo, los alumnos sabian
que un problema asi iba a caer si bien no sab#&ln cu

En segundo lugar, la base matematica de los aluembsistante débil. Vienen de dar
geometria plana, lo cual ayuda, pero entender grsahducir con matematicas la

nocion de lugar geomeétrico no es en absoluto f&sto se veia en todas las clases,
cuando me pasaba por las mesas mientras hacieiciogr

Tercero, es un examen de matematicas en el quedidg. Y a los alumnos también se
los avisO de este hecho. La teoria consistia eaceorias conicas, por qué son lugares
geomeétricos y recordar alguna aplicacion.

Cuarto, el tema de las férmulas. El libro esta adlmgde formulas. En todas las paginas
hay férmulas con las que puede resolverse el ejergue se plantea en la parte inferior
de las mismas. Aprender las férmulas no entra deddrlos objetivos; si aprender a
deducir las mas basicas y saber emplear algunamsreto, como las ecuaciones
reducidas de tanto la elipse como de la hipérbbbalas las formulas necesarias se
proporcionan en la parte inferior del examen.

Quinto, las manipulaciones algebraicas como vaiahtlactica. Operar con raices,
valores absolutos, ecuaciones con dos variablesmemta mucho la probabilidad de
que los estudiantes se equivoquen. Por eso laum@oldel examen esta pensada para
gue sea lo mas sencilla posible, con simplificagsoavidentes y ausencia de numeros
mas ‘complicados’ como raices cuadradas. Ademascriterios de evaluacion estan
pensados para ser flexibles con este aspecto.

Sexto, es un examen que repasa multitud de coramios previos. Comenzando por
los de geometria analitica vistos en el capituterar, también hay que recordar qué es
una funcién y se pregunta un problema de propoatiend inversa. Todo esto se

repaso en las clases.

En resumen, los alumnos se enfrentan a un examséntdipero para el que se les ha
preparado; es decir, tienen claras las reglasidgbj Aun y todo no se espera que todos
los alumnos hagan el examen a la perfeccion. Arnaetion se analiza esto cuestion a
cuestion.

La primera cuestion es tedrica, tiene un valor gerito sobre 10 y consiste en citar las
4 conicas y definirlas y después, de un par de allenbrar alguna aplicacion. Se espera
gue esta sea la pregunta regalo y que la hagampfliAeticamente todos.

El segundo es un problema teérico dividido en éqeartados que valen 1 punto cada
uno. El primero se resuelve igualando la distapaiato-punto a la distancia punto-recta
(se obtiene una parabola de eje OY). Después hay rgsolver un sistema de
ecuaciones y ver si la parabola calculada puedeesarse como en funcién de de
acuerdo al sistema de coordenadas empleado. Lastitioas cuestiones dependen de la
primera para poder resolverse. En principio serasgpee mas de la mitad de la clase
(50-75 %) obtengan en este problema 2 puntos.

El tercero es ‘el problema’. Y es un problema bastalificil. Por eso y para que al
menos una persona lo hiciera bien se desmenuziselonen tres apartados que ayudan
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a su resolucién. Sin embargo se hizo de tal manezael alumno tuviera que pensar en
el lugar geométrico subyacente; esto es, en etamaa) no se pide explicitamente que
se calcule la mediatriz. En este problema se esperan torno a la mitad saquen un
punto bien porque lo entiendan, bien probando. ¥ lgucuarta parte saque 2 6 mas
puntos.

La cuarta pregunta también tiene tres sub-apareeste caso independientes entre si.
El primero consiste en dibujar una elipse dada @wa@on reducida y localizar sus
elementos principales. El segundo plantea el aaldal una bisectriz. La dificultad en
este esta en despejar bien los términos en la fardeula distancia punto-recta (algo en
lo que se equivocaban mucho en clase y se in&iatitante). No obstante, dibujando el
resultado aparece de inmediato. Y el terceroignales un problema muy sencillito de
proporcionalidad inversa. En este no hay interpr@ageométrica si bien la funcién
que se obtiene es una hipérbola.

Se esperaba que un 80% hicieran bien el de laeelips50% el de la hipérbola y un
60% el de la bisectriz.

En total, y siendo optimista, en visperas del exaggperaba unos 8-10 aprobados de
los cuales 2-3 por encima del 7.5 y el resto (9sliEpensos. Nota minima 2 y maxima
9.

8.5. Resultados

Para analizar los resultados por un lado se hdidiel examen en variables y por otro
se cuenta con la nota final. Cada apartado del exas una variable distinta y sirve
para evaluar el conocimiento del alumno de cadadentos distintos aspectos que se
dieron en las clases y se pretendia que aprendi@tamargen de los criterios de
evaluacion empleados para fijar la nota, se coresidada apartado por separado como
un sabe/no sabe en funcion de la respuesta dehalainmismo. Si esta en blanco, o
hay errores muy evidentes esté claro que no salleySun dibujo y planteamientos
matematicos acordes al enunciado, entonces sedeoamsjue si que sabe. La duda
puede surgir en los términos medios pero en lasstrage obtenidas los casos son
minimos.

La nota media del examen es de 4.4 con una de&sviastandar de 2.4, ambos sobre

10. Hubo 5 aprobados, un 26 %. La nota maxima e8.&8& y la minima de 0.5. A
continuacion se presenta un histograma con latlision de las notas.
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Figura 20: Histograma de las notas de los alumnos &l examen

Sorprende el hecho de que tan sélo 1 persona kaidbtuna nota entre 5y 7, mientras
gue 4 han sacado mas de 7 y el resto han suspendido

A continuacién se determinan las diversas variadiesestudio y se muestran los
resultados.

VO01: Conocer las 4 cénicas por qué son lugares §emms. Teorica.

V02: Citar 2 aplicaciones de las cénicas. Teorica.

V03: Resolver problema descontextualizado: paratelaje el OY.

VO04: Interseccion recta-parabola descontextualiz&lstema ecuaciones no-
lineal. Depende de VO03.

V05: Diferenciar una funcion de una relacion. TedMpractica. Depende de
V03.

V06: Reconocer y calcular la mediatriz contextusade.

VO7: Reconocer y calcular la parabola contextudhza

V08: Interseccién lugares geométricos previos. bdpale V06 y VO7.

V09: Dibujar y reconocer los elementos de la elipagiendo de su ecuacién
reducida.

V10: Resolver problema descontextualizado: biseatjes de coordenadas.
Similar al VO3 pero mas complicado.

V11: Problema contextualizado de proporcionalidaeisa.

Se puede observar que casi todos los alumnos bpondido correctamente a las dos
preguntas de teoria.
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Figura 21: Respuesta de los alumnos a las variablde estudio V01 y V02

Tan solo la mitad de los alumnos son capaces aeeplay resolver adecuadamente el
ejercicio 2.a. Un resultado un tanto bajo. Asi pneses de extrafiar que el porcentaje se
reduzca en lo que respecta a las dos preguntasergigg, porque responderlas
correctamente depende de haber resuelto biemtfee i

Figura 22: Respuesta de los alumnos a las variablde estudio V03, V04 y V05
La inmensa mayoria acierta con el apartado 3.aagquiorque el enunciado lo deja mas

que claro. Los porcentajes se reducen significaterde en el 3.b y el 3.c, lo cual es
perfectamente normal, estas eran a priori las ptagumas dificiles del examen.
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Figura 23: Respuesta de los alumnos a las variablg96, V07 y V08

También se pensaba un mayor porcentaje de acemte$ 4.a, el de la elipse, que se
queda en un 63%. En cuanto a la bisectriz de ks &ordenados, el porcentaje es
menor que el que aparece con la parabola (V03, 4##dlmente, otro problema que
se consideraba ‘regalo’ tan soélo lo hacen bien @f6 3de la clase, el de la
proporcionalidad inversa.

Figura 24: Respuesta de los alumnos a las variablg99, V10 y V11
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La siguiente gréfica aglutina todas las variabktadadas y permite obteruna mejor
vision de conjuntoEn ella puede apreciarse que tanto la teoria clammediatriz
contextualizada son los problemas que mas acigeiesn. Junto con estos tan solc
de la elipse ha sido realizado satisfactoriameatam@s de la mitad de | estudiantes.
El problema con menos aciertos es el 3.c, el quea se esperaba que lo fue

1

Figura 25: Gréafico que muestra la respuesta porcentual de lalase a todas las variable
8.6. Discusion de los resultado

Aunque apriori pueden parecer unos resultados malos sitisede a la media vy
namero de aprobados, la variabilidad y el nimeduciglo de la muestra tampo
ayudan a sacar conclusiones muy generales. Hulsemdo bien contrastar las notas
esta clase colas notas de otra seccion, sobre todo para verflizencia del dibujc
técnico, pero no se disponen de estos ¢

No obstante si que se pueden extraer aspectosntengdantes. El primero de ellos
que tanto el tema (y a la postre el examen) suj una dificultad considerable para
mayoria de la clase. Puede ser que se haya prdtelhejar demasiado lejos, lo ct
nunca esta mal, pero si me hubiera limitado a seguiibro sin salirme de st
problemas descontextualizados y sus férmulas @ble que el examen hubiera sal
algo mejor pero les habria servido de mucho menasegtas alturas tendrian tc
olvidado.

Los resultados muestran que los estudiantes congaénes un lugar geométr,
algunas aplicaciongslo saben aplicar en situones contextualizadas y sencillas (8
aciertan la mediatriz, igualar distancia pi-punto a otra distancia pur-punto). En
cuanto aparecen elementos geométricos mas compl@jos las rectas este porcent
cae, dando igual que el problema este conalizado o descontextualiza Este
conocimiento es mucho mas rico que el de sabejjalilyureconocer una elipse, [
ejemplo.

Respecto a este ultimo, se dedicd una clase y naédigsmo con dos ejercicios cor

mucho y un 60% de los alumnos lo hicierden. Es un concepto mucho mas sencil
mecanico.
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La sorpresa la marca el problema de proporciordilickzersa. En clase también sélo se
hizo uno de ellos. No tiene que ver mucho con Engria y el enfoque que se venia
dando en el tema pero tampoco esperaba unos cesiten bajos.

En cuanto a la diferencia entre funcidn y relacsmye que hay una relacion entre los
gue calculan la parabola (V03) correctamente yrdgt&n que es una funcién y no es
una relacion. Este es un resultado satisfactorio.

Finalmente, aunque los resultados son muy interesgndan bastante juego, partiendo
de una idea del director de este TFM, Gustavo,la®i un cuestionario especifico
para evaluar la comprension por parte de los alsmedo qué es un lugar geomeétrico.
Ha sido una lastima que no haya podido plantearsagiin alumno pero se anexa al
final de este documento porque se considera qudepser muy util para futuras

investigaciones.
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Capitulo 9: Sintesis, conclusiones y cuestiones abiertas

9.1.Breve sintesis

En este trabajo fin de master se ha pretendidazanal tema de la docencia de los
lugares geométricos y las cénicas en 1° de Bachiltda la informacion analizada se
extrae dentro de un contexto de practicas uniaiast del master realizadas durante
cinco semanas de los meses de abril y mayo de2@fid en el colegio San Ignhacio de
Pamplona.

El andlisis comienza con una revision de la legiéta en lo que a los lugares
geomeétricos y las conicas se refiere en base a uegsriptores previamente
seleccionados. A continuacion se analiza el efdetdichas leyes en los libros de texto
que diariamente se emplean en el centro, especinen lo referente a ejercicios,
problemas y situaciones.

La segunda parte del proyecto se ha analizado t@nd@ del tema de lugares
geomeétricos y conicas llevada a cabo con la clasg°Bachiller A del colegio. Para
ello se ha considerado revisar la unidad didadfielalibro de texto con un mayor
detalle, se han estudiado los posibles errorediguliades que pueden aparecer, se
detallan las clases preparadas y dadas y finalnsentvalla su impacto mediante un
examen del que se extraen importantes conclusiones.

9.2. Conclusiones generales del trabajo

La primera y principal conclusién a la que llegm &ste trabajo es la importancia de la
forma de proceder a la hora de preparar una unidiidtica. En este caso comencé por
plantear unos obijetivos, fijar un examen y despuéparar las clases para que los
alumnos llegaran a aprobar ese examen. Sin emldargo, multitud de cambios de las
clases que inicialmente me preparé a las que detaleste documento. Esto fue debido
a dos factores: mi falta de experiencia y sobre &wdadecuarme al ritmo de la clase.
Gracias a la confianza y apoyo de mi tutor tuveopartunidad de equivocarme y
aprender mucho de mis errores. Cada clase es udomumo se puede tirar de ella
constantemente en cada sesion. Hay que planteeicijs y problemas y ver como los
afrontan de forma constante, pasarse por las nresatyer dudas y tener siempre muy
claro donde se esta y a donde se quiere llegae &loca una piedra mal en el muro de
su aprendizaje hay que derribarlo todo. A mi paboante me sucedid, senti la inercia
de querer dar temas que aparecian en el libro, ebihe la obtencion de la parabola en
funcién de un parametro (Anexo A, Pag. 220 debliby perdi mas de media clase en
explicar algo que luego no iba a preguntar.

Respecto al tema de coénicas y lugares geométrmgsesde su ‘aislamiento’ en el

curriculo como puede apreciarse en los primerogtutap del trabajo. Apenas se da
nada en cursos anteriores ni en posteriores wel oon el que llegan los alumnos es
muy bajo (en relacién a lo que se exige). No esxdemfiar que muchos centros no lo
den dado que no entra en selectividad, prefirieadanzar con otros temas como
ndameros imaginarios o integrales. Ademas enteniéerla nocion de lugar geométrico

requiere de muchos objetos matematicos que al iastadle cuestan: generalizar el
concepto de distancia haciéndolo funcional, maag&jebraico, ecuaciones no lineales,
etc.
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Sin embargo, es un tema muy Uutil e interesante (plaestudiante). Es atil porque si el

alumno lo entiende fija unas bases estupendasepéeader la geometria analitica (que
si entra en selectividad), ademas si se prepabiepnas contextualizados ensefian a
los alumnos nuevas formas de afrontar y resolveblpmas. Y es interesante porque
como estamos rodeados de conicas, es un temaiprapacercar a las matematicas al
mundo cotidiano del estudiante.

Por dltimo quisiera destacar el asunto de los probk contextualizados. Casi desde el
principio me obcequé con los mismos y aun sabigua#opodia resultar dificil para los
estudiantes tuve la oportunidad de desarrollarlcoakiderar que era mucho mas rico
que seguir Unicamente las hojas del libro. EnseRarresolver problemas
contextualizados es muy dificil, y antes hay quizar problemas y ejercicios sacados
de contexto. La experiencia demuestra que ternpoamesponder muy bien a este tipo
de problemas, que a la postre son los que la gglddparara.

9.3. Cuestiones abiertas

Al término de este trabajo se plantean dos cuaesgiabiertas evidentes. La primera esta
relacionada con la resolucion de problemas coradixidos no solo relacionados con

los lugares geométricos y las conicas sino coretangtria analitica en general. Este
proyecto supone un primer acercamiento al temaedes@ perspectiva docente y

supone un buen punto de partida para futuras iigaegbnes.

La segunda cuestidn abierta esté relacionada c@studio mas profundo de como los
alumnos entienden y aplican la nocion de lugamg#nco. Para esta el cuestionario
adjunto en el anexo C puede suponer un punto dielgparliosisimo. Este trabajo toca
las dos cuestiones aqui planteadas como una ietigtu docente, pero no con la
profundidad que tal vez requeririan.
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B. Transparencias utilizadas durante las clases
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C. Prueba corta para evaluar la comprension por
parte de los alumnos de la nocion de lugar

geomeétrico
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Se remarca antes que no se les realiz6 esta ppoelfata de tiempo. Puede resultar un
tanto dificil pero los resultados a extraerse poese de gran ayuda.

159



Ensefianza de las cénicas y los lugares geoméencas de bachiller

160



Miguel Mendia Betelu

161



