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T a b l a d e n o t a c io n e s

A ; B ; G ; S ; X ; : : : Conj untos (estructuras) y sus subconj untos.

a ; b ; c ; x ; y ; z ; : : : Elementos de los conj untos.

i; j ; k ; m ; n Habitualmente n¶umeros enteros.

x 2 A x p ertenece al conj unto A .

A µ B (A ½ B ) A es subconj unto (estricto) de B .

A [ B , A \ B A uni¶on B , A intersecci¶on B .

; Conj unto vac¶³o.

N Conj unto de los n¶umeros naturales, exclu¶³do el \0" : N = f 1 ; 2 ; 3; : : : g .

Z, Q , R Conj unto de los n¶umeros enteros, n¶umeros racionales, n¶umeros reales.

- ( Á ) Relaci¶on de orden total (estricta) . A veces, preorden total.

» Relaci¶on de indiferencia asociada a un preorden total.

- ; Á Orden lexicogr¶a¯co.L L

o p- Orden opuesto al orden total - .

+ ¡G , G Cono (estrictamente) positivo, negativo de G .

jx j Valor absoluto del elemento x .

hS i Subgrupo generado por S .

Z a + Z b Grupo abeliano generado por los elementos a y b (a + b = b + a ) .

S ( a ; b ) Semigrupo abeliano generado por los elementos a y b (a + b = b + a ) .

[a ; b ] , (a ; b) Intervalo cerrado, intervalo abierto.

En el enunciado de Teoremas se reservar¶a la numeraci¶on romana (i, ii, iii, iv, : : : )

para resultados de equivalencia entre las proposiciones que se numeran. En otros

enunciados donde no se establezca tal equivalencia sino una lista de consecuencias,

la numeraci¶on ser¶a ar¶abiga (1 , 2,3, : : : ) .

El s¶³mbolo \¥ " se utilizar¶a para se~nalar el ¯nal de una demostraci¶on.
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Parafraseando a B irkho® en el prefacio de su obra \L a ttice T h eo ry " (Birkho® [1 940{

¶1 967] ) , podr¶³amos a¯rmar que la belleza de la Teor¶³a de Ordenes deriva en parte de

la sencillez de sus supuestos iniciales. Esta sencillez no impide una gran riqueza en

los contenidos que desarrolla, pudiendo considerarse como una disciplina m¶as, con

entidad propia dentro de la Ciencia Matem¶atica.

Al mismo tiempo, y en el terreno de las aplicaciones, es indudable que una pro-

porci¶on importante de nuestra actividad se destina, precisamente, a la elaboraci¶on

y an¶alisis de ordenaciones de todo tipo, en los m¶as diversos contextos. Existe algo en

la naturaleza humana que nos empuj a a clasi¯car de manera organizada y disponer

¤en j erarqu¶³as todo lo que constituye nuestro conocimiento.

La representaci¶on num¶erica de estructuras ordenadas, tambi¶en denominada \iso-

mor¯smo de ¶ordenes" o \isoton¶³a" se ocupa de la existencia de funciones reales

de¯nidas en un conj unto ordenado arbitrario, que preservan el orden. Natural-

mente, en el rango de la funci¶on, es decir en el conj unto de los n¶umeros reales,

se considera la ordenaci¶on usual. Este tipo de representaciones num¶ericas reciben

tambi¶en el nombre de fu n c io n e s d e u tilid a d .

Estudiaremos en esta memoria la posibilidad de obtener representaciones num¶ericas

de se m ig ru p o s to ta lm e n te o rd e n a d o s. En este caso, el ob j etivo es respetar tanto la

estructura de orden, como la algebraica adicional. Denominaremos a estas repre-

sentaciones fu n c io n e s d e u tilid a d a d itiv a s.

La raz¶on que motiv¶o esta investigaci¶on fue la de uni¯car y generalizar ciertos resul-

tados de representaci¶on que aparecen en distintas disciplinas, en especial Ciencias

¤ Cabe a~nadir que este af¶an de ordenaci¶on puede sup erar incluso lo razonable, como puso de mani¯esto la

demostraci¶on del Teorema de Imp osibilidad de Arrow (v¶ease, por ej emplo Kelly [1 988] ) . Este resultado

refuerza la necesidad e inter¶es de un estudio formalizado de la teor¶³a de ¶ordenes.
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Sociales (Econom¶³a, Sociolog¶³a) y Estad¶³stica, y que parten de la ya cl¶asica \Teor¶³a

de la Utilidad" , cuyo ob j etivo puede resumirse en trasladar a escalas num¶ericas

(que podr¶³amos denominar cuantitativas) informaci¶on proveniente de escalas cuali-

tativas (basadas en \comparaciones" , \preferencias" o \mediciones" plasmadas en

alg¶un tipo de ordenaci¶on) .

Aunque existe una abundante literatura sobre representaci¶on num¶erica de estruc-

turas ordenadas, no es frecuente contemplar resultados que combinen los aspectos

algebraicos y de orden. El ob j etivo natural que entonces nos planteamos, punto de

arranque de la memoria, fue el de tratar de completar esta parte de la Teor¶³a de la

Utilidad estudiando resultados de representaci¶on en ambas direcciones.

Las razones para esta \algebrizaci¶on" quedaban j usti¯cadas, como ya hemos apun-

tado, p or las posibles aplicaciones de este enfoque a distintas especialidades, donde

es frecuente encontrar conj untos ordenados en los que subyace alguna operaci¶on

adicional.

Citaremos como ej emplos modelos para \preferencias" , de¯niciones abstractas de

\¶³ndices de precios" , \niveles de utilidad" , etc. (v¶ease Eichhorn [1 978] , Castillo y

Ruiz [1 993] ) ; teor¶³as del \comportamiento del consumidor" , con empleo de medi-

das de probabilidad que llevan asociadas funciones de utilidad lineales (ver Luce y

Rai®a [1 957] ) ; teor¶³as de la demanda (Katzner [1 970] ) , etc. Algunos otros aspectos

pueden consultarse en Chipman [1 960] , o Fishburn [1 989] .

Tambi¶en esta teor¶³a de la utilidad algebraica presenta aplicaciones en otros cam-

pos, como la \L¶ogica Te¶orica" (ver Skala [1 975] ) ; \Psicometr¶³a" (medici¶on de la

adquisici¶on de conocimiento) y \Psicolog¶³a Te¶orica" , hoy d¶³a con una fuerte base

matem¶atica (ver Nowakowska [1 983] ) . En estas disciplinas es frecuente la b¶usqueda

de un marco general, denominado \Teor¶³a de la Medici¶on" , en la que conceptos como

\concatenaci¶on" , \medici¶on extensiva conj unta" , \medici¶on aditiva conj unta" , se

corresponden con la b¶usqueda de homomor¯smos is¶otonos de un semigrup o en el

grupo aditivo de los reales (v¶ease a este respecto Roberts [1 979] o Narens [1 985] ) .
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Obs¶ervese que nuestra l¶³nea de pensamiento supone la incorporaci¶on de contenido

algebraico a la teor¶³a cl¶asica de la utilidad. Resulta dif¶³cil situar los or¶³genes de esta

teor¶³a, ya que si bien la idea subyacente parece ser apuntada por Adam Smith (1 723-

1 790) , los primeros resultados rigurosos se deben a Cantor (1 895) . El desarrollo

posterior de la Teor¶³a de la Utilidad a trav¶es de dos l¶³neas separadas, una puramente

matem¶atica y otra aplicada, encuentra su nexo de uni¶on a mediados de los a~nos

cincuenta con los resultados debidos a Debreu (con precedentes en Milgram [1939]

y Eilenberg [1 941 ] ) . Debreu redescubri¶o resultados originales de Eilenberg y los

aplic¶o de forma decisiva a la Teor¶³a de Equilibrio General. Un libro de capital

importancia en este periodo fue \Teor¶³a del Valor" de Debreu [1 959] . Algunas

de las contribuciones posteriores que podemos resaltar se deben a Fleischer [1 961 ] ,

Fishburn [1970] , Peleg [1 970] , Ja®ray [1 975] , Mehta [1 986 (1 ) , 1 986 (2) , 1 988] ,

Herden [1 989, 1 991 ] o Beardon [1 992] .

Por otra parte es obligado se~nalar que el desarrollo conj unto de los aspectos alge-

braico y ordenado tiene antecedentes en la literatura. Una referencia clave en este

contexto es HÄolder [1 901 ] , que caracteriza la existencia de homomor¯smos is¶otonos

en grupos totalmente ordenados. Otras referencias fundamentales son Hahn [1 907] ,

Kantorovich [1 937] , Cartan [1 939] , Everett y Ulam [1 945] , B irkho® [1 940] , Clif-

ford [1 940] , Alimov [1 950] , Fuchs [1 963] , etc.

Nuestra fuente b¶asica para esta segunda v¶³a fue el cl¶asico libro de G. B irkho®

\L a ttice th eo ry " [1 967, tercera edici¶on] que, en particular, revelaba interesantes

cuestiones abiertas al considerar la estructura de semigrupo ordenado. Adem¶as, en

art¶³culos y libros relativamente recientes (Luce y Narens [1 987] |otra referencia

clave para nosotros|; Roberts [1 979] , Luce, Krantz, Supp es y Tversky [1 990] )

se plantean como cuestiones abiertas problemas que se traducen en el estudio de

existencia de utilidad aditiva para semigrupos ordenados.

Un texto adicional, fundamental tras nuestra opci¶on de¯nitiva p or el estudio de

utilidad en semigrupos, ha sido la obra de L. Fuchs \P a rtia lly o rd e red a lg e b ra ica l

sy ste m s" [1 963] . Su lectura nos mostr¶o algunos aspectos de la teor¶³a que no hab¶³an
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sido trabaj ados con la profundidad su¯ciente: utilidad sobre grupos y semigrupos

topol¶ogicos, continuidad de las funciones de utilidad, comparaci¶on entre las distintas

topolog¶³as que hacen continua una funci¶on de utilidad aditiva, etc. Para estas cues-

tiones topol¶ogicas han sido referencias importantes Eilenb erg [1 941 ] , Nachbin [1965]

y Mehta [1 986 (1 ) , 1 986 (2) ] .

Este enfoque, dentro de la Teor¶³a de la Utilidad, en el que se estudia la existencia de

funciones reales que preserven los tres tipos de estructura, a sab er, orden, topolog¶³a

y ¶algebra, parece ser nuevo en la literatura. As¶³ pues, nuestra propuesta es realizar

un estudio que contemple al menos cuatro disciplinas matem¶aticas interrelacionadas

entre s¶³:

1 ) Orden: fundamento de nuestro estudio.

2) An¶alisis: por cuanto manej amos funciones que llegan a los n¶umeros reales.

3) Topolog¶³a: porque abordaremos cuestiones de continuidad de las representaciones

num¶ericas que aparezcan.

4) Algebra: por raz¶on de la operaci¶on interna adicional que se considera.

En cuanto a los contenidos de la propia memoria, explicamos a continuaci¶on su

desarrollo, indicando los resultados originales que a nuestro j uicio ap orta.

² El Cap¶³tulo 1 , introduce diversos conceptos sobre estructuras ordenadas y presenta

algunos resultados, ya conocidos, sobre existencia de representaci¶on num¶erica.

² Como paso previo a los resultados espec¶³¯cos sobre semigrupos totalmente orde-

nados, dedicamos el Cap¶³tulo 2 al caso particular de g ru p o s.

Analizamos el resultado clave de HÄolder [1 901 ] , que caracteriza a partir de la

p ro p ied a d a rq u im ed ia n a la existencia de representaci¶on num¶erica mediante un ho-

momor¯smo de grupos (en nuestra denominaci¶on, existencia de \utilidad aditiva" ) .
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Aportamos una prueba alternativa de su resultado, diferente a la que habitualmente

aparece en la literatura.

Presentamos dos propiedades, que denominamos p ro p ied a d f n + 1 ; n g y p ro p ied a d

f p > q g , equivalentes a la propiedad arquimediana en el contexto de grupos to-

talmente ordenados, pero no en semigrupos, y que proporcionan la clave para la

representabilidad aditiva de esta ¶ultima estructura.

El origen de estas propiedades puede rastrearse hasta los Elementos de Euclides, en

la denominada \propiedad de Eudoxo" , referida a \segmentos rectil¶³neos ordena-

dos" , y que se reconoce como primera de¯nici¶on hist¶orica rigurosa de n¶umero real.

(Seg¶un parece, el propio Dedekind reconoci¶o la signi¯cativa similitud de sus cor-

taduras con la de¯nici¶on Eudoxo-Eucl¶³dea. V¶ease Cuesta-Dutari [1 981 ] ,pp. 1 5{1 8) .

La primera de ellas (propiedad f n + 1 ; n g ) aparece esencialmente en Alimov [1950]

(en el contexto de semigrupos) , y aparece tambi¶en citada en otros trabaj os de su

¶epoca (Cli®ord [1 958] , Conrad [1 959] ) . La propiedad f p > q g parece ser nueva.

Como resultado particular, obtenemos una prueba directa de que to d o g ru p o a rq u i-

¤m ed ia n o e s a be lia n o , basada precisamente en la propiedad f p > q g .

Aportamos tambi¶en un estudio de la estructura de grupo totalmente ordenado y

abeliano, generado por dos elementos, y dotado del \orden lexicogr¶a¯co" , que des-

cubrimos como \germen" de la no representabilidad aditiva en grupos ab elianos.

² El Cap¶³tulo 3 nos introduce en semigrupos totalmente ordenados.

Caracterizamos la posibilidad de representaci¶on num¶erica, mediante una funci¶on de

utilidad que adem¶as sea homomor¯smo, a partir de la propiedad f n + 1 ; n g o f p > q g .

La falta de referencias a esta caracterizaci¶on en trabaj os relativamente recientes

¤ Existen varias demostraciones anteriores de esta a¯rmaci¶on, que debemos j uzgar como poco conocidas,

ante la presencia de citas en la literatura reciente que plantean la falta de pruebas simples para la

propiedad. (V¶ease, p or ej emplo Roberts [1 979] , pp. 1 64{165) .
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como los de B irkho® [1 940{1 967] , o Luce y Narens [1 987] , motiv¶o nuestra b¶usqueda

de tal Teorema de representaci¶on. Sin embargo, la obra de Fuchs [1 963] , nos hizo

ver posteriormente que una caracterizaci¶on an¶aloga a la dada p or la propiedad

f n + 1 ; n g se deb¶³a a Alimov [1 950] , a partir de una expresi¶on equivalente que

denomina a u se n c ia d e e le m e n to s a n ¶o m a lo s.

Nuestra demostraci¶on, aplicada primero al caso de un semigrupo cuyos elementos

son todos positivos, permite con este enfoque, por una parte, una prueba que en-

tendemos m¶as directa y, por otra, alcanzar resultados adicionales signi¯cativos, una

vez realizada la extensi¶on del Teorema al caso de semigrupos totalmente ordenados

¤cualesquiera, no necesariamente positivos.

² A lo largo del Cap¶³tulo 4, analizamos la posibilidad de extraer informaci¶on sobre la

estructura de un grupo totalmente ordenado, realizando en el mismo determinadas

particiones relacionadas con los resultados de representabilidad.

Analizamos, en particular, el caso en que un grupo totalmente ordenado es repre-

sentable, pero no necesariamente mediante una funci¶on de utilidad que sea homo-

mor¯smo. Aplicando alguno de los resultados obtenidos para semigrupos, probamos

que todo grupo representable permite una partici¶on contable en semigrupos arqui-

medianos.

Relacionando otra de las particiones que realizamos con el concepto de id ea l en

grupos ordenados (ampliamente tratado en la literatura) , mostramos tambi¶en la

manera de lograr una pseudo-representaci¶on aditiva (una representaci¶on que es

homomor¯smo, pero no necesariamente inyectivo) en cualquier grupo totalmente

ordenado.

² La consideraci¶on de cuestiones de tip o topol¶ogico en semigrupos totalmente or-

denados es el ob j etivo del Cap¶³tulo 5.

¤ Parte de estos resultados aparecer¶an publicados en De Miguel, Candeal e Indur¶ain; S emigroup Forum

[1 995] .
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Aportamos en primer lugar una caracterizaci¶on de la representabilidad en semigru-

pos totalmente ordenados, utilizando la propiedad de p e rfec ta se p a ra b ilid a d , lo que

en particular supone ligar nuestros resultados con algunos de los existentes en el

contexto de conj untos ordenados generales.

Para semigrupos conmutativos, obtenemos (como antes en el caso de grupos) la

descripci¶on de ciertas subestructuras lexicogr¶a¯cas que se revelan como el germen

de la ausencia de representaci¶on aditiva.

Dedicamos una secci¶on especial a la caracterizaci¶on del \continuo real positivo" .

En Iseki [1 951 ] , se muestra la recta real aditiva como ¶unico grupo totalmente or-

denado y conexo en la topolog¶³a del orden. Obtenemos una generalizaci¶on im-

portante de este resultado para el caso de monoides y semigrupos positivos. En
¡ ¢ ¡ ¢

concreto, caracterizamos [® ; 1 ) ; + , ( ® ; 1 ) ; + (® ¸ 0) , como los ¶unicos semi-

grupos topol¶ogicos positivos y conexos (la recta real no negativa y aditiva es as¶³,

esencialmente, el ¶unico monoide topol¶ogico positivo y conexo) . Estos resultados se

aprovechan para mostrar, en un ap¶endice, la manera de extender estructuras como

las anteriores hasta generar el cuerpo conmutativo totalmente ordenado y completo

de los n¶umeros reales.

En otra secci¶on de este cap¶³tulo, aportamos como resultado de inter¶es la demostra-

ci¶on de que toda funci¶on de utilidad aditiva de¯nida sobre un semigrupo top ol¶ogico

totalmente ordenado es continua. Aplicado a grupos, este resultado permite ase-

gurar que todo grupo totalmente ordenado y arquimediano es representable por una

funci¶on de utilidad aditiva y continua, lo que constituye por s¶³ mismo una extensi¶on

del cl¶asico Teorema de HÄolder.

Como observaci¶on ¯nal, quisi¶eramos destacar el esfuerzo realizado en plasmar en

Ej emplos y Contraej emplos las situaciones que se desprenden de diversos enuncia-

dos presentes en la memoria. Entendemos que cabe incluir entre las aportaciones

originales algunos de estos ej emplos, por su signi¯caci¶on sobre las propiedades que

pretenden ilustrar.
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1 . 2. De¯niciones y resultados previos.

1 . 3. Funci¶on de utilidad.
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1 .1 . In tro d u c c i¶o n

El problema de representar una estructura ordenada a trav¶es de una funci¶on num¶eri-

ca que preserve el orden se remonta a ¯nales del siglo pasado. En concreto dicha

cuesti¶on, para el caso particular de conj untos totalmente ordenados, fue propuesta

por Cantor [1 895, 1 897] . Existen en la literatura diversas caracterizaciones que re-

suelven este problema, entre las que pueden destacarse las debidas a Milgram [1 939] ,

Birkho® [1 940{1 967] , Eilenberg [1 941 ] , Debreu [1 954, 1 964] , Ja®ray [1 975] , o Herden

y Mehta [1 994] , entre otros.

La existencia de representaci¶on num¶erica simpli¯ca el an¶alisis de la relaci¶on de

orden considerada, puesto que la comparaci¶on entre elementos se traduce en una

comparaci¶on entre n¶umeros reales.

En Econom¶³a Matem¶atica, p or ej emplo, y en el contexto de la Teor¶³a de Elecci¶on

Racional, cuando se pretende describir el comportamiento de un agente representa-

tivo es frecuente modelar el conj unto de las posibles alternativas mediante cierta es-

tructura ordenada, cuyo orden viene inducido por las preferencias que dicho agente

tiene sobre las distintas alternativas. Habitualmente se supone que el individuo

sigue un principio maximizador en la toma de decisiones. As¶³ pues, si es posible

la obtenci¶on de una representaci¶on num¶erica para la relaci¶on de preferencias, la

toma de decisiones del agente, con el ob j etivo de realizar una elecci¶on ¶optima, se

transforma en la b¶usqueda de m¶aximos para una funci¶on con valores reales (v¶ease

Walker [1 977] , Subiza [1 992] o Peris y Subiza [1 994] ) .

En este cap¶³tulo, tras la de¯nici¶on y discusi¶on de los conceptos b¶asicos referentes a

estructuras ordenadas que ser¶an utilizados a lo largo de la memoria, presentaremos

en forma resumida algunos de los resultados clave sobre representabilidad.
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Dado el car¶acter introductorio con que planteamos la redacci¶on del cap¶³tulo, omitire-

mos las demostraciones. Pueden encontrarse en las obras cuya referencia incluimos

j unto a cada resultado.

1 .2 . D e ¯ n ic io n e s y re su lta d o s p re v io s

D e ¯ n ic i¶o n 1 .2 .1 : O r d e n t o t a l

Una relaci¶on binaria - de¯nida en un conj unto X no vac¶³o se llama o rd e n to ta l si

veri¯ca las propiedades:

R. (R e ° e x iv a ) Para todo a 2 X : a - a

A. (A n tisim ¶e trica ) Para todo a ; b 2 X : si a - b y b - a entonces a = b

T. ( T ra n sitiv a ) Para todo a ; b ; c 2 X : si a - b y b - c entonces a - c

C. ( C o m p le ta ) Para todo a ; b 2 X : a - b o b - a

Puesto que toda relaci¶on binaria completa es necesariamente re°exiva, puede supri-

mirse la condici¶on (R) de la de¯nici¶on. Otra alternativa es sustituir (C) por la

propiedad:

C' . ( C o n e x a ) Para todo a ; b 2 X , con a 6= b : a - b o b - a

Asociada a la relaci¶on - se de¯ne otra, Á , que denominaremos o rd e n to ta l e stric to

con el signi¯cado:

Para todo a ; b 2 X : a Á b si y s¶olo si a - b y a 6= b

Esta nueva relaci¶on veri¯ca las propiedades:
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I. ( Irre ° e x iv a ) 8 a 2 X : n o (a Á a )

A. (A sim ¶e trica ) 8 a ; b 2 X : a Á b =) n o ( b Á a )

T. ( T ra n sitiv a ) 8 a ; b ; c 2 X : a Á b ; b Á c =) a Á c

C'. (C o n e x a ) 8 a ; b 2 X ; a 6= b : a Á b o b Á a

Adem¶as se veri¯ca:

a Á b si y s¶olo si n o (b - a )

a - b si y s¶olo si n o (b Á a )

N¶otese que se logra una formulaci¶on equivalente a la expuesta hasta ahora si se

parte de la relaci¶on de orden estricta, Á , y se construye a partir de ella la relaci¶on

- . Es decir, dada una relaci¶on Á , de¯nida en un conj unto X y cumpliendo las

propiedades a sim ¶e trica (lo que implica irre ° e x iv a ) , tra n sitiv a y co n e x a ; la relaci¶on

- , de¯nida a partir de Á mediante:

a - b ( ) a Á b o a = b

resulta ser un orden total. Adem¶as, el orden estricto asociado al orden total resul-

¤tante, coincide con el original, Á .

El par (X ; - ) se llama co n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o , y la estructura equivalente

(X ; Á ) recibe el nombre de ca d e n a .

D e ¯ n ic i¶o n 1 .2 .2 : R e p r e s e n t a b ilid a d d e l o r d e n . F u n c i¶o n d e u t ilid a d

Se dice que un conj unto totalmente ordenado ( X ; - ) es re p re se n ta b le si existe una

aplicaci¶on u : ( X ; - ) ¡ ! (R ; · ) , del conj unto X , en el conj unto R de los n¶umeros

reales con su orden habitual · , veri¯cando

[u1 ] 8 a ; b 2 X : a - b ( ) u ( a ) · u ( b)

¤ Observaremos luego que, en el caso de pre¶ordenes, esta equivalencia entre las estructuras que se obtienen

partiendo de la relaci¶on estricta o no estricta dej a de ser cierta.
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La aplicaci¶on u se llama re p re se n ta c i¶o n n u m ¶e rica o u tilid a d . Su existencia establece

por tanto un iso m o r¯ sm o d e ¶o rd e n e s ( iso to n ¶³a ) entre el conj unto ordenado y un

subconj unto de los n¶umeros reales, con su orden habitual.

N¶otese que la de¯nici¶on es equivalente a que se veri¯que:

[u2] 8 a ; b 2 X : a Á b ( ) u ( a ) < u ( b)

En efecto, supuesto [u1 ] :

a Á b ( ) n o (b - a ) ( ) n o (u (b ) · u (a ) ) ( ) u (a ) < u (b )

y, an¶alogamente, supuesto [u2] :

a - b ( ) n o (b Á a ) ( ) n o (u (b) < u (a ) ) ( ) u (a ) · u (b) ¥

Incluso puede enunciarse lo mismo a¯rmando simplemente

[u 3] 8 a ; b 2 X : a Á b =) u (a ) < u ( b)

ya que, supuesto [u3]

u (a ) < u (b) =) n o (b Á a ) =) a - b

y por tanto, a Á b ; pues de lo contrario, al ser - antisim¶etrica, se tiene a = b , de

donde u ( a ) = u ( b) , contra u (a ) < u (b ) ¥

Si solamente puede asegurarse que

8 a ; b 2 X : a - b =) u (a ) · u (b )

se dice que ( X ; - ) es p se u d o -re p re se n ta b le , y la aplicaci¶on u recibe el nombre de

p se u d o -u tilid a d . Obviamente, en este caso no pueden sustituirse las desigualdades

por desigualdades estrictas, pues la condici¶on

a Á b =) u ( a ) < u ( b)

como ya se ha observado, equivale a la representabilidad. As¶³, para elementos de X

veri¯cando a Á b , la pseudo-representabilidad s¶olo garantiza que u (a ) · u (b ) . En

otros t¶erminos, u tilid a d es lo mismo que p se u d o -u tilid a d in y ec tiv a .
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O b s e r v a c i¶o n

Como se mencionaba en la introducci¶on, en el estudio de la Teor¶³a de Elecci¶on

Racional, se toma como punto de partida el supuesto de que un consumidor \ordena"

las diversas opciones que se le presentan, de acuerdo con sus preferencias sobre los

elementos de un conj unto de alternativas X .

Es frecuente adoptar que esta ordenaci¶on viene inducida por una relaci¶on binaria,

- (denominada p re fe re n c ia d ¶e b il) que veri¯ca las propiedades re ° e x iv a , tra n sitiv a

y co m p le ta o co n e x a ; pero no necesariamente a n tisim ¶e trica (v¶ease, por ej emplo,

Debreu [1 959] ) . En este contexto, cuando para dos alternativas a ; b 2 X ocurre a - b

y tambi¶en b - a , se interpreta que ambas son in d ife re n te s, pero no necesariamente

iguales.

Las ideas anteriores se formalizan en la siguiente de¯nici¶on.

D e ¯ n ic i¶o n 1 .2 .3 : P r e o r d e n c o m p le t o

Una relaci¶on binaria - de¯nida en un conj unto X se llama p reo rd e n co m p le to o

p reo rd e n to ta l si veri¯ca las propiedades:

R. (R e ° e x iv a ) Para todo a 2 X : a - a

T. ( T ra n sitiv a ) Para todo a ; b ; c 2 X : si a - b y b - c entonces a - c

C. ( C o m p le ta ) Para todo a ; b 2 X : a - b o b - a

Asociadas a un preorden completo - se de¯nen otras dos relaciones binarias, que

representaremos » y Á , con el siguiente signi¯cado:

a » b si y s¶olo si a - b y tambi¶en b - a

a Á b si y s¶olo si a - b y n o (a » b)
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La primera de ellas, » , re°ej a la parte sim¶etrica del preorden original. Se denomina

re la c i¶o n d e in d ife re n c ia y resulta ser de eq u iv a le n c ia , esto es, veri¯ca las propiedades

re°exiva, sim¶etrica (i. e. para todo a ; b 2 X : a » b =) b » a ) y transitiva.

La relaci¶on Á re°ej a la parte asim¶etrica del preorden original. Veri¯ca:

I. ( Irre ° e x iv a ) 8 a 2 X : n o (a Á a )

A. (A sim ¶e trica ) 8 a ; b 2 X : a Á b =) n o ( b Á a )

T. ( T ra n sitiv a ) 8 a ; b ; c 2 X : a Á b ; b Á c =) a Á c

N. (N eg a tiv a m e n te tra n sitiv a ) 8 a ; b ; c 2 X :

n o (a Á b) ; n o (b Á c ) =) n o (a Á c )

La ¶ultima propiedad, de enunciado puramente t¶ecnico, tiene sin embargo gran im-

portancia, en el sentido que se explica a continuaci¶on.

Como en el caso de ¶ordenes totales, podemos intentar reconstruir los resultados

referidos a pre¶ordenes completos, partiendo de una relaci¶on estricta, Á , y de¯niendo:

a » b si y s¶olo si n o ( a Á b) y n o (b Á a )

a - b si y s¶olo si a Á b o a » b

Sin embargo, si solamente se garantiza que la relaci¶on Á de partida es asim¶etrica

(lo que implica irre°exiva) y transitiva, resulta ahora que ni la indiferencia re-

sultante coincide necesariamente con la anterior, ni la relaci¶on - inducida es un

preorden completo. El problema radica en que la indiferencia asociada a un pre-

orden completo es siempre transitiva (se trata de una relaci¶on de equivalencia) ,

mientras que la que acabamos de de¯nir, asociada a la relaci¶on Á , no tiene por qu¶e

serlo. Imponiendo que la relaci¶on estricta Á sea negativamente transitiva, queda

garantizada la transitividad de su indiferencia asociada y, como consecuencia, puede
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comprobarse que ambas construcciones son equivalentes. Para m¶as detalles puede

consultarse Peleg [1 970] o Indur¶ain [1 989] .

Una relaci¶on Á asim¶etrica y negativamente transitiva recibe el nombre de o rd e n

d ¶e b il. Puede comprobarse que todo orden d¶ebil es tambi¶en transitivo, por lo que,

en conclusi¶on, es su¯ciente suponer que la relaci¶on Á es un orden d¶ebil, para que

las estructuras ( X ; Á ) y (X ; - ) , con - preorden completo, sean equivalentes.

El siguiente cuadro presenta de forma esquem¶atica los resultados anteriores:

¡ ¢
( X ; - ) orden total ( ) (X ; Á ) cadena » es la igualdad

+ + ¡ ¢
(X ; - ) preorden completo ( ) (X ; Á ) orden d¶ebil » es de equivalencia

D e ¯ n ic i¶o n 1 .2 .4 : R e p r e s e n t a b ilid a d d e p r e ¶o r d e n e s c o m p le t o s

Se dice que un conj unto totalmente preordenado (X ; - ) es re p re se n ta b le si existe

una aplicaci¶on u : ( X ; - ) ¡ ! (R ; · ) , veri¯cando, 8 a ; b 2 X :

a - b ( ) u (a ) · u (b )

La de¯nici¶on es por tanto igual que la correspondiente a ¶ordenes totales, y la apli-

caci¶on u recibe, como entonces, el nombre de u tilid a d . Ahora no se trata de una

aplicaci¶on inyectiva, sino que de la propia de¯nici¶on se deduce:

a » b ( ) u (a ) = u (b )

y tambi¶en:

a Á b ( ) u (a ) < u (b )

La siguiente proposici¶on, f¶acil de probar, pone de mani¯esto la imp ortancia de los

pre¶ordenes totales, desde el punto de vista de la existencia de funci¶on de utilidad.
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P r o p o s ic i¶o n 1 .2 .1 (Debreu 1954)

S e a - u n a re la c i¶o n b in a ria d e ¯ n id a e n u n c o n ju n to X , p a ra la q u e e x iste u n a fu n c i¶o n

u : ( X ; - ) ¡ ! (R ; · )

v e rī c a n d o , p a ra to d o a ; b 2 X :

a - b ( ) u (a ) · u (b )

E n to n c e s, - e s u n p re o rd e n c o m p le to .

Pero, adem¶as, la representabilidad de pre¶ordenes completos queda resuelta por la

existencia de utilidad para ¶ordenes totales. La siguiente proposici¶on, tambi¶en sen-

cilla, j usti¯ca este hecho (v¶ease, por ej emplo, Tanguiane [1 988] , Indur¶ain [1989] o

Candeal e Indur¶ain [1 990 (1 ) ] )

P r o p o s ic i¶o n 1 .2 .2

S e a - u n p re o rd e n c o m p le to d e ¯ n id o so b re u n c o n ju n to X . S e a

X = » = f [x ] ; x 2 X g

e l c o n ju n to d e c la se s d e e q u iv a le n c ia (c o n ju n to c o c ie n te ) re la tiv o a la re la c i¶o n d e

in d ife re n c ia » . D e ¯ n a m o s so b re e ste c o n ju n to la re la c i¶o n - m e d ia n te

[x ] - [y ] ( ) x - y

E n to n c e s, (X = » ; - ) e s u n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o , y e l p re o rd e n c o m p le to

(X ; - ) e s re p re se n ta b le si y s¶o lo si lo e s e l o rd e n to ta l ( X = » ; - ) .
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1 .3 . F u n c i¶o n d e u tilid a d

El problema de la existencia de representabilidad num¶erica para un conj unto to-

talmente ordenado fue planteado ya por Cantor [1 895, 1 897] . Una primera aproxi-

maci¶on a la soluci¶on puede enunciarse en los siguientes t¶erminos:

P r o p o s ic i¶o n 1 .3 .1 (Cantor, 1 895)

S e a ( X ; - ) u n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o , v e rī c a n d o :

8 x ; y 2 X c o n x Á y ; e x iste z 2 X ta l q u e x Á z Á y

(p o r c u m p lir lo a n te rio r, se d ic e q u e X \ c a re c e d e h u e c o s" ). E n to n c e s, (X ; - ) e s

n u m ¶e ric a m e n te re p re se n ta b le si y s¶o lo si e x iste u n su b c o n ju n to D d e X , D c o n ta b le

(i.e . ¯ n ito o in ¯ n ito n u m e ra b le ), ta l q u e

8 x ; y 2 X c o n x Á y ; e x iste d 2 D ta l q u e x Á d Á y

Dado que en lo sucesivo estaremos interesados en el an¶alisis de propiedades de

continuidad de las funciones de utilidad, parece adecuado introducir en este punto

estos conceptos b¶asicos. Dado un conj unto totalmente ordenado ( X ; - ) , de¯nimos

la to p o lo g¶³a d e l o rd e n como aqu¶ella que tiene como subbase de abiertos la siguiente

familia de conj untos:

§ = f ( Ã ; a ) ; (b ; ! ) ; a ; b 2 X g

donde

( Ã ; a ) = f x 2 X ; x Á a g

( b ; ! ) = f x 2 X ; b Á x g

¤Como es habitual, sobre la recta real consideraremos la top olog¶³a eucl¶³dea.

¤ La top olog¶³a eucl¶³dea de los n¶umeros reales es, precisamente, su topolog¶³a del orden como conj unto

totalmente ordenado.
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N o t a c i¶o n

Dado un conj unto totalmente ordenado ( X ; - ) , utilizaremos la notaci¶on habitual

para intervalos de n¶umeros reales cuando se quieran representar los correspondientes

subconj untos an¶alogos de X . Por ej emplo:

(a ; b) = f x 2 X ; a Á x Á b g

[a ; b ] = f x 2 X ; a - x - b g

O b s e r v a c i¶o n

La de¯nici¶on de se p a ra b ilid a d para un espacio topol¶ogico X (existencia de un sub-

conj unto D contable cuya adherencia es X ) , equivale, al considerar la topolog¶³a del

orden en un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) , a la propiedad:

E x iste u n su bco n ju n to co n ta b le D µ X q u e co rta a to d o in te rv a lo a b ie rto (a ; b ) , n o

v a c¶³o , d e X .

Por otra parte, dado un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) , la propiedad \sin

huecos" , de¯nida en la Proposici¶on 1 .3. 1 signi¯ca que todo intervalo abierto ( a ; b )

es no vac¶³o. Esto permite reenunciar el resultado de Cantor en la forma:

P r o p o s c i¶o n 1 .3 .1 '

U n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o y sin h u e c o s (X ; - ) e s re p re se n ta b le si y s¶o lo si

e s se p a ra b le

Puede ocurrir que un espacio topol¶ogico (X ; ¿ ) est¶e dotado de una relaci¶on de orden

total - . Para estudiar, al mismo tiempo, propiedades de preservaci¶on del orden y

continuidad, debemos necesariamente imponer alguna relaci¶on entre la topolog¶³a y

el orden dados en X . La siguiente de¯nici¶on, utilizada ya en los trabaj os de Debreu

[1 954, 1 959] , pone de mani¯esto esta idea.
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D e ¯ n ic i¶o n 1 .3 .1 : T o p o lo g ¶³a n a t u r a l. O r d e n c o n t in u o

Sea ( X ; - ; ¿ ) un espacio topol¶ogico, totalmente ordenado. La topolog¶³a ¿ se dice

n a tu ra l si, para todo a ; b 2 X , los conj untos ( Ã ; a ) , (b ; ! ) son ¿ -abiertos; es decir,

todo abierto en la topolog¶³a del orden es abierto en (X ; ¿ ) (la topolog¶³a ¿ es m¶as

¤¯na que la del orden) . Tambi¶en se dice que - es un o rd e n co n tin u o .

O b s e r v a c i¶o n

Cualquier subconj unto S de un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) es tambi¶en,

obviamente, un conj unto totalmente ordenado, con la misma relaci¶on - heredada

de X . Resulta as¶³ que el subconj unto S es un espacio topol¶ogico, con la topolog¶³a

¿ del orden - inducido. Por otra parte, el propio X est¶a dotado de la topolog¶³aS

del orden ¿ , por lo que el subconj unto S es subespacio topol¶ogico, con la topolog¶³aX

¿ j inducida por la del espacio X . Sin embargo ocurre que, en general, estas dosX S

topolog¶³as de¯nidas en S no coinciden, resultando ¿ menos ¯na que ¿ j .S X S

En particular, en el conj unto R de los n¶umeros reales, la topolog¶³a del orden es

la misma que la eucl¶³dea; pero la topolog¶³a del orden de un subconj unto S de los

n¶umeros reales es, en general, menos ¯na que la topolog¶³a eucl¶³dea usual restringida

a S .

Podemos concluir que, por de¯nici¶on, la existencia de funci¶on de utilidad para un

conj unto totalmente ordenado (X ; - ) , establece siempre un homeomor¯smo entre

(X ; - ) y un subconj unto ( S ; · ) de la recta real, considerando la topolog¶³a del orden

de ambos espacios. Sin embargo, de acuerdo con la observaci¶on anterior, no est¶a

garantizado que la funci¶on de utilidad empleada sea continua si en la recta real se

considera la topolog¶³a usual.

¤ Para otros enunciados equivalentes o caracterizaciones de la continuidad de un orden puede consultarse

Chateuneuf [1 983] , Fishburn [1 983] , Monteiro [1 987] , Herden [1 991 ] o Yi [1 993] .
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O b s e r v a c i¶o n

En el caso de pre¶ordenes completos, podemos dotar al conj unto cociente totalmente

ordenado ( X = » ) de la topolog¶³a del orden, y considerar en X la to p o lo g¶³a in ic ia l,

esto es, la menos ¯na que hace continua la proyecci¶on x 7! [x ] . An¶alogamente, se

llama n a tu ra l a cualquier topolog¶³a que sea m¶as ¯na que la topolog¶³a inicial de¯nida

a partir de la proyecci¶on de X sobre X = » .

D e ¯ n ic i¶o n 1 .3 .2 : P e r fe c t a s e p a r a b ilid a d

Un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) se dice p e rfec ta m e n te se p a ra b le si existe

un subconj unto D contable tal que para cualesquiera a ; b 2 X , con a Á b , existe

alg¶un d 2 D con a - d - b . (Si - es un preorden completo, se dice que ( X ; - ) es

¤perfectamente separable si el conj unto totalmente ordenado ( X = » ) lo es) .

La siguiente proposici¶on generaliza el teorema de representaci¶on de Cantor (Proposi-

ci¶on 1 . 3. 1 ') .

P r o p o s ic i¶o n 1 .3 .2 (Milgram 1 939, B irkho® 1 940, Debreu 1 954, Fishburn 1970,

Ja®ray 1 975)

S e a (X ; - ) u n c o n ju n to c o m p le ta m e n te p re o rd e n a d o . (X ; - ) e s re p re se n ta b le p o r

u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d c o n tin u a e n c u a lq u ie r to p o lo g¶³a n a tu ra l, si y s¶o lo si e s

p e rfe c ta m e n te se p a ra b le .

¤ La perfecta separabilidad implica la separabilidad top ol¶ogica. El rec¶³proco no es cierto en general.

Sin embargo, si un conj unto totalmente ordenado es separable y sin huecos, entonces es perfectamente

separable. (V¶ease Candeal e Indur¶ain [1 990 (1 ) ] ) . La separabilidad topol¶ogica, por su parte, j uega un

papel crucial en resultados de representabilidad (v¶ease Arias de Reyna, Est¶evez y Herv¶es [1 995] ) .
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El resultado anterior puede obtenerse como consecuencia del siguiente, m¶as general.

Para una discusi¶on m¶as detallada v¶ease Mehta [1 988] o Candeal e Indur¶ain [1 990

(2) ] .

P r o p o s ic i¶o n 1 .3 .3

S e a ( X ; - ) u n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o . S o n e q u iv a le n te s:

i) (X ; - ) e s p e rfe c ta m e n te se p a ra b le .

ii) (X ; - ) e s re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d .

iii) (X ; - ) e s re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d , c o n tin u a si se c o n -

sid e ra e n X la to p o lo g¶³a d e l o rd e n .

iv ) (X ; - ) e s re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d , c o n tin u a e n c u a lq u ie r

to p o lo g¶³a n a tu ra l e n X

O b s e r v a c i¶o n

De acuerdo con los resultados anteriores, cualquier conj unto totalmente ordenado y

contable es representable. Adem¶as puede conseguirse que la imagen quede contenida

en el conj unto Q de los n¶umeros racionales. Este resultado, que formalizamos en la

siguiente proposici¶on, aparece por ej emplo en Birkho® [1 940{1 967] y Debreu [1 959] .

P r o p o s ic i¶o n 1 .3 .4

T o d o o rd e n to ta l, d e ¯ n id o e n u n c o n ju n to c o n ta b le , e s re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n

d e u tilid a d , c o n im a g e n e n e l c o n ju n to Q d e lo s n ¶u m e ro s ra c io n a le s, c o n su o rd e n

n a tu ra l h e re d a d o d e la re c ta re a l R .
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2 .1 . In tro d u c c i¶o n

El teorema de HÄolder (1 901 ) establece que todo grupo totalmente ordenado y a rq u i-

m ed ia n o es isomorfo e is¶otono a alg¶un subgrupo de la recta real. En otros t¶erminos,

es representable num¶ericamente por una fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a .

En este cap¶³tulo proporcionamos otras condiciones necesarias y su¯cientes para la

representabilidad aditiva de grupos totalmente ordenados. Cualquiera de ellas debe

ser, de acuerdo con el teorema de HÄolder, equivalente a la propiedad arquimediana.

La exigencia adicional de respetar la estructura algebraica, adem¶as de la de orden,

supone inmediatamente la existencia de diferencias entre los resultados de repre-

sentaci¶on de conj untos ordenados y representaci¶on aditiva de grupos ordenados.

Por ej emplo, la numerabilidad es su¯ciente para la existencia de utilidad en con-

j untos ordenados, pero no todo grupo numerable es arquimediano y, por tanto,

representable mediante homomor¯smo. M¶as a¶un: todo conj unto contable ordenado

es representable en los n¶umeros racionales (Proposici¶on 1 . 3. 4) , sin embargo, no todo

grupo ordenado, contable y arquimediano, puede representarse, aditivamente, en el

grupo ordenado de los racionales: basta tomar un subgrupo de los n¶umeros reales

generado por dos elementos; uno racional q y otro irracional ® . Ning¶un m¶ultiplo

entero de q puede coincidir con un m¶ultiplo entero de ® ; mientras que todo grupo

isomorfo a un subgrupo de los n¶umeros racionales debe permitir tal igualdad.

Intuitivamente, el hecho de que un grupo ordenado veri¯que la propiedad arqui-

mediana expresa que no contiene elementos in ¯ n ita m e n te g ra n d e s u n o s re sp ec to a

o tro s. Analizamos aqu¶³ una caracterizaci¶on de la representabilidad aditiva, que

denominamos p ro p ied a d f n + 1 ; n g y otra, equivalente, p ro p ied a d f p > q g , que
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se interpretan, a nivel intuitivo, como la no existencia de elementos in ¯ n ita m e n te

p r¶o x im o s e n tre s¶³.

La importancia de la caracterizaci¶on que estas propopiedades proporcionan radica

en que dej an de ser equivalentes a la propiedad arquimediana cuando se aplican a

se m ig ru p o s to ta lm e n te o rd e n a d o s y que, como se ver¶a en el cap¶³tulo correspondiente,

j uegan un papel esencial en el estudio de la representabilidad aditiva de esta ¶ultima

estructura.

Caracterizaremos tambi¶en la representabilidad aditiva de un grupo abeliano, en

t¶erminos de no contener como subgrupo a Z £ Z, dotado del orden le x ico g r¶a ¯ co . Esta

ausencia (presencia) del orden lexicogr¶a¯co en las estructuras representables (no

representables) es t¶³pica en teor¶³a de la utilidad (v¶ease, por ej emplo, Fishburn [1 974] ,

Ostaszewski [1 975] o Mart¶³nez Legaz [1 995] ) .

2 .2 . D e ¯ n ic io n e s

Los conceptos de esta secci¶on tienen un car¶acter b¶asico y son habituales en la

literatura. El concepto de g ru p o puede verse, por ej emplo, en Hungerford [1 974] . En

Birkho® [1 940{1 967] o Fuchs [1 963] , aparecen las de¯niciones de grupo totalmente

ordenado, y de representabilidad aditiva.

D e ¯ n ic i¶o n 2 .2 .1 : G r u p o

Se denomina g ru p o a la estructura algebraica (G ; +) formada por un conj unto

G dotado de una operaci¶on binaria interna, +, de manera que se veri¯can las

propiedades:

1 ) + es asociativa, es decir, 8 a ; b ; c 2 G :

(a + b) + c = a + ( b + c )
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2) Existe un elemento e 2 G , denominado e le m e n to n e u tro tal que 8 a 2 G :

a + e = e + a = a

3) Para todo elemento a 2 G , existe otro elemento ¡ a 2 G , denominado

o p u e sto o sim ¶e trico de a tal que

a + ( ¡ a ) = ( ¡ a ) + a = e

Un grupo ( G ; +) se dice a be lia n o o co n m u ta tiv o , si para todo par de elementos

a ; b 2 G se veri¯ca: a + b = b + a

N o t a c i¶o n

Dado un elemento a de un grupo ( G ; +) con neutro e , y dado n 2 N , se representar¶a

¤como es habitual:

n v e c e sz }| {
n :a = a + ¢ ¢ ¢ + a

Para extender la notaci¶on a cualquier entero, se adopta por convenio 0:a = e , y

(¡ n ) :a = n :(¡ a ) . F¶acilmente se comprueba que n :(¡ a ) = ¡ (n :a ) , por lo que el

elemento en cuesti¶on puede escribirse sin ambigÄuedad ¡ n :a .

D e ¯ n ic i¶o n 2 .2 .2 : G r u p o t o t a lm e n t e o r d e n a d o

Se llama g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o a una estructura (G ; + ; - ) veri¯cando:

1 . (G ; +) es grupo.

¤ N¶otese que la expresi¶on del segundo miembro est¶a bien de¯nida, gracias a que se veri¯ca la propiedad

asociativa.
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2. (G ; - ) es un conj unto totalmente ordenado.

3. El orden total - es in v a ria n te p o r tra sla c io n e s, es decir, 8 a ; b ; c 2 G :

a - b ( ) a + c - b + c ( ) c + a - c + b

Por tratarse de un orden total, la condici¶on equivale a que el orden total

estricto Á asociado a - sea, a su vez, invariante por traslaciones, esto es,

8 a ; b ; c 2 G :

a Á b ( ) a + c Á b + c ( ) c + a Á c + b

O b s e r v a c i¶o n

Birkho® utiliza la denominaci¶on de o rd e n h o m o g¶e n eo [1 942] , y tambi¶en g ru p o co n

tra sla c io n e s is¶o to n a s [1 940{1 967] en vez del t¶ermino in v a ria n te p o r tra sla c io n e s,

tambi¶en utilizado en la literatura y que nosotros empleamos.

E je m p lo 2 .2 .1

El conj unto R de los n¶umeros reales, con la suma y orden habituales, constituye

para nosotros el ej emplo fundamental de grupo totalmente ordenado, puesto que

alrededor de su estructura plantearemos los problemas de existencia de utilidad.

Aparte del anterior, el \p la n o le x ico g r¶a ¯ co " que describimos a continuaci¶on es otro

ej emplo relevante de grupo totalmente ordenado.

2Sea (R ; + ; - ) , el plano real ordinario, con la suma +, de¯nida co o rd e n a d a aL

co o rd e n a d a :

(a ; b) + ( c ; d ) = ( a + b ; c + d )

y el o rd e n le x ico g r¶a ¯ co - de¯nido por:L

(a ; b) Á (c ; d ) si y s¶olo si a < c o a = c ; b < dL
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Se trata de un grupo abeliano, dotado de un orden total. Comprobemos que el orden

2es invariante por traslaciones. En efecto, para cualquier (g ; h ) 2 R se cumple:

( a ; b) Á (c ; d ) ( ) a < c o a = c ; b < dL

( ) a + g < c + g o a + g = c + g ; b + h < d + h

( ) ( a + g ; b + h ) Á ( c + g ; d + h )L

( ) ( a ; b ) + (g ; h ) Á ( c ; d ) + (g ; h )L

O b s e r v a c i¶o n

Cualquier subgrupo de un grupo totalmente ordenado es tambi¶en, claramente, un

grupo totalmente ordenado. Una vez establecido que el orden lexicogr¶a¯co dota al

plano de un orden total invariante por traslaciones, recurriremos con frecuencia a

esta estructura para extraer de la misma nuevos ej emplos en diversas situaciones.

Este recurso al orden lexicogr¶a¯co como fuente de ej emplos no es casual pues, como

ya hemos comentado en la introducci¶on del cap¶³tulo, la presencia o ausencia del

mismo es determinante en resultados sobre representabilidad de estructuras orde-

nadas.

D e ¯ n ic i¶o n 2 .2 .3 : R e p r e s e n t a b ilid a d a d it iv a

Un grupo totalmente ordenado (G ; + ; - ) se dice a d itiv a m e n te re p re se n ta b le (resp.

p se u d o -re p re se n ta b le ) si existe una funci¶on de utilidad (resp. pseudo-utilidad)

u : (G ; +; - ) ¡ ! (R ; + ; · )

que es un homomor¯smo de grupos, es decir, para todo a ; b 2 G : u ( a + b) =

u (a ) + u (b ) . La funci¶on u se llama u tilid a d a d itiv a (resp. p se u d o -u tilid a d a d itiv a ) .
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D e ¯ n ic i¶o n 2 .2 .4 : E le m e n t o s p o s it iv o s y n e g a t iv o s

Dado un grupo totalmente ordenado (G ; + ; - ) , con neutro e , un elemento a 2 G se

dice p o sitiv o (resp. n eg a tiv o ) si e Á a (resp. a Á e ) .

Se llama co n o p o sitiv o (resp. co n o n eg a tiv o ) de un grupo totalmente ordenado

(G ; +; - ) al conj unto de todos sus elementos positivos (resp. negativos) , y se deno-

+ ¡ ¤tar¶a G (resp. G ) .

O b s e r v a c io n e s

En Birkho® [1 940{1 967] , se utiliza el concepto de elemento positivo y negativo en

sentido \no estricto" ; por lo que, en tal caso, el elemento neutro pertenece a la vez

+a ambos conos. Con nuestra de¯nici¶on, en sentido estricto, los subconj untos G ,

¡G y f e g constituyen una partici¶on de G .

2 .3 . C o n se c u e n c ia s d e la s d e ¯ n ic io n e s

La de¯nici¶on de grupo totalmente ordenado supone, adem¶as de la presencia de las

estructuras de grupo y de orden en el conj unto considerado, una conexi¶on entre

ambas, que se mani¯esta en la propiedad que hemos denominado in v a ria n c ia p o r

tra sla c io n e s. Los resultados siguientes ponen de mani¯esto la potencia que conlleva

esta conexi¶on, puesto que son, b¶asicamente, consecuencia del car¶acter invariante

por traslaciones del orden total de¯nido en el grupo.

Presentamos la mayor parte de estas propiedades en forma de Lemas porque ser¶an

utilizadas posteriormente con frecuencia. Algunas de ellas aparecen tambi¶en en

Birkho® [1 967] , p. 287 y ss.

¤ En otros contextos, se utiliza el t¶ermino \cono" para referirse a un subconj unto H de un espacio vectorial

real V estable para el producto por escalares positivos. El cono se llama \convexo" , cuando la suma

del espacio vectorial es tambi¶en estable en H . En cualquier caso, como veremos en la pr¶oxima secci¶on

(Lema 2. 3. 5) , cada cono de un grupo totalmente ordenado resulta estable para la op eraci¶on del grupo.
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L e m a 2 .3 .1

1 ) S i a ; b ; c ; d so n e le m e n to s d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) , sa tisfa -

c ie n d o a - b y c - d , e n to n c e s se v e rī c a a + c - b + d . S i a d e m ¶a s, a lg u n a d e la s

d e sig u a ld a d e s e s e stric ta (a Á b o c Á d ), se v e rī c a a + c Á b + d .

2 ) E n p a rtic u la r, p a ra to d o a ; b 2 G , y p a ra to d o n ¶u m e ro n a tu ra l n :

a - b ( ) n :a - n :b

a Á b ( ) n :a Á n :b

D e m o stra c i¶o n

1 ) Siendo a - b , por la invariancia por traslaciones, resulta

a + c - b + c

Por la misma raz¶on, siendo c - d

b + c - b + d

De ambas, teniendo en cuanta la transitividad de la relaci¶on - , se obtiene el

resultado

a + c - b + d

El razonamiento con desigualdad estricta es an¶alogo.

2) Se obtiene por inducci¶on, aplicando reiteradamente el resultado anterior

en a - b . En efecto, tomando c = a y d = b , se deduce 2 a - 2 b . Si se supone

k :a - k :b , para cierto k 2 N , utilizando nuevamente a - b , resulta

(k + 1 ) :a - (k + 1 ) :b

Con desigualdad estricta es an¶alogo.

Reciprocamente, supuesto n :a - n :b para cierto n 2 N , entonces es a - b ,

pues de lo contrario, por tratarse de un orden total, debe ser b Á a y resultar¶³a

n :b Á n :a , que supone una contradicci¶on. ¥
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L e m a 2 .3 .2

+S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . P a ra to d o a 2 G , p ; q 2 Z:

p < q ( ) p :a Á q :a

p · q ( ) p :a - q :a

E n o tro s t¶e rm in o s, sie n d o e e l e le m e n to n e u tro d e G , e l su b g ru p o Za g e n e ra d o p o r

u n e le m e n to p o sitiv o a , e s u n a ca d e n a o rd e n a d a e n la fo rm a :

¢ ¢ ¢ ¡ n :a Á ¡ (n ¡ 1 ) a Á : : : Á ¡ a Á e Á a Á 2 a Á : : : Á n :a Á : : :

D e m o stra c i¶o n

Basta sumar reiteradamente a y ¡ a , aplicando invariancia por traslaciones,

en amb os miembros de e Á a , para obtener:

e Á a ( ) a Á 2 a ( ) 2 a Á 3a ( ) : : : ( ) n :a Á (n + 1 ) :a ( ) : : :

( ) ¡ a Á e ( ) ¡ 2 a Á ¡ a ( ) : : :

De donde se obtiene el resultado. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Como consecuencia del Lema anterior

1 ) Ning¶un elemento de un grupo totalmente ordenado puede ser n ilp o te n te ,

salvo el neutro. En particular, no existen grupos ¯nitos totalmente ordena-

dos, aparte del grupo trivial f e g

2) Un grupo totalmente ordenado, que no sea trivial, no admite co ta s u n i-

v e rsa le s (i. e. , no admite supremo ni ¶³n¯mo) .
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L e m a 2 .3 .3

D a d o u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( G ; + ; - ) , la s sig u ie n te s a ¯ rm a c io n e s so b re u n

e le m e n to a d e G so n e q u iv a le n te s:

i) a e s p o sitiv o .

ii) S u e le m e n to o p u e sto , ¡ a , e s n e g a tiv o .

iii) a Á 2 a

iv ) P a ra to d o b 2 G : b Á a + b (y ta m b i¶e n b Á b + a )

D e m o stra c i¶o n

Sea e el elemento neutro de G , y supongamos que el elemento a de G es

positivo. Todas las equivalencias del enunciado pueden obtenerse aplicando

invariancia por traslaciones a la desigualdad e Á a . En efecto:

(i) ( ) (ii) . Sumando ¡ a :

e Á a ( ) e + (¡ a ) Á a + ( ¡ a ) ( ) ¡ a Á e

(i) ( ) (iii) . Sumando a :

e Á a ( ) e + a Á a + a ( ) a Á 2 a

(i) ( ) (iv) . Sumando b , con cualquier b 2 G :

e Á a ( ) b Á a + b ( ) b Á b + a

Lo que completa la demostraci¶on. ¥
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L e m a 2 .3 .4

P a ra to d o a ,b d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; +; - ) , so n e q u iv a le n te s:

i) a Á b

ii) ¡ b Á ¡ a

+iii) b ¡ a 2 G

+iv ) ¡ a + b 2 G

D e m o stra c i¶o n

Como en los Lemas anteriores, se obtiene aplicando invariancia por trasla-

ciones. ¥

L e m a 2 .3 .5

L o s c o n o s d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , n o triv ia l, (G ; +; - ) so n e sta b le s, e n

e l sig u ie n te se n tid o :

+ +a ; b 2 G =) a + b 2 G

¡ ¡a ; b 2 G =) a + b 2 G

D e m o stra c i¶o n

Siendo e el elemento neutro de G , y a , b elementos positivos, de acuerdo

con el Lema 2. 3. 1, podemos sumar \miembro a miembro" las desigualdades

e Á a , e Á b , de donde:

e Á a + b

Esto es, a + b es tambi¶en positivo. El resultado para el caso negativo se

obtiene de la misma manera. ¥
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L e m a 2 .3 .6

S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . E n to n c e s, p a ra to d o a ; b ; c 2 G , c o n

a - b se v e rī c a :

a + c - c + b o c + a - b + c

D e m o stra c i¶o n

De a - b se sigue, por la invariancia por traslaciones, a + c - b + c y tambi¶en

c + a - c + b . Si se supone que no se veri¯ca, por ej emplo, la primera de las

desigualdades del enunciado, ser¶a (por tratarse de un orden total) c + b Á a + c .

Pero entonces:

c + a - c + b Á a + c - b + c

y por tanto, c + a Á b + c . ¥

O b s e r v a c i¶o n

En algunos resultados que presentaremos posteriormente podr¶³an ofrecerse demos-

traciones m¶as sencillas si se supone un grupo totalmente ordenado en el que se

veri¯can las dos desigualdades anteriores; es decir, a + c - c + b y tambi¶en c + a -
b + c , cuando a - b . Sin embargo, imponer este comportamiento es m¶as exigente

que la propia invariancia p or traslaciones, e implicar¶³a adem¶as que el grupo sea

abeliano, como se establece en el siguiente resultado.

P r o p o s ic i¶o n 2 .3 .1

S e a (G ; +) u n g ru p o e n e l q u e h a y d e ¯ n id o u n o rd e n to ta l - v e rī c a n d o , p a ra to d o

a ; b ; c 2 G , c o n a - b :

a + c - c + b y c + a - b + c

E n to n c e s, (G ; +) e s a b e lia n o , y e l o rd e n - e s in v a ria n te p o r tra sla c io n e s.
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D e m o stra c i¶o n

Dados a ; b 2 G , puesto que a - a , se obtiene sumando el elemento b en las

condiciones del enunciado:

a + b - b + a y b + a - a + b

de donde a + b = b + a , y el grupo resulta abeliano.

Si se consideran ahora a ; b ; c 2 G con a - b , y por ello

a + c - c + b y c + a - b + c

estas desigualdades (al haber establecido ya que el grupo es necesariamente

abeliano) , equivalen a

a + c - b + c y c + a - c + b

esto es, - es invariante por traslaciones. ¥

O b s e r v a c i¶o n

En diversas situaciones precisaremos una \comparaci¶on" entre los elementos n ( a + b )

y n a + n b de un grupo totalmente ordenado (G ; + ; - ) ; siendo a ; b elementos de G , y

n un n¶umero natural. En Luce y Narens [1 987] , al estudiar estructuras algebraicas

ordenadas m¶as generales, se destaca la importancia de poder establecer, incluso, la

igualdad de ambos elementos, para evitar di¯cultades de interpretaci¶on y manej o

de la p ro p ied a d a rq u im ed ia n a (concepto clave en la representabilidad aditiva, y que

se analizar¶a en la pr¶oxima secci¶on) .

Sin embargo, asumir la igualdad n (a + b ) = n a + n b equivale en nuestro contexto

de grupos al car¶acter abeliano, como comprobaremos en la siguiente proposici¶on.

Por el inter¶es de mantener nuestro estudio en condiciones m¶as generales, terminare-

mos la secci¶on con un Lema (establecido tambi¶en en Fuchs [1 963] ) que p ermite la

comparaci¶on pretendida, y al que se recurrir¶a frecuentemente con posterioridad.
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P r o p o s ic i¶o n 2 .3 .2

E n to d o g ru p o (G ; +) so n e q u iv a le n te s:

i) (G ; +) e s a b e lia n o .

ii) P a ra to d o a ; b 2 G :

2 a + 2b = 2( a + b)

iii) P a ra to d o a ; b 2 G , p a ra to d o n 2 N :

n a + n b = n (a + b )

D e m o stra c i¶o n

Se ver¶a primero que (i) ( ) (ii) . En efecto:

Si el grupo es abeliano, sumando en ambos miembros de a + b = b + a \a "

por la izquierda, y \b" por la derecha, se obtiene

a + a + b + b = a + b + a + b

es decir, 2 a + 2 b = 2(a + b ) .

Rec¶³procamente, si para todo a ; b 2 G : 2 a + 2 b = 2( a + b) , es decir:

a + a + b + b = a + b + a + b

simpli¯cando \a " por la izquierda y \b" por la derecha, se sigue

a + b = b + a

Para (ii) ( ) (iii) n¶otese que es obvio, tomando n = 2, que (iii) =) (ii) .
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Procederemos ¯nalmente por inducci¶on para comprobar que (ii) =) (iii) ,

teniendo en cuenta que, si se cumple (ii) , ya se ha establecido que el grupo

es abeliano.

Supongamos que para todo a ; b 2 G : 2 a + 2 b = 2(a + b ) . Est¶a claro que para

n = 1 (y n = 2) : n a + n b = n (a + b ) . Si se admite que la igualdad es cierta

para k 2 N :

( k + 1 ) a + (k + 1 ) b = a + k a + k b + b

= a + k ( a + b) + b

= a + k ( b + a ) + b = ( k + 1 ) ( a + b)

esto es, la igualdad se cumple para k + 1 , lo que completa la demostraci¶on. ¥

L e m a 2 .3 .7

S e a n a , b d o s e le m e n to s d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) ta le s q u e a + b -
b + a , e n to n c e s, p a ra to d o n 2 N se v e rī c a :

n :a + n :b - n :( a + b) - n :(b + a ) - n :b + n :a

(N ¶o te se q u e , p o r tra ta rse d e u n o rd e n to ta l, sie m p re se r¶a c ie rta a lg u n a d e la s d e -

sig u a ld a d e s a + b - b + a o b + a - a + b , p o r lo q u e e l re su lta d o se r¶a sie m p re

a p lic a b le ).

D e m o stra c i¶o n

Siendo a + b - b + a , la segunda desigualdad debe veri¯carse, por el Lema 2. 3. 1 .

Las otras, evidentemente ciertas para n = 1 , se demostrar¶an por inducci¶on.

En efecto, si se supone cierto para k 2 N :

k :a + k :b - k :(a + b )
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Entonces, por haber establecido ya que k :(a + b ) - k :(b + a ) , se tiene:

k :a + k :b - k :(b + a )

Utilizando la invariancia por traslaciones; sumando \a " por la derecha y \b"

por la izquierda, resulta

(k + 1 ) :a + (k + 1) :b - a + k :(b + a ) + b = (k + 1 ) :(a + b)

Lo que demuestra que la primera desigualdad es cierta. An¶alogamente, para

la tercera, tenemos:

k :(b + a ) - k :b + k :a

=) k :(a + b) - k :b + k :a

=) b + k :( a + b) + a - ( k + 1 ) :b + ( k + 1 ) :a

=) (k + 1 ) :(b + a ) - ( k + 1 ) :b + ( k + 1 ) :a

Lo que completa la demostraci¶on. ¥

2 .4 . G ru p o s a rq u im e d ia n o s. T e o re m a d e H Äo ld e r

El resultado cl¶asico de HÄolder establece que:

\U n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o e s iso m o rfo e is¶o to n o a u n su bg ru p o d e la

rec ta rea l si y s¶o lo si e s a rq u im ed ia n o "

Puede verse la demostraci¶on de este resultado en el art¶³culo original de HÄolder [1901 ]

y tambi¶en en Cartan [1 939] , Birkho® [1 940{1 967] , Loonstra [1 946] o Fuchs [1 963] .

Las pruebas cl¶asicas comienzan ¯j ando un elemento positivo en el grupo, mediante

el cual es posible asociar a cualquier otro elemento un par de subconj untos de los

n¶umeros racionales que constituyen una co rta d u ra d e D ed e k in d . De esta manera a
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cada elemento del grupo se le asocia un n¶umero real, de¯nido por la cortadura corres-

pondiente. Por ¶ultimo se comprueba que la aplicaci¶on resultante es un homor¯smo

inyectivo, con lo que se tiene el resultado.

La demostraci¶on alternativa que presentaremos en esta secci¶on construye, en lu-

gar de cortaduras, una sucesi¶on de Cauchy de n¶umeros racionales asociada a cada

elemento, cuyo l¶³mite de¯ne el n¶umero real buscado. Antes de establecer dicho

resultado introducimos el concepto de grupo arquimediano.

D e ¯ n ic i¶o n 2 .4 .1 : G r u p o a r q u im e d ia n o

Un grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - ) se dice a rq u im ed ia n o si para todo a ; b 2
+G , a Á b , existe un n¶umero natural n tal que b Á n :a

O b s e r v a c i¶o n

Birkho® [1 967] , p. 290, en un contexto m¶as general, de¯ne el concepto de grupo

arquimediano p or la condici¶on:

dados a ; b 2 G , si n a - b para todo n 2 Z entonces a = e

Posteriormente (p. 300) demuestra que, para grupos totalmente ordenados, ambas

condiciones son equivalentes.

Nosotros preferimos utilizar aqu¶³ como de¯nici¶on el primero de los enunciados

porque puede tambi¶en aplicarse, sin modi¯caciones, al caso de se m ig ru p o s p o sitiv o s,

que ser¶an tratados en un cap¶³tulo posterior.

El Lema que introducimos a continuaci¶on se aplicar¶a despu¶es en nuestra demos-

traci¶on del Teorema de HÄolder. Justi¯ca que es su¯ciente probar la representabilidad

aditiva en el cono positivo de un grupo totalmente ordenado, puesto que siempre es

posible extender tal representaci¶on a la totalidad del grupo.
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L e m a 2 .4 .1

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , n o triv ia l, c o n n e u tro e , y se a u :

+G ¡ ! R u n a a p lic a c i¶o n v e rī c a n d o :

+1 ) u ( b + c ) = u (b ) + u ( c) , p a ra to d o b ; c 2 G

+2 ) u ( b) > 0, p a ra to d o b 2 G

E n to n c e s, (G ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le m e d ia n te :

8
+u (x ) si x 2 G><

¤u (x ) = 0 si x = e>: ¡¡ u ( ¡ x ) si x 2 G

C o m o c o n se c u e n c ia , u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le

si (y s¶o lo si) lo e s su c o n o p o sitiv o .

D e m o stra c i¶o n

¤1 ) Comenzamos probando que la aplicaci¶on u es aditiva. En efecto, da-

dos b ; c 2 G y suponiendo, sin p¶erdida de generalidad, que b - c pueden

distinguirse los siguientes casos:

1 . 1) b = e o c = e . Entonces, trivialmente,

¤ ¤ ¤u ( b + c) = u (b) + u (c )

1 . 2) e Á b ; c . Entonces, e Á b + c As¶³:

¤ ¤ ¤u (b + c) = u (b + c ) = u (b ) + u (c) = u (b) + u (c )

1 . 3) b ; c Á e . Entonces, b + c Á e As¶³:

¤ ¤ ¤u ( b + c) = ¡ u ( ¡ c ¡ b) = ¡ u ( ¡ c ) ¡ u (¡ b) = u (b) + u (c )
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1 . 4) b Á e Á c , y e Á b + c . Entonces, e Á ¡ b y e Á ¡ b + c . As¶³:

¤u (c ) = u (c ) = u ( ¡ b + (b + c ) ) = u (¡ b) + u (b + c ) =)
¤ ¤ ¤ ¤u (b + c ) = u ( b + c ) = ¡ u (¡ b) + u (c ) = u (b ) + u ( c)

1 . 5) b Á e Á c , b + c Á e . Entonces, de manera an¶aloga al caso anterior:

¤u ( b) = ¡ u (¡ b ) = ¡ u (c ¡ ( b + c ) )

¤= ¡ u ( c) ¡ u ( ¡ ( b + c) ) = ¡ u (c ) + u (b + c ) =)
¤ ¤ ¤ ¤u ( b + c) = u (b) + u ( c) = u ( b) + u (c )

1 . 6) b Á e Á c , b + c = e . Entonces, ¡ b = c . As¶³:

¤ ¤ ¤u (b + c) = 0 = ¡ u (¡ b) + u (¡ b) = u (b) + u (c )

¤2) Para ver, por ¶ultimo, que u es utilidad; supongamos dados b ; c 2 G , con

b Á c . Puede expresarse el elemento c en la forma: c = b + (¡ b + c ) , donde,

por el Lema 2. 3.4, ¡ b + c es positivo. Por tanto:

¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤u ( b) < u (b ) + u (¡ b + c ) = u (b ) + u ( ¡ b + c) = u ( b ¡ b + c ) = u (c )

Lo que completa la demostraci¶on. ¥

T e o r e m a 2 .4 .1 (HÄolder 1 901 )

U n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le si y so la -

m e n te si e s a rq u im e d ia n o .
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D e m o stra c i¶o n

Es obvio, por ser el grup o aditivo de los n¶umeros reales arquimediano, que

si (G ; + ; - ) es aditivamente representable, entonces debe ser arquimediano.

+Para el rec¶³proco, consideramos un elemento positivo a 2 G ¯j o. Por el

Lema anterior, basta demostrar la existencia de representaci¶on en el cono

positivo de G . Desarrollamos la prueba en varios pasos.

1 ) Para cada elemento positivo b 2 G , y para todo n 2 N , existe m 2 N ,

¶unico, tal que:

(m ¡ 1 ) :a Á n :b - m :a

En efecto, ¯j ados b y n cualesquiera, si ocurre que n :b - a , entonces es m = 1 .

En otro caso, aunque sea a Á n :b , la propiedad arquimediana garantiza que

1
la sucesi¶on ( k :a ) no puede estar acotada por el elemento n :b , por lo quek = 1

para alg¶un n¶umero natural m debe cumplirse ( m ¡ 1 ) :a Á n :b - m :a , y se

tiene el resultado.

+De esta forma, para cualquier b 2 G , queda de¯nida una aplicaci¶on

N : N ¡ ! Nb

que a cada n¶umero natural n le hace corresponder el n¶umero natural ¶unico

reci¶en establecido, m = N (n ) , tal que:b

[N ( n ) ¡ 1 ] :a Á n :b - N (n ) :ab b

µ ¶1
N ( n )b

2) La sucesi¶on es de Cauchy, y por tanto convergente.
n n = 1

En efecto; ¯j ado cualquier " 2 R , " > 0, consideremos p ; q 2 N con 1 = p ; 1 = q <

" . Por de¯nici¶on de la aplicaci¶on N se tiene:b

[N (p ) ¡ 1 ] :a Á p :b - N ( p ) :ab b

[N (q ) ¡ 1 ] :a Á q :b - N ( q ) :ab b
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Por el Lema 2. 3. 1 ; las desigualdades se mantienen multiplicando por n¶umeros

naturales. Multiplicando la primera por q , la segunda por p :

[q :N (p ) ¡ q ] :a Á p :q :b - q :N (p ) :ab b

[p :N (q ) ¡ p ] :a Á p :q :b - p :N (q ) :ab b

En cambio por el Lema 2. 3.4, al tomar opuestos se invierten las desigualdes.

Considerando los elementos opuestos en la segunda desigualdad:

[q :N (p ) ¡ q ] :a Á p :q :b - q :N (p ) :ab b

¡ p :N (q ) :a - ¡ p :q :b Á [¡ p :N ( q ) + p ] :ab b

Nuevamente p or el Lema 2. 3.1 , estas desigualdades pueden sumarse miembro

a miembro, con lo que se obtiene:

[q :N ( p ) ¡ p :N (q ) ¡ q ] :a Á e Á [q :N ( p ) ¡ p :N (q ) + p ] :ab b b b

donde e es el elemento neutro de G .

Por ser el elemento a positivo, y seg¶un el Lema 2. 3.2, estas desigualdades

s¶olo pueden obtenerse siendo el n¶umero entero q :N (p ) ¡ p :N (q ) ¡ q negativob b

y q :N (p ) ¡ p :N ( q ) + p , por el contrario, positivo. Es decir:b b

q :N ( p ) ¡ p :N (q ) ¡ q < 0 < q :N ( p ) ¡ p :N (q ) + pb b b b

Dividiendo por p :q resulta

N (p ) N (q ) 1 N (p ) N (q ) 1b b b b¡ ¡ < 0 < ¡ +
p q p p q q

De donde se obtiene la acotaci¶on:

1 N (p ) N ( q ) 1b b¡ < ¡ <
q p q p

y por ello, ¯nalmente:

¯ ¯¯ ¯N ( p ) N ( q )b b¯ ¯¡ < "¯ ¯p q
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Es decir, se trata en efecto de una sucesi¶on de Cauchy.

+3) Def¶³nase ahora u : G ¡ ! R mediante:

N ( n )b
u ( b) = lim

n ! 1 n

En particular, u ( a ) = 1 . En efecto, para todo n 2 N se tiene trivialmente que

(n ¡ 1 ) :a Á n :a - n :a , de donde por de¯nici¶on, para todo n¶umero natural n
N ( n )a

es N (n ) = n . Resulta as¶³ que lim = 1a
n ! 1 n

+N¶otese tambi¶en que u (b) ¸ 0 para todo b 2 G , por ser el l¶³mite de n¶umeros

racionales positivos.

+4) La aplicaci¶on u es aditiva. Para comprobarlo, sean b ; c 2 G y supon-

gamos, sin p¶erdida de generalidad, b + c - c + b . Para todo n 2 N se veri¯ca,

por de¯nici¶on:

[N (n ) ¡ 1 ] :a Á n :b - N ( n ) :ab b

[N ( n ) ¡ 1 ] :a Á n :c - N (n ) :ac c

Sumando la primera m¶as la segunda miembro a miembro:

[N (n ) + N ( n ) ¡ 2] :a Á n :b + n :c - [N (n ) + N (n ) ] :ab c b c

y sumando la segunda m¶as la primera:

[N (n ) + N ( n ) ¡ 2] :a Á n :c + n :b - [N (n ) + N (n ) ] :ab c b c

Estas dos desigualdades pueden encadenarse recurriendo al Lema 2. 3. 7, de

acuerdo con el cual debe cumplirse:

n :b + n :c - n :( b + c) - n :(c + b) - n :c + n :b

lo que permite asegurar que:

[N (n ) + N ( n ) ¡ 2] :a Á n :(b + c) - n (c + b) - [N (n ) + N (n ) ] :ab c b c
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Si se comparan estas ¶ultimas desigualdes con las siguientes, que corresponden

a la de¯nici¶on de N (n ) y N ( n ) :b + c c + b

[N (n ) ¡ 1 ] :a Á n :( b + c ) - [N (n ) ] :ab + c b + c

[N (n ) ¡ 1 ] :a Á n :( c + b ) - [N (n ) ] :ac + b c + b

se aprecia que ambos n¶umeros naturales, N (n ) y N (n ) , no puedenb + c c + b

diferir de N ( n ) + N (n ) en m¶as de una unidad. Concretamente, para todob c

n 2 N , debe ser:

( )
N (n )b + c

N ( n ) + N ( n ) ¡ 1 · · N ( n ) + N (n )b c b c

N (n )c + b

Por lo que, dividiendo por n y pasando al l¶³mite:

u (b + c ) = u ( c + b ) = u (b ) + u ( c)

Esto es, u es aditiva.

+5) Para todo b 2 G es u ( b) > 0. En efecto; consideremos todos los casos

que pueden presentarse, al comparar b con a :

Si b = a , es u (b) = u (a ) = 1

Si a Á b , b = a + (¡ a + b) , con ¡ a + b p ositivo. As¶³

u (b ) = u (a ) + u ( ¡ a + b) ¸ u ( a ) = 1

Si b Á a , puesto que G es arquimediano, existe m 2 N con a Á m :b . Entonces:

a Á m b =) u (m b) ¸ 1 =) m :u (b ) ¸ 1 =) u (b ) ¸ 1 = m > 0

6) La aplicaci¶on u cumple as¶³ las condiciones del Lema 2. 4. 1, por lo que se

tiene el resultado. ¥
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C o r o la r io 2 .4 .1

T o d o g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im e d ia n o e s a b e lia n o .

D e m o stra c i¶o n

Es consecuencia inmediata de la representabilidad aditiva, asegurada por el

Teorema de HÄolder. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Puesto que la propia representabilidad aditiva exige que la estructura sea conmu-

tativa, podr¶³a suponerse, debilitando la generalidad del enunciado del Teorema de

HÄolder, que el grupo a representar es, de partida, abeliano. En tal caso, para todo

par de elementos b , c , del grupo se veri¯ca la igualdad:

n :(b + c ) = n :b + n :c

lo que permite simpli¯car el paso 4 de la demostraci¶on anterior (comprobaci¶on de

que la funci¶on u es aditiva) . Hicimos notar ya en la secci¶on anterior que en Luce y

Narens [1 987] se destaca la importancia, en relaci¶on a la propiedad arquimediana,

de poder identi¯car o no en determinadas estructuras \n co p ia s d e b + c" con \n

co p ia s d e b m ¶a s n co p ia s d e c " .

Sin embargo, al admitir la generalidad del enunciado, no puede garantizarse la

igualdad anterior. En la demostraci¶on del Teorema de HÄolder hemos salvado esta

di¯cultad recurriendo al Lema 2. 3. 7.

E je m p lo 2 .4 .1

2Los elementos positivos (0; 1 ) , (1 ; 0) del p la n o le x ico g r¶a ¯ co (R ; + ; - ) (v¶ease Ej em-L

plo 2. 2. 1) violan la propiedad arquimediana, puesto que para todo n¶umero natural

n :

n (0; 1 ) = (0; n ) Á (1 ; 0)
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Por tanto, este grupo no es aditivamente representable.

Es un resultado conocido que ni siquiera es representable; es decir, no existe funci¶on

2de utilidad para (R ; - ) considerado como conj unto totalmente ordenado (v¶ease,L

por ej emplo, Debreu [1959] , Fishburn [1974] , Wakker [1 988] o Candeal e Indur¶ain

[1 993] ) .

Cabe a~nadir que si consideramos el subgrupo Z £ Z le x ico g r¶a ¯ co , esto es, los puntos

del plano lexicogr¶a¯co con coordenadas en el conj unto Z de los enteros, el mismo

par de elementos anterior con¯rma que todav¶³a se trata de un grupo no arquime-

diano, y por tanto no representable aditivamente. Sin embargo ahora, el conj unto

totalmente ordenado (Z £ Z; - ) admite funci¶on de utilidad, por tratarse de unL

conj unto contable (ver Proposici¶on 1 . 3. 4) .

2 .5 . P ro p ie d a d f n + 1 ; n g y p ro p ie d a d f p > q g

Dedicamos este apartado a estudiar dos propiedades que, en el contexto de la teor¶³a

de grupos totalmente ordenados, son equivalentes a la propiedad arquimediana y

por tanto, de acuerdo con el Teorema de HÄolder, a la existencia de funci¶on de

utilidad aditiva.

Como se ver¶a en el Cap¶³tulo 3, para el caso de se m ig ru p o s to ta lm e n te o rd e n a d o s,

estas propiedades son la clave de la representabilidad aditiva, puesto que en esta

¶ultima estructura:

1 ) La equivalencia entre las nuevas propiedades y la arquimediana, dej a de

ser cierta.

2) La propiedad arquimediana no es su¯ciente para garantizar la existencia

de utilidad aditiva.
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y 3) La representabilidad aditiva queda caracterizada a partir de estas nuevas

propiedades.

La primera de ellas, que aqu¶³ denominamos p ro p ied a d f n + 1 ; n g , fue introducida

por Alimov [1 950] (v¶ease tambi¶en Hion [1 957] y Fuchs [1 963] ) . M¶as recientemente

se han dado condiciones an¶alogas en Holman [1 971 ] y Skala [1 975] . La segunda

propiedad, que denominamos f p > q g , parece ser nueva en la literatura.

Como ya comentabamos en la introducci¶on del cap¶³tulo, exigir que un grupo total-

mente ordenado sea arquimediano expresa, intuitivamente, que no coexisten en tal

grupo elementos in ¯ n ita m e n te g ra n d e s u n o s re sp ec to a o tro s; mientras que ambas

propiedades f n + 1 ; n g y f p > q g evitar¶an la existencia de elementos in ¯ n ita m e n te

p r¶o x im o s e n tre s¶³.

Adem¶as de mostrar la equivalencia de todas estas propiedades (Teorema 2. 5. 1 ) ,

en la Prop osici¶on 2. 5. 2 comprobaremos que, en cualquier grupo no arquimediano,

operando con elementos que no veri¯quen las propiedades f n + 1 ; n g o f p > q g ,

pueden obtenerse con facilidad elementos concretos que violan la propiedad arqui-

mediana, y rec¶³procamente.

Para realizar la primera de las construcciones mencionadas es su¯ciente utilizar la

suma (la operaci¶on interna) del grupo; sin embargo la segunda requiere realizar

una d ife re n c ia entre elementos, es decir, debe recurrirse a la existencia de elemento

opuesto. La existencia de tal elemento opuesto est¶a garantizada, por de¯nici¶on, en

cualquier grupo, por lo que es natural conj eturar la equivalencia entre todas las

propiedades mencionadas.

Por el contrario, cuando se considera el caso de semigrupos, y por tanto no se

garantiza la existencia de elementos opuestos, son admisibles a p rio ri elementos con

mal comportamiento para las propiedades f n + 1 ; n g y f p > q g , aunque el semigrupo

sea arquimediano.
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Por otra parte, el estudio de estas propiedades para grupos totalmente ordenados,

nos va a permitir proporcionar una prueba de la conmutatividad de la estructura.

Como hemos destacado en el Corolario 2. 4. 1 , es consecuencia del Teorema de HÄolder

que, en grupos totalmente ordenados, se veri¯ca:

A rq u im ed ia n o =) A be lia n o

Sin embargo, en Roberts [1 979] , p. 1 24, se pone de mani¯esto que en la literatura

faltan demostraciones simples de este hecho (sin hacer uso de la representabilidad

aditiva) . Presentamos aqu¶³ (Teorema 2. 5.2) una demostraci¶on directa, basada pre-

cisamente en las propiedades f n + 1 ; n g y f p > q g . (Notemos, sin embargo, que otra

¤demostraci¶on directa aparece en Fuchs [1 963] , pp. 1 64{1 65) .

D e ¯ n ic i¶o n 2 .5 .1

Sea ( G ; + ; - ) un grupo totalmente ordenado, con elemento neutro e .

+1 ) Se dice que (G ; +; - ) v e rī ca la p ro p ied a d f n + 1 ; n g si 8 a ; b 2 G , con a Á b ,

existe n 2 N (dependiente de a y b) tal que (n + 1 ) :a Á n :b

+2) . Se dice que (G ; + ; - ) v e rī ca la p ro p ied a d f p > q g si 8 a ; b 2 G , con a Á b ,

existen p ; q 2 N ; p > q (dependientes de a y b) , tales que p :a Á q :b .

L e m a 2 .5 .1

U n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( G ; + ; - ) e s a b e lia n o si y s¶o lo si su c o n o p o sitiv o e s

a b e lia n o .

D e m o stra c i¶o n

Una demostraci¶on aparece en Birkho® [1 967] , p. 316. Se presenta aqu¶³ una

prueba alternativa.

¤ De hecho, hay tambi¶en pruebas directas en Cartan [1 939] , Everett y Ulam [1 945] y Chehata [1 958] .
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Si el grupo es abeliano, est¶a claro que lo ser¶a tambi¶en su cono positivo.

Para el rec¶³proco, consideramos un par de elementos a ; b 2 G . Las situaciones

posibles quedan reducidas a los siguientes casos:

1 ) Alguno de ellos es el elemento neutro de G . Es obvio que a + b = b + a

+2) a ; b 2 G . Por hip¶otesis, a + b = b + a .

+3) ¡ a ; ¡ b 2 G . Entonces:

a + b = ¡ ((¡ b) + (¡ a ) ) = ¡ (( ¡ a ) + (¡ b ) ) = b + a

+4) Un elemento y el opuesto del otro son positivos. Por ej emplo, a ; ¡ b 2 G .

Entonces:

a + (¡ b ) = ( ¡ b ) + a =) b + a + (¡ b) = b + ( ¡ b ) + a = a

=) b + a + (¡ b) + b = a + b =) b + a = a + b

Luego, en cualquiera de las situaciones posibles, resulta a + b = b + a , y el

grupo es abeliano. ¥

L e m a 2 .5 .2

S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o q u e v e rī c a la p ro p ie d a d f p > q g .

E n to n c e s, G e s a b e lia n o . C o m o c o n se c u e n c ia , to d o g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o q u e

v e rī c a la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g e s a b e lia n o .

D e m o stra c i¶o n

Admitamos, por reducci¶on al absurdo, que a + b Á b + a para alg¶un par de

+elementos a ; b 2 G . Sabemos, por el Lema 2. 3. 5, que estos elementos a + b

y b + a pertenecen tambi¶en al cono postivo de G .
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Para cualquier q 2 N , puesto que los elementos a y b son positivos, debe

cumplirse por el Lema 2. 3. 3:

q :(b + a ) Á a + q :(b + a ) + b

El elemento del segundo miembro es ( q + 1 ) :(a + b ) , por tanto:

q :( b + a ) Á (q + 1 ) :( a + b)

Dado ahora cualquier p 2 N , con p > q , tambi¶en es q + 1 · p , y por el

Lema 2. 3. 1 , (q + 1 ) :(a + b) - p :( a + b) . Como consecuencia, se concluye:

q :(b + a ) Á p :(a + b )

Esto signi¯ca que el grupo no puede veri¯car la propiedad f p > q g , lo que

supone una contradicci¶on. Por tanto, el cono positivo de G es conmutativo

y, de acuerdo con el anterior Lema 2. 5. 1 , el propio G es abeliano.

Para la consecuencia, basta observar que {obviamente{ la propiedad f n +1 ; n g

implica la f p > q g . ¥

Estamos ya en condiciones de demostrar que, en cualquier grupo totalmente orde-

nado, las propiedades a rq u im ed ia n a , f n + 1 ; n g y f p > q g son todas equivalentes y

que, por tanto, cualquiera de ellas caracteriza la representabilidad aditiva:

e x is te
p r o p ie d a d p r o p ie d a d p r o p ie d a d( ) u tilid a d ( ) ( )

a r q u im e d ia n a f n + 1 ; n g f p > q g
a d itiv a
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T e o r e m a 2 .5 .1

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . E n to n c e s, la s sig u ie n te s a ¯ rm a c io n e s

so n e q u iv a le n te s:

i) (G ; + ; - ) e s a rq u im e d ia n o

ii) (G ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le

iii) ( G ; + ; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g

iv ) (G ; + ; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f p > q g

D e m o stra c i¶o n

(i) =) (ii)

Es parte del Teorema de HÄolder.

(ii) =) (iii)

+Excluyendo el caso trivial G = f e g , sea G el cono positivo de G , y sean a ; b 2
+G , tales que a Á b . Por hip¶otesis, existe alguna funci¶on de utilidad aditiva

u para ( G ; + ; - ) . Entonces, 0 < u ( a ) < u ( b) , y debe ser 0 < [u ( a ) = u (b ) ] < 1 .

Por tanto, existe alg¶un n¶umero natural n tal que [u ( a ) = u (b ) ] < [n = (n + 1 ) ] ,

lo que equivale a: (n + 1 ) :u (a ) < n :u ( b) .

Siendo u aditiva, se tiene: u [(n + 1 ) :a ] < u ( n :b) , y ¯nalmente (n + 1 ) :a Á n :b ,

puesto que u es funci¶on de utilidad.

(iii) =) (iv)

Es evidente
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(iv) =) (i)

+Supongamos que G veri¯ca la propiedad f p > q g . Sean a ; b 2 G , tales que

a Á b . Por ser a positivo, se sigue del Lema 2. 3. 3 que b Á b + a , por lo que

deben existir p ; q 2 N , con p > q , y tales que p :b Á q :(b + a ) .

Por el Lema 2.5. 2, G es abeliano, y entonces es q :( b + a ) = q :b + q :a . Escri-

biendo p = q + (p ¡ q ) , se tiene:

q :b + (p ¡ q ) :b Á q :b + q :a

y por la invariancia por traslaciones:

(p ¡ q ) :b Á q :a

As¶³ : b - ( p ¡ q ) :b Á q :a , por lo que G es arquimediano. ¥

Veamos ahora una prueba directa de que la propiedad arquimediana en un grupo

totalmente ordenado implica la propiedad conmutativa.

T e o r e m a 2 .5 .2

T o d o g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im e d ia n o e s c o n m u ta tiv o .

D e m o stra c i¶o n

El resultado se sigue del Lema 2. 5.2 y la equivalencia entra las propiedades

arquimediana y f n + 1 ; n g , que hemos establecido en el Teorema 2. 5. 1 . Sin

embargo, la demostraci¶on de este Teorema ha hecho uso del teorema de

HÄolder.

Para disponer de una prueba directa, basada en el Lema 2. 5. 2, es su¯ciente

probar, sin usar la representabilidad aditiva del grupo, que: \to d o g ru p o

to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im ed ia n o v e rī ca la p ro p ied a d f n + 1 ; n g " .
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+En efecto, supongamos que G es el cono p ositivo de un grupo totalmente

ordenado (G ; + ; - ) . Si se supone que G no veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g ,

+entonces existen a ; b 2 G tales que a Á b pero n :b Á (n + 1 ) :a para cualquier

n 2 N . Por la invariancia por traslaciones, se sigue que para todo n 2 N :
½

n :b ¡ n :a Á a
[1 ] ¡ n :a + n :b Á a

Puesto que el grupo es arquimediano y, por el Lema 2. 3. 4, los elementos b ¡ a

y ¡ a + b son positivos; deben existir n¶umeros naturales n ; n tales que0 1

½
a Á n ( b ¡ a )0

[2]
a Á n ( ¡ a + b)1

N¶otese tambi¶en que n ; n > 1 . Enlazando [1 ] y [2] se tiene que:0 1

½
n b ¡ n a Á n ( b ¡ a )0 0 0

[3]
¡ n a + n b Á n ( ¡ a + b )1 1 1

Supongamos el caso en que b + a - a + b . Sumando ¡ a por la izquierda y

por la derecha, se sigue que tambi¶en:

¡ a + b - b ¡ a

Entonces, de acuerdo con las desigualdades establecidas en el Lema 2. 3. 7,

debe ser para todo n 2 N :

n :(b ¡ a ) - n :b ¡ n :a

contra la primera desigualdad de [3] .

An¶alogamente, si es a + b - b + a , y por tanto tambi¶en

b ¡ a - ¡ a + b

se sigue del mismo Lema 2. 3. 7 que para todo n 2 N :

n :( ¡ a + b) - ¡ n :a + n :b

lo que contradice a la segunda de las desigualdades en [3] .

Se concluye que G debe veri¯car la propiedad f n + 1 ; n g , lo que completa la

demostraci¶on. ¥
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Para ¯nalizar esta secci¶on presentamos dos propiedades que muestran situaciones

o construcciones concretas de pares de elementos que no veri¯can la propiedad

arquimediana o la f n + 1 ; n g .

La primera de ellas j usti¯ca que en un grupo no abeliano (y por tanto, no arqui-

mediano) , las sumas a + b y b + a de cualquier par de elementos positivos a y b

que no conmuten, constituyen en particular elementos que no cumplen la propiedad

f n + 1 ; n g .

La segunda explica c¶omo construir elementos que violen la propiedad arquime-

diana, a partir de elementos que no veri¯quen la f n + 1 ; n g y, reciprocamente,

que no cumplen la propiedad f n + 1 ; n g , a partir de elementos que no cumplan la

arquimediana.

P r o p o s ic i¶o n 2 .5 .1

S e a n a y b d o s e le m e n to s p o sitiv o s d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( G ; + ; - ) ta le s

q u e a + b 6= b + a . E n to n c e s, lo s e le m e n to s a + b y b + a n o c u m p le n la p ro p ie d a d

f n + 1 ; n g .

D e m o stra c i¶o n

Supongamos, sin p¶erdida de generalidad, que para los elementos considerados

se cumple:

a + b Á b + a

y por tanto, para todo n¶umero natural n :

n ( a + b) Á n (b + a )

De acuerdo con el Lema 2. 3. 3, y puesto que los elementos a y b son positivos,

se cumple:

n (b + a ) Á a + n (b + a ) + b
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El segundo miembro de la ¶ultima expresi¶on es ( n + 1 ) (a + b) , por lo que

resulta en de¯nitiva, para todo n 2 N :

n ( b + a ) Á (n + 1 ) ( a + b)

es decir, entre los elementos a + b y b + a no puede establecerse la propiedad

f n + 1 ; n g . ¥

P r o p o s ic i¶o n 2 .5 .2

S e a n a y b , c o n a Á b , d o s e le m e n to s p o sitiv o s d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o

(G ; +; - ) . E n to n c e s so n e q u iv a le n te s:

i) P a ra to d o n 2 N : n :b Á ( n + 1) :a

ii) P a ra to d o n 2 N : n :( b ¡ a ) Á a

iii) P a ra to d o n 2 N : n ( ¡ a + b) Á a

D e o tra m a n e ra , lo s e le m e n to s a , b , c o n a Á b , n o v e rī c a n la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g
si y s¶o lo si su d ife re n c ia b ¡ a n o v e rī c a la p ro p ie d a d a rq u im e d ia n a c o n re sp e c to a l

e le m e n to a . L o m ism o p a ra su d ife re n c ia ¡ a + b .

(N¶otese que, de la misma manera, dados dos elementos postivos c ; d 2 G , ser¶a

n :c Á d para todo n 2 N si y s¶olo si los elementos d y c + d violan la propiedad

f n + 1 ; n g . Lo mismo para los elementos d y d + c)

D e m o stra c i¶o n

Supondremos el caso en que b ¡ a - ¡ a + b , siendo la prueba an¶aloga cuando

¡ a + b - b ¡ a . Utilizando el Lema 2. 3. 7 en la situaci¶on propuesta, se cumple

para todo n¶umero natural n :

[¤ ] n :b ¡ n a - n (b ¡ a ) - n ( ¡ a + b) - ¡ n a + n b
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(i) =) (ii) y (iii)

Por la invariancia por traslaciones, supuesto n b Á ( n + 1 ) a , y sumando ¡ n :a

por la izquierda, resulta, para todo n 2 N :

¡ n a + n b Á a

Expresi¶on que ligada a la anterior [¤ ] permite concluir que para todo n 2 N :

n (b ¡ a ) Á a y tambi¶en n ( ¡ a + b) Á a

(ii) o (iii) =) (i)

Tanto si se sup one ahora n (b ¡ a ) Á a o bien n (¡ a + b) Á a para todo n 2 N ,

de la expresi¶on [¤ ] se deduce

n :b ¡ n :a Á a

Aplicando invariancia por traslaciones, sumando n :a por la derecha, resulta

para todo n 2 N :

n :b Á ( n + 1 ) :a

Esto completa la demostraci¶on. ¥

2 .6 . O tra s c a ra c te riz a c io n e s d e la re p re se n ta b ilid a d a d itiv a

Recordemos algunos de los conceptos y resultados que se han recogido en el Cap¶³tulo

1 , sobre la existencia de utilidad en conj untos totalmente ordenados. (Para m¶as

detalles puede consultarse Candeal e Indur¶ain [1 990 (2) ] ) .

En la Proposici¶on 1 .3. 2 vimos que la representabilidad de un conj unto totalmente

ordenado (X ; - ) viene dada por la condici¶on de p e rfec ta se p a ra b ilid a d ; esto es, por
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la existencia de un sub conj unto contable D µ X tal que para todo a ; b 2 X con

a Á b , existe d 2 D tal que d 2 [a ; b ] = f x 2 X ; a - x - b g (ver De¯nici¶on 1 . 3. 2) .

El subconj unto D se dice o rd e n d e n so en X .

La se p a ra b ilid a d de un espacio topol¶ogico X (existencia de un subconj unto contable

0D µ X que corta a todo abierto no vac¶³o de la topolog¶³a) equivale, cuando se

considera la to p o lo g¶³a d e l o rd e n en un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) , a la

0existencia de un subconj unto contable D µ X tal que para todo a ; b 2 X con

0a Á b y (a ; b) = f x 2 X ; a Á x Á b g 6= ; , existe d 2 D tal que d 2 (a ; b ) .

La separabilidad, sin embargo, no caracteriza en general la existencia de funci¶on

de utilidad. Cuando (X ; - ) ca rece d e h u eco s; esto es, para todo x ; y 2 X , existe

z 2 X con x Á z Á y , se p a ra b ilid a d implica p e rfec ta se p a ra b ilid a d y la existencia

de utilidad s¶³ queda garantizada por el car¶acter separable (ver Proposiciones 1 .3. 1

y 1 . 3.1 ' ) .

Comenzamos esta secci¶on estudiando la forma de extender resultados como los

anteriores al caso de grupos totalmente ordenados. Concretamente, buscamos

condiciones que, a~nadidas a la separabilidad (o perfecta separabilidad) , impliquen

la representabilidad aditiva. Para este ¯n, resultar¶a ¶util contar con la siguiente

de¯nici¶on:

D e ¯ n ic i¶o n 2 .6 .1 : P a r a r q u im e d ia n o

Diremos que dos elementos positivos x ; y de un grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - )

constituyen un p a r a rq u im ed ia n o si existen n¶umeros naturales n ; n tales que0 1

x Á n y y Á n x0 1

En caso contrario, diremos que constituyen un p a r n o a rq u im ed ia n o

Por extensi¶on del mismo concepto: un subconj unto S del cono positivo de un grupo

totalmente ordenado se dir¶a a rq u im ed ia n o , si cada dos elementos de S constituyen

un par arquimediano; y se dir¶a n o a rq u im ed ia n o si contiene un par no arquimediano.
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T e o r e m a 2 .6 .1

S i u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( G ; + ; - ) , n o triv ia l, c o n tie n e u n su b c o n ju n to

+o rd e n d e n so D ta l q u e G \ D e s u n c o n ju n to a rq u im e d ia n o , e n to n c e s e l p ro p io

g ru p o G e s a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

Sean a ; b 2 G ; con e Á a Á b , siendo e el elemento neutro de G . Comprobemos

que existe n 2 N con b Á n a .1 1

Si es b - 2 :a (y entonces b Á 3:a ) se tiene el resultado. En otro caso, se

veri¯ca:

e Á a Á 2 a Á b Á 2 b

+Por tanto, existen d ; d 2 D \ G tales que:1 2

a - d - 2a Á b - d Á 2 b1 2

+Puesto que D \ G es un subconj unto arquimediano, existe n 2 N con0

d Á n d . As¶³:2 0 1

b - d Á n d - 2 n a2 0 1 0

Con lo que se tiene el resultado, para n = 2 n . ¥1 0

T e o r e m a 2 .6 .2

D a d o u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( G ; + ; - ) , n o triv ia l, so n e q u iv a le n te s:

i) (G ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le .

ii) G c o n tie n e u n su b g ru p o c o n ta b le , o rd e n d e n so y a rq u im e d ia n o .

+iii) G c o n tie n e u n su b c o n ju n to c o n ta b le y o rd e n d e n so D ta l q u e G \ D e s

u n c o n ju n to a rq u im e d ia n o .
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D e m o stra c i¶o n

(i) =) (ii)

Si el grupo es aditivamente representable entonces, en particular, es repre-

sentable. Puede asegurarse entonces que G es p erfectamente separable.

Sea D µ G subconj unto contable, orden denso. El subgrupo < D > generado

por D :

< D > = f § d § d § ¢ ¢ ¢ § d ; n 2 N g1 2 n

es claramente contable, y tambi¶en orden denso por contener a D . Adem¶as

es aditivamente representable, por serlo G .

Por tanto, < D > es un subgrupo contable, orden denso y arquimediano.

(ii) =) (iii)

Es evidente.

(iii) =) (i)

Si se supone que G admite un subconj unto contable, orden denso y arquime-

diano entonces, por el Teorema anterior, el propio G es arquimediano y, por

tanto, aditivamente representable. ¥

O b s e r v a c i¶o n

En el Ej emplo 2. 4. 1 hemos estudiado Z £ Z le x ico g r¶a ¯ co :

f Z £ Z; + ; - gL

como ej emplo notable de grup o totalmente ordenado que no admite utilidad aditiva,

por no ser arquimediano.
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El siguiente Teorema muestra que la representabilidad aditiva de cualquier grupo

abeliano totalmente ordenado (G ; + ; - ) se caracteriza, precisamente, por no con-

tener como subgrupo a Z £ Z lexicogr¶a¯co.

T e o r e m a 2 .6 .3

S i u n g ru p o a b e lia n o to ta lm e n te o rd e n a d o ( G ; + ; - ) n o e s a d itiv a m e n te re p re -

se n ta b le e n to n c e s c o n tie n e u n su b g ru p o iso m o rfo e is¶o to n o a Z £ Z le x ic o g r¶a ¯ c o .

(E l re c¶³p ro c o e s o b v io , p u e sto q u e Z £ Z le x ic o g r¶a ¯ c o n o e s a d itiv a m e n te re p re -

se n ta b le ).

D e m o stra c i¶o n

Si G no es aditivamente representable, tampoco es arquimediano. Por tanto,

+contiene un par no arquimediano; es decir, existen x ; y 2 G tales que para

todo k 2 Z: k :y Á x .

Al ser G abeliano, el subgrupo generado por x e y es de la forma:

Z x + Z y = f m :x + n :y ; m ; n 2 Zg

0 0Consideremos dos elementos de este subgrupo, m :x + n :y , m :x + n :y , y

analicemos las situaciones que pueden presentarse seg¶un sean los enteros

0 0m ; n ; m ; n :

01 ) Supongamos m < m . Entonces

0e Á x - (m ¡ m ) :x

0 0Como k :y Á x para todo k 2 Z, para cualquier n ; n se cumple (n ¡ n ) :y Á
0(m ¡ m ) :x , y as¶³:

0 0m :x + n :y Á m :x + n y
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02) De la misma forma, suponiendo m < m , se obtiene como conclusi¶on:

0 0m :x + n :y Á m :x + n y

0 03) Por ¶ultimo, si es m = m , entonces tambi¶en m :x = m :x . Adem¶as n :y -
0 0n :y ( ) n · n ; de donde por la invariancia por traslaciones:

0 0 0m :x + n :y - m :x + n :y ( ) n · n

Obtenemos como conclusi¶on que el orden - del grup o, restringido al subgrupo

0 0Z x + Z y viene dado por el orden lexicogr¶a¯co entre los pares ( m ; n ) , (m ; n ) :

0 0 0 0 0m :x + n :y - m :x + n :y ( ) m < m o m = m ; n · n

As¶³, la aplicaci¶on f : (Z x + Z y ; + ; - ) ¡ ! (Z £ Z; + ; - ) dada por:L

f (m :x + n :y ) = (m ; n )

que es, claramente, un isomor¯smo de grupos, veri¯ca adem¶as:

0 0 0 0m :x + n :y - m :x + n :y ( ) f (m :x + n :y ) - f ( m :x + n :y )L

Lo que completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

La caracterizaci¶on dada en el Teorema anterior precisa que el grup o (G ; + ; - ) sea

a be lia n o .

A continuaci¶on presentamos un ej emplo de grupo totalmente ordenado, no abeliano,

que aparece tambi¶en esencialmente en Birkho® [1 967] , p. 302. (B irkho® se re¯ere al

grupo de todas las transformaciones a¯nes f : x 7! a x + b ( a > 0; a ; b 2 R) ; que

nosotros formulamos de manera diferente, con notaci¶on matricial) . Obviamente,

al no ser abeliano, no puede ser tampoco aditivamente representable; pero adem¶as

comprobaremos que no contiene ninguna copia de Z £ Z lexicogr¶a¯co.
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E je m p lo 2 .6 .1

Sea M el siguiente conj unto de matrices 2 £ 2:
µ ¶

1 0
M = f ; a ; b 2 R ; a > 0g

b a

La operaci¶on p ro d u c to d e m a trice s es estable en M :
µ ¶ µ ¶ µ ¶

1 0 1 0 1 0
= 2 M0 0 0 0b a b a b + a b a a

µ ¶
1 0

Adem¶as, dada 2 M , existe inversa:
b a

µ ¶ µ ¶¡ 1
1 0 1 0

=
b a ¡ b = a 1 = a

que tambi¶en pertenece a M . Por tanto, (M ; £ ) tiene estructura de grup o, que no

es abeliano. Por ej emplo:
µ ¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
= 6= =

1 1 1 2 2 2 3 2 1 2 1 1

Consideramos en M el orden total - dado por:
µ ¶ µ ¶

1 0 1 0 0 0 0- ( ) a < a ¶o a = a ; b · b0 0b a b a

µ ¶
1 0

Este orden es invariante por traslaciones. En efecto, para cualquier :
d c

µ ¶ µ ¶
1 0 1 0 0 0 0- ( ) a < a ¶o a = a ; b · b0 0b a b a

0 0 0 0 0( ) a c < a c ¶o a c = a c ; b + a d · b + a d (por ser a d = a d ; c > 0)µ ¶ µ ¶
1 0 1 0( ) - 0 0 0b + a d a c b + a d a cµ ¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶

1 0 1 0 1 0 1 0( ) - 0 0b a d c b a d c

La comprobaci¶on multiplicando por la izquierda es an¶aloga.

As¶³, (M ; £ ; - ) es un grupo totalmente ordenado, no abeliano; que adem¶as no con-

tiene ning¶un subgrupo isomorfo a Z £ Z lexicogr¶a¯co. En efecto: El cono positivo

de M es el conj unto:
µ ¶

1 0+M = f ; a > 1 ¶o a = 1 ; b > 0g
b a
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µ ¶ µ ¶
1 0 1 0

Supongamos que dos matrices A = y B = del cono positivo de
b a d c

nM fueran tales que A - B para todo n 2 N ; esto es:

µ ¶ µ ¶ µ ¶n
1 0 1 0 1 0nA = = - = B 8 n 2 N2 n ¡ 1 nb a b (1 + a + a + ¢ ¢ ¢ + a ) a d c

nSe seguir¶³a que a · c para todo n 2 N . Entonces, necesariamente, a = 1 , y por

tanto b > 0, puesto que A pertenece al cono positivo. La situaci¶on que se alcanza

es por tanto: µ ¶ µ ¶
1 0 1 0nA = - = B 8 n 2 N

n :b 1 d c

El caso c = 1 puede ser descartado, pues de lo contrario debe ser n :b · d para todo

n 2 N , que es imposible al ser b > 0. Por tanto c > 1 .

Finalmente observemos que:

µ ¶ µ ¶
1 0 1 0

A :B = 6= = B :A
b + d c b c + d c

puesto que b 6= b c , al ser c 6= 1 .

+Conclu¶³mos que cualquier par no arquimediano de elementos en M genera un

subgrupo no abeliano. En estas condiciones, (M ; £ ; - ) no puede contener a (Z £
Z; + ; - ) como subgrupo, puesto que (Z £ Z; +) es abeliano. ¥L

O b s e r v a c i¶o n

El Teorema anterior permite reconocer a Z £ Z lexicogr¶a¯co (un grupo generado

por dos elementos) como \germen" de la no representabilidad aditiva en grupos

abelianos.

Clasi¯caremos a continuaci¶on las posibles estructuras de grupo ab eliano totalmente

ordenado generado por dos elementos, lo que permitir¶a obtener posteriormente al-

gunas propiedades adicionales de los grupos arquimedianos, relacionadas con los

resultados de densidad con los que daba comienzo la secci¶on.
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T e o r e m a 2 .6 .4

S e a (Z x + Z y ; + ; - ) u n g ru p o a b e lia n o to ta lm e n te o rd e n a d o , g e n e ra d o p o r lo s

e le m e n to s (d istin to s) x ; y . E n to n c e s, d ic h o g ru p o e s iso m o rfo e is¶o to n o a u n a d e la s

tre s sig u ie n te s e stru c tu ra s:

1 ) E l g ru p o a d itiv o to ta lm e n te o rd e n a d o (Z; + ; · ) d e lo s n ¶u m e ro s e n te ro s,

c o n la su m a y o rd e n h a b itu a le s.

2 ) E l g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o d e n ¶u m e ro s re a le s (Z + Z ® ; + ; · ) , c o n la

su m a y o rd e n h a b itu a le s, sie n d o ® u n n ¶u m e ro irra c io n a l.

3 ) E l g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (Z £ Z; + ; - ) , c o n la su m a h a b itu a l c o o r-L

d e n a d a a c o o rd e n a d a , y e l o rd e n le x ic o g r¶a ¯ c o . (E s d e c ir, Z £ Z le x ic o g r¶a ¯ c o ).

D e m o stra c i¶o n

Si alguno de los elementos x o y considerados es el neutro e , entonces el grupo

es claramente isomorfo e is¶otono al de los n¶umeros enteros. Consideraremos,

sin p¶erdida de generalidad, que los generadores x ; y son positivos. Resulta

as¶³: e Á x Á y .

Primera posibilidad: Z x \ Z y 6= f e g

Sean m ; n 2 Z, no nulos, tales que m x = n y . Podemos suponer que el0 0 0 0

m¶aximo com¶un divisor de m y n es: m :c :d :(m ; n ) = 1 . Entonces, por la0 0 0 0

¤id e n tid a d d e B ¶e zo u t, existen n¶umeros enteros m ; n tales que1 1

m m + n n = 10 1 0 1

Esto permite expresar:

x = ( m m + n n ) x = m m x + n n x = n m y + n n x0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

= n ( m y + n x )0 1 1

¤ Sobre la identidad de B¶ezout, puede consultarse, p or ej emplo, Samuel [1 971 ] , p. 1 4.
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Y, an¶alogamente:

y = (m m + n n ) y = m m y + n n y = m m y + m n x0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

= m (m y + n x )0 1 1

As¶³, los generadores x e y quedan expresados como:

x = n a y = m a0 0

con a = m y + n x 2 Z x + Z y . Por tanto Z x + Z y = Z a , y el grupo es1 1

isomorfo e is¶otono a Z

Segunda posibilidad: Z x \ Z y = f e g ; adem¶as Z x + Z y es arquimediano.

Por el Teorema de HÄolder, el grupo es aditivamente representable. Existe

una funci¶on de utilidad aditiva

u : Z x + Z y ¡ ! R

que puede escogerse veri¯cando u (x ) = 1.

Como consecuencia Z x + Z y es isomorfo e is¶otono a Z + Z ® , con ® = u ( y ) >

0, y s¶olo falta probar que ® es irracional. En efecto, si se sup one por reducci¶on

al absurdo
m

u (y ) = ® = m ; n 2 Z; m ; n 6= 0
n

resultar¶³a:

n :u (y ) = m :u ( x )

y, puesto que u es aditiva:

u (n :y ) = u (m :x )

de donde n :y = m :x , contra Z x \ Z y = f e g .

Tercera posibilidad: Z x \ Z y = f e g ; adem¶as Z x + Z y no es arquimediano.
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Comprobaremos que es posible encontrar un par no arquimediano, generador

de Z x + Z y .

Comenzamos ¯j ando dos elementos postivos a y h , con a Á h , que constituyan

un par no arquimediano. Es decir, para todo n 2 N :

n :a Á h

Sea a de la forma: a = m x + n y ; m ; n 2 Z. N¶otese que podemos admitir1 1 1 1

sin p¶erdida de generalidad que

m :c :d ( m ; n ) = 11 1

Como consecuencia, por la identidad de B¶ezout, existen n¶umeros enteros

m ; n tales que2 2

m m + n n = 11 2 1 2

Esto permite ¯j ar otro elemento

b = n x ¡ m y 2 Z x + Z y2 2

que supondremos positivo. (En caso contrario, y dado que n x ¡ m y 6= e ,2 2

se proceder¶³a de la misma forma con el elemento b = ¡ n x + m y ) .2 2

Comprob emos que los elementos x e y pueden expresarse como combinaci¶on

entera de a = m x + n y y b = n x ¡ m y . En efecto:1 1 2 2

m a + n b = m (m x + n y ) + n (n x ¡ m y )2 1 2 1 1 1 2 2

= m m x + m n y + n n x ¡ m n y1 2 2 1 1 2 2 1

= (m m + n n ) x = x1 2 1 2

An¶alogamente:

n a ¡ m b = n ( m x + n y ) ¡ m (n x ¡ m y )2 1 2 1 1 1 2 2

= m n x + n n y ¡ m n x + m m y1 2 1 2 1 2 1 2

= (m m + n n ) y = y1 2 1 2
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Como consecuencia, es Z x + Z y = Z a + Z b .

Adem¶as se veri¯ca: n :a Á b para todo n 2 N . En efecto, supongamos por

reducci¶on al absurdo que existe n 2 N tal que b - n a .0 0

Consideremos el elemento h 2 Z x + Z y ¯j ado anteriormente. Puesto que los

elementos a y b engendran al grupo, existen enteros p ; q tales que h = p :a + q :b .

Entonces:

h = p :a + q :b - jp j:a + jq j:b - jp j:a + jq j:n :a = (jp j + jq j:n ) :a0 0

Esto es absurdo, pues se han escogido a y h veri¯cando n :a Á h para todo

n 2 N .

Por tanto, los elementos a y b constituyen el par no arquimediano y generador

buscado.

Ahora, un argumento an¶alogo al utilizado en el Teorema 2. 6. 3 muestra que

Z a + Z b es isomorfo e is¶otono a Z £ Z lexicogr¶a¯co. Puesto que Z a + Z b

coincide con la totalidad del grupo Z x + Z y , se tiene el resultado. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Puede parecer, a primera vista, que un par de elementos arquimedianos generan

siempre un grupo arquimediano, pero esto no es cierto. N¶otese que el par de ele-

mentos arquimedianos (1 ; 0) , (1 ; 1 ) generan la totalidad de Z£ Z lexicogr¶a¯co, puesto

que el elemento (0; 1 ) se obtiene, trivialmente, mediante la diferencia (1 ; 1 ) ¡ (1 ; 0) .

Esta circunstancia ha obligado, en la demostraci¶on del caso 3 del anterior Teorema, a

localizar un par no arquimediano generador de Z x + Z y ; ya que no est¶a garantizado

que los propios elementos x e y violen la propiedad.

Por otra parte, n¶otese que en el caso 2, Z x + Z y carece de huecos. M¶as a¶un,

su imagen Z + Z ® es densa en R ; por lo que si un grupo totalmente ordenado y
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aditivamente representable (G ; + ; - ) contiene un par de elementos x e y , tales que

Z x \ Z y = f e g (como en el caso 2 del Teorema) , entonces Z x + Z y es a la fuerza

denso en G . Vemos as¶³ que son su¯cientes dos elementos para generar un subgrupo

orden denso y arquimediano, cuya existencia caracteriza la representabilidad aditiva

de la totalidad del grupo, seg¶un hemos visto en el Teorema 2. 6.2.

Puede obtenerse una demostraci¶on directa de estos hechos, como desarrollaremos a

continuaci¶on. En particular, se obtendr¶a una prueba de que cualquier subgrupo de

los n¶umeros reales de la forma Z + Z ® , con ® irracional, es denso en R ; en lugar de

suponer este resultado conocido, como en las a¯rmaciones del p¶arrafo anterior.

L e m a 2 .6 .1

S i u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im e d ia n o (G ; +; - ) tie n e m ¶³n im o e le m e n to

p o sitiv o , e n to n c e s e s iso m o rfo e is¶o to n o a l g ru p o Z d e lo s n ¶u m e ro s e n te ro s.

D e m o stra c i¶o n

Sea g 2 G el m¶³nimo elemento positivo, y sea otro elemento x 2 G positivo

cualquiera.

Por ser G arquimediano, existe n 2 N tal que0

( n ¡ 1 ) g Á x - n g0 0

Supongamos, por reducci¶on al absurdo, que la segunda desigualdad es es-

tricta, es decir:

( n ¡ 1 ) g Á x Á n g0 0

Entonces, por la invariancia por traslaciones, el elemento n g ¡ x es positivo.0

Por tanto, al ser g el m¶³nimo elemento positivo:

g - n g ¡ x0

De donde, nuevamente por la invariancia por traslaciones, resulta:

x - ( n ¡ 1 ) g0

Esto es absurdo, porque se hab¶³a escogido n 2 N veri¯cando ( n ¡ 1 ) g Á x ¥0 0
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L e m a 2 .6 .2

S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o q u e c a re c e d e m ¶³n im o e le m e n to p o sitiv o . E n to n c e s p a ra

to d o e le m e n to p o sitiv o x 2 G y p a ra to d o n ¶u m e ro n a tu ra l n , e x iste u n e le m e n to

p o sitiv o y 2 G ta l q u e n :y Á x .

D e m o stra c i¶o n

Dado x 2 G positivo, demostraremos que existe y 2 G positivo tal que

2 y - x . (Basta entonces reiterar para tener el resultado con cualquier n 2 N) .

Puesto que G carece de m¶³nimo elemento positivo, tomemos z 2 G positivo

tal que z Á x . Por la invariancia por traslaciones, los elementos x ¡ z y

¡ z + x son tambi¶en ambos positivos. Adem¶as, por el Lema 2. 3.7, sabemos

que o bien 2( x ¡ z ) - 2 x ¡ 2 z , o bien 2(¡ z + x ) - ¡ 2 z + 2 x . Supondremos

la primera situaci¶on, siendo el otro caso an¶alogo.

Si se cumple 2 z - x , entonces y = z es el elemento buscado. Si por el

contrario es x Á 2 z , por la invariancia por traslaciones es 2 x Á x + 2 z , y por

tanto 2 x ¡ 2 z Á x . Conclu¶³mos que 2(x ¡ z ) Á x , esto es, y = x ¡ z es el

elemento buscado. ¥

L e m a 2 .6 .3

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o a rq u im e d ia n o . S e a S u n su b g ru p o d e G ta l q u e S c a re c e d e

m ¶³n im o e le m e n to p o sitiv o . E n to n c e s, p a ra to d o e le m e n to p o sitiv o g 2 G , e x iste u n

e le m e n to p o sitiv o s 2 S ta l q u e s Á g .

C o m o c o n se c u e n c ia , e l su b g ru p o S e s d e n so e n G . M ¶a s a ¶u n , p a ra to d o x ; y 2 G c o n

x Á y , e x iste s 2 S ta l q u e x Á s Á y ; p o r lo q u e e n p a rtic u la r G c a re c e d e h u e c o s.
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D e m o stra c i¶o n

+ 0 +Sea g 2 G . Tomemos s 2 S cualquiera. Por ser G arquimediano, existe

0n 2 N tal que s Á n g .0 0

0Por el Lema anterior, existe otro elemento positivo s 2 S tal que n s Á s .0

De ambas desigualdades, se obtiene n s Á n g , y por tanto s Á g .0 0

Para demostrar la segunda parte es su¯ciente probar que dados dos elementos

+x ; y 2 G con x Á y ; existe d 2 S con d 2 (x ; y ) . (Al ser S subgrup o, la

propiedad se aplica tambi¶en al cono negativo, v¶³a elementos opuestos) .

+Sean entonces x ; y 2 G , con x Á y . Por la invariancia por traslaciones, y ¡ x

es tambi¶en positivo.

Por el resultado anterior, existen s ; s positivos en S tal que s Á x , s Á1 2 1 2

y ¡ x . Tomando s = minf s ; s g , veri¯car¶a ambas cosas. As¶³:1 2

s Á x s Á y ¡ x

Siendo G arquimediano, existe n 2 N tal que0

n s - x Á ( n + 1 ) :s0 0

De donde:

x Á (n + 1 ) s = s + n s - s + x Á y ¡ x + x = y0 0

Luego ( n + 1 ) s 2 ( x ; y ) , con (n + 1 ) s 2 S . ¥0 0

T e o r e m a 2 .6 .5

S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im e d ia n o (y p o r ta n to , a b e lia n o ).

S e a n x ; y 2 G , d istin to s d e l e le m e n to n e u tro e , ta le s q u e Z x \ Z y = f e g . E n to n c e s

e l su b g ru p o g e n e ra d o p o r x e y e s d e n so e n G
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D e m o stra c i¶o n

Un subgrupo como el del enunciado es necesariamente del segundo tipo de

los analizados en el Teorema 2. 6. 4 (isomorfo a Z + Z ® , con ® irracional) . En

particular, es arquimediano y no isomorfo al grupo Z de los n¶umeros enteros,

luego de acuerdo con el Lema 2. 6. 1 , no puede tener m¶³nimo elemento positivo.

El resultado es ahora consecuencia del Lema anterior.

O b s e r v a c i¶o n

El Teorema anterior permite obtener f¶acilmente como consecuencia el siguiente

resultado, bien conocido, pero para cuya demostraci¶on se utilizan habitualmente

t¶ecnicas avanzadas de An¶alisis Matem¶atico (v¶ease, por ej emplo, Poly¶a y SzegÄo [1954]

o Katznelson [1 976] ) .

C o r o la r io 2 .6 .1

P a ra to d o n ¶u m e ro irra c io n a l ® e l c o n ju n to :

S = f n ® ¡ E (n ® ) ; n 2 Zg

(c o n E ( x ) = \ p a rte e n te ra d e x " ) e s d e n so e n e l in te rv a lo [0; 1 ]

D e m o stra c i¶o n

Por el Teorema anterior, aplicado al grupo aditivo R de los n¶umeros reales,

dado ® irracional, el subgrupo Z + Z ® es denso en R . En particular,

(Z + Z ® ) \ [0; 1 )

tambi¶en es denso en el intervalo [0; 1 ] .



{ 82 { Grupos totalmente ordenados

Supongamos enteros m ; n tales que m + n ® 2 [0; 1 ) . Esto ocurre si y s¶olo si

n ® 2 [¡ m ; ¡ m + 1 ) , y por tanto:

E (n ® ) = ¡ m

Como consecuencia:

S = f n ® ¡ E (n ® ) ; n 2 Zg = (Z + Z ® ) \ [0; 1 )

lo que completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Consideremos nuevamente la clasi¯caci¶on de los grupos abelianos totalmente orde-

nados generados por dos elementos x e y , presentada en el Teorema 2. 6.4.

En la situaci¶on del primer caso, resultaba que Z x + Z y es isomorfo e is¶otono al

grupo aditivo de los n¶umeros enteros. En tal supuesto, todav¶³a puede ocurrir que

Z x + Z y sea un subgrupo o rd e n d e n so en un grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - ) .

Evidentemente, esto ocurre cuando Z x + Z y es la totalidad del grupo G , pero no

es el ¶unico caso: consideremos, por ej emplo, el grupo aditivo de los enteros, con el

orden natural (Z; + ; · ) y tomemos x = 2, y = 4. Claramente, el subgrup o generado

por x e y es 2Z, orden denso en Z, aunque no coincide con la totalidad de Z.

La siguiente proposici¶on j usti¯ca que la situaci¶on del ej emplo propuesto es general:

P r o p o s ic i¶o n 2 .6 .1

S i d o s e le m e n to s x e y d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) , c o n Z x \ Z y 6=
f e g , g e n e ra n u n su b g ru p o p ro p io S o rd e n d e n so e n G , e n to n c e s e l p ro p io G e s

iso m o rfo e is¶o to n o a l g ru p o a d itiv o d e lo s n ¶u m e ro s e n te ro s (Z; + ; · ) . A d e m ¶a s, p a ra

c u a lq u ie r iso m o r¯ sm o d e G e n Z, la im a g e n d e S e s 2Z.
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D e m o stra c i¶o n

Por el Teorema 2. 6.4 sabemos que, en las condiciones del enunciado, el sub-

grupo S es isomorfo a Z. Existe por tanto elemento m¶³nimo p ositivo a 2 S

tal que S = Z a .

Consideremos un elemento cualquiera z 2 G , que no pertenezca a S . Para

probar la Proposici¶on es su¯ciente demostrar que 2 z pertenece necesaria-

mente al subgrup o S .

De acuerdo con el Teorema 2. 6. 2, sabemos que G es arquimediano, por ser

S subgrupo arquimediano, orden denso en G . Por tanto, debe existir n 2 Z0

tal que:

n a Á z Á (n + 1 ) a0 0

Aplicando invariancia por traslaciones, obtenemos que:

e Á z ¡ n a Á a0

e Á (n + 1 ) a ¡ z Á a0

siendo e el elemento neutro de G .

Si los elementos z ¡ n a y ( n + 1 ) a ¡ z anteriores fueran distintos, por ej emplo0 0

e Á z ¡ n a Á ( n + 1 ) a ¡ z Á a0 0

por ser S orden denso en G existir¶³a alg¶un elemento s 2 S tal que

e Á z ¡ n a - s - ( n + 1 ) a ¡ z Á a0 0

lo cual es imposible, puesto que entre e y a no puede haber ning¶un elemento

de S = Z a . Por tanto, necesariamente:

z ¡ n a = (n + 1 ) a ¡ z0 0

de donde se deduce que

2 z = (2n + 1) a 2 S0

lo que completa la demostraci¶on. ¥
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O b s e r v a c i¶o n

A pesar de las situaciones comentadas hasta ahora, en las que son su¯cientes dos

elementos para generar un subgrupo orden denso, puede ocurrir que en un grupo

totalmente ordenado y arquimediano ( G ; + ; - ) , el subgrupo generado por x e y no

+sea orden denso en G , para todo x ; y 2 G . Un ej emplo trivial lo proporciona el

grupo aditivo (Q ; +; · ) de los n¶umeros racionales, con el orden natural. Observemos

en particular que el menor subgrupo orden denso contenido en un grupo puede ser

muy grande: p or ej emplo, en (Q ; + ; · ) , cualquier subgrupo orden denso precisa una

cantidad in¯nita de generadores.

2 .7 . G ru p o s to ta lm e n te p re o rd e n a d o s

Veremos en esta secci¶on que los resultados fundamentales presentados a lo largo

del cap¶³tulo siguen siendo v¶alidos cuando, en un grupo, hay de¯nido un p reo rd e n

co m p le to (ver De¯nici¶on 1 . 2. 3) invariante por traslaciones, en lugar de la relaci¶on

de orden total considerada hasta ahora.

En la Prop osici¶on 1 . 2.2 se j usti¯caba que la representabilidad de pre¶ordenes com-

pletos queda resuelta por la de ¶ordenes totales, sin m¶as que considerar el conj unto

cociente relativo a las clases de indiferencia (ver tambi¶en en la De¯nici¶on 1 . 2.4 la

de¯nici¶on de u tilid a d en conj untos totalmente preordenados) . Comprobaremos que

este cociente es estable para la operaci¶on interna del grupo, lo que permite dar

condiciones de existencia de utilidad aditiva; puesto que este cociente es tambi¶en

un grupo totalmente ordenado.

D e ¯ n ic i¶o n 2 .7 .1 : G r u p o t o t a lm e n t e p r e o r d e n a d o .

Se llama g ru p o to ta lm e n te p reo rd e n a d o a una estructura (G ; +; - ) veri¯cando:

1 ) (G ; +) es grupo.
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2) (G ; - ) es un conj unto totalmente preordenado.

3) El preorden completo - es in v a ria n te p o r tra sla c io n e s, es decir, 8 a ; b ; c 2
G :

a - b ( ) a + c - b + c ( ) c + a - c + b

D e ¯ n ic i¶o n 2 .7 .2 : E le m e n t o s p o s it iv o s y n e g a t iv o s

Sea ( G ; + ; - ) un grupo totalmente preordenado, con elemento neutro e . Un ele-

mento a 2 G se dir¶a p o sitiv o (resp. n eg a tiv o ) si e Á a (resp. a Á e ) .

Llamaremos co n o p o sitiv o (resp. n eg a tiv o ) de un grupo totalmente preordenado al

+conj unto de todos sus elementos positivos (resp. negativos) . Se representar¶a G

¡(resp. G )

N¶otese que con esta de¯nici¶on los elementos indiferentes con el neutro no son ni

positivos ni negativos.

P r o p o s ic i¶o n 2 .7 .1

Sea (G ; + ; - ) un grupo totalmente preordenado. Las relaciones de in d ife re n c ia \» "

y e stric ta \Á " , asociadas a - son tambi¶en invariantes por traslaciones.

D e m o stra c i¶o n

(Para » ) Por de¯nici¶on, dados a ; b 2 G :

a » b ( ) a - b y b - a

Por la invariancia por traslaciones de - se obtiene inmediatamente, para

todo c 2 G :

a » b ( ) a + c - b + c y b + c - a + c ( ) a + c » b + c
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La demostraci¶on p or la izquierda es an¶aloga.

(Para Á ) Por de¯nici¶on, dados a ; b 2 G :

a Á b ( ) a - b y n o ( a » b )

Una vez visto que » es invariante por traslaciones, se tiene para todo c 2 G :

a Á b ( ) a + c - b + c y n o ( a + c » b + c ) ( ) a + c Á b + c

La demostraci¶on p or la izquierda es an¶aloga. ¥

P r o p o s ic i¶o n 2 .7 .2

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o , c o n n e u tro e . R e p re se n te m o s c o n

I (x ) la c la se d e e le m e n to s in d ife re n te s c o rre sp o n d ie n te a c a d a e le m e n to x 2 G :

I ( x ) = f y 2 G ; y » x g

S e v e rī c a :

1 ) P a ra to d o x ; x ; y ; y 2 G : x » x , y » y =) x + x » y + y .1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 ) I (e ) e s u n su b g ru p o n o rm a l d e G .

3 ) P a ra to d o x 2 G : I ( x ) = x + I ( e )

C o m o c o n se c u e n c ia , e l c o n ju n to c o c ie n te d e la s c la se s d e in d ife re n c ia , e s e l g ru p o c o -

c ie n te G = I ( e ) . A d e m ¶a s, se tra ta d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , c o n la o p e ra c i¶o n

+ d e ¯ n id a m e d ia n te :

I ( x ) + I (y ) = I ( x + y )

y e l o rd e n to ta l - d e ¯ n id o m e d ia n te :

I (x ) Á I (y ) ( ) x Á y
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D e m o stra c i¶o n

Se deduce inmediatamente de la invariancia por traslaciones de la relaci¶on

de indiferencia » ¥

De¯nimos ahora las propiedades a rq u im ed ia n a , f n + 1 ; n g y f p > q g con un enun-

ciado igual al utilizado en el caso de grupos totalmente ordenados, lo que nos per-

mitir¶a obtener la caracterizaci¶on de la representabilidad aditiva.

D e ¯ n ic i¶o n 2 .7 .3

Un grupo totalmente preordenado (G ; +; - ) se dir¶a:

+1 ) A rq u im ed ia n o si para todo a ; b 2 G , con a Á b , existe un n¶umero natural n tal

que b Á n :a

+2) Que veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g si para todo a ; b 2 G , con a Á b , existe un

n¶umero natural n tal que ( n + 1) :a Á n :b .

+3) Que veri¯ca la propiedad f p > q g si para todo a ; b 2 G , con a Á b , existen

p ; q 2 N , p > q tales que p :a Á q :b

T e o r e m a 2 .7 .3

U n g ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o (G ; +; - ) a d m ite fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a si y

s¶o lo si e s a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

Si el grupo es aditivamente representable, entonces es claramente arquime-

diano, por serlo el grupo aditivo R de los n¶umeros reales.
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Para el rec¶³proco, comprobaremos que si (G ; + ; - ) es arquimediano, tambi¶en

lo es el grupo cociente (G = I (e ) ; + ; - ) . Notemos primero que, al ser para todo

x ; y 2 G es I ( x ) + I (y ) = I ( x + y ) , en particular para todo n 2 N resulta:

n :I (x ) = I (n :x ) .

Sean entonces I (a ) ; I (b ) dos elementos positivos del grupo cociente, con

I (a ) Á I ( b) . Para ello, es necesario que se cumpla e Á a Á b . Puesto

que G es arquimediano, existe n 2 N tal que:0

b Á n a0

y por tanto:

I ( b) Á I (n a ) = n I ( a )0 0

Luego G = I ( e ) es arquimediano y, de acuerdo con el Teorema de HÄolder,

aditivamente representable.

Sea u : G = I ( e ) ¡ ! R funci¶on de utilidad aditiva. De¯nimos a partir de ella

0u : G ¡ ! R

mediante:

0u ( x ) = u ( I (x ) )

0Resulta entonces que u es utilidad aditiva para G . En efecto:

0 0x Á y ( ) I (x ) Á I (y ) ( ) u (I (x ) ) < u ( I ( y ) ) ( ) u ( x ) < u ( y )

0Por tanto, u es utilidad. Adem¶as:

0 0u (x ) + u ( y ) = u ( I ( x ) ) + u ( I ( y ) )

= u ( I ( x ) + I ( y ) )

= u ( I ( x + y ) )

0= u (x + y )

0Es decir, u tambi¶en es aditiva, lo que completa la demostraci¶on. ¥
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O b s e r v a c i¶o n

Razonamientos del mismo tipo j usti¯can que las propiedades f n + 1 ; n g o f p > q g
tambi¶en caracterizan la representabilidad aditiva, puesto que en esencia el argu-

mento que se utiliza es la existencia de utilidad aditiva en el grupo cociente, para

el que se ha establecido

I (x ) Á I (y ) ( ) x Á y
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3 .1 . In tro d u c c i¶o n

En este cap¶³tulo analizaremos las condiciones que conducen a la representabilidad

de se m ig ru p o s to ta lm e n te o rd e n a d o s, esto es, semigrupos en los que hay de¯nido

un orden total invariante por traslaciones. Una primera caracterizaci¶on completa

para la existencia de funci¶on de utilidad aditiva para esta estructura fue dada por

Alimov [1 950] , y aparece tambi¶en en Fuchs [1963] . En Birkho® [1 940{1967] se dan

condiciones su¯cientes para el caso de m o n o id e s to ta lm e n te o rd e n a d o s, si bien no

se caracteriza su representabilidad aditiva.

La cuesti¶on inicial que planteamos es si, igual que en el caso de grupos totalmente or-

denados, el car¶acter arquimediano es su¯ciente para garantizar la representabilidad

aditiva de semigrupos. La respuesta a esta pregunta es negativa. Comprobaremos

sin embargo que las propiedades f n + 1 ; n g y f p > q g proporcionan la caracteri-

zaci¶on buscada. Esto es posible porque, en semigrupos, estas propiedades resultan

ser m¶as exigentes que la arquimediana.

En grupos, donde la equivalencia de las propiedades arquimediana y f n + 1 ; n g
ha sido establecida; o bien es posible encontrar elementos que violen la propiedad

arquimediana, y tambi¶en elementos que violen la propiedad f n + 1 ; n g ; o bien, por

el contrario, no hay elementos que incumplan ninguna de ellas.

La Proposici¶on 2. 5. 2 del cap¶³tulo anterior abundaba en esta idea. En efecto, nos

permite a¯rmar que si un par de elementos a , b del cono positivo de un grupo

totalmente ordenado (G ; + ; - ) , con a Á b , no veri¯can la propiedad f n + 1 ; n g ;

entonces en particular los elementos \b ¡ a " y \a " no veri¯can la propiedad arqui-

mediana. An¶alogamente, si c y d son elementos p ositivos, con c Á d , y no cumplen

la propiedad arquimediana, entonces los elementos \d " y \c + d " no veri¯can la

propiedad f n + 1 ; n g .
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Notemos que la segunda de estas construcciones puede realizarse tambi¶en en un

semigrupo cualquiera, pero la primera, que utiliza la existencia de elemento opuesto,

no siempre es posible en esta ¶ultima estructura.

Podemos conj eturar que si se garantiza que existe la d ife re n c ia de dos elementos

cualesquiera del semigrupo (en un sentido t¶ecnico, cuyo signi¯cado se precisar¶a

m¶as tarde) recup eramos la posibilidad de representabilidad aditiva, a partir de la

propiedad arquimediana. Birkho® [1 940{1 967] (que utiliza notaci¶on multiplicativa

para la operaci¶on interna) , denomina d iv isib le s a estos semigrupos en los que el

c¶alculo de la diferencia entre elementos es posible; en Fuchs [1 963] se denominan

n a tu ra lm e n te o rd e n a d o s y en Luce y Narens [1987] re so lu b le s.

En Birkho® [1 940{1 967] se muestra que, efectivamente, un semigrupo divisible y

arquimediano es aditivamente representable. Sin embargo, veremos que el car¶acter

resoluble es m¶as exigente que la propiedad f n + 1 ; n g , y equivale en esencia a trabaj ar

en un grup o totalmente ordenado.

Luce y Narens [1 987] profundizan m¶as la cuesti¶on. Distinguen los conceptos de

e stru c tu ra a rq u im ed ia n a y e stru c tu ra a rq u im ed ia n a e n d ife re n c ia s, buscando que la

segunda permita una distinci¶on entre elementos (para evitar elementos \in ¯ n ita -

m e n te p r¶o x im o s e n tre s¶³" ) pero sin exigir tanto como que el propio c¶alculo de la

¤diferencia entre elementos sea realizable.

En los dos trabaj os anteriores, relativamente recientes (posteriores a Alimov [1 950] ) ,

no se menciona la posibilidad de caracterizar la representabilidad aditiva en semi-

grupos con propiedades como la f n + 1 ; n g o la f p > q g . Esta aparente laguna motiv¶o

nuestra b¶usqueda de tal caracterizaci¶on, lo que nos conduj o hasta las mencionadas

propiedades. Sin embargo, el trabaj o de Fuchs [1 963] , nos hizo ver posteriormente

que una caracterizaci¶on id¶entica a la propiedad f n + 1 ; n g hab¶³a sido introducida

por Alimov [1 950] ; resultando que nuestra propiedad f n + 1 ; n g es una expresi¶on

equivalente a la condici¶on que Alimov denomina \a u se n c ia d e e le m e n to s a n ¶o m a lo s" .

¤ En Ja®ard [1 952] y Krull [1 960] aparecen tambi¶en comparaciones entre conceptos de arquimedianidad

alternativos.
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3 .2 . D e ¯ n ic io n e s

D e ¯ n c i¶o n 3 .2 .1 : S e m ig r u p o

Un semigrupo (S ; +) es una estructura algebraica formada por un conj unto S no

vac¶³o, dotado de una operaci¶on binaria interna, +, asociativa, es decir:

8 a ; b ; c 2 S : (a + b) + c = a + (b + c)

Si un semigrupo (S ; +) contiene elemento neutro e 2 S tal que 8 a 2 S : a + e =

e + a = a , se dice que (S ; +) es un m o n o id e . Si para cada elemento a de un monoide

S existe un o p u e sto o sim ¶e trico ¡ a en S tal que a + ( ¡ a ) = ( ¡ a ) + a = e , entonces

(S ; +) es un grupo. Un semigrupo ( S ; +) se dice a be lia n o o co n m u ta tiv o si para

todo par de elementos a ; b 2 S se veri¯ca: a + b = b + a .

Un semigrupo (S ; +) se dice ca n ce la tiv o si 8 a ; b ; c 2 S : a + c = b + c =) a = b , y

tambi¶en c + a = c + b =) a = b . Obviamente todo grupo es cancelativo.

N o t a c i¶o n

De igual manera que se establec¶³a para grupos, dado un elemento a de un semigrupo

¤(S ; +) y n 2 N , representaremos:

n v e c e sz }| {
n :a = a + ¢ ¢ ¢ + a

Si ( S ; +) posee neutro, e , se entiende 0:a = e . Si, adem¶as, un elemento a 2 S posee

sim¶etrico, ¡ a 2 S , la expresi¶on (¡ n ) :a tiene el signi¯cado n :(¡ a ) . F¶acilmente se

comprueba que n :( ¡ a ) = ¡ (n :a ) , por lo que el elemento en cuesti¶on puede escribirse

sin ambigÄuedad como ¡ n :a .

¤ N¶otese que la expresi¶on del segundo miembro tiene sentido porque se veri¯ca la propiedad asociativa.

Para otras estructuras, en las que no se garantizara la propiedad, podr¶³a ¯j arse el signi¯cado adoptando

alguna regla recurrente particular: sumar siempre a derecha (p or ej emplo) cada valor extra de a : 1 :a =

a ; (n + 1 ):a = n a + a . (V¶ease Luce y Narens [1 987] , que tambi¶en llaman la atenci¶on sobre este detalle

particular) .
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D e ¯ n ic i¶o n 3 .2 .2 : S e m ig r u p o t o t a lm e n t e o r d e n a d o

Se llama se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o a una estructura (S ; + ; - ) veri¯cando:

1 . (S ; +) es semigrupo

2. (S ; - ) es un conj unto totalmente ordenado

3. El orden total - es in v a ria n te p o r tra sla c io n e s, es decir, 8 a ; b ; c 2 S :

a - b ( ) a + c - b + c ( ) c + a - c + b

Por tratarse de un orden total, esta condici¶on equivale a que el orden total estricto

Á asociado a - sea tambi¶en invariante por traslaciones; es decir:

a Á b ( ) a + c Á b + c ( ) c + a Á c + b

O b s e r v a c i¶o n

Hemos adoptado la de¯nici¶on de invariancia por traslaciones e stric ta o fu e rte que

se utiliza, por ej emplo, en Luce y Narens [1 987] .

En Birkho® [1 940{1 967] , o en Fuchs [1 963] , se parte de la de¯nici¶on d ¶e b il siguiente:

a - b =) a + c - b + c y c + a - c + b

En el contexto de grupos totalmente ordenados ambas de¯niciones son equivalentes;

pero esto no es cierto en semigrupos. Por ej emplo, el semigrupo S = f a ; b ; c g , con

+ de¯nida en la forma x + z = z para todo x ; z 2 S , y el orden total dado por

a - b - c cumple la invariancia por traslaciones d¶ebil, pero no la fuerte.

Comprob emos que se tiene el siguiente resultado:
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S e a (S ; +) u n se m ig ru p o e n e l q u e h a y d e ¯ n id o u n o rd e n to ta l - , d ¶e b ilm e n te in -

v a ria n te p o r tra sla c io n e s. E n to n c e s, - e s fu e rte m e n te in v a ria n te p o r tra sla c io n e s si

y s¶o lo si (S ; +) e s c a n c e la tiv o .

En efecto; si se supone invariancia por traslaciones fuerte:

½ ¾ ½ ¾
a + c - b + c a - b

a + c = b + c =) =) =) a = b
b + c - a + c b - a

y el semigrupo resulta cancelativo.

Sean, para el rec¶³proco, elementos a ; b ; c de un semigrupo cancelativo veri¯-

cando a + c - b + c .

Si suponemos, por reducci¶on al absurdo, que no se veri¯ca a - b ; entonces

es b Á a . Por la invariancia (d¶ebil) , resulta b + c - a + c .

Siendo a + c - b + c y tambi¶en b + c - a + c , obtenemos a + c = b + c ; de

donde, al ser el semigrupo cancelativo, obtenemos a = b . Esto es absurdo,

puesto que se supon¶³a b Á a . As¶³, el orden del semigrupo debe cumplir la

invariancia por traslaciones fuerte. ¥

Debe recordarse por tanto que, con la de¯nici¶on que hemos adoptado, to d o se m i-

g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o e s ca n ce la tiv o .

D e ¯ n ic i¶o n 3 .2 .3 : R e p r e s e n t a b ilid a d a d it iv a

Un semigrup o totalmente ordenado ( S ; + ; - ) se dice a d itiv a m e n te re p re se n ta b le

(resp. p se u d o -re p re se n ta b le ) si existe una funci¶on de utilidad (resp. pseudo-utilidad)

u : ( X ; - ) ¡ ! (R ; · )

que es un homomor¯smo, es decir, 8 a ; b 2 S : u ( a + b) = u (a ) + u (b) . La funci¶on u

se llama u tilid a d a d itiv a (resp. p se u d o -u tilid a d a d itiv a ) .
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D e ¯ n ic i¶o n 3 .2 .4 : E le m e n t o s p o s it iv o s y n e g a t iv o s

Dado un semigrupo totalmente ordenado ( S ; + ; - ) , un elemento a 2 S se dir¶a

p o sitiv o (resp. n eg a tiv o ) si a Á 2 a (resp. 2 a Á a ) .

Se llama co n o p o sitiv o (resp. co n o n eg a tiv o ) de un semigrupo totalmente ordenado

+al conj unto de sus elementos positivos (resp. negativos) , y se denotar¶a S (resp.

¡S ) .

O b s e r v a c i¶o n

N¶otese que, al no estar garantizada la existencia de elemento neutro, la de¯nici¶on

de elemento positivo y negativo dada en grupos totalmente ordenados (elemento,

respectivamente, mayor o menor que el neutro) ahora no es aplicable.

Adoptamos aqu¶³ esta de¯nici¶on porque, de acuerdo con el Lema 2.3. 3, caracteriza

(en grupos) el car¶acter positivo o negativo de un elemento y, como se ver¶a m¶as tarde

(Lema 3. 3. 3) , la equivalencia entre ambos enunciados es tambi¶en cierta en cualquier

monoide totalmente ordenado.

3 .3 . C o n se c u e n c ia s d e la s d e ¯ n ic io n e s

Establecemos en esta secci¶on diversas propiedades que utilizaremos con frecuencia.

Puede observarse que algunas de ellas, a pesar de su analog¶³a con las presentadas

para el caso de grupos totalmente ordenados, requieren un enunciado o una de-

mostraci¶on peculiar cuando se re¯eren a semigrupos totalmente ordenados.

L e m a 3 .3 .1

1 ) D a d o s a ; b ; c ; d p e rte n e c ie n te s a u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( S ; + ; - ) , c o n

a - b y c - d , se v e rī c a a + c - b + d . S i, a d e m ¶a s, a lg u n a d e la s d e sig u a ld a d e s e s

e stric ta (a Á b o c Á d ), se v e rī c a a + c Á b + d .
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2 ) E n p a rtic u la r, p a ra to d o a ; b 2 S , y p a ra to d o n ¶u m e ro n a tu ra l n :

a - b ( ) n :a - n :b

a Á b ( ) n :a Á n :b

D e m o stra c i¶o n

Es id¶entica a la realizada en grupos (Lema 2.3. 1 ) ¥

L e m a 3 .3 .2

S e a a u n e le m e n to p o sitiv o (re sp . n e g a tiv o ) d e u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o

(S ; + ; - ) , y se a n p ; q n ¶u m e ro s n a tu ra le s. S e v e rī c a :

p < q ( ) p :a Á q :a

(re sp . p < q ( ) q :a Á p :a )

D e m o stra c i¶o n

+Sea a 2 S . Aplicando reiteradamente la propiedad de invariancia por trasla-

ciones, se tiene:

+a 2 S ( ) a Á 2 a ( ) 2 a Á 3a ( ) : : : ( ) n a Á (n + 1 ) a ( ) : : :

Por tanto: a Á 2 a Á 3a Á : : : Á n a Á (n + 1 ) a Á : : : ; de donde se desprende

el enunciado.

El caso en que se supone el elemento a negativo, es an¶alogo. ¥
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Los dos siguientes Lemas muestran algunas propiedades que caracterizan a un ele-

mento de un semigrupo totalmente ordenado como p ositivo o negativo.

El primero con¯rma que, para el caso de monoides, resultan propiedades an¶alogas

a las partes (i) , (ii) y (iii) del Lema 2. 3.3 en grupos totalmente ordenados. Esto

garantiza, en particular, que las de¯niciones en ambas estructuras son consistentes.

El segundo, con enunciado parecido a la equivalencia (iv) del mismo Lema 2. 3. 3,

analiza m¶as a fondo el signi¯cado del car¶acter positivo o negativo de un elemento

en un semigrupo totalmente ordenado.

L e m a 3 .3 .3

S e a ( S ; + ; - ) u n m o n o id e to ta lm e n te o rd e n a d o , c o n e le m e n to n e u tro e .

1 ) U n e le m e n to a 2 S e s p o sitiv o (re sp . n e g a tiv o ) si y s¶o lo si e Á a (re sp . a Á e ).

2 ) U n e le m e n to a 2 S , p a ra e l q u e e x iste o p u e sto ¡ a 2 S , e s p o sitiv o si y s¶o lo si su

o p u e sto ¡ a e s n e g a tiv o .

D e m o stra c i¶o n

Ambas se obtienen de la invariancia por traslaciones. Para la primera parte:

+a 2 S ( ) a Á a + a ( ) e + a Á a + a ( ) e Á a

El caso negativo es an¶alogo.

Y de acuerdo con lo anterior:

+ ¡a 2 S ( ) e Á a ( ) e + ( ¡ a ) Á a + (¡ a ) ( ) ¡ a Á e ( ) ¡ a 2 S

Lo que completa la demostraci¶on. ¥
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L e m a 3 .3 .4

D a d o u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (S ; + ; - ) , la s sig u ie n te s a ¯ rm a c io n e s so b re

u n e le m e n to a d e S so n e q u iv a le n te s:

i) a e s p o sitiv o (re sp . n e g a tiv o ).

ii) P a ra to d o b 2 S : b Á a + b , y ta m b i¶e n b Á b + a (re sp . a + b Á b y ta m b i¶e n

b + a Á b

iii) E x iste b 2 S ta l q u e b Á a + b (re sp . a + b Á b )

iv ) E x iste b 2 S ta l q u e b Á b + a (re sp . b + a Á b )

D e m o stra c i¶o n

Todas las equivalencias pueden obtenerse por la invariancia por traslaciones

y la asociatividad de la operaci¶on +. En efecto:

(i) =) (ii)

+Supuesto a 2 S ; esto es, a Á a + a , para todo b 2 S :

a Á a + a =) a + b Á ( a + a ) + b =) a + b Á a + ( a + b) =) b Á a + b

Sumando b por la izquierda, se obtiene igualmente b Á b + a

(ii) =) (iii)

Es evidente.

(iii) =) (iv)

Dado b 2 S tal que b Á a + b :

b Á a + b =) 2 b Á b + a + b =) b Á b + a

Luego el mismo elemento b cumple la condici¶on.
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(iv) =) (i)

Sea b tal que b Á b + a . Entonces:

+b Á b + a =) b + a Á b + a + a =) a Á a + a =) a 2 S

Las demostraciones para el caso negativo son an¶alogas. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Esencialmente, en Luce y Narens [1 987] se utiliza la condici¶on (ii) del Lema anterior

como de¯nici¶on de elemento positivo. N¶otese que, de acuerdo con las equivalencias

establecidas, dado un elemento a de un semigrupo totalmente ordenado (S ; + ; - ) ,

en cuanto se j usti¯ca que tiene la propiedad de \in c re m e n ta r " mediante su suma

(trasladar a derecha) a un elemento b 2 S cualquiera (condiciones (iii) o (iv) del

Lema) , queda ya caracterizado como elemento positivo (condici¶on (i) ) . Adem¶as

est¶a garantizado que su suma ej erce el mismo efecto sobre todos los elementos del

semigrupo (condici¶on (ii) ) .

L e m a 3 .3 .5

S e a a u n e le m e n to p o sitiv o d e u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( S ; +; - ) ; e n -

+ ¡to n c e s, p a ra to d o x 2 S c o n a - x se v e rī c a x 2 S . A n ¶a lo g a m e n te , d a d o b 2 S ,

¡p a ra to d o y 2 S c o n y Á b se v e rī c a y 2 S .

+ ¡A d e m ¶a s, d a d o s a 2 S ; b 2 S c u a le sq u ie ra , sie m p re se v e rī c a : b Á a .

D e m o stra c i¶o n

+Dado a 2 S y x 2 S con a - x , por invariancia por traslaciones es a + x - 2 x .

Adem¶as, por el Lema anterior, siendo a positivo tambi¶en se cumple x Á a + x .

De ambas, por la transitividad de la relaci¶on Á , se deduce x Á 2 x ; es decir,

el elemento x es positivo.
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La demostraci¶on para el caso negativo es an¶aloga.

Para la segunda parte, nuevamente p or el Lema anterior y por ser a positivo,

se cumple b Á a + b . Tambi¶en, por ser b negativo, es a + b Á a . Nuevamente

por la transitividad de la relaci¶on Á , se obtiene b Á a . ¥

L e m a 3 .3 .6

E l c o n o p o sitiv o , su p u e sto n o v a c¶³o , d e u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o S , e s

e sta b le p a ra la o p e ra c i¶o n + ; e s d e c ir, e s ta m b i¶e n u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o .

L o m ism o e s c ie rto p a ra e l c o n o n e g a tiv o .

D e m o stra c i¶o n

+Dados a ; b 2 S , p or el Lema 3. 3. 4, y ser a positivo:

a + b Á ( a + b) + a

A la vez, por ser b positivo:

a + b + a Á (a + b + a ) + b

As¶³:

a + b Á a + b + a Á a + b + a + b = 2(a + b )

+De donde, por de¯nici¶on de elemento positivo: a + b 2 S .

La demostraci¶on para el cono negativo es an¶aloga. ¥

L e m a 3 .3 .7

S e a n a , b d o s e le m e n to s d e u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (S ; + ; - ) ta le s q u e

a + b - b + a , e n to n c e s, p a ra to d o n 2 N se v e rī c a :

n :a + n :b - n :( a + b) - n :(b + a ) - n :b + n :a
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D e m o stra c i¶o n

Es id¶entica a la realizada en grupos (Lema 2.3. 7) ¥

3 .4 . P ro p ie d a d e s fu n d a m e n ta le s

Los enunciados de las propiedades a rq u im ed ia n a , f n + 1 ; n g y f p > q g , pueden

aplicarse sin modi¯caci¶on al cono positivo de un semigrupo totalmente ordenado.

Sin embargo, como discutiremos enseguida, el comportamiento del cono negativo

frente a estas propiedades no est¶a determinado, en general, por el de los elementos

positivos.

Por esta raz¶on, concretamente, ser¶an necesarias condiciones adicionales si queremos

establecer para semigrupos un resultado an¶alogo al Lema 2. 4. 1 , en el que se j usti¯-

caba que una funci¶on de utilidad aditiva, de¯nida en el cono positivo de un grupo

totalmente ordenado, puede extenderse a la totalidad del grupo.

Para poder referirnos al comportamiento del cono negativo frente a todas estas

propiedades, sin modi¯car sus enunciados, recurrimos al concepto de o rd e n o p u e sto

(\co n v e rse o rd e r" ; ver Birkho® [1 940{1 967] ) , cuya de¯nci¶on aparece a continuaci¶on.

En Fuchs [1 963] , este mismo concepto se denomina o rd e n d u a l.

D e ¯ n ic i¶o n 3 .4 .1 : O r d e n o p u e s t o

Dado un conj unto totalmente preordenado, (X ; - ) , llamaremos o rd e n o p u e sto de -
o psobre X a la relaci¶on binaria - de¯nida por:

o ppara todo a ; b 2 X : a - b ( ) b - a

Es inmediato que si (X ; - ) es un conj unto totalmente preordenado, lo mismo es

o pcierto para (X ; - ) . En particular, si (S ; + ; - ) es un semigrupo totalmente orde-

o pnado, lo mismo ocurre con la estructura (S ; + ; - ) .
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N¶otese que el cono positivo (resp. negativo) de un semigrupo totalmente ordenado

(S ; + ; - ) es el cono negativo (resp. positivo) de su estructura opuesta. Adem¶as, si

(S ; + ; - ) es aditivamente representable mediante una funci¶on de utilidad aditiva u ,

o ptambi¶en (S ; + ; - ) es aditivamente representable, mediante la funci¶on de utilidad

aditiva ¡ u .

D e ¯ n ic i¶o n 3 .4 .2

+El cono positivo S , supuesto no vac¶³o, de un semigrup o (S ; + ; - ) se dir¶a:

+1 ) A rq u im ed ia n o si para todo a ; b 2 S , con a Á b , existe un n¶umero natural

n tal que b Á n a

+2) Que v e rī ca la p ro p ied a d f n + 1 ; n g si para todo a ; b 2 S , con a Á b ,

existe un n¶umero natural n tal que ( n + 1) :a Á n :b

+3) Que v e rī ca la p ro p ied a d f p > q g si para todo a ; b 2 S , con a Á b , existen

n¶umeros naturales p ; q con p > q , tales que p :a Á q :b .

+4) R e so lu b le (ver Luce y Narens [1 987] ) si para todo a ; b 2 S , con a Á b ,

+existen z ; t 2 S tales que a + z = b y t + a = b .

El cono negativo de S , supuesto no vac¶³o, se dir¶a arquimediano, si el cono positivo de

o p ¡(S ; + ; - ) es arquimediano. El mismo criterio sirve para de¯nir en S los restantes

conceptos.

Un semigrupo se dice a rq u im ed ia n o si, cada uno de sus conos, o bien es vac¶³o, o

bien es arquimediano. El mismo criterio se aplica a los restantes conceptos.

D e ¯ n ic i¶o n 3 .4 .3 : S e m ig r u p o p o s it iv o

Un semigrupo se dir¶a p o sitiv o (resp. n eg a tiv o ) si es un semigrupo totalmente or-

denado y todos sus elementos son positivos (resp. negativos) . Un monoide se dir¶a



{ 1 06 { Semigrupos totalmente ordenados

positivo (resp. negativo) si es un monoide totalmente ordenado y todos sus elemen-

tos, salvo el neutro, son positivos (resp. negativos) .

O b s e r v a c i¶o n

En el contexto de grupos totalmente ordenados, las de¯niciones presentadas para la

totalidad de la estructura de \propiedad arquimediana" , \propiedad f n + 1 ; n g " y

\propiedad f p > q g " , se enunciaron haciendo referencia solamente al cono positivo

(ver De¯niciones 2. 4.1 y 2.5. 1 ) .

A pesar de esta aparente restricci¶on, en el Lema 2. 4. 1 vimos que una funci¶on real

aditiva y positiva, de¯nida en el cono positivo de un grupo totalmente ordenado,

puede extenderse como funci¶on de utilidad a la totalidad del grupo.

La raz¶on para que fuera entonces su¯ciente atender a los elementos positivos es que,

aplicando la invariancia por traslaciones, y a trav¶es de elementos opuestos, el com-

portamiento del cono negativo frente a las propiedades anteriores est¶a determinado

por el del cono positivo. En otros t¶erminos:

D a d o u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) , a m b o s c o n o s v e rī c a n la p ro p ie d a d

a rq u im e d ia n a si y s¶o lo si la v e rī c a su c o n o p o sitiv o .

+En efecto, sup¶ongase que G veri¯ca la propiedad arquimediana. Entonces:

¡ o pDados a ; b 2 G , con a Á b , se veri¯ca, por de¯nici¶on, b Á a , y por tanto

+¡ a Á ¡ b con ¡ a ; ¡ b 2 G

+Puesto que G es arquimediano, existe n 2 N con ¡ b Á n :(¡ a ) , esto es,

o p¡ b Á ¡ ( n :a ) , lo que equivale a n :a Á b y, en de¯nitiva, b Á n :a , por lo que

el cono negativo de G es tambi¶en arquimediano.

La otra implicaci¶on es obvia. ¥
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Una demostraci¶on parecida j usti¯car¶³a que lo mismo ocurre con las propiedades

f n + 1 ; n g y f p > q g . Podemos concluir que las de¯niciones dadas son consistentes

con las presentadas en su momento para grupos totalmente ordenados, considerados

ahora como caso particular de semigrupos.

Por otra parte, en el contexto de semigrupos o monoides generales, ya no es cierto

que el comportamiento de uno de los conos frente a estas propiedades determine el

del otro.

El siguiente ej emplo muestra un monoide totalmente ordenado, cuyo cono positivo

es arquimediano, sin que lo sea su cono negativo.

E je m p lo 3 .4 .1

Consideremos el subconj unto ( S ; + ; - ) del p la n o le x ico g r¶a ¯ co (ver Ej emplo 2. 2. 1 ) ,L

dado por:

2S = f (x ; y ) 2 R ; x · 0g

La operaci¶on + es claramente estable en S , por lo que (S ; + ; - ) resulta ser unL

semigrupo totalmente ordenado. Para reconocer cada cono del semigrupo, n¶otese

que

(0; 0) Á ( x ; y ) =) x = 0; y > 0L

( x ; y ) Á (0; 0) =) x < 0 o x = 0; y < 0L

de donde:

+ ¡S = f (0; y ) ; y > 0g S = f (x ; y ) ; x < 0g [ f (0; y ) ; y < 0g

+Por ¶ultimo, observemos que el cono positivo S (por ser obviamente isomorfo a

+(R ; +; · ) ) es arquimediano; mientras que, por ej emplo, los elementos (¡ 1 ; 0) ,

¡(0; ¡ 1 ) del cono negativo S violan la propiedad arquimediana, puesto que se tiene

(¡ 1 ; 0) Á (0; ¡ 1 ) , es decirL

o p(0; ¡ 1 ) Á (¡ 1 ; 0)L
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pero, para cualquier n 2 N ; ( ¡ 1 ; 0) Á (0; ¡ n ) , esto es:L

o p
n :(0; ¡ 1 ) Á ( ¡ 1 ; 0)L

contra lo que exige la propiedad arquimediana. ¥

Terminamos la secci¶on presentando algunas proposiciones que ponen de mani¯esto

otros asp ectos de la estructura de semigrupo totalmente ordenado.

P r o p o s ic i¶o n 3 .4 .1

U n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (S ; + ; - ) , re p re se n ta b le a d itiv a m e n te p o r u n a

fu n c i¶o n d e u tilid a d u , e s c o n m u ta tiv o .

D e m o stra c i¶o n

Inmediata. ¥

P r o p o s ic i¶o n 3 .4 .2

T o d o se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o sin e le m e n to n e u tro (S ; + ; - ) se c o n v ie rte

e n m o n o id e a ~n a d ie n d o u n e le m e n to e x tra e y d e c la ra n d o , c o m o e x te n si¶o n d e la

o p e ra c i¶o n in te rn a :

e + e = e a + e = e + a = a 8 a 2 S

y c o m o e x te n si¶o n d e l o rd e n :

¡ +b Á e Á c 8 b 2 S ; c 2 S
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D e m o stra c i¶o n

Vamos a comprobar que la extensi¶on realizada es consistente con la estruc-

tura original. Para ello, consideramos todas las situaciones adicionales que

aparecen, tanto para la operaci¶on interna +, como para la relaci¶on de orden

total - .

La \nueva" operaci¶on + sigue siendo asociativa, puesto que habiendo sido

de¯nido e como elemento neutro, para todo a ; b 2 S [ f e g :

(e + a ) + b = a + b = e + (a + b )

(a + e ) + b = a + b = a + (e + b )

(a + b ) + e = a + b = a + (b + e )

Y el \nuevo" orden - sigue siendo invariante por traslaciones. En efecto,

por de¯nici¶on de elemento neutro, y aplicando la caracterizaci¶on de elemento

positivo dada en el Lema 3. 3. 4, resulta:

a Á b ( ) a + e Á b + e ( ) e + a Á e + b

a Á e ( ) a + b Á b = e + b ( ) b + a Á b = b + e

e Á a ( ) e + b = b Á a + b ( ) b + e = b Á b + a

Esto completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Si un semigrupo totalmente ordenado (S ; + ; - ) es aditivamente representable, en-

tonces (Proposici¶on 3. 4. 1) es conmutativo. Adem¶as (Proposici¶on 3. 4. 2) , es un

monoide o puede convertirse en monoide, a~nadiendo un elemento extra. Por tanto:

E l e stu d io d e la re p re se n ta b ilid a d a d itiv a d e u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e -

n a d o n o p ie rd e g e n e ra lid a d si se re strin g e a l ca so d e m o n o id e s to ta lm e n te

o rd e n a d o s co n m u ta tiv o s.
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Sin embargo, con intenci¶on de obtener condiciones m¶as generales que en el caso de un

semigrupo impliquen su representabilidad aditiva (y por tanto, su conmutatividad) ,

continuaremos estudiando el caso de semigrupos y no el de monoides conmutativos.

P r o p o s ic i¶o n 3 .4 .3

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o p o sitiv o q u e v e rī c a la p ro p ie d a d f p > q g . E n to n c e s,

S e s c o n m u ta tiv o . C o m o c o n se c u e n c ia , to d o se m ig ru p o p o sitiv o q u e v e rī c a la

p ro p ie d a d f n + 1 ; n g e s c o n m u ta tiv o .

D e m o stra c i¶o n

Sean p ; q 2 N cualquiera, con p > q . Sup¶ongase que a + b Á b + a para alg¶un

par de elementos a ; b 2 S . Por ser el semigrupo positivo, se tiene que:

q :( b + a ) Á a + q :(b + a ) + b = (q + 1 ) (a + b ) - p :( a + b)

y en de¯nitiva:

q :(b + a ) Á p :(a + b )

Esto es, los elementos a + b y b + a no veri¯can la propiedad f p > q g , lo que

supone una contradicci¶on. Por tanto, el semigrup o es conmutativo.

Para la consecuencia, basta observar que {obviamente{ la propiedad f n +1 ; n g
implica la f p > q g . ¥

3 .5 . S e m ig ru p o s p o sitiv o s

Hemos de¯nido en la secci¶on anterior (De¯nici¶on 3. 4. 3) se m ig ru p o p o sitiv o , como un

semigrupo totalmente ordenado cuyos elementos son todos positivos. Analizaremos

ahora las condiciones para la existencia de representabilidad en esta estructura
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particular, si bien cabe recalcar que las conclusiones que se obtengan son aplicables

tambi¶en, a partir del concepto de o rd e n o p u e sto (De¯nici¶on 3. 4.1 ) , a semigrupos

negativos. En la pr¶oxima Secci¶on 3. 7 veremos c¶omo extender estos resultados al

caso de semigrupos totalmente ordenados generales.

Probaremos que un semigrupo positivo y arquimediano admite siempre pseudo-

utilidad aditiva, pero que no necesariamente es representable por una funci¶on de

utilidad aditiva. En particular, esta circunstancia demuestra que el resultado clave

establecido en el Teorema de HÄolder (Teorema 2. 4. 1 ) es v¶alido para grupos total-

mente ordenados, pero no para semigrupos.

La existencia de funci¶on de utilidad en semigrupos positivos queda caracterizada,

como veremos, por la propiedad f n + 1 ; n g , o su equivalente f p > q g . Aunque

estas propiedades implican la arquimediana, el rec¶³proco ya no es cierto, frente a lo

demostrado para el caso de grupos en el Teorema 2. 5. 1 .

Comenzamos presentando un ej emplo de monoide positivo y arquimediano, que sin

embargo no veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g .

E je m p lo 3 .5 .1

Consid¶erese el subconj unto (S ; +; - ) del p la n o le x ico g r¶a ¯ co (ver Ej emplo 2. 2. 1 )L

dado por:

2S = f ( a ; b) 2 R ; a > 0g [ f (0; 0) g

Se trata claramente de un monoide conmutativo totalmente ordenado, puesto que

la suma es estable en S . N¶otese adem¶as que todo elemento, salvo el neutro (0; 0) ,

es positivo, es decir, se trata de un monoide positivo.

Adem¶as, S es arquimediano. En efecto, sean ( p ; q ) ; (r ; s ) 2 S tales que:

(0; 0) Á (p ; q ) Á (r ; s )L L
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+Para ello, necesariamente, es 0 < p · r . Puesto que (R ; +) es un semigrupo

arquimediano, existe n 2 N tal que r < n :p y as¶³:0 0

(r ; s ) Á ( n p ; n q ) = n ( p ; q )L 0 0 0

Luego se concluye que ( S ; +; - ) es arquimediano.L

Sin embargo, esta estructura no veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g . Para verlo pueden

tomarse, por ej emplo, (1 ; 1) ; (1 ; 2) 2 S . Cumplen claramente que (1 ; 1 ) Á (1 ; 2)L

pero para cualquier n 2 N :

n (1 ; 2) = (n ; 2 n ) Á (n + 1 ; n + 1 ) = ( n + 1 ) (1 ; 1 )L

Por lo que, efectivamente, violan la propiedad. ¥

Analizando la demostraci¶on del Teorema 2.5. 1 , donde prob¶abamos que la existencia

de utilidad aditiva, en grupos totalmente ordenados, es equivalente a las propiedades

arquimediana, f n + 1 ; n g y f p > q g , se aprecia que las implicaciones (ii) =) (iii)

=) (iv) =) (i) , no hacen uso del hecho de que la estructura sea un grupo. Por

tanto, es precisamente la implicaci¶on (i) =) (ii) la que soporta la diferencia entre

las estructuras de grupo y semigrupo positivo.

Recordemos tambi¶en (Proposici¶on 3. 4. 3) que todo semigrupo positivo que veri¯que

la propiedad f n + 1 ; n g o la f p > q g es conmutativo. En el caso de grupos totalmente

ordenados, el car¶acter abeliano quedaba garantizado por la propiedad arquimediana;

pero la prueba directa de este hecho (ver Teorema 2. 5. 2) se basa, precisamente,

en la equivalencia entre la propiedad arquimediana y la f n + 1 ; n g . Puesto que

en semigrupos positivos esta equivalencia no es cierta, debemos preguntarnos si

la propiedad arquimediana, por s¶³ sola, basta para garantizar que un semigrupo

positivo es conmutativo. La respuesta es negativa. El siguiente ej emplo muestra

¤este hecho, presentando un monoide arquimediano, positivo y no conmutativo.

¤ Otro ej emplo de las mismas caracter¶³sticas aparece en Alimov [1 950] .
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E je m p lo 3 .5 .2

Sea M el conj unto de las p a la b ra s formadas a partir de dos ca ra c te re s a y b .

Cualquiera de tales palabras tiene la forma

l l : : : l n 2 N1 2 n

donde l = a o l = b (i = 1 ; 2 ; : : : ; n ) . Supondremos tambi¶en que hay en M uni i

elemento extra, la palabra nula o vac¶³a: e , que convendremos no es un car¶acter.

Se de¯ne la operaci¶on + en M mediante y u x ta p o sic i¶o n , es decir, dadas L = l l : : : l ,1 2 n

0 0 0 0L = l l : : : l 2 M :1 2 m

0 0 0 0 0 0 0 0L + L = l l : : : l + l l : : : l = l l : : : l l l : : : l = L L1 2 n 1 2 n1 2 m 1 2 m

En cuanto a la palabra nula, se establece que, 8 L 2 M :

e + L = L + e = L

Con esta operaci¶on, claramente asociativa, M es un monoide cuyo elemento neutro

es la palabra nula e .

Para de¯nir un orden total - en M consideraremos la lo n g itu d de cada palabra

L = l l : : : l 2 M , que se denotar¶a k L k y es, por de¯nici¶on , el n¶umero de sus1 2 n

caracteres, n . Por convenio, k e k = 0. Adem¶as, dadas dos palabras de la misma

longitud, se comparan mediante el orden lexicogr¶a¯co natural - , entendiendo queL

el car¶acter a precede lexicogr¶a¯camente al car¶acter b . Por ej emplo, a b a Á a b b ÁL L

b a a , etc. El orden total - se de¯ne ahora en M como sigue: dadas dos palabras

0L ; L 2 M

0 0 0 0L Á L si y s¶olo si k L k < k L k o k L k = k L k ; L Á LL

Se trata claramente de un orden total, y toda palabra no nula es p ositiva. As¶³

(M ; + ; - ) es un monoide p ositivo, puesto que el orden de¯nido es invariante por

traslaciones. En efecto:
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0 0 0 0 00 00 00 00Dadas L = l l : : : l , L = l l : : : l , L = l l : : : l 2 M :1 2 n 1 2 m 1 2 k

0 0 0 0L Á L ( ) k L k < k L k o k L k = k L k ; L Á LL

00 0 00 00 0 00 0 0 00( ) k L L k < k L L k o k L L k = k L L k ; L L Á L LL

00 0 00( ) L + L Á L + LL

Adem¶as es arquimediano pues la yuxtap osici¶on de una palabra (no nula) consigo

misma un n¶umero su¯ciente de veces, da como resultado una palabra de longitud

mayor que cualquier otra ¯j a.

Sin embargo, el monoide no es conmutativo (por ej emplo, a b = a + b 6= b a = b + a ) ,

por lo que tampoco puede veri¯car la propiedad f n + 1 ; n g .

Tambi¶en puede verse esto ¶ultimo directamente, por ej emplo, con las palabras a ; b ,

para las que a Á b , y sin embargo, para todo n¶umero natural n :
n v e c e s n + 1 v e c e sz}|{ z}|{

n :b = b : : : b Á a : : : a = ( n + 1 ) :a

Por lo que la propiedad f n + 1 ; n g no se veri¯ca. ¥

A trav¶es de los resultados establecidos hasta aqu¶³, queda comprobado que para

semigrupos positivos:

u tilid a d p r o p ie d a d p r o p ie d a d p r o p ie d a d
=) =) =)

a d itiv a f n + 1 ; n g f p > q g a r q u im e d ia n a

Adem¶as, sabemos que la ¶ultima implicaci¶on es estricta. Surge as¶³ de manera natural

la siguiente cuesti¶on:

> E s la p ro p ied a d f p > q g u n a co n d ic i¶o n q u e ca ra c te riza la re p re se n ta b ilid a d

a d itiv a d e se m ig ru p o s p o sitiv o s?

La respuesta a esta cuesti¶on clave es a¯rmativa, como demostraremos en el siguiente

teorema.
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T e o r e m a 3 .5 .1

D a d o u n se m ig ru p o p o sitiv o ( S ; + ; - ) , la s sig u ie n te s a ¯ rm a c io n e s so n e q u iv a le n te s:

i) (S ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le

ii) (S ; + ; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g

iii) ( S ; +; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f p > q g

D e m o stra c i¶o n

La equivalencia (i) ( ) (ii) se debe a Alimov [1 950] (v¶ease Fuchs [1 963] ) .

La demostraci¶on que presentamos aqu¶³ utiliza, hasta donde es v¶alido, ideas

parecidas a la prueba cl¶asica del Teorema de HÄolder en grupos totalmente

ordenados (v¶ease B irkho® [1 940{1967] ) , j usti¯cando concretamente que es

posible asociar a cada elemento del semigrupo positivo arquimediano una

cortadura de Dedekind.

Las demostraciones vistas en grupos totalmente ordenados (Teorema 2. 5. 1 )

como prueba de (i) =) (ii) =) (iii) son v¶alidas en semigrupos positivos, por

lo que es su¯ciente probar (iii) =) (i) .

Sea x 2 S , ¯j o, y def¶³nase para cada x 2 S los conj untos:0

L (x ) = f m = n ; m ; n 2 N ; m :x - n :x g [ f (¡ 1 ; 0] \ Q g0

U (x ) = f m = n ; m ; n 2 N ; n :x - m :x g0

1 ) Puesto que - es un orden total, para todo x 2 S , m ; n 2 N , o bien

m :x - n :x , o bien n :x - m :x . Por tanto, L (x ) [ U (x ) = Q .0 0

2) Si x = x , entonces 1 2 U ( x ) y tambi¶en 1 2 L (x ) .0

Si x Á x , por la propiedad arquimediana, existe n 2 N tal que x Á n x .0 0 0 0

Entonces, 1 = n 2 L ( x ) , 1 2 U ( x )0
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Si x Á x , existe n 2 N tal que x Á n x . Entonces, n 2 U ( x ) , 1 2 L (x )0 1 1 0 1

Por tanto, para todo x 2 S , est¶a garantizado que los conj untos L ( x ) y U (x )

son no vac¶³os. Adem¶as, en L (x ) hay siempre elementos racionales estricta-

mente positivos.

3) Dado x 2 S , sean m = n 2 L (x ) y p = q 2 U (x ) , con m ; n ; p ; q 2 N .

m :x - n :x =) q :m :x - q :n :x0 0

q :x - p :x =) n :q :x - n :p :x0 0

As¶³: q :m :x - n :p :x . Como S es un semigrupo positivo, se sigue que q :m ·0 0

n :p y por tanto m = n · p = q

Como conclusi¶on, para todo a 2 L ( x ) y b 2 U (x ) se veri¯ca: a · b .

Hasta aqu¶³, ha sido probado que para todo x 2 S , ( L (x ) ; U ( x ) ) es una cor-

tadura de Dedekind en el conj unto R de los n¶umeros reales. Esta cortadura

de¯ne un n¶umero real, ¶unico para cada x , que se denotar¶a u (x ) .

Analicemos ahora las propiedades de la funci¶on u (x ) de¯nida de tal manera.

4) Sean x ; y 2 S con x - y . Entonces:

m = n 2 L ( x ) =) m :x - n :x =) m :x - n :y =) m = n 2 L ( y )0 0

Es decir, L (x ) µ L ( y ) y por tanto u (x ) · u (y )

5) Sean x ; y 2 S , m = n 2 L (x ) , p = q 2 L ( y ) . Entonces:

m :x - n :x =) q :m :x - q :n :x0 0

p :x - q :y =) n :p :x - n :q :y0 0

As¶³:

m q + n p
( m q + n p ) :x - n :q :( x + y ) =) = (m = n ) + (p = q ) 2 L ( x + y )0

n q
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Por tanto, u ( x ) + u (y ) · u (x + y )

6) Trabaj ando con U de la misma manera que con L en (5) , se obtiene que

u (x + y ) · u (x ) + u ( y )

Por lo que, enlazando las conclusiones en (5) y (6) :

u (x + y ) = u (x ) + u (y )

A partir de (4) , (5) y (6) , se concluye que u es p se u d o -u tilid a d a d itiv a , es decir,

u es aditiva y x - y =) u ( x ) · u (y ) . Recordemos adem¶as (punto 2) que

para todo x 2 S , en el conj unto L ( x ) asociado hay racionales estrictamente

positivos, por lo que necesariamente u ( x ) > 0, para todo x 2 S .

7) Para concluir, es su¯ciente probar que u ( x ) · u (y ) =) x - y .

Sup¶ongase, por el contrario, que existen x ; y 2 S tales que u (x ) · u (y ) , pero

y Á x . Entonces, por (6) , debe ser u (y ) · u (x ) , y por tanto u ( x ) = u ( y ) .

Puesto que S veri¯ca la propiedad f p > q g , existen p ; q 2 N , p > q , tales que

p :y Á q :x . Debe ser p :[u (y ) ] · q :[u (x ) ] y por ello u (y ) · ( p = q ) :u ( x ) < u (x ) ,

lo que supone una contradicci¶on, puesto que u (x ) = u (y ) .

Esto completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

La propiedad f p > q g ha sido usada exclusivamente en (7) , el ¶ultimo paso de la

demostraci¶on del anterior Teorema 3. 5. 1 . As¶³, los pasos (1 ) a (6) demuestran que,

para cualquier semigrupo positivo y arquimediano, existe pseudo-utilidad aditiva,

no trivial, y estrictamente positiva.
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Adem¶as, el paso (7) muestra tambi¶en que si x e y son elementos de (S ; + ; - ) tales

que x Á y pero u ( x ) = u ( y ) , entonces los elementos x e y forman un par a n ¶o m a lo en

el sentido de Alimov [1 950] (no veri¯can la propiedad f n + 1 ; n g ) . As¶³ alcanzamos

el siguiente resultado, debido a Hion [1 957] (ver Fuchs [1963] ) :

C o r o la r io 3 .5 .1

P a ra to d o se m ig ru p o p o sitiv o y a rq u im e d ia n o (S ; + ; - ) e x iste fu n c i¶o n d e p se u d o -

u tilid a d a d itiv a y p o sitiv a u : S ¡ ! (0; +1 ) , v e rī c a n d o q u e d o s e le m e n to s x ; y 2 S

tie n e n la m ism a im a g e n si y s¶o lo si c o n stitu y e n u n p a r a n ¶o m a lo .

O b s e r v a c i¶o n

El rec¶³proco del Corolario anterior es tambi¶en cierto:

S i u n se m ig ru p o p o sitiv o (S ; + ; - ) a d m ite p se u d o -u tilid a d a d itiv a y p o sitiv a

u : S ¡ ! (0; + 1 )

e n to n c e s e s a rq u im e d ia n o

En efecto:

Dados a ; b 2 S , con a Á b ; se tendr¶a 0 < u ( a ) · u (b ) . Por tanto, existe

n 2 N tal que u (b) < n u (a ) = u (n a ) . De donde se obtiene ¯nalmente0 0 0

b Á n a0

Por lo que S es arquimediano. ¥
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Obviamente, cualquier pseudo-utilidad aditiva u : S ¡ ! R de¯nida en un semigrupo

positivo ( S ; +; - ) , debe ser no negativa; pues si para cierto elemento s 2 S ocurriera:

u (s ) < 0

se tendr¶³a 2 u ( s ) = u (2 s ) < u ( s ) , y por tanto 2 s Á s ; contra la exigencia de que todo

elemento del semigrupo sea positivo.

N¶otese, sin embargo, que para j usti¯car el rec¶³proco del Corolario anterior hemos

recurrido expresamente al car¶acter positivo de la pseudo-representaci¶on u . Sin esta

condici¶on, esto es, si admitimos la posibilidad de que ciertos elementos del semigrupo

positivo tengan pseudo-utilidad nula, el rec¶³proco ya no ser¶a cierto:

U n se m ig ru p o p o sitiv o p se u d o -re p re se n ta b le a d itiv a m e n te , n o e s n e c e sa ria m e n te

a rq u im e d ia n o .

Amb os casos se plasman en el siguiente ej emplo.

E je m p lo 3 .5 .3

Parecido al anterior Ej emplo 3. 5. 1 , consid¶erese el subconj unto (S ; + ; - ) del planoL

lexicogr¶a¯co dado por:

2S = f (a ; b) 2 R ; a > 0g

Se trata de un semigrupo positivo y arquimediano. Una funci¶on de pseudo-utilidad

aditiva para ( S ; + ; - ) es u : S ¡ ! (0; + 1 ) de¯nida por u (a ; b) = a . N¶otese queL

(S ; + ; - ) no es aditivamente representable, por no veri¯car la propiedad f p > q g .L

0Consideremos ahora (S ; +; - ) , dado por:L

0 2S = f (a ; b) 2 R ; a ¸ 0; b > 0g

0Nuevamente, es un semigrupo positivo, pseudo-representable aditivamente por u :

0 0 0S ¡ ! [0; + 1 ) de¯nida como u ( a ; b ) = a . Sin embargo, S no es arquimediano, ya

que, por ej emplo:

n (0; 1 ) = (0; n ) Á (1 ; 1) 8 n 2 N
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0A la vez, la pseudo-utilidad u no es positiva, puesto que todos los elementos de la

0 0forma (0; b) 2 S (no incluidos en el anterior semigrupo S ) veri¯can: u (0; b) = 0 ¥

O b s e r v a c i¶o n

Cabe revisar ahora las demostraciones del Teorema de HÄolder para grupos total-

mente ordenados, con intenci¶on de detectar los pasos concretos en los que se recurre

al hecho de que la estructura es de grupo y, p or tanto, no es posible extender el

argumento al caso de semigrupos.

As¶³ por ej emplo, como ya hemos comentado, la prueba del anterior Teorema 3.5. 1

para semigrupos sigue en sus pasos (1 ) a (6) pautas similares a la demostraci¶on que

aparece en Birkho® [1 967, p. 301 ] del propio Teorema de HÄolder para grupos. Tras

establecer la existencia de pseudo-utilidad aditiva u : G ¡ ! R para un grupo total-

mente ordenado y arquimediano (G ; + ; - ) , B irkho® concluye su prueba mostrando

que el n¶ucleo de la la aplicaci¶on u se reduce al elemento neutro del grupo f e g , por

lo que u es inyectiva.

La equivalencia

u inyectiva ( ) Ker u = f e g

no es v¶alida en semigrupos positivos, ni siquiera en monoides positivos, por lo que

en tal estructura no podemos recurrir a la misma. Por ej emplo, para el submonoide

positivo del plano lexicogr¶a¯co:

2S = f ( a ; b) 2 R ; a > 0g [ f (0; 0) g

considerado en el Ej emplo 3. 5. 1 , la pseudo-utilidad

u (a ; b) 7! a 8 (a ; b) 2 S

es obviamente de n¶ucleo nulo, pero no inyectiva.

Tambi¶en en la prueba presentada por nosotros (Teorema 2. 4. 1 ) del resultado de

+HÄolder, se construye una aplicaci¶on u : G ¡ ! R aditiva y estrictamente positiva



S emigrup os totalmente ordenados { 1 21 {

en el cono positivo de un grupo (G ; + ; - ) , esto es, en un semigrupo positivo. En el

Lema 2.4. 1 se j usti¯caba que tal aplicaci¶on puede extenderse siempre a la totalidad

del grupo, resultando una funci¶on de utilidad aditiva.

Nuevamente, el argumento que en el Lema 2. 4. 1 j usti¯ca que la funci¶on u es utili-

dad, no es aplicable en semigrupos p ositivos, puesto que recurre a la existencia de

elementos opuestos.

En el siguiente cuadro recogemos esquem¶aticamente los resultados obtenidos en esta

secci¶on para semigrupos positivos.

p r o p ie d a d p r o p ie d a d u tilid a d( ) ( )f n + 1 ; n g f p > q g a d itiv a
+ +

p r o p ie d a d p s e u d o - u tilid a d( )
a r q u im e d ia n a a d itiv a y p o s itiv a

+
p s e u d o - u tilid a d

a d itiv a

(Las implicaciones que aparecen en un solo sentido, son estrictas)

3 .6 . S e m ig ru p o s p o sitiv o s re so lu b le s

Puesto que, como hemos visto, el car¶acter arquimediano de un semigrupo positivo

no implica su representabilidad aditiva, podr¶³an estudiarse otro tipo de condiciones,

aparte de la f n + 1 ; n g o su equivalente f p > q g , que j unto a la propiedad arquime-

diana, obligaran al semigrupo a ser representable. Algunas condiones de este tipo

aparecen en HÄolder [1 901 ] , Birkho® [1 940{1 967] , Fuchs [1 963] y Skala [1 975] .

Concretamente, puesto que todo semigrupo positivo y arquimediano admite pseudo-

utilidad, basta a~nadir condiciones que permitan asegurar que tal pseudo-utilidad

es, o puede tomarse, inyectiva. As¶³ ocurre cuando el semigrupo es resoluble (v¶ease

De¯nici¶on 3. 4. 2, punto 4) .
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T e o r e m a 3 .6 .1

T o d o se m ig ru p o p o sitiv o , re so lu b le y a rq u im e d ia n o e s re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n

d e u tilid a d a d itiv a .

D e m o stra c i¶o n

Dado (S ; + ; - ) , semigrupo positivo, resoluble y arquimediano, consid¶erese

u : S ! R pseudo-utilidad, tal que u (s ) > 0 para todo s 2 S , cuya existencia

est¶a garantizada en la demostraci¶on del Teorema 3. 5. 1 (Corolario 3. 5. 1 ) .

Debido a que, adem¶as, el semigrupo es resoluble, la funci¶on u es necesaria-

mente inyectiva. En efecto, sean x ; y 2 S , x Á y . Por de¯nici¶on de semigrupo

resoluble, debe existir z 2 S tal que x + z = y . Luego:

u (x + z ) = u ( y ) =) u (x ) + u ( z ) = u ( y )

As¶³, puesto que u (z ) > 0, debe ser u ( x ) < u (y ) ¥

C o r o la r io 3 .6 .1

T o d o se m ig ru p o p o sitiv o , re so lu b le y a rq u im e d ia n o e s c o n m u ta tiv o .

D e m o stra c i¶o n

Inmediata. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Podr¶³amos pensar que todo semigrupo positivo aditivamente representable es nece-

sariamente resoluble, por el hecho de quedar encaj ado en el semigrupo aditivo y

resoluble de los n¶umeros reales positivos. La conj etura es falsa, como se comprueba

en el contraej emplo que presentaremos a continuaci¶on.
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Por otra parte cab e a~nadir que, a pesar de su aspecto elemental, la idea con la

que obtenemos este ej emplo es \general" . Quiere esto decir que todo semigrupo

positivo, para el que exista funci¶on de utilidad aditiva, es en esencia un subconj unto

de la recta real positiva (resoluble) , de la que eventualmente (como en el Ej emplo)

habr¶an sido eliminados puntos, siempre que el subconj unto resultante conserve la

estabilidad de la suma.

E je m p lo 3 .6 .1

Sea S = f n 2 N ; n > 1 g , con la suma y orden habituales en el conj unto N de los

n¶umeros naturales. Es evidente que S es un semigrupo positivo y arquimediano,

representable aditivamente por la id e n tid a d . Sin embargo, para los elementos 2 ; 3 2

S , por ej emplo, no existe s 2 S tal que

2 + s = 3

Por tanto, este semigrupo no es resoluble. ¥

En el siguiente Teorema comprobamos que la resolubilidad de un semigrupo positivo

y arquimediano permite considerarlo como el cono positivo de un grupo totalmente

ordenado de n¶umeros reales. Este hecho j usti¯ca, en particular, que se recuperen en

semigrupos resolubles y arquimedianos las propiedades referidas a grupos totalmente

ordenados que no ten¶³an aplicaci¶on en el contexto de semigrupos.

T e o r e m a 3 .6 .2

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o p o sitiv o , re so lu b le y a rq u im e d ia n o . E n to n c e s, S e s

+iso m o rfo e is¶o to n o a l c o n o p o sitiv o G d e u n g ru p o ( G ; + ; - ) d e n ¶u m e ro s re a le s.
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D e m o stra c i¶o n

Sea u una funci¶on de utilidad aditiva para (S ; + ; - ) , tal que u (s ) > 0 para

todo s 2 S . Identi¯cado S con u (S ) , puede de¯nirse el conj unto

¡ u (S ) = f ¡ x ; x 2 u ( S ) g

Consid¶erese G = u (S ) [ ¡ u ( S ) [ f 0g como subconj unto de R , con la suma

y orden habituales. Se tiene que (G ; +; - ) , por ser S resoluble, es un grupo

totalmente ordenado, cuyo cono positivo es u (S ) . ¥

Notemos sin embargo que un semigrupo positivo y resoluble no tiene por qu¶e ser

2arquimediano. En efecto, el cono positivo del p la n o le x ico g r¶a ¯ co (R ; +; - ) (verL

Ej emplo 2. 2. 1 ) es resoluble, y sin embargo no es arquimediano. Puede verse con los

elementos (0; 1 ) y (1 ; 1 ) ; entre los que se veri¯ca, para todo n¶umero natural n :

n :(0; 1 ) = (0; n ) Á (1 ; 1 )L

O b s e r v a c i¶o n

El anterior Teorema 3. 6. 2 permite considerar cualquier semigrupo positivo, resoluble

y arquimediano como el cono positivo de un subgrupo de los n¶umeros reales. Para

que un semigrupo positivo y resoluble pueda interpretarse como el cono positivo de

un grupo totalmente ordenado (pero ya no el de los n¶umeros reales) no es preciso

suponer la propiedad arquimediana. De hecho, esta condici¶on es por completo

super°ua como veremos en el pr¶oximo teorema.

Su demostraci¶on aparece propuesta como ej ercicio en B irkho® [1 967, p. 322] . En

Nakada [1 951 , 1952] puede verse, con una prueba diferente, una generalizaci¶on del

mismo resultado al caso de semigrupos p a rc ia lm e n te o rd e n a d o s (i. e. con una relaci¶on

de orden no necesariamente completa) . (V¶ease tambi¶en Fuchs [1 963] ) .
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T e o r e m a 3 .6 .3

T o d o se m ig ru p o p o sitiv o re so lu b le ( S ; +; - ) e s e l c o n o p o sitiv o d e u n g ru p o to ta l-

m e n te o rd e n a d o . (E l re c¶³p ro c o , o b v ia m e n te , e s ta m b i¶e n c ie rto ).

D e m o stra c i¶o n

Consiste, esencialmente, en a~nadir a la estructura, adem¶as de elemento neu-

tro, un elemento opuesto para cada elemento de S , y extender de manera

natural la de¯nici¶on anterior de \suma" y \orden" , de manera que resulte un

grupo, con un orden invariante p or traslaciones.

La prueba se reduce, una vez de¯nida la extensi¶on de la estructura, a una

simple comprobaci¶on de que se cumple lo exigido, analizando todas las situa-

ciones que pueden presentarse.

Debido a su extensi¶on, se ha preferido trasladar esta demostraci¶on al ¯nal

del cap¶³tulo, en forma de Ap¶endice. ¥

3 .7 . S e m ig ru p o s to ta lm e n te o rd e n a d o s

La existencia de funci¶on de utilidad aditiva en semigrupos positivos se fundamenta

como hemos visto en la propiedad f n + 1 ; n g , o su equivalente f p > q g . Estudiaremos

ahora c¶omo caracterizar la representabilidad aditiva de un semigrupo totalmente

ordenado general, no necesariamente positivo.

Los resultados obtenidos para semigrupos positivos son aplicables a cada cono de

un semigrupo totalmente ordenado, lo que sugiere enfrentarse al problema de su

representabilidad atendiendo a las dos cuestiones siguientes:

1 ) >Qu¶e in°uencia tiene la representabilidad aditiva de uno de los conos sobre

la del otro?
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2) Para que un semigrupo sea aditivamente representable, >es su¯ciente que

lo sean sus dos conos? (Obviamente, la condici¶on es necesaria) .

En el caso particular de g ru p o s totalmente ordenados, la totalidad de la estructura

es aditivamente representable si y s¶olo si su cono positivo es aditivamente repre-

sentable. La posibilidad de extensi¶on de la utilidad de¯nida en el cono positivo a

la totalidad de la estructura est¶a garantizada por el Lema 2. 4. 1 .

Sin embargo, este resultado no puede trasladarse inmediatamente a se m ig ru p o s o

m o n o id e s. En efecto, puede ocurrir que uno de los conos del semigrup o veri¯que la

propiedad f n + 1 ; n g , y por tanto sea aditivamente representable, pero que no ocurra

lo mismo con el otro cono. En el Ej emplo 3. 4. 1 consider¶abamos el subsemigrupo

(S ; + ; - ) del plano lexicogr¶a¯co:L

2S = f (x ; y ) 2 R ; x · 0g

+cuyo cono positivo: S = f (0; y ) ; y > 0g resulta arquimediano, pero no lo es su

cono negativo. Podemos decir m¶as, su cono positivo es trivialmente representable,

mediante (0; y ) 7! y , mientras que el cono negativo no admite utilidad aditiva (por

no ser arquimediano) .

En el siguiente ej emplo adicional, parecido al anterior, el cono negativo es incluso

arquimediano, pero la existencia de utilidad en el cono positivo sigue siendo insu¯-

ciente para proporcionar la representabilidad aditiva del negativo.

E je m p lo 3 .7 .1

Sea ( T ; + ; - ) el siguiente subconj unto del plano lexicogr¶a¯co:L

2T = f ( x ; y ) 2 R ; x < 0g [ f (0; y ) ; y > 0g

Es f¶acil ver que + es estable en T , por lo que se trata de un semigrupo totalmente

ordenado. Sus conos vienen dados por:

¡ 2T = f (x ; y ) 2 R ; x < 0g
+T = f (0; y ) ; y > 0g
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As¶³ se tiene:

+1 ) (T ; - ) admite utilidad aditiva trivial: (0; y ) 7! yL

¡ ¡2) (T ; + ; - ) es arquimediano. En efecto, dados ( a ; b ) ; (c ; d ) 2 T , con

(c ; d ) Á (a ; b) , necesariamente se veri¯ca c · a < 0, por lo que (al ser elL

grupo de los reales arquimediano) existe n 2 N tal que n a < c , y por tanto0 0

n ( a ; b) Á (c ; d ) .0 L

¡3) (T ; + ; - ) no veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g , y p or tanto no es adi-

tivamente representable. Por ej emplo, para los elementos ( ¡ 1 ; 0) ; (¡ 1 ; ¡ 1 )

ocurre que (¡ 1 ; ¡ 1 ) Á (¡ 1 ; 0) , y para todo n 2 N :L

( n + 1 ) :(¡ 1 ; 0) = (¡ n ¡ 1 ; 0) Á (¡ n ; ¡ n ) = n :( ¡ 1 ; ¡ 1 )L

por lo que violan la propiedad f n + 1 ; n g . ¥

Conclu¶³mos que, en semigrupos totalmente ordenados generales, son posibles com-

portamientos dispares en cada cono. Sin embargo, probaremos que siempre que

los dos conos sean aditivamente representables, lo es tambi¶en la totalidad del semi-

grupo. Para el caso en que s¶olo se suponga existencia de utilidad aditiva en uno

de los conos, daremos tambi¶en condiciones que, una vez impuestas a la estructura,

garantizan que la utilidad supuesta puede extenderse a la totalidad del semigrupo.

Precisamos establecer previamente algunos lemas.

L e m a 3 .7 .1

S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . S e a n x ; y 2 S . E n to n c e s:

+ +x + y 2 S ( ) y + x 2 S

¡ ¡x + y 2 S ( ) y + x 2 S
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D e m o stra c i¶o n

+Dados x ; y 2 S , con x + y 2 S , por de¯nici¶on de elemento positivo se veri¯ca

x Á (x + y ) + x o, lo que es lo mismo, x Á x + (y + x ) . Por el Lema 3. 3.4, se

+concluye que entonces y + x 2 S .

El caso negativo es an¶alogo. ¥

L e m a 3 .7 .2

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . E n to n c e s, S e s c o n m u ta tiv o si y

+ ¡s¶o lo si su s c o n o s S y S so n a m b o s c o n m u ta tiv o s.

D e m o stra c i¶o n

Evidentemente, si S es conmutativo, ambos conos lo son.

Para el rec¶³proco, tomamos x ; y 2 S . Si ambos elementos p ertenecen al

mismo cono, entonces obviamente conmutan. En otro caso, supongamos sin

+ ¡p¶erdida de generalidad x 2 S , y 2 S , y consideremos las tres situaciones

signi¯cativas que pueden presentarse.

+1 ) x + y 2 S . Entonces, los elementos x y x + y conmutan, y obtenemos:

x + (y + x ) = ( x + y ) + x = x + (x + y ) =) y + x = x + y

¡ ¡2) x + y 2 S , y por tanto (por el Lema anterior) y + x 2 S . As¶³, los

elementos y e y + x conmutan, luego:

y + (x + y ) = (y + x ) + y = y + ( y + x ) =) x + y = y + x

3) S es un monoide, con elemento neutro e , y x + y = e , entonces y = ¡ x , y

obviamente

x + y = y + x = e

Esto completa la demostraci¶on. ¥
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C o r o la r io 3 .7 .1

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , q u e v e rī c a la p ro p ie d a d f n +1 ; n g .

(E sto e s, la v e rī c a c a d a u n o d e su s c o n o s n o v a c¶³o s. V e r D e ¯ n c i¶o n 3 .4 .2 ). E n to n c e s,

S e s c o n m u ta tiv o .

D e m o stra c i¶o n

Por la Proposici¶on 3. 4. 3, cada cono es conmutativo (o vac¶³o) , y por tanto,

como consecuencia del anterior Lema 3. 7. 2, se tiene el resultado. ¥

L e m a 3 .7 .3

¡ +S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , c u y o s c o n o s S y S so n a m b o s

+ +n o v a c¶³o s, y c o n S v e rī c a n d o la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g . E n to n c e s, p a ra to d o x 2 S ,

¡ ¡e x iste y 2 S ta l q u e x + y 2 S .

D e m o stra c i¶o n

+ ¡ +Sean x 2 S e y 2 S . Se sigue que x + y Á x . Si x + y 2 S , por la

propiedad f n + 1 ; n g , existe un n¶umero natural n tal que

( n + 1) :(x + y ) Á n :x

+Puesto que, por la Proposici¶on 3.4. 3, S es conmutativo, se veri¯ca la igual-

dad (n + 1 ) :(x + y ) = (n + 1 ) :x + ( n + 1 ) :y , y por tanto:

(n + 1 ) :x + ( n + 1 ) :y Á n :x

es decir

n :x + x + (n + 1 ) :y Á n :x

¡Lo que muestra, por el Lema 3. 3.4, que el elemento x + (n + 1 ) :y 2 S . Por

¡tanto, ( n + 1 ) :y 2 S es el elemento buscado. ¥
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Estamos ya en condiciones de contestar a¯rmativamente a la segunda de las cues-

tiones planteadas en la introducci¶on de esta secci¶on: la existencia de utilidad aditiva

para un semigrupo totalmente ordenado est¶a determinada por la representabilidad

aditiva de cada uno de sus conos.

T e o r e m a 3 .7 .1

¡ +S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , c u y o s c o n o s S y S so n a m b o s

n o v a c¶³o s. E n to n c e s, so n e q u iv a le n te s:

i) (S ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le

ii) (S ; + ; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g

iii) ( S ; +; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f p > q g

D e m o stra c i¶o n

Puesto que, obviamente, si un semigrupo es representable ambos conos lo

son, por aplicaci¶on del Teorema 3. 5. 1 a cada cono, se tiene (i) =) (ii) =)
(iii) . B asta ver que (iii) =) (i) .

Si cada cono veri¯ca la propiedad f p > q g , el mismo Teorema 3. 5. 1 garantiza

la existencia de utilidades aditivas para cada cono. Sean estas utilidades

aditivas respectivamente:

¡ ¡ + +u : S ¡ ! R u : S ¡ ! R

En particular, cada cono es conmutativo (por lo que seg¶un el Lema 3. 7. 2,

el propio S es conmutativo) , y cada cono veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g
(puesto que la propiedad f p > q g equivale a la f n + 1 ; n g en todo semigrupo

positivo) .
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En estas condiciones, dado x 2 S , el Lema 3. 7.3 garantiza la existencia de

¡ ¡un elemento y 2 S tal que x + y 2 S . Esto permite de¯nir la funci¶on

u : S ¡ ! R dada por:

¡ ¡u ( x ) = u (x + y ) ¡ u ( y )

¡ ¡siendo y 2 S tal que x + y 2 S .

Comprob emos que u (x ) es la utilidad buscada, en tres pasos:

1 ) La funci¶on u est¶a bien de¯nida (el resultado es independiente del elemento

¡ 0 ¡y 2 S elegido) . En efecto, si ¯j ado x 2 S existen y ; y 2 S tales que

¡ 0 ¡x + y 2 S y tambi¶en x + y 2 S , se sigue que

0 ¡ 0 ¡(x + y ) + y 2 S (x + y ) + y 2 S

0 0Adem¶as, puesto que y + y = y + y , debe ser

0 0 0 0(x + y ) + y = x + (y + y ) = x + (y + y ) = (x + y ) + y

As¶³:

0 0( x + y ) + y = ( x + y ) + y =)
¡ 0 ¡ 0u [( x + y ) + y ] = u [(x + y ) + y ] =)
¡ ¡ 0 ¡ 0 ¡u ( x + y ) + u (y ) = u ( x + y ) + u (y ) =)
¡ ¡ ¡ 0 ¡ 0u ( x + y ) ¡ u (y ) = u ( x + y ) ¡ u (y )

¡2) La funci¶on u es aditiva. En efecto, dados x ; z 2 S , sean y ; t 2 S tales

¡ ¡que x + y 2 S y z + t 2 S . Tambi¶en se tendr¶a

¡ ¡y + t 2 S ( x + y ) + ( z + t) 2 S

y puesto que S es conmutativo

y + ( z + t) = (z + t) + y = z + ( t + y ) = z + (y + t)
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de donde

(x + z ) + (y + t) = ( x + y ) + ( z + t)

por lo que (x + z ) + ( y + t) es tambi¶en negativo. Entonces:

¡ ¡u (x + z ) = u [( x + z ) + (y + t) ] ¡ u ( y + t)

¡ ¡ ¡= u [( x + y ) + (z + t) ] ¡ u ( y ) ¡ u ( t)

¡ ¡ ¡ ¡= u (x + y ) + u (z + t) ¡ u (y ) ¡ u (t)

¡ ¡ ¡ ¡= [u ( x + y ) ¡ u (y ) ] + [u ( z + t) ¡ u ( t) ]

= u (x ) + u (z )

3) Por ¶ultimo, veamos que u es utilidad. En efecto, dados x ; z 2 S , con

¡ ¡x - z , sea y 2 S tal que z + y 2 S . Por la invariancia por traslaciones,

x + y - z + y , lo que permite a¯rmar, por el Lema 3. 3. 5, que el elemento

x + y es tambi¶en negativo.

Entonces:

x - z ( ) x + y - z + y

¡ ¡( ) u (x + y ) · u (z + y )

¡ ¡ ¡ ¡( ) [u (x + y ) ¡ u ( y ) ] · [u ( z + y ) ¡ u (y ) ]

( ) u ( x ) · u (z )

Lo que completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Analizando la demostraci¶on del Teorema anterior vemos que la funci¶on de utilidad

en la totalidad del semigrupo se contruye extendiendo la que existe en el cono

negativo. La representabilidad del otro cono se utiliza en realidad para aplicar el

resultado del Lema 3. 7. 3, que permite \trasladar" cualquier elemento del semigrupo

a su cono representable.
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Podemos enunciar y demostrar con esta idea algunos resultados en la l¶³nea de la

primera cuesti¶on propuesta en la introducci¶on (de qu¶e manera la representabilidad

de un cono afecta a la del otro) . Previamente introducimos una de¯nici¶on y algunos

lemas que ser¶an utilizados en el resto de la secci¶on.

D e ¯ n ic i¶o n 3 .7 .1

¡Diremos que un elemento x del cono negativo S de un semigrupo totalmente orde-

+nado ( S ; + ; - ) es d o m in a d o por el cono positivo S de S , si existe alg¶un elemento

+ +a 2 S tal que x + a 2 S .

Diremos que el cono negativo de S es dominado por el cono positivo, si todo elemento

¡ +de S es dominado por S .

An¶alogamente podemos hablar de elemento positivo, dominado por el cono negativo;

o de cono positivo dominado por el cono negativo.

E je m p lo 3 .7 .2

Para el primer subsemigrup o del plano lexicogr¶a¯co al que hemos hecho ya referencia

en esta secci¶on (Ej emplo 3. 4. 1 ) :

2S = f ( x ; y ) 2 R ; x · 0g
+S = f (0; y ) ; y > 0g
¡ 2S = f (x ; y ) 2 R ; x < 0g [ f (0; y ) ; y < 0g

¡resulta que los elementos de S dados por f (0; y ) ; y < 0g son dominados por el cono

2positivo; mientras que los dados por f (x ; y ) 2 R ; x < 0g no lo son.

En cuanto al segundo ej emplo analizado (Ej emplo 3. 7. 1 ) :

2T = f ( x ; y ) 2 R ; x < 0g [ f (0; y ) ; y > 0g
+T = f (0; y ) ; y > 0g
¡ 2T = f (x ; y ) 2 R ; x < 0g
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resulta que ning¶un elemento del cono negativo es dominado por el cono positivo.

L e m a 3 .7 .4

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o y se a x 2 S u n e le m e n to n e g a tiv o

d o m in a d o p o r e l c o n o p o sitiv o . S e v e rī c a :

¡ +1 ) T o d o e le m e n to y 2 S , c o n x - y e s d o m in a d o p o r S

¡ +2 ) P a ra to d o n 2 N ; n :x 2 S e s d o m in a d o p o r S

D e m o stra c i¶o n

+Sea a 2 S tal que x + a resulta positivo.

¡1 ) Dado y 2 S , con x - y , p or la invariancia por traslaciones es x + a - y + a .

Como x + a es positivo, por el Lema 3. 3. 5 tambi¶en lo es el elemento y + a ;

¡ +es decir y 2 S es dominado por el cono positivo S .

2) Distinguiremos los casos a + x - x + a , o bien x + a - a + x .

Supongamos que a + x - x + a . Las desigualdades del Lema 3. 3. 7 permiten

a¯rmar que es n :(a + x ) - n :x + n :a . Puesto que n :(a + x ) es positivo,

nuevamente por el Lema 3. 3. 5, tambi¶en lo es el elemento n :x + n :a , con

+ ¡n :a 2 S . Esto es, el elemento n :x 2 S es dominado por el cono positivo

+S .

En otro caso, si es x + a - a + x , por el mismo Lema 3. 3. 7 es n :(a + x ) -
n :a + n :x . La conclusi¶on es ahora que n :a + n :x es positivo, pero por el

Lema 3. 7. 1 , esto ocurre si y s¶olo si tambi¶en n :x + n :a es positivo; luego se

alcanza la misma conclusi¶on. ¥
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L e m a 3 .7 .5

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , a d itiv a m e n te re p re se n ta b le p o r

u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d u : S ¡ ! R . E n to n c e s, u n e le m e n to x 2 S e s p o sitiv o (re sp .

n e g a tiv o ) si y s¶o lo si u (x ) > 0 (re sp . u (x ) < 0).

D e m o stra c i¶o n

Por de¯nici¶on de elemento positivo:

+x 2 S ( ) x Á 2 x ( ) u ( x ) < u (2 x ) ( ) u (x ) < 2 u (x ) ( ) 0 < u ( x )

El caso negativo es an¶alogo. ¥

El siguiente teorema establece que para p oder extender la funci¶on de utilidad aditiva

existente en uno de los conos a la totalidad de un semigrupo, la condici¶on clave a

veri¯car es que el cono representable sea dominante en la estructura. Dada esta

condici¶on, n¶otese que entonces el resultado es an¶alogo al presentado en el Lema 2.4. 1

para grupos totalmente ordenados.

T e o r e m a 3 .7 .2

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , c u y o c o n o s so n a m b o s n o v a c¶³o s

y e l p o sitiv o e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le . E n to n c e s, e l se m ig ru p o e s a d itiv a m e n te

re p re se n ta b le si y s¶o lo si e l c o n o n e g a tiv o d e S e s d o m in a d o p o r e l c o n o p o sitiv o .

D e m o stra c i¶o n

¡=) ) Sea v : S ¡ ! R una funci¶on de utilidad para (S ; + ; - ) . Sea x 2 S , y

+consideremos cualquier a 2 S . Por el Lema 3. 7. 5 es

v (x ) < 0 v (a ) > 0



{ 1 36 { Semigrupos totalmente ordenados

Para los elementos reales v (x ) ; v (a ) , existe un n¶umero natural n tal que0

0 < v (x ) + n :v ( a )0

Luego, puesto que v es aditiva:

0 < v ( x + n a )0

de donde, nuevamente por el Lema 3. 7.5, el elemento x + n :a es positivo.0

¡ + +Conclu¶³mos que, para x 2 S , existe n :a 2 S tal que x + n :a 2 S ; esto0 0

es, el cono negativo es dominado por el positivo.

+ +( =) Sea u : S ¡ ! R una funci¶on de utilidad para el cono positivo. De¯-

¤nimos una extensi¶on u : S ! R para la totalidad del semigrupo mediante:

8
+u (x ) si x 2 S><

¤u (x ) = 0 si existe neutro e 2 S y es x = e>: ¡ +u (x + a ) ¡ u (a ) si x 2 S y es a tal que x + a 2 S

Con argumentos an¶alogos a los del anterior Teorema 3.7. 1 se comprueba que

esta extensi¶on est¶a bien de¯nida, es aditiva y es utilidad. ¥

C o r o la r io 3 .7 .2

+ ¡S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , c u y o s c o n o s S y S so n n o v a c¶³o s

y v e rī c a n la s sig u ie n te s c o n d ic io n e s:

+1 ) S c u m p le la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g .

¡2 ) S e s a rq u im e d ia n o .

¡ +3 ) E x iste x 2 S , d o m in a d o p o r S

E n to n c e s, (S ; +; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le .
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D e m o stra c i¶o n

Por el anterior Teorema 3. 7. 2, es su¯ciente probar que la totalidad del cono

negativo es dominado por el cono positivo. Pero este hecho se deduce del

anterior Lema 3. 7. 4.

¡ ¡En efecto, al ser S arquimediano, para todo y 2 S existe un n¶umero

natural n tal que n x Á y . La segunda parte del Lema 3. 7. 4 garantiza0 0

¡ +ahora que el elemento n x 2 S es dominado por S ; y la primera parte del0

mismo Lema que lo mismo ocurre con el elemento y por ser n x Á y ¥0

O b s e r v a c i¶o n

Los dos ej emplos concretos de semigrupos no representables aditivamente (a pesar

de serlo su cono positivo) considerados a lo largo de la secci¶on ilustran bien las

\patolog¶³as" que pueden presentarse frente a lo que establece el anterior corolario.

As¶³, el primero de ellos, (S ; + ; - ) , con:L

2S = f (x ; y ) 2 R ; x · 0g

corresponde a un semigrupo cuyo cono negativo no es arquimediano (se vio este

hecho como Ej emplo 3. 4. 1) , aunque contiene elementos negativos, dominados por

el cono positivo (Ej emplo 3. 7. 2) .

En cuanto a (T ; + ; - ) , con:L

2T = f ( x ; y ) 2 R ; x < 0g [ f (0; y ) ; y > 0g

a pesar de que su cono negativo es arquimediano (ver Ej emplo 3. 7. 1 ) , veri¯ca que

ning¶un elemento del cono negativo es dominado (ver Ej emplo 3. 7.2) , por lo que

tampoco es de aplicaci¶on el Corolario 3. 7. 2.
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3 .8 . S e m ig ru p o s to ta lm e n te p re o rd e n a d o s

En la secci¶on 2. 7 hemos comprobado que los resultados sobre representabilidad

aditiva de grupos totalmente ordenados pod¶³an trasladarse al caso de pre¶ordenes

completos.

La t¶ecnica utilizada fue el paso al conj unto cociente relativo a la relaci¶on de indi-

ferencia asociada al preorden. En la Proposici¶on 2. 7. 2 j usti¯c¶abamos que tal co-

ciente se realiza sobre un subgrupo normal (el de los elementos indiferentes con

el neutro del grup o) ; lo que en de¯nitiva conduce a la construcci¶on de un grupo

totalmente ordenado.

Comprobaremos ahora que pueden obtenerse resultados similares, cuando la estruc-

tura considerada es la de semigrupo totalmente preordenado.

D e ¯ n ic i¶o n 3 .8 .1 : S e m ig r u p o t o t a lm e n t e p r e o r d e n a d o .

Se llama se m ig ru p o to ta lm e n te p reo rd e n a d o a una estructura ( S ; + ; - ) veri¯cando:

1 ) (S ; +) es semigrupo.

2) (S ; - ) es un conj unto totalmente preordenado.

3) El preorden completo - es in v a ria n te p o r tra sla c io n e s, es decir, 8 a ; b ; c 2 S :

a - b ( ) a + c - b + c ( ) c + a - c + b

D e ¯ n ic i¶o n 3 .8 .2 : E le m e n t o s p o s it iv o s y n e g a t iv o s .

Sea ( S ; +; - ) un semigrupo totalmente preordenado. Un elemento a 2 S se dir¶a

p o sitiv o (resp. n eg a tiv o ) si veri¯ca a Á 2 a (resp. 2 a Á a ) .
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Llamaremos co n o p o sitiv o (resp. co n o n eg a tiv o ) de un semigrupo totalmente pre-

ordenado al conj unto de sus elementos positivos (resp. negativos) . Se representar¶a

+ ¡S (resp. S ) .

eRepresentaremos S al conj unto de elementos que no sean ni positivos ni negativos,

es decir, cualquier b 2 S tal que b » 2b . N¶otese, en particular, que si existe elemento

eneutro e 2 S , entonces e 2 S .

P r o p o s ic i¶o n 3 .8 .1

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o . L a s re la c io n e s d e in d ife re n c ia

\ » " y e stric ta \ Á " a so c ia d a s a - so n ta m b i¶e n in v a ria n te s p o r tra sla c io n e s.

D e m o stra c i¶o n

Es id¶entica a la realizada para grupos totalmente preordenados. (Proposici¶on

2. 7.1 ) . ¥

P r o p o s ic i¶o n 3 .8 .2

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o . R e p re se n te m o s I ( x ) la c la se

d e e le m e n to s in d ife re n te s c o rre sp o n d ie n te a c a d a e le m e n to x 2 S :

I ( x ) = f y 2 S ; y » x g

E n to n c e s, e l c o n ju n to c o c ie n te S = » = f I (x ) ; x 2 S g e s u n se m ig ru p o to ta lm e n te

o rd e n a d o , c o n la o p e ra c i¶o n + d e ¯ n id a :

I ( x ) + I (y ) = I ( x + y )

y e l o rd e n to ta l - d e ¯ n id o :

I (x ) Á I (y ) ( ) x Á y



{ 1 40 { Semigrupos totalmente ordenados

D e m o stra c i¶o n

Es su¯ciente probar que la operaci¶on + est¶a bien de¯nida, es decir, que el

resultado es independiente de los representantes escogidos en cada clase de

indiferencia.

Efectivamente, dados x ; x ; y ; y 2 S tales que x » x , y » y , por la1 2 1 2 1 2 1 2

invariancia por traslaciones de la relaci¶on » resulta:

x + y » x + y1 1 2 1

x + y » x + y2 1 2 2

De donde, por ser » de equivalencia

x + y » x + y1 1 2 2

Por lo que se tiene el resultado. ¥

D e ¯ n ic i¶o n 3 .8 .3

+El cono positivo S de un semigrupo totalmente preordenado (S ; + ; - ) se dir¶a:

+1 ) A rq u im ed ia n o si para todo a ; b 2 S , con a Á b , existe un n¶umero natural n tal

que b Á n :a .

+2) Que veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g si para todo a ; b 2 S , con a Á b , existe un

n¶umero natural n tal que ( n + 1) :a Á n :b .

+3) Que veri¯ca la propiedad f p > q g si para todo a ; b 2 S , con a Á b , existen

p ; q 2 N , p > q , tales que p :a Á q :b .

Como en el caso de semigrup os totalmente ordenados (De¯nci¶on 3. 4. 2) , los concep-

o ptos anteriores se aplican tambi¶en al cono negativo, a partir del orden opuesto -
asociado a la relaci¶on - .
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La totalidad del semigrupo recib e estas denominaciones cuando las condiciones se

cumplen en cada uno de sus conos no vac¶³os.

L e m a 3 .8 .1

U n se m ig ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o ( S ; +; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d a rq u im e d ia n a

(re sp . f n + 1 ; n g , f p > q g ) si y s¶o lo si e l se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( S = » ; + ; - )

d e su s c la se s d e in d ife re n c ia v e rī c a la p ro p ie d a d a rq u im e d ia n a (re sp . f n + 1 ; n g ,

f p > q g ).

D e m o stra c i¶o n

Al ser por de¯nici¶on I ( x ) + I ( y ) = I (x + y ) , para todo x ; y 2 S ; en particular

se tiene:

+ +a 2 S ( ) a Á 2a ( ) I (a ) Á I (2 a ) ( ) I (a ) Á 2 I (a ) ( ) I (a ) 2 (S = » )

y tambi¶en, para todo x 2 S , n 2 N resulta:

n :I (x ) = I (n :x )

De este modo, a¯rmar que I (a ) , I (b ) son elementos positivos de S = » , con

+I (a ) Á I (b ) , es equivalente a que se veri¯que a ; b 2 S , con a Á b ; y formular,

para la propiedad arquimediana:

existe n 2 N tal que I (b) Á n I ( a )0 0

es, a su vez, equivalente a:

existe n 2 N tal que b Á n a0 0

El argumento para las otras dos propiedades es an¶alogo. ¥
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T e o r e m a 3 .8 .1

D a d o u n se m ig ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o (S ; + ; - ) so n e q u iv a le n te s:

i) (S ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le (a d m ite fu n c i¶o n d e u tilid a d , q u e e s

u n h o m o m o r¯ sm o ).

ii) (S ; + ; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g .

iii) ( S ; +; - ) v e rī c a la p ro p ie d a d f p > q g

A d e m ¶a s, to d o se m ig ru p o to ta lm e n te p re o rd e n a d o y a d itiv a m e n te re p re se n ta b le e s,

e n p a rtic u la r, a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

Es consecuencia del Lema anterior y de los resultados obtenidos para semi-

grupos totalmente ordenados. ¥

3 .A . A p ¶e n d ic e

T e o r e m a 3 .6 .3

T o d o se m ig ru p o p o sitiv o re so lu b le ( S ; +; - ) e s e l c o n o p o sitiv o d e u n g ru p o to ta l-

m e n te o rd e n a d o .

D e m o stra c i¶o n

1 ) Consid¶erese un conj unto de un elemento, f 0g , y sea:

G = ( S £ f 0g ) [ f (0; 0) g [ ( f 0g £ S )
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_2) Se de¯ne en G un orden total, - , de la siguiente manera; dados a ; b 2 S :

_ _(b ; 0) - (a ; 0) ( ) a - b ( ) (0; a ) - (0; b )

_ _(a ; 0) Á (0; 0) Á (0; b)

_3) Se de¯ne en G una operaci¶on interna, +, de la siguiente manera; dados

a ; b 2 S :

_ _(0; a ) +(0; 0) = (0; 0) +(0; a ) = (0; a )

_ _(a ; 0) +(0; 0) = (0; 0) +( a ; 0) = (a ; 0)

_(a ; 0) +(b ; 0) = ( b + a ; 0)

_(0; a ) +(0; b ) = (0; a + b)8
(0; 0) si a = b><

_(a ; 0) +(0; b ) = (0; x ) si b = a + x>:
( y ; 0) si a = b + y8
(0; 0) si a = b><

_(0; a ) +(b ; 0) = (0; z ) si a = z + b>:
( t; 0) si b = t + a

N¶otese que los casos planteados recogen cualquier situaci¶on posible y que, al

ser S resoluble y cancelativo, los elementos x , y , z , t de S que intervienen en

la de¯nici¶on existen y est¶an determinados.

__4) Si se prueba ahora que (G ; +; - ) es un grupo totalmente ordenado, es

obvio que su cono positivo

+ _G = f 0g £ S = f (0; a ) 2 G ; a 2 S g = f A 2 G ; (0; 0) Á A g

es isomorfo e is¶otono con S , sin m¶as que identi¯car cada elemento a 2 S con

(0; a ) 2 (f 0g £ S ) .

_5) (G ; +) es un grupo.

Por de¯nici¶on, (0; 0) es el elemento neutro de G , y para cada elemento ha

_sido de¯nido un opuesto. Por tanto, es su¯ciente probar que + es asociativa

_ _ _ _8 A ; B ; C 2 G : (A +B ) + C = A +( B + C )

Pueden darse las siguientes situaciones:
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Caso a: Al menos uno de los elementos A , B , C es (0; 0)

_ _ _ _Es trivial que (A +B ) + C = A +( B + C )

Para los restantes casos, sup¶onganse dados a ; b ; c 2 S

Caso b: A = (a ; 0) , B = ( b ; 0) , C = (c ; 0) . Entonces:

_ _ _( A + B ) + C = (b + a ; 0) +(c ; 0) = (c + ( b + a ) ; 0)

_ _ _= (( c + b) + a ; 0) = (a ; 0) +(c + b ; 0) = A +(B + C )

Caso c: A = (0; a ) , B = (0; b ) , C = (0; c ) . Entonces:

_ _ _( A + B ) + C = (0; a + b ) +(0; c ) = (0; (a + b) + c )

_ _ _= (0; a + ( b + c ) ) = (0; a ) +(0; b + c ) = A +(B + C )

Caso d: A = (a ; 0) , B = (0; b) , C = (0; c )

Subcaso d. 1 : a = b + c

_ _A +B = (b + c ; 0) +(0; b) = (c ; 0)

_ _ _( A + B ) + C = (c ; 0) +(0; c ) = (0; 0)

_B +C = (0; b + c) = (0; a )

_ _ _A +( B + C ) = (a ; 0) +(0; a ) = (0; 0)

_ _ _ _=) ( A + B ) + C = A +(B + C )

Subcaso d. 2: a Á b + c

Debe existir d 2 S tal que a + d = b + c1 1

_ _ _A +(B + C ) = (a ; 0) +(0; b + c) = (0; d )1
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Situaci¶on d. 2. 1 : a + d = b + c ; a = b1

Entonces, d = c1

_ _ _A +B = (a ; 0) +(0; b ) = (a ; 0) +(0; a ) = (0; 0)

_ _ _( A + B ) + C = (0; 0) +(0; c) = (0; c )

_ _A +( B + C ) = (0; d ) = (0; c)1

_ _ _ _=) ( A + B ) + C = A +(B + C )

Situaci¶on d. 2. 2: a + d = b + c , a Á b1

Debe existir d 2 S tal que a + d = b2 2

a + d = b =) a + d + c = b + c2 2

=) a + d + c = a + d =) d + c = d2 1 2 1

_ _A + B = ( a ; 0) +(0; b) = (0; d )2

_ _ _( A + B ) +C = (0; d ) +(0; c ) = (0; d + c ) = (0; d )2 2 1

_ _A +(B + C ) = (0; d )1

_ _ _ _=) ( A + B ) +C = A +(B +C )

Situaci¶on d. 2. 3: a + d = b + c ; b Á a1

Debe existir d 2 S tal que b + d = a3 3

b + d = a =) b + d + d = a + d3 3 1 1

=) b + d + d = b + c =) d + d = c3 1 3 1

_ _A + B = ( a ; 0) +(0; b ) = (d ; 0)3

_ _ _( A + B ) +C = (d ; 0) +(0; c ) = (0; d )3 1

_ _A +(B + C ) = (0; d )1

_ _ _ _=) ( A + B ) + C = A +(B +C )
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Subcaso d. 3: b + c Á a . Debe existir d 2 S tal que b + c + d = a4 4

_ _A + B = (a ; 0) +(0; b) = (c + d ; 0)4

_ _ _(A + B ) + C = ( c + d ; 0) +(0; c) = ( d ; 0)4 4

_B + C = (0; b + c )

_ _ _A +(B + C ) = ( a ; 0) +(0; b + c) = (d ; 0)4

_ _ _ _=) (A + B ) + C = A +( B + C )

Caso e: A = (0; a ) , B = (b ; 0) , C = ( c ; 0) . Es similar al anterior.

Caso f: A = (0; a ) , B = (0; b) , C = ( c ; 0) . Es tambi¶en similar al caso (d) .

Caso g: A = (a ; 0) , B = (b ; 0) , C = (0; c ) . Es tambi¶en similar al caso (d) .

Caso h: A = (0; a ) , B = (b ; 0) , C = (0; c )

Subcaso h. 1 : a = b

_ _A + B = (0; a ) +(b ; 0) = (0; 0)

_ _ _(A +B ) + C = (0; 0) +(0; c ) = (0; c )

Situaci¶on h. 1. 1 : a = b = c

_ _( A + B ) + C = (0; c ) = (0; a )

_ _B +C = (b ; 0) +(0; c ) = (0; 0)

_ _ _A +( B + C ) = (0; a ) +(0; 0) = (0; a )

_ _ _ _=) ( A + B ) + C = A +(B + C )

Situaci¶on h. 1. 2: a = b Á c

Debe existir h 2 S tal que b + h = c1 1

_ _( A + B ) + C = (0; c )

_ _B +C = (b ; 0) +(0; c ) = (0; h )1

_ _ _A +( B + C ) = (0; b ) +(0; h ) = (0; b + h ) = (0; c)1 1

_ _ _ _=) ( A + B ) + C = A +(B + C )
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Situaci¶on h. 1. 3: c Á a = b

Debe existir h 2 S tal que c + h = b2 2

_ _(A +B ) + C = (0; c)

_ _B + C = (b ; 0) +(0; c ) = ( h ; 0)2

_ _ _A +(B + C ) = (0; b) +( h ; 0) = (0; c )2

_ _ _ _=) (A +B ) + C = A +( B + C )

Subcaso h. 2: a Á b . Debe existir h 2 S tal que h + a = b3 3

_ _A + B = (0; a ) +( b ; 0) = (h ; 0)3

Situaci¶on h. 2. 1 h + a = b ; c = h3 3

_ _( A + B ) + C = (h ; 0) + (0; c) = (0; 0)3

_ _ _B +C = (b ; 0) +(0; c ) = (c + a ; 0) +(0; c ) = (a ; 0)

_ _ _A +( B + C ) = (0; a ) +(a ; 0) = (0; 0)

_ _ _ _=) ( A + B ) + C = A +(B + C )

Situaci¶on h. 2. 2: h + a = b ; c Á h3 3

Debe existir h 2 S tal que c + h = h4 4 3

c Á h =) c + a Á h + a =) c + a Á b3 3

=) 9 h 2 S tal que c + a + h = b5 5

=) c + a + h = h + a =) c + a + h = c + h + a5 3 5 4

=) a + h = h + a5 4

_ _ _( A + B ) +C = (h ; 0) +(0; c) = ( h ; 0)3 4

_ _B +C = (b ; 0) +(c ; 0) = (a + h ; 0) = ( h + a ; 0)5 4

_ _ _A +(B + C ) = (0; a ) +(h + a ; 0) = ( h ; 0)4 4

_ _ _ _=) ( A + B ) +C = A +(B +C )
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Situaci¶on h. 2. 3: h + a = b ; h Á c3 3

Debe existir h 2 S tal que h + h = c6 3 6

Subsituaci¶on h.2. 3. 1 : h + a = b ; h + h = c ; b = c3 3 6

b = c =) h + a = h + h =) a = h3 3 6 6

_ _ _(A +B ) + C = ( h ; 0) +(0; c ) = (0; h ) = (0; a )3 6

_ _B + C = (b ; 0) +(0; c) = (0; 0)

_ _A +(B +C ) = (0; a ) + (0; 0) = (0; a )

_ _ _ _=) (A +B ) + C = A +( B + C )

Subsituaci¶on h.2. 3. 2: h + a = b ; h + h = c ; b Á c3 3 6

Debe existir h 2 S tal que c = b + h7 7

h + a = b =) h + a + h = b + h3 3 7 7

=) h + a + h = c3 7

=) h + a + h = h + h =) a + h = h3 7 3 6 7 6

_ _ _(A + B ) +C = (h ; 0) +(0; c ) = (0; h )3 6

_ _B + C = ( b ; 0) +(0; c ) = (0; h )7

_ _ _A +(B + C ) = (0; a ) +(0; h ) = (0; a + h ) = (0; h )7 7 6

_ _ _ _=) ( A + B ) +C = A +(B +C )

Subsituaci¶on h.2. 3. 3: h + a = b ; h + h = c ; c Á b3 3 6

Debe existir h 2 S tal que b = c + h8 8

h + a = b =) h + a = c + h3 3 8

=) h + a = h + h + h3 3 6 8

=) a = h + h6 8

_ _ _(A +B ) + C = ( h ; 0) +(0; c ) = (0; h )3 6

_ _ _A +(B +C ) = (0; a ) +(h ; 0) = (0; h )8 6

_ _ _ _=) (A + B ) + C = A +( B + C )
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Subcaso h. 3: b Á a

Debe existir h 2 S tal que a = h + b9 9

_ _A + B = (0; a ) +( b ; 0) = (0; h )9

Situaci¶on h. 3. 1 a = h + b ; b = c9

_ _ _(A +B ) + C = (0; h ) +(0; b ) = (0; h + b) = (0; a )9 9

_ _B + C = ( b ; 0) +(0; c) = (0; 0)

_ _ _A +(B +C ) = (0; a ) +(0; 0) = (0; a )

_ _ _ _=) (A +B ) + C = A +( B + C )

Situaci¶on h. 3. 2 a = h + b ; b Á c9

Existe h 2 S tal c = b + h1 0 1 0

a = h + b =) a + h = h + b + h9 1 0 9 1 0

=) a + h = h + c1 0 9

_ _ _( A + B ) +C = (0; h ) +(0; c) = (0; h + c)9 9

_ _B + C = (b ; 0) +(0; c ) = (0; h )1 0

_ _ _A +(B + C ) = (0; a ) +(0; h ) = (0; a + h ) = (0; h + c)1 0 1 0 9

_ _ _ _=) ( A + B ) +C = A +(B +C )

Situaci¶on h. 3. 3 a = h + b ; c Á b9

Debe existir h 2 S tal que b = c + h1 1 1 1

a = h + b =) a = h + c + h9 9 1 1

_ _ _(A + B ) + C = (0; h ) +(0; c ) = (0; h + c)9 9

_ _B + C = ( b ; 0) +(0; c) = (h ; 0)1 1

_ _ _A +(B + C ) = (0; a ) +(h ; 0) = (0; h + c )1 1 9

_ _ _ _=) (A + B ) +C = A +( B + C )
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Caso i: A = ( a ; 0) , B = (0; b) , C = (c ; 0) . Es similar al anterior.

Esto concluye la demostraci¶on de la asociatividad.

_ __6) ( G ; + ; - ) es un grupo totalmente ordenado, esto es, - es invariante por

traslaciones

_ _ _ __ _ _8 A ; B ; C 2 G : A Á B ( ) A +C Á B + C ( ) C +A Á C +B

Dado un elemento X 2 G , se representar¶a X su opuesto. Con esta notaci¶on,

_ _y de acuerdo con las de¯niciones de + y Á , dados dos elementos X ; Y 2 G ,

__resulta (0; 0) Á X + Y en los siguientes casos, y solamente en ellos (de¯nidos a

partir de elementos apropiados a ; b 2 S ) :

a) X = (0; a ) , Y = (0; 0)

b) X = (0; 0) , Y = (0; a )

c) X = (0; a ) , Y = (0; b)

d) X = (a ; 0) , Y = (0; b ) , cuando a Á b

En este caso:

_ _a Á b ( ) (0; a ) Á (0; b) ( ) X Á Y

_a Á b ( ) ( b ; 0) Á (a ; 0) ( ) Y Á X

e) X = (0; a ) , Y = ( b ; 0) , cuando b Á a

En este caso:

_ _b Á a ( ) (0; b) Á (0; a ) ( ) Y Á X

_b Á a ( ) ( a ; 0) Á (b ; 0) ( ) X Á Y

Por tanto, se concluye que para todo X ; Y 2 G :

__ _ _(0; 0) Á X + Y ( ) X Á Y ( ) Y Á X
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Expresado de otra manera, para todo A ; B 2 G :

_ __ _ _A Á B ( ) (0; 0) Á A + B ( ) (0; 0) Á B + A

Considerando ahora A ; B ; C 2 G , resulta ¯nalmente:

__ _A Á B ( ) (0; 0) Á B + A

_ _ __( ) (0; 0) Á B + C + C + A

_ _ __( ) (0; 0) Á B + C +(A +C )

_ __( ) A + C Á B + C

y, de manera an¶aloga,

__ _ _A Á B ( ) (0; 0) Á B + Á A

_ _ __( ) (0; 0) Á A + C + C + B

_ _ __( ) (0; 0) Á (C + A ) + C + B

_ __( ) C +A Á C +B

_Es decir, la relaci¶on Á resulta invariante por traslaciones, lo que completa la

demostraci¶on. ¥
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4 .1 . In tro d u c c i¶o n

En este cap¶³tulo trabaj aremos nuevamente sobre grupos totalmente ordenados. En

particular, vamos a considerar el caso en que la estructura admite utilidad pero no

necesariamente aditiva. Como veremos, algunos de los resultados obtenidos para

semigrupos en el cap¶³tulo anterior tienen aplicaci¶on aqu¶³.

Nuestro an¶alisis, con renuncia expresa al car¶acter aditivo de la representaci¶on, puede

resultar singular para los planteamientos habituales del trabaj o matem¶atico, pre-

dispuesto con frecuencia, precisamente, a identi¯car ante todo los homomor¯smos

que se presenten entre las estructuras ob j etivo de estudio.

La raz¶on para proponer este enfoque es considerar la \existencia de utilidad en

conj untos ordenados" como problema original (en de¯nitiva, b¶usqueda de un \iso-

mor¯smo de ¶ordenes" ) , e imaginar que se incorpora a p o ste rio ri la estructura alge-

braica adicional. Por ello, es de esperar que las referencias para este esquema de

trabaj o sean m¶as frecuentes en el contexto de Teor¶³a de la Utilidad. Pueden encon-

trarse propuestas similares en Luce y Rai®a [1 957] , Chipman [1 960] , Katzner [1 970] ,

Eichhorn [1 978] , Takayama [1 985] , Fishburn [1 989] , Castillo y Ruiz [1 993] , etc.

Puede parecer, en principio, que la mera representabilidad no est¶a relacionada con

la estructura de grupo. Recu¶erdese, sin embargo, que un grup o totalmente ordenado

se ha de¯nido de tal manera que la operaci¶on algebraica y el orden son compatibles,

a trav¶es de la \invariancia por traslaciones" . Esta conexi¶on genera, como veremos,

importantes consecuencias.

Probaremos que el cono positivo de un grupo totalmente ordenado y representable

admite una partici¶on contable en semigrupos arquimedianos (y la propiedad ar-

quimediana est¶a estrechamente relacionada con la representabilidad aditiva) . Sin



{ 1 56 { Grupos no representables aditivamente

embargo, ninguno de los semigrupos en esta partici¶on, excepto quiz¶a uno de ellos,

es aditivamente representable, a pesar de ser arquimedianos (la raz¶on es que no

veri¯can la propiedad f n + 1 ; n g ) .

En relaci¶on a la representabilidad de conj untos totalmente ordenados, recordemos

(v¶ease Cap¶³tulo 1 ) que se dispone del siguiente resultado:

U n co n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o (X ; - ) e s re p re se n ta b le si y s¶o lo si e s p e r-

fec ta m e n te se p a ra b le ; e sto e s, e x iste u n su bco n ju n to co n ta b le (i.e . ¯ n ito o

in ¯ n ito n u m e ra b le ) D d e X ta l q u e , p a ra to d o a ; b 2 X , co n a Á b , e x iste

a lg ¶u n d 2 D ta l q u e a - d - b .

En particular, todo conj unto contable es representable (y adem¶as, es representable

con rango en el conj unto Q de los n¶umeros racionales) . (Ver Proposici¶on 1 .3. 4) .

4 .2 . C o m p o n e n te s a rq u im e d ia n a s

En la De¯nici¶on 2. 6. 1 , se introduj o el concepto de p a r a rq u im ed ia n o o, con m¶as

generalidad, co n ju n to a rq u im ed ia n o en el cono positivo de un grupo totalmente

ordenado, para poner de mani¯esto el hecho de que los elementos considerados

veri¯caban entre s¶³ la propiedad arquimediana.

Probaremos ahora que tal concepto establece una relaci¶on de equivalencia; y a lo

largo de la secci¶on se ver¶an algunas consecuencias que se deducen de esta posibilidad

de clasi¯caci¶on de los elementos positivos de un grupo.

Referencias a esta relaci¶on y el cociente que de¯ne aparecen tambi¶en en Loon-

stra [1 951] , Cli®ord [1 954] e Hion [1 957] .
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L e m a 4 .2 .1

+L a re la c i¶o n b in a ria R , d e ¯ n id a e n e l c o n o p o sitiv o G d e u n g ru p o to ta lm e n te

o rd e n a d o (G ; +; - ) , m e d ia n te :

+p a ra to d o a ; b 2 G a R b ( ) e l p a r f a ; b g e s a rq u im e d ia n o

e s d e e q u iv a le n c ia .

D e m o stra c i¶o n

Es evidente que la relaci¶on R es re°exiva y sim¶etrica. En cuanto a la

+propiedad transitiva, si a ; b ; c 2 G veri¯can a R b , b R c :

)9 p ; p 2 N tales que a - p b ; b - p c =) a - (p p ) c1 2 1 2 1 2

=) a R c
9 q ; q 2 N tales que b - q a ; c - q b =) c - (q q ) a1 2 1 2 2 1

¥

D e ¯ n ic i¶o n 4 .2 .1 : C o m p o n e n t e a r q u im e d ia n a

Se llamar¶a co m p o n e n te a rq u im ed ia n a de un grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - )

+a cada clase [a ] 2 G = R de¯nida por la anterior relaci¶on de equivalencia R . ([a ]

+representa la clase de equivalencia correspondiente al elemento a 2 G ) .

Como consecuencia evidente:

U n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) , n o triv ia l, e s a rq u im ed ia n o si y s¶o lo si

co n sta d e u n a ¶u n ica co m p o n e n te a rq u im ed ia n a .

L e m a 4 .2 .2

P a ra to d o x ; y 2 [a ] se v e rī c a : x + y 2 [a ] . P o r ta n to , c u a lq u ie r c o m p o n e n te a r-

q u im e d ia n a d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o n o triv ia l ( G ; + ; - ) , e s u n se m ig ru p o

p o sitiv o (y , p o r su p u e sto , a rq u im e d ia n o ).
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D e m o stra c i¶o n

Dados x ; y 2 [a ] , sup¶ongase, por ej emplo, x - y . Entonces:

)
x - y =) x + y - 2 y

=) (x + y ) R y
y Á x + y

Por tanto, x + y 2 [a ] ¥

L e m a 4 .2 .3

+S e a n [a ] , [b ] e le m e n to s d istin to s d e G = R ta le s q u e a Á b . E n to n c e s x Á y , p a ra

to d o x 2 [a ] , y 2 [b ] .

+C o m o c o n se c u e n c ia , q u e d a in d u c id o e n e l c o n ju n to G = R u n o rd e n to ta l, q u e se

d e n o ta r¶a ta m b i¶e n - , d e la sig u ie n te m a n e ra :

[a ] Á [b ] ( ) [a ] 6= [b ] ; a Á b

D e m o stra c i¶o n

Sup¶ongase y - x .

Por de¯nici¶on, dado y 2 [b ] , existe q 2 N tal que b - q :y . An¶alogamente,

dado x 2 [a ] , existe p 2 N tal que x - p :a . As¶³ se obtiene

a Á b

b - q :y - q :x - q :p :a

Entonces, a R b , pero esto es una contradicci¶on, puesto que [a ] 6= [b ] . ¥

L e m a 4 .2 .4

+S e a n [a ] , [b ] d o s e le m e n to s d ife re n te s d e G = R , ta le s q u e a Á b . E n to n c e s, x + y 2 [b ] ,

p a ra to d o x 2 [a ] , y 2 [b ] .
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D e m o stra c i¶o n

Dados x 2 [a ] , y 2 [b ] , con [a ] Á [b ] se veri¯ca, seg¶un el Lema anterior, x Á y .

Entonces: )
x Á y =) x + y Á 2 y

=) (x + y ) R y
y Á x + y

Por tanto, x + y 2 [b ] ¥

O b s e r v a c i¶o n

N¶otese que el mismo argumento (sumando y por la izquierda, en vez de por la

+derecha) j usti¯ca que y + x 2 [b ] , es decir, para cualquier par de elementos x ; y 2 G ,

los elementos x + y e y + x deben pertenecer a la misma componente arquimediana.

L e m a 4 .2 .5

+L a o p e ra c i¶o n , + d e l g ru p o in d u c e e n G = R u n a e stru c tu ra d e se m irre t¶³c u lo , c o n la

o p e ra c i¶o n _ d e ¯ n id a c o m o :

[a ] _ [b ] = [a + b ]

¤ +A d e m ¶a s, e l o rd e n - q u e _ d e ¯ n e e n G = R , d a d o p o r

¤[a ] Á [b ] ( ) [a ] 6= [b ] ; [a ] _ [b ] = [b ]

c o in c id e c o n e l a n te rio rm e n te d e ¯ n id o

[a ] Á [b ] ( ) [a ] 6= [b ] ; a Á b

D e m o stra c i¶o n

La operaci¶on reticular _ est¶a bien de¯nida, porque [a + b ] = [c + d ] , para todo

c 2 [a ] , d 2 [b ] ; es decir, [a ] _ [b ] es independiente de los representantes es-

cogidos. Claramente, la operaci¶on es asociativa y conmutativa; y es tambi¶en

idempotente, de acuerdo con el Lema 4. 2. 2.
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¤ +Para comparar los ¶ordenes - y - de¯nidos en G = R , sup¶onganse dos ele-

+mentos [a ] ; [b ] 2 G = R , con [a ] 6= [b ] . Entonces:

¤[a ] Á [b ] =) a + b 2 [b ] =) [a + b ] = [b ] =) [a ] _ [b ] = [b ] =) [a ] Á [b ]

y, reciprocamente:

¤[a ] Á [b ] =) [a ] _ [b ] = [b ] =) [a + b ] = [b ] =)

a + b Á n :b para alg¶un n > 1 ; n 2 N =)

(por la invariancia por traslaciones) [a ] Á [b ]

Luego ambos ¶ordenes coinciden, lo que concluye la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

+El conj unto de componentes arquimedianas G = R de un grupo totalmente ordenado

(G ; +; - ) puede dotarse del orden dado anteriormente y una suma de¯nida por

[a ] + [b ] = [a + b ]

+Esta suma es asociativa, por lo que (G = R ; +) es un semigrupo. Sin embargo, no

es un semigrupo totalmente ordenado porque no es invariante por traslaciones, en el

sentido \fu e rte " que hemos de¯nido este concepto, aunque s¶³ se cumple en sentido

\d ¶e b il" (ver De¯nici¶on 3. 2.2 y observaci¶on siguiente) .

N¶otese que dadas tres clases [a ] Á [b ] Á [c ] se tiene [a ] + [c ] = [b ] + [c ] = [c ] , pero

[a ] 6= [b ] .

Estudiaremos ahora los grupos totalmente ordenados (G ; +; - ) que son representa-

bles por medio de una funci¶on de utilidad (no necesariamente aditiva) u : G ¡ ! R

tal que, para todo x ; y 2 G :

x - y ( ) u (x ) · u (y )
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Estos grupos se denominar¶an, sin m¶as, re p re se n ta b le s.

En el caso arquimediano, ser¶an aditivamente representables, de acuerdo con el Teo-

rema de HÄolder. Por el contrario, en grupos no arquimedianos ninguna de las

posibles funciones de utilidad para - es un homor¯smo de grupos de (G ; +) en

(R ; +) .

N o t a c i¶o n

Dado un grupo totalmente ordenado y representable (G ; +; - ) , y dada una funci¶on

+de utilidad u : G ¡ ! R para - , representaremos para cada x 2 G por S elx

siguiente elemento de la recta real ampliada:

S = sup u (n :x ) 2 R [ f + 1 gx
n 2 N

L e m a 4 .2 .6

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , re p re se n ta b le ; se a u u n a fu n c i¶o n d e

+u tilid a d p a ra - , y se a G = R e l c o n ju n to d e la s c o m p o n e n te s a rq u im e d ia n a s d e G .

E n to n c e s, se v e rī c a n la s sig u ie n te s p ro p ie d a d e s:

+1 ) u ( x ) < S , p a ra to d o x 2 Gx

+2 ) [a ] = [b ] ( ) S = S , p a ra to d o a ; b 2 Ga b

+3 ) [a ] Á [b ] ( ) S < S , p a ra to d o a ; b 2 Ga b

4 ) [a ] Á [b ] =) S < u (b )a

D e m o stra c i¶o n

1 ) Es obvio, puesto que la sucesi¶on (u (n :x ) ) es estrictamente creciente.n 2 N
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2) =) ) Supuesto [a ] = [b ] , existe p 2 N tal que a - p :b . Por tanto, n :a - n :p :b

para todo n 2 N , por lo que S · S . De manera an¶aloga, se obtiene S · S ;a b b a

y as¶³ se concluye S = S .a b

( =) Supuesto S = S , por 1 ) , puede a¯rmarse que u ( a ) < S = S . En-a b a b

tonces, debe existir p 2 N tal que u (a ) < u ( p :b ) , de donde a Á p :b . De la

misma manera, se obtiene que debe existir q 2 N tal que b Á q :a ; y as¶³ se

concluye a R b , esto es, [a ] = [b ]

3) =) ) Si [a ] Á [b ] , se obtiene, para todo n 2 N :

[a ] Á [b ] =) a Á b =) n :a Á n :b =) u (n :a ) < u (n :b)

Por tanto, S · S . Como, por 2) , debe ser S 6= S , porque [a ] 6= [b ] , sea b a b

concluye S < Sa b

( =) Reciprocamente, si S < S , debe existir n 2 N tal que u (n :a ) < u ( n :b ) ,a b 0

para todo n ¸ n , por lo que a Á b . Nuevamente por 2) [a ] 6= [b ] , porque0

S 6= S . Por tanto, [a ] Á [b ]a b

4) Sup¶ongase que u (b ) · S . Entonces:a

[a ] Á [b ] =) a Á b =) e Á b ¡ a Á b

donde e es el elemento neutro de (G ; +) . Por tanto u (b ¡ a ) < u (b ) · S ,a

por lo que deb e existir p 2 N tal que u ( b ¡ a ) < u ( p :a ) . As¶³, b ¡ a Á p :a y

b Á (p + 1 ) :a .

Puesto que, adem¶as, a Á b , se sigue que a R b , y ¯nalmente [a ] = [b ] . Pero

esto es absurdo, p orque era [a ] Á [b ] . Como conclusi¶on, debe ser S < u ( b) .a

Esto completa la demostraci¶on. ¥
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T e o r e m a 4 .2 .1

S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o re p re se n ta b le , n o triv ia l. E n to n c e s, su

+c o n o p o sitiv o , G , a d m ite u n a p a rtic i¶o n c o n ta b le e n su b c o n ju n to s S , c a d a u n o d en

lo s c u a le s e s u n se m ig ru p o p o sitiv o .

D e m o stra c i¶o n

+Se ha visto ya que puede realizarse una partici¶on de G en sus componentes

+arquimedianas. Dada u , una funci¶on de utilidad para (G ; - ) , y [a ] 2 G = R ,

se tiene, seg¶un el Lema anterior, que u (a ) < S . Por tantoa

u ( a ) 2 [u (a ) ; S )a

Adem¶as, por el Lema 4.2. 6, si [a ] 6= [b ] y, por ej emplo, [a ] Á [b ] , entonces

u ( a ) < S < u ( b) < Sa b

y por ello, los intervalos (u (a ) ; S ) y ( u ( b) ; S ) son disj untos.a b

En las condiciones obtenidas, el n¶umero de componenentes arquimedianas

debe ser contable. ¥

O b s e r v a c i¶o n

El siguiente Teorema es un rec¶³proco al anterior, basado en la hip¶otesis de que un

grupo totalmente ordenado dado, admite una partici¶on, para la que se veri¯ca una

propiedad similar a la establecida en el Lema 4. 2. 6 para las componentes arquime-

dianas.

T e o r e m a 4 .2 .2

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , c u y o c o n o p o sitiv o a d m ite u n a p a r-

tic i¶o n e n u n a fa m ilia c o n ta b le (S ) d e se m ig ru p o s p o sitiv o s re p re se n ta b le s, d en n 2 N

m a n e ra q u e p a ra to d o p ; q 2 N , o x Á x p a ra to d o x 2 S y x 2 S , o x Á xp q p p q q q p

p a ra to d o x 2 S y x 2 S . E n to n c e s, ( G ; + ; - ) e s re p re se n ta b le .p p q q
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D e m o stra c i¶o n

1 ) Se probar¶a primero que puede establecerse una aplicaci¶on v is¶otona del

cono positivo de G en el conj unto Q £ R , dotado del orden lexicogr¶a¯co · .L

Puede dotarse a la familia ( S ) de un orden total, que se representar¶an n 2 N

tambien Á , de la siguiente manera:

S Á S ( ) x Á x , con x 2 S ; x 2 Sp q p q p p q q

Esta ordenaci¶on es is¶otona con los racionales, por ser la familia ( S )n n 2 N

contable, esto es, existe eu : (S ) ¡ ! Q is¶otona.n n 2 N

Por su parte, cada S es representable. Sea, para cada n 2 N , u : S ¡ ! Rn n n

una funci¶on de utilidad.

+Consid¶erese ahora la aplicaci¶on: v : G ¡ ! Q £ R , de¯nida de la siguiente

+manera: Dado a 2 G tal que a 2 S :n

v (a ) = ( eu ( S ) ; u (a ) )n n

Por construcci¶on, esta aplicaci¶on v es una isoton¶³a del cono positivo G en

Q £ R , dotado del orden lexicogr¶a¯co.

2) A su vez, (Q £ R ; · ) es representable en R , puesto que es perfectamenteL

separable (el conj unto contable D = Q £ Q es orden denso) . Sea w una

funci¶on de utilidad, que puede suponerse estrictamente positiva.

3) Resulta as¶³ que u = w ± v , por ser composici¶on de isoton¶³as, es una funci¶on

de utilidad para el cono positivo de G , y adem¶as estrictamente positiva.

Puede extenderse a todo el grupo de¯niendo u ( e ) = 0, u (x ) = ¡ u (¡ x ) , para

¡todo x 2 G .

Esto completa la demostraci¶on. ¥
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T e o r e m a 4 .2 .3

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o re p re se n ta b le . E n to n c e s, a lo su m o

u n a d e su s c o m p o n e n te s a rq u im e d ia n a s e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le . A d e m ¶a s, si

e x iste ta l c o m p o n e n te a rq u im e d ia n a [a ] d e G , a d itiv a m e n te re p re se n ta b le , e n to n c e s

+e s u n e le m e n to m in im a l e n e l o rd e n - d e ¯ n id o e n G = R (i.e .: p a ra to d a c o m p o n e n te

+[b ] 2 G = R , se v e rī c a [a ] - [b ] ).

D e m o stra c i¶o n

+Dadas dos componentes cualesquiera [b ] ; [c ] 2 G = R , con [b ] Á [c ] , por los

Lemas 4.2. 2 y 4. 2. 3, se sigue que n :b Á c para todo n 2 N . Adem¶as, por el

Lema 4. 2. 4, el elemento b + c , con b Á b + c , pertenece a la componente [c ] .

Por otra parte, sabemos por la Prop osici¶on 2. 5. 2 que si se cumple n :b Á c

para todo n 2 N (los elementos b y c violan la propiedad arquimediana) ,

entonces los elementos c y b + c no veri¯can la propiedad f n + 1 ; n g .

Deducimos as¶³ que el semigrupo ([c ] ; + ; - ) no veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g ,

puesto que la violan sus elementos c y b + c .

Como conclusi¶on, ([c ] ; + ; - ) no es aditivamente representable, y solamente

una componente minimal podr¶³a serlo.

Puede observarse tambi¶en que ([c ] ; +; - ) no es resoluble. As¶³; los elementos

c y b + c p ertenecen a [c ] , pero b 62 [c ] ¥

Conclu¶³mos la secci¶on con dos ej emplos de grupos abelianos, totalmente ordenados y

representables, el primero de ellos con componente arquimediana minimal, mientras

que el segundo carece de ella.



{ 1 66 { Grupos no representables aditivamente

E je m p lo 4 .2 .1

Sea el subgrupo del p la n o le x ico g r¶a ¯ co :

(Q £ R ; + ; - )L

Como ya se ha mencionado, este grupo es representable, porque es perfectamente

separable: el conj unto Q £ Q establece esta perfecta separabilidad.

La componente arquimediana [(0; 1 ) ] es is¶otona e isomorfa a la recta real positiva,

por lo que es aditivamente representable. Es, claramente, la componente minimal

del grupo. ¥

E je m p lo 4 .2 .2

Sea G el conj unto de \sucesiones de n¶umeros enteros, ¯nitamente no nulas" . Un

elemento t¶³pico de G es

(x ; x ; : : : ; x ; 0; 0; : : : ) con x 2 Z; (i = 1 ; : : : ; k )1 2 k i

Se dota a G de la suma, +, coordenada a coordenada, y el orden lexicogr¶a¯co, - .L

Resulta, de nuevo, que G es representable, por ser contable. Pero ahora, no existe

componente arquimediana minimal de G . ¥

4 .3 . C o m p o n e n te s f n + 1 ; n g

Tras la construcci¶on realizada con las comp onentes arquimedianas, es natural pre-

guntarse por la posible clasi¯caci¶on de los elementos de un grupo totalmente orde-

nado, a partir de la propiedad f n + 1 ; n g .

Sin embargo, lo l¶ogico es esperar una identi¯caci¶on (equivalencia) entre aquellos

elementos que no veri¯quen la propiedad f n + 1 ; n g , puesto que el cumplimiento de

la misma se ha interpretado, precisamente, como una d istin c i¶o n entre elementos.
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D e ¯ n ic i¶o n 4 .3 .1 : D e ¯ n ic i¶o n d e la r e la c i¶o n

+Sea (G ; +; - ) un grupo totalmente ordenado, no trivial, de cono positivo G . Se

+de¯ne la relaci¶on binaria Q en G , mediante:

+Dados a ; b 2 G a Q b ( ) n a Á (n + 1 ) b y n b Á (n + 1 ) a 8 n 2 N

+N¶otese que dados a ; b 2 G con, por ej emplo, a - b , es inmediato que para todo

n 2 N : n a Á ( n + 1 ) b , por lo que lo signi¯cativo de la relaci¶on es que se veri¯que:

n b Á (n + 1 ) a , cuando a - b .

L e m a 4 .3 .1

En cualquier grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - ) , la relaci¶on Q anterior, de¯nida

+en G , es de equivalencia.

D e m o stra c i¶o n

+Q es claramente re ° e x iv a , puesto que para cualquier a 2 G , y cualquier

n 2 N es n a Á ( n + 1) a .

Es tambi¶en sim ¶e trica , por de¯nici¶on.

+Comprob emos por ¶ultimo que la relaci¶on es tra n sitiv a . Dados a ; b ; c 2 G ,

con a Q b y b Q c , se cumple, para todo n 2 N :

n a Á ( n + 1) b n b Á (n + 1 ) a

n b Á ( n + 1) c n c Á (n + 1 ) b

Evaluadas las desigualdades segunda y tercera en \n + 1 " , y por la transi-

tividad de Á se tiene, para todo n 2 N :

n a Á ( n + 2) c n c Á (n + 2) a
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Pero deb e ser tambi¶en, para todo n 2 N

n a Á ( n + 1 ) c n c Á (n + 1 ) a

en efecto, si por ej emplo existe n 2 N tal que0

( n + 1 ) c - n a0 0

se tendr¶³a tambi¶en: (2 n + 2) c - 2 n a , contra n a Á (n + 2) c , considerando0 0

el caso n = 2 n ¥0

D e ¯ n ic i¶o n 4 .3 .2 : C o m p o n e n t e s f n + 1 ; n g

+Se llamar¶a co m p o n e n te f n + 1 ; n g a cada elemento [a ] , con a 2 G , del cociente

+G = Q , para la relaci¶on Q anterior.

O b s e r v a c i¶o n

0La relaci¶on Q coincide con la relaci¶on binaria Q , basada en la propiedad f p > q g ,

+de¯nida en G de la siguiente forma:

+ 08 a ; b 2 G a Q b ( ) q a Á p b y q b Á p a 8 p ; q 2 N ; p > q

En efecto

+ 0Dados a ; b 2 G , si se supone a Q b , tomando en particular p = q + 1 , debe

cumplirse, para todo q 2 N :

q a Á (q + 1 ) b y q b Á (q + 1 ) a

Rec¶³procamente, si se supone a Q b , y se consideran p ; q 2 N con p > q , se

tiene: )
q a Á (q + 1 ) b Á (q + 2) b Á : : : Á p b

0=) a Q b
q b Á (q + 1 ) a Á (q + 2) a Á : : : Á p a

0Por tanto, a Q b ( ) a Q b . ¥
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L e m a 4 .3 .2

Dado un grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - ) , en cuyo cono positivo se ha de¯nido

la relaci¶on Q anterior, se cumplen las siguientes propiedades:

+ +1 ) ( G ; + ; - ) cumple la propiedad f n + 1 ; n g si y s¶olo si G = Q = G , es decir,

toda componente f n + 1 ; n g es unipuntual.

+2) Para todo a ; b 2 G : (a + b) Q (b + a )

D e m o stra c i¶o n

1 ) Es evidente

2) Es consecuencia inmediata de la Proposici¶on 2. 5. 1 , en la que precisamente

se establec¶³a que si dos elementos positivos no conmutan, entonces no veri¯-

can la propiedad f n + 1 ; n g . ¥

L e m a 4 .3 .3

+Sea (G ; +; - ) un grupo totalmente ordenado, y sean a ; b 2 G , tales que a Q b .

+Entonces, para todo c 2 G :

(a + c ) Q (b + c ) y (c + a ) Q (c + b )

D e m o stra c i¶o n

Supongamos, sin p¶erdida de generalidad, a - b ; y m¶as concretamente a Á b ,

puesto que el caso a = b es obvio.

Entonces, a + c Á b + c , y es inmediato que, para todo n 2 N :

n ( a + c ) Á ( n + 1) (b + c )
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Para ver que tambi¶en n ( b + c) Á (n + 1) (a + c ) , consideremos el elemento

positivo g = b ¡ a . Por la Proposici¶on 2.5. 2 sabemos que, para todo n 2 N ,

se veri¯ca

n g Á a

Por otra parte, para todo n 2 N :

n (b + c ) = n ( g + a + c )

y por el Lema 2. 3.7, seg¶un sea g + a + c - a + c + g o bien a + c + g - g + a + c ,

se veri¯car¶a

n ( b + c ) = n ( g + a + c ) - n g + n (a + c)

o bien

n ( b + c ) = n ( g + a + c ) - n (a + c ) + n g

Utilizando que, para todo n 2 N : n g Á a , se tiene:

n ( b + c) Á a + n ( a + c)

o bien

n ( b + c) Á n (a + c) + a

Considerando ahora que a Á a + c , y sumando en ambos miembros de esta

desigualdad n ( a + c ) p or la derecha se obtiene

a + n (a + c ) Á (n + 1 ) (a + c)

y si se suma por la izquierda

n ( a + c ) + a Á (n + 1 ) (a + c)

Unido esto a lo anterior se concluye que, en cualquier caso,

n ( b + c ) Á ( n + 1 ) (a + c )

y por tanto, ( a + c) Q (b + c) .

La demostraci¶on para (c + a ) Q (c + b) es an¶aloga. ¥



Grupos no representables aditivamente { 1 71 {

T e o r e m a 4 .3 .1

+El conj unto de componentes f n + 1 ; n g , G = Q , es un semigrupo conmutativo con

+la operaci¶on + de¯nida de la siguiente manera; para todo [a ] ; [b ] 2 G = Q :

[a ] + [b ] = [a + b ]

D e m o stra c i¶o n

+La operaci¶on est¶a b ie n d e ¯ n id a , es decir, dados x ; y 2 G con x Q a e y Q b , se

cumple (x + y ) Q ( a + b) . En efecto, seg¶un el Lema anterior:

x Q a =) (x + y ) Q (a + y )

y tambi¶en

y Q b =) (a + y ) Q ( a + b)

Puesto que Q es de equivalencia, y por tanto transitiva, resulta

(x + y ) Q (a + b)

La operaci¶on es adem¶as asociativa, por tratarse de elementos de un grupo.

Tambi¶en, por el Lema 4. 3. 2 (parte 2) , es conmutativa, puesto que

[a ] + [b ] = [a + b ] = [b + a ] = [b ] + [a ]

Lo que completa la demostraci¶on. ¥

T e o r e m a 4 .3 .2

El orden - de un grupo totalmente ordenado ( G ; + ; - ) induce un orden total, que

+se representar¶a tambi¶en - , en el semigrupo conmutativo G = Q de sus componentes

f n + 1 ; n g mediante:

+8 [a ] ; [b ] 2 G = Q [a ] Á [b ] ( ) a Á b ; [a ] 6= [b ]
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D e m o stra c i¶o n

+Es su¯ciente probar que dadas dos componentes [a ] ; [b ] 2 G = Q , con a Á b

y [a ] 6= [b ] , se veri¯ca para todo x 2 [a ] , y 2 [b ] : x Á y .

Supuesto [a ] 6= [b ] , con a Á b , debe existir n 2 N tal que0

( n + 1 ) a Á n b0 0

pues, en otro caso, ambos elementos pertenecer¶³an a la misma comp onente.

Operando reiteradamente miembro a miembro con a Á b :

(n + 1 ) a Á n b 8 n ¸ n 0

+Dados x ; y 2 G , con x Q a e y Q b , debe cumplirse, para todo n 2 N :

n x Á (n + 1 ) a y n b Á ( n + 1 ) y

Ligado a lo anterior, se deduce que:

[¤ ] n x Á ( n + 1 ) y 8 n ¸ n 0

Si se supone ahora, por reducci¶on al absurdo, y - x , claramente n y Á ( n +

1 ) x . Como no puede ser que x Q y , pues los elementos se han tomado de

componentes distintas, debe existir n 2 N tal que1

(n + 1 ) y Á n x1 1

y por ello

( n + 1) y Á n x 8 n ¸ n 1

contra la anterior desigualdad [¤ ] . Como consecuencia es

x Á y

lo que completa la demostraci¶on. ¥
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O b s e r v a c i¶o n

Como en el caso de la componentes arquimedianas, el anterior orden total inducido

+en G = Q es invariante por traslaciones en sentido \d ¶e b il" (ver D e¯nici¶on 3. 2. 2 y

observaci¶on siguiente) , porque:

a Á b =) a + c Á b + c =) [a + c ] - [b + c ]

En el siguiente ej emplo se comprueba que la invariancia por traslaciones, sin em-

bargo, no necesariamente resulta \fu e rte" .

E je m p lo : 4 .3 .1

2Consideremos el p la n o le x ico g r¶a ¯ co (R ; +; - )L

Se tiene (0; 2) Á (0; 3) , pero no se cumple, para cualquier n¶umero natural nL

n (0; 3) Á (n + 1 ) (0; 2)L

pues por ej emplo 4:(0; 2) Á 3:(0; 3) . Por tanto, los elementos (0; 2) y (0; 3) noL

pertenecen a la misma componente f n + 1 ; n g , y ser¶a:

[(0; 2) ] Á [(0; 3) ]

Sumando el elemento (1 ; 0) a los anteriores, obtenemos (1 ; 2) y (1 ; 3) , para los que

se cumple con cualquier n 2 N :

n (1 ; 2) = ( n ; 2 n ) Á (n + 1 ; 3n + 3) = (n + 1 ) (1 ; 3)L

n (1 ; 3) = ( n ; 3n ) Á (n + 1 ; 2 n + 2) = (n + 1 ) (1 ; 2)L

Esto es, pertenecen a la misma componente f n + 1 ; n g :

[(1 ; 2) ] = [(1 ; 3) ]

Por tanto, [(0; 2) ] Á [(0; 3) ] , pero [(0; 2) ] + [(1 ; 0) ] = [(0; 3) ] + [(1 ; 0) ] , por lo que no

se cumple la invariancia por traslaciones fu e rte . ¥
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4 .4 . Id e a le s y p ro p ie d a d a rq u im e d ia n a

Las componentes arquimedianas se han aplicado al estudio del cono positivo de un

grupo totalmente ordenado (G ; + ; - ) . Utilizando la noci¶on de orden opuesto, est¶a

claro que lo mismo es aplicable al cono negativo, quedando asociada a cualquier

+ ¡componente arquimediana [a ] , a 2 G , un conj unto equivalente [¡ a ] = ¡ [a ] en G .

Notemos que, en general, [a ] [ f e g [ [¡ a ] no es subgrupo de G , porque s¶olo la compo-

nente arquimediana minimal (ver Teorema 4. 2. 3) , caso de existir, es un semigrupo

resoluble y puede considerarse por ello el cono positivo de un grupo.

El concepto de id ea l que introducimos a continuaci¶on no padece esta anomal¶³a,

puesto que precisamente hace referencia a ciertos subgrupos normales de un grupo

totalmente ordenado. Tomamos de Birkho® [1 940{1 967] su de¯nici¶on y primeras

propiedades, si bien es un concepto ampliamente estudiado por diversos autores (ver

por ej emplo Kantorovich [1 937] , Fuchs [1 950] o Burgess [1959] ) . Nuestro inter¶es se

centra en analizar sus conexiones con la propiedad arquimediana.

Utilizaremos la notaci¶on habitual jx j para representar el \valor absoluto" de un

elemento x perteneciente a un grupo totalmente ordenado (G ; + ; - ) , con elemento

neutro e ; es decir: ½
x si e - xjx j =

¡ x si x Á e

D e ¯ n ic i¶o n 4 .4 .1 : I d e a l. I d e a l p r in c ip a l.

Un id ea l de un grupo totalmente ordenado (G ; + ; - ) es un subgrupo normal de G

¤que contiene, con cualquier a tambi¶en todos los elementos x tales que jx j - ja j.

Se llama id ea l p rin c ip a l generado por un elemento a 2 G al menor ideal principal

que contiene al elemento a . Lo representaremos (a ) .

¤ Considerando la operaci¶on reticular a ^ b = m in f a ;b g , y dado un ideal I de un grupo G se veri¯ca x ^ g 2 I ,

para todo x 2 I ;g 2 G , con un comp ortamiento an¶alogo al del concepto habitual de \ideal" . Este hecho

j usti¯car¶³a su denominaci¶on.
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O b s e r v a c i¶o n

En Birkho® [1 967, p. 306] se j usti¯ca que el ideal principal ( a ) generado por un

elemento a perteneciente a un grupo totalmente ordenado (G ; +; - ) es el conj unto

de los x 2 G tales que

nX
jx j - ¡ g + ja j + g para ciertos g ; g ; : : : ; g 2 Gi i 1 2 n

i= 1

En el supuesto de que G sea un grupo abeliano, obtenemos trivialmente:

( a ) = f x 2 G ; 9 n 2 N tal que jx j - n ja jg0 0

Esta caracterizaci¶on permite establecer con facilidad una conexi¶on entre el concepto

de ideal principal (a ) generado por un elemento a y la componente arquimediana [a ]

a la que pertenece dicho elemento. La propiedad aparece tambi¶en en Birkho® [1 940{

1 967] , aunque con una formulaci¶on diferente:

P r o p o s ic i¶o n 4 .4 .1

S e a n a ; b e le m e n to s p e rte n e c ie n te s a l c o n o p o sitiv o d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o

(G ; +; - ) . E n to n c e s se v e rī c a :

(a ) ½ ( b) =) [a ] Á [b ]

A d e m ¶a s

[a ] Á [b ] =) (a ) µ ( b)

E l c o n te n id o e stric to p u e d e g a ra n tiz a rse e n g ru p o s a b e lia n o s; e s d e c ir, si G a b e lia n o :

( a ) ½ (b) ( ) [a ] Á [b ]
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D e m o stra c i¶o n

Supongamos (a ) ½ (b ) . Entonces, debe ser n a Á b para todo n 2 N , pues si,

por el contrario, existe n 2 N tal que b - n a , se tendr¶³a claramente b 2 (a )0 0

de donde, por de¯nici¶on de ideal principal, (b ) µ (a ) contra lo supuesto.

As¶³, el par f a ; b g no es arquimediano, esto es, [a ] 6= [b ] , y por tanto [a ] Á [b ] ,

por ser en particular a Á b .

En cuanto al rec¶³proco, es obvio que:

[a ] Á [b ] =) a Á b =) a 2 ( b) =) (a ) µ (b )

Si admitimos que G es abeliano, deb e ser ( a ) 6= (b ) , pues (a ) = ( b) implica

que:

existe n 2 N tal que b - n a0 0

existe n 2 N tal que a - n b1 1

Esto es, [a ] = [b ] , contra [a ] Á [b ] ¥

O b s e r v a c i¶o n

N¶otese, en particular, que para G abeliano se obtiene una manera de expresar la

relaci¶on de equivalencia R (cuyo cociente de¯ne las componentes arquimedianas)

en t¶erminos de ideales principales:

[a ] = [b ] ( ) a R b ( ) a 2 (b) y b 2 (a ) ( ) (a ) = (b )

En cuanto al caso no abeliano, puede ocurrir que (a ) = (b ) , siendo [a ] Á [b ] . El

siguiente ej emplo aparece en Birkho® [1 967, p. 306] .
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E je m p lo 4 .4 .1

Consideremos el grupo ordenado con generadores b y a ( k 2 Z) , con las relaciones:k

a + a = a + a ¡ b + a + b = a 8 k 2 Zi j j i k k + 1

y el orden de¯nido por las condiciones:

e Á a [a ] Á [a ] Á [b ] 8 k 2 Zk k + 1 k

N¶otese que, para cualquier k 2 Z, puesto que a = b + a ¡ b , resulta a 2 (a )k k + 1 k k + 1

y por ello ( a ) = (a ) (a pesar de ser [a ] Á [a ] ) . ¥k + 1 k k + 1 k

De¯niremos a continuaci¶on, para un grupo totalmente ordenado cualquiera, un ideal

concreto que guarda tambi¶en una relaci¶on estrecha con la propiedad arquimediana.

Al analizar las componentes arquimedianas hemos comprobado que puede existir

una subestructura aditivamente representable \pr¶oxima al elemento neutro" (la

componente arquimediana minimal) . Lo que pretendemos ahora es detectar una

\subestructura maximal" , en la que queden contenidos todos los elementos suscep-

tibles de generar un subgrupo acotado (elementos responsables de que el grupo no

sea arquimediano) . Comprobaremos que este subconj unto es un ideal del grupo; en

particular, un subgrupo normal, por lo que mediante un cociente podremos eliminar

la anomal¶³a y construir un grupo arquimediano.

P r o p o s ic i¶o n 4 .4 .2

S e a ( G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . D e ¯ n im o s:

+eG = f x 2 G ; 9 y 2 G ta l q u e n jx j Á y 8 n 2 Ng

eE n to n c e s, G e s u n id e a l d e G . L o d e n o m in a re m o s id ea l ca si-n u lo d e G .
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D e m o stra c i¶o n

e1 ) Veamos primero que G es subgrupo de G . Supongamos para ello x ; x 21 2

eG , y analicemos los casos signi¯cativos que pueden presentarse.

Si ambos elementos son positivos y, por ej emplo, es x - x , est¶a claro que:1 2

+x + x - 2 x Á y para cierto y 2 G1 2 2

ePor lo que x + x 2 G . El razonamiento para x ; x negativos es an¶alogo.1 2 1 2

Si suponemos x Á e Á x , y por ej emplo e - x + x , entonces tenemos1 2 1 2

e - x + x Á x1 2 2

epor lo que tambi¶en en esta situaci¶on x + x 2 G1 2

Otras situaciones que puedan darse son an¶alogas o triviales. Adem¶as, est¶a

e e eclaro que dado x 2 G , tambi¶en ¡ x 2 G , por lo que G es subgrupo de G .

e2) G es subgrupo normal. Para verlo, tomemos a 2 G cualquiera, y compro-

e ebemos que a + x ¡ a 2 G , para todo x 2 G . Pueden darse varios casos:

ea + x ¡ a = e (( ) x = e ) . Obviamente, a + x ¡ a 2 G

e Á a + x ¡ a . En esta situaci¶on se tiene que a Á a + x , por lo que e Á x .

+Debe existir y 2 G tal que n x Á y para todo n 2 N . Consideremos ahora

el elemento n ( a + x ¡ a ) . Claramente n (a + x ¡ a ) = a + n x ¡ a y, por la

invariancia por traslaciones, a + n x ¡ a Á a + y ¡ a para todo n 2 N . Es

edecir, a + x ¡ a 2 G .

El caso a + x ¡ a Á e es an¶alogo al anterior.

0 0e3) Dado un elemento x 2 G , y dado x 2 G con jx j - jx j, se veri¯ca para

0 0 ecualquier n 2 N : n jx j - n jx j, por lo que claramente x 2 G .

ePor tanto, G es efectivamente ideal de G . ¥
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e eYa que G es un subgrupo normal, el cociente G = G tiene estructura de grupo. Veamos

eahora que sobre este cociente aparece inducido un orden que hace de G = G un grupo

totalmente ordenado y arquimediano.

T e o r e m a 4 .4 .1

eS e a G e l id e a l c a si-n u lo d e u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; + ; - ) . D a d o s a +

e e eG ; b + G 2 G = G , d e ¯ n im o s:

e e e ea + G Á b + G ( ) a Á b ; a + G 6= b + G

eE n to n c e s, (G = G ; + ; - ) e s u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

1 ) Deb emos probar que el orden de¯nido es consistente, es decir, dados a ; b 2
e e eG con a Á b , y a + G 6= b + G debe ser a + eg Á b + eg , para todo eg ; eg 2 G .1 2 1 2

Si eg - eg , la a¯rmaci¶on es obvia. Supongamos, por reducci¶on al absurdo,1 2

eque existen eg ; eg 2 G con eg Á eg y b + eg - a + eg . Por la invariancia por1 2 2 1 2 1

traslaciones, se sigue (siendo e el elemento neutro de G ) :

e Á ¡ a + b - eg ¡ eg1 2

e ePuesto que G es un ideal, se deduce que ¡ a + b 2 G , o, equivalentemente

eb = a + eg para cierto eg 2 G

e ees decir, a + G = b + G , contra lo supuesto.

e2) El orden de¯nido en G = G es invarante por traslaciones, para la operaci¶on

e+ en G = G .
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e eSe sigue de la invariancia del orden de G . En efecto, dados a + G , b + G ,

e ec + G en G = G :

e e e ea + G Á b + G ( ) a Á b ; a + G 6= b + G

e( ) a Á b ; a ¡ b 62 G

e( ) a Á b ; ( a + c) ¡ (b + c ) 62 G

e e( ) a + c Á b + c ; ( a + c) + G 6= ( b + c) + G

e e e e( ) a + c Á b + c ; ( a + G ) + ( c + G ) 6= (b + G ) + (c + G )

e e e e( ) ( a + G ) + ( c + G ) Á ( b + G ) + ( c + G )

e e e3) (G = G ; +; - ) es arquimediano. En efecto, sean dos elementos a + G , b + G

een G = G , con

e e eG Á a + G Á b + G

(y por ello e Á a Á b) . Si se supone, por reducci¶on al absurdo,

e en :(a + G ) Á (b + G ) 8 n 2 N

e ese obtiene, por ser n :( a + G ) = (n :a ) + G :

n :a Á b 8 n 2 N

e e e eesto es, a 2 G , puesto que G es un ideal. Resulta que a + G = G , contra lo

esupuesto. Por tanto, G = G , resulta arquimediano. ¥

C o r o la r io 4 .4 .1

C u a lq u ie r g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (G ; +; - ) e s p se u d o -re p re se n ta b le m e d ia n te

u n a fu n c i¶o n d e p se u d o -u tilid a d a d itiv a u : G ¡ ! R c u y o n ¶u c le o e s e l id e a l c a si-n u lo

d e G .
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D e m o stra c i¶o n

ePuesto que G = G es arquimediano, existe una funci¶on de utilidad aditiva:

eeu : G = G ¡ ! R

Basta de¯nir ahora u : G ¡ ! R mediante:

eu ( g ) = eu (g + G )

Puesto que para todo g ; g 2 G es1 2

e e eg + G + g + G = (g + g ) + G1 2 1 2

se obtiene trivialmente:

u ( g + g ) = u (g ) + u ( g )1 2 1 2

Es decir, u es aditiva. Adem¶as

e eg Á g =) g + G - g + G1 2 1 2

de donde

g Á g =) u ( g ) - u (g )1 2 1 2

Por lo que u es tambi¶en pseudo-utilidad. ¥

O b s e r v a c i¶o n

eClaramente G = G = G si y s¶olo si G es arquimediano. En esta situaci¶on, el ideal

casi-nulo de G se reduce al elemento neutro e de G , y la pseudo-utilidad aditiva

cuya existencia se demuestra en el Corolario anterior es inyectiva (es utilidad) .

e eEn el extremo opuesto, podr¶³a ocurrir G = G = f e g , esto es, G = G , debido a que

+para cualquier elemento x 2 G , existe otro y 2 G de manera que n :jx j Á y

para todo n 2 N . Esto ocurre en el ej emplo que presentaremos a continuaci¶on. (La

pseudo-utilidad aditiva garantizada en el Corolario anterior es ahora necesariamente

la trivial: u ( G ) = 0) .
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E je m p lo 4 .4 .2

Consideramos:

1
G = C (Z) = f ( z ) ; z 2 Z; 9 k 2 N tal que x = 0 si jij > k g0 0 i i ii= ¡ 1

dotado de la suma habitual, coordenada a coordenada, y el orden lexicogr¶a¯co.

^Claramente C (Z) = C (Z) . ¥0 0 0 0

Analizamos, para ¯nalizar la secci¶on, condiciones que garantizan la situaci¶on par-

ticular en que un grupo totalmente ordenado es isomorfo a alg¶un subgrupo del

plano lexicogr¶a¯co. Utilizaremos el concepto de \su m a n d o d irec to " , que tomamos

de Hungerford [1 974] .

D e ¯ n ic i¶o n 4 .4 .2 : S u m a n d o d ir e c t o

¤eUn subgrupo G de un grupo abeliano G se dice su m a n d o d irec to de G , si existe G

¤ esubgrupo de G tal que G es suma directa: G = G © G .

T e o r e m a 4 .4 .2

eS e a (G ; + ; - ) u n g ru p o a b e lia n o to ta lm e n te o rd e n a d o , c u y o id e a l c a si-n u lo G e s

eid e a l p ro p io d e G (i.e . d istin to d e f e g y d e G ). S i G e s su m a n d o d ire c to d e G y

a rq u im e d ia n o , e n to n c e s G e s is¶o to n o y a lg e b ra ic a m e n te iso m o rfo a u n su b g ru p o d e l

p la n o le x ic o g r¶a ¯ c o .

D e m o stra c i¶o n

En las condiciones del enunciado, existen funciones de utilidad aditivas:

( eu : G = G ¡ ! R1

eu : G ¡ ! R2
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¤ eAdem¶as, escribiendo G = G © G , como en la de¯nici¶on anterior, la aplicaci¶on

eeu : G ¡ ! G que a cada g 2 G le hace corresponder eu ( g ) = eg ( ¶unico) tal que

¤ ¤ ¤g = g + eg , con g 2 G es, obviamente, un homomor¯smo.

2De¯nimos, a partir de las anteriores, la funci¶on Á : (G ; + ; - ) ¡ ! (R ; + ; · )L

dada por:
¡ ¢eÁ (g ) = u ( g + G ) ; u ( eu ( g ) )1 2

Claramente, Á es un homomor¯smo. Para probar su isoton¶³a sea g 2 G

cualquiera, con e Á g . Basta ver que:

Á ( e ) = (0; 0) < Á ( g )L

En efecto, distingamos los dos casos siguientes:

e1 ) g 2 G . En estas condiciones

½
u ( g ) = 01

u ( eu ( g ) ) = u ( g ) > 0 = u ( e )2 2 2

Por lo que (0; 0) < (0; u (g ) ) = Á (g ) .L 2

e e e e e2) g 62 G . Entonces, e Á g y G 6= g + G , por lo que G Á g + G . De aqu¶³, por

ser u utilidad1

e eu (G ) < u (g + G )1 1

Esto es, obtenemos nuevamente como conclusi¶on (0; 0) < Á (g ) .L

Esto completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

eLa existencia de sumando directo para el ideal casi nulo G de un grupo abeliano

totalmente ordenado (G ; +; - ) estar¶a garantizada, por ej emplo, en las dos siguientes

situaciones:
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1 ) Cuando G sea un g ru p o a be lia n o lib re , en cuyo caso (v¶ease Hungerford [1 974] ,

p. 71 ) es isomorfo a una suma directa de copias del grupo aditivo Z de los enteros.

2) Cuando G sea un g ru p o a be lia n o ¯ n ita m e n te g e n e ra d o , en cuyo caso (v¶ease

Hungerford [1 974] , p. 76) es isomorfo a una suma directa de una cantidad ¯nita

de copias del grupo aditivo Z de los enteros. (Los posibles sumandos directos que,

en el caso de un grupo abeliano ¯nitamente generado general, son grupos c¶³clicos

de orden ¯nito, est¶an excluidos en nuestro contexto porque, siendo G un grupo

totalmente ordenado, carece de elementos nilpotentes no nulos. )
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5 .1 . In tro d u c c i¶o n

Como ya comentamos, todo conj unto totalmente ordenado (X ; - ) es un espacio

topol¶ogico cuando se dota de la denominada to p o lo g¶³a d e l o rd e n ; la cual, por

de¯nici¶on, tiene como subbase de abiertos:

§ = f ( Ã ; a ) ; (b ; ! ) ; a ; b 2 X g

donde

( Ã ; a ) = f x 2 X ; x Á a g

( b ; ! ) = f x 2 X ; b Á x g

En el Cap¶³tulo 1 (v¶eanse las Proposiciones 1 . 3.1 , 1 . 3. 1 ' y 1 . 3. 2) se vieron algunos

resultados cl¶asicos referidos a la existencia de utilidad, basados en condiciones

topol¶ogicas, como la se p a ra b ilid a d o la p e rfec ta se p a ra b ilid a d .

Hemos realizado ya, en la Secci¶on 2. 6, una primera extensi¶on de estos resultados

al contexto de grupos totalmente ordenados (Teoremas 2. 6. 1 y 2. 6. 2) . Tambi¶en,

para el caso de grupos abelianos, descubrimos en cualquier estructura no aditiva-

mente representable la presencia de Z £ Z le x ico g r¶a ¯ co como \germen" de su no

representabilidad (Teorema 2. 6.3) . Resultados similares, como j usti¯caremos en

las primeras secciones de este cap¶³tulo, son tambi¶en aplicables a la estructura de

semigrupo totalmente ordenado.

Adem¶as, profundizaremos nuestro an¶alisis hasta resultados de car¶acter top ol¶ogico

m¶as generales, para los que la topolog¶³a del orden j ugar¶a un papel esencial.

Dado un semigrupo positivo, representable aditivamente en la recta real, una de las

cuestiones que abordaremos es la b ¶usqueda de condiciones adicionales m¶³nimas para
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que tal semigrupo sea la recta real positiva. El origen del problema de caracteri-

zaci¶on del co n tin u o rea l p o sitiv o se remonta a Cantor [1 895, 1 897] , pero aparece

tambi¶en en trabaj os recientes, como los de Beardon y Mehta [1 994 (2) ] o Herden y

Mehta [1 994] . En Luce y Narens [1 987] se considera adem¶as, como en nuestro estu-

dio, la existencia de una operaci¶on interna, como parte de la estructura ordenada.

Tambi¶en analizaremos la cuesti¶on de la co n tin u id a d de una funci¶on de utilidad

aditiva. Probaremos que, para semigrupos totalmente ordenados, imponiendo la

condici¶on adicional de que la suma sea continua en la topolog¶³a del orden, cualquier

funci¶on de utilidad resulta siempre continua.

En el caso de grupos totalmente ordenados, la condici¶on de que la op eraci¶on interna

sea continua est¶a siempre garantizada, por lo que podremos demostrar que c u a lq u ie r

g ru p o a rq u im ed ia n o re su lta re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d co n tin u a y

a d itiv a . Este resultado aporta una extensi¶on al cl¶asico Teorema de HÄolder.

5 .2 . S e m ig ru p o s p e rfe c ta m e n te se p a ra b le s

En la secci¶on 2. 6 hemos comprobado que la caracterizaci¶on de existencia de utilidad

para conj untos totalmente ordenados dada por la p e rfec ta se p a ra b ilid a d se extiende

al contexto de grupos totalmente ordenados, sin m¶as que imponer como condici¶on

adicional que el subconj uto (o bien, subgrupo) o rd e n d e n so que proporciona la

perfecta separabilidad sea a rq u im ed ia n o (v¶ease Teorema 2. 6. 2) .

La manera natural de adaptar este resultado al caso de semigrupos totalmente

ordenados es la sustituci¶on de la propiedad arquimediana por la propiedad f n +1 ; n g .

Para ello introducimos la siguiente de¯nici¶on, que ser¶a ¶util cuando queramos hacer

referencia al \buen comportamiento" de los elementos de un semigrupo frente a la

mencionada propiedad.
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D e ¯ n ic i¶o n 5 .2 .1 : S u b c o n ju n t o s u p e r -a r q u im e d ia n o

Un subconj unto A de un semigrupo positivo (S ; +; - ) se dir¶a su p e r-a rq u im ed ia n o

si para todo a ; b 2 A , con a Á b , existe n 2 N tal que

(n + 1 ) a Á n b

N¶otese que la de¯nci¶on es equivalente a la siguiente condici¶on, basada en la propie-

dad f p > q g : para todo a ; b 2 A , con a Á b , existen p ; q 2 N , con p > q tales

que

p a Á q b

En efecto:

Es obvio que la de¯nici¶on implica el segundo enunciado. Para el rec¶³proco

sean a ; b 2 A , a Á b ; para los que existen n¶umeros naturales p ; q , con p > q y

p a Á q b . Si suponemos, por reducci¶on al absurdo, n b Á (n + 1 ) a , para todo

n 2 N , entonces en particular: q b Á (q + 1 ) a . Pero entonces:

q b Á (q + 1 ) a Á (q + 2) a Á : : : Á p a

contra lo supuesto. ¥

La de¯nici¶on puede aplicarse dualmente a semigrup os negativos, a partir del con-

cepto de o rd e n o p u e sto (v¶ease De¯nici¶on 3. 4. 1 ) . En cuanto a semigrupos generales,

podemos enunciar:

Un subconj unto A de un semigrupo totalmente ordenado (S ; + ; - ) se dir¶a super-

+ ¡arquimediano, si los conj untos A \ S , A \ S son o bien vac¶³os, o bien super-

arquimedianos.

Obs¶ervese tambi¶en que, a partir de la de¯nici¶on, un semigrupo totalmente ordenado

veri¯ca las propiedades f n + 1 ; n g y f p > q g si y s¶olo si la totalidad del semigrupo

es un conj unto sup er-arquimediano.
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T e o r e m a 5 .2 .1

S i u n se m ig ru p o p o sitiv o ( S ; + ; - ) c o n tie n e u n su b c o n ju n to o rd e n d e n so D µ S

su p e r-a rq u im e d ia n o , e n to n c e s e l p ro p io se m ig ru p o S e s su p e r-a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

Sean a ; b 2 S , con a Á b . Por la invariancia por traslaciones se obtiene,

sumando primero a por la izquierda y despu¶es b por la derecha:

2a Á a + b Á 2 b

Repitiendo la misma manipulaci¶on:

½
3a Á 2 a + b Á a + 2 b

2 a + b Á a + 2 b Á 3b

de donde:

3a Á 2 a + b Á a + 2 b Á 3b

En estas condiciones, existen elementos d ; d 2 D tales que:1 2

3a - d - 2 a + b Á a + 2 b - d - 3b1 2

Puesto que D es super-arquimediano, existen p ; q 2 N , p > q tales que

p d Á q d . Por tanto:1 2

3p a - p d Á q d - 3q b1 2

En particular

(3p ) a Á (3q ) b con 3p > 3q

por lo que S es super-arquimediano. ¥
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T e o r e m a 5 .2 .2

D a d o u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( S ; + ; - ) , so n e q u iv a le n te s:

i) (S ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le .

ii) S c o n tie n e u n su b se m ig ru p o c o n ta b le , o rd e n d e n so y su p e r-a rq u im e d ia n o .

iii) S c o n tie n e u n su b c o n ju n to c o n ta b le o rd e n d e n so y su p e r-a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

(i) =) (ii)

Si el semigrupo es aditivamente representable entonces es tambi¶en, en par-

ticular, representable; por lo que S es perfectamente separable.

Sea D µ S subconj unto contable y orden denso. El subsemigrupo < D >

generado p or D :

< D > = f d + d + ¢ ¢ ¢ + d ; n 2 N g1 2 n

es claramente contable, y tambi¶en orden denso por contener a D . Adem¶as,

es aditivamente representable, por serlo S .

Se concluye que < D > es un subsemigrupo contable, orden denso y super-

arquimediano.

(ii) =) (iii)

Es evidente.
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(iii) =) (i)

Si S admite un subconj unto D µ S contable, orden denso y super-arquime-

+diano, entonces claramente, D \ S , supuesto no vac¶³o, es un conj unto con-

+table, orden denso en S , y super-arquimediano. Lo mismo se aplica al cono

negativo por lo que, de acuerdo con el Teorema anterior, cada cono no vac¶³o

de S es aditivamente representable.

Sabemos por el Teorema 3. 7. 1 que, como consecuencia, la totalidad del semi-

grupo es aditivamente representable. ¥

O b s e r v a c i¶o n

El resultado anterior es an¶alogo al obtenido en el caso de grupos totalmente orde-

nados (Teorema 2. 6. 2) . Cabe comentar, sin embargo, la siguiente diferencia signi-

¯cativa frente a lo analizado en el caso de grupos arquimedianos.

El subgrupo (abeliano) Z x + Z y generado por dos elementos positivos pod¶³a ser

orden denso en el grupo y proporcionar, por tanto, el subgrupo contable arquime-

diano, requerido en la perfecta separabilidad. Vimos en el Teorema 2. 6. 5 que esto

sucede cuando Z x + Z y carece de m¶³nimo elemento positivo.

No es posible obtener un resultado as¶³ para semigrup os. Supongamos un semigrupo

conmutativo totalmente ordenado (S ; + ; - ) . Un subsemigrupo generado por dos

+elementos positivos x ; y 2 S tiene la forma:

S ( x ; y ) = f m :x + n :y ; m ; n 2 N [ f 0g ; m + n > 0g

por lo que siempre tiene un primer elemento z = minf x ; y g . Por tanto, cuando un
¡ ¢

semigrupo S carezca de m¶³nimo elemento positivo { (0; +1 ) ; + ; · es un ej em-

plo trivial{, nunca podremos encontrar un subsemigrupo orden denso de la forma

S ( x ; y ) . De hecho, el argumento muestra que en todo semigrupo positivo y con-

mutativo que carezca de m¶³nimo elemento positivo, cualquier subsemigrupo orden

denso requiere una cantidad in¯nita de generadores.
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5 .3 . S e m ig ru p o s c o n m u ta tiv o s n o re p re se n ta b le s a d itiv a -

m e n te

En el Teorema 2. 6. 3 hemos reconocido la estructura (Z £ Z; +; - ) como \germen"L

de la no existencia de utilidad aditiva en grupos abelianos totalmente ordenados,

esto es, caracterizabamos la representabilidad de un grupo abeliano totalmente

ordenado por no contener como subgrupo a Z £ Z lexicogr¶a¯co.

Planteamos ahora una pregunta similar, para semigrupos conmutativos: >cu¶al es la

subestructura, contenida en cualquier semigrup o conmutativo totalmente ordenado,

que impide la existencia de utilidad aditiva?

Puesto que la no representabilidad aditiva en semigrupos totalmente ordenados

supone la no representabilidad de alguno de sus conos, podemos suponer, sin p¶erdida

de generalidad, el caso de semigrup os positivos.

Si ( S ; + ; - ) es un semigrupo positivo conmutativo, representaremos como en la

secci¶on anterior por S (x ; y ) el subsemigrupo generado por dos elementos x ; y 2 S :

S (x ; y ) = f m :x + n :y ; m ; n 2 N [ f 0g ; m + n > 0g

Analizamos en la siguiente Proposici¶on una propiedad b¶asica de este conj unto:

P r o p o s ic i¶o n 5 .3 .1

S e a n x ; y , c o n x Á y , e le m e n to s d e u n se m ig ru p o p o sitiv o c o n m u ta tiv o (S ; + ; - )

q u e c o n stitu y e n u n p a r a rq u im e d ia n o . E n to n c e s, e l su b se m ig ru p o S ( x ; y ) g e n e ra d o

p o r x e y e s a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

0 0 0 0Sean m x + n y , m x + n y elementos de S (x ; y ) , con m x + n y Á m x + n y .
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Siendo el par x ; y arquimediano, debe existir n 2 N tal que y Á n x . As¶³:0 0

0 0 0 0 0 0 0 0m x + n y - m y + n y = (m + n ) y Á (m + n ) n x0

0 0 0 0 0 0Á (m + n ) n ( m + n ) x = ( m + n ) n m x + (m + n ) n n x0 0 0

0 0 0 0 0 0- (m + n ) n m x + ( m + n ) n n y = ( m + n ) n (m x + n y )0 0 0

Esto es

0 0m x + n y Á h :( m x + n y ) h 2 N

por lo que S (x ; y ) es arquimediano. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Tras realizar en el Teorema 2. 6.4 la clasi¯caci¶on de las posibles estructuras de grupo

abeliano totalmente ordenado Z x + Z y generado por dos elementos x e y , se hizo

notar que dichos elementos podr¶³an constituir un par arquimediano y generar, a¶un

as¶³, un grupo no arquimediano.

La Proposici¶on anterior constata que, en el caso de semigrupos positivos conmuta-

tivos, tal anomal¶³a no puede darse. Esta mej ora es debida a que en la estructura

S ( x ; y ) no se consideran elementos formados a partir de coe¯cientes enteros nega-

tivos.

A pesar de lo anterior, como comprobamos en el siguiente ej emplo, todav¶³a es posible

generar un semigrupo que no veri¯que la propiedad f n + 1 ; n g , a partir de elementos

que veri¯quen esta propiedad (es decir, a partir de un par super-arquimediano) .

E je m p lo 5 .3 .1

Sea el subsemigrupo positivo de Z £ Z lexicogr¶a¯co, generado por los elementos

x = (1 ; 1 ) y = (3; 4)
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El par x ; y es arquimediano: (3; 4) Á 4:(1 ; 1 ) = (4; 4) , por lo que en particularL

S ( x ; y ) es arquimediano. M¶as a¶un, tomando por ej emplo n = 2 observamos que

(2 + 1 ) (1 ; 1 ) = (3; 3) Á 2 :(3; 4) = (6; 8)L

Es decir, el par x ; y es adem¶as super-arquimediano.

Sin embargo, 3:(1 ; 1 ) = (3; 3) 2 S ( x ; y ) , (3; 3) Á (3; 4) y el par (3; 3) , (3; 4) no esL

super-arquimediano, pues para todo n 2 N :

n (3; 4) = (3n ; 4n ) Á (3n + 3; 3n + 3) = (n + 1 ) (3; 3)L

Luego el par super-arquimediano f (1 ; 1 ) ; (3; 4) g genera un semigrupo no super-

arquimediano. ¥

Adelantamos ya el resultado que se formalizar¶a en el pr¶oximo Teorema, tomando

en consideraci¶on las dos situaciones signi¯cativas que pueden distinguirse cuando

un semigrupo positivo y conmutativo ( S ; + ; - ) no es representable aditivamente:

La primera posibilidad es que ( S ; + ; - ) no sea arquimediano. Debemos pensar,

como germen de la no representabilidad, en el semigrupo generado por un par no

arquimediano de elementos, puesto que de acuerdo con la Proposici¶on anterior,

cualquier par arquimediano generar¶³a un semigrupo arquimediano. Demostraremos

que, en este caso, (S ; + ; - ) , contiene necesariamente un subsemigrupo isomorfo e

is¶otono al subsemigrupo de Z £ Z lexicogr¶a¯co generado por los elementos (0; 1 ) y

(1 ; 0) . Representaremos este semigrupo ( N ; + ; - ) :L

N = f (m ; n ) 2 Z £ Z; m ¸ 0; n ¸ 0; m + n > 0g

N¶otese que, en particular, el propio N es no arquimediano.

Pero, como sabemos, puede ocurrir tambi¶en que el semigrupo ( S ; +; - ) sea arquime-

diano y no representable aditivamente. La sub estructura no super-arquimediana que

se considere deber¶a estar generada, por tanto, a partir de elementos que cumplan la
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propiedad arquimediana. Demostraremos que, en este segundo caso, ( S ; + ; - ) con-

tiene un subsemigrupo isomorfo e is¶otono al subsemigrupo de Z £ Z lexicogr¶a¯co ge-

nerado por los elementos (1 ; 0) , (1 ; 1 ) . Representaremos este semigrupo (A ; + ; - ) :L

A = f (m + n ; n ) 2 Z £ Z; m ¸ 0; n ¸ 0; m + n > 0g

N¶otese que, en particular, el propio A es arquimediano, pero no super-arquimediano.

T e o r e m a 5 .3 .1

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o p o sitiv o y c o n m u ta tiv o , p a ra e l q u e n o e x iste fu n c i¶o n

d e u tilid a d a d itiv a . E n to n c e s:

1 ) S i (S ; + ; - ) n o e s a rq u im e d ia n o , c o n tie n e u n su b se m ig ru p o iso m o rfo e

is¶o to n o a ( N ; + ; - ) .L

2 ) S i (S ; +; - ) e s a rq u im e d ia n o , c o n tie n e u n su b se m ig ru p o iso m o rfo e is¶o to n o

a (A ; + ; - ) .L

E n c u a lq u ie r c a so , p u e sto q u e e l se g u n d o d e e sto s se m ig ru p o s e s su b se m ig ru p o

d e l p rim e ro , se c o n c lu y e q u e c u a lq u ie r se m ig ru p o p o sitiv o y c o n m u ta tiv o n o re p re -

se n ta b le a d itiv a m e n te c o n tie n e c o m o su b e stru c tu ra a ( A ; +; - ) .L

D e m o stra c i¶o n

1 ) Si (S ; + ; - ) no es arquimediano, existen x ; y 2 S , con x Á y , que consti-

tuyen un par no arquimediano.

La aplicaci¶on f : ( S ( x ; y ) ; + ; - ) ¡ ! (N ; + ; - ) dada porL

f ( m x + n y ) = (m ; n )

es claramente un isomor¯smo. Adem¶as, es is¶otona; siendo la demostraci¶on de

este hecho an¶aloga a la realizada con Z£ Z lexicogr¶a¯co, en grupos totalmente

ordenados (Teorema 2. 6. 3) .
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2) Si (S ; + ; - ) es arquimediano, pero no aditivamente representable, existen

elementos x ; y 2 S , x Á y , que constituyen un par no super-arquimediano

(aunque se tratar¶a, obviamente, de un par arquimediano) . Por tanto, se

veri¯ca:

x Á y k y Á ( k + 1 ) x 8 k 2 N

La aplicaci¶on g : ( S (x ; y ) ; +; - ) ¡ ! (A ; + ; - ) dada porL

g (m x + n y ) = ( m + n ; n )

es claramente un isomor¯smo. Para la isoton¶³a, debemos probar:

0 0 0 0 0 0 0m x + n y Á m x + n y =) m + n < m + n o m + n = m + n ; n < n

Analicemos los casos que pueden presentarse:

0a) m < m . Entonces:

0 0 0 0m x + n y Á m x + n y =) n y Á ( m ¡ m ) x + n y

Por ser k x Á k y 8 k 2 N :

0 0 0 0n y Á (m ¡ m ) y + n y = (m ¡ m + n ) y

0 0De donde n < m ¡ m + n , y por tanto:

0 0m + n < m + n

0 0b) m = m . Entonces, m x = m x . Por tanto:

0 0 0 0m x + n y Á m x + n y =) n y Á n y =) n < n

0 0Siendo m = m , n < n , obtenemos tambi¶en:

0 0m + n < m + n
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0 0c) m < m , n < n . Entonces:

0 0 0 0m x + n y Á m x + n y =) (m ¡ m ) x Á (n ¡ n ) y

Por ser k y Á (k + 1 ) x 8 k 2 N :

0 0( m ¡ m ) x Á ( n ¡ n + 1 ) x

Y de aqu¶³:

0 0 0 0 0 0m ¡ m < n ¡ n + 1 =) m + n < m + n + 1 =) m + n · m + n

0 0 0Si ocurriera m + n = m + n , puesto que m < m , deber¶³a ser necesariamente

0n < n , con lo que se tiene el resultado.

0 0d) m < m , n · n . Esta situaci¶on no puede presentarse, pues exigir¶³a:

0 0m x Á m x y n y - n y

De donde:

0 0m x + n y Á m x + n y

Contra lo supuesto.

Los casos analizados recogen todas las posibilidades que pueden presentarse,

por lo que se tiene el resultado. ¥

O b s e r v a c i¶o n

En el resultado anterior no puede eliminarse la condici¶on de que el semigrupo

(S ; + ; - ) sea conmutativo. El cono positivo del ej emplo utilizado para compro-

bar este hecho en el caso de grupos totalmente ordenados (Ej emplo 2. 6. 1 ) sirve

para ilustrar esta a¯rmaci¶on, como pasamos a demostrar.
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E je m p lo 5 .3 .2

Sea M el conj unto de matrices 2 £ 2:

µ ¶
1 0

M = f ; a ; b 2 R ; a > 0g
b a

que, como sabemos, tiene estructura de grupo (no abeliano) totalmente ordenado,

con la operaci¶on p ro d u c to d e m a trice s, y el orden total - dado por:

µ ¶ µ ¶
1 0 1 0 0 0 0- ( ) a < a o a = a ; b · b0 0b a b a

+Consideremos ahora el cono p ositivo M de este grupo, dado por:

µ ¶
1 0+M = f ; a > 1 o a = 1 ; b > 0g
b a

µ ¶ µ ¶
1 0 1 0

Supongamos que dos matrices A = y B = del cono positivo de
b a d c

n n + 1M fueran tales que A Á B y B - A para todo n 2 N ; esto es:

µ ¶ µ ¶n
1 0 1 0nB = = -2 n ¡ 1 nd c d (1 + c + c + ¢ ¢ ¢ + c ) c

µ ¶ µ ¶n + 1
1 0 1 0 n + 1= = A 8 n 2 N2 n n + 1b(1 + a + a + ¢ ¢ ¢ + a ) a b a

n n + 1Se seguir¶³a que 1 · a · c y c · a para todo n 2 N . Como consecuencia,

por veri¯car el grupo multiplicativo de los n¶umeros reales positivos la propiedad

f n + 1 ; n g , necesariamente, a = c y por tanto b < d . El caso a = c = 1 puede

descartarse. En efecto, si c = 1 llegamos a:

µ ¶ µ ¶
1 0 1 0n n + 1B = - = A 8 n 2 N

n :d 1 ( n + 1) :b 1

De donde n d < (n + 1 ) b , para todo n 2 N , siendo 0 < b < d . Esto no puede ocurrir,

por veri¯car el grupo aditivo de los reales la propiedad f n + 1 ; n g . Por tanto, debe

ser c > 1 .
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Finalmente observemos que:

µ ¶ µ ¶
1 0 1 0

A :B = 6= = B :A
b + d c b c + d c

puesto que b 6= b c , al ser c 6= 1 .

+Conclu¶³mos que cualquier par no super-arquimediano de elementos en M genera un

subsemigrupo no conmutativo. En estas condiciones, (M ; £ ; - ) no puede contener

a (A ; + ; - ) como subestructura, puesto que (A ; +) es conmutativo. ¥L

5 .4 . S e m ig ru p o s p o sitiv o s y e l c o n tin u o

Conocemos que un semigrupo positivo (S ; +; - ) y super-arquimediano, esto es, que

cumpla la propiedad f n + 1 ; n g , es representable por una funci¶on de utilidad aditiva

estrictamente positiva.

u : ( S ; +; - ) ¡ ! ((0; 1 ) ; +; · )

Es natural preguntarse baj o qu¶e condiciones m¶³nimas adicionales queda caracteri-

zada la estructura aditiva y ordenada ((0; 1 ) ; + ; · ) de los n¶umeros reales positivos,

es decir: el co n tin u o rea l p o sitiv o .

El problema de caracterizaci¶on del co n tin u o , de¯nido como un conj unto total-

mente ordenado, Dedekind completo y orden separable (v¶ease, por ej emplo, Luce

y Narens [1987] ) , fue propuesto por Cantor [1 895, 1 897] y nos conduce a los fun-

damentos del An¶alisis Real. Varios trabaj os recientes en la literatura se re¯eren al

concepto de continuo, en el contexto de estructuras totalmente ordenadas (v¶ease

Beardon y Mehta [1 994, 2] o Herden y Mehta [1994] ) .

En particular, Luce y Narens [1 987] consideran cuestiones relacionadas con la idea

de continuo dotado de una operaci¶on interna, que denominan co n ca te n a c i¶o n , y que

corresponde en esencia a la estructura algebraica de semigrupo. Las caracteriza-

ciones que obtienen est¶an basadas en el concepto de re so lu b ilid a d .
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Para nuestro estudio partiremos de un semigrupo positivo (S ; + ; - ) , y tomaremos

en consideraci¶on la to p o lo g¶³a d e l o rd e n que, como veremos, j ugar¶a un papel esencial

en los resultados.

Comenzamos con algunas De¯niciones b¶asicas y Lemas introductorios.

D e ¯ n ic i¶o n 5 .4 .1 : D e d e k in d -c o m p le t it u d

Un conj unto totalmente ordenado ( X ; - ) se dice D ed e k in d -co m p le to si todo sub-

conj unto no vac¶³o de X acotado superiormente tiene su p re m o (i. e. cota superior

m¶³nima) .

O b s e r v a c i¶o n

Un espacio topol¶ogico ( X ; ¿ ) se dice co n e x o si no puede descomponerse como uni¶on

de dos subconj untos abiertos, disj untos y no vac¶³os.

Cuando se considera, en particular, un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) , dotado

de la topolog¶³a del orden, resulta que (X ; - ) es conexo si y s¶olo si es Dedekind-

completo y sin huecos (i. e. , para todo a ; b 2 X , a Á b , existe c 2 X tal que

a Á c Á b) . La demostraci¶on puede verse, por ej emplo, en Birkho® [1 940{1967] .

L e m a 5 .4 .1

S e a ( X ; - ) u n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o . S e a n A y B su b c o n ju n to s n o v a c¶³o s

d e X , c o n a - b p a ra to d o a 2 A , b 2 B . E n to n c e s se v e rī c a :

1 ) E l su p re m o d e A (sup A ), c a so d e e x istir, e s c o ta in fe rio r d e B .

2 ) E l ¶³n ¯ m o d e B (inf B : c o ta in fe rio r m ¶a x im a d e B ) , c a so d e e x istir, e s

c o ta su p e rio r d e A .

3 ) S i e x iste n sup A e inf B , e n to n c e s se v e rī c a sup A - inf B .
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D e m o stra c i¶o n

N¶otese que, por de¯nici¶on, todo elemento de A es cota inferior de B , y todo

elemento de B es cota superior de A .

1 ) Si existe sup A , pero no es cota inferior de B , existir¶³a alg¶un elemento

b 2 B tal que b Á sup A . Esto es absurdo, porque b resultar¶³a ser una cota

superior de A menor que sup A .

2) Es an¶alogo.

3) Se deduce de las anteriores. En efecto, sup A es cota inferior de B , luego

sup A no puede ser mayor que la mayor cota inferior de B ; esto es: sup A -
inf B . ¥

L e m a 5 .4 .2

U n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o ( X ; - ) e s D e d e k in d -c o m p le to si y s¶o lo si e x iste

e l ¶³n ¯ m o d e to d o su b c o n ju n to n o v a c¶³o d e X a c o ta d o in fe rio rm e n te .

D e m o stra c i¶o n

Supongamos ( X ; - ) Dedekind-completo, y sea B un subconj unto no vac¶³o de

X acotado inferiormente. Consideremos el subconj unto no vac¶³o A µ X de

las cotas inferiores de B . Claramente, todo elemento de B es cota superior

de A , luego existe el supremo del conj unto A : sup A .

Comprob emos que el elemento sup A es, adem¶as, el ¶³n¯mo de B :

Dado un elemento cualquiera b 2 B , no puede ocurrir que b Á sup A porque,

en tal caso, existir¶³a alg¶un elemento a 2 A con b Á a , en contradicci¶on con

la de¯nici¶on de A . Por tanto, sup A es cota inferior de B .
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Por otra parte, dada una cota inferior cualquiera de B , por de¯nici¶on de A

se cumple que c 2 A , y por tanto c - sup A .

Conclu¶³mos que sup A es la mayor cota inferior de b , es decir, existe el ¶³n¯mo

de B y, en particular,

sup A = inf B

El rec¶³proco es an¶alogo. ¥

L e m a 5 .4 .3

S e a (X ; - ) u n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o , D e d e k in d -c o m p le to , y se a A µ X

u n su b c o n ju n to n o v a c¶³o d e X , a c o ta d o su p e rio rm e n te . E n to n c e s se v e rī c a q u e

sup A 2 A (c la u su ra d e A , e n la to p o lo g¶³a d e l o rd e n ). A n ¶a lo g a m e n te , si B µ X e s

u n su b c o n ju n to d e X n o v a c¶³o y a c o ta d o in fe rio rm e n te , se v e rī c a inf B 2 B .

D e m o stra c i¶o n

Supondremos el caso en que X no tiene \cotas universales" , es decir, no existe

el supremo ni el ¶³n¯mo del conj unto X . (En cualquier otro caso, la prueba

resultar¶³a similar) .

Si sup A 62 A , puesto que X ¡ A es abierto, es posible encontrar elementos a

y b en X tales que

a Á sup A Á b y (a ; b) \ A = ;

En estas condiciones, para cualquier x 2 A , puesto que x - sup A , se sigue

x - a . Este hecho contradice la de¯nici¶on de sup A , luego debe ser sup A 2 A .

La demostraci¶on para el ¶³n¯mo es an¶aloga. ¥
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D e ¯ n ic i¶o n 5 .4 .2 : S e m ig r u p o t o p o l¶o g ic o t o t a lm e n t e o r d e n a d o

Se llama se m ig ru p o to p o l¶o g ico a una estructura ( S ; + ; ¿ ) veri¯cando:

1 ) (S ; +) es semigrupo.

2) (S ; ¿ ) es espacio topol¶ogico.

3) La operaci¶on interna +

+ : S £ S ¡ ! S

(x ; y ) 7! x + y

es una aplicaci¶on continua.

Se llama se m ig ru p o to p o l¶o g ico to ta lm e n te o rd e n a d o , a un semigrupo totalmente

ordenado (S ; + ; - ) que es semigrupo topol¶ogico, cuando se considera en (S ; - ) la

topolog¶³a del orden.

Se llama g ru p o to p o l¶o g ico a una estructura (G ; +; ¿ ) veri¯cando:

1 ) (G ; +) es grupo.

2) (G ; ¿ ) es espacio top ol¶ogico.

3) La operaci¶on interna +

+ : G £ G ¡ ! G

(x ; y ) 7! x + y

y la aplicaci¶on \inv"

inv : G ¡ ! G

x 7! ¡ x

son ambas continuas.
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O b s e r v a c i¶o n

Es conocido que todo grupo totalmente ordenado es grupo topol¶ogico con respecto

a la topolog¶³a del orden (ver Fuchs [1 963] , p.33 o Nyikos y Reichel [1 975] ) . Sin

embargo, esto no es cierto en general para semigrupos, como comprobamos en el

siguiente ej emplo:

E je m p lo 5 .4 .1

Sea S = [2 ; 3) [ [4; + 1 ) , con la suma y orden habituales en los n¶umeros reales. Tal

suma es claramente estable en S , por lo que se trata de un semigrupo totalmente

ordenado.

Consideremos el intervalo (7; 9) , entorno de 4 + 4 = 8, con 4; 8 2 S . Puesto que todo

entorno de 4 (en la topolog¶³a del orden de S ) contiene alg¶un elemento menor que

3, la suma de dos entornos de 4 contendr¶a, necesariamente, alg¶un elemento menor

que 6, que por ello no pertenecer¶a al intervalo (7; 9)

Por tanto, no pueden determinarse entornos de 4 cuya suma quede contenida en

(7; 9) , por lo que + no es continua con respecto a la topolog¶³a del orden en (S ; + ; - ) .

O b s e r v a c i¶o n

En el Cap¶³tulo 1 explicamos que dado un conj unto totalmente ordenado (X ; - ) ,

dotado de la topolog¶³a del orden, y un subconj unto A µ X , ocurre que la topolog¶³a

del orden en (A ; - ) es menos ¯na que la topolog¶³a que A hereda de la topolog¶³a del

orden en (X ; - ) .

El ej emplo anterior pone de mani¯esto esta circunstancia, trat¶andose de un subcon-

j unto de los n¶umeros reales cuya top olog¶³a del orden es menos ¯na que la topolog¶³a

restringida usual inducida por la de R .



{ 206 { Semigrupos top ol¶ogicos totalmente ordenados.

A partir de los conceptos y lemas anteriores podemos introducirnos ya en los re-

sultados que conducir¶an a la caracterizaci¶on del continuo, ob j etivo de esta secci¶on.

Comenzamos con una Proposici¶on, para la que damos una prueba an¶aloga a la que

aparece en Pontryaguin [1 978] , p. 1 1 0, para el caso de grupos topol¶ogicos.

P r o p o s ic i¶o n 5 .4 .1

S e a (S ; + ; ¿ ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o , y se a a 2 S c u a lq u ie ra . E n to n c e s, la a p li-

c a c i¶o n tra sla c i¶o n p o r la izq u ie rd a i : S ¡ ! S d a d a p o r: i ( x ) = a + x (x 2 S ), e sa a

c o n tin u a . T a m b i¶e n , la a p lic a c i¶o n tra sla c i¶o n p o r la d e rec h a d : S ¡ ! S d a d a p o r:a

d (x ) = x + a (x 2 S ), e s c o n tin u a .a

D e m o stra c i¶o n

Sea W un entorno de i ( x ) = a + x . Puesto que + es una operaci¶on continua,a

existe un entorno U de a y tambi¶en un entorno V de x tales que U + V µ W .

En particular, a + V µ W , esto es, i (V ) µ W , por lo que la traslaci¶on i esa a

continua.

De la misma forma, d resulta continua. ¥a

P r o p o s ic i¶o n 5 .4 .2

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , D e d e k in d -c o m p le to . E n to n c e s,

p a ra to d o su b c o n ju n to n o v a c¶³o A µ S a c o ta d o su p e rio rm e n te (re sp . in fe rio rm e n te ),

y p a ra to d o a 2 S , e x iste sup(a + A ) y a d e m ¶a s e s sup(a + A ) - a + sup A (re sp .

e x iste inf(a + A ) y e s a + inf A - inf( a + A ) ).

D e m o stra c i¶o n

Supongamos A acotado sup eriormente. Para todo x 2 A , se tiene x -
sup A . Entonces, para cualquier a 2 S ¯j o, se veri¯ca por la invariancia por
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traslaciones de - :

a + x - a + sup A

Obtenemos as¶³ que a + sup A es una cota superior de a + A , por lo que siendo

S Dedekind-completo, existe sup(a + A ) , y debe ser

sup(a + A ) - a + sup A

La prueba para el caso en que A est¶a acotado inferiormente es an¶aloga. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Las desigualdades que aparecen en la anterior Proposici¶on son, en general, es-

trictas, como veremos en el siguiente ej emplo. Sin embargo, probaremos en la

Proposici¶on 5. 4. 3 que, en el contexto de semigrupos topol¶ogicos totalmente ordena-

dos, se veri¯can las igualdades.

E je m p lo 5 .4 .2

Sea, como antes S = [2 ; 3) [ [4; + 1 ) , con la suma y orden habituales en los n¶umeros

reales. Notemos que:

sup(2 + (2 ; 3) ) = sup(4; 5) = 5

mientras que

2 + sup(2 ; 3) = 2 + 4 = 6

Esto es, sup(2 + (2 ; 3) ) < 2 + sup(2 ; 3) . ¥

P r o p o s ic i¶o n 5 .4 .3

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , D e d e k in d -c o m p le to .

E n to n c e s, p a ra to d o su b c o n ju n to n o v a c¶³o A µ S a c o ta d o su p e rio rm e n te (re sp .

in fe rio rm e n te ), y p a ra to d o a 2 S , e x iste sup(a + A ) y a d e m ¶a s e s sup(a + A ) =

a + sup A (re sp . e x iste inf( a + A ) y e s a + inf A = inf( a + A ) ).
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D e m o stra c i¶o n

Supongamos A acotado superiormente. Sab emos por la proposici¶on anterior

que existe sup(a + A ) y es sup(a + A ) - a + sup A .

Si suponemos sup(a + A ) Á a + sup A , entonces el conj unto

W = (sup(a + A ) ; ! ) = f x 2 S ; sup(a + A ) Á x g

es un entorno del elemento a + sup A .

Para cualquier x 2 a + A , est¶a claro que x - sup(a + A ) , de donde

W \ ( a + A ) = ;

Por otra parte, puesto que (por la Proposici¶on 5. 4.1 ) toda traslaci¶on es con-

tinua, se sigue que existe un entorno U de sup A tal que a + U µ W . Aplicando

ahora el Lema 5. 4. 3, tenemos que sup A 2 A , de donde A \ U 6= ; .

Tomemos un elemento x 2 A \ U . Se sigue que

a + x 2 (a + A ) y tambi¶en a + x 2 ( a + U ) µ W

As¶³, a + x 2 W \ ( a + A ) , lo que supone una contradicci¶on.

La prueba cuando A es un subconj unto acotado inferiormente es an¶aloga. ¥

T e o r e m a 5 .4 .1

S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , p o sitiv o y c o n e x o . S e a n

a ; b ; x 2 S ta le s q u e a Á b y a + x - b . E n to n c e s e x iste u n e le m e n to y 2 S ta l q u e

a + y = b .

(L o m ism o se r¶a c ie rto c o n sid e ra n d o la su m a d e lo s e le m e n to s x e y p o r la iz q u ie rd a ).
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D e m o stra c i¶o n

Supongamos a ; b ; x 2 S , con a Á b y a + x - b . Consideramos los siguientes

subconj untos de S :

X = f x 2 S ; a + x - b g

Y = f y 2 S ; b Á a + y g

El subconj unto Y es no vac¶³o, pues siendo S positivo se veri¯ca b Á a + b ,

por lo que b 2 Y . El sub conj unto X es no vac¶³o por hip¶otesis. Por tanto,

f X ; Y g es una partici¶on de S .

Claramente para todo x 2 X , y 2 Y es a + x Á a + y . Por la invariancia

por traslaciones, es tambi¶en x Á y . Por tanto, X resulta ser un subconj unto

acotado superiormente, e Y un subconj unto acotado inferiormente. Por los

Lemas 5. 4.1 y 5. 4. 2, existen sup X , inf Y , y es sup X - inf Y .

Veamos que, adem¶as, sup X = inf Y . En efecto, si la igualdad no fuera cierta,

sino por el contrario, sup X Á inf Y , puesto que S carece de huecos deber¶³a

existir un elemento z 2 S tal que

sup X Á z Á inf Y

Pero en estas condiciones, tal elemento no puede pertenecer ni a X ni a Y ,

contra el hecho de ser f X ; Y g partici¶on de S .

Comprobado que sup X = inf Y , por continuidad de la operaci¶on +, y seg¶un

la Proposici¶on 5. 4. 3, obtenemos adem¶as

sup(a + X ) = a + sup X = a + inf Y = inf(a + Y )

Por de¯nici¶on de los subconj untos X e Y , debe ser

sup(a + X ) - b - inf( a + Y )
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Por lo que necesariamente

sup(a + X ) = inf(a + Y ) = b

Esto es:

a + sup X = a + inf Y = b

Por lo que sup X = inf Y resulta ser el elemento buscado. ¥

C o r o la r io 5 .4 .1

C u a lq u ie r m o n o id e to ta lm e n te o rd e n a d o (M ; +; - ) , to p o l¶o g ic o , p o sitiv o y c o n e x o ,

e s re so lu b le .

D e m o stra c i¶o n

Dado (M ; + ; - ) en las condiciones del enunciado, y considerando el elemento

neutro e 2 M , est¶a claro que para todo a ; b 2 M , con a Á b , se cumple:

a = a + e Á b

Por el Teorema anterior, existe y 2 M tal que a + y = b .

Un argumento an¶alogo j usti¯ca que existe z 2 M tal que z + a = b . Por

tanto M es resoluble. ¥

C o r o la r io 5 .4 .2

S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , c o n m u ta tiv o , p o sitiv o

y c o n e x o , S e a n a ; b 2 S c o n a Á b . E n to n c e s, e x iste n x ; y 2 S ta le s q u e

a Á x - y Á b y a + b = x + y
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D e m o stra c i¶o n

Puesto que S carece de huecos, existe z 2 S tal que a Á z Á b . Por la1 1

invariancia p or traslaciones y por ser S positivo, obtenemos z Á a + z Á1 1

a + b .

Aplicando el Teorema 5. 4. 1 , existe z 2 S tal que z + z = a + b . Compro-2 2 1

bemos que a Á z Á b :2

Por ser z Á b :1

z + z Á z + b =) a + b Á z + b =) a Á z2 1 2 2 2

Por ser a Á z y S conmutativo:1

a + z Á z + z =) a + z Á z + z =) a + z Á a + b =) z Á b2 1 2 2 2 1 2 2

Denominando x = minf z ; z g , y = maxf z ; z g , se tiene1 2 1 2

a + b = x + y y a Á x - y Á b

Lo que completa la demostraci¶on. ¥

T e o r e m a 5 .4 .2

S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , c o n m u ta tiv o , p o sitiv o

y c o n e x o . E n to n c e s, d a d o s a ; b 2 S , a Á b , e x iste m 2 S ta l q u e 2 m = a + b . (E l

e le m e n to m e s e l \ p u n to m ed io " d e l in te rv a lo [a ; b ] ).

D e m o stra c i¶o n

Supongamos, por reducci¶on al absurdo, que existen elementos a ; b 2 S , a Á b ,

para los que 2 m 6= a + b para todo m 2 S . Consideramos los subconj untos:

X = f x 2 S ; 2 x Á a + b g

Y = f y 2 S ; a + b Á 2 y g
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Al ser a Á b y por la invariancia por traslaciones resulta 2 a Á a + b y tambi¶en

a + b Á 2 b . Esto indica que el elemento a pertenece a X y el elemento b

pertenece a Y , por lo que ambos subconj untos X e Y son no vac¶³os. Resulta

as¶³ que f X ; Y g es una partici¶on de S .

Adem¶as, para todo x 2 X , para todo y 2 Y , es claramente 2 x Á 2 y , y por

tanto (aplicando el Lema 3.3. 1 {2) x Á y . Ahora, por los Lemas 5. 4. 1 y 5. 4. 2,

existen sup X , inf Y , y es sup X - inf Y . M¶as a¶un, razonando como en el

anterior Teorema 5.4. 1 , p or conexi¶on de S se sigue que sup X = inf Y .

Sea m = sup X = inf Y .

0Si m 2 X (=) 2 m Á a + b) entonces por el Teorema 5. 4. 1, existe m 2 S tal

0 0que m + m = a + b . As¶³ 2 m Á m + m y, por la invariancia por traslaciones,

0debe ser m Á m .

0Aplicando ahora el Corolario 5.4. 2, existen m ; m 2 S tales que2 2

0 0 0 0m + m = m + m = a + b ; m Á m - m Á m2 22 2

De m Á m , siendo m = sup X , deducimos que m 2 Y . Por tanto2 2

0a + b Á 2 m - m + m = a + b2 2 2

que es una contradicci¶on.

Conclu¶³mos que m 62 X . Analogamente puede probarse que m 62 Y . Esto

contradice que f X ; Y g es partici¶on de S , luego la existencia de elementos

a ; b en las condiciones propuestas debe rechazarse, lo que concluye la de-

mostraci¶on. ¥

C o r o la r io 5 .4 .3

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , c o n e x o , p o sitiv o y

re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a u : S ¡ ! R . S e a n a ; b 2 S , c o n

a Á b . S e a u (a ) = ® , u ( b) = ¯ ; e n to n c e s u ([a ; b ] ) e s d e n so e n [® ; ¯ ] , c o n la to p o lo g¶³a

u su a l d e lo s n ¶u m e ro s re a le s.
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D e m o stra c i¶o n

Es consecuencia inmediata del Teorema 5. 4.2, y del siguiente hecho sencillo:

Dados p ; q 2 R , p < q , el conj unto

k nA = f p + :( q ¡ p ) ; 0 · k · 2 ; k ; n 2 N g
n2

es denso en [p ; q ] . ¥

O b s e r v a c i¶o n

Si supi¶eramos \a p rio ri" que la funci¶on de utilidad u que se ha empleado es continua,

entonces este Corolario habr¶³a resultado obvio porque las aplicaciones continuas

preservan la conexi¶on, y es un hecho bien conocido que los subconj untos conexos

de la recta real son intervalos.

En realidad, la funci¶on de utilidad u es, de hecho, continua, pero esto lo veremos

ahora como consecuencia del propio Corolario 5. 4. 3 anterior.

C o r o la r io 5 .4 .4

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , p o sitiv o , c o n e x o y

re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a u : S ¡ ! R . E n to n c e s, u e s

c o n tin u a (c o n la to p o lo g¶³a u su a l e n R ).

D e m o stra c i¶o n

Sea a 2 S . Admitamos que a 6= inf S , y sea u ( a ) = ® . Consideremos un

entorno de ® ( ® ¡ " ; ® + " ) ( " > 0) .

Por el Corolario 5. 4. 3, existe s 2 S , s Á a , tal que

u ( s ) 2 ( ® ¡ " ; ® )
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y existe t 2 S , a Á t, tal que

u (t) 2 (® ; ® + " )

Por tanto, (s ; t) es un entorno de a tal que u ( s ; t) ½ ( ® ¡ " ; ® + " ) . Se sigue

que u es continua en el punto a .

Si fuera a = inf S , un argumento an¶alogo, usando intervalos del tipo [a ; t)

y [® ; ® + " ) , muestra que u es tambi¶en continua en a . Esto concluye la

demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Dado un conj unto totalmente ordenado representable (X ; - ) , toda funci¶on de utili-

dad u : ( X ; - ) ¡ ! (R ; · ) , establece, por de¯nici¶on, un homeomor¯smo entre (X ; - )

y ( u ( X ) ; · ) , considerando la topolog¶³a del orden en ambos conj untos. Teniendo en

cuenta que en u (X ) la topolog¶³a eucl¶³dea restringida es siempre m¶as ¯na que la del

orden, resulta que cualquier funci¶on de utilidad u es una aplicaci¶on abierta, con la

topolog¶³a usual de R , restringida a u (X ) .

Con este hecho, estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado:

C o r o la r io 5 .4 .5

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , p o sitiv o , c o n e x o y

su p e r-a rq u im e d ia n o (i.e ., v e rī c a n d o la p ro p ie d a d f n + 1 ; n g ). E n to n c e s e x iste u n

n ¶u m e ro re a l n o n e g a tiv o , ® , d e ta l fo rm a q u e S e s iso m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo ,

o b ie n a ( ® ; + 1 ) , o b ie n a [® ; +1 ) , c o n la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a u su a le s e n lo s

n ¶u m e ro s re a le s. (E n la se g u n d a situ a c i¶o n , d e b e r¶a se r ® > 0).



Semigrupos topol¶ogicos totalmente ordenados. { 21 5 {

D e m o stra c i¶o n

Por ser S positivo y cumplir la propiedad f n + 1 ; n g , (S ; + ; - ) es repre-

sentable por una funci¶on de utilidad u aditiva y estrictamente positiva. Por

el Corolario anterior, u es continua.

Puesto que una aplicaci¶on continua preserva la conexi¶on, y los subconj untos

conexos de los n¶umeros reales son intervalos, obtenemos que o bien u ( S ) =

(® ; +1 ) , o bien u (S ) = [® ; + 1 ) , dependiendo de la existencia de inf S . ¥

O b s e r v a c i¶o n

En el siguiente Teorema probaremos que todo semigrupo top ol¶ogico positivo y

conexo admite utilidad aditiva. As¶³, la condici¶on de super-arquimediano puede

ser eliminada del enunciado del anterior Corolario 5. 4. 5.

T e o r e m a 5 .4 .3

T o d o se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( S ; +; - ) to p o l¶o g ic o , p o sitiv o y c o n e x o e s

re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a .

D e m o stra c i¶o n

La prueba contiene varios pasos.

1 ) Comprobaremos que un semigrupo en las condiciones del enunciado es ar-

quimediano. En efecto, dados a ; b 2 S con a Á b , supongamos por reducci¶on

al absurdo que

n :a Á b 8 n 2 N

El conj unto A = f n :a ; n 2 N g resulta estar acotado superiormente. Puesto

que S es Dedekind-completo, existe sup A . Dado que S es topol¶ogico, por la
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Proposici¶on 5. 4.3, debe cumplirse:

a + sup A = sup(a + A )

Sin embargo, por la naturaleza del conj unto A , est¶a claro que

sup A = sup( a + A )

Esto es, obtenemos la contradicci¶on:

a + sup A = sup A

por lo que S debe ser arquimediano.

2) Por el Corolario 3. 5.1 , existe pseudo-utilidad aditiva no trivial

u : ( S ; + ; - ) ¡ ! (R ; + ; · )

Fij emos un elemento cualquiera x 2 S , y consideremos el subconj unto:

Y = f y 2 S ; u ( y ) = u (x ) g

N¶otese que se trata de la componente f n + 1 ; n g a la que pertenece el elemento

x . Probaremos que Y contiene nada m¶as un elemento; esto es, que u es

inyectiva, y por tanto funci¶on de utilidad aditiva.

El subconj unto Y est¶a acotado superiormente (por ej emplo, 2 x es una cota

¤superior de Y ) . Representemos por y su supremo:

¤y = sup Y

¤3) Comprobemos ahora que y 2 Y . En efecto, admitamos por el contrario

¤ ¤ ¤que y 62 Y . Entonces debe ser x Á y , y adem¶as u ( x ) < u (y ) , por de¯nici¶on

de Y .
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¤ ¤ ¤Por la invariancia por traslaciones y ser x Á y , obtenemos x + y Á 2 y .

Esto es

¤U = ( x + y ; ! )

¤es entorno del elemento 2y . Aplicando de nuevo que S es topol¶ogico, debe

¤existir W , entorno de y tal que

2 W ½ U

¤El Lema 5.4. 3 garantiza que y 2 Y (clausura de Y ) . Por tanto, existe alg¶un

elemento z 2 W tal que u (z ) = u (x ) .

Por otra parte, 2 z 2 U ; de donde

¤x + y Á 2 z

Aplicando la pseudo-utilidad u :

¤u (x ) + u ( y ) · 2 u (z ) = 2 u (x )

¤Entonces u ( y ) · u (x ) , contra lo supuesto.

¤ ¤4) Comprobado que y 2 Y , podemos garantizar que u (x ) = u (y ) . Fij ado

¤y 2 Y , completaremos la prueba demostrando que y = y , cualquiera que

¤sea el elemento y . En efecto, por ser y = sup Y , se veri¯ca

¤y - y

Aplicando invariancia por traslaciones, tenemos:

¤ ¤y + y - 2 y

El Teorema 5. 4.1 garantiza la existencia de un elemento t 2 Y tal que

¤y + t = 2 y
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¤Veamos que t = y . En efecto, por una parte:

¤ ¤ ¤ ¤y + y - 2 y =) y + y - y + t =) y - t

¤Al mismo tiempo t - y , porque:

¤ ¤y + t = 2 y =) u (y ) + u ( t) = 2u (y ) = 2 u (y )

de donde

u (t) = u (y )

¤ ¤Es decir, t 2 Y , por lo que t - y , ya que es y = sup Y .

¤ ¤As¶³, y = t; y de la igualdad y + t = 2 y obtenemos

¤ ¤y + y = 2 y

¤Conclu¶³mos que necesariamente y = y , lo que completa la demostraci¶on. ¥

O b s e r v a c i¶o n

En la demostraci¶on del anterior Teorema, se obtiene que la pseudo-utilidad aditiva

no trivial, cuya existencia se garantiza por resultar el semigrupo arquimediano, es

de hecho una funci¶on de utilidad aditiva. Destacamos este resultado en el siguiente

Corolario.

C o r o la r io 5 .4 .6

D a d o u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o ( S ; + ; - ) , p o sitiv o to p o l¶o g ic o y c o n e x o ,

so n e q u iv a le n te s:

i) ( S ; + ; - ) e s p se u d o -re p re se n ta b le a tra v ¶e s d e u n a fu n c i¶o n d e p se u d o -u tili-

d a d a d itiv a n o triv ia l.

ii) (S ; + ; - ) e s a d itiv a m e n te re p re se n ta b le .
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D e m o stra c i¶o n

Inmediata. ¥

Tras mostrar una versi¶on mej orada del anterior Corolario 5.4. 5, consecuencia del

Teorema 5. 4. 3, proseguiremos con diversas caracterizaciones del co n tin u o .

C o r o la r io 5 .4 .5 '

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , p o sitiv o y c o n e x o . E n -

to n c e s e x iste u n n ¶u m e ro re a l n o n e g a tiv o , ® , d e ta l fo rm a q u e S e s iso m o rfo , is¶o to n o

y h o m e o m o rfo , o b ie n a (® ; + 1 ) , o b ie n a [® ; + 1 ) , c o n la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a

u su a le s e n lo s n ¶u m e ro s re a le s.

D e m o stra c i¶o n

Inmediata. ¥

C o r o la r io 5 .4 .7

U n m o n o id e to ta lm e n te o rd e n a d o ( M ; +; - ) , to p o l¶o g ic o , p o sitiv o y c o n e x o , e s iso -

m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo a [0; +1 ) , c o n la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a u su a le s e n

lo s n ¶u m e ro s re a le s.

D e m o stra c i¶o n

Es consecuencia inmediata de los anteriores resultados y el hecho de que,

siendo e el elemento neutro de un monoide M , para cualquier aplicaci¶on

aditiva

u : M ¡ ! R

debe ser u (e ) = 0. ¥
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O b s e r v a c i¶o n

La existencia de elemento neutro es esencial en la caracterizaci¶on de la recta real

aditiva y no negativa del ¶ultimo Corolario. Para el caso de un semigrupo positivo,

ninguna de las restantes condiciones del enunciado anterior permite distinguir entre

(0; + 1 ) y ( ® ; + 1 ) , con ® > 0; p or lo que la caracterizaci¶on de la recta real positiva

requiere de alguna condici¶on adicional.

Una posible v¶³a es el recurso al concepto de se m ig ru p o d iv isib le (v¶ease Alling [1 960] ) :

un grupo ( G ; +) (un semigrupo) se dice d iv isib le si para todo n 2 N se veri¯ca:

n :G = G . As¶³, por ej emplo, el grupo aditivo de los racionales es divisible, pero el

de los enteros no lo es. Para nuestro prop¶osito, es su¯ciente suponer esta capacidad

de \divisi¶on por n¶umeros naturales" a uno de los elementos del semigrupo.

Otra propiedad que distingue las estructuras (0; + 1 ) y (® ; + 1 ) , con ® > 0, es el

car¶acter re so lu b le de la primera de ellas.

Ambas alternativas quedan re°ej adas en los siguientes Corolarios.

C o r o la r io 5 .4 .8

S e a ( S ; +; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , p o sitiv o y c o n e x o . S i

e x iste u n e le m e n to d 2 S ta l q u e p a ra to d o n 2 N , e x iste x 2 S c o n n :x = d ,

e n to n c e s ( S ; +; - ) e s iso m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo a (0; + 1 ) , c o n la su m a , o rd e n

y to p o lo g¶³a u su a le s e n lo s n ¶u m e ro s re a le s. (E l e le m e n to d se d ic e d iv isib le ).

D e m o stra c i¶o n

Es consecuencia inmediata del Corolario 5. 4. 5' . ¥
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C o r o la r io 5 .4 .9

U n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (S ; + ; - ) , to p o l¶o g ic o , p o sitiv o , re so lu b le y c o -

n e x o , e s iso m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo a (0; + 1 ) , c o n la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a

u su a le s e n lo s n ¶u m e ro s re a le s.

D e m o stra c i¶o n

Es consecuencia inmediata del Corolario 5. 4. 5' . ¥

O b s e r v a c i¶o n

En el siguiente Lema probaremos que todo semigrupo positivo y resoluble es topol¶o-

gico. Como consecuencia, cuando un semigrupo de estas caracter¶³sticas sea, adem¶as,

conexo, el Teorema 5. 4. 3 garantiza su car¶acter super-arquimediano. Esto nos per-

mite relaj ar las condiciones del enunciado de los anteriores Corolarios 5. 4.7 y 5. 4. 9.

L e m a 5 .4 .4

T o d o se m ig ru p o p o sitiv o y re so lu b le e s to p o l¶o g ic o .

D e m o stra c i¶o n

Sabemos, por el Ap¶endice 3. A, que todo semigrupo positivo y resoluble S

es el cono positivo de un grupo totalmente ordenado G . Puesto que todo

grupo totalmente ordenado es topol¶ogico, basta comprobar que la topolog¶³a

del orden del grupo G , restringida a su cono positivo S , coincide con la

topolog¶³a del orden de S .

Es obvio que todo abierto b¶asico (a ; b ) de S lo es tambi¶en en G . Para el

rec¶³proco, consideremos (a ; b) , abierto b¶asico de G . Pueden distinguirse tres

casos:
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1 ) a 2 S . Entonces, debe ser ( a ; b ) \ S = ( a ; b ) , por lo que dicha intersecci¶on

es un abierto en la topolog¶³a del orden de S .

2) b 62 S . Entonces, (a ; b) \ S = ; , tambi¶en abierto.

3) a 62 S , b 2 S . Entonces, (a ; b) \ S es de la forma ( Ã ; b ) , abierto.

Esto completa la demostraci¶on. ¥

C o r o la r io 5 .4 .7 '

U n m o n o id e to ta lm e n te o rd e n a d o (M ; + ; - ) , p o sitiv o , re so lu b le y c o n e x o , e s iso -

m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo a [0; +1 ) , c o n la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a u su a le s e n

lo s n ¶u m e ro s re a le s.

D e m o stra c i¶o n

Inmediata. ¥

C o r o la r io 5 .4 .9 '

U n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o (S ; + ; - ) , p o sitiv o , re so lu b le y c o n e x o , e s iso -

m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo a (0; + 1 ) , c o n la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a u su a le s e n

lo s n ¶u m e ro s re a le s.

D e m o stra c i¶o n

Inmediata. ¥

Con el siguiente ej emplo de monoide no resoluble, comprobamos que tanto la

conexi¶on como el car¶acter topol¶ogico son esenciales en los resultados presentados.
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Obs¶ervese que el ej emplo es una extensi¶on a coordenadas reales del semigrupo

A = f (m + n ; n ) 2 Z £ Z; m ¸ 0; n ¸ 0; m + n > 0g

analizado en el Teorema 5. 3.1 como germen de la no representabilidad en semigrupos

conmutativos.

E je m p lo 5 .4 .3

Sea ( M ; +; - ) la subestructura del plano lexicogr¶a¯co dada por:1 L

2M = f (x ; y ) 2 R ; 0 · y · x g1

Se trata de un monoide totalmente ordenado y conexo, no representable aditiva-

mente. No es resoluble, como muestran por ej emplo los elementos (1 ; 0) , (1 ; 1 ) en

M , con (1 ; 0) Á (1 ; 1 ) .1

Este monoide no puede ser topol¶ogico (de lo contrario, ser¶³a isomorfo a [0; + 1 )

y en particular resoluble) . Para ver este hecho de otra forma, consideremos el

subconj unto de M :1

A = f ( x ; y ) 2 M ; (x ; y ) Á (1 ; 0) g = f ( x ; y ) 2 M ; x < 1 g1 L 1

A es un subconj unto de M , no vac¶³o, acotado superiormente, cuyo supremo es1

claramente (1 ; 0) . Si consideramos ahora:

(1 ; 1 ) + A = f ( x ; y ) 2 M ; 1 · y · x < 2 g1

obtenemos sup[(1 ; 1 ) + A ] = (2 ; 0) , es decir

(1 ; 1 ) + sup A = (1 ; 1 ) + (1 ; 0) = (2 ; 1 ) 6= (2 ; 0) = sup[(1 ; 1 ) + A ]

Por lo que, de acuerdo con lo establecido en la Proposici¶on 5. 4. 3, M no puede ser1

topol¶ogico.
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N¶otese, sin embargo, que si nos restringimos nada m¶as al interior de M :1

2M = f (x ; y ) 2 R ; 0 < y < x g2

el semigrupo M resultante es ahora topol¶ogico, pero se pierde el car¶acter conexo,2

pues M no es Dedekind-completo. Por ej emplo, el sub conj unto2

B = f (x ; y ) 2 M ; x = 1 g2

est¶a acotado superiormente, pero carece de supremo. ¥

O b s e r v a c i¶o n

Para terminar la Secci¶on analizamos un caso en el que cierta topolog¶³a aparece

de¯nida de antemano en la estructura ordenada, de manera que el orden resulta

continuo (la topolog¶³a dada es natural, es decir, m¶as ¯na que la del orden; v¶ease

De¯nici¶on 1. 3. 1 ) .

Con argumentos similares a los de un importante resultado debido a B eardon (v¶ease

Beardon [1 994] ) , obtenemos en el siguiente Lema que, baj o ciertas hip¶otesis, la

topolog¶³a dada y la del orden deben coincidir. Este resultado lo utilizaremos para

¤dar una caracterizaci¶on adicional del continuo real no negativo.

L e m a 5 .4 .5

S e a ( X ; ¿ ) u n e sp a c io to p o l¶o g ic o , c o n e x o y lo c a lm e n te c o m p a c to , d o ta d o d e u n

o rd e n to ta l c o n tin u o - . E n to n c e s, la to p o lo g¶³a d e l o rd e n y la to p o lo g¶³a ¿ c o in c id e n

e n X .

¤ Los aspectos relacionados con la convergencia de redes y otros resultados topol¶ogicos que se usan en la

prueba del Lema pueden verse D ugundj i [1 966] .
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D e m o stra c i¶o n

Supondremos que X tiene m¶as de un punto (si no, la conclusi¶on es obvia) .

Denotemos µ la topolog¶³a del orden. La equivalencia de la misma con ¿

supone demostrar que la aplicaci¶on identidad

i : (X ; ¿ ) ¡ ! (X ; µ )

es un homeomor¯smo. Claramente, i es continua, por de¯nici¶on de orden

continuo. La continuaci¶on del argumento se articula en dos puntos:

1 ) Veremos primero que dados a ; b 2 X , con a Á b , el subconj unto

[a ; b ] = f x 2 X ; a - x - b g

es cerrado y conexo en ¿ : En efecto, [a ; b ] es ¿ -cerrado, pues su complemen-

tario es

( Ã ; a ) [ ( b ; ! )

con ( Ã ; a ) y (b ; ! ) ¿ abiertos, por ser µ -abiertos.

Para la conexi¶on, consideremos la aplicaci¶on:

8
a si x Á a><

h ( x ) = x si a - x - b>:
b si b Á x

Claramente, h (X ) = [a ; b ] ; luego si probamos que h es continua, se tendr¶a

[a ; b ] conexo por serlo X .

Dado un abierto (relativo) cualquiera A de [a ; b ] , es de la forma W \ [a ; b ] ,

con W ¿ -abierto de X . Entonces, h resulta continua, sin m¶as que observar

8
( Ã ; a ) [ W [ (b ; ! ) si a 2 A ; b 2 A>>>< W \ ( a ; b) si a 62 A ; b 62 A¡ 1 ¡ ¢h ( A ) = > ( Ã ; a ) [ W \ ( Ã ; b) si a 2 A ; b 62 A>> ¡ ¢:

W \ (a ; ! ) [ ( b ; ! ) si a 62 A ; b 2 A
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2) Para ver que i es homeomor¯smo, tomamos una red ( x ) ½ X tal que® ® 2 I

(x ) converge a x 2 X en la topolog¶³a del orden µ , y debemos probar que® ® 2 I

tambi¶en (x ) converge a x en ¿ . Para verlo, procedemos por reducci¶on® ® 2 I

al absurdo:

Supongamos que (x ) no converge a x en la topolog¶³a ¿ . Entonces, debe® ® 2 I

existir una subred (que seguiremos denotando ( x ) ) , para la que existe® ® 2 I

un ¿ -entorno V de x , de manera quex

8 ® 2 I : x 62 V® x

Puesto que X es localmente compacto, no hay p¶erdida de generalidad en

suponer que V (clausura de V ) es ¿ -compacto. N¶otese tambi¶en que f x gx x

es ¿ -cerrado (su complementario es ( Ã ; x ) [ (x ; ! ) , ¿ -abierto) ; por lo que la

conexi¶on de X (y el hecho de tener X m¶as de un punto) garantiza que f x g
no es ¿ -abierto. Por tanto es V 6= f x g , lo que en particular garantiza quex

x 62 F r ( V ) (frontera de V ) .x x

Sabemos que para todo ® 2 I , los subconj untos [x ; x ] (eventualmente,®

[x ; ® ] ) son ¿ -conexos. Entonces, necesariamente, la intersecci¶onx

F r (V ) \ [x ; x ] (o [x ; x ] )x ® ®

es no vac¶³a, para todo ® . De lo contrario, cada punto de [x ; x ] ([x ; x ] )® ®

pertenecer¶³a bien al interior de V , bien al interior del complementario dex

V , esto es, [x ; x ] ([x ; x ] ) podr¶³a expresarse como uni¶on de dos abiertosx ® ®

(relativos) no vac¶³os, contra su conexi¶on.

Por tanto, puede escogerse, para cada ® 2 I

y 2 F r (V ) \ [x ; x ] (o [x ; x ] )® x ® ®

Adem¶as, al ser F r ( V ) compacto (por ser subconj unto cerrado de V com-x x

pacto) , existe una subred (que seguiremos denotando (y ) ) convergente a® ® 2 I
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y 2 F r (V ) en la topolog¶³a ¿ (y p or tanto, tambi¶en en la topolog¶³a del ordenx

µ ) .

Pero y 2 [x ; x ] ( [x ; x ] ) para todo ® , con x ! x en µ implica que y ! x® ® ® ® ®

en µ . De aqu¶³ (por ser la toplog¶³a del orden µ Hausdor®) , se concluye x = y .

Esto es absurdo, porque y 2 F r ( V ) , mientras que x 62 F r ( V ) .x x

As¶³ la identidad debe ser homeomor¯smo, lo que completa la demostraci¶on. ¥

T e o r e m a 5 .4 .4

S e a (M ; + ; - ; ¿ ) u n m o n o id e to ta lm e n te o rd e n a d o , p o sitiv o , ¿ -to p o l¶o g ic o , c o n -
o rd e n c o n tin u o . S u p o n g a m o s a d e m ¶a s q u e (M ; ¿ ) e s c o n e x o y lo c a lm e n te c o m p a c to .

¡ ¢
E n to n c e s, (M ; + ; - ; ¿ ) e s iso m o rfo , is¶o to n o y h o m e o m o rfo a [0; + 1 ) ; + ; · ; ¿ , c o nu

la su m a , o rd e n y to p o lo g¶³a u su a le s e n lo s n ¶u m e ro s re a le s.

D e m o stra c i¶o n

En la condiciones del enunciado, la top olog¶³a ¿ coincide con la del orden.

As¶³, M es topol¶ogico y adem¶as conexo para la topolog¶³a del orden; con lo

que, por el Corolario 5. 4. 7, se tiene el resultado. ¥

5 .5 . E x iste n c ia d e fu n c i¶o n d e u tilid a d c o n tin u a y a d itiv a

A lo largo de la secci¶on anterior hemos analizado condiciones que permitan carac-

terizar la estructura aditiva de los n¶umeros reales positivos, y hemos obtenido, en

particular, que la co n e x i¶o n en un semigrupo topol¶ogico totalmente ordenado y aditi-

vamente representable (S ; + ; - ) es su¯ciente para garantizar que cualquier utilidad

aditiva para S es una funci¶on continua.
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Es interesante plantear ahora la cuesti¶on de la continuidad de la representaci¶on

en el caso general: D a d o u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o (S ; + ; - ) to ta lm e n te o rd e n a d o

y re p re se n ta b le a d itiv a m e n te , > a d m ite u tilid a d a d itiv a y c o n tin u a ? Probaremos

que la respuesta es a¯rmativa, basando la demostraci¶on en un resultado de gran

fuerza debido a Debreu, y conocido con el nombre de Lema del \o p e n g a p " (v¶ease

Debreu [1 964] , Bowen [1 968] , Beardon [1 992] , o Beardon y Mehta [1 994, (1 ) ] ) .

Aplicado al caso de grupos, nuestro resultado permite asegurar que to d o g ru p o

to ta lm e n te o rd e n a d o y a rq u im ed ia n o e s re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d

a d itiv a y co n tin u a , lo que constituye por s¶³ mismo una extensi¶on al cl¶asico Teorema

de HÄolder.

Como vimos en el Ej emplo 5. 4.1 , no todo semigrupo totalmente ordenado es topol¶o-

gico (es decir, la op eraci¶on interna no es necesariamente continua para la topolog¶³a

del orden; ver De¯nici¶on 5. 4. 2) . Comenzaremos probando que la existencia de

utilidad aditiva y continua necesita de esta condici¶on, lo que j usti¯ca que trabaj emos

en el contexto de semigrupos topol¶ogicos totalmente ordenados.

P r o p o s ic i¶o n 5 .5 .1

S e a ( S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , d o ta d o d e la to p o lo g¶³a d e l o rd e n ,

re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d u : S ¡ ! R a d itiv a y c o n tin u a . E n to n c e s,

(S ; + ; - ) e s to p o l¶o g ic o .

D e m o stra c i¶o n

El siguiente diagrama, claramente conmutativo, permite observar que la

operaci¶on + del semigrupo S puede obtenerse como una composici¶on de

aplicaciones continuas.

+ S
S £ S ¡ ¡ ¡ ¡ ! S

? x? ? ¡ 1(u ;u )y ?u

+ R
u ( s ) £ u (S ) ¡ ¡ ¡ ¡ ! u (S )
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(u ; u ) : S £ S ¡ ! u (S ) £ u ( S ) µ R £ R es continua, por serlo u .

+ : u ( S ) £ u ( S ) ¡ ! u (S ) , representa una suma habitual de n¶umeros reales,R

continua en la topolog¶³a usual.

¡ 1u : u ( S ) ¡ ! S es continua, por ser u : S ¡ ! u (S ) una aplicaci¶on abierta

(con la topolog¶³a usual restringida en u ( S ) ) . ¥

¤D e ¯ n ic i¶o n 5 .5 .1 : \ G a p "

Un \g a p " de un subconj unto S del conj unto R de los n¶umeros reales es un intervalo

no degenerado maximal de R , disj unto con S y con cota superior e inferior en el

conj unto S .

Presentaremos a continuaci¶on el Lema del \open gap" de Debreu, que ser¶a clave

en nuestra argumentaci¶on. Pueden verse pruebas del mismo en Debreu [1 964] ,

Bowen [1 968] , Beardon [1 992] , o Beardon y Mehta [1 994, (1 ) ] .

L e m a 5 .5 .1

S e a (X ; - ) u n c o n ju n to to ta lm e n te o rd e n a d o , d o ta d o d e la to p o lo g¶³a d e l o rd e n ,

re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d u : X ¡ ! R . S i u ( X ) n o tie n e \ g a p s "

d e la fo rm a ( a ; b ] n i [a ; b) (in te rv a lo s se m ia b ie rto s-se m ic e rra d o s), e n to n c e s u e s u n a

a p lic a c i¶o n c o n tin u a (c o n la to p o lo g¶³a u su a l e n R ).

Plantearemos el an¶alisis de la continuidad considerando en primer lugar el caso de

grupos totalmente ordenados. Vamos a obtener un re¯namiento del Teorema cl¶asico

¤ Hemos preferido mantener la denominaci¶on inglesa \gap" para el concepto que se de¯ne, por hab er

utilizado su traduccion castellana, \hueco" , con otro signi¯cado no necesariamente equivalente. Quiz¶a

\laguna" ser¶³a una denominaci¶on alternativa correcta; p ero tambi¶en este t¶ermino se ha utilizado a veces

en la literatura con otro signi¯cado.
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de HÄolder, combinando las ideas topol¶ogicas de Debreu. En concreto probaremos

que la propiedad arquimediana caracteriza la representabilidad a trav¶es de una

funci¶on de utilidad continua y aditiva.

T e o r e m a 5 .5 .1

S e a (G ; + ; - ) u n g ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o . E n to n c e s, (G ; + ; - ) e s re p re se n ta b le

a tra v ¶e s d e u n a fu n c i¶o n d e u tilid a d c o n tin u a y a d itiv a si y s¶o lo si G e s a rq u im e d ia n o .

D e m o stra c i¶o n

Por el Teorema de HÄolder (2.4. 1 ) , (G ; + ; - ) es aditivamente representable si

y s¶olo si G es arquimediano.

Supongamos G arquimediano, y sea u : G ¡ ! R una funci¶on de utilidad

aditiva cualquiera. La imagen u ( G ) del grupo es un subgrupo de los n¶umeros

reales de uno de los tres tipos siguientes:

1 ) u ( G ) = f 0g

2) u ( G ) = a :Z = f a :z ; z 2 Zg (a 2 R ¯j o) .

3) u ( G ) denso en R .

En efecto, la primera situaci¶on corresponde al grupo trivial G = f e g .

Si no es este el caso, pero G tiene m¶³nimo elemento positivo, entonces, como

se vio en el Lema 2. 6.1 , G es isomorfo a Z, lo que corresponde a la segunda

situaci¶on.

Por ¶ultimo, si G carece de m¶³nimo elemento positivo, lo mismo ocurrir¶a con

su imagen u (G ) . Resulta entonces que R es un grupo arquimediano, que
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contiene un subgrupo u ( G ) sin m¶³nimo elemento positivo. El Lema 2.6. 3

garantiza que en estas condiciones, u ( G ) es denso en R .

Para terminar la argumentaci¶on, basta observar que solamente en el segundo

caso aparecen \gaps" , y que adem¶as todos ellos son abiertos, por lo que el

Lema 5. 5. 1 garantiza la continuidad de u . ¥

O b s e r v a c i¶o n

Podr¶³a esperarse que la propiedad clave establecida en el Teorema anterior, para el

caso de grupos totalmente ordenados: to d a fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a e s n ece sa ria -

m e n te co n tin u a , pudiera mantenerse para otras estructuras algebraicas ordenadas,

como semigrupos totalmente ordenados.

Sin embargo, en la Proposici¶on 5. 5.1 hemos probado que se requiere una operaci¶on

interna continua, y en el Ej emplo 5. 4.1 hemos mostrado un semigrupo totalmente

ordenado que no veri¯ca esta condici¶on.

En la prueba del Teorema 5. 5. 1 la di¯cultad se salva porque, como se se~nal¶o en

la Secci¶on anterior, todo grup o totalmente ordenado es topol¶ogico, de manera que

est¶a impl¶³cita la necesaria continuidad de la operaci¶on.

Demostraremos a partir de aqu¶³ el resultado an¶alogo para semigrupos topol¶ogicos

totalmente ordenados. Por supuesto que, entonces, el Teorema demostrado para

grupos ser¶³a simplemente un caso particular. A pesar de ello, hemos preferido

ofrecer la prueba directa, precisamente p or su sencillez. En el caso de un semigrupo,

el an¶alisis de los \g a p s " que pueden aparecer en la imagen de la funci¶on de utilidad

es mucho m¶as delicado, y lo presentamos dividido en tres Lemas. S¶olo el primero

de estos Lemas no requiere del car¶acter top ol¶ogico del semigrupo.
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L e m a 5 .5 .2

S e a (S ; +; - ) u n se m ig ru p o to ta lm e n te o rd e n a d o , re p re se n ta b le p o r u n a fu n c i¶o n d e

u tilid a d a d itiv a u : S ¡ ! R . E n to n c e s, u (S ) n o d a lu g a r a la a p a ric i¶o n e n R d e

\ g a p s " d e lo s tip o s sig u ie n te s:

1 ) (a ; b ] c o n a < 0 · b

2 ) [a ; b ) c o n a · 0 < b

D e m o stra c i¶o n

Supongamos, por reducci¶on al absurdo, la existencia de alg¶un \g a p " de los

tipos anteriores.

Tipo 1 : ( a ; b ]

Se veri¯can las condiciones: a 2 u (S ) , b 62 u (S ) , a < 0 · b . Denotemos

¡ 1® = u ( a ) .

Siendo a < 0, se tiene b < b ¡ a . Por ser b = inff x 2 u ( S ) ; b < x g , debe

existir s 2 S veri¯cando:

b < u (s ) · b ¡ a

de donde

a + b < a + u ( s ) · b

Puesto que a · a + b , por ser b ¸ 0, resulta

a + u (s ) 2 (a ; b ]

Esto es una contradicci¶on, porque a + u (s ) = u ( ® ) + u (s ) = u (® + s ) 2 u (S )
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Tipo 2: [a ; b)

Se veri¯can las condiciones: a 62 u (S ) , b 2 u (S ) , a · 0 < b . Denotemos

¡ 1¯ = u ( b) .

Siendo 0 < b , se tiene a ¡ b < a . Por ser a = supf x 2 u (S ) ; x < a g , debe

existir s 2 S veri¯cando:

a ¡ b · u ( s ) < a

de donde

a · u (s ) + b < a + b

Puesto que a + b · b , por ser a · 0, resulta

u (s ) + b 2 [a ; b)

Lo que supone una contradicci¶on, porque u (s ) + b = u ( s ) + u (¯ ) = u ( s + ¯ ) 2
u (S ) Esto completa la demostraci¶on. ¥

L e m a 5 .5 .3

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , re p re se n ta b le p o r u n a

fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a u : S ¡ ! R . E n to n c e s, u (S ) n o d a lu g a r a la a p a ric i¶o n

e n R d e \ g a p s " d e lo s tip o s sig u ie n te s:

3 ) (0; b ]

4 ) [a ; 0)

D e m o stra c i¶o n

Supongamos, por reducci¶on al absurdo, la existencia de alg¶un \g a p " de los

tipos anteriores. N¶otese que, entonces, S debe ser un monoide. Siendo e su

elemento neutro, ha de veri¯carse u (e ) = 0.
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Tipo 3: (0; b ]

Se veri¯can las condiciones: 0 = u ( e ) 2 u ( S ) , 0 < b 62 u (S ) . N¶otese adem¶as

que dado cualquier entorno, E del elemento neutro e (para la topolog¶³a del

orden en S ) , necesariamente existe alg¶un z 2 E tal que b < u (z ) .

+Puesto que b < 2 b y es b = inff x 2 u (S ) ; b < x g , debe existir s 2 S tal que

b < u (s ) · 2 b

Consideremos ( Ã ; s ) , entorno de e . Por la continuidad de + y ser e + e = e ,

deber¶³a existir otro entorno E de e tal que

E + E ½ ( Ã ; s )

Sin embargo, existe z 2 E con b < u (z ) , de donde

u (s ) · 2 b < 2 u (z ) = u (2 z )

lo que conduce a la contradicci¶on s < 2z 2 E + E .

Tipo 4: [a ; 0)

Se veri¯can las condiciones: a 62 u ( S ) , a < 0, 0 = u (e ) 2 u (S ) . En este caso,

dado cualquier entorno, E del elemento neutro e (para la topolog¶³a del orden

en S ) , necesariamente existe alg¶un z 2 E tal que u (z ) < a .

¡Puesto que 2 a < a y es a = supf x 2 u (S ) ; x < a g , debe existir s 2 S tal

que

2 a · u (s ) < a

Consideremos (s ; ! ) , entorno de e . Por la continuidad de + y ser e + e = e ,

deber¶³a existir otro entorno E de e tal que

E + E ½ ( s ; ! )

Sin embargo, existe z 2 E con u (z ) < a , de donde

u (2 z ) = 2 u ( z ) < 2 a · u (s )

lo que conduce a la contradicci¶on 2 z < s , con 2z 2 E + E . ¥
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L e m a 5 .5 .4

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , re p re se n ta b le p o r u n a

fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a u : S ¡ ! R . E n to n c e s, u (S ) n o d a lu g a r a la a p a ric i¶o n

e n R d e \ g a p s " d e lo s tip o s sig u ie n te s:

5 ) (a ; b ] c o n 0 < a < b o a < b < 0

6 ) [a ; b ) c o n 0 < a < b o a < b < 0

D e m o stra c i¶o n

Supondremos el caso 0 < a < b , siendo la demostraci¶on para el otro caso

an¶aloga. Admitamos, por reducci¶on al absurdo, la existencia de alg¶un \g a p "

de los tipos anteriores.

Tipo 5: ( a ; b ]

Se veri¯can las condiciones: a 2 u (S ) , b 62 u (S ) , 0 < a < b . Denotemos

¡ 1® = u (a ) . N¶otese adem¶as que dado cualquier entorno, E del elemento a

(para la topolog¶³a del orden en S ) , necesariamente existe alg¶un z 2 E tal que

b < u ( z ) .

+Siendo a < 2 a y a = supf x 2 u (S ) ; x < a g , debe existir s 2 S tal que

a < u (s ) < 2 a

Pero si u ( s ) > a , entonces necesariamente u (s ) > b , luego:

b < u ( s ) < 2 a

Puesto que R veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g , para 0 < a < b , existe n 2 N0

tal que

( n + 1 ) a < n b0 0
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Adem¶as es n > 1 , pues 1 :b = b < (1 + 1 ) :a = 2 a . As¶³ obtenemos:0

b < u (s ) < 2a · n a < ( n + 1 ) a < n b0 0 0

En particular:

u (s ) < n a < ( n + 1 ) a0 0

de donde:

s Á n ® Á (n + 1 ) ®0 0

Esto es, (s ; (n + 1 ) ® ) es entorno de n a , para la topolog¶³a del orden en S .0 0

Por la continuidad de la operaci¶on + en S , debe existir E , entorno de a , tal

que:

n E µ ( s ; ( n + 1 ) a )0 0

Pero E contiene alg¶un elemento z tal que b < u ( z ) , de donde

u ((n + 1 ) ® ) = ( n + 1 ) a < n b < n u (z ) = u (n z )0 0 0 0 0

lo que conduce a la contradicci¶on (n + 1 ) a Á n z , con n z 2 n E .0 0 0 0

Tipo 6: [a ; b)

Se veri¯can las condiciones: a 62 u (S ) , b 2 u (S ) , 0 < a < b . Denotemos

¡ 1¯ = u ( b) . N¶otese que para cualquier entorno, E del elemento b (para

la topolog¶³a del orden en S ) , necesariamente existe alg¶un z 2 E tal que

u (z ) < a .

Puesto que R veri¯ca la propiedad f n + 1 ; n g , para 0 < a < b existe n 2 N0

tal que

( n + 1 ) a < n b0 0

Comprob emos que debe existir s 2 S , con u (s ) < a tal que n a < (n +1 ) u (s ) .0 0

En efecto, si para todo s 2 S , con u ( s ) < a , ocurriera ( n + 1 ) u (s ) · n a ,0 0

entonces
n 0

u ( s ) · a < a 8 s 2 S con u ( s ) < a
n + 10
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contra ser a = supf x 2 u ( S ) ; x < a g .

Por tanto, alcanzamos la situaci¶on:

n a < (n + 1 ) u (s ) < (n + 1 ) a < n b < (n + 1 ) b0 0 0 0 0

En particular:

u (( n + 1 ) s ) < u (n ¯ ) < u ((n + 1 ) ¯ )0 0 0

de donde:

( n + 1 ) s Á n ¯ Á ( n + 1 ) ¯0 0 0

Esto es, ((n + 1 ) s ; (n + 1 ) ¯ ) es entorno de n ¯ , para la top olog¶³a del orden0 0 0

en S .

Por la continuidad de la operaci¶on + en S , debe existir E , entorno de b , tal

que:

n E µ (( n + 1 ) s ; ( n + 1 ) ¯ )0 0 0

Pero E contiene alg¶un elemento z tal que u ( z ) < a , de donde

u ( n z ) = n u (z ) < n a < ( n + 1 ) u ( s ) = u ((n + 1 ) s )0 0 0 0 0

lo que conduce a la contradicci¶on n z Á (n + 1 ) s , con n z 2 n E . ¥0 0 0 0

T e o r e m a 5 .5 .2

S e a (S ; + ; - ) u n se m ig ru p o to p o l¶o g ic o to ta lm e n te o rd e n a d o , re p re se n ta b le p o r u n a

fu n c i¶o n d e u tilid a d a d itiv a u : S ¡ ! R . E n to n c e s, u e s n e c e sa ria m e n te c o n tin u a

(c o n la to p o lo g¶³a u su a l e n R ).

D e m o stra c i¶o n

Los Lemas anteriores prueban que u (S ) no da lugar a la aparici¶on en R de

ning¶un \g a p " semiabierto-semicerrado. El resultado es entonces consecuencia

del Lema del \open gap" de Debreu (Lema 5. 5.1 ) . ¥
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5 .A . A p ¶e n d ic e

A lo largo de la Secci¶on 5. 4 hemos analizado algunas condiciones que permiten la

caracterizaci¶on del continuo real positivo. La clave ha venido dada por la conexi¶on

de la estructura y la continuidad de la operaci¶on interna para la topolog¶³a del orden.

Mostraremos ahora la manera de realizar una extensi¶on que permita alcanzar la es-

tructura de los n¶umeros reales. Existen en la literatura diversas introducciones

formales de los n¶umeros reales, entre las que podemos destacar las de Hewitt

y Stromberg [1 965] , Rey Pastor, Pi-Callej a y Trej o [1 969] , Garay, Cuadra y Al-

faro [1 974] , Apostol [1 976] , Dieudonn¶e [1 979] , Cuesta-Dutari [1 981] , Spivak [1987]

o Aliprantis y B urkinshaw [1 990] .

Partiremos de un grupo totalmente ordenado y conexo, cuyo cono positivo, por ser

un semigrupo positivo, resoluble y conexo, ha sido ya caracterizado como la recta

real aditiva y positiva (v¶ease Corolario 5. 4. 9') .

La operaci¶on producto la obtendremos admitiendo la existencia de una funci¶on

biyectiva creciente (la funci¶on \exponencial" ) , de la estructura en su cono posi-

tivo. Como condici¶on adicional, impondremos solamente que esta funci¶on veri¯que

cierta ecuaci¶on funcional, destinada a garantizar la distributividad de la operaci¶on

producto que se induce respecto a la operaci¶on suma. (En Eichhorn [1 978] , Acz¶el

y Dhombres [1 989] , o Castillo y Ruiz [1 993] pueden estudiarse diversas t¶ecnicas

referidas a ecuaciones funcionales) .

A partir de estos supuestos, realizaremos una construcci¶on que cumple la axiom¶atica

de los n¶umeros reales que presentamos a continuaci¶on (v¶ease, por ej emplo, Garay,

Cuadra y Alfaro [1 974] o Aliprantis y Burkinshaw [1 990] ) .

5 .A .1 . S is t e m a a x io m ¶a t ic o d e lo s n ¶u m e r o s r e a le s

A x io m a 1 : Existe un conj unto R de elementos que llamaremos n¶umeros reales.
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A x io m a 2 : R es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado. Esto es, hay de¯nidas

en R dos operaciones internas +, :; y un orden total · , de manera que:

2. 1 ) (R ; + ; :) es un cuerpo conmutativo.

2. 2) + es invariante por traslaciones:

a · b =) a + c · b + c (8 c 2 R)

Y respecto a la operaci¶on producto:

a · b ; c ¸ 0 =) a c · b c

A x io m a 3 : R es Dedekind-completo.

5 .A .2 . C o n s t r u c c i¶o n d e l s is t e m a d e lo s n ¶u m e r o s r e a le s

Sea (G ; +; - ) un grupo totalmente ordenado y conexo, con neutro 0. Sup ongamos

de¯nida una funci¶on:

+F : (G ; - ) ¡ ! (G ; - )

veri¯cando las condiciones:

1 ) F es biyectiva e is¶otona: para todo x ; y 2 G :

x - y ( ) F (x ) - F ( y )

+2) F veri¯ca la siguiente ecuaci¶on funcional. Para todo x ; y ; z 2 G :

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1F ( F (x ) + F (y + z ) ) = F ( F ( x ) + F (y ) ) + F (F (x ) + F ( z ) )

Entonces, puede extenderse (G ; + ; - ) hasta una estructura (G ; +; :; - ; ¿ ) isomorfa,

is¶otona y homeomorfa al cuerpo totalmente ordenado y completo de los n¶umeros

reales, con la topolog¶³a eucl¶³dea usual.
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D e m o stra c i¶o n

Realizaremos la construcci¶on en varios pasos, comprobando que se cumplen

los axiomas de los n¶umeros reales.

+1 ) El cono positivo G del grupo G de¯nido es claramente un semigrupo to-

talmente ordenado, positivo, resoluble y conexo. El Corolario 5. 4. 9' identi¯ca

tal semigrupo con (0; + 1 ) , por lo que el grupo de partida es, necesariamente,

la recta real aditiva, totalmente ordenada y conexa (en particular, completa) ,

con la topolog¶³a eucl¶³dea usual. (En Iseki [1 951 ] se prueba directamente la

isomorf¶³a de un grupo totalmente ordenado y conexo en la topolog¶³a del orden

con el grupo aditivo de los n¶umeros reales) .

2) N¶otese que F , por ser biyectiva e is¶otona, de¯ne un homeomor¯smo para

+los topolog¶³as del orden en (G ; - ) y ( G ; - ) . En efecto, la imagen de un

abierto b¶asico (a ; b) de G es, trivialmente:

F (a ; b) = (F ( a ) ; F ( b) )

Por lo que F es una aplicaci¶on abierta. Reciprocamente, la imagen inversa

+de un abierto b¶asico (r ; s ) de G es:

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1F (r ; s ) = (F (r ) ; F (s ) )

+Por lo que F es tambi¶en continua. En particular, ( G ; - ) es por tanto

tambi¶en conexo.

+3) A partir de F , de¯nimos una op eraci¶on \producto" en G mediante:

+ ¡ 1 ¡ 18 s ; t 2 G : s :t = F ( F ( s ) + F (t) )

+Con esta operaci¶on, ( G ; :) es un grupo abeliano totalmente ordenado. En

efecto:
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+3. 1 ) Para todo s ; t 2 G :

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1s :t = F ( F ( s ) + F (t) ) = F ( F (t) + F (s ) ) = t:s

Por lo que la operaci¶on es conmutativa.

+3. 2) Para todo r ; s ; t 2 G :

¡ 1 ¡ 1(r s ) :t = F (F (r s ) + F (t) )

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1= F [F ( F (F ( r ) + F ( s ) ) ) + F (t) ]

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1= F [F ( r ) + F ( s ) + F (t) ]

El c¶alculo de r ( s t) conduce al mismo resultado, por lo que la operaci¶on es

asociativa.

+3. 3) Para todo s 2 G :

¡ 1s :F (0) = F ( F (s ) + 0) = s

Por lo que F (0) es elemento neutro para la operaci¶on. Adem¶as, claramente

+F (0) 6= 0, pues F (0) 2 G . Denotaremos

F (0) = 1

+3. 4) Para todo s 2 G :

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1s :F (¡ F ( s ) ) = F ( F (s ) ¡ F ( s ) ) = F (0) = 1

+Por lo que todo elemento de G tiene inverso para la operaci¶on. Lo repre-

¡ 1sentaremos s .

+Queda comprobado que ( G ; :) es un grupo abeliano. Veamos que el orden

+de G es invariante por traslaciones en G para la nueva operaci¶on.
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+3. 5) Sean r ; s ; t 2 G . Puesto que F es is¶otona y biyectiva:

¡ 1 ¡ 1r Á s =) F (r ) Á F ( s )

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1=) F (r ) + F (t) Á F ( s ) + F (s )

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1=) F ( F (r ) + F (t) ) Á F (F ( s ) + F (s ) )

=) r t Á s t

4) Por construcci¶on, la funci¶on F establece un isomor¯smo entre (G ; +) y

+(G ; :) . En efecto, dados a ; b 2 G :

¡ 1 ¡ 1F (a + b ) = F [( F (F ( a ) ) + F ( F (b) ) ] = F ( a ) :F (b )

5) La operaci¶on producto es distributiva respecto a la suma. Es consecuencia

+de la ecuaci¶on funcional. En efecto, para todo r ; s ; t 2 G :

¡ 1 ¡ 1r ( s + t) = F (F ( r ) + F ( s + t) )

¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1= F (F ( r ) + F ( s ) ) + F (F ( r ) + F ( t) )

= r s + r t

6) Extendemos la operaci¶on producto a la totalidad de G mediante:

x :0 = 0:x = 0 8 x 2 G

x (¡ y ) = ( ¡ x ) y = ¡ (x y ) 8 x ; y con 0 - x ; y

(¡ x ) (¡ y ) = x y 8 x ; y con 0 - x ; y

Con esta extensi¶on, la operaci¶on producto resulta asociativa y distributiva

respecto a la suma en todo G , y cualquier elemento x 2 G no nulo admite

¡ 1inverso para el producto x .

Realizamos la comprobaci¶on en alg¶un caso signi¯cativo, siendo los restantes

an¶alogos.
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Dados x ; y , con 0 - x ; y :

x (¡ y ) = ¡ ( x y ) = ¡ (y x ) = (¡ y ) x

(¡ x ) (¡ y ) = x y = y x = ( ¡ y ) (¡ x )

Por lo que la operaci¶on producto es conmutativa.

Dados x ; y , con 0 - x ; y :

(x y ) (¡ z ) = ¡ [(x y ) z ] = ¡ [x (y z ) ] = x [¡ (y z ) ] = x [y (¡ z ) ]

Otras comprobaciones de la asociativa son an¶alogas.

Dados x ; y ; z , con 0 - x ; y ; z , 0 - y ¡ z :

x [y + (¡ z ) ] + x z = x [y + ( ¡ z ) + z ] = x y

De donde:

x [y + ( ¡ z ) ] = x y ¡ (x z ) = x y + x (¡ z )

Otras comprobaciones de la distributiva son an¶alogas.

+Para todo x 2 G

¡ 1 ¡ 1( ¡ x ) ( ¡ x ) = x x = 1

Por lo que todo elemento no nulo admite inverso.

7) S¶olo falta comprobar que para la operaci¶on producto, siendo x ; y 2 G

cualesquiera, y siendo 0 - z :

x - y =) x z - y z

La propiedad est¶a vista en el cono positivo. Entonces:

x - y =) 0 - y ¡ x =) 0 - (y ¡ x ) z =) 0 - y z ¡ x z =) x z - y z

Concluimos que la estructura de¯nida es un cuerpo conmutativo, totalmente

ordenado y completo. As¶³; debe ser isomorfo e is¶otono al cuerpo totalmente

ordenado y completo de los n¶umeros reales. En particular, la topolog¶³a del

orden de la estructura, coincide con la topolog¶³a del orden en los n¶umeros

reales, esto es, con la top olog¶³a eucl¶³dea usual. ¥
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