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TABLA DE

A B,G,S X, ...
a,b,c,r,y, z,...
i, 7, k,m,n

x €A

ACB (ACB)

NOTACIONES

Conjuntos (estructuras) y sus subconjuntos.
Elementos de los conjuntos.

Habitualmente ntimeros enteros.

x pertenece al conjunto A.

A es subconjunto (estricto) de B.

AUB,ANB A unién B, A interseccion B.

0 Conjunto vacio.

N Conjunto de los niimeros naturales, excluido el “0”: N={1,2,3,...}.
Z, Q, R Conjunto de los ntimeros enteros, niimeros racionales, niimeros reales.
= (=) Relacion de orden total (estricta). A veces, preorden total.

~ Relacion de indiferencia asociada a un preorden total.

=L,<L Orden lexicogréfico.

2P Orden opuesto al orden total =.

Gt, G~ Cono (estrictamente) positivo, negativo de G.

|z Valor absoluto del elemento .

(S) Subgrupo generado por S.

Zia + 7.b Grupo abeliano generado por los elementos a y b (a +b =b+ a).
S(a,b) Semigrupo abeliano generado por los elementos a y b (a +b =b + a).
la,b], (a,b) Intervalo cerrado, intervalo abierto.

En el enunciado de Teoremas se reservara la numeracién romana (i, ii, iii, iv, ... )

para resultados de equivalencia entre las proposiciones que se numeran. En otros

enunciados donde no se establezca tal equivalencia sino una lista de consecuencias,

la numeracion serd arabiga (1,2,3, ... ).

El simbolo “W” se utilizara para senalar el final de una demostracion.
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Parafraseando a Birkhoff en el prefacio de su obra “Lattice Theory” (Birkhoff [1940-
1967]), podriamos afirmar que la belleza de la Teoria de Ordenes deriva en parte de
la sencillez de sus supuestos iniciales. Esta sencillez no impide una gran riqueza en
los contenidos que desarrolla, pudiendo considerarse como una disciplina mas, con

entidad propia dentro de la Ciencia Matematica.

Al mismo tiempo, y en el terreno de las aplicaciones, es indudable que una pro-
porcion importante de nuestra actividad se destina, precisamente, a la elaboracion
y andalisis de ordenaciones de todo tipo, en los mas diversos contextos. Existe algo en
la naturaleza humana que nos empuja a clasificar de manera organizada y disponer

en jerarquias todo lo que constituye nuestro conocimiento.*

La representacion numérica de estructuras ordenadas, también denominada “iso-
morfismo de o6rdenes” o “isotonia” se ocupa de la existencia de funciones reales
definidas en un conjunto ordenado arbitrario, que preservan el orden. Natural-
mente, en el rango de la funcién, es decir en el conjunto de los nimeros reales,
se considera la ordenacion usual. Este tipo de representaciones numeéricas reciben

también el nombre de funciones de utilidad.

Estudiaremos en esta memoria la posibilidad de obtener representaciones numéricas
de semigrupos totalmente ordenados. En este caso, el objetivo es respetar tanto la
estructura de orden, como la algebraica adicional. Denominaremos a estas repre-

sentaciones funciones de utilidad aditivas.

La razon que motivé esta investigacion fue la de unificar y generalizar ciertos resul-

tados de representacién que aparecen en distintas disciplinas, en especial Ciencias

Cabe anadir que este afan de ordenaciéon puede superar incluso lo razonable, como puso de manifiesto la
demostracién del Teorema de Imposibilidad de Arrow (véase, por ejemplo Kelly [1988]). Este resultado

refuerza la necesidad e interés de un estudio formalizado de la teoria de érdenes.
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Sociales (Economia, Sociologia) y Estadistica, y que parten de la ya clasica “Teoria
de la Utilidad”, cuyo objetivo puede resumirse en trasladar a escalas numéricas
(que podriamos denominar cuantitativas) informacién proveniente de escalas cuali-
tativas (basadas en “comparaciones”, “preferencias” o “mediciones” plasmadas en

algtn tipo de ordenacién).

Aunque existe una abundante literatura sobre representacién numérica de estruc-
turas ordenadas, no es frecuente contemplar resultados que combinen los aspectos
algebraicos y de orden. El objetivo natural que entonces nos planteamos, punto de
arranque de la memoria, fue el de tratar de completar esta parte de la Teoria de la

Utilidad estudiando resultados de representacion en ambas direcciones.

Las razones para esta “algebrizacién” quedaban justificadas, como ya hemos apun-
tado, por las posibles aplicaciones de este enfoque a distintas especialidades, donde
es frecuente encontrar conjuntos ordenados en los que subyace alguna operacion

adicional.

Citaremos como ejemplos modelos para “preferencias”, definiciones abstractas de
“indices de precios”, “niveles de utilidad”, etc. (véase Eichhorn [1978], Castillo y
Ruiz [1993]); teorias del “comportamiento del consumidor”, con empleo de medi-
das de probabilidad que llevan asociadas funciones de utilidad lineales (ver Luce y
Raiffa [1957]); teorias de la demanda (Katzner [1970]), etc. Algunos otros aspectos
pueden consultarse en Chipman [1960], o Fishburn [1989].

También esta teoria de la utilidad algebraica presenta aplicaciones en otros cam-
pos, como la “Loégica Tedrica” (ver Skala [1975]); “Psicometria” (medicién de la
adquisicién de conocimiento) y “Psicologia Tedrica”, hoy dia con una fuerte base
matemadtica (ver Nowakowska [1983]). En estas disciplinas es frecuente la busqueda
de un marco general, denominado “Teoria de la Medicién”, en la que conceptos como
“ o w . . N . . "
concatenacion”, “medicién extensiva conjunta”, “medicién aditiva conjunta”, se
corresponden con la busqueda de homomorfismos is6tonos de un semigrupo en el

grupo aditivo de los reales (véase a este respecto Roberts [1979] o Narens [1985]).
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Obsérvese que nuestra linea de pensamiento supone la incorporaciéon de contenido
algebraico a la teoria clasica de la utilidad. Resulta dificil situar los origenes de esta
teoria, ya que si bien la idea subyacente parece ser apuntada por Adam Smith (1723-
1790), los primeros resultados rigurosos se deben a Cantor (1895). El desarrollo
posterior de la Teoria de la Utilidad a través de dos lineas separadas, una puramente
matematica y otra aplicada, encuentra su nexo de uniéon a mediados de los anos
cincuenta con los resultados debidos a Debreu (con precedentes en Milgram [1939)]
y Eilenberg [1941]). Debreu redescubrié resultados originales de Eilenberg y los
aplicé de forma decisiva a la Teoria de Equilibrio General. Un libro de capital
importancia en este periodo fue “Teoria del Valor” de Debreu [1959] . Algunas
de las contribuciones posteriores que podemos resaltar se deben a Fleischer [1961],
Fishburn [1970], Peleg [1970], Jaffray [1975], Mehta [1986 (1), 1986 (2), 1988],
Herden [1989, 1991] o Beardon [1992].

Por otra parte es obligado senalar que el desarrollo conjunto de los aspectos alge-
braico y ordenado tiene antecedentes en la literatura. Una referencia clave en este
contexto es Holder [1901], que caracteriza la existencia de homomorfismos is6tonos
en grupos totalmente ordenados. Otras referencias fundamentales son Hahn [1907],
Kantorovich [1937], Cartan [1939], Everett y Ulam [1945], Birkhoff [1940], Clif-
ford [1940], Alimov [1950], Fuchs [1963], etc.

Nuestra fuente basica para esta segunda via fue el clasico libro de G. Birkhoff
“Lattice theory” [1967, tercera edicién] que, en particular, revelaba interesantes
cuestiones abiertas al considerar la estructura de semigrupo ordenado. Ademas, en
articulos y libros relativamente recientes (Luce y Narens [1987] —otra referencia
clave para nosotros—; Roberts [1979], Luce, Krantz, Suppes y Tversky [1990])
se plantean como cuestiones abiertas problemas que se traducen en el estudio de

existencia de utilidad aditiva para semigrupos ordenados.

Un texto adicional, fundamental tras nuestra opcion definitiva por el estudio de
utilidad en semigrupos, ha sido la obra de L. Fuchs “Partially ordered algebraical

systems” [1963]. Su lectura nos mostréd algunos aspectos de la teoria que no habian
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sido trabajados con la profundidad suficiente: utilidad sobre grupos y semigrupos
topoldgicos, continuidad de las funciones de utilidad, comparacién entre las distintas
topologias que hacen continua una funcién de utilidad aditiva, etc. Para estas cues-
tiones topoldgicas han sido referencias importantes Eilenberg [1941], Nachbin [1965]

y Mehta [1986 (1), 1986 (2)].

Este enfoque, dentro de la Teoria de la Utilidad, en el que se estudia la existencia de
funciones reales que preserven los tres tipos de estructura, a saber, orden, topologia
y algebra, parece ser nuevo en la literatura. Asi pues, nuestra propuesta es realizar
un estudio que contemple al menos cuatro disciplinas matematicas interrelacionadas

entre si:

1) Orden: fundamento de nuestro estudio.

2) Analisis: por cuanto manejamos funciones que llegan a los niimeros reales.

3) Topologia: porque abordaremos cuestiones de continuidad de las representaciones

numéricas que aparezcan.

4) Algebra: por razén de la operacion interna adicional que se considera.

En cuanto a los contenidos de la propia memoria, explicamos a continuacién su

desarrollo, indicando los resultados originales que a nuestro juicio aporta.

e El Capitulo 1, introduce diversos conceptos sobre estructuras ordenadas y presenta

algunos resultados, ya conocidos, sobre existencia de representacién numeérica.

e Como paso previo a los resultados especificos sobre semigrupos totalmente orde-

nados, dedicamos el Capitulo 2 al caso particular de grupos.

Analizamos el resultado clave de Holder [1901], que caracteriza a partir de la
propiedad arquimediana la existencia de representacion numérica mediante un ho-

momorfismo de grupos (en nuestra denominacién, existencia de “utilidad aditiva”).
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Aportamos una prueba alternativa de su resultado, diferente a la que habitualmente

aparece en la literatura.

Presentamos dos propiedades, que denominamos propiedad {n + 1,n} y propiedad
{p > q}, equivalentes a la propiedad arquimediana en el contexto de grupos to-
talmente ordenados, pero no en semigrupos, y que proporcionan la clave para la

representabilidad aditiva de esta ultima estructura.

El origen de estas propiedades puede rastrearse hasta los Elementos de Euclides, en
la denominada “propiedad de Eudoxo”, referida a “segmentos rectilineos ordena-
dos”, y que se reconoce como primera definicién histérica rigurosa de nimero real.
(Segin parece, el propio Dedekind reconocié la significativa similitud de sus cor-

taduras con la definicién Eudoxo-Euclidea. Véase Cuesta-Dutari [1981],pp. 15-18).

La primera de ellas (propiedad {n + 1,n}) aparece esencialmente en Alimov [1950]
(en el contexto de semigrupos), y aparece también citada en otros trabajos de su

época (Clifford [1958], Conrad [1959]). La propiedad {p > ¢} parece ser nueva.

Como resultado particular, obtenemos una prueba directa de que todo grupo arqui-

mediano es abeliano, basada precisamente en la propiedad {p > ¢}.*

Aportamos también un estudio de la estructura de grupo totalmente ordenado y
abeliano, generado por dos elementos, y dotado del “orden lexicografico”, que des-

cubrimos como “germen” de la no representabilidad aditiva en grupos abelianos.

e El Capitulo 3 nos introduce en semigrupos totalmente ordenados.

Caracterizamos la posibilidad de representacion numérica, mediante una funciéon de
utilidad que ademés sea homomorfismo, a partir de la propiedad {n+1,n} o {p > q}.

La falta de referencias a esta caracterizacion en trabajos relativamente recientes

Existen varias demostraciones anteriores de esta afirmacion, que debemos juzgar como poco conocidas,
ante la presencia de citas en la literatura reciente que plantean la falta de pruebas simples para la
propiedad. (Véase, por ejemplo Roberts [1979], pp. 164-165).
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como los de Birkhoff [1940-1967], o Luce y Narens [1987], motivé nuestra busqueda
de tal Teorema de representaciéon. Sin embargo, la obra de Fuchs [1963], nos hizo
ver posteriormente que una caracterizacion andloga a la dada por la propiedad
{n 4+ 1,n} se debia a Alimov [1950], a partir de una expresién equivalente que

denomina ausencia de elementos andémalos.

Nuestra demostracion, aplicada primero al caso de un semigrupo cuyos elementos
son todos positivos, permite con este enfoque, por una parte, una prueba que en-
tendemos mas directa y, por otra, alcanzar resultados adicionales significativos, una
vez realizada la extension del Teorema al caso de semigrupos totalmente ordenados

cualesquiera, no necesariamente positivos.*

e A lo largo del Capitulo 4, analizamos la posibilidad de extraer informacién sobre la
estructura de un grupo totalmente ordenado, realizando en el mismo determinadas

particiones relacionadas con los resultados de representabilidad.

Analizamos, en particular, el caso en que un grupo totalmente ordenado es repre-
sentable, pero no necesariamente mediante una funcién de utilidad que sea homo-
morfismo. Aplicando alguno de los resultados obtenidos para semigrupos, probamos
que todo grupo representable permite una particién contable en semigrupos arqui-

medianos.

Relacionando otra de las particiones que realizamos con el concepto de ideal en
grupos ordenados (ampliamente tratado en la literatura), mostramos también la
manera de lograr una pseudo-representaciéon aditiva (una representacién que es
homomorfismo, pero no necesariamente inyectivo) en cualquier grupo totalmente

ordenado.

e La consideracion de cuestiones de tipo topoldgico en semigrupos totalmente or-

denados es el objetivo del Capitulo 5.

Parte de estos resultados apareceran publicados en De Miguel, Candeal e Indurain; Semigroup Forum
[1995].
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Aportamos en primer lugar una caracterizacién de la representabilidad en semigru-
pos totalmente ordenados, utilizando la propiedad de perfecta separabilidad, lo que
en particular supone ligar nuestros resultados con algunos de los existentes en el

contexto de conjuntos ordenados generales.

Para semigrupos conmutativos, obtenemos (como antes en el caso de grupos) la
descripcién de ciertas subestructuras lexicograficas que se revelan como el germen

de la ausencia de representacion aditiva.

Dedicamos una seccién especial a la caracterizacion del “continuo real positivo”.
En Iseki [1951], se muestra la recta real aditiva como tnico grupo totalmente or-
denado y conexo en la topologia del orden. Obtenemos una generalizacion im-
portante de este resultado para el caso de monoides y semigrupos positivos. En
concreto, caracterizamos ([a, 00),+), ((@,00),4) (a > 0), como los tinicos semi-
grupos topolégicos positivos y conexos (la recta real no negativa y aditiva es asi,
esencialmente, el iinico monoide topolégico positivo y conexo). Estos resultados se
aprovechan para mostrar, en un apéndice, la manera de extender estructuras como
las anteriores hasta generar el cuerpo conmutativo totalmente ordenado y completo

de los numeros reales.

En otra seccion de este capitulo, aportamos como resultado de interés la demostra-
cion de que toda funcion de utilidad aditiva definida sobre un semigrupo topolégico
totalmente ordenado es continua. Aplicado a grupos, este resultado permite ase-
gurar que todo grupo totalmente ordenado y arquimediano es representable por una
funcién de utilidad aditiva y continua, lo que constituye por si mismo una extension

del clasico Teorema de Holder.

Como observacién final, quisiéramos destacar el esfuerzo realizado en plasmar en
Ejemplos y Contraejemplos las situaciones que se desprenden de diversos enuncia-
dos presentes en la memoria. Entendemos que cabe incluir entre las aportaciones
originales algunos de estos ejemplos, por su significacion sobre las propiedades que

pretenden ilustrar.






CapriTUuLO 1
CONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS

1.1. Introduccidn.

1.2. Definiciones y resultados previos.

1.3. Funcién de utilidad.
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1.1. Introduccioén

El problema de representar una estructura ordenada a través de una funciéon numeéri-
ca que preserve el orden se remonta a finales del siglo pasado. En concreto dicha
cuestiéon, para el caso particular de conjuntos totalmente ordenados, fue propuesta
por Cantor [1895, 1897]. Existen en la literatura diversas caracterizaciones que re-
suelven este problema, entre las que pueden destacarse las debidas a Milgram [1939],
Birkhoff [1940-1967], Eilenberg [1941], Debreu [1954, 1964], Jaffray [1975], o Herden
y Mehta [1994], entre otros.

La existencia de representacion numérica simplifica el andlisis de la relacion de
orden considerada, puesto que la comparacién entre elementos se traduce en una

comparacion entre nimeros reales.

En Economia Matematica, por ejemplo, y en el contexto de la Teoria de Elecciéon
Racional, cuando se pretende describir el comportamiento de un agente representa-
tivo es frecuente modelar el conjunto de las posibles alternativas mediante cierta es-
tructura ordenada, cuyo orden viene inducido por las preferencias que dicho agente
tiene sobre las distintas alternativas. Habitualmente se supone que el individuo
sigue un principio maximizador en la toma de decisiones. Asi pues, si es posible
la obtencién de una representaciéon numérica para la relaciéon de preferencias, la
toma de decisiones del agente, con el objetivo de realizar una eleccién 6ptima, se
transforma en la busqueda de maximos para una funcién con valores reales (véase

Walker [1977], Subiza [1992] o Peris y Subiza [1994]).

En este capitulo, tras la definicién y discusion de los conceptos bésicos referentes a
estructuras ordenadas que seran utilizados a lo largo de la memoria, presentaremos

en forma resumida algunos de los resultados clave sobre representabilidad.



- 18 - Conjuntos totalmente ordenados

Dado el caracter introductorio con que planteamos la redaccién del capitulo, omitire-
mos las demostraciones. Pueden encontrarse en las obras cuya referencia incluimos

junto a cada resultado.

1.2. Definiciones y resultados previos

Definicién 1.2.1: Orden total

Una relacién binaria X definida en un conjunto X no vacio se llama orden total si

verifica las propiedades:
R. (Refleriva) Para todoa € X: a Za
A. (Antisimétrica) Para todo a,b € X: sia 3by b 3 a entoncesa =10
T. (Transitiva) Para todo a,b,c € X: sia 3by b3 centoncesa 3¢
C. (Completa) Para todo a,b € X: a Zb 0o b Za

Puesto que toda relacién binaria completa es necesariamente reflexiva, puede supri-
mirse la condicién (R) de la definiciéon. Otra alternativa es sustituir (C) por la

propiedad:
C’. (Conexa) Para todo a,b € X, cona #b: a Zb 0o bZa

Asociada a la relaciéon 3 se define otra, <, que denominaremos orden total estricto

con el significado:
Para todo a,b € X :a <b siysélosi a Zbya#b

Esta nueva relacion verifica las propiedades:
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L. (Irrefleziva) Va € X : no(a < a)

A. (Asimétrica) Ya,b € X :a < b= no(b < a)

T. (Transitiva) Va,b,c € X :a <b,b <c = a < ¢

C’.(Conezxa) Va,b € X,a #b:a<bob=<a

Adem3s se verifica:

a<b siysélosi no(b=a)

a 3b siysolosi no(b<a)

Noétese que se logra una formulacion equivalente a la expuesta hasta ahora si se
parte de la relacion de orden estricta, <, y se construye a partir de ella la relacién
<. Es decir, dada una relacién <, definida en un conjunto X y cumpliendo las

propiedades asimétrica (lo que implica irrefleziva), transitiva y conexa; la relacion

=, definida a partir de < mediante:

a b <= a<boa=0D

~Y

resulta ser un orden total. Ademas, el orden estricto asociado al orden total resul-

tante, coincide con el original, <.*

El par (X, 3) se llama conjunto totalmente ordenado, y la estructura equivalente

(X, <) recibe el nombre de cadena.

Definiciéon 1.2.2: Representabilidad del orden. Funcién de utilidad

Se dice que un conjunto totalmente ordenado (X, 3) es representable si existe una
aplicacion u : (X, 3) — (R, <), del conjunto X, en el conjunto R de los nimeros

reales con su orden habitual <, verificando

[ul] Va,b € X :a 2b <= u(a) < u(b)

Observaremos luego que, en el caso de predrdenes, esta equivalencia entre las estructuras que se obtienen

partiendo de la relacion estricta o no estricta deja de ser cierta.



-~ 920 - Conjuntos totalmente ordenados
La aplicacién u se llama representacion numérica o utilidad. Su existencia establece
por tanto un isomorfismo de dérdenes (isotonia) entre el conjunto ordenado y un
subconjunto de los niimeros reales, con su orden habitual.
Noétese que la definicién es equivalente a que se verifique:

[u2] Va,b€ X 1a <b <= u(a) < u(b)
En efecto, supuesto [ul]:

a <b<=no(bZa)<= no(ul) <ula)) < ula) < u(b)
y, andlogamente, supuesto [u2]:
a 3b<=no(b<a) <= no(ulb) <u(a)) <= u(a) <u(b) N

Incluso puede enunciarse lo mismo afirmando simplemente

[u3] Va,b € X :a <b= u(a) < u(b)
ya que, supuesto [u3]

u(a) <u(d) = no(b<a)=a b

y por tanto, a < b; pues de lo contrario, al ser X antisimétrica, se tiene a = b, de

donde u(a) = u(b), contra u(a) < u(b) MW

Si solamente puede asegurarse que
Va,b€ X :a 3b= u(a) < u(b)

se dice que (X, 3) es pseudo-representable, y la aplicacion u recibe el nombre de
pseudo-utilidad. Obviamente, en este caso no pueden sustituirse las desigualdades

por desigualdades estrictas, pues la condicion
a <b= u(a) < u(b)

como ya se ha observado, equivale a la representabilidad. Asi, para elementos de X
verificando a < b, la pseudo-representabilidad sélo garantiza que u(a) < u(b). En

otros términos, utilidad es lo mismo que pseudo-utilidad inyectiva.
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Observacioén

Como se mencionaba en la introduccién, en el estudio de la Teoria de Eleccién
Racional, se toma como punto de partida el supuesto de que un consumidor “ordena”
las diversas opciones que se le presentan, de acuerdo con sus preferencias sobre los

elementos de un conjunto de alternativas X .

Es frecuente adoptar que esta ordenacion viene inducida por una relacién binaria,
= (denominada preferencia débil) que verifica las propiedades refleziva, transitiva
y completa o conexa; pero no necesariamente antisimétrica (véase, por ejemplo,
Debreu [1959]). En este contexto, cuando para dos alternativasa,b € X ocurrea 3 b
y también b 3 a, se interpreta que ambas son indiferentes, pero no necesariamente

iguales.

Las ideas anteriores se formalizan en la siguiente definicion.

Definicion 1.2.3: Preorden completo

Una relacién binaria = definida en un conjunto X se llama preorden completo o

preorden total si verifica las propiedades:

R. (Refleriva) Para todoa € X: a Za

T. (Transitiva) Para todo a,b,c € X: sia 3by b3 centoncesa 3¢

C. (Completa) Para todo a,b € X: a 2bobla

Asociadas a un preorden completo = se definen otras dos relaciones binarias, que

representaremos ~ y <, con el siguiente significado:

a~b siysélosi a 2 by también b 3 a

a<b siysélosi a ZXbyno(a~b)
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La primera de ellas, ~, refleja la parte simétrica del preorden original. Se denomina
relacion de indiferencia y resulta ser de equivalencia, esto es, verifica las propiedades

reflexiva, simétrica (i.e. para todo a,b € X: a ~ b= b ~ a) y transitiva.

La relacion < refleja la parte asimétrica del preorden original. Verifica:

L. (Irrefleziva) Va € X : no(a < a)

A. (Asimétrica) Ya,b € X :a < b= no(b < a)

T. (Transitiva) Va,b,c € X :a <b,b <c = a < ¢

N. (Negativamente transitiva) Va,b,c € X :

no(a < b),no(b < ¢) = no(a < ¢)

La ltima propiedad, de enunciado puramente técnico, tiene sin embargo gran im-

portancia, en el sentido que se explica a continuacién.

Como en el caso de ordenes totales, podemos intentar reconstruir los resultados

referidos a predrdenes completos, partiendo de una relacién estricta, <, y definiendo:

a~b siysélosi no(a<b)yno(b=<a)

a3b siysélosi a<boa~b

Sin embargo, si solamente se garantiza que la relacion < de partida es asimétrica
(lo que implica irreflexiva) y transitiva, resulta ahora que ni la indiferencia re-
sultante coincide necesariamente con la anterior, ni la relacién = inducida es un
preorden completo. El problema radica en que la indiferencia asociada a un pre-
orden completo es siempre transitiva (se trata de una relacién de equivalencia),
mientras que la que acabamos de definir, asociada a la relacién <, no tiene por qué

serlo. Imponiendo que la relacién estricta < sea negativamente transitiva, queda

garantizada la transitividad de su indiferencia asociada y, como consecuencia, puede
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comprobarse que ambas construcciones son equivalentes. Para mas detalles puede

consultarse Peleg [1970] o Indurain [1989].

Una relacién < asimétrica y negativamente transitiva recibe el nombre de orden
débil. Puede comprobarse que todo orden débil es también transitivo, por lo que,
en conclusién, es suficiente suponer que la relacion < es un orden débil, para que

las estructuras (X, <) y (X, 3), con 3 preorden completo, sean equivalentes.

El siguiente cuadro presenta de forma esquematica los resultados anteriores:

(X, 2) orden total = (X, <) cadena (~ es la igualdad)
I I

(X, 3) preorden completo <= (X, <) orden débil ( ~ es de equivalencia)

Definicion 1.2.4: Representabilidad de preérdenes completos

Se dice que un conjunto totalmente preordenado (X, 3) es representable si existe

una aplicacién v : (X, 3) — (R, <), verificando, Va,b € X:

a 2b<= u(a) < u(d)

La definicién es por tanto igual que la correspondiente a 6rdenes totales, y la apli-
cacién u recibe, como entonces, el nombre de wutilidad. Ahora no se trata de una

aplicacién inyectiva, sino que de la propia definicién se deduce:
a~b< u(a) =u(d)
y también:

a <b<= ula) < u(b)

La siguiente proposicion, facil de probar, pone de manifiesto la importancia de los

predrdenes totales, desde el punto de vista de la existencia de funcion de utilidad.



- 24 - Conjuntos totalmente ordenados

Proposicién 1.2.1 (Debreu 1954)

Sea 3 una relacién binaria definida en un conjunto X , para la que existe una funcién

u: (X, 23) — (R X)

verificando, para todo a,b € X :

a 2b<= u(a) < u(d)

Entonces, =X es un preorden completo.

Pero, ademas, la representabilidad de predrdenes completos queda resuelta por la
existencia de utilidad para 6rdenes totales. La siguiente proposicién, también sen-
cilla, justifica este hecho (véase, por ejemplo, Tanguiane [1988], Indurdin [1989] o

Candeal e Indurdin [1990 (1)])

Proposicion 1.2.2

Sea = un preorden completo definido sobre un conjunto X . Sea

X/~ =A{[z];z € X}

el conjunto de clases de equivalencia (conjunto cociente) relativo a la relacién de

indiferencia ~. Definamos sobre este conjunto la relacién = mediante

2] Syl ==

Entonces, (X/~,2Z) es un conjunto totalmente ordenado, y el preorden completo

(X, 3) es representable si y sélo si lo es el orden total (X/~, 3).
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1.3. Funcion de utilidad

El problema de la existencia de representabilidad numérica para un conjunto to-
talmente ordenado fue planteado ya por Cantor [1895, 1897]. Una primera aproxi-

macion a la soluciéon puede enunciarse en los siguientes términos:

Proposicién 1.3.1 (Cantor, 1895)

Sea (X, ) un conjunto totalmente ordenado, verificando:
Ve,y € X conx <y, existe z € X tal quex <z <y

(por cumplir lo anterior, se dice que X “carece de huecos”). Entonces, (X, 3) es
numéricamente representable si y sélo si existe un subconjunto D de X, D contable

(i.e. finito o infinito numerable), tal que

Ve,y € X conz <y, existed € D talquexz <d <y

Dado que en lo sucesivo estaremos interesados en el andlisis de propiedades de
continuidad de las funciones de utilidad, parece adecuado introducir en este punto
estos conceptos basicos. Dado un conjunto totalmente ordenado (X, 3), definimos
la topologia del orden como aquélla que tiene como subbase de abiertos la siguiente
familia de conjuntos:

Y= {(=a),(b,=);a,b € X}

donde

(—,a)={z € X;2 <a}

(b,—)={zr € X;b <z}

Como es habitual, sobre la recta real consideraremos la topologia euclidea.”

La topologia euclidea de los nimeros reales es, precisamente, su topologia del orden como conjunto

totalmente ordenado.
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Notacion

Dado un conjunto totalmente ordenado (X, ), utilizaremos la notaciéon habitual
para intervalos de niimeros reales cuando se quieran representar los correspondientes

subconjuntos analogos de X. Por ejemplo:
(a,b) ={xr € X;a <z < b}

la,b] ={z € X;a Z 2 Z b}

Observacion

La definicién de separabilidad para un espacio topoldgico X (existencia de un sub-
conjunto D contable cuya adherencia es X ), equivale, al considerar la topologia del

orden en un conjunto totalmente ordenado (X, 3), a la propiedad:

Existe un subconjunto contable D C X que corta a todo intervalo abierto (a,b), no

vacio, de X.

Por otra parte, dado un conjunto totalmente ordenado (X, Z), la propiedad “sin
huecos”, definida en la Proposicién 1.3.1 significa que todo intervalo abierto (a,b)

es no vacio. Esto permite reenunciar el resultado de Cantor en la forma:

Proposcion 1.3.1°

Un conjunto totalmente ordenado y sin huecos (X, 3) es representable si y sélo si

es separable

Puede ocurrir que un espacio topolégico (X, 7) esté dotado de una relacién de orden
total <. Para estudiar, al mismo tiempo, propiedades de preservacién del orden y
continuidad, debemos necesariamente imponer alguna relacién entre la topologia y
el orden dados en X . La siguiente definicion, utilizada ya en los trabajos de Debreu

(1954, 1959], pone de manifiesto esta idea.
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Definiciéon 1.3.1: Topologia natural. Orden continuo

Sea (X, Z,7) un espacio topoldgico, totalmente ordenado. La topologia 7 se dice
natural si, para todo a,b € X, los conjuntos («—,a), (b, —) son T-abiertos; es decir,
todo abierto en la topologia del orden es abierto en (X,7) (la topologia 7 es més

fina que la del orden). También se dice que 3 es un orden continuo.”

Observacion

Cualquier subconjunto S de un conjunto totalmente ordenado (X, 3) es también,
obviamente, un conjunto totalmente ordenado, con la misma relacién 3 heredada
de X. Resulta asi que el subconjunto S es un espacio topoldgico, con la topologia
75 del orden = inducido. Por otra parte, el propio X estd dotado de la topologia
del orden 7x, por lo que el subconjunto S es subespacio topolégico, con la topologia
7x|s inducida por la del espacio X. Sin embargo ocurre que, en general, estas dos

topologias definidas en S no coinciden, resultando 7g menos fina que 7x|s.

En particular, en el conjunto R de los ntimeros reales, la topologia del orden es
la misma que la euclidea; pero la topologia del orden de un subconjunto S de los
numeros reales es, en general, menos fina que la topologia euclidea usual restringida

as.

Podemos concluir que, por definicién, la existencia de funcién de utilidad para un
conjunto totalmente ordenado (X, 3), establece siempre un homeomorfismo entre
(X, ) y un subconjunto (5, <) de la recta real, considerando la topologia del orden
de ambos espacios. Sin embargo, de acuerdo con la observaciéon anterior, no esta
garantizado que la funcién de utilidad empleada sea continua si en la recta real se

considera la topologia usual.

Para otros enunciados equivalentes o caracterizaciones de la continuidad de un orden puede consultarse
Chateuneuf [1983], Fishburn [1983], Monteiro [1987], Herden [1991] o Yi [1993].
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Observacioén

En el caso de preérdenes completos, podemos dotar al conjunto cociente totalmente
ordenado (X/~) de la topologia del orden, y considerar en X la topologia inicial,
esto es, la menos fina que hace continua la proyeccién z +— [z]. Andlogamente, se
llama natural a cualquier topologia que sea mas fina que la topologia inicial definida

a partir de la proyeccién de X sobre X /~.

Definicion 1.3.2: Perfecta separabilidad

Un conjunto totalmente ordenado (X, ) se dice perfectamente separable si existe
un subconjunto D contable tal que para cualesquiera a,b € X, con a < b, existe
algin d € D con a 2 d 23 b. (Si 2 es un preorden completo, se dice que (X, 3) es

perfectamente separable si el conjunto totalmente ordenado (X/~) lo es).*

La siguiente proposicién generaliza el teorema de representacién de Cantor (Proposi-

cién 1.3.17).

Proposicién 1.3.2 (Milgram 1939, Birkhoff 1940, Debreu 1954, Fishburn 1970,
Jaffray 1975)

Sea (X, Z) un conjunto completamente preordenado. (X,23) es representable por
una funcién de utilidad continua en cualquier topologia natural, si y soélo si es

perfectamente separable.

La perfecta separabilidad implica la separabilidad topoldgica. El reciproco no es cierto en general.
Sin embargo, si un conjunto totalmente ordenado es separable y sin huecos, entonces es perfectamente
separable. (Véase Candeal e Indurdin [1990 (1)]). La separabilidad topolégica, por su parte, juega un

papel crucial en resultados de representabilidad (véase Arias de Reyna, Estévez y Hervés [1995]).
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El resultado anterior puede obtenerse como consecuencia del siguiente, mas general.

Para una discusién maés detallada véase Mehta [1988] o Candeal e Indurain [1990

(2)].

Proposicién 1.3.3

Sea (X, ) un conjunto totalmente ordenado. Son equivalentes:

i) (X, 2) es perfectamente separable.

ii) (X, ) es representable por una funcién de utilidad.

iii) (X, 3) es representable por una funcién de utilidad, continua si se con-

sidera en X la topologia del orden.

iv) (X, 2) es representable por una funcién de utilidad, continua en cualquier

topologia natural en X

Observacioén

De acuerdo con los resultados anteriores, cualquier conjunto totalmente ordenado y
contable es representable. Ademas puede conseguirse que la imagen quede contenida
en el conjunto Q de los niimeros racionales. Este resultado, que formalizamos en la

siguiente proposicién, aparece por ejemplo en Birkhoff [1940-1967] y Debreu [1959].

Proposicion 1.3.4

Todo orden total, definido en un conjunto contable, es representable por una funcion
de utilidad, con imagen en el conjunto Q de los niimeros racionales, con su orden

natural heredado de la recta real R.
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2.1. Introduccion

El teorema de Holder (1901) establece que todo grupo totalmente ordenado y arqui-
mediano es isomorfo e isétono a algun subgrupo de la recta real. En otros términos,

es representable numéricamente por una funcion de utilidad aditiva.

En este capitulo proporcionamos otras condiciones necesarias y suficientes para la
representabilidad aditiva de grupos totalmente ordenados. Cualquiera de ellas debe

ser, de acuerdo con el teorema de Holder, equivalente a la propiedad arquimediana.

La exigencia adicional de respetar la estructura algebraica, ademas de la de orden,
supone inmediatamente la existencia de diferencias entre los resultados de repre-

sentacion de conjuntos ordenados y representacion aditiva de grupos ordenados.

Por ejemplo, la numerabilidad es suficiente para la existencia de utilidad en con-
juntos ordenados, pero no todo grupo numerable es arquimediano y, por tanto,
representable mediante homomorfismo. Méas ain: todo conjunto contable ordenado
es representable en los niimeros racionales (Proposicién 1.3.4), sin embargo, no todo
grupo ordenado, contable y arquimediano, puede representarse, aditivamente, en el
grupo ordenado de los racionales: basta tomar un subgrupo de los nimeros reales
generado por dos elementos; uno racional ¢ y otro irracional . Ningin multiplo
entero de ¢ puede coincidir con un multiplo entero de a; mientras que todo grupo

isomorfo a un subgrupo de los nimeros racionales debe permitir tal igualdad.

Intuitivamente, el hecho de que un grupo ordenado verifique la propiedad arqui-
mediana expresa que no contiene elementos infinitamente grandes unos respecto a
otros. Analizamos aqui una caracterizacién de la representabilidad aditiva, que

denominamos propiedad {n + 1,n} y otra, equivalente, propiedad {p > q}, que
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se interpretan, a nivel intuitivo, como la no existencia de elementos infinitamente

proximos entre si.

La importancia de la caracterizacién que estas propopiedades proporcionan radica
en que dejan de ser equivalentes a la propiedad arquimediana cuando se aplican a
semigrupos totalmente ordenadosy que, como se vera en el capitulo correspondiente,
juegan un papel esencial en el estudio de la representabilidad aditiva de esta ultima

estructura.

Caracterizaremos también la representabilidad aditiva de un grupo abeliano, en
términos de no contener como subgrupo a Zx Z, dotado del orden lexicogrdfico. Esta
ausencia (presencia) del orden lexicografico en las estructuras representables (no
representables) es tipica en teorfa de la utilidad (véase, por ejemplo, Fishburn [1974],

Ostaszewski [1975] o Martinez Legaz [1995]).

2.2. Definiciones

Los conceptos de esta seccidén tienen un caracter basico y son habituales en la
literatura. El concepto de grupo puede verse, por ejemplo, en Hungerford [1974]. En
Birkhoff [1940-1967] o Fuchs [1963], aparecen las definiciones de grupo totalmente

ordenado, y de representabilidad aditiva.

Definicion 2.2.1: Grupo

Se denomina grupo a la estructura algebraica (G,+) formada por un conjunto
G dotado de una operacién binaria interna, +, de manera que se verifican las

propiedades:

1) + es asociativa, es decir, Va,b,c € G:

(a+b)+c=a+(b+c)
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2) Existe un elemento e € G, denominado elemento neutro tal que Va € G:
at+te—=e+a=a

3) Para todo elemento a € G, existe otro elemento —a € G, denominado

opuesto o simétrico de a tal que

Un grupo (G,+) se dice abeliano o conmutativo, si para todo par de elementos
a,b € G se verifica: a +b=b+a
Notacion

Dado un elemento a de un grupo (G, +) con neutro e, y dado n € N, se representara

como es habitual:*

n veces

e N —
naea=a+---+a

Para extender la notacién a cualquier entero, se adopta por convenio 0.a = e, y
(—n).a = n.(—a). Fécilmente se comprueba que n.(—a) = —(n.a), por lo que el
elemento en cuestién puede escribirse sin ambigiiedad —n.a.

Definiciéon 2.2.2: Grupo totalmente ordenado

Se llama grupo totalmente ordenado a una estructura (G, +, 3X) verificando:

1. (G, +) es grupo.

Nétese que la expresion del segundo miembro estd bien definida, gracias a que se verifica la propiedad

asociativa.
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2. (G, 2) es un conjunto totalmente ordenado.

3. El orden total = es invariante por traslaciones, es decir, Va, b, ¢ € G:
alb<=a+cIbt+c<=c+alc+b

Por tratarse de un orden total, la condicién equivale a que el orden total
estricto < asociado a = sea, a su vez, invariante por traslaciones, esto es,

VYa,b,c € G:

a<b<=a+c<bt+c<c+a<c+b

Observacioén

Birkhoff utiliza la denominacién de orden homogéneo [1942], y también grupo con
traslaciones isétonas [1940-1967] en vez del término invariante por traslaciones,

también utilizado en la literatura y que nosotros empleamos.

Ejemplo 2.2.1

El conjunto R de los nimeros reales, con la suma y orden habituales, constituye
para nosotros el ejemplo fundamental de grupo totalmente ordenado, puesto que

alrededor de su estructura plantearemos los problemas de existencia de utilidad.

Aparte del anterior, el “plano lexicogrdfico” que describimos a continuacién es otro

ejemplo relevante de grupo totalmente ordenado.

Sea (R2,+,=1), el plano real ordinario, con la suma +, definida coordenada a
coordenada:

(a,b) + (¢,d) = (a + b,c+d)

y el orden lexicogrdfico =5, definido por:

(a,b) <1, (¢,d) si y sélo si a<c o a=c, b<d
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Se trata de un grupo abeliano, dotado de un orden total. Comprobemos que el orden

es invariante por traslaciones. En efecto, para cualquier (g, h) € R? se cumple:

(a,b) <1 (c,d) <= a<c 0o a=¢, b<d
< atg<ctg oatg=ct+g, b+h<d+h
< (a+g,b+h)=<r(c+g,d+h)

<= (a,b) + (g,h) <1 (¢,d) + (g, h)

Observacioén

Cualquier subgrupo de un grupo totalmente ordenado es también, claramente, un
grupo totalmente ordenado. Una vez establecido que el orden lexicografico dota al
plano de un orden total invariante por traslaciones, recurriremos con frecuencia a

esta estructura para extraer de la misma nuevos ejemplos en diversas situaciones.

Este recurso al orden lexicografico como fuente de ejemplos no es casual pues, como
ya hemos comentado en la introduccién del capitulo, la presencia o ausencia del
mismo es determinante en resultados sobre representabilidad de estructuras orde-

nadas.

Definiciéon 2.2.3: Representabilidad aditiva

Un grupo totalmente ordenado (G, +, 3) se dice aditivamente representable (resp.

pseudo-representable) si existe una funcién de utilidad (resp. pseudo-utilidad)
u (Gv +, r—j) - (Rv +, S)

que es un homomorfismo de grupos, es decir, para todo a,b € G: u(a +b) =

u(a) +wu(b). La funcién u se llama wutilidad aditiva (resp. pseudo-utilidad aditiva).
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Definicion 2.2.4: Elementos positivos y negativos

Dado un grupo totalmente ordenado (G, +, 3), con neutro e, un elemento a € G se

dice positivo (resp. negativo) si e < a (resp. a < e).

Se llama cono positivo (resp. cono negativo) de un grupo totalmente ordenado
(G,+, 2) al conjunto de todos sus elementos positivos (resp. negativos), y se deno-

tard GT (resp. G7).*

Observaciones

En Birkhoff [1940-1967], se utiliza el concepto de elemento positivo y negativo en
sentido “no estricto”; por lo que, en tal caso, el elemento neutro pertenece a la vez
a ambos conos. Con nuestra definicién, en sentido estricto, los subconjuntos G,

G~ y {e} constituyen una particién de G.

2.3. Consecuencias de las definiciones

La definicién de grupo totalmente ordenado supone, ademéas de la presencia de las
estructuras de grupo y de orden en el conjunto considerado, una conexion entre
ambas, que se manifiesta en la propiedad que hemos denominado invariancia por
traslaciones. Los resultados siguientes ponen de manifiesto la potencia que conlleva
esta conexién, puesto que son, basicamente, consecuencia del caracter invariante

por traslaciones del orden total definido en el grupo.

Presentamos la mayor parte de estas propiedades en forma de Lemas porque serdan

utilizadas posteriormente con frecuencia. Algunas de ellas aparecen también en

Birkhoff [1967], p. 287 y ss.

En otros contextos, se utiliza el término “cono” para referirse a un subconjunto H de un espacio vectorial
real V estable para el producto por escalares positivos. El cono se llama “convexo”, cuando la suma
del espacio vectorial es también estable en H. En cualquier caso, como veremos en la préxima seccién

(Lema 2.3.5), cada cono de un grupo totalmente ordenado resulta estable para la operacién del grupo.
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Lema 2.3.1

1) Si a,b,c,d son elementos de un grupo totalmente ordenado (G, +,3), satisfa-
ciendo a 3 b y ¢ 3 d, entonces se verifica a + ¢ 3 b+ d. Si ademas, alguna de las
desigualdades es estricta (a <b o ¢ < d), se verifica a + ¢ < b+ d.

2) En particular, para todo a,b € G, y para todo niimero natural n:

a 2b<=n.anb

a<b<—=na=<nb

Demostracion

1) Siendo a 2 b, por la invariancia por traslaciones, resulta
a+clb+ec

Por la misma razén, siendo ¢ = d
b+c3b+d

De ambas, teniendo en cuanta la transitividad de la relacion =, se obtiene el
resultado

at+c3b+d

El razonamiento con desigualdad estricta es analogo.

2) Se obtiene por induccién, aplicando reiteradamente el resultado anterior
en a 2 b. En efecto, tomando ¢ = a y d = b, se deduce 2a 3 2b. Si se supone

k.a 2 k.b, para cierto k € N, utilizando nuevamente a = b, resulta
(k+1)a = (k+1)b
Con desigualdad estricta es andlogo.
Reciprocamente, supuesto n.a 3 n.b para cierto n € N, entonces es a = b,

pues de lo contrario, por tratarse de un orden total, debe ser b < a y resultaria

n.b < n.a, que supone una contradiccién. B



—40 - Grupos totalmente ordenados

Lema 2.3.2

Sea (G, +,2) un grupo totalmente ordenado. Para todoa € GT, p,q € Z:

p<q<pa=<q.a

p<q<=palqa

En otros términos, siendo e el elemento neutro de G, el subgrupo Za generado por

un elemento positivo a, es una cadena ordenada en la forma:

r—na<—-(n—-1a<...<—a<e<a<2a<...<na<...

Demostracion

Basta sumar reiteradamente a y —a, aplicando invariancia por traslaciones,

en ambos miembros de e < a, para obtener:

e<a<=a<20=2a<3a<= ...<=na<(n+1l)a<= ...

= —ag < e+ —2a4 < —a <= ...

De donde se obtiene el resultado. B

Observacion

Como consecuencia del Lema anterior

1) Ningun elemento de un grupo totalmente ordenado puede ser nilpotente,
salvo el neutro. En particular, no existen grupos finitos totalmente ordena-

dos, aparte del grupo trivial {e}

2) Un grupo totalmente ordenado, que no sea trivial, no admite cotas uni-

versales (i.e., no admite supremo ni infimo).
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Lema 2.3.3

Dado un grupo totalmente ordenado (G, +, 3), las siguientes afirmaciones sobre un

elemento a de G son equivalentes:

i) a es positivo.

ii) Su elemento opuesto, —a, es negativo.

iii) a < 2a

iv) Para todob € G: b < a+b (y también b < b+ a)

Demostracion

Sea e el elemento neutro de G, y supongamos que el elemento a de G es
positivo. Todas las equivalencias del enunciado pueden obtenerse aplicando

invariancia por traslaciones a la desigualdad e < a. En efecto:

(i) <= (ii). Sumando —a:

e<a<=e+(—a)<a+(—a)<= —a=<e

(i) <= (iii). Sumando a:

e<a<=et+a<ata<—=a<2a

(i) <= (iv). Sumando b, con cualquier b € G:

e<a<=b<a+b<=b<b+a

Lo que completa la demostracién.
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Lema 2.3.4

Para todo a,b de un grupo totalmente ordenado (G, +, ), son equivalentes:

i)a<b

i) —b < —a

iii)b—a € Gt

iv) —a+be Gt

Demostracion

Como en los Lemas anteriores, se obtiene aplicando invariancia por trasla-

ciones. H

Lema 2.3.5

Los conos de un grupo totalmente ordenado, no trivial, (G,+, ) son estables, en

el siguiente sentido:

a,beGT = a+beGT

a,bEG =>a+beG™

Demostracion

Siendo e el elemento neutro de G, y a, b elementos positivos, de acuerdo
con el Lema 2.3.1, podemos sumar “miembro a miembro” las desigualdades
e < a, e < b, de donde:

e<a-+b

Esto es, a + b es también positivo. El resultado para el caso negativo se

obtiene de la misma manera. ll
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Lema 2.3.6

Sea (G, +, 2) un grupo totalmente ordenado. Entonces, para todo a,b,c € G, con
a 2 b se verifica:

at+clc+b ) c+aIb+c

Demostracion

De a 2 b se sigue, por la invariancia por traslaciones, a + ¢ 3 b+ ¢ y también
c+a 3 c+b. Sisesupone que no se verifica, por ejemplo, la primera de las
desigualdades del enunciado, seré (por tratarse de un orden total) c+b < a+c.
Pero entonces:

ctalc+b<a+cb+ec

y por tanto, ¢ +a <b+c. B

Observacioén

En algunos resultados que presentaremos posteriormente podrian ofrecerse demos-
traciones mas sencillas si se supone un grupo totalmente ordenado en el que se
verifican las dos desigualdades anteriores; es decir, a + ¢ 3 ¢+ b y también ¢ +a =
b+ ¢, cuando a = b. Sin embargo, imponer este comportamiento es mas exigente
que la propia invariancia por traslaciones, e implicaria ademas que el grupo sea

abeliano, como se establece en el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.1

Sea (G, +) un grupo en el que hay definido un orden total =X verificando, para todo

a,b,c € G, con a 3 b:
a+clc+b y ctab+ec

Entonces, (G,+) es abeliano, y el orden = es invariante por traslaciones.
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Demostracion

Dados a,b € G, puesto que a 3 a, se obtiene sumando el elemento b en las

condiciones del enunciado:
a+bZb+a y b+aZSa+b

de donde a +b = b + a, y el grupo resulta abeliano.

Si se consideran ahora a,b,c € G con a X b, y por ello
a+clc+b y ctab+ec

estas desigualdades (al haber establecido ya que el grupo es necesariamente

abeliano), equivalen a
a+clb+ec y ctalc+bd

esto es, = es invariante por traslaciones. l

Observacion

En diversas situaciones precisaremos una “comparaciéon” entre los elementos n(a+b)
y na +nb de un grupo totalmente ordenado (G, +, 3); siendo a, b elementos de G, y
n un numero natural. En Luce y Narens [1987], al estudiar estructuras algebraicas
ordenadas mas generales, se destaca la importancia de poder establecer, incluso, la
igualdad de ambos elementos, para evitar dificultades de interpretacién y manejo
de la propiedad arquimediana (concepto clave en la representabilidad aditiva, y que

se analizard en la préxima seccién).

Sin embargo, asumir la igualdad n(a + b) = na + nb equivale en nuestro contexto

de grupos al caracter abeliano, como comprobaremos en la siguiente proposicion.

Por el interés de mantener nuestro estudio en condiciones mas generales, terminare-
mos la seccién con un Lema (establecido también en Fuchs [1963]) que permite la

comparacion pretendida, y al que se recurrird frecuentemente con posterioridad.
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Proposicion 2.3.2

En todo grupo (G, +) son equivalentes:

i) (G,+) es abeliano.

ii) Para todo a,b € G:

2a +2b =2(a+b)

iii) Para todo a,b € G, para todo n € N:

na +nb=n(a+b)

Demostracion

Se verd primero que (i) <= (ii). En efecto:

Si el grupo es abeliano, sumando en ambos miembros de a +b = b + a “a”

por la izquierda, y “b” por la derecha, se obtiene
a+a+b+b=a+b+a+bd

es decir, 2a + 2b = 2(a + b).

Reciprocamente, si para todo a,b € G: 2a + 2b = 2(a + b), es decir:
a+a+b+b=a+b+a+bd

simplificando “a” por la izquierda y “b” por la derecha, se sigue

a+b=b+a

Para (ii) <= (iil) nétese que es obvio, tomando n = 2, que (iii) = (ii).
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Procederemos finalmente por induccién para comprobar que (ii) = (iii),
teniendo en cuenta que, si se cumple (ii), ya se ha establecido que el grupo

es abeliano.

Supongamos que para todo a,b € G: 2a +2b = 2(a +b). Esta claro que para
n=1(yn=2): na+nb=n(a+0b). Siseadmite que la igualdad es cierta
para k € N:

(k+1a+(k+1)b=a+ka+kb+b
=a+k(a+bd)+0b

=a+k(b+a)+b=(k+1)(a+Db)

esto es, la igualdad se cumple para k + 1, lo que completa la demostracion. Bl

Lema 2.3.7

Sean a, b dos elementos de un grupo totalmente ordenado (G, +, 3) tales quea+b =

b+ a, entonces, para todon € N se verifica:

n.a+nb3In(a+d) In(b+a) Inb+n.a

(Nétese que, por tratarse de un orden total, siempre sera cierta alguna de las de-
sigualdades a +b 2 b+a ob+a = a+ b, por lo que el resultado serda siempre

aplicable).

Demostracion

Siendo a+b = b+a, la segunda desigualdad debe verificarse, por el Lema 2.3.1.

Las otras, evidentemente ciertas para n = 1, se demostraran por induccion.

En efecto, si se supone cierto para k € N:

k.a +k.b 2 k.(a+0)
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Entonces, por haber establecido ya que k.(a +b) = k.(b + a), se tiene:

k.aa+kb 2 k.(b+a)

Utilizando la invariancia por traslaciones; sumando “a” por la derecha y “b”

por la izquierda, resulta
(k+1)a+k+1D)b=Sa+kb+a)+b=(k+1).(a+0b)

Lo que demuestra que la primera desigualdad es cierta. Analogamente, para

la tercera, tenemos:

k(b+a) Skb+ka
—k.(a+b) 2 kb+ka
—b+k(a+b)+a3(k+1)b+(k+1)a

~Y

—(k+1).(b4+a)3(k+1)b+(k+1)a

Lo que completa la demostracién.

2.4. Grupos arquimedianos. Teorema de Holder
El resultado clasico de Holder establece que:

“Un grupo totalmente ordenado es isomorfo e isétono a un subgrupo de la

recta real si y solo si es arquimediano”

Puede verse la demostracion de este resultado en el articulo original de Holder [1901]
y también en Cartan [1939], Birkhoff [1940-1967], Loonstra [1946] o Fuchs [1963].
Las pruebas clasicas comienzan fijando un elemento positivo en el grupo, mediante
el cual es posible asociar a cualquier otro elemento un par de subconjuntos de los

numeros racionales que constituyen una cortadura de Dedekind. De esta manera a
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cada elemento del grupo se le asocia un nimero real, definido por la cortadura corres-
pondiente. Por tltimo se comprueba que la aplicacién resultante es un homorfismo

inyectivo, con lo que se tiene el resultado.

La demostracion alternativa que presentaremos en esta secciéon construye, en lu-
gar de cortaduras, una sucesién de Cauchy de niimeros racionales asociada a cada
elemento, cuyo limite define el nimero real buscado. Antes de establecer dicho

resultado introducimos el concepto de grupo arquimediano.

Definiciéon 2.4.1: Grupo arquimediano

Un grupo totalmente ordenado (G, +,3) se dice arquimediano si para todo a,b €

G™T, a < b, existe un nimero natural n tal que b < n.a

Observacioén

Birkhoff [1967], p.290, en un contexto més general, define el concepto de grupo

arquimediano por la condicién:
dados a,b € G, si na 2 b para todo n € Z entonces a = e

Posteriormente (p.300) demuestra que, para grupos totalmente ordenados, ambas

condiciones son equivalentes.

Nosotros preferimos utilizar aqui como definiciéon el primero de los enunciados
porque puede también aplicarse, sin modificaciones, al caso de semigrupos positivos,

que seran tratados en un capitulo posterior.

El Lema que introducimos a continuacién se aplicard después en nuestra demos-
tracion del Teorema de Holder. Justifica que es suficiente probar la representabilidad
aditiva en el cono positivo de un grupo totalmente ordenado, puesto que siempre es

posible extender tal representacién a la totalidad del grupo.
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Lema 2.4.1

Sea (G,+,2Z) un grupo totalmente ordenado, no trivial, con neutro e, y sea u :

GT — R una aplicacién verificando:

1) u(b+c) =u(b) + u(c), para todo b,c € G

2) u(b) > 0, para todo b € GT

Entonces, (G,+, 3) es aditivamente representable mediante:

u(z) siz € GT
u () =4¢ 0 siz=ce

—u(—z) siz € G~

Como consecuencia, un grupo totalmente ordenado es aditivamente representable

si (y sélo si) lo es su cono positivo.

Demostracion

1) Comenzamos probando que la aplicacién u* es aditiva. En efecto, da-
dos b,c¢c € G y suponiendo, sin pérdida de generalidad, que b = ¢ pueden

distinguirse los siguientes casos:

1.1) b = e o0 ¢ = e. Entonces, trivialmente,

u (b4 c) =u™(b) + u*(c)

1.2) e < b, c. Entonces, e < b + ¢ Ast:

uw (b+c)=ulb+c) =ud)+ulc) =u(b) +u*(c)

1.3) b,c < e. Entonces, b+ ¢ < e Ast:

u (b+c) = —u(—c—b) = —u(—c) —u(=b) = u"(b) + u™(c)
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1l4)b<e<c,ye=<b+c. Entonces,e < —bye=<—b+c. Asi:

u (c) =ulc) =u(=b+ (b+c)) =u(=b)+uld+c) =

u (b+c¢)=ulb+c)=—u(=b)+u"(c) =u"(b) +u"(c)

1.5) b < e < ¢, b+ c < e. Entonces, de manera andloga al caso anterior:

u*(b) = —u(=b) = —u(c — (b+¢))

= —u(c) —u(=(b+¢c)) = —ulc) +u*(b+c) =

u (b4 c) =u™(b) + u(c) = u*(b) + u*(c)

1.6) b <e <c¢, b+ c=e. Entonces, —b = c. Ast:

u(b+c)=0=—u(=b) +u(=b) =u"(b) +u”(c)

2) Para ver, por ultimo, que u* es utilidad; supongamos dados b,c € G, con

b < c. Puede expresarse el elemento ¢ en la forma: ¢ = b+ (—b + ¢), donde,

por el Lema 2.3.4, —b + ¢ es positivo. Por tanto:

u (b)) < u'(b) Fu(=b+c)=u"(b)+u"(=b+c)=u"(b—b+c)=u"(c)

Lo que completa la demostracién.

Teorema 2.4.1 (Holder 1901)

Un grupo totalmente ordenado (G,+,3) es aditivamente representable si y sola-

mente si es arquimediano.
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Demostracion

Es obvio, por ser el grupo aditivo de los nimeros reales arquimediano, que

si (G, 4+, 3) es aditivamente representable, entonces debe ser arquimediano.

Para el reciproco, consideramos un elemento positivo a € G fijo. Por el
Lema anterior, basta demostrar la existencia de representacion en el cono

positivo de G. Desarrollamos la prueba en varios pasos.

1) Para cada elemento positivo b € G, y para todo n € N, existe m € N,
unico, tal que:

(m—1).a <n.b Zm.a

En efecto, fijados b y n cualesquiera, si ocurre que n.b = a, entonces es m = 1.
En otro caso, aunque sea a < n.b, la propiedad arquimediana garantiza que
la sucesion (k.a),-; no puede estar acotada por el elemento n.b, por lo que
para algin ntimero natural m debe cumplirse (m — 1).a < n.b X m.a, y se

tiene el resultado.

De esta forma, para cualquier b € G, queda definida una aplicacién
Ny :N— N

que a cada nimero natural n le hace corresponder el nimero natural inico

recién establecido, m = Ny(n), tal que:

[Np(n) — 1] .a < n.b X Np(n).a

es de Cauchy, y por tanto convergente.

N oo
2) La sucesion ( b(n))
n

n=1

En efecto; fijado cualquier e € R, & > 0, consideremos p,q € N con 1/p,1/q <

e. Por definicion de la aplicaciéon Ny se tiene:

[Np(p) — 1].a < p.b X Np(p).a

[No(q) — 1].a < q¢.b 2 Np(q).a
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Por el Lema 2.3.1; las desigualdades se mantienen multiplicando por ntimeros

naturales. Multiplicando la primera por ¢, la segunda por p:

[¢.No(p) — ql.a < p.gb Zq.No(p).a

[p-No(q) —pla < p.gb Zp.Ni(q).a

En cambio por el Lema 2.3.4, al tomar opuestos se invierten las desigualdes.

Considerando los elementos opuestos en la segunda desigualdad:

[¢.-No(p) —ql.a < p.gb Zq.Np(p)a

—p.Np(q).a 3 —p.g.b < [—p.Np(q) + pl.a

Nuevamente por el Lema 2.3.1, estas desigualdades pueden sumarse miembro

a miembro, con lo que se obtiene:

l[¢.Np(p) — p-Np(q) — ¢J.a < € < [¢.Np(p) — p.Np(q) + p.a

donde e es el elemento neutro de G.

Por ser el elemento a positivo, y segin el Lema 2.3.2, estas desigualdades
s6lo pueden obtenerse siendo el nimero entero ¢.Ny(p) —p.Np(q) — g negativo

y q.-Np(p) — p.Np(q) + p, por el contrario, positivo. Es decir:

q-Np(p) — p-No(q) —q < 0 < ¢.Np(p) — p-No(q) +p

Dividiendo por p.q resulta

N N 1 N N 1
b(p) _ Nole) L _ 5 Nelp)  Nolg) 1
p ¢ P p q q

De donde se obtiene la acotacién:

y por ello, finalmente:
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Es decir, se trata en efecto de una sucesién de Cauchy.

3) Definase ahora u : GT — R mediante:

u(b) = lim No(n)

n—o00 n

En particular, u(a) = 1. En efecto, para todo n € N se tiene trivialmente que
(n —1).a < n.a 2 n.a, de donde por definicién, para todo nimero natural n

Ng(n
es Nq(n) = n. Resulta asi que lim a(n)
n—o00 n

=1

Noétese también que u(b) > 0 para todo b € G, por ser el limite de nimeros

racionales positivos.

4) La aplicacién u es aditiva. Para comprobarlo, sean b,c € GT y supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, b + ¢ 3 ¢+ b. Para todo n € N se verifica,

por definicién:

[Np(n) — 1].a < n.b 3 Np(n).a

[Ne(n) — 1].a < n.c Z Ne(n).a
Sumando la primera mas la segunda miembro a miembro:
[Np(n) + Ne(n) — 2].a < n.b+n.c 3 [Ny(n) + Ne(n)l.a
y sumando la segunda mas la primera:
[Np(n) + Ne(n) — 2].a < n.c+n.b 3 [Ny(n) + Ne(n)l.a

Estas dos desigualdades pueden encadenarse recurriendo al Lema 2.3.7, de

acuerdo con el cual debe cumplirse:
nb+n.c3In(b+c)In.(c+b) Inc+nb
lo que permite asegurar que:

[Np(n) + Ne(n) —2].a < n.(b+¢) S n(c+b) 2 [Np(n)+ Ne(n).a
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Si se comparan estas ultimas desigualdes con las siguientes, que corresponden

a la definicién de Npyc(n) y Neyp(n):

[Npge(n) = 1l.a < n.(b+¢) 2 [Npre(n)].a

[Negp(n) — 1l.a < n.(c+b) 2 [Negp(n).a

se aprecia que ambos numeros naturales, Npi.(n) ¥y Neip(n), no pueden
diferir de Ny(n) 4+ N.(n) en mdas de una unidad. Concretamente, para todo

n € N, debe ser:

Nb+c(n)

Nb(n) +Nc(n) —1< {
Nc+b(n)

} < Nb(n) + Nc(n)
Por lo que, dividiendo por n y pasando al limite:
u(b+c¢) =ulc+b) =u(d)+ u(c)

Esto es, u es aditiva.

5) Para todo b € GT es u(b) > 0. En efecto; consideremos todos los casos

que pueden presentarse, al comparar b con a:
Sib=a,esu(d) =ula)=1
Sia=<bb=a+ (—a+b), con —a + b positivo. Asi

u(b) = u(a) +u(—a +b) > u(a) =1

Sib < a, puesto que G es arquimediano, existe m € Ncon a < m.b. Entonces:

a<mb= u(mb) >1= m.u(b)>1= u(b) >1/m >0

6) La aplicaciéon u cumple asi las condiciones del Lema 2.4.1, por lo que se

tiene el resultado. A
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Corolario 2.4.1

Todo grupo totalmente ordenado y arquimediano es abeliano.

Demostracion

Es consecuencia inmediata de la representabilidad aditiva, asegurada por el

Teorema de Holder. B

Observacioén

Puesto que la propia representabilidad aditiva exige que la estructura sea conmu-
tativa, podria suponerse, debilitando la generalidad del enunciado del Teorema de
Holder, que el grupo a representar es, de partida, abeliano. En tal caso, para todo

par de elementos b, ¢, del grupo se verifica la igualdad:
n.(b+c)=nb+n.c

lo que permite simplificar el paso 4 de la demostracién anterior (comprobacién de
que la funcién w es aditiva). Hicimos notar ya en la seccién anterior que en Luce y
Narens [1987] se destaca la importancia, en relacién a la propiedad arquimediana,

4

de poder identificar o no en determinadas estructuras “n copias de b + ¢’ con “n

copias de b mas n copias de c”.

Sin embargo, al admitir la generalidad del enunciado, no puede garantizarse la
igualdad anterior. En la demostracion del Teorema de Holder hemos salvado esta

dificultad recurriendo al Lema 2.3.7.

Ejemplo 2.4.1

Los elementos positivos (0, 1), (1,0) del plano lexicogrdfico (R?, 4+, 2 1) (véase Ejem-
plo 2.2.1) violan la propiedad arquimediana, puesto que para todo nimero natural
n.:

n(0,1) = (0,n) < (1,0)
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Por tanto, este grupo no es aditivamente representable.

Es un resultado conocido que ni siquiera es representable; es decir, no existe funcién
de utilidad para (R?, <) considerado como conjunto totalmente ordenado (véase,
por ejemplo, Debreu [1959], Fishburn [1974], Wakker [1988] o Candeal e Indurain
(1993]).

Cabe anadir que si consideramos el subgrupo Z x Z lexicogrdfico, esto es, los puntos
del plano lexicografico con coordenadas en el conjunto Z de los enteros, el mismo
par de elementos anterior confirma que todavia se trata de un grupo no arquime-
diano, y por tanto no representable aditivamente. Sin embargo ahora, el conjunto
totalmente ordenado (Z x Z,=1) admite funcién de utilidad, por tratarse de un

conjunto contable (ver Proposicién 1.3.4).

2.5. Propiedad {n +1,n} y propiedad {p > q}

Dedicamos este apartado a estudiar dos propiedades que, en el contexto de la teoria
de grupos totalmente ordenados, son equivalentes a la propiedad arquimediana y
por tanto, de acuerdo con el Teorema de Holder, a la existencia de funcién de

utilidad aditiva.

Como se vera en el Capitulo 3, para el caso de semigrupos totalmente ordenados,
estas propiedades son la clave de la representabilidad aditiva, puesto que en esta

ultima estructura:

1) La equivalencia entre las nuevas propiedades y la arquimediana, deja de

ser cierta.

2) La propiedad arquimediana no es suficiente para garantizar la existencia

de utilidad aditiva.
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y 3) La representabilidad aditiva queda caracterizada a partir de estas nuevas

propiedades.

La primera de ellas, que aqui denominamos propiedad {n 4+ 1,n}, fue introducida
por Alimov [1950] (véase también Hion [1957] y Fuchs [1963]). Mads recientemente
se han dado condiciones andlogas en Holman [1971] y Skala [1975]. La segunda

propiedad, que denominamos {p > ¢}, parece ser nueva en la literatura.

Como ya comentabamos en la introduccion del capitulo, exigir que un grupo total-
mente ordenado sea arquimediano expresa, intuitivamente, que no coexisten en tal
grupo elementos infinitamente grandes unos respecto a otros; mientras que ambas
propiedades {n + 1,n} y {p > ¢} evitaran la existencia de elementos infinitamente

proximos entre si.

Ademads de mostrar la equivalencia de todas estas propiedades (Teorema 2.5.1),
en la Proposicién 2.5.2 comprobaremos que, en cualquier grupo no arquimediano,
operando con elementos que no verifiquen las propiedades {n + 1,n} o {p > ¢},
pueden obtenerse con facilidad elementos concretos que violan la propiedad arqui-

mediana, y reciprocamente.

Para realizar la primera de las construcciones mencionadas es suficiente utilizar la
suma (la operacién interna) del grupo; sin embargo la segunda requiere realizar
una diferencia entre elementos, es decir, debe recurrirse a la existencia de elemento
opuesto. La existencia de tal elemento opuesto estd garantizada, por definicién, en
cualquier grupo, por lo que es natural conjeturar la equivalencia entre todas las

propiedades mencionadas.

Por el contrario, cuando se considera el caso de semigrupos, y por tanto no se
garantiza la existencia de elementos opuestos, son admisibles a priori elementos con
mal comportamiento para las propiedades {n+1,n} y {p > ¢}, aunque el semigrupo

sea arquimediano.



— 58 — Grupos totalmente ordenados

Por otra parte, el estudio de estas propiedades para grupos totalmente ordenados,
nos va a permitir proporcionar una prueba de la conmutatividad de la estructura.
Como hemos destacado en el Corolario 2.4.1, es consecuencia del Teorema de Holder
que, en grupos totalmente ordenados, se verifica:

Arquimediano = Abeliano

Sin embargo, en Roberts [1979], p. 124, se pone de manifiesto que en la literatura
faltan demostraciones simples de este hecho (sin hacer uso de la representabilidad
aditiva). Presentamos aqui (Teorema 2.5.2) una demostracién directa, basada pre-
cisamente en las propiedades {n+1,n} y {p > ¢}. (Notemos, sin embargo, que otra

demostracién directa aparece en Fuchs [1963], pp.164-165).*

Definicién 2.5.1

Sea (G,+, Z) un grupo totalmente ordenado, con elemento neutro e.

1) Se dice que (G, +, 3) verifica la propiedad {n + 1,n} si Va,b € G*, con a < b,
existe n € N (dependiente de a y b) tal que (n + 1).a < n.b

2). Se dice que (G, +, 2) wverifica la propiedad {p > ¢} si Va,b € GT, con a < b,

existen p,q € N,p > ¢ (dependientes de a y b), tales que p.a < ¢.b.

Lema 2.5.1

Un grupo totalmente ordenado (G, 4+, 3) es abeliano si y sélo si su cono positivo es

abeliano.

Demostracion

Una demostracion aparece en Birkhoff [1967], p. 316. Se presenta aqui una

prueba alternativa.

* De hecho, hay también pruebas directas en Cartan [1939], Everett y Ulam [1945] y Chehata [1958].



Grupos totalmente ordenados - 59 —

Si el grupo es abeliano, esta claro que lo sera también su cono positivo.

Para el reciproco, consideramos un par de elementos a,b € G. Las situaciones

posibles quedan reducidas a los siguientes casos:

1) Alguno de ellos es el elemento neutro de G. Es obvio que a +b =0+ a

2) a,b € GT. Por hipétesis, a +b = b + a.

3) —a,—b € G*. Entonces:

a+b=—((=b)+(—a))=—((—a)+(-b)) =b+a

4) Un elemento y el opuesto del otro son positivos. Por ejemplo, a, —b € GT.

Entonces:
a+(-b)=(-b)+a=b+a+(-b)=b+(-b)+a=a

—b+a+(-b)+b=a+b=b+a=a+b

Luego, en cualquiera de las situaciones posibles, resulta a +b = b + a, y el

grupo es abeliano. W

Lema 2.5.2

Sea (G,+,2) un grupo totalmente ordenado que verifica la propiedad {p > q}.

Entonces, G es abeliano. Como consecuencia, todo grupo totalmente ordenado que

verifica la propiedad {n + 1,n} es abeliano.

Demostracion

Admitamos, por reduccién al absurdo, que a + b < b + a para algun par de
elementos a,b € G*. Sabemos, por el Lema 2.3.5, que estos elementos a + b

y b+ a pertenecen también al cono postivo de G.
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Para cualquier ¢ € N, puesto que los elementos a y b son positivos, debe

cumplirse por el Lema 2.3.3:

g(b+a)<a+gqg(b+a)+b

El elemento del segundo miembro es (¢ + 1).(a + b), por tanto:

qg.(b+a)<(¢g+1).(a+b)

Dado ahora cualquier p € N, con p > ¢, también es ¢ + 1 < p, y por el

Lema 2.3.1, (¢ +1).(a +b) 2 p.(a +b). Como consecuencia, se concluye:

q.(b+a) <p.(a+0b)

Esto significa que el grupo no puede verificar la propiedad {p > ¢}, lo que
supone una contradiccion. Por tanto, el cono positivo de G es conmutativo

y, de acuerdo con el anterior Lema 2.5.1, el propio G es abeliano.

Para la consecuencia, basta observar que —obviamente— la propiedad {n+1,n}

implica la {p > ¢}. W

Estamos ya en condiciones de demostrar que, en cualquier grupo totalmente orde-
nado, las propiedades arquimediana, {n + 1,n} y {p > ¢q} son todas equivalentes y

que, por tanto, cualquiera de ellas caracteriza la representabilidad aditiva:

existe
<~ utilidad <~
aditiva

propiedad propiedad

propiedad
{n+1n} {p>q}

arquimediana
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Teorema 2.5.1

Sea (G, 4+, ) un grupo totalmente ordenado. Entonces, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

i) (G,+,3) es arquimediano

ii) (G, 4+, 2) es aditivamente representable

iii) (G, +, ) verifica la propiedad {n + 1,n}

iv) (G, 4+, 2) verifica la propiedad {p > q}

Demostracion

(i) = (i)

Es parte del Teorema de Holder.

(i) = (iii)

Excluyendo el caso trivial G = {e}, sea G el cono positivo de G, y sean a, b €
G, tales que a < b. Por hipétesis, existe alguna funcién de utilidad aditiva

u para (G, 4+, ). Entonces, 0 < u(a) < u(b), y debe ser 0 < [u(a)/u(b)] < 1.

Por tanto, existe algin nimero natural n tal que [u(a)/u(b)] < [n/(n + 1)],

lo que equivale a: (n + 1).u(a) < n.u(b).

Siendo v aditiva, se tiene: u[(n+1).a] < u(n.b), y finalmente (n+1).a < n.b,

puesto que u es funcién de utilidad.

(i) = (iv)

Es evidente
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Supongamos que G verifica la propiedad {p > ¢}. Sean a,b € G, tales que
a < b. Por ser a positivo, se sigue del Lema 2.3.3 que b < b + a, por lo que

deben existir p,q € N, con p > ¢, y tales que p.b < q.(b + a).

Por el Lema 2.5.2, G es abeliano, y entonces es ¢.(b + a) = ¢.b + q.a. Escri-

biendo p = g + (p — q), se tiene:
qb+(p—q)b<qgb+q.a

y por la invariancia por traslaciones:

(p—q)b=<gq.a

Asi: b 3 (p—q).b < q.a, por lo que G es arquimediano. l

Veamos ahora una prueba directa de que la propiedad arquimediana en un grupo

totalmente ordenado implica la propiedad conmutativa.

Teorema 2.5.2

Todo grupo totalmente ordenado y arquimediano es conmutativo.

Demostracion

El resultado se sigue del Lema 2.5.2 y la equivalencia entra las propiedades
arquimediana y {n + 1,n}, que hemos establecido en el Teorema 2.5.1. Sin
embargo, la demostracién de este Teorema ha hecho uso del teorema de

Holder.

Para disponer de una prueba directa, basada en el Lema 2.5.2, es suficiente
probar, sin usar la representabilidad aditiva del grupo, que: “todo grupo

totalmente ordenado y arquimediano verifica la propiedad {n + 1,n}".
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En efecto, supongamos que G es el cono positivo de un grupo totalmente
ordenado (G, +, ). Si se supone que G no verifica la propiedad {n + 1,n},
entonces existen a,b € G tales que a < b pero n.b < (n+1).a para cualquier

n € N. Por la invariancia por traslaciones, se sigue que para todo n € N:

n.b—n.a~<a
[1]
—n.a+nb=<a

Puesto que el grupo es arquimediano y, por el Lema 2.3.4, los elementos b — a

y —a + b son positivos; deben existir niimeros naturales ng,n1 tales que

a < no(b—a)
2] { a <ni(—a+b)

Nétese también que ng,n; > 1. Enlazando [1] y [2] se tiene que:

3] { nob — noa < no(b — a)
—nia +n1b < nl(—a + b)

Supongamos el caso en que b+ a = a +b. Sumando —a por la izquierda y

~Y

por la derecha, se sigue que también:
—a+bb—a

Entonces, de acuerdo con las desigualdades establecidas en el Lema 2.3.7,

debe ser para todo n € N:
n.(b—a) In.b—n.a

~Y

contra la primera desigualdad de [3].

Andalogamente, si es a + b 2 b+ a, y por tanto también
b—a3—a+b
se sigue del mismo Lema 2.3.7 que para todo n € N:
n.(—a+b) 2 —n.a+n.b

lo que contradice a la segunda de las desigualdades en [3].

Se concluye que G debe verificar la propiedad {n 4+ 1,n}, lo que completa la

demostraciéon. B
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Para finalizar esta secciéon presentamos dos propiedades que muestran situaciones
o construcciones concretas de pares de elementos que no verifican la propiedad

arquimediana o la {n + 1,n}.

La primera de ellas justifica que en un grupo no abeliano (y por tanto, no arqui-
mediano), las sumas a + b y b + a de cualquier par de elementos positivos a y b
que no conmuten, constituyen en particular elementos que no cumplen la propiedad

{n+1,n}.

La segunda explica como construir elementos que violen la propiedad arquime-
diana, a partir de elementos que no verifiquen la {n + 1,n} y, reciprocamente,
que no cumplen la propiedad {n + 1,n}, a partir de elementos que no cumplan la

arquimediana.

Proposicion 2.5.1

Sean a y b dos elementos positivos de un grupo totalmente ordenado (G, +, 3) tales
que a + b # b+ a. Entonces, los elementos a + b y b 4+ a no cumplen la propiedad
{n+1,n}.

Demostracion

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que para los elementos considerados
se cumple:

a+b<b+a
y por tanto, para todo nimero natural n:
n(a+b) <n(b+a)

De acuerdo con el Lema 2.3.3, y puesto que los elementos a y b son positivos,
se cumple:

nb+a)<a+nlb+a)+b
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El segundo miembro de la tltima expresién es (n + 1)(a + b), por lo que

resulta en definitiva, para todo n € N:
n(b+a) < (n+1)(a+b)

es decir, entre los elementos a +b y b + a no puede establecerse la propiedad

{n+1,n} N

Proposicion 2.5.2

Sean a y b, con a < b, dos elementos positivos de un grupo totalmente ordenado

(G,+, 2). Entonces son equivalentes:

i) Para todon € N: n.b < (n+1).a

ii) Para todon € N: n.(b—a) < a

iii) Para todon € N: n(—a +b) < a

De otra manera, los elementos a, b, con a < b, no verifican la propiedad {n + 1,n}
si y solo si su diferencia b — a no verifica la propiedad arquimediana con respecto al

elemento a. Lo mismo para su diferencia —a + b.

(Notese que, de la misma manera, dados dos elementos postivos c¢,d € G, seréd
n.c < d para todo n € N si y sélo si los elementos d y ¢ + d violan la propiedad

{n + 1,n}. Lo mismo para los elementos d y d + ¢)

Demostracion

Supondremos el caso en que b —a = —a + b, siendo la prueba andloga cuando
—a+b 2 b—a. Utilizando el Lema 2.3.7 en la situacién propuesta, se cumple

para todo nimero natural n:

(%] nb—na3Inb—a) In(—a+0b) X —na+nb
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(i) = (i) y (iii)

Por la invariancia por traslaciones, supuesto nb < (n + 1)a, y sumando —n.a

por la izquierda, resulta, para todo n € N:
—na+nb<a
Expresion que ligada a la anterior [*] permite concluir que para todo n € N:

nb—a)<a y también n(—a+0b) <a

(ii) o (iil) = (i)

Tanto si se supone ahora n(b—a) < a o bien n(—a+b) < a para todon € N,

de la expresion [] se deduce
nb—n.a<a

Aplicando invariancia por traslaciones, sumando n.a por la derecha, resulta
para todo n € N:
nb<(n+1).a

Esto completa la demostracion. B

2.6. Otras caracterizaciones de la representabilidad aditiva

Recordemos algunos de los conceptos y resultados que se han recogido en el Capitulo
1, sobre la existencia de utilidad en conjuntos totalmente ordenados. (Para ma&s

detalles puede consultarse Candeal e Indurdin [1990 (2)]).

En la Proposicién 1.3.2 vimos que la representabilidad de un conjunto totalmente

ordenado (X, 3) viene dada por la condicién de perfecta separabilidad; esto es, por
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la existencia de un subconjunto contable D C X tal que para todo a,b € X con
a < b, existe d € D tal que d € [a,b] = {z € X;a 3 2 T b} (ver Definicién 1.3.2).

El subconjunto D se dice orden denso en X.

La separabilidad de un espacio topoldgico X (existencia de un subconjunto contable
D’ C X que corta a todo abierto no vacio de la topologia) equivale, cuando se
considera la topologia del orden en un conjunto totalmente ordenado (X, 3), a la
existencia de un subconjunto contable D’ C X tal que para todo a,b € X con
a <by (a,b) ={z € X;a <z < b} # 0, existe d € D’ tal que d € (a,b).
La separabilidad, sin embargo, no caracteriza en general la existencia de funcién
de utilidad. Cuando (X, 3X) carece de huecos; esto es, para todo z,y € X, existe
2z € X con z < z <y, separabilidad implica perfecta separabilidad y la existencia
de utilidad si queda garantizada por el caracter separable (ver Proposiciones 1.3.1

y 1.3.17).

Comenzamos esta seccién estudiando la forma de extender resultados como los
anteriores al caso de grupos totalmente ordenados. Concretamente, buscamos
condiciones que, anadidas a la separabilidad (o perfecta separabilidad), impliquen
la representabilidad aditiva. Para este fin, resultara 1til contar con la siguiente

definicion:

Definicion 2.6.1: Par arquimediano
Diremos que dos elementos positivos =, y de un grupo totalmente ordenado (G, +, 3)
constituyen un par arquimediano si existen nimeros naturales ng,ny tales que
T < noy Yy <nix
En caso contrario, diremos que constituyen un par no arquimediano
Por extensién del mismo concepto: un subconjunto S del cono positivo de un grupo

totalmente ordenado se dird arquimediano, si cada dos elementos de S constituyen

un par arquimediano; y se dird no arquimediano si contiene un par no arquimediano.
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Teorema 2.6.1

Si un grupo totalmente ordenado (G,+,3), no trivial, contiene un subconjunto
orden denso D tal que G* N D es un conjunto arquimediano, entonces el propio

grupo G es arquimediano.

Demostracion

Seana,b € G; cone < a < b, siendo e el elemento neutro de G. Comprobemos

que existe n1 € N con b < nia.

Sies b 3 2.a (y entonces b < 3.a) se tiene el resultado. En otro caso, se
verifica:

e<a=<2a<b<2b

Por tanto, existen di,ds € D NG tales que:
ajd1j2a<bjd2-<26

Puesto que D N GT es un subconjunto arquimediano, existe ng € N con
do < nodi. Asf:

b ;5 do < nody ;5 2nga

Con lo que se tiene el resultado, para ny; = 2ng. B

Teorema 2.6.2

Dado un grupo totalmente ordenado (G, +,3), no trivial, son equivalentes:

i) (G, +, 2) es aditivamente representable.

ii) G contiene un subgrupo contable, orden denso y arquimediano.

iii) G contiene un subconjunto contable y orden denso D tal que GT N D es

un conjunto arquimediano.
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Demostracion

(i) = (i)

Si el grupo es aditivamente representable entonces, en particular, es repre-

sentable. Puede asegurarse entonces que G es perfectamente separable.

Sea D C G subconjunto contable, orden denso. El subgrupo < D > generado
por D:
<D >:{:l:d1:l:d2:l::l:dn,n€N}

es claramente contable, y también orden denso por contener a D. Ademés

es aditivamente representable, por serlo G.

Por tanto, < D > es un subgrupo contable, orden denso y arquimediano.

(i) = (iii)

Es evidente.

(i) = (i)

Si se supone que G admite un subconjunto contable, orden denso y arquime-
diano entonces, por el Teorema anterior, el propio G es arquimediano y, por

tanto, aditivamente representable. B

Observacion

En el Ejemplo 2.4.1 hemos estudiado Z x Z lexicogrdfico:
{ZxZ,+,31}

como ejemplo notable de grupo totalmente ordenado que no admite utilidad aditiva,

por no ser arquimediano.
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El siguiente Teorema muestra que la representabilidad aditiva de cualquier grupo
abeliano totalmente ordenado (G,+, 3X) se caracteriza, precisamente, por no con-
tener como subgrupo a Z x 7Z lexicografico.

Teorema 2.6.3

Si un grupo abeliano totalmente ordenado (G,+,3) no es aditivamente repre-

sentable entonces contiene un subgrupo isomorfo e isétono a 7. x 7, lexicografico.

(EI reciproco es obvio, puesto que Z x 7. lexicografico no es aditivamente repre-

sentable).

Demostracion

Si G no es aditivamente representable, tampoco es arquimediano. Por tanto,
contiene un par no arquimediano; es decir, existen z,y € GT tales que para

todo k € Z: k.y < z.

Al ser G abeliano, el subgrupo generado por z e y es de la forma:
Zix+Zy={m.x+ny,m,n €L}

Consideremos dos elementos de este subgrupo, m.z + n.y, m’.x + n'.y, y
analicemos las situaciones que pueden presentarse segun sean los enteros

m,n,m’,n'":

1) Supongamos m < m’. Entonces

e<z3(m —m)x

~Y

Como k.y < z para todo k € Z, para cualquier n,n’ se cumple (n — n').y <
(m’ —m).xz, y ast:

m.x +n.y < m’.x + n/y
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2) De la misma forma, suponiendo m’ < m, se obtiene como conclusion:
m'.x + n/.y <m.xz + ny

3) Por tltimo, si es m = m’, entonces también m.x = m’.z. Ademés n.y 3

n'.y <= n < n’; de donde por la invariancia por traslaciones:
m.ax+ny 3Imoz+ny<=n<n

Obtenemos como conclusién que el orden = del grupo, restringido al subgrupo

Z x+7Zy viene dado por el orden lexicogréfico entre los pares (m,n), (m’,n’):
max+ny 3Ime+n’y = m<m’ o m=m' n<n
Asi, la aplicacion f : (Zx + Zy,+,3) — (L x Z,+,31) dada por:
f(m.x+ny)=(m,n)
que es, claramente, un isomorfismo de grupos, verifica ademads:

max+ny3Imz+ny <=  flmaz+ny) 3L fm.z+n'y)

Lo que completa la demostracién.

Observacioén

La caracterizacién dada en el Teorema anterior precisa que el grupo (G, 4+, 3) sea

abeliano.

A continuacién presentamos un ejemplo de grupo totalmente ordenado, no abeliano,
que aparece también esencialmente en Birkhoff [1967], p.302. (Birkhoff se refiere al
grupo de todas las transformaciones afines f : z — ax +b (a > 0,a,b € R); que
nosotros formulamos de manera diferente, con notacién matricial). Obviamente,
al no ser abeliano, no puede ser tampoco aditivamente representable; pero ademas

comprobaremos que no contiene ninguna copia de Z x Z lexicografico.
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Ejemplo 2.6.1

Sea M el siguiente conjunto de matrices 2 x 2:

Mz{(i 2); a,b € R, a> 0}

La operacion producto de matrices es estable en M:

1 0 1 0 1 0
(b a) (b’ a’)_<b+ab’ aa’)EM

Ademés, dada ( Lo

) € M, existe inversa:
b a

1o\ /1 0
b a ~\=b/a 1/a
que también pertenece a M. Por tanto, (M, x) tiene estructura de grupo, que no

es abeliano. Por ejemplo:
10 10_107&10_10 10
1 1 1 2) \2 2 3 2) \1 2 1 1
Consideramos en M el orden total = dado por:

1 1
(b 2)’5(1)’ c?’) — a<d 6a=d, <V

. . . . 10
Este orden es invariante por traslaciones. En efecto, para cualquier ( P ):

1 1
(b 2)j<b, c?’) — a<d 6a=d, o<V

< ac<adc 6 ac=a'c, b+ad <b +a'd (porserad=a'dc>0)

1 0 ~ 1 0
b+ad ac) ~\b +dd de

= (600626

La comprobacién multiplicando por la izquierda es analoga.

Asi, (M, x,2) es un grupo totalmente ordenado, no abeliano; que ademéas no con-
tiene ningin subgrupo isomorfo a Z x Z lexicografico. En efecto: El cono positivo

de M es el conjunto:

M+:{<i 2);a>1 6 a=1, b>0}
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b a d
M fueran tales que A™ = B para todo n € N; esto es:

1 oY" 1 0 10
TL: — _< _
4 (b a) (b(1+a+a2—|—...+an1) an)~<d c) B Vn € N

Se seguirfa que a™ < ¢ para todo n € N. Entonces, necesariamente, a = 1, y por

1 1
Supongamos que dos matrices A = ( 0) y B = ( (C)) del cono positivo de

tanto b > 0, puesto que A pertenece al cono positivo. La situacién que se alcanza

1 0 10
n __ _< _
A _<n.b 1)N< C)—B Vn € N

El caso ¢ = 1 puede ser descartado, pues de lo contrario debe ser n.b < d para todo

es por tanto:

n € N, que es imposible al ser b > 0. Por tanto ¢ > 1.

Finalmente observemos que:

1 0 1 0
A'B_<b+d c) 7 (bc—i—d c)_B'A

puesto que b # be, al ser ¢ # 1.

Concluimos que cualquier par no arquimediano de elementos en M ' genera un
subgrupo no abeliano. En estas condiciones, (M, x, Z) no puede contener a (Z x

Z,+,<1) como subgrupo, puesto que (Z x Z,+) es abeliano. B

Observacion

El Teorema anterior permite reconocer a Z x Z lexicografico (un grupo generado
por dos elementos) como “germen” de la no representabilidad aditiva en grupos

abelianos.

Clasificaremos a continuacion las posibles estructuras de grupo abeliano totalmente
ordenado generado por dos elementos, lo que permitird obtener posteriormente al-
gunas propiedades adicionales de los grupos arquimedianos, relacionadas con los

resultados de densidad con los que daba comienzo la seccion.
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Teorema 2.6.4

Sea (Zx + Zy,+,2) un grupo abeliano totalmente ordenado, generado por los
elementos (distintos) z,y. Entonces, dicho grupo es isomorfo e isétono a una de las

tres siguientes estructuras:

1) El grupo aditivo totalmente ordenado (Z,+, <) de los nimeros enteros,

con la suma y orden habituales.

2) El grupo totalmente ordenado de numeros reales (Z + Z a,+,<), con la

suma y orden habituales, siendo o un nimero irracional.

3) El grupo totalmente ordenado (Z x Z,+, 31,), con la suma habitual coor-

denada a coordenada, y el orden lexicogréfico. (Es decir, 7 x 7. lexicografico).

Demostracion

Si alguno de los elementos = o y considerados es el neutro e, entonces el grupo
es claramente isomorfo e is6tono al de los niimeros enteros. Consideraremos,
sin pérdida de generalidad, que los generadores x,y son positivos. Resulta

asi: e < z < y.

Primera posibilidad: Zxz NZy # {e}

Sean mg,ng € Z, no nulos, tales que mor = ngy. Podemos suponer que el
maximo comun divisor de mg y ng es: m.c.d.(mg,ng) = 1. Entonces, por la

identidad de Bézout, existen nimeros enteros m1, ni tales quée*

momi1 +nony =1
Esto permite expresar:
x = (mom1 + noni)x = memix + nonix = nomiy + nonix

=no(m1y + n1z)

* Sobre la identidad de Bézout, puede consultarse, por ejemplo, Samuel [1971], p. 14.
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Y, andlogamente:

y = (mom1 + noni)y = momyy + nogniy = momiy + monix

= mo(m1y +niz)
Asi, los generadores = e y quedan expresados como:
T = noa Yy = moa

con a = miy +nix € Zx + Zy. Por tanto Zx + Zy = Za, y el grupo es

isomorfo e isétono a Z

Segunda posibilidad: Zx NZy = {e}; ademds Zz + Zy es arquimediano.

Por el Teorema de Holder, el grupo es aditivamente representable. Existe

una funcién de utilidad aditiva
u:lax+2Zy— R

que puede escogerse verificando u(z) = 1.

Como consecuencia Zx + Zy es isomorfo e isétono a Z +Z o, con a = u(y) >
0, y solo falta probar que « es irracional. En efecto, si se supone por reduccién
al absurdo

u(y):a:ﬁ m,n € Z, m,n#0

resultaria:

y, puesto que u es aditiva:
u(n.y) =u(m.x)
de donde n.y = m.x, contra Zxz N Zy = {e}.

Tercera posibilidad: Zx N Zy = {e}; ademdas Zx + Zy no es arquimediano.
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Comprobaremos que es posible encontrar un par no arquimediano, generador

de Zzx + Zy.

Comenzamos fijando dos elementos postivos a y h, con a < h, que constituyan

un par no arquimediano. Es decir, para todo n € N:
n.a < h

Sea a de la forma: a = miz +n1y; m1,n1 € Z. Notese que podemos admitir

sin pérdida de generalidad que
m.c.d(my,ny) =1

Como consecuencia, por la identidad de Bézout, existen nimeros enteros
mo, no tales que

mimeo +ning =1
Esto permite fijar otro elemento
b=nox —moy € Lax + Ly
que supondremos positivo. (En caso contrario, y dado que nox — maoy # e,

se procederia de la misma forma con el elemento b = —nox + may).

Comprobemos que los elementos = e y pueden expresarse como combinacién

entera de a = mix +n1y y b = nox — moy. En efecto:

moa + n1b = mo(miz + n1y) + ni(nexr — moy)
=mimax + moniy + nin2x — mani1y

= (mimao +ning)r ==z
Andlogamente:

noa — m1b = na(miz + n1y) — mi(noxr — moy)
=min2T + ningy — Min2T + mimoy

= (mima +nin2)y =y
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Como consecuencia, es Zx + Zy = Za + Zb.

Ademés se verifica: n.a < b para todo n € N. En efecto, supongamos por

reduccién al absurdo que existe ng € N tal que b 3 noa.

Consideremos el elemento h € Zx + Zy fijado anteriormente. Puesto que los
elementos a y b engendran al grupo, existen enteros p, q tales que h = p.a+q.b.

Entonces:
h=p.a-+qbZ|pla+|ql.b 3 Ipl-a+]|g|-no.a = (p| + |g|-no).a

Esto es absurdo, pues se han escogido a y h verificando n.a < h para todo

n € N.

Por tanto, los elementos a y b constituyen el par no arquimediano y generador

buscado.

Ahora, un argumento analogo al utilizado en el Teorema 2.6.3 muestra que
Zia + Zb es isomorfo e isétono a Z x 7 lexicografico. Puesto que Za + Zb

coincide con la totalidad del grupo Zx + Zy, se tiene el resultado. Il

Observacion

Puede parecer, a primera vista, que un par de elementos arquimedianos generan
siempre un grupo arquimediano, pero esto no es cierto. Noétese que el par de ele-
mentos arquimedianos (1,0), (1, 1) generan la totalidad de Zx Z lexicogréfico, puesto

que el elemento (0, 1) se obtiene, trivialmente, mediante la diferencia (1,1) — (1,0).

Esta circunstancia ha obligado, en la demostracién del caso 3 del anterior Teorema, a
localizar un par no arquimediano generador de Zz +Zy; ya que no estd garantizado

que los propios elementos z e y violen la propiedad.

Por otra parte, nétese que en el caso 2, Zzx + Zy carece de huecos. Mas atn,

su imagen Z + Z o es densa en R; por lo que si un grupo totalmente ordenado y



- 78 - Grupos totalmente ordenados

aditivamente representable (G, +, Z) contiene un par de elementos z e y, tales que
ZxNZy = {e} (como en el caso 2 del Teorema), entonces Zz + Zy es a la fuerza
denso en GG. Vemos asi que son suficientes dos elementos para generar un subgrupo
orden denso y arquimediano, cuya existencia caracteriza la representabilidad aditiva

de la totalidad del grupo, segin hemos visto en el Teorema 2.6.2.

Puede obtenerse una demostracién directa de estos hechos, como desarrollaremos a
continuaciéon. En particular, se obtendra una prueba de que cualquier subgrupo de
los niimeros reales de la forma Z + Z «, con « irracional, es denso en R; en lugar de

suponer este resultado conocido, como en las afirmaciones del parrafo anterior.

Lema 2.6.1

Si un grupo totalmente ordenado y arquimediano (G, +, 3) tiene minimo elemento

positivo, entonces es isomorfo e isétono al grupo 7 de los niimeros enteros.

Demostracion

Sea g € G el minimo elemento positivo, y sea otro elemento x € G positivo

cualquiera.

Por ser G arquimediano, existe ng € N tal que
(no—1)g < = < nog
Supongamos, por reducciéon al absurdo, que la segunda desigualdad es es-
tricta, es decir:
(no—1)g <z < nog
Entonces, por la invariancia por traslaciones, el elemento ngg — x es positivo.
Por tanto, al ser g el minimo elemento positivo:
g Jnog—w
De donde, nuevamente por la invariancia por traslaciones, resulta:
v 3 (no— 1)g

Esto es absurdo, porque se habia escogido ng € N verificando (ng—1)g < = B
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Lema 2.6.2

Sea (G,+,2Z) un grupo que carece de minimo elemento positivo. Entonces para
todo elemento positivo x € G y para todo numero natural n, existe un elemento

positivo y € G tal que n.y < x.

Demostracion

Dado z € G positivo, demostraremos que existe y € G positivo tal que

2y 2 z. (Basta entonces reiterar para tener el resultado con cualquier n € N).

Puesto que G carece de minimo elemento positivo, tomemos z € G positivo
tal que z < z. Por la invariancia por traslaciones, los elementos z — z y
—z + x son también ambos positivos. Ademas, por el Lema 2.3.7, sabemos
que o bien 2(z — z) = 2z — 2z, 0 bien 2(—z + z) 3 —22z + 2x. Supondremos

la primera situacion, siendo el otro caso andalogo.

Si se cumple 2z = z, entonces y = z es el elemento buscado. Si por el
contrario es x < 2z, por la invariancia por traslaciones es 2z < x + 2z, y por
tanto 2x — 2z < x. Concluimos que 2(z — z) < z, esto es, y = z — z es el

elemento buscado. B

Lema 2.6.3

Sea (G, 4+, ) un grupo arquimediano. Sea S un subgrupo de G tal que S carece de
minimo elemento positivo. Entonces, para todo elemento positivo g € G, existe un

elemento positivo s € S tal que s < g.

Como consecuencia, el subgrupo S es denso en G. Mas aun, para todo x,y € G con

x <y, existe s € S tal que x < s < y; por lo que en particular G carece de huecos.
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Demostracion

Sea g € GT. Tomemos s’ € ST cualquiera. Por ser G arquimediano, existe

ng € N tal que s’ < ngg.

Por el Lema anterior, existe otro elemento positivo s € S tal que ngs < s'.

De ambas desigualdades, se obtiene ngs < ngg, y por tanto s < g.

Para demostrar la segunda parte es suficiente probar que dados dos elementos
r,y € Gt con z < y; existe d € S con d € (z,y). (Al ser S subgrupo, la

propiedad se aplica también al cono negativo, via elementos opuestos).

Sean entonces =,y € GT, con x < y. Por la invariancia por traslaciones, y —x

es también positivo.

Por el resultado anterior, existen sq, so positivos en S tal que s1 < z, so <

y — x. Tomando s = min{sq, s2}, verificard ambas cosas. Ast:
s <x s<y—uw
Siendo G arquimediano, existe ng € N tal que
nos Jx < (np+1).s
De donde:
r<(mo+1l)s=s+ngs Js+arx<y—ax+x=y

Luego (no+1)s € (z,y), con (np+1)s € S. A

Teorema 2.6.5

Sea (G, +, 2) un grupo totalmente ordenado y arquimediano (y por tanto, abeliano).
Sean x,y € G, distintos del elemento neutro e, tales que Zx N Zy = {e}. Entonces

el subgrupo generado por x e y es denso en G
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Demostracion

Un subgrupo como el del enunciado es necesariamente del segundo tipo de
los analizados en el Teorema 2.6.4 (isomorfo a Z+ Z«, con « irracional). En
particular, es arquimediano y no isomorfo al grupo Z de los niimeros enteros,

luego de acuerdo con el Lema 2.6.1, no puede tener minimo elemento positivo.

El resultado es ahora consecuencia del Lema anterior.

Observacioén

El Teorema anterior permite obtener facilmente como consecuencia el siguiente
resultado, bien conocido, pero para cuya demostracién se utilizan habitualmente
técnicas avanzadas de Andlisis Matematico (véase, por ejemplo, Polyd y Szegd [1954]

o Katznelson [1976]).

Corolario 2.6.1

Para todo niimero irracional « el conjunto:

S ={na — E(na);n € Z}

(con E(xz) = “parte entera de z”) es denso en el intervalo |0, 1]

Demostracion

Por el Teorema anterior, aplicado al grupo aditivo R de los niimeros reales,

dado « irracional, el subgrupo Z + Z « es denso en R. En particular,

(Z+Za)N[0,1)

también es denso en el intervalo [0, 1].
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Supongamos enteros m,n tales que m + na € [0,1). Esto ocurre si y sélo si

na € [-m,—m + 1), y por tanto:

Como consecuencia:

S ={na—-FE(na);neZl} =(Z+7Za)n|0,1)

lo que completa la demostracién. B

Observacioén

Consideremos nuevamente la clasificacién de los grupos abelianos totalmente orde-

nados generados por dos elementos x e y, presentada en el Teorema 2.6.4.

En la situacién del primer caso, resultaba que Zzx + Zy es isomorfo e isétono al
grupo aditivo de los nimeros enteros. En tal supuesto, todavia puede ocurrir que
Zx + Zy sea un subgrupo orden denso en un grupo totalmente ordenado (G, +, 3).
Evidentemente, esto ocurre cuando Zx + Zy es la totalidad del grupo G, pero no
es el Uinico caso: consideremos, por ejemplo, el grupo aditivo de los enteros, con el
orden natural (Z, +, <) y tomemos z = 2, y = 4. Claramente, el subgrupo generado

por z e y es 27, orden denso en Z, aunque no coincide con la totalidad de Z.

La siguiente proposicion justifica que la situacion del ejemplo propuesto es general:

Proposicion 2.6.1

Si dos elementos = e y de un grupo totalmente ordenado (G,+,23), con Zx NZLy #
{e}, generan un subgrupo propio S orden denso en G, entonces el propio G es
isomorfo e isétono al grupo aditivo de los nimeros enteros (Z,+,<). Ademas, para

cualquier isomorfismo de G en 7, la imagen de S es 27.
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Demostracion

Por el Teorema 2.6.4 sabemos que, en las condiciones del enunciado, el sub-
grupo S es isomorfo a Z. Existe por tanto elemento minimo positivo a € S

tal que S = Za.

Consideremos un elemento cualquiera z € G, que no pertenezca a S. Para
probar la Proposicién es suficiente demostrar que 2z pertenece necesaria-

mente al subgrupo S.

De acuerdo con el Teorema 2.6.2, sabemos que G es arquimediano, por ser
S subgrupo arquimediano, orden denso en G. Por tanto, debe existir ng € Z
tal que:

noa < z < (ng+1)a

Aplicando invariancia por traslaciones, obtenemos que:

e<z—noa<a

e<(nog+1l)a—z<a

siendo e el elemento neutro de G.

Si los elementos z —nga y (ng+1)a —z anteriores fueran distintos, por ejemplo
e<z—npa=<(no+1la—z<a
por ser S orden denso en G existiria algin elemento s € S tal que
e<z—npa3s3(no+1l)a—z<a

lo cual es imposible, puesto que entre e y a no puede haber ningtin elemento

de S = Za. Por tanto, necesariamente:
z—mnoa = (no+1)a— 2
de donde se deduce que
2z=2np+1)a e S

lo que completa la demostracién. B
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Observacioén

A pesar de las situaciones comentadas hasta ahora, en las que son suficientes dos
elementos para generar un subgrupo orden denso, puede ocurrir que en un grupo
totalmente ordenado y arquimediano (G, 4, 3), el subgrupo generado por z e y no
sea orden denso en G, para todo z,y € G*. Un ejemplo trivial lo proporciona el
grupo aditivo (Q, +, <) de los nimeros racionales, con el orden natural. Observemos
en particular que el menor subgrupo orden denso contenido en un grupo puede ser
muy grande: por ejemplo, en (Q, 4+, <), cualquier subgrupo orden denso precisa una

cantidad infinita de generadores.

2.7. Grupos totalmente preordenados

Veremos en esta seccion que los resultados fundamentales presentados a lo largo
del capitulo siguen siendo validos cuando, en un grupo, hay definido un preorden
completo (ver Definicién 1.2.3) invariante por traslaciones, en lugar de la relacién

de orden total considerada hasta ahora.

En la Proposicion 1.2.2 se justificaba que la representabilidad de predrdenes com-
pletos queda resuelta por la de 6rdenes totales, sin mas que considerar el conjunto
cociente relativo a las clases de indiferencia (ver también en la Definicién 1.2.4 la
definicién de wutilidad en conjuntos totalmente preordenados). Comprobaremos que
este cociente es estable para la operacién interna del grupo, lo que permite dar
condiciones de existencia de utilidad aditiva; puesto que este cociente es también

un grupo totalmente ordenado.

Definiciéon 2.7.1: Grupo totalmente preordenado.
Se llama grupo totalmente preordenado a una estructura (G, +, 3) verificando:

1) (G, +) es grupo.
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2) (G, 2) es un conjunto totalmente preordenado.

3) El preorden completo 3 es invariante por traslaciones, es decir, Va, b, c €
G:

alb<=a+cIbt+tc<=c+alc+b

Definicion 2.7.2: Elementos positivos y negativos

Sea (G,+,2) un grupo totalmente preordenado, con elemento neutro e. Un ele-

mento a € G se dird positivo (resp. negativo) si e < a (resp. a < e).

Llamaremos cono positivo (resp. negativo) de un grupo totalmente preordenado al
conjunto de todos sus elementos positivos (resp. negativos). Se representard G

(resp. G7)

Noétese que con esta definicién los elementos indiferentes con el neutro no son ni

positivos ni negativos.

Proposicion 2.7.1

Sea (G, +, Z) un grupo totalmente preordenado. Las relaciones de indiferencia “~"

y estricta “<”, asociadas a = son también invariantes por traslaciones.

Demostracion

(Para ~) Por definicién, dados a,b € G:
a~b <= a3by bla

~Y ~Y

Por la invariancia por traslaciones de = se obtiene inmediatamente, para

todo ¢ € G:

a~b <<= a+clb+tcy b+tclate <= a+tc~b+c
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La demostracion por la izquierda es analoga.

(Para <) Por definicién, dados a,b € G:

a<b <= aZby nola~b)
Una vez visto que ~ es invariante por traslaciones, se tiene para todo ¢ € G:
a<b <= a+cb+cy nolatc~b+c) << a+c<b+c

La demostracién por la izquierda es andloga. H

Proposicion 2.7.2

Sea (G,+,2) un grupo totalmente preordenado, con neutro e. Representemos con

I(z) la clase de elementos indiferentes correspondiente a cada elemento x € G:
I(z) ={y € Gjy ~ z}
Se verifica:
1) Para todo x1,x2,y1,y2 € G: 1 ~ To, y1 ~ y2 = =1 + T2 ~ Y1 + Ya2.
2) I(e) es un subgrupo normal de G.
3) Para todo xz € G: I(z) = x + 1I(e)

Como consecuencia, el conjunto cociente de las clases de indiferencia, es el grupo co-
ciente G /1(e). Ademads, se trata de un grupo totalmente ordenado, con la operacién
+ definida mediante:

I(z)+1(y) =I(z +y)

y el orden total = definido mediante:

I(z) <I(y) <=z <y
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Demostracion

Se deduce inmediatamente de la invariancia por traslaciones de la relacién

de indiferencia ~ A

Definimos ahora las propiedades arquimediana, {n + 1,n} y {p > ¢} con un enun-
ciado igual al utilizado en el caso de grupos totalmente ordenados, lo que nos per-
mitird obtener la caracterizacién de la representabilidad aditiva.

Definiciéon 2.7.3

Un grupo totalmente preordenado (G, +, 3) se dira:

1) Arquimediano si para todo a,b € G, con a < b, existe un niimero natural n tal

que b < n.a

2) Que verifica la propiedad {n + 1,n} si para todo a,b € G, con a < b, existe un

numero natural n tal que (n + 1).a < n.b.

3) Que verifica la propiedad {p > ¢} si para todo a,b € G, con a < b, existen

p,q € N, p > ¢ tales que p.a < q.b

Teorema 2.7.3

Un grupo totalmente preordenado (G, +, 3) admite funcién de utilidad aditiva si y

solo si es arquimediano.

Demostracion

Si el grupo es aditivamente representable, entonces es claramente arquime-

diano, por serlo el grupo aditivo R de los ntimeros reales.
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Para el reciproco, comprobaremos que si (G, 4, 3) es arquimediano, también
lo es el grupo cociente (G/I(e), 4+, 3). Notemos primero que, al ser para todo
z,y € Ges I(z)+ I(y) = I(x +y), en particular para todo n € N resulta:
n.I(z) =I(n.z).

Sean entonces I(a),I(b) dos elementos positivos del grupo cociente, con
I(a) < I(b). Para ello, es necesario que se cumpla e < a < b. Puesto

que G es arquimediano, existe ng € N tal que:
b < noa

y por tanto:

I(b) < I(noa) = ngol(a)

Luego G/I(e) es arquimediano y, de acuerdo con el Teorema de Holder,

aditivamente representable.

Sea u : G/I(e) — R funcién de utilidad aditiva. Definimos a partir de ella
u:G — R

mediante:
u'(z) = u(I(x))

Resulta entonces que u’ es utilidad aditiva para G. En efecto:
r=<y<=I(z)<I(y) <= u(l(z)) < u(l(y)) = u'(z) < u'(y)
Por tanto, v’ es utilidad. Ademas:

u'(@) + o' (y) = u(I(2)) + u(I(y))
= u(I(x) +1(y))
= u(I(z +y))

=u'(z +y)

Es decir, v’ también es aditiva, lo que completa la demostracién. B
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Observacioén

Razonamientos del mismo tipo justifican que las propiedades {n + 1,n} o {p > ¢}
también caracterizan la representabilidad aditiva, puesto que en esencia el argu-
mento que se utiliza es la existencia de utilidad aditiva en el grupo cociente, para
el que se ha establecido

I(z)<I(y) <= 2z <y
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3.1. Introduccion

En este capitulo analizaremos las condiciones que conducen a la representabilidad
de semigrupos totalmente ordenados, esto es, semigrupos en los que hay definido
un orden total invariante por traslaciones. Una primera caracterizacion completa
para la existencia de funcién de utilidad aditiva para esta estructura fue dada por
Alimov [1950], y aparece también en Fuchs [1963]. En Birkhoff [1940-1967] se dan
condiciones suficientes para el caso de monoides totalmente ordenados, si bien no

se caracteriza su representabilidad aditiva.

La cuestién inicial que planteamos es si, igual que en el caso de grupos totalmente or-
denados, el caracter arquimediano es suficiente para garantizar la representabilidad
aditiva de semigrupos. La respuesta a esta pregunta es negativa. Comprobaremos
sin embargo que las propiedades {n + 1,n} y {p > ¢} proporcionan la caracteri-
zacion buscada. Esto es posible porque, en semigrupos, estas propiedades resultan

ser mas exigentes que la arquimediana.

En grupos, donde la equivalencia de las propiedades arquimediana y {n + 1,n}
ha sido establecida; o bien es posible encontrar elementos que violen la propiedad
arquimediana, y también elementos que violen la propiedad {n + 1,n}; o bien, por

el contrario, no hay elementos que incumplan ninguna de ellas.

La Proposicion 2.5.2 del capitulo anterior abundaba en esta idea. En efecto, nos
permite afirmar que si un par de elementos a, b del cono positivo de un grupo
totalmente ordenado (G,+, =), con a < b, no verifican la propiedad {n + 1,n};
entonces en particular los elementos “b — a” y “a” no verifican la propiedad arqui-
mediana. Andlogamente, si ¢ y d son elementos positivos, con ¢ < d, y no cumplen
la propiedad arquimediana, entonces los elementos “d” y “c + d” no verifican la

propiedad {n + 1,n}.
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Notemos que la segunda de estas construcciones puede realizarse también en un
semigrupo cualquiera, pero la primera, que utiliza la existencia de elemento opuesto,

no siempre es posible en esta ultima estructura.

Podemos conjeturar que si se garantiza que existe la diferencia de dos elementos
cualesquiera del semigrupo (en un sentido técnico, cuyo significado se precisara
mas tarde) recuperamos la posibilidad de representabilidad aditiva, a partir de la
propiedad arquimediana. Birkhoff [1940-1967] (que utiliza notacién multiplicativa
para la operacion interna), denomina divisibles a estos semigrupos en los que el
célculo de la diferencia entre elementos es posible; en Fuchs [1963] se denominan

naturalmente ordenados y en Luce y Narens [1987] resolubles.

En Birkhoff [1940-1967] se muestra que, efectivamente, un semigrupo divisible y
arquimediano es aditivamente representable. Sin embargo, veremos que el caracter
resoluble es mas exigente que la propiedad {n+1,n}, y equivale en esencia a trabajar

en un grupo totalmente ordenado.

Luce y Narens [1987] profundizan maés la cuestién. Distinguen los conceptos de
estructura arquimediana y estructura arquimediana en diferencias, buscando que la
segunda permita una distincion entre elementos (para evitar elementos “infinita-
mente proézimos entre si’) pero sin exigir tanto como que el propio calculo de la

diferencia entre elementos sea realizable.*

En los dos trabajos anteriores, relativamente recientes (posteriores a Alimov [1950]),
no se menciona la posibilidad de caracterizar la representabilidad aditiva en semi-
grupos con propiedades como la {n+1,n} ola {p > q}. Esta aparente laguna motivé
nuestra busqueda de tal caracterizacién, lo que nos condujo hasta las mencionadas
propiedades. Sin embargo, el trabajo de Fuchs [1963], nos hizo ver posteriormente
que una caracterizacién idéntica a la propiedad {n + 1,n} habia sido introducida
por Alimov [1950]; resultando que nuestra propiedad {n + 1,n} es una expresién

equivalente a la condicién que Alimov denomina “ausencia de elementos anémalos”’.

En Jaffard [1952] y Krull [1960] aparecen también comparaciones entre conceptos de arquimedianidad

alternativos.
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3.2. Definiciones

Defincién 3.2.1: Semigrupo

Un semigrupo (S, +) es una estructura algebraica formada por un conjunto S no

vacio, dotado de una operacién binaria interna, +, asociativa, es decir:
Va,b,c€ S:(a+b)+c=a+ (b+c)

Si un semigrupo (9, +) contiene elemento neutro e € S tal que Va € S : a +e =
e+a = a, se dice que (S, +) es un monoide. Si para cada elemento a de un monoide
S existe un opuesto o simétrico —a en S tal que a + (—a) = (—a) + a = e, entonces
(S,+) es un grupo. Un semigrupo (S, +) se dice abeliano o conmutativo si para

todo par de elementos a,b € S se verifica: a +b = b+ a.

Un semigrupo (S, +) se dice cancelativo si Va,b,c € S:a+c=b+c= a =0,y

también ¢ + a = ¢ + b = a = b. Obviamente todo grupo es cancelativo.

Notacion

De igual manera que se establecia para grupos, dado un elemento a de un semigrupo

(S,+) vy n € N, representaremos:*

n veces
e N —
na=a-+---4+a
Si (S, +) posee neutro, e, se entiende 0.a = e. Si, ademds, un elemento a € S posee
simétrico, —a € S, la expresién (—n).a tiene el significado n.(—a). Fécilmente se
comprueba que n.(—a) = —(n.a), por lo que el elemento en cuestién puede escribirse

sin ambigiiedad como —n.a.

Nétese que la expresion del segundo miembro tiene sentido porque se verifica la propiedad asociativa.
Para otras estructuras, en las que no se garantizara la propiedad, podria fijarse el significado adoptando
alguna regla recurrente particular: sumar siempre a derecha (por ejemplo) cada valor extra de a: 1l.a=
a; (n+1).a=na+a. (Véase Luce y Narens [1987], que también llaman la atencién sobre este detalle

particular).
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Definicién 3.2.2: Semigrupo totalmente ordenado

Se llama semigrupo totalmente ordenado a una estructura (S, 4, 3) verificando:

1. (S,+) es semigrupo

2. (S, 2) es un conjunto totalmente ordenado

3. El orden total = es invariante por traslaciones, es decir, Va, b, c € S:

alb<=a+cIbt+tc<=c+alc+b

Por tratarse de un orden total, esta condicién equivale a que el orden total estricto

< asociado a 3 sea también invariante por traslaciones; es decir:

a<b<=at+c<bt+c<c+a<c+b

Observacion

Hemos adoptado la definicion de invariancia por traslaciones estricta o fuerte que

se utiliza, por ejemplo, en Luce y Narens [1987].

En Birkhoff [1940-1967], o en Fuchs [1963], se parte de la definicién débil siguiente:

alb=a+cZb+cy c+alc+d

En el contexto de grupos totalmente ordenados ambas definiciones son equivalentes;
pero esto no es cierto en semigrupos. Por ejemplo, el semigrupo S = {a,b, ¢}, con
+ definida en la forma z + z = 2z para todo z,z € S, y el orden total dado por

a 2 b 3 ¢ cumple la invariancia por traslaciones débil, pero no la fuerte.

Comprobemos que se tiene el siguiente resultado:
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Sea (S,+) un semigrupo en el que hay definido un orden total 3, débilmente in-
variante por traslaciones. Entonces, 2 es fuertemente invariante por traslaciones si

y solo si (S, +) es cancelativo.

En efecto; si se supone invariancia por traslaciones fuerte:

N b+ at+cb+c alb )
a+c= c = — — q =
b+cZa+c bZa

y el semigrupo resulta cancelativo.

Sean, para el reciproco, elementos a, b, ¢ de un semigrupo cancelativo verifi-

cando a +c¢ Jb+c.

Si suponemos, por reduccién al absurdo, que no se verifica a 3 b; entonces

es b < a. Por la invariancia (débil), resulta b + ¢ 3 a + c.

Siendo a + ¢ 3 b+ ¢ y también b+ ¢ =2 a + ¢, obtenemos a + ¢ = b + ¢; de
donde, al ser el semigrupo cancelativo, obtenemos a = b. Esto es absurdo,
puesto que se suponia b < a. Asi, el orden del semigrupo debe cumplir la

invariancia por traslaciones fuerte. B

Debe recordarse por tanto que, con la definicion que hemos adoptado, todo semi-

grupo totalmente ordenado es cancelativo.

Definiciéon 3.2.3: Representabilidad aditiva

Un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3) se dice aditivamente representable

(resp. pseudo-representable) si existe una funcién de utilidad (resp. pseudo-utilidad)
uw: (X, 3) — R, <)

que es un homomorfismo, es decir, Va,b € S : u(a +b) = u(a) + u(b). La funcién u

se llama wtilidad aditiva (resp. pseudo-utilidad aditiva).
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Definicion 3.2.4: Elementos positivos y negativos

Dado un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3), un elemento a € S se dird

positivo (resp. negativo) si a < 2a (resp. 2a < a).

Se llama cono positivo (resp. cono negativo) de un semigrupo totalmente ordenado
al conjunto de sus elementos positivos (resp. negativos), y se denotard S (resp.

57).

Observacioén

Noétese que, al no estar garantizada la existencia de elemento neutro, la definicién
de elemento positivo y negativo dada en grupos totalmente ordenados (elemento,

respectivamente, mayor o menor que el neutro) ahora no es aplicable.

Adoptamos aqui esta definiciéon porque, de acuerdo con el Lema 2.3.3, caracteriza
(en grupos) el caracter positivo o negativo de un elemento y, como se vera més tarde
(Lema 3.3.3), la equivalencia entre ambos enunciados es también cierta en cualquier

monoide totalmente ordenado.

3.3. Consecuencias de las definiciones

Establecemos en esta seccion diversas propiedades que utilizaremos con frecuencia.
Puede observarse que algunas de ellas, a pesar de su analogia con las presentadas
para el caso de grupos totalmente ordenados, requieren un enunciado o una de-

mostracion peculiar cuando se refieren a semigrupos totalmente ordenados.

Lema 3.3.1

1) Dados a, b, ¢, d pertenecientes a un semigrupo totalmente ordenado (S, +, 3), con
a 2byc3d, severificaa+c 3 b+ d. Si, ademds, alguna de las desigualdades es

estricta (a < b o c¢ < d), se verifica a + ¢ < b+ d.
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2) En particular, para todo a,b € S, y para todo nimero natural n:

a 2b<=n.a3nb

a<b<—=na=<nb

Demostracion

Es idéntica a la realizada en grupos (Lema 2.3.1) H

Lema 3.3.2

Sea a un elemento positivo (resp. negativo) de un semigrupo totalmente ordenado

(S,4+,3), y sean p, q nimeros naturales. Se verifica:

p< g+ pa-<q.a

(resp. p < ¢ <= q.a < p.a )

Demostracion

Sea a € ST. Aplicando reiteradamente la propiedad de invariancia por trasla-

ciones, se tiene:

a€ST = a<2a¢=20=<3a+=...<=na<(n+1)a<...

Por tanto: @ < 2a <3a < ... <na < (n+1)a < ...; de donde se desprende

el enunciado.

El caso en que se supone el elemento a negativo, es analogo. ll
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Los dos siguientes Lemas muestran algunas propiedades que caracterizan a un ele-

mento de un semigrupo totalmente ordenado como positivo o negativo.

El primero confirma que, para el caso de monoides, resultan propiedades analogas
a las partes (i), (ii) y (iii) del Lema 2.3.3 en grupos totalmente ordenados. Esto

garantiza, en particular, que las definiciones en ambas estructuras son consistentes.

El segundo, con enunciado parecido a la equivalencia (iv) del mismo Lema 2.3.3,
analiza mas a fondo el significado del caracter positivo o negativo de un elemento
en un semigrupo totalmente ordenado.

Lema 3.3.3

Sea (S, +, Z) un monoide totalmente ordenado, con elemento neutro e.

1) Un elemento a € S es positivo (resp. negativo) si y sélo si e < a (resp. a < e).

2) Un elemento a € S, para el que existe opuesto —a € S, es positivo si y sélo si su

opuesto —a es negativo.

Demostracion

Ambas se obtienen de la invariancia por traslaciones. Para la primera parte:
ac€ST<=a<ata<s=eta<ata<=e=<a

El caso negativo es analogo.
Y de acuerdo con lo anterior:
a€StT+=e<ac=et(—a)<at(—a)= —a<e+=> —acS”

Lo que completa la demostracién.
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Lema 3.3.4

Dado un semigrupo totalmente ordenado (S, +, 3), las siguientes afirmaciones sobre

un elemento a de S son equivalentes:

i) a es positivo (resp. negativo).

ii) Para todob € S: b < a+b, y tambiénb < b+a (resp. a+b < b y también
b+a=<b

iii) Existe b € S tal que b < a + b (resp. a +b < b)

iv) Existe b € S tal que b < b+ a (resp. b+a < b)

Demostracion

Todas las equivalencias pueden obtenerse por la invariancia por traslaciones

y la asociatividad de la operacién +. En efecto:
(i) = (ii)
Supuesto a € S7T; esto es, a < a + a, para todo b € S:

a<at+a=a+b<(a+a)+b=a+b<a+(a+b)=b<a+b

Sumando b por la izquierda, se obtiene igualmente b < b + a
(i) = (iii)

Es evidente.
(i) = (iv)

Dado b € S tal que b < a + b:

b<a+b=—=2b<b+a+b=—=0b<b+a

Luego el mismo elemento b cumple la condicién.
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Sea b tal que b < b + a. Entonces:
b<bta=—=b+ta<btata=—a<at+a=>acsS"

Las demostraciones para el caso negativo son analogas. ll

Observacioén

Esencialmente, en Luce y Narens [1987] se utiliza la condicién (ii) del Lema anterior
como definicién de elemento positivo. Notese que, de acuerdo con las equivalencias
establecidas, dado un elemento a de un semigrupo totalmente ordenado (S, +, 3),
en cuanto se justifica que tiene la propiedad de “incrementar” mediante su suma
(trasladar a derecha) a un elemento b € S cualquiera (condiciones (iii) o (iv) del
Lema), queda ya caracterizado como elemento positivo (condicién (i)). Ademés
estd garantizado que su suma ejerce el mismo efecto sobre todos los elementos del

semigrupo (condicion (ii)).

Lema 3.3.5

Sea a un elemento positivo de un semigrupo totalmente ordenado (S,+,2); en-
tonces, para todo xr € S con a X x se verificax € ST. Andlogamente, dado b € S,

para todoy € S con y < b se verificay € S™.

Ademés, dados a € ST,b € S~ cualesquiera, siempre se verifica: b < a.

Demostracion

Dadoa € ST yz € S cona 3 x, por invariancia por traslaciones es a+z 3 2.
Ademads, por el Lema anterior, siendo a positivo también se cumple 2 < a+=.
De ambas, por la transitividad de la relacion <, se deduce = < 2x; es decir,

el elemento z es positivo.
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La demostracion para el caso negativo es andloga.

Para la segunda parte, nuevamente por el Lema anterior y por ser a positivo,
se cumple b < a + b. También, por ser b negativo, es a + b < a. Nuevamente

por la transitividad de la relacién <, se obtiene b < a. B

Lema 3.3.6

El cono positivo, supuesto no vacio, de un semigrupo totalmente ordenado S, es
estable para la operacion +; es decir, es también un semigrupo totalmente ordenado.

Lo mismo es cierto para el cono negativo.

Demostracion

Dados a,b € ST, por el Lema 3.3.4, y ser a positivo:
a+b=<(a+bd)+a
A la vez, por ser b positivo:
a+b+a<(a+b+a)+b

Ast:
a+b<a+b+a<a+b+a+b=2a+0b)

De donde, por definicién de elemento positivo: a +b € ST.

La demostracion para el cono negativo es analoga. ll

Lema 3.3.7

Sean a, b dos elementos de un semigrupo totalmente ordenado (S, +,3) tales que

a+b 3 b+ a, entonces, para todo n € N se verifica:

n.a+nb3In(a+bd) In(b+a) Inb+n.a
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Demostracion

Es idéntica a la realizada en grupos (Lema 2.3.7) l

3.4. Propiedades fundamentales

Los enunciados de las propiedades arquimediana, {n + 1,n} y {p > q}, pueden
aplicarse sin modificacion al cono positivo de un semigrupo totalmente ordenado.
Sin embargo, como discutiremos enseguida, el comportamiento del cono negativo
frente a estas propiedades no esta determinado, en general, por el de los elementos

positivos.

Por esta razon, concretamente, seran necesarias condiciones adicionales si queremos
establecer para semigrupos un resultado andlogo al Lema 2.4.1, en el que se justifi-
caba que una funcién de utilidad aditiva, definida en el cono positivo de un grupo

totalmente ordenado, puede extenderse a la totalidad del grupo.

Para poder referirnos al comportamiento del cono negativo frente a todas estas
propiedades, sin modificar sus enunciados, recurrimos al concepto de orden opuesto
(“converse order”; ver Birkhoff [1940-1967]), cuya defincién aparece a continuacion.

En Fuchs [1963], este mismo concepto se denomina orden dual.

Definicion 3.4.1: Orden opuesto

Dado un conjunto totalmente preordenado, (X, 3), llamaremos orden opuesto de 3

)’ ~

sobre X a la relacién binaria 3°P definida por:

paratodoa,b e X : a 3Pb<—=b3a

Es inmediato que si (X, X) es un conjunto totalmente preordenado, lo mismo es
cierto para (X, 3°P). En particular, si (5,4, 2) es un semigrupo totalmente orde-

nado, lo mismo ocurre con la estructura (5, 4, 3°P).
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Nétese que el cono positivo (resp. negativo) de un semigrupo totalmente ordenado
(S, 4, 3) es el cono negativo (resp. positivo) de su estructura opuesta. Ademds, si
(S, 4, 2) es aditivamente representable mediante una funcién de utilidad aditiva u,
también (S, +, Z°P) es aditivamente representable, mediante la funcién de utilidad

aditiva —u.

Definicién 3.4.2

El cono positivo ST, supuesto no vacio, de un semigrupo (S, +, X) se diré:
p ) ~

1) Arquimediano si para todo a,b € ST, con a < b, existe un nimero natural

n tal que b < na

2) Que verifica la propiedad {n + 1,n} si para todo a,b € ST, con a < b,

existe un numero natural n tal que (n 4+ 1).a < n.b

3) Que verifica la propiedad {p > q} si para todo a,b € ST, con a < b, existen

numeros naturales p,q con p > ¢, tales que p.a < q.b.

4) Resoluble (ver Luce y Narens [1987]) si para todo a,b € ST, con a < b,

existen z,t € ST talesque a +z =byt+a =b.

El cono negativo de S, supuesto no vacio, se dira arquimediano, si el cono positivo de
(S, +, 2P) es arquimediano. El mismo criterio sirve para definir en S~ los restantes

conceptos.

Un semigrupo se dice arquimediano si, cada uno de sus conos, o bien es vacio, o
bien es arquimediano. El mismo criterio se aplica a los restantes conceptos.
Definiciéon 3.4.3: Semigrupo positivo

Un semigrupo se dird positivo (resp. negativo) si es un semigrupo totalmente or-

denado y todos sus elementos son positivos (resp. negativos). Un monoide se dira
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positivo (resp. negativo) si es un monoide totalmente ordenado y todos sus elemen-

tos, salvo el neutro, son positivos (resp. negativos).

Observacioén

En el contexto de grupos totalmente ordenados, las definiciones presentadas para la
totalidad de la estructura de “propiedad arquimediana”, “propiedad {n + 1,n}" y
“propiedad {p > ¢q}”, se enunciaron haciendo referencia solamente al cono positivo

(ver Definiciones 2.4.1 y 2.5.1).

A pesar de esta aparente restricciéon, en el Lema 2.4.1 vimos que una funcién real
aditiva y positiva, definida en el cono positivo de un grupo totalmente ordenado,

puede extenderse como funcién de utilidad a la totalidad del grupo.

La razén para que fuera entonces suficiente atender a los elementos positivos es que,
aplicando la invariancia por traslaciones, y a través de elementos opuestos, el com-
portamiento del cono negativo frente a las propiedades anteriores esta determinado

por el del cono positivo. En otros términos:

Dado un grupo totalmente ordenado (G, +,3), ambos conos verifican la propiedad

arquimediana si y solo si la verifica su cono positivo.

En efecto, supéngase que G verifica la propiedad arquimediana. Entonces:

Dados a,b € G7, con a <°P b, se verifica, por definiciéon, b < a, y por tanto

—a < —bcon —a,—beGT

Puesto que G es arquimediano, existe n € N con —b < n.(—a), esto es,
—b < —(n.a), lo que equivale a n.a < by, en definitiva, b <°? n.a, por lo que

el cono negativo de G es también arquimediano.

La otra implicacion es obvia. B



Semigrupos totalmente ordenados - 107 —

Una demostracién parecida justificaria que lo mismo ocurre con las propiedades
{n+1,n} y {p > q}. Podemos concluir que las definiciones dadas son consistentes
con las presentadas en su momento para grupos totalmente ordenados, considerados

ahora como caso particular de semigrupos.

Por otra parte, en el contexto de semigrupos o monoides generales, ya no es cierto
que el comportamiento de uno de los conos frente a estas propiedades determine el

del otro.

El siguiente ejemplo muestra un monoide totalmente ordenado, cuyo cono positivo

es arquimediano, sin que lo sea su cono negativo.

Ejemplo 3.4.1

Consideremos el subconjunto (S, +, 31) del plano lexicogrdfico (ver Ejemplo 2.2.1),
dado por:
S ={(z,y) € R%z <0}

La operaciéon + es claramente estable en S, por lo que (S,+, 1) resulta ser un
semigrupo totalmente ordenado. Para reconocer cada cono del semigrupo, nétese

que

(z,y) <1 (0,0) =2z <0 o 2=0,y <0
de donde:

ST={(0,y);y >0} ™ ={(z,y);z <0} U{(0,y):y < 0}

Por tltimo, observemos que el cono positivo ST (por ser obviamente isomorfo a
(R*, +,<)) es arquimediano; mientras que, por ejemplo, los elementos (—1,0),
(0, —1) del cono negativo S~ violan la propiedad arquimediana, puesto que se tiene
(—=1,0) <1 (0,—1), es decir

(0,~1) < (~1,0)
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pero, para cualquier n € N; (—=1,0) <z, (0, —n), esto es:

n.(0,—1) <% (~1,0)

contra lo que exige la propiedad arquimediana. ll

Terminamos la seccion presentando algunas proposiciones que ponen de manifiesto

otros aspectos de la estructura de semigrupo totalmente ordenado.

Proposicion 3.4.1

Un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3), representable aditivamente por una

funcion de utilidad u, es conmutativo.

Demostracion

Inmediata. B

Proposicion 3.4.2

Todo semigrupo totalmente ordenado sin elemento neutro (S,+,3) se convierte
en monoide anadiendo un elemento extra e y declarando, como extension de la

operacion interna:

et+e=c¢e at+te=et+a=a VYacls

y como extension del orden:

b<e<c VbeS ,cesSt
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Demostracion

Vamos a comprobar que la extension realizada es consistente con la estruc-
tura original. Para ello, consideramos todas las situaciones adicionales que
aparecen, tanto para la operacion interna +, como para la relacién de orden

total 3.

La “nueva” operacion + sigue siendo asociativa, puesto que habiendo sido

definido e como elemento neutro, para todo a,b € S U {e}:
(e+a)+b=a+b=e+ (a+0b)
(a+e)+b=a+b=a+(e+0b)

(a+b)+e=a+b=a+(b+e)

Y el “nuevo” orden = sigue siendo invariante por traslaciones. En efecto,
por definiciéon de elemento neutro, y aplicando la caracterizacion de elemento

positivo dada en el Lema 3.3.4, resulta:
a<b<—ate<btec—et+ta<e+tbd

a<e<<—a+tb<b=et+b<=bt+a<b=b+e
e<a<—=e+b=b<a+t+tb<<=bt+e=b<b+a

Esto completa la demostracion. B

Observacioén

Si un semigrupo totalmente ordenado (S, +, 3) es aditivamente representable, en-
tonces (Proposicién 3.4.1) es conmutativo. Ademds (Proposicién 3.4.2), es un

monoide o puede convertirse en monoide, anadiendo un elemento extra. Por tanto:

El estudio de la representabilidad aditiva de un semigrupo totalmente orde-
nado no pierde generalidad si se restringe al caso de monoides totalmente

ordenados conmutativos.
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Sin embargo, con intencién de obtener condiciones mas generales que en el caso de un
semigrupo impliquen su representabilidad aditiva (y por tanto, su conmutatividad),

continuaremos estudiando el caso de semigrupos y no el de monoides conmutativos.

Proposicién 3.4.3

Sea (S,4,2) un semigrupo positivo que verifica la propiedad {p > q}. Entonces,
S es conmutativo. Como consecuencia, todo semigrupo positivo que verifica la

propiedad {n + 1,n} es conmutativo.

Demostracion

Sean p, ¢ € N cualquiera, con p > ¢. Supdéngase que a + b < b + a para algin

par de elementos a,b € S. Por ser el semigrupo positivo, se tiene que:
g(b+a)<a+qg(b+a)+b=(¢+1)(a+b) Zp.(a+b)
y en definitiva:

q.(b+a) <p.(a+b)

Esto es, los elementos a + b y b+ a no verifican la propiedad {p > ¢}, lo que

supone una contradiccion. Por tanto, el semigrupo es conmutativo.

Para la consecuencia, basta observar que —obviamente— la propiedad {n+1,n}

implica la {p > ¢}. W

3.5. Semigrupos positivos

Hemos definido en la seccién anterior (Definicién 3.4.3) semigrupo positivo, como un
semigrupo totalmente ordenado cuyos elementos son todos positivos. Analizaremos

ahora las condiciones para la existencia de representabilidad en esta estructura
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particular, si bien cabe recalcar que las conclusiones que se obtengan son aplicables
también, a partir del concepto de orden opuesto (Definiciéon 3.4.1), a semigrupos
negativos. En la préxima Seccién 3.7 veremos cémo extender estos resultados al

caso de semigrupos totalmente ordenados generales.

Probaremos que un semigrupo positivo y arquimediano admite siempre pseudo-
utilidad aditiva, pero que no necesariamente es representable por una funcién de
utilidad aditiva. En particular, esta circunstancia demuestra que el resultado clave
establecido en el Teorema de Holder (Teorema 2.4.1) es vélido para grupos total-

mente ordenados, pero no para semigrupos.

La existencia de funcion de utilidad en semigrupos positivos queda caracterizada,
como veremos, por la propiedad {n + 1,n}, o su equivalente {p > ¢}. Aunque
estas propiedades implican la arquimediana, el reciproco ya no es cierto, frente a lo

demostrado para el caso de grupos en el Teorema 2.5.1.

Comenzamos presentando un ejemplo de monoide positivo y arquimediano, que sin

embargo no verifica la propiedad {n + 1,n}.

Ejemplo 3.5.1

Considérese el subconjunto (S, 4+, 31) del plano lexicogrdfico (ver Ejemplo 2.2.1)
dado por:
S ={(a,b) € R%a > 0} U{(0,0)}

Se trata claramente de un monoide conmutativo totalmente ordenado, puesto que
la suma es estable en S. Nétese ademds que todo elemento, salvo el neutro (0,0),

es positivo, es decir, se trata de un monoide positivo.
Ademas, S es arquimediano. En efecto, sean (p,q), (r,s) € S tales que:

(0,0) < (p,q) <1 (1, 8)
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Para ello, necesariamente, es 0 < p < r. Puesto que (RT,+) es un semigrupo

arquimediano, existe ng € N tal que r < ng.p y asi:

(r,s) =L (nop,noq) = no(p,q)

Luego se concluye que (S, +, 31) es arquimediano.

Sin embargo, esta estructura no verifica la propiedad {n + 1,n}. Para verlo pueden
tomarse, por ejemplo, (1,1),(1,2) € S. Cumplen claramente que (1,1) <z (1,2)

pero para cualquier n € N:
n(1,2) = (n,20) <1 (n + L+ 1) = (n +1)(1, 1)

Por lo que, efectivamente, violan la propiedad. H

Analizando la demostracion del Teorema 2.5.1, donde probabamos que la existencia
de utilidad aditiva, en grupos totalmente ordenados, es equivalente a las propiedades
arquimediana, {n + 1,n} y {p > ¢}, se aprecia que las implicaciones (ii) = (iii)
— (iv) = (i), no hacen uso del hecho de que la estructura sea un grupo. Por
tanto, es precisamente la implicacién (i) = (ii) la que soporta la diferencia entre

las estructuras de grupo y semigrupo positivo.

Recordemos también (Proposicién 3.4.3) que todo semigrupo positivo que verifique
la propiedad {n+1,n} ola {p > ¢} es conmutativo. En el caso de grupos totalmente
ordenados, el caracter abeliano quedaba garantizado por la propiedad arquimediana;
pero la prueba directa de este hecho (ver Teorema 2.5.2) se basa, precisamente,
en la equivalencia entre la propiedad arquimediana y la {n + 1,n}. Puesto que
en semigrupos positivos esta equivalencia no es cierta, debemos preguntarnos si
la propiedad arquimediana, por si sola, basta para garantizar que un semigrupo
positivo es conmutativo. La respuesta es negativa. El siguiente ejemplo muestra

este hecho, presentando un monoide arquimediano, positivo y no conmutativo.*

* Otro ejemplo de las mismas caracteristicas aparece en Alimov [1950].
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Ejemplo 3.5.2

Sea M el conjunto de las palabras formadas a partir de dos caracteres a y b.

Cualquiera de tales palabras tiene la forma
lily...l, n e N

donde I; =aol; =b (i = 1,2,...,n). Supondremos también que hay en M un

elemento extra, la palabra nula o vacia: e, que convendremos no es un caracter.

Se define la operaciéon + en M mediante yuztaposicion, es decir, dadas L = Iy ... 1,

L'=Ul,... I eM:
L+L' =lly.. . dp+ 13050, =lla.. 151505 ... 1, = LL'
En cuanto a la palabra nula, se establece que, VL € M :
e+ L=L+e=1L

Con esta operacion, claramente asociativa, M es un monoide cuyo elemento neutro

es la palabra nula e.

Para definir un orden total = en M consideraremos la longitud de cada palabra
L =1lly...1, € M, que se denotard ||L| y es, por definicién , el nimero de sus
caracteres, n. Por convenio, |le| = 0. Ademéds, dadas dos palabras de la misma
longitud, se comparan mediante el orden lexicografico natural 3, entendiendo que
el caracter a precede lexicograficamente al caracter b. Por ejemplo, aba <, abb <,
baa, etc. El orden total = se define ahora en M como sigue: dadas dos palabras

L, L'eM
L<L siysélosi |L| < |L'| o |L|=]|L|, L < L’

Se trata claramente de un orden total, y toda palabra no nula es positiva. Asi
(M,+,2) es un monoide positivo, puesto que el orden definido es invariante por

traslaciones. En efecto:
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Dadas L =l1ly.. .1y, L' = 1§15 .. .00, L' =115 ... 1)l € M:
L <L < |L|<|L'|| o [[LI=|L|l, L <¢ L'
— |LL"|| < ||IL'L"|| o |[LL"||=|L'L"|, LL' <y L'L"

— L+L"'<, L +L"

Ademads es arquimediano pues la yuxtaposicién de una palabra (no nula) consigo
misma un numero suficiente de veces, da como resultado una palabra de longitud

mayor que cualquier otra fija.

Sin embargo, el monoide no es conmutativo (por ejemplo, ab =a+b # ba = b+a),

por lo que tampoco puede verificar la propiedad {n + 1,n}.

También puede verse esto ultimo directamente, por ejemplo, con las palabras a, b,

para las que a < b, y sin embargo, para todo nimero natural n:

nveces n+1 veces

nb=>b...b < a...a =(n+1)a

Por lo que la propiedad {n + 1,n} no se verifica. B

A través de los resultados establecidos hasta aqui, queda comprobado que para

semigrupos positivos:

utilidad propiedad propiedad propiedad
aditiva {n+1,n} {p > q} arquimediana

Ademads, sabemos que la tltima implicacion es estricta. Surge asi de manera natural

la siguiente cuestion:

sFEs la propiedad {p > q} una condicion que caracteriza la representabilidad

aditiva de semigrupos positivos?

La respuesta a esta cuestion clave es afirmativa, como demostraremos en el siguiente

teorema.
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Teorema 3.5.1

Dado un semigrupo positivo (S, 4, 3), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (S,+,3) es aditivamente representable

ii) (S, +, 2) verifica la propiedad {n + 1,n}

iii) (S, +, 3) verifica la propiedad {p > ¢}

Demostracion

La equivalencia (i) <= (ii) se debe a Alimov [1950] (véase Fuchs [1963]).
La demostracién que presentamos aqui utiliza, hasta donde es valido, ideas
parecidas a la prueba clasica del Teorema de Holder en grupos totalmente
ordenados (véase Birkhoff [1940-1967]), justificando concretamente que es
posible asociar a cada elemento del semigrupo positivo arquimediano una

cortadura de Dedekind.

Las demostraciones vistas en grupos totalmente ordenados (Teorema 2.5.1)
como prueba de (i) = (ii) = (iii) son validas en semigrupos positivos, por

lo que es suficiente probar (iii) = (i).

Sea zg € S, fijo, y definase para cada = € S los conjuntos:

L(z)={m/n;m,n € NNm.zg Sn.a}U{(—00,0NQ}

U(z) ={m/n;m,n € Nyn.x I m.xo}

= es un orden total, para todo x € S, m,n € N, o bien

~Y

1) Puesto que

m.zo 3 n.x, o bien n.z 3 m.zg. Por tanto, L(z) UU (z) = Q.

2) Si z = zq, entonces 1 € U(x) y también 1 € L(x).

Si x < xq, por la propiedad arquimediana, existe ng € N tal que zg < ngz.

Entonces, 1/ng € L(x), 1 € U(x)
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Si zg < z, existe n1 € N tal que # < nizo. Entonces, ny € U(z), 1 € L(z)

Por tanto, para todo x € S, estd garantizado que los conjuntos L(z) y U(z)
son no vacios. Ademds, en L(z) hay siempre elementos racionales estricta-

mente positivos.

3) Dado z € S, sean m/n € L(z) y p/q € U(x), con m,n,p,q € N.

m.xog In.x = q.m.xo I q¢.n.x

q.r 3 p.xog = n.q.x I n.p.xg

Asi: g.m.zo I n.p.xg. Como S es un semigrupo positivo, se sigue que g.m <

n.p y por tanto m/n < p/q
Como conclusion, para todo a € L(x) y b € U(x) se verifica: a < b.

Hasta aqui, ha sido probado que para todo z € S, (L(z),U(x)) es una cor-
tadura de Dedekind en el conjunto R de los niimeros reales. Esta cortadura

define un nimero real, Gnico para cada x, que se denotard u(z).

Analicemos ahora las propiedades de la funcién u(z) definida de tal manera.

4) Sean z,y € S con z 2 y. Entonces:
m/n € L(z) = m.zg In.x = m.zg In.y = m/n € L(y)

Es decir, L(z) C L(y) y por tanto u(z) < u(y)

5) Sean z,y € S, m/n € L(x), p/q € L(y). Entonces:

m.xg In.x = q.m.xo I q¢.n.x

p.ro 39y = n.p.rog In.q.y

Asi:

(ma +np).z0 S nq.(z+y) = 2P — (/n) + (p/q) € L(z +y)

ng
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Por tanto, u(z) + u(y) < u(x + y)

6) Trabajando con U de la misma manera que con L en (5), se obtiene que

u(z +y) < u(z)+ uly)

Por lo que, enlazando las conclusiones en (5) y (6):

u(z +y) = u(z) + u(y)

A partir de (4), (5) y (6), se concluye que u es pseudo-utilidad aditiva, es decir,
u es aditiva y z  y = u(2z) < u(y). Recordemos ademds (punto 2) que
para todo z € S, en el conjunto L(x) asociado hay racionales estrictamente
positivos, por lo que necesariamente u(z) > 0, para todo z € S.

=y.

~Y

7) Para concluir, es suficiente probar que u(z) < u(y) = =

Supodngase, por el contrario, que existen z,y € S tales que u(z) < u(y), pero

y < x. Entonces, por (6), debe ser u(y) < u(x), y por tanto u(z) = u(y).

Puesto que S verifica la propiedad {p > ¢}, existen p,q € N, p > ¢, tales que

p.y < q.xz. Debe ser p.[u(y)] < q.[u(z)] y por ello u(y) < (p/q).u(z) < u(z),

lo que supone una contradiccién, puesto que u(x) = u(y).

Esto completa la demostracion. B

Observacioén

La propiedad {p > ¢} ha sido usada exclusivamente en (7), el tltimo paso de la
demostracion del anterior Teorema 3.5.1. Asi, los pasos (1) a (6) demuestran que,
para cualquier semigrupo positivo y arquimediano, existe pseudo-utilidad aditiva,

no trivial, y estrictamente positiva.
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Ademés, el paso (7) muestra también que si x e y son elementos de (5, 4, 3) tales
que x < y pero u(z) = u(y), entonces los elementos z e y forman un par andmalo en
el sentido de Alimov [1950] (no verifican la propiedad {n 4+ 1,n}). Asi alcanzamos

el siguiente resultado, debido a Hion [1957] (ver Fuchs [1963]):

Corolario 3.5.1

Para todo semigrupo positivo y arquimediano (S,+, 3) existe funcién de pseudo-
utilidad aditiva y positivau : S — (0, 400), verificando que dos elementos z,y € S

tienen la misma imagen si y sélo si constituyen un par anémalo.

Observacion

El reciproco del Corolario anterior es también cierto:

Si un semigrupo positivo (S, +, 3) admite pseudo-utilidad aditiva y positiva

u:S — (0,400)

entonces es arquimediano

En efecto:

Dados a,b € S, con a < b; se tendrd 0 < u(a) < wu(b). Por tanto, existe

no € N tal que u(b) < nou(a) = u(noa). De donde se obtiene finalmente

b < noa

Por lo que S es arquimediano. W
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Obviamente, cualquier pseudo-utilidad aditiva u : S — R definida en un semigrupo

positivo (S, +, X), debe ser no negativa; pues si para cierto elemento s € S ocurriera:
u(s) <0

se tendria 2u(s) = u(2s) < u(s), y por tanto 2s < s; contra la exigencia de que todo

elemento del semigrupo sea positivo.

Noétese, sin embargo, que para justificar el reciproco del Corolario anterior hemos
recurrido expresamente al caracter positivo de la pseudo-representacién u. Sin esta
condicion, esto es, si admitimos la posibilidad de que ciertos elementos del semigrupo

positivo tengan pseudo-utilidad nula, el reciproco ya no sera cierto:

Un semigrupo positivo pseudo-representable aditivamente, no es necesariamente

arquimediano.

Ambos casos se plasman en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.3

Parecido al anterior Ejemplo 3.5.1, considérese el subconjunto (S, +, <) del plano
lexicogréfico dado por:

S ={(a,b) € R*a > 0}
Se trata de un semigrupo positivo y arquimediano. Una funciéon de pseudo-utilidad
aditiva para (S,+, 3r) es u : S — (0,+00) definida por u(a,b) = a. Nétese que

(S,+, Z1) no es aditivamente representable, por no verificar la propiedad {p > ¢}.
Consideremos ahora (S’, +, 31.), dado por:

S"={(a,b) e R%:a >0,b> 0}

Nuevamente, es un semigrupo positivo, pseudo-representable aditivamente por u’ :
S’ — [0, +00) definida como u’(a,b) = a. Sin embargo, S’ no es arquimediano, ya
que, por ejemplo:

n(0,1) = (0,n) < (1,1) VneN
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A la vez, la pseudo-utilidad u’ no es positiva, puesto que todos los elementos de la

forma (0,b) € S” (no incluidos en el anterior semigrupo S) verifican: «'(0,6) =0 W

Observacioén

Cabe revisar ahora las demostraciones del Teorema de Holder para grupos total-
mente ordenados, con intencién de detectar los pasos concretos en los que se recurre
al hecho de que la estructura es de grupo y, por tanto, no es posible extender el

argumento al caso de semigrupos.

Asi por ejemplo, como ya hemos comentado, la prueba del anterior Teorema 3.5.1
para semigrupos sigue en sus pasos (1) a (6) pautas similares a la demostracién que
aparece en Birkhoff [1967, p. 301] del propio Teorema de Holder para grupos. Tras
establecer la existencia de pseudo-utilidad aditiva u : G — R para un grupo total-
mente ordenado y arquimediano (G, +, ), Birkhoff concluye su prueba mostrando
que el nicleo de la la aplicacién u se reduce al elemento neutro del grupo {e}, por

lo que u es inyectiva.

La equivalencia

u inyectiva <=  Ker u = {e}

no es valida en semigrupos positivos, ni siquiera en monoides positivos, por lo que
en tal estructura no podemos recurrir a la misma. Por ejemplo, para el submonoide

positivo del plano lexicografico:
S ={(a,b) € R*a >0} U{(0,0)}
considerado en el Ejemplo 3.5.1, la pseudo-utilidad
u(a,b) — a V(a,b) € S

es obviamente de nticleo nulo, pero no inyectiva.

También en la prueba presentada por nosotros (Teorema 2.4.1) del resultado de

Holder, se construye una aplicacién u : GT — R aditiva y estrictamente positiva
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en el cono positivo de un grupo (G, 4, 3), esto es, en un semigrupo positivo. En el
Lema 2.4.1 se justificaba que tal aplicacion puede extenderse siempre a la totalidad

del grupo, resultando una funcién de utilidad aditiva.

Nuevamente, el argumento que en el Lema 2.4.1 justifica que la funcién u es utili-
dad, no es aplicable en semigrupos positivos, puesto que recurre a la existencia de

elementos opuestos.

En el siguiente cuadro recogemos esquematicamente los resultados obtenidos en esta

seccion para semigrupos positivos.

propiedad propiedad utilidad
< < ..
{n+1,n} {p > q} aditiva
4 3
propiedad pseudo-utilidad
arquimediana aditiva y positiva
3
pseudo-utilidad
aditiva

(Las implicaciones que aparecen en un solo sentido, son estrictas)

3.6. Semigrupos positivos resolubles

Puesto que, como hemos visto, el caracter arquimediano de un semigrupo positivo
no implica su representabilidad aditiva, podrian estudiarse otro tipo de condiciones,
aparte de la {n + 1,n} o su equivalente {p > ¢}, que junto a la propiedad arquime-
diana, obligaran al semigrupo a ser representable. Algunas condiones de este tipo

aparecen en Holder [1901], Birkhoff [1940-1967], Fuchs [1963] y Skala [1975].

Concretamente, puesto que todo semigrupo positivo y arquimediano admite pseudo-
utilidad, basta anadir condiciones que permitan asegurar que tal pseudo-utilidad
es, o puede tomarse, inyectiva. Asi ocurre cuando el semigrupo es resoluble (véase

Definicién 3.4.2, punto 4).
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Teorema 3.6.1

Todo semigrupo positivo, resoluble y arquimediano es representable por una funcion

de utilidad aditiva.

Demostracion

Dado (S, +, Z), semigrupo positivo, resoluble y arquimediano, considérese
u: S — R pseudo-utilidad, tal que u(s) > 0 para todo s € S, cuya existencia

esta garantizada en la demostracién del Teorema 3.5.1 (Corolario 3.5.1).

Debido a que, ademas, el semigrupo es resoluble, la funcién u es necesaria-
mente inyectiva. En efecto, sean z,y € S, x < y. Por definicion de semigrupo

resoluble, debe existir z € S tal que z + z = y. Luego:
u(x + 2) =u(y) = u(z) +u(z) = u(y)

Asi, puesto que u(z) > 0, debe ser u(z) < u(y) W

Corolario 3.6.1

Todo semigrupo positivo, resoluble y arquimediano es conmutativo.

Demostracion

Inmediata. B

Observacioén

Podriamos pensar que todo semigrupo positivo aditivamente representable es nece-
sariamente resoluble, por el hecho de quedar encajado en el semigrupo aditivo y
resoluble de los niimeros reales positivos. La conjetura es falsa, como se comprueba

en el contraejemplo que presentaremos a continuacion.
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Por otra parte cabe anadir que, a pesar de su aspecto elemental, la idea con la
que obtenemos este ejemplo es “general”’. Quiere esto decir que todo semigrupo
positivo, para el que exista funcion de utilidad aditiva, es en esencia un subconjunto
de la recta real positiva (resoluble), de la que eventualmente (como en el Ejemplo)
habran sido eliminados puntos, siempre que el subconjunto resultante conserve la

estabilidad de la suma.

Ejemplo 3.6.1

Sea S = {n € N;n > 1}, con la suma y orden habituales en el conjunto N de los
numeros naturales. Es evidente que S es un semigrupo positivo y arquimediano,
representable aditivamente por la identidad. Sin embargo, para los elementos 2,3 €

S, por ejemplo, no existe s € S tal que

24+s5s=3

Por tanto, este semigrupo no es resoluble. W

En el siguiente Teorema comprobamos que la resolubilidad de un semigrupo positivo

y arquimediano permite considerarlo como el cono positivo de un grupo totalmente

ordenado de nimeros reales. Este hecho justifica, en particular, que se recuperen en

semigrupos resolubles y arquimedianos las propiedades referidas a grupos totalmente

ordenados que no tenian aplicacién en el contexto de semigrupos.

Teorema 3.6.2

Sea (5,4, ) un semigrupo positivo, resoluble y arquimediano. Entonces, S es

isomorfo e isétono al cono positivo Gt de un grupo (G, +, X) de niimeros reales.
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Demostracion

Sea u una funcién de utilidad aditiva para (S, +, 3), tal que u(s) > 0 para

todo s € S. Identificado S con u(S), puede definirse el conjunto
—u(S) ={-z;2 € u(S)}

Considérese G = u(S) U —u(S) U {0} como subconjunto de R, con la suma
y orden habituales. Se tiene que (G, +, 3), por ser S resoluble, es un grupo

totalmente ordenado, cuyo cono positivo es u(S). B

Notemos sin embargo que un semigrupo positivo y resoluble no tiene por qué ser
arquimediano. En efecto, el cono positivo del plano lexicogrdfico (R?, +, 21) (ver
Ejemplo 2.2.1) es resoluble, y sin embargo no es arquimediano. Puede verse con los

elementos (0,1) y (1, 1); entre los que se verifica, para todo nimero natural n:

n.(0,1) = (0,n) < (1,1)

Observacion

El anterior Teorema 3.6.2 permite considerar cualquier semigrupo positivo, resoluble
y arquimediano como el cono positivo de un subgrupo de los niimeros reales. Para
que un semigrupo positivo y resoluble pueda interpretarse como el cono positivo de
un grupo totalmente ordenado (pero ya no el de los niimeros reales) no es preciso
suponer la propiedad arquimediana. De hecho, esta condicién es por completo

superflua como veremos en el préximo teorema.

Su demostracién aparece propuesta como ejercicio en Birkhoff [1967, p. 322|. En
Nakada [1951,1952] puede verse, con una prueba diferente, una generalizaciéon del
mismo resultado al caso de semigrupos parcialmente ordenados (i.e. con una relacion

de orden no necesariamente completa). (Véase también Fuchs [1963]).
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Teorema 3.6.3

Todo semigrupo positivo resoluble (S, +, 3) es el cono positivo de un grupo total-

mente ordenado. (EI reciproco, obviamente, es también cierto).

Demostracion

Consiste, esencialmente, en anadir a la estructura, ademas de elemento neu-
tro, un elemento opuesto para cada elemento de S, y extender de manera
natural la definicién anterior de “suma” y “orden”, de manera que resulte un

grupo, con un orden invariante por traslaciones.

La prueba se reduce, una vez definida la extension de la estructura, a una
simple comprobacién de que se cumple lo exigido, analizando todas las situa-

ciones que pueden presentarse.

Debido a su extension, se ha preferido trasladar esta demostracién al final

del capitulo, en forma de Apéndice. B

3.7. Semigrupos totalmente ordenados

La existencia de funcion de utilidad aditiva en semigrupos positivos se fundamenta
como hemos visto en la propiedad {n+1,n}, o su equivalente {p > ¢}. Estudiaremos
ahora como caracterizar la representabilidad aditiva de un semigrupo totalmente

ordenado general, no necesariamente positivo.

Los resultados obtenidos para semigrupos positivos son aplicables a cada cono de
un semigrupo totalmente ordenado, lo que sugiere enfrentarse al problema de su

representabilidad atendiendo a las dos cuestiones siguientes:

1) ; Qué influencia tiene la representabilidad aditiva de uno de los conos sobre

la del otro?
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2) Para que un semigrupo sea aditivamente representable, jes suficiente que

lo sean sus dos conos? (Obviamente, la condicién es necesaria).

En el caso particular de grupos totalmente ordenados, la totalidad de la estructura
es aditivamente representable si y sélo si su cono positivo es aditivamente repre-
sentable. La posibilidad de extension de la utilidad definida en el cono positivo a

la totalidad de la estructura estd garantizada por el Lema 2.4.1.

Sin embargo, este resultado no puede trasladarse inmediatamente a semigrupos o
monoides. En efecto, puede ocurrir que uno de los conos del semigrupo verifique la
propiedad {n+1,n}, y por tanto sea aditivamente representable, pero que no ocurra
lo mismo con el otro cono. En el Ejemplo 3.4.1 considerabamos el subsemigrupo

(S,+, Z1) del plano lexicografico:
S ={(z,y) e R%z <0}

cuyo cono positivo: ST = {(0,y);y > 0} resulta arquimediano, pero no lo es su
cono negativo. Podemos decir mas, su cono positivo es trivialmente representable,
mediante (0, y) — y, mientras que el cono negativo no admite utilidad aditiva (por

no ser arquimediano).

En el siguiente ejemplo adicional, parecido al anterior, el cono negativo es incluso
arquimediano, pero la existencia de utilidad en el cono positivo sigue siendo insufi-

ciente para proporcionar la representabilidad aditiva del negativo.

Ejemplo 3.7.1

Sea (T, 4+, 31) el siguiente subconjunto del plano lexicografico:
T = {(z,y) € Rz < 0} U{(0,y);y > 0}

Es facil ver que + es estable en T', por lo que se trata de un semigrupo totalmente

ordenado. Sus conos vienen dados por:
T~ = {(z,y) € R%z < 0}

T% ={(0,y);y > 0}
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Asi se tiene:

1) (T, 31) admite utilidad aditiva trivial: (0,y) — y

2) (T7,+,2) es arquimediano. En efecto, dados (a,b),(c,d) € T~, con
(¢,d) <1, (a,b), necesariamente se verifica ¢ < a < 0, por lo que (al ser el
grupo de los reales arquimediano) existe ng € N tal que nga < ¢, y por tanto

no(a,b) <, (c,d).

3) (T~,4,2) no verifica la propiedad {n + 1,n}, y por tanto no es adi-
tivamente representable. Por ejemplo, para los elementos (—1,0), (—1,—1)

ocurre que (—1,—1) <z (—1,0), y para todo n € N:
(n+1).(-1,0) = (-n—1,0) <g (—n,—n) =n.(—-1, 1)

por lo que violan la propiedad {n + 1,n}. B

Concluimos que, en semigrupos totalmente ordenados generales, son posibles com-
portamientos dispares en cada cono. Sin embargo, probaremos que siempre que
los dos conos sean aditivamente representables, lo es también la totalidad del semi-
grupo. Para el caso en que sélo se suponga existencia de utilidad aditiva en uno
de los conos, daremos también condiciones que, una vez impuestas a la estructura,

garantizan que la utilidad supuesta puede extenderse a la totalidad del semigrupo.

Precisamos establecer previamente algunos lemas.

Lema 3.7.1

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente ordenado. Sean x,y € S. Entonces:

t+yeStT = y+zecst

rH+y€eS = y+axesS”
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Demostracion

Dados z,y € S, con x+y € ST, por definicién de elemento positivo se verifica
x < (z+y)+x o, loqueeslomismo, z <z + (y +z). Por el Lema 3.3.4, se

concluye que entonces y +z € ST.

El caso negativo es analogo. B

Lema 3.7.2

Sea (S, +, Z) un semigrupo totalmente ordenado. Entonces, S es conmutativo si y

sélo si sus conos ST y S~ son ambos conmutativos.

Demostracion

Evidentemente, si S es conmutativo, ambos conos lo son.

Para el reciproco, tomamos z,y € S. Si ambos elementos pertenecen al
mismo cono, entonces obviamente conmutan. En otro caso, supongamos sin
pérdida de generalidad z € ST, y € S, y consideremos las tres situaciones

significativas que pueden presentarse.

1) z +y € ST. Entonces, los elementos x y x + y conmutan, y obtenemos:
r+yta)=@+y)tr=a+@ty) =ytr=a+y

2) x +y € S, y por tanto (por el Lema anterior) y +x € S~. Asi, los

elementos y e y + x conmutan, luego:
yt@ty)=@W+ta)+ty=y+y+a)=a+y=y+z

3) S es un monoide, con elemento neutro e, y x +y = e, entonces y = —z, y
obviamente

r+y=y+tr=e

Esto completa la demostracion. B
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Corolario 3.7.1

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente ordenado, que verifica la propiedad {n+1,n}.
(Esto es, la verifica cada uno de sus conos no vacios. Ver Defincion 3.4.2). Entonces,

S es conmutativo.

Demostracion

Por la Proposicién 3.4.3, cada cono es conmutativo (o vacio), y por tanto,

como consecuencia del anterior Lema 3.7.2, se tiene el resultado. B

Lema 3.7.3

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente ordenado, cuyos conos S~ y ST son ambos
no vacios, y con ST verificando la propiedad {n+1,n}. Entonces, para todoxz € ST,

existey € S~ talque x +y € S™.

Demostracion

Sean z € ST ey € S™. Sesigue que x +y < x. Siz+y € ST, por la

propiedad {n + 1,n}, existe un nimero natural n tal que
(n+1).(z+y) <nz

Puesto que, por la Proposicién 3.4.3, ST es conmutativo, se verifica la igual-

dad (n+1).(z +y)=(n+1).x + (n+ 1).y, y por tanto:
(mn+1)z+(n+1)y <nz

es decir

nr+z+n+1)y<nax

Lo que muestra, por el Lema 3.3.4, que el elemento = + (n +1).y € S~. Por

tanto, (n + 1).y € S~ es el elemento buscado. B
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Estamos ya en condiciones de contestar afirmativamente a la segunda de las cues-
tiones planteadas en la introduccién de esta seccién: la existencia de utilidad aditiva
para un semigrupo totalmente ordenado estd determinada por la representabilidad
aditiva de cada uno de sus conos.

Teorema 3.7.1

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente ordenado, cuyos conos S~ y S son ambos

no vacios. Entonces, son equivalentes:

i) (S,+,3) es aditivamente representable

ii) (S, +, 2) verifica la propiedad {n + 1,n}

iii) (S, +, 3) verifica la propiedad {p > q}

Demostracion

Puesto que, obviamente, si un semigrupo es representable ambos conos lo
son, por aplicacién del Teorema 3.5.1 a cada cono, se tiene (i) = (ii) =

(iii). Basta ver que (iii) = (i).

Si cada cono verifica la propiedad {p > ¢}, el mismo Teorema 3.5.1 garantiza
la existencia de utilidades aditivas para cada cono. Sean estas utilidades

aditivas respectivamente:

u ST —R ut: 8T — R

En particular, cada cono es conmutativo (por lo que segin el Lema 3.7.2,
el propio S es conmutativo), y cada cono verifica la propiedad {n + 1,n}
(puesto que la propiedad {p > ¢} equivale a la {n 4+ 1,n} en todo semigrupo

positivo).
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En estas condiciones, dado = € S, el Lema 3.7.3 garantiza la existencia de
un elemento y € S~ tal que z +y € S~. Esto permite definir la funcién

u: S — R dada por:

u(z) =u" (z +y)—u (y)

siendoy € S~ tal que z +y € S

Comprobemos que u(x) es la utilidad buscada, en tres pasos:

1) La funcién u estd bien definida (el resultado es independiente del elemento
y € S~ elegido). En efecto, si fijado z € S existen y,y’ € S~ tales que

r+y €S ytambién x +y' € S, se sigue que
(z4+y)+y' €S™  (z+y)+yeS
Ademds, puesto que y +y’ =y’ + y, debe ser
@t+y)+y' =c+y+y) =2+ +y) =@+y)+y
Asi:

(z+y) +y =@+y)+y =
v (z4y)+y]=u [z +y)+y] =
u(z+y)+u (@) =u (z+y) +u(y) =

v (zty) —u (y)=u (z+y)—u (y)

2) La funcién u es aditiva. En efecto, dados z,z € S, sean y,t € S~ tales

que x +y € S”yz+te S. También se tendra
y+tesS™ (x+y)+(z+t)esS™
y puesto que S es conmutativo

y+(z+t)=CE+t)+y=2+t+y)=2+(y+1)
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de donde
(x+2)+@y+t)=(x+y)+(z+1)

por lo que (x + 2) + (y + t) es también negativo. Entonces:

u(z+z)=u [(z+2)+y+t)]—u (y+1)
=u [(z+y)+(+0)]—u(y) —u(t)
=u (z4+y)+u (z+t)—u (y) —u (t)
= (@+y) —u W] +u"(z+1t)—u ()]

=u(z) +u(z)

3) Por dltimo, veamos que u es utilidad. En efecto, dados z,z € S, con
x 3 z,8eay € S” tal que 2 +y € S7. Por la invariancia por traslaciones,
r+y 3 z+ vy, lo que permite afirmar, por el Lema 3.3.5, que el elemento

x + y es también negativo.

Entonces:

r3z<=z+yz+y
= (z+y)<u (2+y)
=@ty —u @ <[u (z+y) —u ()

Lo que completa la demostracién.

Observacioén

Analizando la demostracion del Teorema anterior vemos que la funcién de utilidad
en la totalidad del semigrupo se contruye extendiendo la que existe en el cono
negativo. La representabilidad del otro cono se utiliza en realidad para aplicar el
resultado del Lema 3.7.3, que permite “trasladar” cualquier elemento del semigrupo

a su cono representable.
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Podemos enunciar y demostrar con esta idea algunos resultados en la linea de la
primera cuestiéon propuesta en la introduccién (de qué manera la representabilidad
de un cono afecta a la del otro). Previamente introducimos una definicién y algunos

lemas que seran utilizados en el resto de la seccion.

Definicién 3.7.1

Diremos que un elemento x del cono negativo S~ de un semigrupo totalmente orde-
nado (S, +, X) es dominado por el cono positivo ST de S, si existe algin elemento

acSttalquexr+acST.

Diremos que el cono negativo de S es dominado por el cono positivo, si todo elemento

de S~ es dominado por S.

Analogamente podemos hablar de elemento positivo, dominado por el cono negativo;

o de cono positivo dominado por el cono negativo.

Ejemplo 3.7.2

Para el primer subsemigrupo del plano lexicografico al que hemos hecho ya referencia

en esta seccién (Ejemplo 3.4.1):
S = {(z,y) € R%z <0}
ST ={(0,y):y > 0}
S™={(z,y) e R* 2 < 0} U{(0,y);y < 0}

resulta que los elementos de S~ dados por {(0,y);y < 0} son dominados por el cono

positivo; mientras que los dados por {(z,y) € R%;z < 0} no lo son.

En cuanto al segundo ejemplo analizado (Ejemplo 3.7.1):
T ={(z,y) € R% 2 < 0} U{(0,y);y > 0}

T ={(0,y);y > 0}

T~ ={(z,y) € Rz < 0}



- 134 —

Semigrupos totalmente ordenados

resulta que ningin elemento del cono negativo es dominado por el cono positivo.

Lema 3.7.4

Sea (S, +, Z) un semigrupo totalmente ordenado y sea x € S un elemento negativo

dominado por el cono positivo. Se verifica:

1) Todo elementoy € S~, con x Xy es dominado por ST

2) Para todon € N; n.x € S~ es dominado por ST

Demostracion

Sea a € ST tal que z + a resulta positivo.

1) Dadoy € S7, con x 3 y, por la invariancia por traslaciones es x+a = y+a.
Como z + a es positivo, por el Lema 3.3.5 también lo es el elemento y + a;

es decir y € S~ es dominado por el cono positivo ST.

2) Distinguiremos los casos a + 2 Z z +a, o bien x +a Za + z.

Supongamos que a + z = x + a. Las desigualdades del Lema 3.3.7 permiten
afirmar que es n.(a + ) = n.z + n.a. Puesto que n.(a + x) es positivo,
nuevamente por el Lema 3.3.5, también lo es el elemento n.z + n.a, con
n.a € ST. Esto es, el elemento n.z € S~ es dominado por el cono positivo
ST,

En otro caso, si es x +a 2 a 4+ x, por el mismo Lema 3.3.7es n.(a + z) =
n.a + n.xz. La conclusion es ahora que n.a + n.x es positivo, pero por el
Lema 3.7.1, esto ocurre si y sélo si también n.z 4+ n.a es positivo; luego se

alcanza la misma conclusién. B
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Lema 3.7.5

Sea (S,+,2) un semigrupo totalmente ordenado, aditivamente representable por
una funcién de utilidad v : S — R. Entonces, un elemento x € S es positivo (resp.

negativo) si y solo si u(x) > 0 (resp. u(z) < 0).

Demostracion

Por definicion de elemento positivo:
x€ ST =1 <21 = u(z) < u(2z) = u(r) < 2u(z) <= 0 < u(x)

El caso negativo es analogo. B

El siguiente teorema establece que para poder extender la funcién de utilidad aditiva
existente en uno de los conos a la totalidad de un semigrupo, la condicién clave a
verificar es que el cono representable sea dominante en la estructura. Dada esta
condicion, nétese que entonces el resultado es andlogo al presentado en el Lema 2.4.1

para grupos totalmente ordenados.

Teorema 3.7.2

Sea (S, 4+, ) un semigrupo totalmente ordenado, cuyo conos son ambos no vacios
y el positivo es aditivamente representable. Entonces, el semigrupo es aditivamente

representable si y solo si el cono negativo de S es dominado por el cono positivo.

Demostracion

=) Sea v : S — R una funcién de utilidad para (S,+,3). Seaxz € S7, ¥y

consideremos cualquier a € S™. Por el Lema 3.7.5 es
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Para los elementos reales v(z),v(a), existe un nimero natural ng tal que

0 <v(z)+nov(a)

Luego, puesto que v es aditiva:

0 < v(xz 4+ noa)

de donde, nuevamente por el Lema 3.7.5, el elemento z + ng.a es positivo.
Concluimos que, para = € S, existe ng.a € ST tal que = + ng.a € ST; esto

es, el cono negativo es dominado por el positivo.

<) Sea u : ST — RT una funcién de utilidad para el cono positivo. Defi-
nimos una extensiéon u* : S — R para la totalidad del semigrupo mediante:
u(x) sizest
u (z)=<¢ 0 si existe neutroe € S yesz =e
u(z+a)—ula) siz€S yesatalquexr+ae ST
Con argumentos andlogos a los del anterior Teorema 3.7.1 se comprueba que

esta extension esta bien definida, es aditiva y es utilidad. B

Corolario 3.7.2

Sea (S, +, 3) un semigrupo totalmente ordenado, cuyos conos ST y S~ son no vacios

v verifican las siguientes condiciones:

1) ST cumple la propiedad {n + 1,n}.

2) S~ es arquimediano.

3) Existe x € S~, dominado por S

Entonces, (S,+, 3) es aditivamente representable.
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Demostracion

Por el anterior Teorema 3.7.2, es suficiente probar que la totalidad del cono
negativo es dominado por el cono positivo. Pero este hecho se deduce del

anterior Lema 3.7.4.

En efecto, al ser S~ arquimediano, para todo y € S~ existe un nimero
natural ng tal que ngx < y. La segunda parte del Lema 3.7.4 garantiza
ahora que el elemento ngz € S~ es dominado por S™; y la primera parte del

mismo Lema que lo mismo ocurre con el elemento y por ser ngz <y B

Observacion

Los dos ejemplos concretos de semigrupos no representables aditivamente (a pesar
de serlo su cono positivo) considerados a lo largo de la seccién ilustran bien las

“patologias” que pueden presentarse frente a lo que establece el anterior corolario.

Asi, el primero de ellos, (S, 4+, 31), con:
S ={(z,y) e R%z <0}

corresponde a un semigrupo cuyo cono negativo no es arquimediano (se vio este
hecho como Ejemplo 3.4.1), aunque contiene elementos negativos, dominados por

el cono positivo (Ejemplo 3.7.2).

En cuanto a (T, +, 31), con:
T = {(z,y) € R% 2 < 0} U{(0,y);y > 0}

a pesar de que su cono negativo es arquimediano (ver Ejemplo 3.7.1), verifica que
ningin elemento del cono negativo es dominado (ver Ejemplo 3.7.2), por lo que

tampoco es de aplicacion el Corolario 3.7.2.
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3.8. Semigrupos totalmente preordenados

En la seccién 2.7 hemos comprobado que los resultados sobre representabilidad
aditiva de grupos totalmente ordenados podian trasladarse al caso de preérdenes

completos.

La técnica utilizada fue el paso al conjunto cociente relativo a la relacion de indi-
ferencia asociada al preorden. En la Proposicion 2.7.2 justificabamos que tal co-
ciente se realiza sobre un subgrupo normal (el de los elementos indiferentes con
el neutro del grupo); lo que en definitiva conduce a la construccién de un grupo

totalmente ordenado.
Comprobaremos ahora que pueden obtenerse resultados similares, cuando la estruc-
tura considerada es la de semigrupo totalmente preordenado.
Definiciéon 3.8.1: Semigrupo totalmente preordenado.
Se llama semigrupo totalmente preordenado a una estructura (S, +, 3) verificando:
1) (S,+) es semigrupo.
2) (S, 2) es un conjunto totalmente preordenado.

3) El preorden completo 3 es invariante por traslaciones, es decir, Va, b, c € S:

alb<=a+cIbt+c<=c+alc+b

Definicion 3.8.2: Elementos positivos y negativos.

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente preordenado. Un elemento a € S se dira

positivo (resp. negativo) si verifica a < 2a (resp. 2a < a).
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Llamaremos cono positivo (resp. cono negativo) de un semigrupo totalmente pre-
ordenado al conjunto de sus elementos positivos (resp. negativos). Se representard

ST (resp. S7).

Representaremos S¢ al conjunto de elementos que no sean ni positivos ni negativos,
es decir, cualquier b € S tal que b ~ 2b. Nétese, en particular, que si existe elemento
neutro e € S, entonces e € S°.

Proposicion 3.8.1

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente preordenado. Las relaciones de indiferencia

“~7 y estricta “<” asociadas a X son también invariantes por traslaciones.

Demostracion

Es idéntica a la realizada para grupos totalmente preordenados. (Proposicién

2.7.1). &

Proposicion 3.8.2

Sea (S,4,3) un semigrupo totalmente preordenado. Representemos I(z) la clase

de elementos indiferentes correspondiente a cada elemento x € S':
I(z) ={y € S;y ~x}

Entonces, el conjunto cociente S/~ = {I(z);x € S} es un semigrupo totalmente

ordenado, con la operacion + definida:
I(z)+1(y) = I(z +y)
y el orden total = definido:

I(z)<I(y) <= 2z <y
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Demostracion

Es suficiente probar que la operacion + esta bien definida, es decir, que el
resultado es independiente de los representantes escogidos en cada clase de

indiferencia.

Efectivamente, dados z1,z9,y1,y2 € S tales que 1 ~ z9, y1 ~ y2, por la

invariancia por traslaciones de la relacion ~ resulta:

r1+tyr~x2+y1

To+ Y1~ T2+ Y2
De donde, por ser ~ de equivalencia
r1+yr ~x2+y2

Por lo que se tiene el resultado. B

Definicién 3.8.3

El cono positivo ST de un semigrupo totalmente preordenado (S, +, 3) se dira:

1) Arquimediano si para todo a,b € ST, con a < b, existe un nimero natural n tal

que b < n.a.

2) Que verifica la propiedad {n + 1,n} si para todo a,b € ST, con a < b, existe un

numero natural n tal que (n + 1).a < n.b.

3) Que verifica la propiedad {p > ¢} si para todo a,b € ST, con a < b, existen

p,q € N, p > ¢, tales que p.a < q.b.

Como en el caso de semigrupos totalmente ordenados (Defincién 3.4.2), los concep-
tos anteriores se aplican también al cono negativo, a partir del orden opuesto 3°P

asociado a la relacién 3.
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La totalidad del semigrupo recibe estas denominaciones cuando las condiciones se

cumplen en cada uno de sus conos no vacios.

Lema 3.8.1

Un semigrupo totalmente preordenado (S, +, 3) verifica la propiedad arquimediana
(resp. {n+1,n}, {p > q}) siy sélo si el semigrupo totalmente ordenado (S/~,+,3)

de sus clases de indiferencia verifica la propiedad arquimediana (resp. {n + 1,n},

{p >q}).

Demostracion

Al ser por definicién I(z)+I(y) = I(x +vy), para todo z,y € S; en particular

se tiene:
a €8T = a <20+ I(a) <I(2) < I(a) <2I(a) <= I(a) € (S/~)T
y también, para todo z € S, n € N resulta:
n.I(x) =I(n.z)

De este modo, afirmar que I(a), I(b) son elementos positivos de S/~, con
I(a) < I(b), es equivalente a que se verifique a,b € ST, con a < b; y formular,

para la propiedad arquimediana:
existe ng € N tal que I(b) < nol(a)
es, a su vez, equivalente a:
existe ng € N tal que b < nga

El argumento para las otras dos propiedades es analogo. B
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Teorema 3.8.1

Dado un semigrupo totalmente preordenado (S,+,3) son equivalentes:

i) (S, 4+, 2) es aditivamente representable (admite funcion de utilidad, que es

un homomorfismo).

ii) (S, 4+, 3) verifica la propiedad {n + 1,n}.

iii) (S, +, 3) verifica la propiedad {p > q}

Ademas, todo semigrupo totalmente preordenado y aditivamente representable es,

en particular, arquimediano.

Demostracion

Es consecuencia del Lema anterior y de los resultados obtenidos para semi-

grupos totalmente ordenados. B

3.A. Apéndice

Teorema 3.6.3

Todo semigrupo positivo resoluble (S, +, 3) es el cono positivo de un grupo total-

mente ordenado.

Demostracion

1) Considérese un conjunto de un elemento, {0}, y sea:

G = (5 x{0}) u{(0,0)} U ({0} x 5)
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2) Se define en G un orden total, =, de la siguiente manera; dados a,b € S

(6,0)3(a,0) <= a 3 b < (0,a)3(0,b)

(a,0)=<(0,0)=<(0,b)

3) Se define en G una operacién interna, +, de la siguiente manera; dados

a,bes:

(0,a)+(0,0) = (0,0)+(0,a) = (0,a)
(a,0)+(0,0) = (0,0)+(a,0) = (a,0)
(a,0)+(b,0) = (b+a,0)
(0,a)+(0,b) = (0,a +b)
((0,0) sia=0b
(a,0)+(0,0) =< (0,z) sib=a+x
[ (9,0) sia=0b+y
((0,0) sia=1b
(0,a)+(b,0) =< (0,2z) sia=z+b
| (£,0) sib=t+a

Noétese que los casos planteados recogen cualquier situacién posible y que, al
ser S resoluble y cancelativo, los elementos =, y, z, t de S que intervienen en

la definicién existen y estan determinados.

4) Si se prueba ahora que (G,+, j) es un grupo totalmente ordenado, es

obvio que su cono positivo

Gt ={0} xS ={(0,a) €G;ae St ={A€qG,(0,0)<A}
es isomorfo e is6tono con S, sin mas que identificar cada elemento a € S con
(0,a) € ({0} x S).
5) (G, +) es un grupo.
Por definicién, (0,0) es el elemento neutro de G, y para cada elemento ha
sido definido un opuesto. Por tanto, es suficiente probar que + es asociativa

VA,B,C € G : (A+B)+C = A+(B+C)

Pueden darse las siguientes situaciones:
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Caso a: Al menos uno de los elementos A, B, C es (0,0)

Es trivial que (A+B)+C = A4+(B+C)

Para los restantes casos, supénganse dados a,b,c € S

Caso b: A = (a,0), B=(b,0), C = (c,0). Entonces:

(A4B)+C = (b4 a,0)+(c,0) = (¢ + (b+a),0)

= ((¢c+b) +a,0) = (a,0)+(c +b,0) = A+(B+C)

Casoc: A= (0,a), B=(0,b),C = (0,c). Entonces:
(A+B)+C = (0,a +b)+(0,¢) = (0, (a +b) + ¢)

= (0,a4+ (b+¢)) =(0,a)+(0,b + ¢) = A+(B+C)

Casod: A =(a,0), B=(0,b),C = (0,c)

Subcaso d.l: a=0b+c

A+B = (b+¢,0)+(0,b) = (c,0)
(A+B)+C = (¢,0)+(0,¢) = (0,0)
B+C = (0,b+c¢) = (0,a)
A+(B+C) = (a,0)+(0,a) = (0,0)

— (A+B)+C = A+(B+C)

Subcaso d.2: a <b+ec

Debe existir dq € S tal que a +d; =b+ ¢

A+(B+C) = (a,0)+(0,b+¢) = (0,d1)
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Situaciéon d.2.1: a+di=b+c, a=0b

Entonces, di = ¢

A+B = (a,0)+(0,b) = (a,0)+(0,a) = (0,0)
(A+B)+C = (0,0)+(0,¢) = (0, ¢)
A+(B+C) = (0,d1) = (0,¢)

= (A+B)+C = A+(B+C)

Situacion d.2.2: a+di=b+c,a <b

Debe existir do € S tal que a +dy =0

a+do=b=—=a+do+c=b+c
—a+dot+c=a+d = dy+c=d;

A+B = (a,0)4(0,b) = (0,d2)

(A+B)+C = (0,d2)+(0,¢) = (0,d2 + ¢) = (0,d1)
A+(B+C) = (0,dq)

— (A+B)+C = A+(B+0)

Situacion d.2.3: a+di=b+c¢, b=<a

Debe existir d3 € S tal que b+ d3z = a

b+ds=a=b+ds+di =a+d;
= b+ds+di=bt+tc=d3s+d =c
A+B = (a,0)4(0,b) = (d3,0)
(A4+B)+C = (d3,0)+(0,¢) = (0,d1)
A+(B+C) = (0,dq)

— (A+B)+C = A+(B+0)

— 145 —
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Subcaso d.3: b+ ¢ < a. Debe existir dy € S tal que b+c+dg = a
A+4B = (a,0)+(0,b) = (c + dyg,0)
(A+B)+C = (c+ d4,0)+(0,c) = (d4,0)
B+C = (0,b+ ¢)
A+(B+C) = (a,0)+(0,b + ¢) = (dg,0)

— (A+B)+C = A+(B+C)

Casoe: A= (0,a), B=(b,0),C =(c0). Es similar al anterior.

Caso f: A =(0,a), B=(0,b), C =(c,0). Es también similar al caso (d).
Caso g: A =(a,0), B=(b,0), C =(0,c). Es también similar al caso (d).
Caso h: A =(0,a), B=(b,0), C =(0,c)

Subcaso h.l: a =10
A+B = (0,a)+(b,0) = (0,0)
(A+B)+C = (0,0)+(0,¢) = (0, ¢)

Situacién h.1.1: a=b=c

(A+B)+C = (0,¢) = (0,a)
B+C = (b,0)+(0,¢) = (0,0)
A+(B+C) = (0,a)+(0,0) = (0,a)

— (A+B)+C = A+(B+0)

Situacién h.1.2: a=b<c

Debe existir h1 € S tal que b+ hy = ¢
(A4+B)+C = (0,¢)
B4+C = (b,0)+(0,¢) = (0, h1)
A+(B+C) = (0,b)+(0,h1) = (0,b + h1) = (0, ¢)

— (A+B)+C = A+(B+0)
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Situacién h.1.3: c<a=0»

Debe existir ho € S tal que ¢ +ho =0
(A+B)+C = (0,¢)
B+C = (bv 0)+(0,C) = (thO)
A+(B+C) = (0,b)+(h2,0) = (0,¢)
— (A+B)+C = A+(B+0)
Subcaso h.2: a < b. Debe existir hy € S tal que hs +a =10

A+B = (0,a)+(b,0) = (h3,0)

Situaciéon h.2.1 hg+a=0b, c¢=hs

(A+B)+C = (h3,0) + (0,¢) = (0,0)
B+C = (b,0)+(0,¢) = (¢ +a,0)+(0,¢) = (a,0)
A+(B+C) = (0,a)+(a,0) = (0,0)

— (A+B)+C = A+(B+C)

Situacion h.2.2:  h3—+a =0, ¢ < h3

Debe existir hy € S tal que ¢ + hy = hg

c<hy=—=c+a<hg+a=c+a=<b

= dhs e Stalquec+a+hs=0b
—c+a+hs=hs+a=—c+a+hs=c+hg+a
= a+hs=hg+a

(A4+B)+C = (h3,0)+(0,c) = (hyg,0)

B+C = (b,0)+(c,0) = (a + h5,0) = (hg + a,0)
A+(B+C) = (0,a)+(hg + a,0) = (hy,0)

— (A+B)+C = A+(B+0)
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Situaciéon h.2.3: hg3+a=0b, hg=<c

Debe existir hg € S tal que hg + hg = ¢

Subsituacién h.2.3.1:  hz3+a=b, h3+hg=c, b=c

b=c= hg+a=hg+ hg = a=hg
(A+B)+C = (h3,0)+(0,¢) = (0, hg) = (0,a)
B+C = (b,0)+(0,¢c) = (0,0)

A+(B+C) = (0,a) + (0,0) = (0,a)

— (A+B)+C = A+(B+0)

Subsituacién h.2.3.2:  hz3+a=b, hs3+hg=c, b=<c

Debe existir h7 € S tal que ¢ = b+ hry
hs3+a=b= hg+a+hy=>b+4hy

— hs+a+hy=c

= h3+a+hy =hs+ hg=—= a+ hy = hg
(A+B)+C = (h3,0)+(0,¢) = (0, he)

B+C = (b,0)4(0,¢) = (0, h7)

A+(B4+C) = (0,a)+(0,h7) = (0,a + h7) = (0, he)

— (A+B)+C = A+(B+0)

Subsituacién h.2.3.3: hs+a=b, hs+hg=c, c=<b

Debe existir hg € S tal que b = ¢ + hg
hs +a=b=— hz+a=c+H+ hg
— hs+a = hsg+ hg+ hg
= a = hg + hsg
(A+B)+C = (h3,0)+(0,¢) = (0, h¢)
A+(B+C) = (0,a)+(hg,0) = (0, hg)

— (A+B)+C = A+(B+0)
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Subcaso h.3: b <a

Debe existir hg € S tal que a = hg + b
A+B = (0,&)4—([), 0) = (07h9)

Situacion h.3.1 a=hg+b, b=c

(A4+B)+C = (0, hg)+(0,b) = (0, hg +b) = (0,a)
B+C = (b,0)+(0,¢c) = (0,0)
A+(B+C) = (0,a)+(0,0) = (0,a)

— (A+B)+C = A+(B+0)

Situaciéon h.3.2 a=hg+b, b=<c

Existe h1g € S tal ¢ = b+ hyg

a=hg+b=a+hio=hg+b+hio

= a+ hig=hg+c

(A+B)+C = (0,hg)+(0,¢) = (0, hg + ¢)

B+C = (b,0)+(0,¢) = (0, h1o)

A+(B+C) = (0,a)+(0, h10) = (0,a + h19) = (0, hg + ¢)

— (A+B)+C = A+(B+0)

Situaciéon h.3.3 a=hg+b, c=<b

Debe existir h1; € S tal que b = c+ h11

a=hg+b=a=hg+c+hi
(A+B)+C = (0, hg)+(0,c) = (0, hg + ¢)
B+C = (b,0)+(0,¢) = (h11,0)
A+(B+C) = (0,a)+(h11,0) = (0, hg +c)

— (A+B)+C = A+(B+0)
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Casoi: A =(a,0), B=(0,b), C = (c,0). Es similar al anterior.
Esto concluye la demostracion de la asociatividad.

6) (G, -+, =) es un grupo totalmente ordenado, esto es, < es invariante por

traslaciones
VA,B,C € G : A<XB <= A+C<B+C <= C+A<C+B

Dado un elemento X € G, se representarda X su opuesto. Con esta notacion,
y de acuerdo con las definiciones de + y <, dados dos elementos X,Y € G,
resulta (0,0)<X+Y en los siguientes casos, y solamente en ellos (definidos a

partir de elementos apropiados a,b € S):
a) X = (0,a), Y =(0,0)
b) X =(0,0), Y =(0,a)
c) X =(0,a), Y =(0,b)
d) X =(a,0), Y =(0,b), cuando a < b

En este caso:

a < b= (0,a)<(0,b) <= X XY

a <b<+<= (b,0) < (a,0) = Y <X

e) X =(0,a), Y =(b,0), cuando b < a

En este caso:

b<a<+=(0,0)%(0,a) ==Y <X

b<a<=(a,0) < (b,0) = X<Y
Por tanto, se concluye que para todo X,Y € G:

(0,0)XX+Y <= X XY < Y <X
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Expresado de otra manera, para todo A, B € G:
AXB <= (0,0)XA+B <= (0,0)XB+A
Considerando ahora A, B, C € G, resulta finalmente:

AXB <= (0,0)XB+A

— (0,0)<B+C+CH+A

<= (0,0)<B+C+(A+C)
<= A+C<B+C
y, de manera analoga,

AXB <= (0,0)<B+<A

— (0,0)<A+C+C+B

< (0,0)<(C+A)+C+B

— C+A<C+B
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Es decir, la relacién < resulta invariante por traslaciones, lo que completa la

demostraciéon. B






CaPIiTULO 4
(GRUPOS NO REPRESENTABLES ADITIVAMENTE

4.1. Introduccion.

4.2. Componentes arquimedianas.

4.3. Componentes {n + 1,n}.

4.4. Ideales y propiedad arquimediana.






Grupos no representables aditivamente — 155 —

4.1. Introduccion

En este capitulo trabajaremos nuevamente sobre grupos totalmente ordenados. En
particular, vamos a considerar el caso en que la estructura admite utilidad pero no
necesariamente aditiva. Como veremos, algunos de los resultados obtenidos para

semigrupos en el capitulo anterior tienen aplicacién aqui.

Nuestro analisis, con renuncia expresa al caracter aditivo de la representacion, puede
resultar singular para los planteamientos habituales del trabajo matematico, pre-
dispuesto con frecuencia, precisamente, a identificar ante todo los homomorfismos

que se presenten entre las estructuras objetivo de estudio.

La razén para proponer este enfoque es considerar la “existencia de utilidad en
conjuntos ordenados” como problema original (en definitiva, blisqueda de un “iso-
morfismo de 6rdenes”), e imaginar que se incorpora a posteriori la estructura alge-
braica adicional. Por ello, es de esperar que las referencias para este esquema de
trabajo sean mas frecuentes en el contexto de Teoria de la Utilidad. Pueden encon-
trarse propuestas similares en Luce y Raiffa [1957], Chipman [1960], Katzner [1970],
Eichhorn [1978], Takayama [1985], Fishburn [1989], Castillo y Ruiz [1993], etc.

Puede parecer, en principio, que la mera representabilidad no estd relacionada con
la estructura de grupo. Recuérdese, sin embargo, que un grupo totalmente ordenado
se ha definido de tal manera que la operacién algebraica y el orden son compatibles,
a través de la “invariancia por traslaciones”. Esta conexién genera, como veremos,

importantes consecuencias.

Probaremos que el cono positivo de un grupo totalmente ordenado y representable
admite una particién contable en semigrupos arquimedianos (y la propiedad ar-

quimediana estd estrechamente relacionada con la representabilidad aditiva). Sin
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embargo, ninguno de los semigrupos en esta particion, excepto quiza uno de ellos,
es aditivamente representable, a pesar de ser arquimedianos (la razén es que no

verifican la propiedad {n + 1,n}).

En relaciéon a la representabilidad de conjuntos totalmente ordenados, recordemos

(véase Capitulo 1) que se dispone del siguiente resultado:

Un conjunto totalmente ordenado (X, ) es representable si y sélo si es per-
fectamente separable; esto es, existe un subconjunto contable (i.e. finito o
infinito numerable) D de X tal que, para todo a,b € X, con a < b, existe

algin d € D tal que a 3 d 2 b.

En particular, todo conjunto contable es representable (y ademas, es representable

con rango en el conjunto Q de los ntimeros racionales). (Ver Proposicién 1.3.4).

4.2. Componentes arquimedianas

En la Definicién 2.6.1, se introdujo el concepto de par arquimediano o, con mas
generalidad, conjunto arquimediano en el cono positivo de un grupo totalmente
ordenado, para poner de manifiesto el hecho de que los elementos considerados

verificaban entre si la propiedad arquimediana.

Probaremos ahora que tal concepto establece una relacion de equivalencia; y a lo
largo de la seccion se veran algunas consecuencias que se deducen de esta posibilidad

de clasificacion de los elementos positivos de un grupo.

Referencias a esta relacion y el cociente que define aparecen también en Loon-

stra [1951], Clifford [1954] e Hion [1957].



Grupos no representables aditivamente — 157 —

Lema 4.2.1

La relacién binaria R, definida en el cono positivo G de un grupo totalmente

ordenado (G, +, 3), mediante:
para todo a,b € G aRb <= el par {a,b} es arquimediano

es de equivalencia.

Demostracion

Es evidente que la relacion R es reflexiva y simétrica. FEn cuanto a la

propiedad transitiva, si a,b,c € G verifican aRb, bRec:

dp1, p2 € N tales que a = p1b,b 2 poc = a = (p1p2)c
— aRc
dq1, g2 € N tales que b = qra,¢ = g2b = ¢ 3 (q2q1)a

Definicion 4.2.1: Componente arquimediana

Se llamard componente arquimediana de un grupo totalmente ordenado (G,+,3)
a cada clase [a] € GT/R definida por la anterior relacién de equivalencia R. ([a]

representa la clase de equivalencia correspondiente al elemento a € G').

Como consecuencia evidente:

Un grupo totalmente ordenado (G,+,3), no trivial, es arquimediano si y sélo si
consta de una unica componente arquimediana.

Lema 4.2.2

Para todo z,y € [a] se verifica: x +y € [a]. Por tanto, cualquier componente ar-
quimediana de un grupo totalmente ordenado no trivial (G, +,3), es un semigrupo

positivo (y, por supuesto, arquimediano).
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Demostracion

Dados z,y € [a], supéngase, por ejemplo, z X y. Entonces:
e Jy=ar+y 32

}:>(a:+y)Ry
y<x+y

Por tanto, z +y € [«] A
Lema 4.2.3

Sean [a], [b] elementos distintos de G /R tales que a < b. Entonces x < y, para

todo x € [a], y € [b].

Como consecuencia, queda inducido en el conjunto G /R un orden total, que se

denotard también 3, de la siguiente manera:

la] < [b] <= [a] # [b],a <]

Demostracion

Supéngase y = x.
Por definicién, dado y € [b], existe ¢ € N tal que b 3 ¢.y. Analogamente,
dado z € [a], existe p € N tal que z = p.a. Asi se obtiene

a<b

bZqylqxlqpa

Entonces, aRb, pero esto es una contradiccién, puesto que [a] # [b]. B

Lema 4.2.4

Sean [a], [b] dos elementos diferentes de G /R, tales que a < b. Entonces, x+y € [b],

para todo z € [a], y € [b].
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Demostracion

Dados z € [a], y € [b], con [a] < [b] se verifica, segtin el Lema anterior, x < y.

Entonces:
r<y=—=x+y <2y

}:>(a:+y)Ry
y<x+y

Por tanto, x +y € [v] A

Observacioén

Nétese que el mismo argumento (sumando y por la izquierda, en vez de por la
derecha) justifica que y+x € [b], es decir, para cualquier par de elementos =,y € G,

los elementos = +y e y +x deben pertenecer a la misma componente arquimediana.

Lema 4.2.5

La operacién, + del grupo induce en G /R una estructura de semirreticulo, con la

operacion V definida como:

[a] v [b] = [a +b]

Ademds, el orden =* que V define en G* /R, dado por

coincide con el anteriormente definido

la] < o] <= [a] # [Blia < b

Demostracion

La operacién reticular V estd bien definida, porque [a +b] = [c+d], para todo
¢ € [a], d € [b]; es decir, [a] V [b] es independiente de los representantes es-
cogidos. Claramente, la operacion es asociativa y conmutativa; y es también

idempotente, de acuerdo con el Lema 4.2.2.
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Para comparar los érdenes = y =* definidos en G7 /R, supénganse dos ele-

mentos [a], [b] € GT/R, con [a] # [b]. Entonces:
la] < p] = a+be[b] = [a+b] = [b] = [a] V[b] = [b] = [a] <™ [}]
y, reciprocamente:

o] <* o] = [a] v [8] =[] = [a + ] = [o] =
a+b<mn.bparaalginn > 1,n e N—

(por la invariancia por traslaciones) [a] < [b]

Luego ambos 6rdenes coinciden, lo que concluye la demostracion. B

Observacion

El conjunto de componentes arquimedianas G+ /R de un grupo totalmente ordenado

(G, 4+, 3) puede dotarse del orden dado anteriormente y una suma definida por
la] + [b] = [a + ]

Esta suma es asociativa, por lo que (GT/R,+) es un semigrupo. Sin embargo, no
es un semigrupo totalmente ordenado porque no es invariante por traslaciones, en el
sentido “fuerte” que hemos definido este concepto, aunque si se cumple en sentido

“débil” (ver Definicién 3.2.2 y observacién siguiente).

Nétese que dadas tres clases [a] < [b] < [c] se tiene [a] + [¢] = [b] + [¢] = [¢], pero

[a] # [0].

Estudiaremos ahora los grupos totalmente ordenados (G, +, 3) que son representa-
bles por medio de una funcién de utilidad (no necesariamente aditiva) v : G — R

tal que, para todo z,y € G:

v 3y == u(z) <u(y)
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Estos grupos se denominaran, sin mas, representables.

En el caso arquimediano, seran aditivamente representables, de acuerdo con el Teo-
rema de Holder. Por el contrario, en grupos no arquimedianos ninguna de las

posibles funciones de utilidad para = es un homorfismo de grupos de (G,+) en

(R, +).

Notacion

Dado un grupo totalmente ordenado y representable (G, +, 3), y dada una funcién

de utilidad v : G — R para =, representaremos para cada z € G por S, el

~?

siguiente elemento de la recta real ampliada:

Sy = sup u(n.z) € RU {400}
neN

Lema 4.2.6

Sea (G, +,3) un grupo totalmente ordenado, representable; sea u una funcién de
utilidad para 3, y sea GT /R el conjunto de las componentes arquimedianas de G'.

Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

1) u(z) < S,, para todo z € G

2) [a] = [b] <= S, = Ss, para todo a,b € G

3) [a] < [b] &= S, < Sy, para todo a,b € G

4) [a] < [b] = Sq < u(b)

Demostracion

1) Es obvio, puesto que la sucesion (u(n.z)), .y es estrictamente creciente.
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2) =) Supuesto [a] = [b], existe p € Ntal que a 3 p.b. Por tanto, n.a X n.p.b
para todon € N, por lo que S, < Sp. De manera andloga, se obtiene Sy, < S;

y asi se concluye S, = Sp.

<=) Supuesto S, = Sp, por 1), puede afirmarse que u(a) < S, = Sp. En-
tonces, debe existir p € N tal que u(a) < u(p.b), de donde a < p.b. De la
misma manera, se obtiene que debe existir ¢ € N tal que b < q.a; y asi se

concluye aRb, esto es, [a] = [b]

3) =) Si [a] < [b], se obtiene, para todo n € N:

la] <[] = a < b= n.a < n.b = u(n.a) < u(n.b)

Por tanto, S, < S,. Como, por 2), debe ser S, # Sy, porque [a] # [b], se

concluye S, < Sy

<) Reciprocamente, si S, < Sy, debe existir ng € Ntal que u(n.a) < u(n.b),
para todo n > ng, por lo que a < b. Nuevamente por 2) [a] # [b], porque

Sq # Sp. Por tanto, [a] < [b]

4) Supéngase que u(b) < S,. Entonces:

la] <[} = a<b=e<b—a=<b

donde e es el elemento neutro de (G, +). Por tanto u(b —a) < u(b) < S,
por lo que debe existir p € N tal que u(b —a) < u(p.a). Asi, b —a < p.ay
b=<(p+1).a.

Puesto que, ademds, a < b, se sigue que aRb, y finalmente [a] = [b]. Pero

esto es absurdo, porque era [a] < [b]. Como conclusién, debe ser S, < u(b).

Esto completa la demostracion. B
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Teorema 4.2.1

Sea (G, 4+, ) un grupo totalmente ordenado representable, no trivial. Entonces, su
cono positivo, G, admite una particién contable en subconjuntos S,,, cada uno de

los cuales es un semigrupo positivo.

Demostracion

Se ha visto ya que puede realizarse una particién de G en sus componentes
arquimedianas. Dada u, una funcién de utilidad para (G, 3),y [a] € GT/R,
se tiene, segun el Lema anterior, que u(a) < S,. Por tanto
u(a) € [u(a), Sq)
Ademds, por el Lema 4.2.6, si [a] # [b] y, por ejemplo, [a] < [b], entonces
u(a) < Sq < u(b) < Sy

y por ello, los intervalos (u(a), Sq) v (u(b),Sp) son disjuntos.

En las condiciones obtenidas, el nimero de componenentes arquimedianas

debe ser contable. Il

Observacion

El siguiente Teorema es un reciproco al anterior, basado en la hipdtesis de que un
grupo totalmente ordenado dado, admite una particién, para la que se verifica una
propiedad similar a la establecida en el Lema 4.2.6 para las componentes arquime-

dianas.

Teorema 4.2.2

Sea (G, +, =) un grupo totalmente ordenado, cuyo cono positivo admite una par-
ticion en una familia contable (Sn)neN de semigrupos positivos representables, de
manera que para todo p,q € N, o z,, < x4 para todo z, € S, y x4 € Sq, 0 x4 < x)

para todo z, € Sp y x4 € Sq. Entonces, (G, +,3) es representable.
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Demostracion

1) Se probard primero que puede establecerse una aplicaciéon v isétona del

cono positivo de G en el conjunto Q x R, dotado del orden lexicografico <y..

Puede dotarse a la familia (S5,,),,c5 de un orden total, que se representara

tambien <, de la siguiente manera:
Sp <S¢ = xp < 2y, CcON TH € Sp,xq €5y

Esta ordenacién es isétona con los racionales, por ser la familia (Sy),cn

contable, esto es, existe u : (Sy,), .y — Q isétona.

Por su parte, cada S,, es representable. Sea, para cadan € N, u,, : §,, — R

una funcion de utilidad.

Considérese ahora la aplicacién: v : GT — Q x R, definida de la siguiente

manera: Dado a € GT tal que a € Sy,:

v(a) = (u(Sn),un(a))

Por construccion, esta aplicaciéon v es una isotonia del cono positivo G en

Q x R, dotado del orden lexicogréfico.

2) A su vez, (Qx R, <p) es representable en R, puesto que es perfectamente
separable (el conjunto contable D = @Q x Q es orden denso). Sea w una

funcién de utilidad, que puede suponerse estrictamente positiva.

3) Resulta asi que u = w owv, por ser composicién de isotonias, es una funcién
de utilidad para el cono positivo de G, y ademas estrictamente positiva.
Puede extenderse a todo el grupo definiendo u(e) =0, u(z) = —u(—=z), para

todo z € G~

Esto completa la demostracion. B
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Teorema 4.2.3

Sea (G,+,2) un grupo totalmente ordenado representable. Entonces, a lo sumo
una de sus componentes arquimedianas es aditivamente representable. Ademas, si
existe tal componente arquimediana [a] de G, aditivamente representable, entonces
es un elemento minimal en el orden 3 definido en G /R (i.e.: para toda componente

< (b))

~Y

[b] € GT/R, se verifica [a]

Demostracion

Dadas dos componentes cualesquiera [b], [c] € GT/R, con [b] < [c], por los
Lemas 4.2.2 y 4.2.3, se sigue que n.b < ¢ para todo n € N. Ademads, por el

Lema 4.2.4, el elemento b + ¢, con b < b + ¢, pertenece a la componente [c].

Por otra parte, sabemos por la Proposicion 2.5.2 que si se cumple n.b < ¢
para todo n € N (los elementos b y ¢ violan la propiedad arquimediana),

entonces los elementos ¢ y b + ¢ no verifican la propiedad {n + 1,n}.

Deducimos asi que el semigrupo ([¢], +, ) no verifica la propiedad {n+1,n},

puesto que la violan sus elementos ¢ y b + c.

Como conclusién, ([c],+, ) no es aditivamente representable, y solamente

una componente minimal podria serlo.

Puede observarse también que ([c], +, Z) no es resoluble. Asi; los elementos

¢y b+ c pertenecen a [c], pero b & [c] A

Concluimos la seccién con dos ejemplos de grupos abelianos, totalmente ordenados y
representables, el primero de ellos con componente arquimediana minimal, mientras

que el segundo carece de ella.
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Ejemplo 4.2.1

Sea el subgrupo del plano lexicogrdfico:

(Q X Rv +, r—jL)

Como ya se ha mencionado, este grupo es representable, porque es perfectamente

separable: el conjunto Q x Q establece esta perfecta separabilidad.

La componente arquimediana [(0, 1)] es isétona e isomorfa a la recta real positiva,
por lo que es aditivamente representable. Es, claramente, la componente minimal

del grupo. B

Ejemplo 4.2.2

Sea G el conjunto de “sucesiones de niimeros enteros, finitamente no nulas”. Un

elemento tipico de G es
(Jfl,xg,...,a:k,o,o,...) COHCL’Z'EZ,(Z':L...,]?)

Se dota a G de la suma, +, coordenada a coordenada, y el orden lexicografico, Zr..

Resulta, de nuevo, que G es representable, por ser contable. Pero ahora, no existe

componente arquimediana minimal de G.

4.3. Componentes {n+1,n}

Tras la construccién realizada con las componentes arquimedianas, es natural pre-
guntarse por la posible clasificaciéon de los elementos de un grupo totalmente orde-

nado, a partir de la propiedad {n + 1,n}.

Sin embargo, lo 16gico es esperar una identificacién (equivalencia) entre aquellos
elementos que no verifiquen la propiedad {n + 1,n}, puesto que el cumplimiento de

la misma se ha interpretado, precisamente, como una distincion entre elementos.



Grupos no representables aditivamente - 167 —

Definicién 4.3.1: Definicion de la relacién

Sea (G, +, ) un grupo totalmente ordenado, no trivial, de cono positivo GT. Se

define la relacién binaria Q en G, mediante:
Dados a,b € GT aQb <= na<n+1)b y nb<(n+1)a VYneN

Noétese que dados a,b € G con, por ejemplo, a = b, es inmediato que para todo
n € N: na < (n + 1)b, por lo que lo significativo de la relacién es que se verifique:
nb < (n + 1)a, cuando a 3 b.

Lema 4.3.1

En cualquier grupo totalmente ordenado (G, +, 3), la relaciéon Q anterior, definida

en G, es de equivalencia.

Demostracion

Q es claramente reflexiva, puesto que para cualquier @ € G, y cualquier

n € Nes na < (n+ 1)a.

Es también simétrica, por definicion.

Comprobemos por iltimo que la relacién es transitiva. Dados a,b,c € G,

con aQb y bQc, se cumple, para todo n € N:

na < (n+1)b nb < (n+1)a

nb < (n+1)c ne < (n+1)b

Evaluadas las desigualdades segunda y tercera en “n + 17, y por la transi-

tividad de < se tiene, para todo n € N:

na < (n +2)c ne < (n+2)a
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Pero debe ser también, para todo n € N
na < (n+1)c ne < (n+1)a
en efecto, si por ejemplo existe ng € N tal que
(no+ 1)c X noa

se tendria también: (2ng + 2)c = 2nga, contra na < (n + 2)c, considerando

el cason = 2no A

Definicién 4.3.2: Componentes {n + 1,n}

Se llamard componente {n + 1,n} a cada elemento [a], con a € GT, del cociente

G7T/Q, para la relacién Q anterior.

Observacioén

La relacién Q coincide con la relacién binaria Q’, basada en la propiedad {p > ¢},

definida en G de la siguiente forma:
Va,be Gt aQb << qa<pby gb<pa Yp,geN, p>gq

En efecto

Dados a,b € GT, si se supone aQ’b, tomando en particular p = ¢ + 1, debe

cumplirse, para todo ¢ € N:
ga<(g+1)b y gb=<(qg+1)a

Reciprocamente, si se supone aQb, y se consideran p,q € N con p > ¢, se

tiene:
ga < (¢+1)b<(¢g+2)b<...<pb

— a0'b
b < (¢+1)a=<(¢g+2)a=<...<pa

Por tanto, aQb <= aQ’b. R
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Lema 4.3.2

Dado un grupo totalmente ordenado (G, +, 3), en cuyo cono positivo se ha definido

la relaciéon Q anterior, se cumplen las siguientes propiedades:

1) (G, +, 2) cumple la propiedad {n+1,n} siy sélosi GT/Q = G, es decir,

toda componente {n + 1,n} es unipuntual.
2) Para todo a,b € GT: (a +b) Q(b+a)

Demostracion

1) Es evidente

2) Es consecuencia inmediata de la Proposicion 2.5.1, en la que precisamente
se establecia que si dos elementos positivos no conmutan, entonces no verifi-

can la propiedad {n + 1,n}. R

Lema 4.3.3

Sea (G,+,3) un grupo totalmente ordenado, y sean a,b € G, tales que aQb.

Entonces, para todo ¢ € GT:

(@+c)QM+c) v (c+a)Q(c+Dd)

Demostracion

Supongamos, sin pérdida de generalidad, a = b; y mas concretamente a < b,

puesto que el caso a = b es obvio.

Entonces, a + ¢ < b + ¢, y es inmediato que, para todo n € N:

n(a+c¢) <(n+1)b+c)
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Para ver que también n(b 4+ ¢) < (n 4+ 1)(a + ¢), consideremos el elemento
positivo ¢ = b — a. Por la Proposicién 2.5.2 sabemos que, para todo n € N,
se verifica

ng < a
Por otra parte, para todo n € N:
nb+c)=n(g+a+c)

y por el Lema 2.3.7, seginsea g+a+c Ja+c+gobiena+c+g 2 g+a—+ec,

se verificara
nb+c)=n(g+a+c) Zng+na+c)

o bien

nb+c)=n(g+a+c) Inla+c)+ng

Utilizando que, para todo n € N: ng < a, se tiene:
n(b+c) <a+n(a+c)

o bien

n(b+c) <n(a+c)+a

Considerando ahora que a < a + ¢, y sumando en ambos miembros de esta

desigualdad n(a + ¢) por la derecha se obtiene
a+n(a+c)=<(n+1)(a+c)
y si se suma por la izquierda
n(la+c)+a<(n+1)(a+c)
Unido esto a lo anterior se concluye que, en cualquier caso,
n(b+c)<(n+1)(a+c)

y por tanto, (a + ¢) Q (b + ¢).

La demostracién para (¢ + a) Q (¢ + b) es analoga. B
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Teorema 4.3.1

El conjunto de componentes {n + 1,n}, G*/Q, es un semigrupo conmutativo con

la operacién + definida de la siguiente manera; para todo [a], [b] € GT/Q:

la] + [b] = [a + b]

Demostracion

La operacién esta bien definida, es decir, dados =,y € G con zQa e yQb, se

cumple (z +y) Q (a + b). En efecto, segin el Lema anterior:
2Qa = (v +y)Q (a+y)

y también

yQb = (a+y)Q(a+0b)

Puesto que Q es de equivalencia, y por tanto transitiva, resulta
(z +y)Q(a+0)

La operacién es ademads asociativa, por tratarse de elementos de un grupo.

También, por el Lema 4.3.2 (parte 2), es conmutativa, puesto que
[a] + [b] = [a +b] = [b + a] = [b] + [a]

Lo que completa la demostracion.

Teorema 4.3.2

El orden = de un grupo totalmente ordenado (G, +, 3) induce un orden total, que
se representara también =, en el semigrupo conmutativo G/ Q de sus componentes

{n + 1, n} mediante:

Vi, € GT/Q [a] < [b] <= a<b, [a] # [b]
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Demostracion

Es suficiente probar que dadas dos componentes [a], [b] € GT/Q, con a < b

y [a] # [b], se verifica para todo z € [a], y € [b]: z < y.

Supuesto [a] # [b], con a < b, debe existir ng € N tal que
(no+ 1)a < ngb

pues, en otro caso, ambos elementos pertenecerian a la misma componente.

Operando reiteradamente miembro a miembro con a < b:
(n+1)a < nb Vn > ng
Dados z,y € GT, con 2Qa e yQb, debe cumplirse, para todo n € N:
nr<m+1a y nb<(n+1)y
Ligado a lo anterior, se deduce que:
[] nx < (n+ 1)y Vn > ng

Si se supone ahora, por reduccién al absurdo, y X z, claramente ny < (n +
1)z. Como no puede ser que zQy, pues los elementos se han tomado de

componentes distintas, debe existir n; € N tal que
(n1+ 1)y < nix

y por ello

(n+ 1)y < nz Vn > nq

contra la anterior desigualdad [*]. Como consecuencia es
Tz <Yy

lo que completa la demostracién. B
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Observacioén

Como en el caso de la componentes arquimedianas, el anterior orden total inducido
en GT/Q es invariante por traslaciones en sentido “débil” (ver Definicién 3.2.2 y

observacién siguiente), porque:
a<b=a+c<b+tc=la+c]ZI[b+]

En el siguiente ejemplo se comprueba que la invariancia por traslaciones, sin em-

bargo, no necesariamente resulta “fuerte”.

Ejemplo: 4.3.1
Consideremos el plano lezicogrifico (R?, +, 3r)

Se tiene (0,2) <1, (0,3), pero no se cumple, para cualquier nimero natural n
n(0,3) <1 (n+1)(0,2)

pues por ejemplo 4.(0,2) <1 3.(0,3). Por tanto, los elementos (0,2) y (0,3) no

pertenecen a la misma componente {n + 1,n}, y sera:
[(0,2)] < [(0,3)]

Sumando el elemento (1,0) a los anteriores, obtenemos (1,2) y (1,3), para los que

se cumple con cualquier n € N:

n(l1,2) = (n,2n) < (n+1,3n+3) = (n + 1)(1, 3)

n(1,3) = (n,3n) < (n+1,2n+2) = (n + 1)(1,2)
Esto es, pertenecen a la misma componente {n + 1,n}:
[(1,2)] = [(1,3)]

Por tanto, [(0,2)] < [(0,3)], pero [(0,2)] + [(1,0)] = [(0,3)] + [(1,0)], por lo que no

se cumple la invariancia por traslaciones fuerte. B
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4.4. Ideales y propiedad arquimediana

Las componentes arquimedianas se han aplicado al estudio del cono positivo de un
grupo totalmente ordenado (G, +, 3). Utilizando la nocién de orden opuesto, esté
claro que lo mismo es aplicable al cono negativo, quedando asociada a cualquier

componente arquimediana [a], a € G, un conjunto equivalente [—a] = —[a] en G ™.

Notemos que, en general, [a]U{e}U[—a] no es subgrupo de G, porque sélo la compo-
nente arquimediana minimal (ver Teorema 4.2.3), caso de existir, es un semigrupo

resoluble y puede considerarse por ello el cono positivo de un grupo.

El concepto de ideal que introducimos a continuacion no padece esta anomalia,
puesto que precisamente hace referencia a ciertos subgrupos normales de un grupo
totalmente ordenado. Tomamos de Birkhoff [1940-1967] su definicién y primeras
propiedades, si bien es un concepto ampliamente estudiado por diversos autores (ver
por ejemplo Kantorovich [1937], Fuchs [1950] o Burgess [1959]). Nuestro interés se

centra en analizar sus conexiones con la propiedad arquimediana.

Utilizaremos la notacién habitual |x| para representar el “valor absoluto” de un

elemento x perteneciente a un grupo totalmente ordenado (G, +, 3), con elemento

x sieZuw
|z = ,
—x siz<e

neutro e; es decir:

Definicion 4.4.1: Ideal. Ideal principal.

Un ideal de un grupo totalmente ordenado (G,+, X) es un subgrupo normal de G

que contiene, con cualquier a también todos los elementos z tales que |z| 3 |al.*

Se llama ideal principal generado por un elemento a € G al menor ideal principal

que contiene al elemento a. Lo representaremos (a).

Considerando la operacién reticular aAb=min{a,b}, y dado un ideal I de un grupo G se verifica xAg€l,
para todo z€l,geG, con un comportamiento analogo al del concepto habitual de “ideal”. Este hecho

justificaria su denominacion.
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Observacioén

En Birkhoff [1967, p. 306] se justifica que el ideal principal (a) generado por un
elemento a perteneciente a un grupo totalmente ordenado (G, 4+, 3) es el conjunto

de los = € G tales que

n
|z jz —gi + la| + gi para ciertos gi,92,...,9n € G
i=1

En el supuesto de que G sea un grupo abeliano, obtenemos trivialmente:

(a) = {z € G;3Ing € N tal que |z| 2 nolal}

Esta caracterizacién permite establecer con facilidad una conexién entre el concepto
de ideal principal (a) generado por un elemento a y la componente arquimediana [a]
a la que pertenece dicho elemento. La propiedad aparece también en Birkhoff [1940—

1967], aunque con una formulacién diferente:

Proposicion 4.4.1

Sean a, b elementos pertenecientes al cono positivo de un grupo totalmente ordenado

(G,+, 2). Entonces se verifica:

Ademéds
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Demostracion

Supongamos (a) C (b). Entonces, debe ser na < b para todo n € N, pues si,
por el contrario, existe ng € N tal que b = npa, se tendria claramente b € (a)

de donde, por definicién de ideal principal, (b) C (a) contra lo supuesto.

Asi, el par {a,b} no es arquimediano, esto es, [a] # [b], y por tanto [a] < [b],

por ser en particular a < b.

En cuanto al reciproco, es obvio que:

la] < [b] = a<b=a € (b) = (a) C (b)

Si admitimos que G es abeliano, debe ser (a) # (b), pues (a) = (b) implica

que:
existe ng € N tal que b = noa
existe n1 € N tal que a 3 n1b
Esto es, [a] = [b], contra [a] < [0] B
Observacién

Noétese, en particular, que para G abeliano se obtiene una manera de expresar la
relacién de equivalencia R (cuyo cociente define las componentes arquimedianas)

en términos de ideales principales:

a] =[] <= aRb <= ac(b) y b€ (a) <= (a)=(b)

En cuanto al caso no abeliano, puede ocurrir que (a) = (b), siendo [a] < [b]. El

siguiente ejemplo aparece en Birkhoff [1967, p. 306].
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Ejemplo 4.4.1

Consideremos el grupo ordenado con generadores by ay (k € Z), con las relaciones:
ai+aj=aj+a; —b4ap+b=aks1 Vk € Z
y el orden definido por las condiciones:
e < ag lak+1] < [ag] < [b] Vk € Z

Nétese que, para cualquier k € Z, puesto que ay = b+ apy1 — b, resulta ap € (ap+1)

y por ello (ag+1) = (ag) (a pesar de ser [agt1] < [ag]). B

Definiremos a continuacién, para un grupo totalmente ordenado cualquiera, un ideal

concreto que guarda también una relacién estrecha con la propiedad arquimediana.

Al analizar las componentes arquimedianas hemos comprobado que puede existir
una subestructura aditivamente representable “préxima al elemento neutro” (la
componente arquimediana minimal). Lo que pretendemos ahora es detectar una
“subestructura maximal”, en la que queden contenidos todos los elementos suscep-
tibles de generar un subgrupo acotado (elementos responsables de que el grupo no
sea arquimediano). Comprobaremos que este subconjunto es un ideal del grupo; en
particular, un subgrupo normal, por lo que mediante un cociente podremos eliminar

la anomalia y construir un grupo arquimediano.

Proposicion 4.4.2

Sea (G,+, 2) un grupo totalmente ordenado. Definimos:
éz{a: € G;3y € GT tal que n|z| <y Vn € N}

Entonces, G es un ideal de G'. Lo denominaremos ideal casi-nulo de G.
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Demostracion

1) Veamos primero que G es subgrupo de G. Supongamos para ello z1, x5 €

G , v analicemos los casos significativos que pueden presentarse.

Si ambos elementos son positivos y, por ejemplo, es x1 3 z2, estd claro que:
r1+ 29 3229 <y para cierto y € G

Por lo que z1 4+ 22 € G. El razonamiento para x1, z2 negativos es analogo.

Si suponemos 1 < e < To or ejemplo e = z1 + x9, entonces tenemos
p 9 ~J )
e Zx1+x2 < 29
por lo que también en esta situacion z1 + zo € G

Otras situaciones que puedan darse son analogas o triviales. Ademas, esta

claro que dado = € 5, también —z € 5, por lo que G es subgrupo de G.

2) G es subgrupo normal. Para verlo, tomemos a € G cualquiera, y compro-

bemos que a + = —a € 5, para todo z € G. Pueden darse varios casos:
a+z—a=e (< 2 =ec). Obviamente,a + 2 —a € G

e < a+x —a. En esta situacion se tiene que a < a + z, por lo que e < z.
Debe existir y € G tal que nz < y para todo n € N. Consideremos ahora
el elemento n(a + z — a). Claramente n(a +x —a) = a +nx — a y, por la
invariancia por traslaciones, a + nz —a < a +y — a para todo n € N. Es

decir, a + 2z —a € G.
El caso a + = — a < e es andlogo al anterior.

3) Dado un elemento = € G, y dado 2’/ € G con |2/| = |z|, se verifica para

cualquier n € N: n|z’| = n|z|, por lo que claramente 2z’ € G.

Por tanto, G es efectivamente ideal de G. W
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Ya que G esun subgrupo normal, el cociente G/ @ tiene estructura de grupo. Veamos
ahora que sobre este cociente aparece inducido un orden que hace de G/ G un grupo
totalmente ordenado y arquimediano.

Teorema 4.4.1

Sea G el ideal casi-nulo de un grupo totalmente ordenado (G,+,3). Dados a +
é,b +G e G/é, definimos:

a+G<b+G < a<b a+G#b+G
Entonces, (G/é, +, 2) es un grupo totalmente ordenado y arquimediano.

Demostracion

1) Debemos probar que el orden definido es consistente, es decir, dados a, b €

Gcona-<b,ya+§7£b+§ debe ser a + g1 < b+ go, paratodoﬁl,ﬁgeé.

Si g1 2 g9, la afirmacién es obvia. Supongamos, por reduccién al absurdo,
que existen g1, g2 € G con g2 < g1 yb+ g2 Za+ g;. Por la invariancia por

traslaciones, se sigue (siendo e el elemento neutro de G):
e<—a+b=Zg1— g2
Puesto que G es un ideal, se deduce que —a + b € 6, 0, equivalentemente
b=a+g para ciertoﬁeé
es decir, a + G=b+ 6, contra lo supuesto.

2) El orden definido en G/ G es invarante por traslaciones, para la operacion

+ en G/é.
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Se sigue de la invariancia del orden de G. En efecto, dados a + 6, b+ 5,
c+GenG / G:

a+G<b+G a<b a+G#b+G

a < b, a—b¢§

a=<b (a+c)—(b+c)¢G
a+c<btc (a+c)+G#@b+c)+G

atc=<bte (a+G)+(c+G)#(b+G)+ (c+G)

rertriruve

(a+G)+(c+G)<(b+G)+ (c+G)

3) (G/é, +, 2X) es arquimediano. En efecto, sean dos elementos a + G, b+G
en G/é, con

§-<a+§-<b+§

(y por ello e < a < b). Si se supone, por reduccién al absurdo,

n.(a+G)=<(b+G) Vn e N
se obtiene, por ser n.(a + G) = (n.a) + G:

n.a <b Vn € N

esto es, a € 5, puesto que G es un ideal. Resulta que a + G = 5, contra lo

supuesto. Por tanto, G/é, resulta arquimediano. W

Corolario 4.4.1

Cualquier grupo totalmente ordenado (G,+, 3) es pseudo-representable mediante
una funcién de pseudo-utilidad aditiva u : G — R cuyo niicleo es el ideal casi-nulo

de G.
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Demostracion

Puesto que G/ G es arquimediano, existe una funcion de utilidad aditiva:
i:G/G—R

Basta definir ahora u : G — R mediante:
u(g) = (g +G)

Puesto que para todo g1,g92 € G es

g1+G+g2+G=(g1+9g2)+G

se obtiene trivialmente:

u(g1 + g2) = u(g1) + u(g2)

Es decir, u es aditiva. Ademds
g1=92=91+G Jg2+G

de donde

91 < g2 = u(g1) T ulgz)

Por lo que u es también pseudo-utilidad. W

Observacioén

Claramente G/ G =G si y sblo si G es arquimediano. En esta situacion, el ideal
casi-nulo de G se reduce al elemento neutro ¢ de G, y la pseudo-utilidad aditiva

cuya existencia se demuestra en el Corolario anterior es inyectiva (es utilidad).

En el extremo opuesto, podria ocurrir G/é = {e}, esto es, G = G, debido a que
para cualquier elemento x € G, existe otro y € G de manera que n.|lz| < y
para todo n € N. Esto ocurre en el ejemplo que presentaremos a continuacién. (La
pseudo-utilidad aditiva garantizada en el Corolario anterior es ahora necesariamente

la trivial: u(G) = 0).
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Ejemplo 4.4.2

Consideramos:
G = COO(Z) = {(Zz)fiioo,zz S Z, Jk € N tal que z; = 0 si ”L’ > k}

dotado de la suma habitual, coordenada a coordenada, y el orden lexicografico.

~——

Claramente 000 (Z) = Coo(Z) |

Analizamos, para finalizar la seccién, condiciones que garantizan la situacién par-
ticular en que un grupo totalmente ordenado es isomorfo a algin subgrupo del
plano lexicografico. Utilizaremos el concepto de “sumando directo”, que tomamos

de Hungerford [1974].

Definicion 4.4.2: Sumando directo

Un subgrupo G de un grupo abeliano G se dice sumando directo de G, si existe G*
subgrupo de G tal que G es suma directa: G = G* @ G.

Teorema 4.4.2

Sea (G,+,3) un grupo abeliano totalmente ordenado, cuyo ideal casi-nulo G es
ideal propio de G (i.e. distinto de {e} y de G). Si G es sumando directo de G y
arquimediano, entonces G es isétono y algebraicamente isomorfo a un subgrupo del

plano lexicografico.

Demostracion

En las condiciones del enunciado, existen funciones de utilidad aditivas:

u:G/G — R
U2:§—>R
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Ademas, escribiendo G = G* oG , como en la definicién anterior, la aplicacién
i :G — G que a cada g € G le hace corresponder u(g) = § (tinico) tal que

g=g*+g, con g* € G* es, obviamente, un homomorfismo.

Definimos, a partir de las anteriores, la funcién ¢ : (G, +, 3) — (R?,+, <)
dada por:
6(g) = (ualg + G), ua(a(g)))

Claramente, ¢ es un homomorfismo. Para probar su isotonia sea g € G

cualquiera, con e < g. Basta ver que:

¢(e) = (0,0) <r é(g)

En efecto, distingamos los dos casos siguientes:

1) g € G. En estas condiciones

{ ui(g) =0

ua(u(g)) = u2(g) > 0 = ua(e)

Por lo que (0,0) <1, (0,u2(g)) = &(g).

2) g ¢§. Entonces, e -<gy§7$g+§, por lo que§-<g+5. De aqui, por

ser w1 utilidad

ui(G) < uilg + G)

Esto es, obtenemos nuevamente como conclusién (0,0) <r, ¢(g).

Esto completa la demostracion. B

Observacion

La existencia de sumando directo para el ideal casi nulo G de un grupo abeliano
totalmente ordenado (G, +, 2) estard garantizada, por ejemplo, en las dos siguientes

situaciones:
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1) Cuando G sea un grupo abeliano libre, en cuyo caso (véase Hungerford [1974],

p.71) es isomorfo a una suma directa de copias del grupo aditivo Z de los enteros.

2) Cuando G sea un grupo abeliano finitamente generado, en cuyo caso (véase
Hungerford [1974], p.76) es isomorfo a una suma directa de una cantidad finita
de copias del grupo aditivo Z de los enteros. (Los posibles sumandos directos que,
en el caso de un grupo abeliano finitamente generado general, son grupos ciclicos
de orden finito, estan excluidos en nuestro contexto porque, siendo G un grupo

totalmente ordenado, carece de elementos nilpotentes no nulos.)
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5.1. Introduccion

Como ya comentamos, todo conjunto totalmente ordenado (X, ) es un espacio
topolégico cuando se dota de la denominada topologia del orden; la cual, por

definiciéon, tiene como subbase de abiertos:
Y ={(<,a),(b,—);a,b € X}
donde

(—,a)={z € X;2 <a}

(b,—)={zr € X;b <z}

En el Capitulo 1 (véanse las Proposiciones 1.3.1, 1.3.1" y 1.3.2) se vieron algunos
resultados clasicos referidos a la existencia de utilidad, basados en condiciones

topoldgicas, como la separabilidad o la perfecta separabilidad.

Hemos realizado ya, en la Seccién 2.6, una primera extension de estos resultados
al contexto de grupos totalmente ordenados (Teoremas 2.6.1 y 2.6.2). También,
para el caso de grupos abelianos, descubrimos en cualquier estructura no aditiva-
mente representable la presencia de Z x Z lexicogrdfico como “germen” de su no
representabilidad (Teorema 2.6.3). Resultados similares, como justificaremos en
las primeras secciones de este capitulo, son también aplicables a la estructura de

semigrupo totalmente ordenado.

Ademas, profundizaremos nuestro andlisis hasta resultados de carédcter topoldgico

mas generales, para los que la topologia del orden jugara un papel esencial.

Dado un semigrupo positivo, representable aditivamente en la recta real, una de las

cuestiones que abordaremos es la bisqueda de condiciones adicionales minimas para



— 188 — Semigrupos topolédgicos totalmente ordenados.

que tal semigrupo sea la recta real positiva. El origen del problema de caracteri-
zacion del continuo real positivo se remonta a Cantor [1895, 1897|, pero aparece
también en trabajos recientes, como los de Beardon y Mehta [1994 (2)] o Herden y
Mehta [1994]. En Luce y Narens [1987] se considera ademads, como en nuestro estu-

dio, la existencia de una operacién interna, como parte de la estructura ordenada.

También analizaremos la cuestion de la continuidad de una funciéon de utilidad
aditiva. Probaremos que, para semigrupos totalmente ordenados, imponiendo la
condicion adicional de que la suma sea continua en la topologia del orden, cualquier

funcién de utilidad resulta siempre continua.

En el caso de grupos totalmente ordenados, la condiciéon de que la operacién interna
sea continua esta siempre garantizada, por lo que podremos demostrar que cualquier
grupo arquimediano resulta representable por una funcion de utilidad continua y

aditiva. Este resultado aporta una extension al clasico Teorema de Holder.

5.2. Semigrupos perfectamente separables

En la seccién 2.6 hemos comprobado que la caracterizacion de existencia de utilidad
para conjuntos totalmente ordenados dada por la perfecta separabilidad se extiende
al contexto de grupos totalmente ordenados, sin mas que imponer como condicion
adicional que el subconjuto (o bien, subgrupo) orden denso que proporciona la

perfecta separabilidad sea arquimediano (véase Teorema 2.6.2).

La manera natural de adaptar este resultado al caso de semigrupos totalmente
ordenados es la sustitucién de la propiedad arquimediana por la propiedad {n+1,n}.
Para ello introducimos la siguiente definicion, que sera 1util cuando queramos hacer
referencia al “buen comportamiento” de los elementos de un semigrupo frente a la

mencionada propiedad.
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Definicion 5.2.1: Subconjunto super-arquimediano

Un subconjunto A de un semigrupo positivo (S, +, 3) se dird super-arquimediano

si para todo a,b € A, con a < b, existe n € N tal que

(n+1)a < nb

Noétese que la defincion es equivalente a la siguiente condicion, basada en la propie-
dad {p > ¢q}: para todo a,b € A, con a < b, existen p,q € N, con p > ¢ tales
que

pa < gb

En efecto:

Es obvio que la definicion implica el segundo enunciado. Para el reciproco
sean a,b € A, a < b; para los que existen nimeros naturales p,q, conp > q y
pa < gb. Sisuponemos, por reduccién al absurdo, nb < (n + 1)a, para todo

n € N, entonces en particular: ¢gb < (¢ + 1)a. Pero entonces:
gb < (¢+1)a<(¢g+2)a=<...<pa

contra lo supuesto. B

La definicion puede aplicarse dualmente a semigrupos negativos, a partir del con-
cepto de orden opuesto (véase Definicién 3.4.1). En cuanto a semigrupos generales,

podemos enunciar:

Un subconjunto A de un semigrupo totalmente ordenado (5,4, 3) se dird super-
arquimediano, si los conjuntos A N S*, AN S~ son o bien vacios, o bien super-

arquimedianos.

Obsérvese también que, a partir de la definiciéon, un semigrupo totalmente ordenado
verifica las propiedades {n + 1,n} y {p > ¢} si y sélo si la totalidad del semigrupo

es un conjunto super-arquimediano.
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Teorema 5.2.1

Si un semigrupo positivo (S,+, Z) contiene un subconjunto orden denso D C S

super-arquimediano, entonces el propio semigrupo S es super-arquimediano.

Demostracion

Sean a,b € S, con a < b. Por la invariancia por traslaciones se obtiene,

sumando primero a por la izquierda y después b por la derecha:
20 <a+b=<2b

Repitiendo la misma manipulacion:

3a <2a+b<a+2b
20+b<a+2b=<3b

de donde:

3a <2a+b<a+2b=<3b

En estas condiciones, existen elementos di,ds € D tales que:
3ajd1j2a+b<a+2bjd2j3b

Puesto que D es super-arquimediano, existen p,q € N, p > ¢ tales que

pdq1 < qds. Por tanto:
3pa 2 pdi < qda 2 3qb

En particular

(3p)a < (3¢)b con 3p > 3¢

por lo que S es super-arquimediano. W
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Teorema 5.2.2

Dado un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3), son equivalentes:

i) (S, 4+, 3) es aditivamente representable.

ii) S contiene un subsemigrupo contable, orden denso y super-arquimediano.

iii) S contiene un subconjunto contable orden denso y super-arquimediano.

Demostracion

(i) = (i)

Si el semigrupo es aditivamente representable entonces es también, en par-

ticular, representable; por lo que S es perfectamente separable.

Sea D C S subconjunto contable y orden denso. EIl subsemigrupo <D >

generado por D:

<D>={d;+dy+---+dp;n € N}

es claramente contable, y también orden denso por contener a D. Ademas,

es aditivamente representable, por serlo S.

Se concluye que <D > es un subsemigrupo contable, orden denso y super-

arquimediano.

(i) = (iii)

Es evidente.
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(i) = (i)

Si S admite un subconjunto D C S contable, orden denso y super-arquime-
diano, entonces claramente, D N S, supuesto no vacio, es un conjunto con-
table, orden denso en ST, y super-arquimediano. Lo mismo se aplica al cono
negativo por lo que, de acuerdo con el Teorema anterior, cada cono no vacio

de S es aditivamente representable.

Sabemos por el Teorema 3.7.1 que, como consecuencia, la totalidad del semi-

grupo es aditivamente representable. ll

Observacion

El resultado anterior es analogo al obtenido en el caso de grupos totalmente orde-
nados (Teorema 2.6.2). Cabe comentar, sin embargo, la siguiente diferencia signi-

ficativa frente a lo analizado en el caso de grupos arquimedianos.

El subgrupo (abeliano) Zz + Zy generado por dos elementos positivos podia ser
orden denso en el grupo y proporcionar, por tanto, el subgrupo contable arquime-
diano, requerido en la perfecta separabilidad. Vimos en el Teorema 2.6.5 que esto

sucede cuando Zux + Zy carece de minimo elemento positivo.

No es posible obtener un resultado asi para semigrupos. Supongamos un semigrupo
conmutativo totalmente ordenado (S,+, ). Un subsemigrupo generado por dos

elementos positivos =,y € ST tiene la forma:
S(x,y) ={m.x +ny; m,necNU{0},m +n >0}

por lo que siempre tiene un primer elemento » = min{z,y}. Por tanto, cuando un
semigrupo S carezca de minimo elemento positivo ,((07 +00),+, < ) es un ejem-
plo trivial-, nunca podremos encontrar un subsemigrupo orden denso de la forma
S(x,y). De hecho, el argumento muestra que en todo semigrupo positivo y con-
mutativo que carezca de minimo elemento positivo, cualquier subsemigrupo orden

denso requiere una cantidad infinita de generadores.
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5.3. Semigrupos conmutativos no representables aditiva-
mente

En el Teorema 2.6.3 hemos reconocido la estructura (Z x Z, +, 31) como “germen”
de la no existencia de utilidad aditiva en grupos abelianos totalmente ordenados,
esto es, caracterizabamos la representabilidad de un grupo abeliano totalmente

ordenado por no contener como subgrupo a Z x Z lexicografico.

Planteamos ahora una pregunta similar, para semigrupos conmutativos: jcuél es la
subestructura, contenida en cualquier semigrupo conmutativo totalmente ordenado,

que impide la existencia de utilidad aditiva?

Puesto que la no representabilidad aditiva en semigrupos totalmente ordenados
supone la no representabilidad de alguno de sus conos, podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, el caso de semigrupos positivos.

Si (S,4,Z) es un semigrupo positivo conmutativo, representaremos como en la

seccion anterior por S(z,y) el subsemigrupo generado por dos elementos z,y € S:
S(z,y) ={m.x +n.y;m,n € NU{0},m +n > 0}

Analizamos en la siguiente Proposicién una propiedad bésica de este conjunto:

Proposicion 5.3.1

Sean x,y, con v < y, elementos de un semigrupo positivo conmutativo (S, +, 3)
que constituyen un par arquimediano. Entonces, el subsemigrupo S(z,y) generado

por x ey es arquimediano.

Demostracion

Sean mx + ny, m'z + n'y elementos de S(z,y), con mz + ny < m'x + n'y.
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Siendo el par =,y arquimediano, debe existir ng € N tal que y < noz. Asi:

m'z +n'y Imy+n'y =(m +n")y < (m +n"nez
< (m"+n"Yno(m +n)r = (m" +n")ngmaz + (m’ + n")nona

S (m' +n)ngma + (m’ +n")ngny = (m’ +n")ng(mz + ny)

~Y

Esto es

m'z +n'y < h.(mz + ny) heN

por lo que S(z,y) es arquimediano. l

Observacioén

Tras realizar en el Teorema 2.6.4 la clasificacién de las posibles estructuras de grupo
abeliano totalmente ordenado Zz + Zy generado por dos elementos x e y, se hizo
notar que dichos elementos podrian constituir un par arquimediano y generar, ain

asi, un grupo no arquimediano.

La Proposiciéon anterior constata que, en el caso de semigrupos positivos conmuta-
tivos, tal anomalia no puede darse. Esta mejora es debida a que en la estructura
S(x,y) no se consideran elementos formados a partir de coeficientes enteros nega-

tivos.

A pesar de lo anterior, como comprobamos en el siguiente ejemplo, todavia es posible
generar un semigrupo que no verifique la propiedad {n+1,n}, a partir de elementos

que verifiquen esta propiedad (es decir, a partir de un par super-arquimediano).

Ejemplo 5.3.1

Sea el subsemigrupo positivo de Z x Z lexicogréfico, generado por los elementos

x=(1,1) y = (3,4)
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El par z,y es arquimediano: (3,4) < 4.(1,1) = (4,4), por lo que en particular

S(x,y) es arquimediano. Més aun, tomando por ejemplo n = 2 observamos que
(24 1)(1,1) = (3,3) <1, 2.(3,4) = (6,8)
Es decir, el par z,y es ademds super-arquimediano.

Sin embargo, 3.(1,1) = (3,3) € S(z,y), (3,3) <1 (3,4) y el par (3,3), (3,4) no es

super-arquimediano, pues para todo n € N:

n(3,4) = (3n,4n) <z, (3n +3,3n +3) = (n + 1)(3,3)

Luego el par super-arquimediano {(1,1),(3,4)} genera un semigrupo no super-

arquimediano. W

Adelantamos ya el resultado que se formalizard en el proximo Teorema, tomando
en consideracion las dos situaciones significativas que pueden distinguirse cuando

un semigrupo positivo y conmutativo (S, +, <) no es representable aditivamente:

La primera posibilidad es que (5,4, 3) no sea arquimediano. Debemos pensar,
como germen de la no representabilidad, en el semigrupo generado por un par no
arquimediano de elementos, puesto que de acuerdo con la Proposicion anterior,
cualquier par arquimediano generaria un semigrupo arquimediano. Demostraremos
que, en este caso, (S, 4+, ), contiene necesariamente un subsemigrupo isomorfo e
is6tono al subsemigrupo de Z x Z lexicografico generado por los elementos (0,1) y

(1,0). Representaremos este semigrupo (N, +, 31):
N={(m,n)€ZxZ;m>0,n>0m+n >0}
Noétese que, en particular, el propio N es no arquimediano.

Pero, como sabemos, puede ocurrir también que el semigrupo (S, +, ) sea arquime-
diano y no representable aditivamente. La subestructura no super-arquimediana que

se considere debera estar generada, por tanto, a partir de elementos que cumplan la
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propiedad arquimediana. Demostraremos que, en este segundo caso, (S, +, 3) con-
tiene un subsemigrupo isomorfo e isétono al subsemigrupo de Z x Z lexicografico ge-

nerado por los elementos (1,0), (1,1). Representaremos este semigrupo (A, +, 31):
A={(m+n,n)€eZxZ;m>0,n>0,m+n >0}

Noétese que, en particular, el propio A es arquimediano, pero no super-arquimediano.

Teorema 5.3.1

Sea (5,4, 3) un semigrupo positivo y conmutativo, para el que no existe funcién

de utilidad aditiva. Entonces:

1) Si (S,+,3) no es arquimediano, contiene un subsemigrupo isomorfo e

isétono a (N, +, 3r).

2) Si (S, +, 2) es arquimediano, contiene un subsemigrupo isomorfo e isétono

a(A+,231).

En cualquier caso, puesto que el segundo de estos semigrupos es subsemigrupo
del primero, se concluye que cualquier semigrupo positivo y conmutativo no repre-

sentable aditivamente contiene como subestructura a (A, +, 3r.).

Demostracion

1) Si (S, 4+, 3) no es arquimediano, existen z,y € S, con z < y, que consti-

tuyen un par no arquimediano.

La aplicacién f : (S(z,y),+, 3) — (N, +, Z1) dada por
f(mz +ny) = (m,n)

es claramente un isomorfismo. Ademas, es is6tona; siendo la demostracion de
este hecho andloga a la realizada con Zx Z lexicografico, en grupos totalmente

ordenados (Teorema 2.6.3).
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2) Si (S, +, 2) es arquimediano, pero no aditivamente representable, existen
elementos z,y € S, x < y, que constituyen un par no super-arquimediano
(aunque se tratard, obviamente, de un par arquimediano). Por tanto, se
verifica:

x <y ky < (k+ 1)z VkeN
La aplicacién g : (S(z,y),+, 3) — (A, +, Zr) dada por
g(mx +ny)=(m+n,n)

es claramente un isomorfismo. Para la isotonia, debemos probar:

mz+ny <m'z+ny = mt+n<m ' +n o m+n=m'+n",n<n
Analicemos los casos que pueden presentarse:
a) m < m'. Entonces:
mx +ny <m'z +n'y = ny < (m' —m)x +n'y
Por ser kx < ky Vk € N:
ny < (m' —m)y+n'y=(m" —m+n'y
De donde n < m’ —m + n’/, y por tanto:

m+n<m' +n'

b) m = m’. Entonces, mx = m’x. Por tanto:
mx + ny -<m/:c—|—n/y:>ny -<n/y:>n< n'
Siendo m = m’, n < n’, obtenemos también:

m4+n<m' +n
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c) m’ < m,n < n’. Entonces:
mz +ny <m'z+n'y = (m —m')x < (n' —n)y
Por ser ky < (k+ 1)z Vk e N:
(m—mNz <(n —n+1)z
Y de aqui:
m—-m'<n—n+l=m4+n<m +n  +1l=m+n<m'+n
Si ocurriera m +n = m’ +n’, puesto que m’ < m, deberfa ser necesariamente
n < n', con lo que se tiene el resultado.
d) m" < m, n’ < n. Esta situacién no puede presentarse, pues exigiria:
m'z < mx y n'y Jny
De donde:
m'z +n'y < mz +ny
Contra lo supuesto.
Los casos analizados recogen todas las posibilidades que pueden presentarse,
por lo que se tiene el resultado. W
Observacion
En el resultado anterior no puede eliminarse la condicion de que el semigrupo

(S,4,2) sea conmutativo. El cono positivo del ejemplo utilizado para compro-

bar este hecho en el caso de grupos totalmente ordenados (Ejemplo 2.6.1) sirve

para ilustrar esta afirmacién, como pasamos a demostrar.
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Ejemplo 5.3.2

Sea M el conjunto de matrices 2 x 2:

Mz{(i 2); a,b € R, a> 0}

que, como sabemos, tiene estructura de grupo (no abeliano) totalmente ordenado,

con la operacién producto de matrices, y el orden total 3 dado por:
10 1 0
(b a)j<b’ a’) < a<d oa=d,b<?
Consideremos ahora el cono positivo Mt de este grupo, dado por:

M+:{<i 2);a>1 oa=1,0b>0}

d
M fueran tales que A < B 'y B™ X A™*! para todo n € N; esto es:

g (1 0)"_ 1 0 <
“\d ¢) T \ddl+ct+E44m) )

1 0 1 0 n+1 -
(b(1+a+a2+...+an) an+1)—<b a) =A Vn € N

1 1
Supongamos que dos matrices A = (b 2) y B = ( (C)) del cono positivo de

Se seguirfa que 1 < a < ¢y ¢" < a"t! para todo n € N. Como consecuencia,
por verificar el grupo multiplicativo de los nimeros reales positivos la propiedad
{n 4+ 1,n}, necesariamente, a = ¢ y por tanto b < d. El caso a = ¢ = 1 puede

descartarse. En efecto, si ¢ = 1 llegamos a:

10 10
n _ =< f— n+1
b (n.d 1)~<(n+1).b 1) 4 vn e N

De donde nd < (n+ 1)b, para todo n € N, siendo 0 < b < d. Esto no puede ocurrir,
por verificar el grupo aditivo de los reales la propiedad {n + 1,n}. Por tanto, debe

ser ¢ > 1.
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Finalmente observemos que:

1 0 1 0
A'B_<b+d c) 7 (bc—i—d c)_B'A

puesto que b # be, al ser ¢ # 1.

Concluimos que cualquier par no super-arquimediano de elementos en M T genera un
subsemigrupo no conmutativo. En estas condiciones, (M, x, <) no puede contener

a (A, 4+, 31) como subestructura, puesto que (A, +) es conmutativo. ll

5.4. Semigrupos positivos y el continuo

Conocemos que un semigrupo positivo (S, +, 2) y super-arquimediano, esto es, que
cumpla la propiedad {n + 1, n}, es representable por una funcién de utilidad aditiva

estrictamente positiva.
u (Sv +, r—j) - ((07 OO), +, S)

Es natural preguntarse bajo qué condiciones minimas adicionales queda caracteri-
zada la estructura aditiva y ordenada ((0,00), 4+, <) de los ntimeros reales positivos,

es decir: el continuo real positivo.

El problema de caracterizacion del continuo, definido como un conjunto total-
mente ordenado, Dedekind completo y orden separable (véase, por ejemplo, Luce
y Narens [1987]), fue propuesto por Cantor [1895, 1897] y nos conduce a los fun-
damentos del Analisis Real. Varios trabajos recientes en la literatura se refieren al
concepto de continuo, en el contexto de estructuras totalmente ordenadas (véase

Beardon y Mehta [1994,2] o Herden y Mehta [1994]).

En particular, Luce y Narens [1987] consideran cuestiones relacionadas con la idea
de continuo dotado de una operacién interna, que denominan concatenacion, y que
corresponde en esencia a la estructura algebraica de semigrupo. Las caracteriza-

ciones que obtienen estan basadas en el concepto de resolubilidad.
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Para nuestro estudio partiremos de un semigrupo positivo (S,+,3), y tomaremos
en consideracion la topologia del orden que, como veremos, jugara un papel esencial

en los resultados.

Comenzamos con algunas Definiciones bésicas y Lemas introductorios.

Definicion 5.4.1: Dedekind-completitud

Un conjunto totalmente ordenado (X, ) se dice Dedekind-completo si todo sub-
conjunto no vacio de X acotado superiormente tiene supremo (i.e. cota superior
minima).

Observacion

Un espacio topolégico (X, 7) se dice conezo si no puede descomponerse como union

de dos subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios.

Cuando se considera, en particular, un conjunto totalmente ordenado (X, 3), dotado
de la topologia del orden, resulta que (X, ) es conexo si y sélo si es Dedekind-
completo y sin huecos (i.e., para todo a,b € X, a < b, existe ¢ € X tal que

a < ¢ < b). La demostracién puede verse, por ejemplo, en Birkhoff [1940-1967].

Lema 5.4.1

Sea (X, ) un conjunto totalmente ordenado. Sean A y B subconjuntos no vacios

de X, con a 2 b para todo a € A, b € B. Entonces se verifica:
1) El supremo de A (sup A), caso de existir, es cota inferior de B.

2) El infimo de B (inf B: cota inferior maxima de B) , caso de existir, es

cota superior de A.

3) Si existen sup A e inf B, entonces se verifica sup A 3 inf B.
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Demostracion

Noétese que, por definicion, todo elemento de A es cota inferior de B, y todo

elemento de B es cota superior de A.

1) Si existe sup A, pero no es cota inferior de B, existiria algiin elemento
b € B tal que b < sup A. Esto es absurdo, porque b resultaria ser una cota

superior de A menor que sup A.

2) Es andlogo.

3) Se deduce de las anteriores. En efecto, sup A es cota inferior de B, luego
sup A no puede ser mayor que la mayor cota inferior de B; esto es: sup A =

nfB. 1

Lema 5.4.2

Un conjunto totalmente ordenado (X,3) es Dedekind-completo si y sélo si existe

el infimo de todo subconjunto no vacio de X acotado inferiormente.

Demostracion

Supongamos (X, 3) Dedekind-completo, y sea B un subconjunto no vacio de
X acotado inferiormente. Consideremos el subconjunto no vacio A C X de
las cotas inferiores de B. Claramente, todo elemento de B es cota superior

de A, luego existe el supremo del conjunto A: sup A.

Comprobemos que el elemento sup A es, ademas, el infimo de B:

Dado un elemento cualquiera b € B, no puede ocurrir que b < sup A porque,
en tal caso, existiria algin elemento a € A con b < a, en contradiccién con

la definicién de A. Por tanto, sup A es cota inferior de B.
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Por otra parte, dada una cota inferior cualquiera de B, por definicién de A

se cumple que ¢ € A, y por tanto ¢ = sup A.

Concluimos que sup A es la mayor cota inferior de b, es decir, existe el infimo

de B y, en particular,

sup A = inf B

El reciproco es andlogo. B

Lema 5.4.3

Sea (X, ) un conjunto totalmente ordenado, Dedekind-completo, y sea A C X
un subconjunto no vacio de X, acotado superiormente. Entonces se verifica que
sup A € A (clausura de A, en la topologia del orden). Andlogamente, si B C X es

un subconjunto de X no vacio y acotado inferiormente, se verifica inf B € B.

Demostracion

Supondremos el caso en que X no tiene “cotas universales”, es decir, no existe
el supremo ni el infimo del conjunto X. (En cualquier otro caso, la prueba

resultaria similar).

Sisup A € A, puesto que X — A es abierto, es posible encontrar elementos a

y b en X tales que
a<supA <b y (a,)NA =10

En estas condiciones, para cualquier z € A, puesto que z 3 sup A, se sigue

z = a. Este hecho contradice la definicién de sup A, luego debe ser sup A € A.

La demostracién para el infimo es andloga. Bl
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Definiciéon 5.4.2: Semigrupo topolégico totalmente ordenado
Se llama semigrupo topoldgico a una estructura (S, -+, 7) verificando:
1) (S, +) es semigrupo.
2) (S, 1) es espacio topoldgico.

3) La operacién interna +

+: SxS5 — S
(z,y) — x+y

es una aplicacién continua.

Se llama semigrupo topoldgico totalmente ordenado, a un semigrupo totalmente
ordenado (5,4, ) que es semigrupo topoldgico, cuando se considera en (S, 3) la

topologia del orden.

Se llama grupo topoldgico a una estructura (G, +, 7) verificando:
1) (G, +) es grupo.
2) (G, 1) es espacio topoldgico.

3) La operacién interna +

y la aplicacién “inv”

mv: G — G
r — -z

son ambas continuas.
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Observacioén

Es conocido que todo grupo totalmente ordenado es grupo topoldgico con respecto
a la topologia del orden (ver Fuchs [1963], p.33 o Nyikos y Reichel [1975]). Sin
embargo, esto no es cierto en general para semigrupos, como comprobamos en el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.4.1

Sea S = [2,3)U[4,4+0), con la suma y orden habituales en los nimeros reales. Tal
suma es claramente estable en S, por lo que se trata de un semigrupo totalmente

ordenado.

Consideremos el intervalo (7,9), entorno de 4+4 = 8, con 4,8 € S. Puesto que todo
entorno de 4 (en la topologia del orden de S) contiene algin elemento menor que
3, la suma de dos entornos de 4 contendra, necesariamente, algiin elemento menor

que 6, que por ello no pertenecerd al intervalo (7,9)

Por tanto, no pueden determinarse entornos de 4 cuya suma quede contenida en

(7,9), por lo que + no es continua con respecto a la topologia del orden en (5, +, 3).

Observacion

En el Capitulo 1 explicamos que dado un conjunto totalmente ordenado (X, 3),
dotado de la topologia del orden, y un subconjunto A C X, ocurre que la topologia
del orden en (A, ) es menos fina que la topologia que A hereda de la topologia del

orden en (X, 3).

El ejemplo anterior pone de manifiesto esta circunstancia, tratandose de un subcon-
junto de los nimeros reales cuya topologia del orden es menos fina que la topologia

restringida usual inducida por la de R.
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A partir de los conceptos y lemas anteriores podemos introducirnos ya en los re-
sultados que conduciran a la caracterizacién del continuo, objetivo de esta seccion.
Comenzamos con una Proposicién, para la que damos una prueba analoga a la que

aparece en Pontryaguin [1978], p.110, para el caso de grupos topolégicos.

Proposicion 5.4.1

Sea (S, 4+, 7) un semigrupo topolégico, y sea a € S cualquiera. Entonces, la apli-
cacion traslacion por la izquierda i, : S — S dada por: i,(z) =a+z (z € S), es
continua. También, la aplicacion traslacion por la derecha d, : S — S dada por:

do(z) =2 +a (x € S), es continua.

Demostracion

Sea W un entorno de i,(z) = a+2z. Puesto que + es una operacién continua,
existe un entorno U de a y también un entorno V de x tales que U +V C W.
En particular, a + V' C W, esto es, i,(V) C W, por lo que la traslacién i, es

continua.

De la misma forma, d, resulta continua. B

Proposicion 5.4.2

Sea (S,+,2) un semigrupo totalmente ordenado, Dedekind-completo. Entonces,
para todo subconjunto no vacio A C S acotado superiormente (resp. inferiormente),
y para todo a € S, existe sup(a + A) y ademds es sup(a + A) = a +sup A (resp.

~Y

existe inf(a + A) y esa +inf A Zinf(a + A)).

Demostracion

Supongamos A acotado superiormente. Para todo z € A, se tiene x 3

sup A. Entonces, para cualquier a € S fijo, se verifica por la invariancia por
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traslaciones de 3:

a+x Ja+supA

Obtenemos asi que a +sup A es una cota superior de a + A, por lo que siendo

S Dedekind-completo, existe sup(a + A), y debe ser
sup(a + A) Za+sup A4

La prueba para el caso en que A estd acotado inferiormente es analoga. B

Observacioén

Las desigualdades que aparecen en la anterior Proposiciéon son, en general, es-
trictas, como veremos en el siguiente ejemplo. Sin embargo, probaremos en la
Proposicién 5.4.3 que, en el contexto de semigrupos topolégicos totalmente ordena-

dos, se verifican las igualdades.

Ejemplo 5.4.2

Sea, como antes S = [2,3)U[4, +00), con la suma y orden habituales en los nimeros
reales. Notemos que:

sup(2 +(2,3)) =sup(4,5) =5

mientras que

24+sup(2,3)=2+4=6

Esto es, sup(2 + (2,3)) < 2+ sup(2,3). &

Proposicién 5.4.3

Sea (S, +,2) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, Dedekind-completo.
Entonces, para todo subconjunto no vacio A C S acotado superiormente (resp.
inferiormente), y para todo a € S, existe sup(a + A) y ademds es sup(a + A) =
a +sup A (resp. existe inf(a + A) y es a +inf A = inf(a + A4)).
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Demostracion

Supongamos A acotado superiormente. Sabemos por la proposicién anterior

que existe sup(a + A) y es sup(a + A) 2 a+sup A.
Si suponemos sup(a + A) < a + sup A, entonces el conjunto
W = (sup(a +A),—) ={z € S;sup(a + A) <z}
es un entorno del elemento a + sup A.
Para cualquier x € a + A, esta claro que z = sup(a + A), de donde
WnNa+A)=0

Por otra parte, puesto que (por la Proposicién 5.4.1) toda traslacién es con-
tinua, se sigue que existe un entorno U de sup A tal que a+U C W . Aplicando

ahora el Lema 5.4.3, tenemos que sup A € A, de donde A NU # 0.

Tomemos un elemento x € A NU. Se sigue que
a+x€(a+A) y también atz€(a+U)CW

Asi, a+2 € W N (a+ A), lo que supone una contradiccién.

La prueba cuando A es un subconjunto acotado inferiormente es analoga. Wl

Teorema 5.4.1

Sea (S, +, 2) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, positivo y conexo. Sean
a,b,z € S tales que a < by a +x 2 b. Entonces existe un elemento y € S tal que

a+y=n>o.

(Lo mismo serd cierto considerando la suma de los elementos z e y por la izquierda).
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Demostracion

Supongamos a, b,z € S, con a < by a+z = b. Consideramos los siguientes

subconjuntos de S:

X ={z€S;a+z30b}

Y ={yeS;b<a+y}

El subconjunto Y es no vacio, pues siendo S positivo se verifica b < a + b,
por lo que b € Y. El subconjunto X es no vacio por hipétesis. Por tanto,

{X,Y} es una particién de S.

Claramente para todo z € X,y € Y es a +x < a + y. Por la invariancia
por traslaciones, es también = < y. Por tanto, X resulta ser un subconjunto
acotado superiormente, e Y un subconjunto acotado inferiormente. Por los

Lemas 5.4.1 y 5.4.2, existen sup X, inf Y, y es sup X ZinfY.

Veamos que, ademas, sup X = inf Y. En efecto, si la igualdad no fuera cierta,
sino por el contrario, sup X < inf Y, puesto que S carece de huecos deberia

existir un elemento z € S tal que

supX <z < infY

Pero en estas condiciones, tal elemento no puede pertenecer ni a X ni a Y,

contra el hecho de ser {X,Y } particién de S.

Comprobado que sup X = inf Y, por continuidad de la operacién +, y segin

la Proposicion 5.4.3, obtenemos ademas

sup(a + X) =a+supX =a+infY =inf(a +Y)

Por definicion de los subconjuntos X e Y, debe ser

sup(a + X ) 20 Zinf(a +Y)
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Por lo que necesariamente

sup(a + X ) =inf(a +Y) = b

Esto es:

a+supX =a+infY =b

Por lo que sup X = infY resulta ser el elemento buscado. B

Corolario 5.4.1

Cualquier monoide totalmente ordenado (M, +, 3), topoldgico, positivo y conexo,

es resoluble.

Demostracion

Dado (M, +, 2) en las condiciones del enunciado, y considerando el elemento

neutro e € M, esta claro que para todo a,b € M, con a < b, se cumple:

a=a+e=<b

Por el Teorema anterior, existe y € M tal que a + y = b.

Un argumento andalogo justifica que existe z € M tal que z +a = b. Por

tanto M es resoluble. B

Corolario 5.4.2

Sea (S, +, Z) un semigrupo topolégico totalmente ordenado, conmutativo, positivo

y conexo, Sean a,b € S con a < b. Entonces, existen z,y € S tales que

a<z3y=<b y a+b=x+y
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Demostracion

Puesto que S carece de huecos, existe z; € S tal que a < 21 < b. Por la
invariancia por traslaciones y por ser S positivo, obtenemos 21 < a + 21 <

a—+b.

Aplicando el Teorema 5.4.1, existe zo € S tal que 29 + 21 = a + b. Compro-

bemos que a < z9 < b:

Por ser z1 < b:
2o+ 21 <294+b=—=a+b<294+b=a < 29
Por ser a < z7 y S conmutativo:
a+z29<2z1+tzo=a+29<29+tz1=0a+29<a+b= 29<b
Denominando x = min{z1, 22}, y = max{z1, 22}, se tiene
a+b=x+y y a<z3y=<b

Lo que completa la demostracién.

Teorema 5.4.2

Sea (S, +, Z) un semigrupo topolégico totalmente ordenado, conmutativo, positivo
y conexo. Entonces, dados a,b € S, a < b, existe m € S tal que 2m = a + b. (El

elemento m es el “punto medio” del intervalo [a, b]).

Demostracion

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existen elementos a,b € S, a < b,

para los que 2m # a + b para todo m € S. Consideramos los subconjuntos:

X ={z € S5;2z < a+b}

Y ={y € S;a+b=<2y}
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Al ser a < by por la invariancia por traslaciones resulta 2a < a+b y también
a+b < 2b. Esto indica que el elemento a pertenece a X y el elemento b
pertenece a Y, por lo que ambos subconjuntos X e Y son no vacios. Resulta

asi que {X,Y } es una particién de S.

Ademas, para todo z € X, para todo y € Y, es claramente 2z < 2y, y por
tanto (aplicando el Lema 3.3.1-2) z < y . Ahora, por los Lemas 5.4.1 y 5.4.2,
existen sup X, inf Y, y es sup X 2 infY. Mads aun, razonando como en el

anterior Teorema 5.4.1, por conexion de S se sigue que sup X = inf Y.
Seam =sup X =infY.

Sim € X (= 2m < a+ b) entonces por el Teorema 5.4.1, existe m’ € S tal
que m +m’ =a+b. Asi 2m < m +m’ y, por la invariancia por traslaciones,

debe ser m < m’'.

Aplicando ahora el Corolario 5.4.2, existen mq, mf, € S tales que
m+m' =mo+mh=a+b , m<mgImh=<m
De m < mo, siendo m = sup X, deducimos que mo € Y. Por tanto
a+b=<2my ISmo+mh=a+b

que es una contradiccién.

Concluimos que m ¢ X. Analogamente puede probarse que m ¢ Y. Esto
contradice que {X,Y} es particiéon de S, luego la existencia de elementos
a,b en las condiciones propuestas debe rechazarse, lo que concluye la de-

mostracion. i

Corolario 5.4.3

Sea (S,+,Z) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, conexo, positivo y

representable por una funcién de utilidad aditiva u : S — R. Sean a,b € S, con

a < b.

Sea u(a) = a, u(b) = B; entonces u(|a,b]) es denso en [, 3], con la topologia

usual de los numeros reales.
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Demostracion

Es consecuencia inmediata del Teorema 5.4.2, y del siguiente hecho sencillo:

Dados p,q € R, p < g, el conjunto

k n
A:{p+2—n.(q—p);0§k§2 , k,n e N}

es denso en [p,q|. B

Observacion

Si supiéramos “a priori’ que la funcién de utilidad u que se ha empleado es continua,
entonces este Corolario habria resultado obvio porque las aplicaciones continuas
preservan la conexién, y es un hecho bien conocido que los subconjuntos conexos

de la recta real son intervalos.

En realidad, la funcién de utilidad u es, de hecho, continua, pero esto lo veremos
ahora como consecuencia del propio Corolario 5.4.3 anterior.

Corolario 5.4.4

Sea (S,+,Z) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, positivo, conexo y
representable por una funcién de utilidad aditiva v : S — R. Entonces, u es

continua (con la topologia usual en R).

Demostracion

Sea a € S. Admitamos que a # inf S, y sea u(a) = «. Consideremos un

entorno de a (o — g, +¢) (e > 0).

Por el Corolario 5.4.3, existe s € S, s < a, tal que

u(s) € (a —e,a)
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y existe t € S, a < t, tal que

u(t) € (a,a+¢)

Por tanto, (s,t) es un entorno de a tal que u(s,t) C (o —e,a + ). Se sigue

que u es continua en el punto a.

Si fuera a = inf S, un argumento andlogo, usando intervalos del tipo [a,t)
y [a,a + ), muestra que u es también continua en a. Esto concluye la

demostracién. B

Observacion

Dado un conjunto totalmente ordenado representable (X, ), toda funcién de utili-
dad u : (X, 3) — (R, <), establece, por definicién, un homeomorfismo entre (X, 3)
y (u(X), <), considerando la topologia del orden en ambos conjuntos. Teniendo en
cuenta que en u(X ) la topologia euclidea restringida es siempre mas fina que la del
orden, resulta que cualquier funcién de utilidad v es una aplicacion abierta, con la

topologia usual de R, restringida a u(X).

Con este hecho, estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado:

Corolario 5.4.5

Sea (S,+, ) un semigrupo topolégico totalmente ordenado, positivo, conexo y
super-arquimediano (i.e., verificando la propiedad {n + 1,n}). Entonces existe un
numero real no negativo, «, de tal forma que S es isomorfo, isétono y homeomorfo,
o bien a (a, +00), o bien a [a, +00), con la suma, orden y topologia usuales en los

niimeros reales. (En la segunda situacion, deberd ser a > 0).



Semigrupos topolédgicos totalmente ordenados. - 215 —

Demostracion

Por ser S positivo y cumplir la propiedad {n + 1,n}, (S,+, ) es repre-
sentable por una funcion de utilidad « aditiva y estrictamente positiva. Por

el Corolario anterior, u es continua.

Puesto que una aplicacién continua preserva la conexién, y los subconjuntos
conexos de los nimeros reales son intervalos, obtenemos que o bien u(S) =
(a, +00), 0 bien u(S) = [a, +00), dependiendo de la existencia de inf S. W

Observacion

En el siguiente Teorema probaremos que todo semigrupo topoldgico positivo y
conexo admite utilidad aditiva. Asi, la condicién de super-arquimediano puede
ser eliminada del enunciado del anterior Corolario 5.4.5.

Teorema 5.4.3

Todo semigrupo totalmente ordenado (S,+,2) topoldgico, positivo y conexo es

representable por una funcién de utilidad aditiva.

Demostracion

La prueba contiene varios pasos.

1) Comprobaremos que un semigrupo en las condiciones del enunciado es ar-
quimediano. En efecto, dados a,b € S con a < b, supongamos por reducciéon
al absurdo que

n.a <b Vn € N

El conjunto A = {n.a;n € N} resulta estar acotado superiormente. Puesto

que S es Dedekind-completo, existe sup A. Dado que S es topoldgico, por la
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Proposicién 5.4.3, debe cumplirse:

a+sup A =sup(a+ A)

Sin embargo, por la naturaleza del conjunto A, estd claro que

sup A = sup(a + A)

Esto es, obtenemos la contradiccién:

a+supA =sup A

por lo que S debe ser arquimediano.

2) Por el Corolario 3.5.1, existe pseudo-utilidad aditiva no trivial

U (S,‘i‘,j) — (R7+7§)

Fijemos un elemento cualquiera z € S, y consideremos el subconjunto:

Y ={y € Siu(y) = u(x)}

Nétese que se trata de la componente {n+1,n} a la que pertenece el elemento
xz. Probaremos que Y contiene nada m&s un elemento; esto es, que u es

inyectiva, y por tanto funcion de utilidad aditiva.

El subconjunto Y estd acotado superiormente (por ejemplo, 2z es una cota

superior de Y'). Representemos por y* su supremo:

y* =supY

3) Comprobemos ahora que y* € Y. En efecto, admitamos por el contrario

que y* € Y. Entonces debe ser z < y*, y ademads u(z) < u(y*), por definiciéon

de Y.
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Por la invariancia por traslaciones y ser x < y*, obtenemos x + y* < 2y*.
Esto es

U=(x+y"—)

es entorno del elemento 2y*. Aplicando de nuevo que S es topoldgico, debe

existir W, entorno de y* tal que
2W CU

El Lema 5.4.3 garantiza que y* € Y (clausura de Y'). Por tanto, existe algtin

elemento z € W tal que u(z) = u(z).
Por otra parte, 2z € U; de donde
r+y" <2z
Aplicando la pseudo-utilidad wu:
u(a) +uly™) < 2u(z) = 2u()
Entonces u(y*) < u(z), contra lo supuesto.

4) Comprobado que y* € Y, podemos garantizar que u(x) = u(y*). Fijado
y € Y, completaremos la prueba demostrando que y = y*, cualquiera que

sea el elemento y. En efecto, por ser y* = sup Y, se verifica
y 3y
Aplicando invariancia por traslaciones, tenemos:
y+y Z2°
El Teorema 5.4.1 garantiza la existencia de un elemento ¢t € Y tal que

y+t=2y"
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Veamos que t = y*. En efecto, por una parte:

y+ty Z2° = y+y Jyt+t = y It
Al mismo tiempo t 3 y*, porque:

y+t=2y" = uly)+u(t)=2u(y") =2uly)

de donde
u(t) = u(y)

Es decir, t € Y, por lo que t = y*, ya que es y* =supY.
Asi, y* = t; y de la igualdad y + ¢ = 2y* obtenemos
y+y =2y

Concluimos que necesariamente y = y*, lo que completa la demostracion. B

Observacioén

En la demostracion del anterior Teorema, se obtiene que la pseudo-utilidad aditiva

no trivial, cuya existencia se garantiza por resultar el semigrupo arquimediano, es

de hecho una funcién de utilidad aditiva. Destacamos este resultado en el siguiente

Corolario.

Corolario 5.4.6

Dado un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3), positivo topolégico y conexo,

son equivalentes:

i) (S, 4+, 3) es pseudo-representable a través de una funcién de pseudo-utili-

dad aditiva no trivial.

ii) (S, 4+, 3) es aditivamente representable.
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Demostracion

Inmediata. B

Tras mostrar una versiéon mejorada del anterior Corolario 5.4.5, consecuencia del

Teorema 5.4.3, proseguiremos con diversas caracterizaciones del continuo.

Corolario 5.4.5’°

Sea (S, 4, 3) un semigrupo topolégico totalmente ordenado, positivo y conexo. En-
tonces existe un numero real no negativo, «, de tal forma que S es isomorfo, isétono
y homeomorfo, o bien a (a,+00), o bien a [a, +00), con la suma, orden y topologia

usuales en los numeros reales.

Demostracion

Inmediata. B

Corolario 5.4.7

Un monoide totalmente ordenado (M, 4+, 3), topoldgico, positivo y conexo, es iso-
morfo, isétono y homeomorfo a [0, +00), con la suma, orden y topologia usuales en

los nuumeros reales.

Demostracion

Es consecuencia inmediata de los anteriores resultados y el hecho de que,
siendo e el elemento neutro de un monoide M, para cualquier aplicaciéon
aditiva

w:M — R

debe ser u(e) =0. W
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Observacioén

La existencia de elemento neutro es esencial en la caracterizacién de la recta real
aditiva y no negativa del ultimo Corolario. Para el caso de un semigrupo positivo,
ninguna de las restantes condiciones del enunciado anterior permite distinguir entre
(0,400) v (a, +0), con a > 0; por lo que la caracterizacion de la recta real positiva

requiere de alguna condicién adicional.

Una posible via es el recurso al concepto de semigrupo divisible (véase Alling [1960]):
un grupo (G,+) (un semigrupo) se dice divisible si para todo n € N se verifica:
n.G = G. Asi, por ejemplo, el grupo aditivo de los racionales es divisible, pero el
de los enteros no lo es. Para nuestro propésito, es suficiente suponer esta capacidad

de “divisién por nimeros naturales” a uno de los elementos del semigrupo.

Otra propiedad que distingue las estructuras (0, 4+00) y (a,+00), con a > 0, es el

caracter resoluble de la primera de ellas.

Ambas alternativas quedan reflejadas en los siguientes Corolarios.

Corolario 5.4.8

Sea (S, +, 3) un semigrupo topolégico totalmente ordenado, positivo y conexo. Si
existe un elemento d € S tal que para todo n € N, existe x € S con n.x = d,
entonces (S, +, 3) es isomorfo, isétono y homeomorfo a (0, +00), con la suma, orden

y topologia usuales en los niimeros reales. (El elemento d se dice divisible).

Demostracion

Es consecuencia inmediata del Corolario 5.4.5°. B



Semigrupos topolédgicos totalmente ordenados. - 221 -

Corolario 5.4.9

Un semigrupo totalmente ordenado (S, +,3), topolégico, positivo, resoluble y co-
nexo, es isomorfo, isétono y homeomorfo a (0, +00), con la suma, orden y topologia

usuales en los numeros reales.

Demostracion

Es consecuencia inmediata del Corolario 5.4.5°. B

Observacion

En el siguiente Lema probaremos que todo semigrupo positivo y resoluble es topolé-
gico. Como consecuencia, cuando un semigrupo de estas caracteristicas sea, ademads,
conexo, el Teorema 5.4.3 garantiza su caracter super-arquimediano. Esto nos per-
mite relajar las condiciones del enunciado de los anteriores Corolarios 5.4.7 y 5.4.9.
Lema 5.4.4

Todo semigrupo positivo y resoluble es topolégico.

Demostracion

Sabemos, por el Apéndice 3.A, que todo semigrupo positivo y resoluble S
es el cono positivo de un grupo totalmente ordenado G. Puesto que todo
grupo totalmente ordenado es topoldgico, basta comprobar que la topologia
del orden del grupo G, restringida a su cono positivo S, coincide con la

topologia del orden de S.

Es obvio que todo abierto bésico (a,b) de S lo es también en G. Para el
reciproco, consideremos (a,b), abierto basico de G. Pueden distinguirse tres

Casos:
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1) a € S. Entonces, debe ser (a,b) NS = (a,b), por lo que dicha interseccién

es un abierto en la topologia del orden de S.

2) b ¢ S. Entonces, (a,b) NS = 0, también abierto.

3)a¢S,be S. Entonces, (a,b) NS es de la forma (<, b), abierto.

Esto completa la demostracion. B

Corolario 5.4.7°

Un monoide totalmente ordenado (M,+,3), positivo, resoluble y conexo, es iso-
morfo, isétono y homeomorfo a [0, +00), con la suma, orden y topologia usuales en

los numeros reales.

Demostracion

Inmediata. B

Corolario 5.4.9°

Un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3), positivo, resoluble y conexo, es iso-
morfo, isétono y homeomorfo a (0,+00), con la suma, orden y topologia usuales en

los nuumeros reales.

Demostracion

Inmediata. B

Con el siguiente ejemplo de monoide no resoluble, comprobamos que tanto la

conexién como el caracter topoldgico son esenciales en los resultados presentados.
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Obsérvese que el ejemplo es una extension a coordenadas reales del semigrupo
A={(m+n,n)€eZxZ;m>0,n>0,m+n >0}

analizado en el Teorema 5.3.1 como germen de la no representabilidad en semigrupos

conmutativos.

Ejemplo 5.4.3

Sea (M1, +, 31) la subestructura del plano lexicogréafico dada por:
My ={(z,y) R0 <y <2}

Se trata de un monoide totalmente ordenado y conexo, no representable aditiva-
mente. No es resoluble, como muestran por ejemplo los elementos (1,0), (1,1) en

My, con (1,0) < (1,1).

Este monoide no puede ser topolédgico (de lo contrario, serfa isomorfo a [0, 400)
y en particular resoluble). Para ver este hecho de otra forma, consideremos el

subconjunto de Mj:
A={(z,y) € My;(z,y) < (1,0)} = {(z,y) € My;2 < 1}

A es un subconjunto de My, no vacio, acotado superiormente, cuyo supremo es

claramente (1,0). Si consideramos ahora:
(1,1)+A={(z,y) e M;1<y<ax<2}
obtenemos sup[(1,1) + A] = (2,0), es decir
(1,1)+supA = (1,1) + (1,0) = (2,1) # (2,0) = sup[(1, 1) + A]

Por lo que, de acuerdo con lo establecido en la Proposiciéon 5.4.3, M1 no puede ser

topoldgico.
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Noétese, sin embargo, que si nos restringimos nada mas al interior de M:

My ={(z,y) e R*0 < y < x}

el semigrupo M» resultante es ahora topoldgico, pero se pierde el caracter conexo,

pues M5 no es Dedekind-completo. Por ejemplo, el subconjunto

B ={(z,y) € Ma;z =1}

esta acotado superiormente, pero carece de supremo. H

Observacion

Para terminar la Seccién analizamos un caso en el que cierta topologia aparece
definida de antemano en la estructura ordenada, de manera que el orden resulta
continuo (la topologia dada es natural, es decir, mas fina que la del orden; véase

Definicién 1.3.1).

Con argumentos similares a los de un importante resultado debido a Beardon (véase
Beardon [1994]), obtenemos en el siguiente Lema que, bajo ciertas hipétesis, la
topologia dada y la del orden deben coincidir. Este resultado lo utilizaremos para

dar una caracterizacion adicional del continuo real no negativo.*

Lema 5.4.5

Sea (X,7) un espacio topoldgico, conexo y localmente compacto, dotado de un
orden total continuo 3. Entonces, la topologia del orden y la topologia T coinciden

en X.

Los aspectos relacionados con la convergencia de redes y otros resultados topolégicos que se usan en la

prueba del Lema pueden verse Dugundji [1966].
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Demostracion

Supondremos que X tiene mas de un punto (si no, la conclusiéon es obvia).

Denotemos 6 la topologia del orden. La equivalencia de la misma con 7

supone demostrar que la aplicacion identidad
i (XvT) - (Xve)

es un homeomorfismo. Claramente, i es continua, por definicién de orden

continuo. La continuacién del argumento se articula en dos puntos:

1) Veremos primero que dados a,b € X, con a < b, el subconjunto

la,b] ={z € X;a Sz 3 b}

~Y

es cerrado y conexo en 7: En efecto, [a,b] es T-cerrado, pues su complemen-
tario es

(= a)u(b,—)

con («—,a) y (b,—) 7 abiertos, por ser #-abiertos.

Para la conexion, consideremos la aplicacion:

a siz <a

h(z)=< = siaSx330b
b sib=<=x
Claramente, h(X ) = [a, b]; luego si probamos que h es continua, se tendra

la, b] conexo por serlo X .

Dado un abierto (relativo) cualquiera A de [a,b], es de la forma W N [a, b],
con W r-abierto de X. Entonces, h resulta continua, sin mas que observar
(—,a) UW U (b, —) sia€ A,be A
W N (a,b) siag A,bd A
(—,a)U(WN(<,b) siacAbgA
(Wn(,—)U(®—) siagAbeA

hHA) =
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2) Para ver que i es homeomorfismo, tomamos una red (z4)acr C X tal que
(o)acr converge a z € X en la topologia del orden 6, y debemos probar que
también (z,)aer converge a x en 7. Para verlo, procedemos por reduccién

al absurdo:

Supongamos que (z,)qecr NO converge a z en la topologia 7. Entonces, debe
existir una subred (que seguiremos denotando (z4)aer), para la que existe

un 7-entorno V, de z, de manera que
YVael: x4¢V,

Puesto que X es localmente compacto, no hay pérdida de generalidad en
suponer que V, (clausura de V,) es 7-compacto. Nétese también que {z}
es 7-cerrado (su complementario es («—,x) U (z, —), T-abierto); por lo que la
conexion de X (y el hecho de tener X més de un punto) garantiza que {z}
no es t-abierto. Por tanto es V, # {z}, lo que en particular garantiza que

x & Fr(V;) (frontera de V).

Sabemos que para todo a € I, los subconjuntos [z, (eventualmente,

[z, a,]) son T-conexos. Entonces, necesariamente, la interseccién
Fr(Vy)Nza,z] (o [z, 24])

es no vacia, para todo a. De lo contrario, cada punto de [z,z] ([z,z4])
perteneceria bien al interior de V,, bien al interior del complementario de
Vz, esto es, [zq,z] ([z,24]) podria expresarse como unién de dos abiertos

(relativos) no vacios, contra su conexion.

Por tanto, puede escogerse, para cada o € T
Yo € Fr(Vy) Nlza,z] (0 [z,24])

Ademis, al ser Fr(V,) compacto (por ser subconjunto cerrado de V, com-

pacto), existe una subred (que seguiremos denotando (y,)aecr) convergente a
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y € Fr(V,) en la topologia 7 (y por tanto, también en la topologia del orden

9).

Pero yo € [2a, 2] ([x,24]) para todo a, con 4 — z en 6 implica que yo —

en 0. De aqui (por ser la toplogia del orden # Hausdorff), se concluye = = y.
Esto es absurdo, porque y € Fr(V,), mientras que x & Fr(V,).

Asi la identidad debe ser homeomorfismo, lo que completa la demostracién. ll

Teorema 5.4.4

Sea (M, 4,3, 7) un monoide totalmente ordenado, positivo, T-topolégico, con =
orden continuo. Supongamos ademds que (M, T) es conexo y localmente compacto.
Entonces, (M, +, =, 7) es isomorfo, isétono y homeomorfo a ([0, +00),+, <, Tu), con

)~

la suma, orden y topologia usuales en los nimeros reales.

Demostracion

En la condiciones del enunciado, la topologia 7 coincide con la del orden.
Asi, M es topolégico y ademéas conexo para la topologia del orden; con lo

que, por el Corolario 5.4.7, se tiene el resultado. l

5.5. Existencia de funcion de utilidad continua y aditiva

A lo largo de la seccién anterior hemos analizado condiciones que permitan carac-
terizar la estructura aditiva de los niimeros reales positivos, y hemos obtenido, en
particular, que la conezion en un semigrupo topologico totalmente ordenado y aditi-
vamente representable (S, 4, 3) es suficiente para garantizar que cualquier utilidad

aditiva para S es una funcién continua.
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Es interesante plantear ahora la cuestion de la continuidad de la representacién
en el caso general: Dado un semigrupo topolégico (S,+,3) totalmente ordenado
v representable aditivamente, ;jadmite utilidad aditiva y continua? Probaremos
que la respuesta es afirmativa, basando la demostracion en un resultado de gran
fuerza debido a Debreu, y conocido con el nombre de Lema del “open gap” (véase

Debreu [1964], Bowen [1968], Beardon [1992], o Beardon y Mehta [1994, (1)]).

Aplicado al caso de grupos, nuestro resultado permite asegurar que todo grupo
totalmente ordenado y arquimediano es representable por una funcion de utilidad

aditiva y continua, lo que constituye por si mismo una extensién al clasico Teorema

de Holder.

Como vimos en el Ejemplo 5.4.1, no todo semigrupo totalmente ordenado es topold-
gico (es decir, la operacién interna no es necesariamente continua para la topologia
del orden; ver Definicién 5.4.2). Comenzaremos probando que la existencia de
utilidad aditiva y continua necesita de esta condicién, lo que justifica que trabajemos

en el contexto de semigrupos topoldgicos totalmente ordenados.

Proposicion 5.5.1

Sea (S, 4+, 2) un semigrupo totalmente ordenado, dotado de la topologia del orden,
representable por una funcién de utilidad u : S — R aditiva y continua. Entonces,

(S, +, 2) es topoldgico.

Demostracion

El siguiente diagrama, claramente conmutativo, permite observar que la
operacion + del semigrupo S puede obtenerse como una composicion de

aplicaciones continuas.

S xS e )

(| [

u(s) x u(S) ——— u(9)
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(u,u): S xS — u(S) xu(S) C R xR es continua, por serlo u.

+r:u(S)xu(S) — u(S), representa una suma habitual de nimeros reales,

continua en la topologia usual.

u~t:u(S) — S es continua, por ser u : S — u(S) una aplicacién abierta

(con la topologia usual restringida en «(S)). W

Definicion 5.5.1: “Gap” *

Un “gap” de un subconjunto S del conjunto R de los niimeros reales es un intervalo
no degenerado maximal de R, disjunto con S y con cota superior e inferior en el

conjunto S.

Presentaremos a continuacion el Lema del “open gap” de Debreu, que sera clave
en nuestra argumentacion. Pueden verse pruebas del mismo en Debreu [1964],

Bowen [1968], Beardon [1992], o Beardon y Mehta [1994, (1)].

Lema 5.5.1

Sea (X, =) un conjunto totalmente ordenado, dotado de la topologia del orden,
representable por una funcién de utilidad v : X — R. Si u(X) no tiene “gaps”
de la forma (a,b] ni |a,b) (intervalos semiabiertos-semicerrados), entonces u es una

aplicacion continua (con la topologia usual en R).

Plantearemos el analisis de la continuidad considerando en primer lugar el caso de

grupos totalmente ordenados. Vamos a obtener un refinamiento del Teorema clasico

Hemos preferido mantener la denominacién inglesa “gap” para el concepto que se define, por haber
utilizado su traduccion castellana, “hueco”, con otro significado no necesariamente equivalente. Quiza
“laguna” seria una denominacién alternativa correcta; pero también este término se ha utilizado a veces

en la literatura con otro significado.
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de Holder, combinando las ideas topoldgicas de Debreu. En concreto probaremos

que la propiedad arquimediana caracteriza la representabilidad a través de una

funcién de utilidad continua y aditiva.

Teorema 5.5.1

Sea (G, +, 2) un grupo totalmente ordenado. Entonces, (G, 4+, 3) es representable

a través de una funcion de utilidad continua y aditiva si y solo si G es arquimediano.

Demostracion

Por el Teorema de Hélder (2.4.1), (G, +, 2) es aditivamente representable si

y sblo si G es arquimediano.

Supongamos G arquimediano, y sea u : G — R una funcién de utilidad
aditiva cualquiera. La imagen u(G) del grupo es un subgrupo de los ntimeros

reales de uno de los tres tipos siguientes:

1) u(@) = {0}

2) u(G)=aZ ={a.z;z € L} (a € R fijo).

3) u(G) denso en R.

En efecto, la primera situacién corresponde al grupo trivial G = {e}.

Si no es este el caso, pero G tiene minimo elemento positivo, entonces, como
se vio en el Lema 2.6.1, G es isomorfo a Z, lo que corresponde a la segunda

situacion.

Por 1ultimo, si G carece de minimo elemento positivo, lo mismo ocurrira con

su imagen u(G). Resulta entonces que R es un grupo arquimediano, que
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contiene un subgrupo u(G) sin minimo elemento positivo. El Lema 2.6.3

garantiza que en estas condiciones, u(G) es denso en R.

Para terminar la argumentacion, basta observar que solamente en el segundo
caso aparecen “gaps”, y que ademas todos ellos son abiertos, por lo que el

Lema 5.5.1 garantiza la continuidad de «.

Observacioén

Podria esperarse que la propiedad clave establecida en el Teorema anterior, para el
caso de grupos totalmente ordenados: toda funcion de utilidad aditiva es necesaria-
mente continua, pudiera mantenerse para otras estructuras algebraicas ordenadas,

como semigrupos totalmente ordenados.

Sin embargo, en la Proposicion 5.5.1 hemos probado que se requiere una operaciéon
interna continua, y en el Ejemplo 5.4.1 hemos mostrado un semigrupo totalmente

ordenado que no verifica esta condicién.

En la prueba del Teorema 5.5.1 la dificultad se salva porque, como se senalé en
la Seccion anterior, todo grupo totalmente ordenado es topoldgico, de manera que

esta implicita la necesaria continuidad de la operacién.

Demostraremos a partir de aqui el resultado analogo para semigrupos topoldgicos
totalmente ordenados. Por supuesto que, entonces, el Teorema demostrado para
grupos seria simplemente un caso particular. A pesar de ello, hemos preferido
ofrecer la prueba directa, precisamente por su sencillez. En el caso de un semigrupo,
el andlisis de los “gaps” que pueden aparecer en la imagen de la funcion de utilidad
es mucho mas delicado, y lo presentamos dividido en tres Lemas. Solo el primero

de estos Lemas no requiere del caracter topologico del semigrupo.
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Lema 5.5.2

Sea (S, +, 2) un semigrupo totalmente ordenado, representable por una funcién de
utilidad aditiva u : S — R. Entonces, u(S) no da lugar a la apariciéon en R de

“gaps” de los tipos siguientes:

1) (a,b] cona<0<0b

2) [a,b) cona<0<b

Demostracion

Supongamos, por reduccién al absurdo, la existencia de algin “gap” de los

tipos anteriores.

Tipo 1: (a,b]

Se verifican las condiciones: a € u(S), b € u(S), a < 0 < b. Denotemos

a =u"ta).

Siendo a < 0, se tiene b < b — a. Por ser b = inf{z € u(S);b < x}, debe

existir s € S verificando:

b<u(s)<b—a

de donde

a+b<a+u(s)<b

Puesto que a < a + b, por ser b > 0, resulta

a+u(s) € (a,b]

Esto es una contradiccion, porque a + u(s) = u(a) + u(s) = u(a + s) € u(S)
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Tipo 2: [a,b)

Se verifican las condiciones: a ¢ u(S), b € u(S), a < 0 < b. Denotemos

B =u"1(b).

Siendo 0 < b, se tiene a — b < a. Por ser a = sup{z € u(S);z < a}, debe

existir s € S verificando:
a—b<u(s)<a

de donde
a<u(s)+b<a+bd

Puesto que a + b < b, por ser a < 0, resulta
u(s)+b € [a,b)

Lo que supone una contradiccién, porque u(s)+b = u(s)+u(f8) = u(s+8) €
u(S) Esto completa la demostracién. B
Lema 5.5.3

Sea (S, +, Z) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, representable por una
funcién de utilidad aditiva u : S — R. Entonces, u(S) no da lugar a la aparicion

en R de “gaps” de los tipos siguientes:
3) (0,0]
4) la,0)

Demostracion

Supongamos, por reduccién al absurdo, la existencia de algin “gap” de los
tipos anteriores. Noétese que, entonces, S debe ser un monoide. Siendo e su

elemento neutro, ha de verificarse u(e) = 0.
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Tipo 3: (0, b]

Se verifican las condiciones: 0 = u(e) € u(S), 0 < b & u(S). Nétese ademads
que dado cualquier entorno, E del elemento neutro e (para la topologia del

orden en S), necesariamente existe algin z € E tal que b < u(z).

Puesto que b < 2b y es b = inf{z € u(S);b < 2}, debe existir s € ST tal que
b<u(s) <2b

Consideremos (<, s), entorno de e. Por la continuidad de + y ser e + e = e,

deberia existir otro entorno FE de e tal que
E+FE C(+,s)
Sin embargo, existe z € F con b < u(z), de donde
u(s) < 2b < 2u(z) = u(2z)

lo que conduce a la contradiccién s < 2z € £ + E.

Tipo 4: [a,0)

Se verifican las condiciones: a € u(S), a < 0, 0 = u(e) € u(S). En este caso,
dado cualquier entorno, E del elemento neutro e (para la topologia del orden

en S), necesariamente existe algin z € E tal que u(z) < a.

Puesto que 2a < a y es a = sup{x € u(S);z < a}, debe existir s € S~ tal
que

2a <u(s)<a

Consideremos (s, —), entorno de e. Por la continuidad de + y ser e + e = e,

deberia existir otro entorno E de e tal que
E+FE C(s,—)
Sin embargo, existe z € F con u(z) < a, de donde
u(2z) = 2u(z) < 2a < u(s)

lo que conduce a la contradiccién 2z < s, con 2z € E+ E. R
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Lema 5.5.4

Sea (S, +, 2) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, representable por una
funcién de utilidad aditiva u : S — R. Entonces, u(S) no da lugar a la aparicion

en R de “gaps” de los tipos siguientes:

5)(a,b] con0<a<b o a<b<0

6) [a,b) con0<a<b o a<b<0

Demostracion

Supondremos el caso 0 < a < b, siendo la demostracion para el otro caso
analoga. Admitamos, por reduccién al absurdo, la existencia de algin “gap”

de los tipos anteriores.

Tipo 5: (a, b]

Se verifican las condiciones: a € u(S), b ¢ u(S), 0 < a < b. Denotemos
o = u~!(a). Nétese ademés que dado cualquier entorno, E del elemento a
(para la topologia del orden en S), necesariamente existe algtiin z € F tal que

b < u(z).

Siendo a < 2a y a = sup{z € u(S);z < a}, debe existir s € ST tal que
a < u(s) < 2a

Pero si u(s) > a, entonces necesariamente u(s) > b, luego:
b < u(s) < 2a

Puesto que R verifica la propiedad {n + 1,n}, para 0 < a < b, existe ng € N
tal que
(no+ 1)a < ngb
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Ademads es ng > 1, pues 1.b = b < (1 + 1).a = 2a. Asi obtenemos:
b<u(s) <2a<nga< (no+1)a < nob

En particular:

u(s) < npa < (no + 1)a

de donde:

s < noa < (ng+1)a

Esto es, (s, (no + 1)a) es entorno de nga, para la topologia del orden en S.

Por la continuidad de la operacion + en S, debe existir E, entorno de a, tal
que:

noE C (s, (no+ 1)a)

Pero F contiene algin elemento z tal que b < u(z), de donde
u((no+ 1)a) = (nog+ 1)a < nob < nou(z) = u(npz)

lo que conduce a la contradiccion (ng + 1)a < ngz, con ngz € nokE.

Tipo 6: [a,b)

Se verifican las condiciones: a ¢ u(S), b € u(S), 0 < a < b. Denotemos
B = u~1(b). Nétese que para cualquier entorno, E del elemento b (para
la topologia del orden en S), necesariamente existe algin z € F tal que

u(z) < a.

Puesto que R verifica la propiedad {n + 1,n}, para 0 < a < b existe ng € N
tal que
(nog+ 1)a < ngb

Comprobemos que debe existir s € S, con u(s) < a tal que nga < (no+1)u(s).
En efecto, si para todo s € S, con u(s) < a, ocurriera (ng + 1)u(s) < nga,

entonces
no

nog+ 1

u(s) < a<a VYseSconu(s)<a
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contra ser a = sup{z € u(S);z < a}.

Por tanto, alcanzamos la situacion:
noa < (no+ 1)u(s) < (no+ 1)a < nob < (ng + 1)b
En particular:
u((no+1)s) < u(noB) < u((no+1)3)

de donde:
(no+1)s < ngB < (no+1)3
Esto es, ((ng+1)s, (ng+ 1)8) es entorno de ngf3, para la topologia del orden

en S.

Por la continuidad de la operacién + en S, debe existir F, entorno de b, tal
que:

noE C ((no + 1)s, (no +1)3)

Pero F contiene algin elemento z tal que u(z) < a, de donde
u(npz) = nou(z) < npa < (no + 1)u(s) = u((no +1)s)

lo que conduce a la contradiccion ngz < (ng + 1)s, con ngz € ngE. B

Teorema 5.5.2

Sea (S, +, Z) un semigrupo topoldgico totalmente ordenado, representable por una

funcién de utilidad aditiva u : S — R. Entonces, u es necesariamente continua

(con la topologia usual en R).

Demostracion

Los Lemas anteriores prueban que u(S) no da lugar a la aparicién en R de
L - : .
ningtin “gap” semiabierto-semicerrado. El resultado es entonces consecuencia

del Lema del “open gap” de Debreu (Lema 5.5.1). B
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5.A. Apéndice

A lo largo de la Seccién 5.4 hemos analizado algunas condiciones que permiten la
caracterizacion del continuo real positivo. La clave ha venido dada por la conexion

de la estructura y la continuidad de la operacién interna para la topologia del orden.

Mostraremos ahora la manera de realizar una extension que permita alcanzar la es-
tructura de los numeros reales. Existen en la literatura diversas introducciones
formales de los nuimeros reales, entre las que podemos destacar las de Hewitt
y Stromberg [1965], Rey Pastor, Pi-Calleja y Trejo [1969], Garay, Cuadra y Al-
faro [1974], Apostol [1976], Dieudonné [1979], Cuesta-Dutari [1981], Spivak [1987]
o Aliprantis y Burkinshaw [1990).

Partiremos de un grupo totalmente ordenado y conexo, cuyo cono positivo, por ser
un semigrupo positivo, resoluble y conexo, ha sido ya caracterizado como la recta

real aditiva y positiva (véase Corolario 5.4.9).

La operaciéon producto la obtendremos admitiendo la existencia de una funcién
biyectiva creciente (la funcién “exponencial”), de la estructura en su cono posi-
tivo. Como condicién adicional, impondremos solamente que esta funcion verifique
cierta ecuacién funcional, destinada a garantizar la distributividad de la operacion
producto que se induce respecto a la operacién suma. (En Eichhorn [1978], Aczél
y Dhombres [1989], o Castillo y Ruiz [1993] pueden estudiarse diversas técnicas

referidas a ecuaciones funcionales).

A partir de estos supuestos, realizaremos una construccion que cumple la axiomatica
de los ntimeros reales que presentamos a continuacién (véase, por ejemplo, Garay,
Cuadra y Alfaro [1974] o Aliprantis y Burkinshaw [1990]).

5.A.1. Sistema axiomatico de los niimeros reales

Azioma I: Existe un conjunto R de elementos que llamaremos nimeros reales.
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Axioma 2: R es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado. Esto es, hay definidas

en R dos operaciones internas +, .; y un orden total <, de manera que:
2.1) (R, +,.) es un cuerpo conmutativo.
2.2) + es invariante por traslaciones:
a<b = a+c<b+c (VeeR)

Y respecto a la operacion producto:

Azioma 3: R es Dedekind-completo.

5.A.2. Construccion del sistema de los nimeros reales

Sea (G, +, 2) un grupo totalmente ordenado y conexo, con neutro 0. Supongamos

definida una funcion:

F:(G,3)— (7. 3)
verificando las condiciones:
1) F es biyectiva e is6tona: para todo =,y € G:
v Jy <= F(z) IF(y)
2) F verifica la siguiente ecuacién funcional. Para todo z,y,z € GT:

F(F N a)+ F~ (y+2)) = F(F ' (a) + F(y)) + F(F~(2) + F7(2))

Entonces, puede extenderse (G, 4, 3) hasta una estructura (G, +, ., 3, 7) isomorfa,
is6tona y homeomorfa al cuerpo totalmente ordenado y completo de los niimeros

reales, con la topologia euclidea usual.
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Demostracion

Realizaremos la construccién en varios pasos, comprobando que se cumplen

los axiomas de los ntmeros reales.

1) El cono positivo G* del grupo G definido es claramente un semigrupo to-
talmente ordenado, positivo, resoluble y conexo. El Corolario 5.4.9" identifica
tal semigrupo con (0, +00), por lo que el grupo de partida es, necesariamente,
la recta real aditiva, totalmente ordenada y conexa (en particular, completa),
con la topologia euclidea usual. (En Iseki [1951] se prueba directamente la
isomorfia de un grupo totalmente ordenado y conexo en la topologia del orden

con el grupo aditivo de los niimeros reales).

2) Nétese que F, por ser biyectiva e isétona, define un homeomorfismo para
los topologias del orden en (G, 3) v (GT,X). En efecto, la imagen de un

abierto basico (a,b) de G es, trivialmente:

F(a,b) = (F(a), F(b))

Por lo que F es una aplicaciéon abierta. Reciprocamente, la imagen inversa

de un abierto basico (r,s) de G es:
F7Hr,s) = (F7H(r), F1(s))

Por lo que F es también continua. En particular, (GT, =) es por tanto

también conexo.
3) A partir de F', definimos una operacién “producto” en G mediante:
Vs, t € GT: st=F(F s)+F (1))

Con esta operacién, (GT,.) es un grupo abeliano totalmente ordenado. En

efecto:
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3.1) Para todo s,t € G

st=F(F Y s)+F 1) =F(F1t)+F1(s)) =ts
Por lo que la operacién es conmutativa.
3.2) Para todo r,s,t € G7:

(rs).t = F(F Y(rs) + F (1))
= F[FTHF(F~H(r) + F~(s))) + FH(1)]

= F[F7H(r) + F 7 (s) + F7H(1)]

El célculo de r(st) conduce al mismo resultado, por lo que la operacién es

asoclativa.
3.3) Para todo s € G:
s F(0)=F(F Ys)+0)=s

Por lo que F'(0) es elemento neutro para la operaciéon. Ademds, claramente

F(0) # 0, pues F(0) € GT. Denotaremos

F(0) =1

3.4) Para todo s € G:

Por lo que todo elemento de G+ tiene inverso para la operacién. Lo repre-

sentaremos s 1.

Queda comprobado que (G7,.) es un grupo abeliano. Veamos que el orden

de G es invariante por traslaciones en G para la nueva operacién.
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3.5) Sean r,s,t € GT. Puesto que F es isétona y biyectiva:

r<s :>F71(7') =< Fﬁl(s)
— F M)+ FHt) < Fs) + F1(s)
— F(F 1)+ F714) < F(F71(s) + F71(5))

= rt < st

4) Por construccién, la funciéon F establece un isomorfismo entre (G,+) y

(GT,.). En efecto, dados a,b € G
Fla+) = F[(F~\(F(a) + FL(F ()] = F(a).F (b)

5) La operacién producto es distributiva respecto a la suma. Es consecuencia

de la ecuacién funcional. En efecto, para todo r,s,t € GT:

r(s+t)=F(F Y r)+ F (s +1))
= FF )+ F )+ FF )+ F1)

=rs+rt
6) Extendemos la operacién producto a la totalidad de G mediante:
z.0=0zx=0 Vxed
z(—y) = (—z)y = —(zy) Vz,ycon0 I z,y
(—z)(—y) =2y Vao,ycon0Zz,vy
Con esta extension, la operacion producto resulta asociativa y distributiva

respecto a la suma en todo G, y cualquier elemento z € G no nulo admite

inverso para el producto z !,

Realizamos la comprobacién en algiin caso significativo, siendo los restantes

analogos.
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Dados z,y, con 0 3 z,y:
z(—y) = —(zy) = —(yz) = (—y)=z
(—2)(—y) =2y = yz = (—y)(-2)

Por lo que la operacién producto es conmutativa.

Dados z,y, con 0 3 z,y:

(zy)(=2) = —l(zy)z] = —[2(y2)] = z[-(y2)] = #[y(=2)]

Otras comprobaciones de la asociativa son andlogas.

Dados z,y,z, con 0 2 z,y,2,0 Jy — 2:
zly+ (—=2)]|+zz =zfy+ (—2) + 2] = 2y

De donde:
aly + (=2)] =2y — (22) = 2y + 2(—2)

Otras comprobaciones de la distributiva son analogas.

Para todo z € G
(—zx)(—z H =2zl =1

Por lo que todo elemento no nulo admite inverso.

7) Sélo falta comprobar que para la operacién producto, siendo z,y € G
cualesquiera, y siendo 0 3 z:
r 3y = xz Jyz
La propiedad esta vista en el cono positivo. Entonces:
r3y=023y—-2=03(y—2)z2=023yz —22 = 22 Jyz

Concluimos que la estructura definida es un cuerpo conmutativo, totalmente
ordenado y completo. Asi; debe ser isomorfo e is6tono al cuerpo totalmente
ordenado y completo de los ntimeros reales. En particular, la topologia del
orden de la estructura, coincide con la topologia del orden en los ntmeros

reales, esto es, con la topologia euclidea usual. l
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