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Susana Jorajuria Lazaro

Introduccién general

Este Trabajo Fin de Master tiene como objetivodiatuas diferentes
ecuaciones de la recta, asi como los contenidesopreecesarios para
su aprendizaje, como son los vectores y sus OjpeEsi que serviran
también para un posterior estudio de las posicioglasvas entre dos
rectas.

El trabajo se estructura en dos partes. En la paimparte se realiza un
estudio longitudinal del curriculo y de los librds texto en el tercer
ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato coacaién al tema indi-

cado.

En la segunda parte se propone un proceso de @stiolie las ecua-
ciones de la recta, que se ha puesto en marcha @maide 4° ESO en
el marco del Practicum Il del Méster. Los resultadgtraidos de esta
experimentacion se fundamentan en un cuestionanstiwidoad hog
teniendo en cuenta asimismo las restriccioneducsginales.

El trabajo concluye con una sintesis, unas corutesi y unas cues-
tiones abiertas.
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Parte I:

Las ecuaciones de la recta en el curriculo vigente
y en los libros de texto
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Mastemsdiza coOmo se
aborda el tratamiento de las ecuaciones de la eect curriculo y
en los libros de texto en el tercer ciclo de Primaen ESO y en
Bachillerato.

El analisis de divide en cuatro capitulos. En énpr y segundo

capitulo se muestran en forma de tabla los corasnyccriterios de

evaluacion del curriculo vigente que hacen reféaeadas ecuacio-
nes de la recta en cada uno de los grados. Erceldese presentan
ejemplos de las actividades (ejercicios, problemasstiones y si-

tuaciones) tipo propuestas en un libro de textd°deSO, asi como
en dos cursos anteriores y dos posteriores.

Las conclusiones que se extraen del analisis catipade los con-

tenidos de ambas fuentes (curriculo y libro dedlegé exponen en
el cuarto capitulo. El objetivo aqui es valoractderencia de los
manuales con relacion al curriculo vigente y rasddts presencias o
ausencias de conocimientos matematicos relativtesrad objeto de

analisis.
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Capitulo 1
Las ecuaciones de la recta en el curriculo vigente

En este capitulo se presenta un estudio longitudielcurriculo, teniendo en
cuenta Unicamente los contenidos que guardan delacin las ecuaciones de la recta.
El capitulo cuenta con tres secciones, una patawaa de las etapas que se analizan ya
que, a pesar de que el interés principal es lad&iiic Secundaria (ESO y Bachillera-
to), también se considera relevante analizar elgpde partida que se consigue durante
la Educacion Primaria. Para cada contenido se Unaaeeeferencia a cual de los diferen-
tes bloques del curriculo pertenece.

Con este fin, se ha procedido a un estudio deuo$calos oficiales dados por la
Ley Orgéanica 8/2013, de 9 de diciembre, para laoragje la calidad educativa (LOM-
CE) [1]. Concretamente se estudian los siguienezgdd’ Decretos, en funcion del curso
al que correspondan:

o Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por elsguestablece el curriculo
basico de la Educaciéon Primaria [2].

o Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, pguelse establece el curri-
culo basico de la Educacion Secundaria Obligatodeal Bachillerato [3].

Para la realizacion de este analisis se resunrédariacion en las tablas 1 a 6 y
se analiza una serie de descriptores que se aesatlantinuacion:

Resolucién de problemas

Proporcionalidad directa

Algebra y operaciones

Andlisis de funciones: ecuaciones y posicionegivalia
Representacion gréfica: sistema de coordenadastgres

o O O O o o

Medios tecnoldgicos: representacion y analisis

Hay un par de aspectos relacionados con las ecwescae la recta que no se ana-
lizan mediante descriptores porque su presenai @nriculo es limitada, por lo que se
explican a continuacion:

0 Razones trigopnométricas: aparecen por primera e £SO en las matema-
ticas orientadas a las ensefianzas académicasiyizonen 1° del Bachillera-
to de Ciencias y Tecnologia, no asi en el de CasnBociales.

o Correlacion y regresion lineal: es el Unico aspetbbloque de Estadistica
que se menciona en el curriculo que esta estrectteamelacionado con las
ecuaciones de las recta. Aparece una introduccléarcarrelacién en 4° ESO
de las matematicas orientadas a las ensefianza&nacad y a las aplicadas,
para estudiarse con mayor detalle en las matermaliedos dos bachilleratos
en el primer curso, en el segundo curso ya no skvea estudiar.
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El Bloque 1 correspondiente“Brocesos, métodos y actitudes en matematicas
es muy similar entre la Educacion Primaria y ladaaion Secundaria y el Bachillerato,
donde todos los afios es practicamente constarteeblegue es el que debe servir como
soporte para el aprendizaje del resto de los btodadas matematicas y, por ello, todos
los contenidos podrian considerarse relacionadosktestudio de las ecuaciones de la
recta. Sin embargo, en las siguientes tablas sot@isen en cuenta los mas relevantes,
como guia, y se puede ver que el Blogue 1 es edpexite importante para la resolu-
cion de problemas y para la utilizaciéon de medeasdlogicos para la representacion y
el andlisis, el primer y Ultimo descriptor respathente.

1.1.Contenidos en Educacion Primaria
Tabla 1. Contenidos en tercer ciclo de Educacion FPnaria

Contenidos

DESCRIPTORES 3 ciclo de Primaria

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en mateasati
Resolucién de - Planificacion del proceso de resolucion de probema

problemas - Planteamiento de pequefias investigaciones en tosteMmeéricos,
geométricos y funcionales.

Bloque 2. Numeros.
el ohEIbEGE - Porcentajes y proporcionalidad.
directa - Proporcionalidad directa.

. Blogue 2. NUmeros.
Algebray - Operaciones.
operaciones

Andlisis de Blogue 4. Geometria.
funciones: - Posiciones relativas de rectas y circunferencias.

ecuaciones y
posiciones
relativas

Bloque 2. Numeros.
- Numeros enteros, decimales y fracciones:
- Orden numérico. Utilizacién de los nameros ordisa@mparacion
de numeros.
- NUmeros positivos y negativos.
- Ordenacion de conjuntos de numeros de distinto tipo
Blogue 4. Geometria.
- La situacion en el plano y en el espacio.
- Sistema de coordenadas cartesianas. Descripciguosieiones y
movimientos.
- La representacion elemental del espacio, escajedfigas sencillas.
Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en mateasati
- Utilizacién de medios tecnoldgicos en el procesapiendizaje pa-
Medios ra obtener informacion, realizar calculos numériaesolver pro-
tecnolégicos: blemas y presentar resultados.
representacion - Integracion de las tecnologias de la informacida gomunicacion
y analisis en el proceso de aprendizaje.
Blogue 2. Numeros.
- Utilizacion de la calculadora.

Representacion
gréfica: sistema
de coordenadas

y vectores

14



1.2.Contenidos en ESO

Susana Jorajuria Lazaro

Tabla 2. Contenidos en primer ciclo de Educacion $andaria

Contenidos
1° ESO

DESCRIPTORES

Contenidos
2° ESO

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

- Planificacion del proceso d
resolucién de problemas.
- Estrategias y procedimientc
puestos en practica.
- Reflexion sobre los resultados
Blogue 2. Numeros y Algebra.

Resolucion de
problemas

- Planificacion del proceso de

resolucién de problemas.

- Estrategias y procedimientos
puestos en practica.

- Reflexiéon sobre los resultados.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

Proporcionalidad - Razon y proporcion. Magnitu-

directa

porcionalidad. )
Blogue 2. Numeros y Algebra.

- Razon y proporcion. Magnitu-

des directa e inversamente pro- des directa e inversamente pro-
porcionales. Constante de pro- porcionales. Constante de pro-

porcionalidad.

Blogue 2. Nimeros y Algebra.

- Jerarquia de las operaciones.

- Iniciacion al lenguaje algebra
co.

- Operaciones con expresion
algebraicas sencillas.

Algebra y
operaciones

Blogue 3. Geometria.

- Jerarquia de las operaciones.

- Operaciones con expresiones
algebraicas sencillas.

- Sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas.
Métodos algebraicos de resolu-
cion y método gréafico. Resolu-
cion de problemas.

Blogue 4. Funciones.

metria del plano. Relaciones y
propiedades de figuras en el
plano: Paralelismo y perpendi-
cularidad.
Blogue 4. Funciones.
- El concepto de funcién: Varia-

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

te.
(lenguaje habitual, tabla, grafi-
ca, formula). Crecimiento y
decrecimiento. Cortes con los
ejes. Andlisis y comparacién
de graficas.

Blogue 2. Numeros y Algebra.

- Elementos basicos de la geo-- Funciones

ble dependiente e independien-
Formas de presentacion

lineales. Caélculo,
interpretacion e identificacion
de la pendiente de la recta. Re-
presentaciones de la recta a
partir de la ecuacion y obten-
cion de la ecuacion a partir de
una recta.

Bloque 4. Funciones.

- NUmeros negativos. Significe
do y utilizacion en contexto
reales.

- Nimeros enteros. Represen
cion, ordenacion en la rec
numeérica y operaciones. Op
raciones con calculadora.

- Numeros decimales. Represe
tacion, ordenacion y operaci
nes.

Representacion

grafica: sistema

de coordenadas
y vectores

- Representaciones de la recta a
partir de la ecuacion y obten-
cion de la ecuacion a partir de
una recta.
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Bloque 4. Funciones.
- Coordenadas cartesianas:

Medios

tecnologicos:
representacion
y analisis

presentacion e identificacié
de puntos en un sistema de €
coordenados.

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos

- Utilizacion de medios tecnol6- - Utilizacién de medios tecnol6-

gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos

de tipo numérico, algebraico o

estadistico.

Blogue 4. Funciones.

- Utilizacion de calculadoras
graficas y programas de orde-
nador para la construccion e in-
terpretacion de graficas.

de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

Tabla 3. Contenidos en segundo ciclo de Educacioec&indaria (rama académica)

Contenidos Contenidos
3° ESO (académicas) 4° ESO (académicas)

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.

- Planificacion del proceso d - Planificacion del proceso de
resolucion de problemas. resolucion de problemas.

- Estrategias y procedimientc - Estrategias y procedimientos
puestos en practica. puestos en practica.

- Reflexion sobre los resultados - Reflexion sobre los resultados.

DESCRIPTORES

Resolucién de
problemas

Proporcionalidad
directa

Blogue 2. Numeros y Algebra.

- Jerarquia de operaciones.

- Manipulacion de expresiones
algebraicas. Utilizacion de
igualdades notables.

- Resolucion de problemas coti-
dianos y de otras areas de co-
nocimiento mediante ecuacio-
nes y sistemas.

- Inecuaciones de primer y se-
gundo grado. Interpretacion
gréafica. Resolucién de proble-
mas

Bloque 4. Funciones. Bloque 3. Geometria.

- Utilizacion de modelos lineales - Iniciacion a la geometria anali-

para estudiar situaciones pro- tica en el plano: Ecuaciones de

Blogue 2. Numeros y Algebra.
- Jerarquia de las operaciones.
- Transformacion de expresion
algebraicas. Igualdades not
bles. Operaciones elemental
con polinomios.

Algebray
operaciones

Andlisis de
funciones:
ecuaciones

16



posiciones
relativas

Representacion
grafica: sistema
de coordenadas

y vectores
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venientes de los diferentes
ambitos de conocimiento y de
la vida cotidiana, mediante la
confeccion de la tabla, la repre-
sentacion grafica y la obten-
cion de la expresion algebraica.

- Expresiones de la ecuacion de

la recta.

la recta. Paralelismo, perpendi-
cularidad.

Blogue 2. Numeros y Algebra.

- Representacién de nameros en

la recta real. Intervalos.

— Blogue 3. Geometria.

- Iniciacion a la geometria anali-

tica en el plano: Coordenadas.
Vectores.

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.
- Utilizaciéon de medios tecnolé- - Utilizacion de medios tecnol6-

Medios
tecnolégicos:
representacion
y analisis

gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprension de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de calculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

Tabla 4. Contenidos en segundo ciclo de Educaciée@indaria (rama aplicadas)

Contenidos Contenidos
3° ESO (aplicadas) 4° ESO (aplicadas)

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.

- Planificacion del proceso d - Planificacion del proceso de
resolucién de problemas. resolucién de problemas.

- Estrategias y procedimientc - Estrategias y procedimientos
puestos en practica. puestos en practica.

- Reflexion sobre los resultados - Reflexion sobre los resultados.

Blogue 2. Numeros y Algebra.
- Proporcionalidad directa e in-
— versa. Aplicacion a la resolu-
cion de problemas de la vida
cotidiana.
Blogue 2. Numeros y Algebra.

- Jerarquia de las operaciones.

- Resolucion de ecuaciones y
sistemas de dos ecuaciones li-
neales con dos incégnitas.

- Resolucion de problemas coti-
dianos mediante ecuaciones y
sistemas.

DESCRIPTORES

Resolucion de
problemas

Proporcionalidad
directa

Blogue 2. Numeros y Algebra.
- Jerarquia de las operaciones.
- Transformacion de expresion
algebraicas con una indetern
nada. Igualdades notables.
- Resolucion de problemas m
diante la utilizacion de ecus
ciones y sistemas.

Algebray
operaciones
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Bloque 4. Funciones.

- Utilizacién de modelos lineales
para estudiar situaciones pro-
venientes de los diferentes
ambitos de conocimiento y de
la vida cotidiana, mediante la
confeccion de la tabla, la repre-
sentacion grafica y la obten-
cion de la expresion algebraica.

- Expresiones de la ecuacion de
la recta.

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

Representacion
gréfica: sistema
de coordenadas

y vectores

Diferenciacion de numeros ra-
cionales e irracionales. Expre-
sion decimal y representacion
en la recta real.

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

- Utilizacion de medios tecnol6- -
gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

Medios
tecnologicos:
representacion
y analisis

Utilizacion de medios tecnolo-

gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

1.3.Contenidos en Bachillerato

Tabla 5. Contenidos en Bachillerato (Ciencias y Teologia)

Contenidos

DESCRIPTORES 5 gochillerato (Matematicas )

Contenidos

2° Bachillerato (Mateméticas II)

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

- Planificacion del proceso d
resolucién de problemas.
- Estrategias y procedimientc
puestos en practica.
- Soluciones y/o resultados o
tenidos.
Blogue 4. Geometria.
- Geometria métrica plana. R
solucién de problemas.

Resolucion de
problemas

Proporcionalidad
directa

Blogue 2. Nimeros y Algebra.

- Planificacion del proceso de

resolucién de problemas.

- Estrategias y procedimientos

puestos en practica.

- Soluciones y/o resultados ob-

tenidos.

Blogue 2. Nimeros y Algebra.

Algebra y
operaciones

- Planteamiento y resolucion ¢
problemas de la vida cotidiar

- Representacion matricial de un

sistema: discusion y resolucion

18
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de sistemas de ecuaciones li-
neales. Método de Gauss. Re-
gla de Cramer. Aplicacién a la
resolucién de problemas.

mediante ecuaciones e inect
ciones. Interpretacion grafica.
- Método de Gauss para la res
lucion e interpretacion de si
temas de ecuaciones lineales
Blogue 3. Andlisis. Blogue 4. Geometria.
- Funciones reales de variable- Ecuaciones de la recta y el pla-
real. no en el espacio.
- Funciones basicas: polindmi- - Posiciones relativas (inciden-

cas. cia, paralelismo y perpendicu-
Analisis de - Derivada de una funcién en un laridad entre rectas y planos).
funciones: punto. Interpretacion geomeétri-
ecuaciones y ca de la derivada de la funcion
posiciones en un punto. Recta tangente y
relativas normal.
Bloque 4. Geometria.
- Geometria métrica  plana.

Ecuaciones de la recta. Posi-
ciones relativas de rectas. Dis-
tancias y angulos.

Blogue 3. Andlisis.

- Representacion grafica de fu
ciones.

Bloque 4. Geometria.

- Vectores libres en el plan
Operaciones geométricas

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.

- Utilizacién de medios tecnol6- - Utilizacion de medios tecnol6-
gicos en el proceso de aprendi- gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea- zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones gréfi- cion de representaciones gréfi-
cas de datos numéricos, fun- cas de datos numéricos, fun-

Blogue 4. Geometria.

- Vectores en el espacio tridi-
mensional. Producto escalar,
vectorial y mixto. Significado
geomeétrico.

Representacion

grafica: sistema

de coordenadas
y vectores

Medios
tecnolégicos:
representacion

y analisis

cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-

dades geométricas o funciona-

les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

Tabla 6. Contenidos en Bachillerato (Ciencias Sodes)

DESCRIPTORES

Resolucién de
problemas

Contenidos

1° Bachillerato (CC. SS.)

Contenidos
2° Bachillerato (CC. SS.)

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

- Planificacion del proceso d
resolucién de problemas.

- Estrategias y procedimientc
puestos en practica.

- Analisis de los resultados obt
nidos.

- Planificacion del proceso de

resolucién de problemas.

- Estrategias y procedimientos

puestos en practica.

- Andlisis de los resultados obte-

nidos.
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Proporcionalidad
directa

Algebray
operaciones

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Representacion
gréfica: sistema
de coordenadas

y vectores

Medios
tecnolégicos:
representacion
y analisis

20

Blogue 2. Nimeros y Algebra.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

- Ecuaciones
ciones.

- Sistemas de ecuaciones
primer y segundo grado cc
dos incégnitas. Clasificacior
Aplicaciones.  Interpretacio
geométrica. -

- Sistemas de ecuaciones line
les con tres incognitas: métot
de Gauss.

lineales. Aplice -

Blogue 3. Andlisis.

- Interpolaciéon y extrapolacion
lineal y cuadratica. Aplicacion
a problemas reales.

- ldentificacion de la expresién
analitica y grafica de las fun-
ciones reales de variable real:
polinémicas.

- Derivada de una funcién en un
punto. Interpretacion geométri-
ca. Recta tangente a una fun-
cion en un punto.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

- NUumeros racionales e irraci
nales. El numero real. Repr
sentacion en la recta real. |
tervalos.

Representacion matricial de un
sistema de ecuaciones lineales:
discusién y resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales
(hasta tres ecuaciones con tres
incégnitas). Método de Gauss.
Inecuaciones lineales con una o
dos incégnitas. Sistemas de in-
ecuaciones. Resolucion grafica
y algebraica.

Programacion lineal bidimen-
sional. Region factible. Deter-
minacién e interpretacién de
las soluciones Optimas.
Aplicacion de la programacion
lineal a la resolucion de pro-
blemas sociales, econdmicos y
demograéficos.

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

- Utilizacion de medios tecnol6- -
gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.

Utilizacion de medios tecnolo-

gicos en el proceso de aprendi-
zaje para la elaboracion y crea-
cion de representaciones grafi-
cas de datos numéricos, fun-
cionales o estadisticos y facili-
tar la comprensién de propie-
dades geométricas o funciona-
les y la realizacion de célculos
de tipo numérico, algebraico o
estadistico.
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Capitulo 2

Los criterios de evaluacion de las ecuaciones derkcta
en el curriculo vigente

En este capitulo se presenta un estudio longitudielcurriculo, teniendo en
cuenta Unicamente los criterios de evaluacion auaedan relacion con las ecuaciones
de la recta. El capitulo cuenta con tres secciamespara cada una de las etapas que se
analizan ya que, a pesar de que el interés prinefpka Educaciéon Secundaria (ESO y
Bachillerato), también se considera relevante aaakl punto de partida que se consi-
gue durante la Educacion Primaria. Para cada icritkr evaluacion se hace una refe-
rencia a cual de los diferentes bloques del cloigertenece.

Con este fin, se ha procedido a un estudio deuo$calos oficiales dados por la
Ley Orgéanica 8/2013, de 9 de diciembre, para laoragje la calidad educativa (LOM-
CE) [1]. Concretamente se estudian los siguienezgdd’ Decretos, en funcidon del curso
al que correspondan:

o Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por elsguestablece el curriculo
basico de la Educaciéon Primaria [2].

o Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, pguelse establece el curri-
culo basico de la Educacion Secundaria Obligatodeal Bachillerato [3].

Para la realizacion de este analisis se resunmédamacion en las tablas 7 a 12 y
se analiza una serie de descriptores que se aesatlantinuacion:

Resolucién de problemas

Proporcionalidad directa

Algebra y operaciones

Andlisis de funciones: ecuaciones y posicionegivala
Representacion gréfica: sistema de coordenadastgres

o O O O o o

Medios tecnoldgicos: representacion y analisis

Hay un par de aspectos relacionados con las ecuescae la recta que no se ana-
lizan mediante descriptores porque su presenag @nriculo es limitada, por lo que se
explican a continuacion:

0 Razones trigopnométricas: aparecen por primera e £SO en las matema-
ticas orientadas a las ensefianzas académicasiyizonen 1° del Bachillera-
to de Ciencias y Tecnologia, no asi en el de Casn8ociales.

o Correlacion y regresion lineal: es el Unico aspetbbloque de Estadistica
que se menciona en el curriculo que esta estrecttemelacionado con las
ecuaciones de las recta. Aparece una introducclércarrelacién en 4° ESO
de las matematicas orientadas a las ensefianza&nacad y a las aplicadas,
para estudiarse con mayor detalle en las matermaliedos dos bachilleratos
en el primer curso, en el segundo curso ya no slvea estudiar.

21



Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiaeacuaciones de la recta en 4° ESO

El Blogue 1 correspondiente“RBrocesos, métodos y actitudes en matematicas”
es muy similar entre la Educacion Primaria y ladaaion Secundaria y el Bachillerato,
donde todos los afios es practicamente constarteeblegue es el que debe servir como
soporte para el aprendizaje del resto de los btodadas matematicas y, por ello, todos
los criterios de evaluacion podrian considerarkseieados con el estudio de las ecua-
ciones de la recta. Sin embargo, en las siguieabdas solo se tienen en cuenta los mas
relevantes, como guia, y se puede ver que el Blbgseespecialmente importante para
la resolucion de problemas y para la utilizaciémuidios tecnoldgicos para la repre-
sentacion y el andlisis, el primer y Ultimo descnipespetivamente.

2.1.Criterios de evaluacion en Educacion Primaria

Tabla 7. Criterios de evaluacion en tercer ciclo deEducacién Primaria

Criterios de evaluacion

DESCRIPTORES 3 ciclo de Primaria

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en mateasati

2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategiasedelucion de
problemas, realizando los célculos necesarios ypoomando las
soluciones obtenidas.

Bloque 2. Numeros.

3. Realizar operaciones y célculos numéricos medidiferentes
procedimientos, incluido el calculo mental, haceenéferencia
implicita a las propiedades de las operacionesitaaciones de
resolucion de problemas.

Blogue 2. Numeros.

HellelgelegIEGE 7. Iniciarse en el uso de los de porcentajes y lagyoignalidad di-
directa recta para interpretar e intercambiar informaciéresolver pro-
blemas en contextos de la vida cotidiana.

Bloque 2. Numeros.

6. Operar con los nimeros teniendo en cuenta la jgicade las ope-
raciones, aplicando las propiedades de las midam®strategias
personales y los diferentes procedimientos queilsgan segun la
naturaleza del célculo que se ha de realizar (aigos escritos,
calculo mental, tanteo, estimacion, calculadoragndo mas ade-
cuado.

Bloque 4. Geometria.

1. Utilizar las nociones geométricas de paralelismap@ndiculari-
dad, simetria, geometria, perimetro y superficie mhescribir y
comprender situaciones de la vida cotidiana.

Resolucién de
problemas

Algebra y

operaciones

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Bloque 2. Numeros.
1. Leer, escribir y ordenar, utilizando razonamiergpsopiados, dis-
tintos tipos de niumeros (romanos, naturales, foaes y decima-
les hasta las milésimas).

Representacion

gréfica: sistema

de coordenadas
y vectores

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en mateasati
13. Seleccionar y utilizar las herramientas tecnoligaestrategias
para el célculo, para conocer los principios matewsy resolver
problemas.

Medios
tecnolégicos:
representacion
y analisis
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2.2.Criterios de evaluacion en ESO

Tabla 8. Criterios de evaluacion en primer ciclo dé&ducacién Secundaria

Criterios de evaluacion Criterios de evaluacion
1° ESO 2° ESO

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.
2. Utilizar procesos de razon: 2. Utilizar procesos de razona-

DESCRIPTORES

Resolucion de
problemas

Proporcionalidad
directa

Algebra y
operaciones

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Representacion
gréfica: sistema
de coordenadas

vectores

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

miento y estrategias de res
lucion de problemas, real
zando los calculos necesari
y comprobando las solucion
obtenidas.

miento y estrategias de reso-
lucion de problemas, reali-

zando los calculos necesarios
y comprobando las soluciones
obtenidas.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

5. Utilizar diferentes estrategias

(empleo de tablas, obtencion
y uso de la constante de pro-
porcionalidad, reduccion a la
unidad, etc.) para obtener
elementos desconocidos en un
problema a partir de otros co-
nocidos en situaciones de la
vida real en las que existan
variaciones porcentuales y
magnitudes directa o inver-
samente proporcionales.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

1. Utilizar

Bloque 4. Funciones.

enteros, fraccionarios, dec
males y porcentajes sencillc
Sus operaciones y propiedac
para recoger, transformar
intercambiar informacion
resolver problemas relacion:
dos con la vida diaria.

nameros naturales 7. Utilizar el lenguaje algebraico

para simbolizar y resolver

problemas mediante el plan-
teamiento de ecuaciones de
primer, segundo grado y sis-
temas de ecuaciones, aplican-
do para su resolucion méto-
dos algebraicos o graficos y
contrastando los resultados.

Bloque 4. Funciones.

Blogue 4. Funciones.

2. Manejar las distintas formas4.

de presentar una funcion: len-
guaje habitual, tabla numéri-
ca, grafica y ecuacion, pasan-
do de unas formas a otras y
eligiendo la mejor de ellas en
funcién del contexto.
Comprender el concepto de
funcion. Reconocer, interpre-
tar y analizar las gréaficas fun-
cionales.

Reconocer, representar y ana-
lizar las funciones lineales,
utilizandolas para resolver
problemas.

Blogue 4. Funciones.

tar el sistema de coordenad
cartesianas.

1. Conocer, manejar e interprc 1. Conocer, manejar e interpre-

tar el sistema de coordenadas
cartesianas.
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Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.
11.Emplear las herramientas tec-11. Emplear las herramientas tec-

Medios
tecnologicos:

representacion
y analisis

nologicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o0 estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos mateméticos o a la re-
solucién de problemas.

nologicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o0 estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos mateméticos o a la re-
solucién de problemas.

Tabla 9. Criterios de evaluacidon en segundo cicleedEducacion Secundaria

(rama académica)

DESCRIPTORES

Resolucion de
problemas

Proporcionalidad
directa

Algebra y
operaciones

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas
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Criterios de evaluacion
3° ESO (académicas)

Criterios de evaluacion
4° ESO (académicas)

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

actitudes en matematicas.

miento y estrategias de res
lucion de problemas, real
zando los célculos necesari
y comprobando las solucion
obtenidas.

2. Utilizar procesos de razoni 2. Utilizar procesos de razona-

miento y estrategias de reso-
lucion de problemas, reali-
zando los célculos necesarios
y comprobando las soluciones
obtenidas.

Blogue 2. NUmeros y Algebra.

4. Resolver problemas de la vic

Blogue 4. Funciones.

cotidiana en los que se preci
el planteamiento y resolucid
de ecuaciones de primer gr
do y sistemas de dos ecuac

nes lineales con dos incogr 4.

tas, aplicando técnicas de
nipulacion algebraicas, graf
cas 0 recursos tecnolégicc
valorando y contrastando Ic
resultados obtenidos.

3. Construir e interpretar expre-

siones algebraicas, utilizando
con destreza el lenguaje alge-
braico, sus operaciones y pro-
piedades.

Representar y analizar situa-
ciones y relaciones matemati-
cas utilizando inecuaciones,
ecuaciones y sistemas para
resolver problemas matemati-
cos y de contextos reales.

Blogue 3. Geometria.

intervienen en el estudio de
las funciones y su representa-
cion grafica.

1. Conocer los elementos que3. Conocer y utilizar los concep-

tos y procedimientos bésicos
de la geometria analitica pla-
na para representar, describir
y analizar formas y configu-

raciones geométricas senci-
llas.
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Blogue 3. Geometria.
3. Conocer y utilizar los concep-

Representacion
gréfica: sistema
de coordenadas

y vectores

Medios
tecnolégicos:
representacion
y analisis

tos y procedimientos basicos
de la geometria analitica pla-
na para representar, describir
y analizar formas y configu-

raciones geométricas senci-
llas.

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

11. Emplear las herramientas tec-11. Emplear las herramientas tec-

nologicas adecuadas, de for-
realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos mateméticos o a la re-

ma auténoma,

solucién de problemas.

nologicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos mateméticos o a la re-
solucién de problemas.

Tabla 10. Criterios de evaluacién en segundo cictte Educacion Secundaria

DESCRIPTORES

Resolucién de
problemas

Proporcionalidad
directa

Algebray
operaciones

(rama aplicadas)

Criterios de evaluacion
3° ESO (aplicadas)

Criterios de evaluacion
4° ESO (aplicadas)

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

2. Utilizar procesos de razon: 2. Utilizar procesos de razona-

miento y estrategias de res
lucion de problemas, real
zando los calculos necesari
y comprobando las solucion
obtenidas.

Blogue 2. Nimeros y Algebra.

miento y estrategias de reso-
lucion de problemas, reali-
zando los calculos necesarios
y comprobando las soluciones
obtenidas.

Blogue 2. Nimeros y Algebra.

4. Resolver problemas de la vic
cotidiana en los que se preci
el planteamiento y resoluci¢
de ecuaciones de primer gr
do, sistemas lineales de d
ecuaciones con dos incogr
tas, aplicando técnicas de
nipulacion algebraicas, graf
cas o recursos tecnoldgicos
valorando y contrastando I
resultados obtenidos.

2. Utilizar con destreza el len-

guaje algebraico, sus opera-
ciones y propiedades.
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Bloque 4. Funciones.

1. Conocer los elementos que
intervienen en el estudio de
las funciones y su representa-
cion grafica.

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Representacion
gréafica: sistema
de coordenadas

y vectores

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.
11.Emplear las herramientas tec-11. Emplear las herramientas tec-

Medios
tecnologicos:
representacion
y analisis

nolégicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o0 estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos matematicos o a la re-
solucién de problemas.

nolégicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o0 estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos matematicos o a la re-
solucién de problemas.

2.3.Criterios de evaluacion en Bachillerato

Tabla 11. Criterios de evaluacién en BachilleratoGiencias y Tecnologia)

Criterios de evaluacion

Criterios de evaluacion

DESCRIPTORES

1° Bachillerato (Matematicas 1) 2° Bachillerato (Matematicas Il)

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.
2. Utilizar procesos de razoni 2. Utilizar procesos de razona-

Resolucion de
problemas

Proporcionalidad
directa

Algebray
operaciones
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miento y estrategias de res
lucion de problemas, real
zando los célculos necesari
y comprobando las solucione
obtenidas.

Blogue 2. Numeros y Algebra.

miento y estrategias de reso-
lucion de problemas, reali-
zando los célculos necesarios
y comprobando las soluciones
obtenidas.

Blogue 2. Numeros y Algebra.

4. Analizar, representar y resc
ver problemas planteados ¢
contextos reales, utilizand
recursos algebraicos (ecu
ciones, inecuaciones y sist
mas) e interpretando critici
mente los resultados.

2. Transcribir problemas expre-

sados en lenguaje usual al
lenguaje algebraico y resol-
verlos utilizando técnicas al-
gebraicas determinadas (ma-
trices, determinantes y siste-
mas de ecuaciones), interpre-
tando criticamente el signifi-
cado de las soluciones.




Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Representacion

gréafica: sistema
de coordenadas
y vectores

Medios
tecnologicos:
representacion
y analisis
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Blogue 3. Andlisis.

Blogue 4. Geometria.

3. Aplicar el concepto de deri- 2.

vada de una funcién en un
punto, su interpretacion ge-
ométrica y el calculo de deri-
vadas al estudio de fenébme-
nos naturales, sociales o tec-
nolégicos y a la resolucion de
problemas geométricos.

Blogue 4. Geometria.

4.

Blogue 3. Andlisis.

Interpretar analiticamente
distintas situaciones de la
geometria plana elemental,
obteniendo las ecuaciones de
rectas y utilizarlas, para re-
solver problemas de inciden-
cia y calculo de distancias.

Resolver problemas de inci-
dencia, paralelismo y perpen-
dicularidad entre rectas y pla-
nos utilizando las distintas
ecuaciones de la recta y del
plano en el espacio.

Blogue 4. Geometria.

5.

Estudiar y representar grdl 1. Resolver problemas geomé-

camente funciones obtenie
do informacion a partir de st
propiedades y extrayendo i
formacion sobre su compo
tamiento local o global.

tricos espaciales, utilizando

vectores.

Blogue 1. Procesos, métodos Blogue 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

13.Emplear las herramientas tec-13. Emplear las herramientas tec-

nologicas adecuadas, de for-
ma autéonoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos mateméticos o a la re-
solucién de problemas.

nologicas adecuadas, de for-
ma autonoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos o estadisticos, haciendo
representaciones gréficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos mateméticos o a la re-
solucién de problemas.

Tabla 12. Criterios de evaluacién en BachilleratoGiencias Sociales)

DESCRIPTORES

Resolucion de
problemas

Criterios de evaluacion
1° Bachillerato (CC. SS.)

Criterios de evaluacion
2° Bachillerato (CC. SS.)

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y

actitudes en matematicas.

actitudes en matematicas.

2. Utilizar procesos de razoni 2. Utilizar procesos de razona-

miento y estrategias de res
lucion de problemas, real
zando los célculos necesari
y comprobando las solucion
obtenidas.

miento y estrategias de reso-
lucion de problemas, reali-
zando los célculos necesarios
y comprobando las soluciones
obtenidas.
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Proporcionalidad
directa

Blogue 2. Numeros y Algebra.  Bloque 2. Nimeros y Algebra.

3. Transcribir a lenguaje alge 2. Transcribir problemas expre-
braico o gréfico situacione sados en lenguaje usual al
relativas a las ciencias soci lenguaje algebraico y resol-
les y utilizar técnicas ma verlos utilizando técnicas al-
tematicas y herramientas te gebraicas determinadas: ma-
nolégicas apropiadas para t trices, sistemas de ecuaciones,
solver problemas reales, da inecuaciones y programacion
do una interpretacion de Ie lineal bidimensional, interpre-
soluciones obtenidas en co tando criticamente el signifi-
textos particulares. cado de las soluciones obte-

nidas.

Algebra y
operaciones

Blogue 3. Andlisis.

3. Interpolar y extrapolar valores
de funciones a partir de tablas
y conocer la utilidad en casos
reales.

Andlisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Representacion

grafica: sistema

de coordenadas
y vectores

Blogue 1. Procesos, métodos Bloque 1. Procesos, métodos y
actitudes en matematicas. actitudes en matematicas.
12. Emplear las herramientas tec-12. Emplear las herramientas tec-

Medios
tecnologicos:
representacion
y analisis
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nolégicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos 0 estadisticos, haciendo
representaciones graficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos matematicos o a la re-
solucién de problemas.

nolégicas adecuadas, de for-
ma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebrai-
cos 0 estadisticos, haciendo
representaciones graficas, re-
creando situaciones matema-
ticas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayu-
den a la comprension de con-
ceptos matematicos o a la re-
solucién de problemas.
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Capitulo 3

Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en los libs de texto y
su relacion con las ecuaciones de la recta en etréculo vigente

Tras hacer un andlisis de la legislacién vigentdosndos capitulos anteriores,
donde se han concretado los contenidos y critdeosvaluacion de los distintos cursos
que guardan relacion con el estudio de las ecuegide la recta, en este capitulo se
estudian los libros de texto utilizados en lasedade 2°, 3° y 4° de secundariay de 1°y
2° de Bachillerato. Como se ha podido ver anteeotey la rama académica de 3° y 4°
da mas importancia a las ecuaciones de las rextaspmo el Bachillerato de Ciencias
y Tecnologia, por lo que solo se estudia esa ranaalde cada curso correspondiente.

El capitulo se va a dividir en cinco seccionesacala de ellas correspondiente a
uno de los cursos que se van a analizar. El objetivver las unidades teméticas mas
relevantes dentro de cada libro de texto para eraogjercicios, problemas y cuestio-
nes que estén relacionados con el tema que séaesasdecuaciones de la recta.

La informacién se va a recoger en las tablas 13, aida para cada curso, donde
se detalla el tipo de actividad, que puede seciejer problema, cuestion o situacion,
asi como una breve descripcion del mismo acompadiadma fotografia de la activi-
dad procedente del libro de texto.

Los libros de texto utilizados vienen detalladosasnReferencias.

En los contenidos y criterios de evaluacion deficulo se analizaban una serie
de descriptores, como resolucion de problemasbedgg operaciones y utilizacion de
medios tecnoldgicos para representacion y anaflisis,en este capitulo no se van a
mostrar, porque se entiende que proporcionan use dpae podria utilizarse con cual-
quier otro contenido matematico. Asi pues, aquirssta especial atencion a la propor-
cionalidad directa, analisis de funciones lineatsjaciones de la recta y posiciones
relativas.

3.1.Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2° ES@][

Las unidades didacticas mas relevantes que sentemeuenta de este libro de
texto son las correspondientesPadporcionalidad. Porcentajesy a“Funciones”.

Tabla 13. Ejercicios, problemas y cuestiones tipce2° ESO

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcidn Se proporcionan valores de dos parametros guertiena relacion prg
porcional y se pide calcular la razon de propogidad, que realmente correspon-
deria con la pendiente si la funcién fuera de prpoalidad directa.
Ejemplo: Tema“Proporcionalidad. Porcentajes’ Pagina 121.

:3. ¢Cual es la razén de proporcionzlidad
* en cada una de estas situaciones?
a) Hemos recorrido los 680 km gue sepa- b) Elhelado de chocolate tiene 250gde nata
ran dos ciudades en 35 minutos. por cada 100 g de chocolate en polvo.
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Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcidn Se proporciona una tabla de valores para magrstdatintas y se pid
comprobar si son proporcionales o no. Para cadgapde valores se debe calcular
razén de proporcionalidad y ver si es la misma.i\&dgria a mirar si todas las paf

jas de puntos forman parte de la misma recta.
Eiemplo: Tema“Proporcionalidad. Porcentajes”’ Pagina 121.

6. El precio del agua Fuente del Pino de-
pende del envase:

Capacidad envase Precio
2605l I 0,22 €
500 cL L 0BRTE
1 L 0,60 €
o I 1,60 €

;Son proporcionales las magnitudes capaci-
dad y precio?

e-

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Se pide calcular la imagen para una serie deopwsggun una funcign

lineal, lo que corresponde a sacar la coordeggura cada coordenagale los pun-
tos de una recta.
Ejemplo: Tema‘Funciones”. Pagina 141.

4. Copia y completa en tu cuaderno la tabla
de valares correspondiente a la funcidn
fix) = x — 2:

e — 101 =2 0| 1| 27| 9|20
f(x) e ® ® a (] ® ® (]

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién Consiste en representar en el plano cartesiaacsene de puntos,
que es util a la hora de dibujar una recta.

Ejemplo: Tema“Funciones”. Pagina 141.

5. Representa estos puntos en el plano.

A=(3, 9 B =G, =2) o= (=2, A
=5, =7 E= (4, =3) F=10, 6)

(0]

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion De manera indirecta, se pide representar recdgepdo de una tab
de valores, aunque se estudian como funcionesscjuaéga.

Ejemplo: Tema“Funciones”. Pagina 143.

9. Escribe una tabla de valores para cada
funcién y represéntalas graficamente.

a) fix) = 0,bx b) hix) = 2x — 5

a

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién Consiste en hallar las coordenadas de los pulgarte con los eje
tanto de manera grafica como a partir de la fundi®nun primer paso hacia la intr
duccion de la ordenada en el origen.
Ejemplo: Tema“Funciones”. Pagina 145.

U)

O_
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14. Halla las coordenadas de los puntos de
corte con los ejes de estas graficas:

16. Halla los puntos de corte con los ejes de
las siguientes funciones:

a) fix) = x+ 3 b) ixd = —3x + 6
¢) fix) = 2% d) ) = 2% — 38

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Analisis de la pendiente de una recta para indinacrecimiento o de
crecimiento. De manera grafica y a partir de laciom.

Ejemplo: Tema“Funciones”. Pagina 147.

20. a) Indica en qué tramos la gréfica es cre-

clahte - ehl GliBles a5 decradiante. 21. Indica si las funciones siguientes son cre-
cientes o decrecientes.
a)fix) = —-3x+4 b fiX=x+4
c) fix) = 4x — 1 d fixt = =bx + 3
X e) fix) = 2x fifbd = —5x— 1

Actividad: o Ejercicio m Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién A partir de una descripciéon textual de una situacse pide obtener
férmula de la funcion que la representa, tanto famaiones lineales como para fu
ciones afines. En el caso de la funcion linegbdadiente se calcula como la razén
proporcionalidad. Ademas, también piden obtenarimécion de puntos de la rect3
Ejemplo: Tema“Funciones”. Pagina 149 (proporcionalidad directa) y 151 {afin

25. Escribe en cada caso la formula de la

= 30. El sueldo de Mireia depende del nime-
funcion:

ro de horas extra que trabaja. Cobra

a) El precio de los tomates es de 3,20 € 1.250 € mas 24 € por cada hora extra.
el kg. Escribe la férmula de la funciéon
que calcula el precio que tenemos que
pagar a partir del peso.

a) Escribe la férmula de la funcién que cal-
cula el sueldo a partir del nimero de ho-
ras extre.

b) El precio de unos caramelos es de 0,20 € ¢Cuanto cobrard un mes si ha trabajado

o

cada uno. Halla la férmula de la funcion 10 horas extra? ;Y si ha trabajado 20?
que da el precio gue tenemos gue pa- c) ¢Cuantas horas extra ha trabajado un
gar a partir de la cantidad comprada. mes si ha cobrado 1.634 €?

a

n_
de

L.

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcidén A partir de una representacion grafica de ungarese pide escribir |
funcién cuya grafica corresponda con la dada.

Ejemplo: Tema“Funciones”. Pagina 157.

%
CHE
Grafica y puntos T
1__
a) Determina los valores —2), fi1) y fi4). oot e S I
I 1 i o =5 -4 -3 = 4 BB A SRR BRI
b) Escribe la férmula de la funcion. i
Si, o B
_3—.-
38 B
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3.2.Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 3° ESG]|[

Las unidades didacticas mas relevantes que sentemeuenta de este libro
texto son las correspondiente$Sistemas de ecuacionespor el método de resoluci

de
on

gréfica, que consiste en entender que cada ecuasida expresién de una recta y la

solucion del sistema corresponderia con el puntwode entre ambas rectas, YFain-

ciones lineales y afines’gue tienen su propio tema y hay una seccion dddidirec-
tamente a la ecuacion de la recta, donde se varaeitte la explicita, ya que es la mas

parecida a la forma de expresar la funcion vistarearmente.

Tabla 14. Ejercicios, problemas y cuestiones tipae8° ESO

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcidn Se da un sistema de dos ecuaciones con dos ita®grse pide resolve
lo de manera gréfica, por lo que se deben dibagardctas y estudiar el punto de co
Para la resolucion de este ejercicio se recomiehempleo de las TICs.

Ejemplo: Tema ‘Sistemas de ecuacione$?’agina 83.

21. Resuelve por el método gréfico:
Tie

) 2x+ y=28 3x — 2y =8
Aax—2y=0 Plax+2y=14

—
1

rte.

Actividad: = Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion A partir de una tabla de valores de distintostgsitle una recta, se pi
calcular la formula de la funcion.

Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 241.

2. Halla la férmula de la funcion lineal que
tiene esta tabla de valores:

X =5 | =25 =128 0 |1.25/| 25
tx)y| —17 | -85 —-425]|0 |425| 85 |17

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion

Descripcién Se dan una serie de funciones y se preguntargspmnden a funciones

lineales o no y, en caso afirmativo, indicar ebvale la constante de proporcionalid
que se indica como m (la pendiente).
Ejemplo: Tema“‘Funciones lineales y afines’Pagina 241.

5. Sefala cuales de estas funciones son li-
neales. Si lo son, indica el valor de la
constante de proporcionalidad m:

X 7 f
a) flx) = b) flx) = c)flx
( . ) 7 ) flx) = 35X

dfix)=2x elfx)=2+x ffix) \

Actividad: = Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Se pide dibujar y calcular la expresion de lacian que cumpla con cie
tas caracteristicas: que pase por el origen dedepadas y por otro punto o con U
pendiente determinada.

Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 243.

10. Escribe la formula de la funcion lineal de 12, Dibuja la recta que pasa por el origen de

pendiente 5 y dibuja su grafica. Haz lo coordenadas y por el punto (2, —6) y es-
mismo con la funcién lineal de pendien- cribe la férmula de la funcién lineal que
ta —2. tiene esta grafica.
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Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcién Se dan una serie de funciones y se preguntargspmnden a funcione
afines o no y, en caso afirmativo, se pide indadaralor de la pendiente (m) y de
ordenada en el origen (n).
Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 245.
16. Senala si estas funciones son afines vy,

si lo son, indica el valor de my n.

a) filx) =3x+ 5 b) flx) = 3x

) fix) = =8 +4x d) flx) = —-10 — 2x

Actividad: o Ejercicio m Problema o Cuestion o Situacion
Descripcidn A partir de una situacion contextualizada deitiveal, se pide escrib
la expresion de la funcion afin.

Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 245.

18. Escribe la férmula de las siguientes fun-

, ? o) El beneficio de una compaffa de teatro
ciones afines.

an funcién del numero total de espec-

al El peso de un cami6n de 3.830 kg car tadores de una obra, sabiendo que ha
gado de sacos de 25 kg en funcién del invertido 22.500 € y que vende las en-
numero de sacos gque transporta. tradas a 16,25 €.

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcion Dada una representacion grafica de una recfadeda pendiente.
Eiemplo: Tema‘Funciones lineales y afines’Pagina 247.

26. Indica la pendiente de estas funciones.

a)

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Calcular el punto de corte con los ejes parantést rectas.
Ejemplo: Tema“‘Funciones lineales y afines’Pagina 251.

36. Indica las coordenadas del punto de cor- 37 Indica el punto de corte con el eje de or-

te con el eje de abscisas de estas rectas. denadas de estas rectas.
al y=3x+ 2 b) y =4 — 6x aly=2x+ 4 b) y= =8x+5
el y=3-02x d y=8x+9 c)y=—4+6x d y=4-05x

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcién Dada una expresion de una férmula, se pide intkcpendiente y la of
denada en el origen, habiendo que operar en aligmsobre la expresion.
Eiemplo: Tema‘Funciones lineales y afines’Pagina 251.

38. Indica la pendiente y la ordenada en el
origen de estas rectas.

al y=2x+6 b)y=5- 203 — 2%

Actividad: = Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Célculo de la ecuacion de la recta que pasagopdntos.
Eiemplo: Tema‘Funciones lineales y afines’Pagina 251.

40. Calcula en cada caso la ecuacion de las
rectas que pasan por los puntos dados.

a) (2 =3y (4, 1) b) (3 —2)yi-1, 10)
e) (2, 6]y @, 12) o) (1, =B)y (=2 25)

'S
la

ir
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Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcién Dada una representacion grafica de un seriedasiese pide relaciona
las con las funciones ya escritas.

Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 253.

54. Formulas y graficas
e

Relaciona cada grafica con su funcidn.

A flx) = 2x + B.gxl=3x—4

C. hlx) = —2x + 4 D i(x):~u§+1

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién Dada la ecuacién de una recta, se pide obterrecia paralela que pasa

por un punto determinado.
Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 253.

7. Graficas paralelas

a) Escribe la formula de la funcion afin paralela a
fix) = Bx + 2 gue pasa por el punto (0, —9).
b) Escribe la férmula de la funcion afin paralela a
fix) = —4x + b que pasa por el punto (3, 6).

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion A partir de una representacion grafica de uni sk rectas, se pide €

cribir la expresion.

Ejemplo: Tema“Funciones lineales y afines’Pagina 253.
0. Férmula a partir de la grafica

Escribe la formula que corresponde a cada gréfica.

3.3.Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 4° ES®][

La unidad didactica mas relevante que se tienaienta de este libro de texto
la de ‘Geometria Analitica; que se analiza en mayor profundidad en el Cap8uwy

gue se adjunta en el Anexo A, pues es la que stillzado durante la realizacion del

Practicum Il para impartir las clases.

En este tema aparecen vectores, operaciones ctmmesg@cuaciones de las rectas

=

es

y posiciones relativas entre dos de ellas. Es desivectores se utilizan para introducir
nuevas ecuaciones de la recta, ya que hasta allorseshabia visto la ecuacion explici-

ta, que es la mas parecida a una expresion furiciona
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Tabla 15. Ejercicios, problemas y cuestiones tipaet® ESO

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion A partir de un punto y un vector se pide calcuao punto. Esto e

muy parecido a lo que se hace con un punto y utovdaector para el calculo de
ecuacion vectorial de la recta.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 137.

2. Las coordenadas del vector libre & son (-5, 4), y las del
origen 4 de uno de sus representantes, (4, -6). Calcula las
coordenadas del extremo 8 de ese representante,

08 =0A+ AB = 08 = (4, —6)4 (-5 &) ={-1.-2)

Por tanto, las coordenadas de & son (=1, =2),

[72)

la

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Se estudia qué condiciones tienen que cumplirvéotores libres para

gue sean perpendiculares. Es un conocimiento preagesario para estudiar la p
pendicularidad entre dos rectas.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 141.

16.Calcula el valor de m para que los vectores o ={(-2, 2m) y
v=(m-1, 3) sean perpendiculares.
fara gque sean perpendiculares su producto escalar debe ser Q.

oy 2 24 Gm e D =adyn 4 2 =0 =3in

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién Dada una ecuacion de la recta en cualquiera slseis expresiones,
pide comprobar si un punto determinado perteneweala recta.

Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 143.

1. Indica s1 A{0, 1) y 8(6, - 1) pertenecen o 1o 2 las reclas.
7l
fr=3+3
a)r BYs: 2 3 15
i {" 5y Ix =y )

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Dada una ecuacion de la recta en cualquiera slsess expresiones,

pide obtener uno o varios puntos que pertenezéamasma, un vector director y un

vector normal.
Ejemplo: Tema‘Geometria Analitica” Pagina 143.

1. Halla un punto, un vector director v un vector normal de
8 cada una de las siguientes reclas.
a)sx-3y-1=0 By=x oxky)=(-3.2)+1-1.4)

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Se pide la ecuacion de la recta (en una expresidoreta, en una cual-

guiera o en todas ellas) que cumple ciertas camiisi que pasa por dos puntos,

gue

pasa por un punto y con un vector director conooidpie pasa por un punto y cuya
pendiente es conocida. También se puede indicarathera concreta que obtengan el

valor de la pendiente de la recta (si no es datialhy la ordenada en el origen.

=)

interesante sefalar que es el tipo de ejerciciore@etido dentro de este apartadq ya

gue posibilita maltiples variaciones segun los sate partida y la ecuacion pedida
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 143.
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7. Calcula, en Llodas sus formas posibles, la ecvacion de la rec
M taen los siguientes casos.

3) Pasa por o punlo A{S, - 2} v lleva la direccignde & «(1,-3)
b) Pasa por ol punto Al—5, 4) y tiene pendiente m=—2
¢)Pasa por los puntos A(-1, 3) y #(5. - 2).

Calcwla la pemdiente y La ordenada en ¢f orfgen de cada ura

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Se pide estudiar la posicion relativa entre @éeasais. Esta pregunta pue-
de incluir algun parametro en una o en las doscémues de la recta, de manera que
se tenga que estudiar la posicion relativa en fumdel valor correspondiente de los
parametros. Ademas, otra variacion es afadir lgupta de que obtengan el punto|de
corte en caso de que las rectas sean secantes.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 145.

8. Estudia Lo posicidn relativa de las rectas:

1
AJrn2a+y-5=0ys5bx+ =11

bl K=y 0ys:2x=3y-5=10
3. Calculaelvalorde mpara que lasrectas r: Sk + my + 1 =0y

sk y v 3 0 sean paralelas. ;Hay algin valor de m que
las haga coincidentes? ;Y secantes?

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Hallar la ecuacion de la recta que sea paralgdarpendicular a una
dada y que pase por un punto concreto. En los égempostrados no se pide ninguna
expresion concreta, por lo que cualquiera de saim valida. Sin embargo, hay ejer-
cicios en los que se pide una en particular.

Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 145.

1. Halla la ecuacion de la recta paralela a r: 3x - &y - 12 y que
pasa por el punto P(5, -5).

1. Halla la ecuacion de la recta perpendicularar-—2x - Ay =5
¥ que pasa por el origen de coordenadas,

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Se pide comprobar si dos rectas dadas son pecpéarés o no.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 145.

{5, Comprueba si las reclas r y 5 son perpendiculares.

&
s
-
|
-
|
-
f o]
-
-
-
|
-
oo

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Se pide calcular la expresion de rectas caratiters, como puede ser|la
mediatriz de un segmento o las medianas de urgtidnAdemas, también se pide
calcular las coordenadas de un punto interesaoieo puede ser el baricentro de|un
triangulo, mediante la interseccidn de ciertasagct
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 147.
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Calcula la mediatriz del segmento
de extremos A(- 2, 2) v B(G, 4).

v
fi{6, 4)

! "I_' 4. "J.-li'c." i)

| v Caleuta las ecuaciones de las media

§ o nas y el baricentro del triangulo de
o1 X worlices A(1, 3), 803, Dyl 3,-2).

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcidén A partir de una expresion de la recta, obtenerdatantes cinco expre-
siones. El objetivo es saber pasar de una a atragibdad.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 149.

Escribe de todas las formas posibles la ecuacion de las rectas:
a)r: 3x—2y=-10 cJriy=—23+3

b) s ——="—= d) r:

k=3 yl J.I 2+
a 2 |

Actividad: o Ejercicio m Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Consiste en realizar un estudio de un triAngaltigndo de conocer las
ecuaciones de las rectas que forman los ladosidegtlo. Es parecido a los ejerci
cios puestos hasta ahora, pero asi se aflade undgadntextualizacion.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 150.

12 Los lados de wn triangulo vieren dados por las reclas
¥y Ix—p-6=0,3x+y-18=0pey=0D.

a) Halla las coordenadas de los whetltes

b) Clasifica ol tridngulo en funcidn de sus lados
c) Halta Las ecuaciones de las medianas

d) Halla el bartcentro del telinpulo

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Célculo de un punto simétrico a otro dado, regpaaina recta.
Ejemplo: Tema“‘Geometria Analitica” Pagina 150.

i, Calcula el punto simétrico de:

- a3, —Aa) respectode lasectan 2x+y=13

1 3 1 1
bl .4[ 4 ] ssnectode larecta ro—x+ 0
13" 3 P CRE ; ¥

3.4.Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 1° Badlerato [7]

La unidad didactica mas relevante que se tienaienta de este libro de texto es
la de“Geometria”, que es muy parecida a la vista en 4° ESO, yargtede vectores,
operaciones con vectores, rectas en el plano giposs relativas de las mismas, aun-
gue si que se ven ciertos aspectos con mayor plicfachy, ademas, se afiade el estudio
de distancias en el plano. Por tanto, supone ueaabcontinuacién y complementacion
de lo visto el curso anterior y es la raz6n delgagrimeros ejercicios se parezcan tan-
to a los anteriormente descritos.
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Tabla 16. Ejercicios, problemas y cuestiones tipael® Bachillerato

Actividad: = Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Determinar puntos que pertenezcan a rectas egasde distintas m
neras. También se pide obtener un vector direetdasimismas.

Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 56.

El Determina tres puntos y un vector director de cada una de las siguientes rectas:

S i xkl Y=
a {y=3+2)\hefﬂ b) 3x—2y+7=0 Q==

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Se pide la ecuacion de la recta (en una expresiooreta, en una cual-

guiera o en todas ellas) que cumple ciertas camisi que pasa por dos puntos,

gue

pasa por un punto y con un vector director conocidpe pasa por un punto y cuya
pendiente es conocida o que forma un angulo detaduicon el eje de las abscisas o
con otra recta cualquiera (aumenta la dificultad @specto a 4° ESO). Es interesante

sefalar que es el tipo de ejercicio mas repetidtralele este apartado ya que posib
multiples variaciones segun los datos de partidaeguacion pedida.
Ejemplo: Tema‘Geometria”. Pagina 56.

Escribe, en forma general y paramétrica, la ecuacion de la recta que pasa por el
punto A (-1, 3) y es paralela al vector vV = (—3, 4).

lita

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcion Después de pedir que se calcule la ecuacion aeaata con ciertas ¢
racteristicas, se pide obtener el angulo que féamecta con el eje de abscisas.
Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 58.

[l Escribe, en forma expilicita, la ecuacion de la recta que corta el eje de abscisas en

el punto x = —2, y cuyo vector director es 7 =1, V3). ;Qué dngulo forma con el
eje de abscisas? ' '

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién Hallar la ecuacion de la recta que sea paralekrpendicular a una dada

y que pase por un punto concreto. Ademas, se peztieuna expresion concreta.
Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 59.

[El Determina la ecuacién punto-pendiente de una recta paralela a la de ecuacién
(¥ =(2,5) +(—2/3, 1)\ con A € R que pase por el punto P(1, —2).

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion

Descripcién Se pide determinar la posicion relativa de vapases de rectas, siguie
do varios métodos. Ademas, se pide el punto desetteion en el caso de que las 1
tas sean secantes.

Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 61.

Fi] Determina la posicidn relativa de los siguientes pares de rectas, estudiando la
proporcionalidad de las vectores directores y la de los coeficientes de la recta en
forma general, antes de iniciar la resolucion del sistema. En los casos en gue sean
secantes, determina el punto de interseccion:

ajr: 3x+2y—1=0 s S5x—y+7=0
blr: 2x=3y+7=0 s —dx+6y=0
c)rBx—2y+2=0 s —dx+y—=1=0

ecC-
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Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Calculo del angulo que forman dos rectas secafAtismas, previamente
es necesario calcular las ecuaciones de las remtasierta informacion.
Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 61.

FIl Dados los puntos A(0, —3), 81, 5}, C{—1, 3) y D(1, 0), averigua los angulos gue
determinan las rectas cuyos vectores directores son:

a) AEyCE b) Efy_éﬁ

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion A partir de unas rectas con parametros, se pidaleulo de estos para-
metros para que esas rectas cumplan ciertas a@stcés como pasar por un punto o
ser perpendiculares entre si. Es una complejidgdmuaie los ejercicios de 4° ESO.
Eiemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 61.

X T :
FE] Dadas lasrectasriax— 2y +7=0ys: - % halla a y b sabiendo que las

rectas son perpendiculares y que r pasa por el punto F(—1, 2).

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcidn Calcular la distancia entre una recta y un puriiando ese punto pueden
darlo directamente como dato o, por ejemplo, sertéaseccion entre otras dos rectds.
Ejemplo: Tema‘Geometria”. Pagina 63.

=3 -2\
=X
lasrectas s: 2x+3y—1=0y t:x+y+2=0.

F Calcula la distancia de la recta r: A € R al punto de interseccion de

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Calcular la distancia entre dos rectas que sagaigias.
Ejemplo: Tema‘Geometria”. Pagina 63.

Bl Calcula la distancia entre la recta r: 3x — 4y + 6 = 0 y una paralela a ella que dista
3 unidades del origen de coordenadas (dos soluciones).

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Consiste en obtener las coordenadas del puntétrstm a otro punt@
cualquiera, respecto a una determinada recta. Banpaieden preguntar por la recta
gue sea simétrica respecto a una determinada recta.
Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Paginas 68 y 69.

EF] Halla las coordenadas del punto simétrico al punto P(2, 2
respectodelarectax—2y—5=0.

Il Calcula la ecuacion de la recta simétricade r:x +y—1=0
respectodelarectas:x—2y+3=0.

Actividad: o Ejercicio m Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Consiste en utilizar simetrias para obtener $ices de una figura g¢
omeétrica (triangulos y cuadrilateros), para luegdipcalcular areas o perimetros.
Ejemplo: Tema“‘Geometria”. Pagina 69.

3%

EE Caleula el perfmetro del cuadrilatero ABCD si A = (3, 4); Bes
el punto simétrico de A respecto de la bisectriz del primer
cuadrante; C, el simétrico de B respecto del eje de ordena-
das, y D, el simétrico de C respecto del eje de abscisas.
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3.5.Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2° Badlerato [8]

Las unidades didacticas mas relevantes que sentEmeuenta de este libro de
texto son dos, que se llamdheometria en el espacio (1)y “Geometria en el espacio
(IN” . El hecho de que sean dos las unidades dedicadast@es, rectas, posiciones
relativas y distancias, deja claro que el pesc®ateBachillerato es muy grande, ya que
es practicamente en este curso cuando se estuthalaoGeometria en el espacio.
Ademas, el paso de geometria en el plano al esgaie que entre en juego el plano,
también para las distintas posiciones relativaarg fas distancias.

Tabla 17. Ejercicios, problemas y cuestiones tipae2° Bachillerato

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Consiste en calcular la ecuacion de la rectaifende sus formas concre-
tamente o en cualquiera de ellas) partiendo déadieformacion inicial: paso por dos
puntos, paso por un punto y segun un vector direpgrpendicular a un plano y que
pase por un punto concreto, paralela a otra reptarm y que pase por un punto...
Ejemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (I)’Paginas 290 y 293.

B Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(7, —5, 2)
y que tiene la direccion del vector k.

[ Calcula la ecuacion vectarial de una recta que pasa por el punto P(3, -2, 1)
y es perpendicular al planox =3y + 2z =10 = 0.

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Consiste en hallar la ecuacion de un plano gsa par tres puntos, o que
contiene a una recta y pasa por un punto conareage pasa por un punto y cuya di-
recciéon viene determinada por dos vectores, o qagene a dos rectas...
Ejemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (I)’Pagina 293.

il Determina la ecuacién general del plano que pasa por los puntos A(3, 0, 0},
B(0, —2, 0) y C(0,0, 1)

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcidon Determinar si una serie de puntos del espaci@mpecen o no a una rec-
ta, utilizando para ello alguna de las ecuaciosasleadas.
Ejemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (I)’Pagina 296.

E Dada la recta de ecuacion: (x, y, 2) = (—3, 2, 1) + A(1, -1, 2),
determina si los puntos A(—2, 1, 3), B{—1, 0, 5), €(3, 1, 3)
y D(—5, 4, —3) pertenecen a ella.

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcidon Se pregunta por el punto de corte con los plasosdenados para una
recta que pasa por dos puntos, aunque podria leatete directamente la ecuacion,
Eiemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (I)’Pagina 296.

EH Dados los puntos A(2, 6, —3) v B(3, 3, —=2), determina los
puntos en que la recta que pasa por Ay B corta a los planos
coordenados,

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcién Analizando una serie de ecuaciones paramétneasi representan a yn
punto, una recta, un plano o todo el espacio tedsional.
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Eiemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (I)’Pagina 297.

i Diqué representa cada una de las ecuaciones siguientes:

al IX= X c) | x=1 e) | x=1+x+3n
y=3 y=2k y=2+2\+ 2p
lzﬁ,\ z=3 Z=3 +3N+p
B) | x=1 d |x=k+n £) | x=\
y=2 y=h y=p
2=3 z=p g

Actividad: o Ejercicio o Problema m Cuestion o Situacion
Descripcion Se pide completar una tabla a modo de resumda t@®ria vista en las
paginas anteriores, para ver como puede conocepEssicion relativa de dos planos
Eiemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (II)"Pagina 304.

il Completa la tabla siguiente:

rango (M) rango (M*)  Solucion delsistema  Posicion de los planos
2 Secantes
2 Incompatible

1 1

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Se presentan dos ecuaciones de planos con pavsardesconocidos y se
pide determinar el valor de los mismos para quelesos cumplan ciertas condiciones
como, por ejemplo, que ambos sean paralelos.

Ejemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (Il)"Pagina 304.

Bl Determina los valores de m y n para que el plano —9x +my —12z—10=0y el
3x —y+nz—m = 0 sean paralelos.

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Determinacion de la posicion relativa de paréj@aglanos o de tres pla-
nos diferentes, pudiendo incluir la dependenciavdler de ciertos parametros.
Eiemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (II)"Pagina 304.

Bl Determina las posiciones relativas de los siguientes planos:

a) m: 3x—2y+3z=—-4

L y=z

b) m:xt+tyt+tz=2
Ty X +2y+22+4=0

Actividad: = Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcion Determinacion de la posicion relativa de parejasectas (cuyas ecug-
ciones corresponden al espacio), pudiendo inciugtdpendencia del valor de cierfos
parametros.

Eiemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (Il)"Pagina 313.

ﬂa?bados los siguientes pares de rectas, determina su posicion relativa:

J al _
ng',& Sl-3x+2y z =0
Sl Al “lax +4y—7z+2=0
z= 2\ T
b)
=By 3 [ x+y+22+7=0
S da st -yt 2+8=0
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Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Determinacion de la posicidn relativa entre w@a y un plano.
Eiemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (II)’"Pagina 316.

[l Determina las posiciones relativas de las siguientes rectas y planos:

a)
N=2—=N
iy r=4a-+t5A yelplano mix-+5y—7z+14=0
z=3
b)

. [3x4-y—fz=0 yelplano m2x—2y =35
Sx—yt+tz=2

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcidon Determinacion del angulo que forman dos planoglano y una recta
dos rectas.

Ejemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (Il)"Pagina 319.
£l Determina el angulo que forman las rectas:

x=3+2\
r{y=2+x s:{ii_y_t:z__gs_o
z=-3+2) X8

Actividad: m Ejercicio o Problema o Cuestion o Situacion
Descripcién Calculo de diferentes distancias en el espaciteedos puntos, de U
punto a un plano, de un punto a una recta o eettas que se cruzan.
Ejemplo: Tema“‘Geometria en el espacio (Il)"Pagina 325.

iE Calcula la distancia entre larecta r: (x, y, 2) = (0, 1, 1) + A(2, 2, — 1) y el plano:
modx+4y—22—-7=0
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Capitulo 4
Resultados

En este capitulo se presenta un analisis de loeskpen los tres capitulos ante-
riores. El objetivo consiste en analizar el cordeny los criterios de evaluacion del
curriculo relacionados con el aprendizaje de las@ones de la recta en Primaria, ESO
y Bachillerato, viendo la evolucion de los distmtdescriptores que se han utilizado,
para poder compararlos con la informacion obtedeldos libros de texto. También se
compara el proceso de ensefianza con un libro del,s&lementary Geometry for
Teachers”[9], para ver otros enfoques de ensefianza pangelo tema.

Asi pues, el capitulo cuenta con dos seccioneta pnimera se estudian las au-
sencias y presencias en el curriculo y en losdibetexto, ya que se considera necesa-
rio ver la continuidad o saltos en los descriptgres los libros, mientras que la segun-
da se centra en la coherencia entre los libroexde ¥ el curriculo.

4.1.Ausencias y presencias en el curriculo y en los llds de texto

En esta primera seccion se hace un andlisis makkadet de la continuidad de los
contenidos que se consideran necesarios parauelieste las ecuaciones de la recta.
Para ello se analizan los descriptores utilizadomg Capitulos 1 y 2, para ver su evo-
lucion durante la Educaciéon Primaria, SecundagiBachillerato.

En primer lugar, se sefiala que la informacion codéeen los descriptoréRe-
solucion de problemasy “Medios tecnoldgicos: representacion y analisipfocede
practicamente del Bloque 1, por lo que permanegéetippmente constante a lo largo de
todos los cursos. Como excepcion en el tercer diel&ducacion Primaria se introduce
el uso de la calculadora para la resolucion delenads y en 2° ESO se estudia la utili-
zacion de calculadoras gréficas o de programasnidfiicos adecuados para la repre-
sentacion grafica y el analisis de funciones.

Por otra parte, los cuatro descriptores restaimtesigstran una evolucién y saltos
en los contenidos de un curso a otro. Con el fiammdizar los resultados, se resumen
los contenidos mostrados en el Capitulo 1 en ldaTEbque aparece a continuacion.

Se debe destacar que en la tabla solo se han qoatenos contenidos de la ra-
ma académica de 3°y 4° ESO y el Bachillerato éadtas y Tecnologia. Esto se debe a
que la rama de matematicas aplicadas en la ESOBadkillerato de Ciencias Sociales
no aflade ningun contenido adicional para el estiglilas rectas, mas bien al contrario,
ya que algunos contenidos no son ni tan siquidtalieslos en estas opciones. Ademas,
como la ensefianza durante el Practicum Il en 4° &Sgara las mateméaticas académi-
cas, parece mas relevante el andlisis Unicamerdgstdeama.
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DESCRIP-

3*"ciclo de
Primaria
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Tabla 18. Resumen de los contenidos del curriculo ¢éas diferentes etapas

TORES

Algebra y
operaciones

Proporcionalidad
directa

Porcentajes.

Proporcionalidad.

Proporcionalidad
directa.

Operaciones.

Analisis de
funciones:
ecuaciones y
posiciones
relativas

Posiciones relativas

Representacion

grafica: sistema

de coordenadas
y vectores

Nameros.

Orden numeérico.

Situaciéon en el
plano y en el es-
pacio.

Sistema de coor-
denadas cartesia-
nas.

Gréficas sencillas.

Razén y propor- Jerarquia de lasParalelismo y per- Nimeros negati-

cion. operaciones.

pendicularidad.

VOS.

Magnitudes direc- Iniciaciéon al len- Concepto de fun- Ordenacion en la

tamente propor- guaje algebraico.
Operaciones conAnalisis y compa- Sistema de ejes

cionales.

cion.

Constante de pro- expresiones alge- racién de gréficas.

porcionalidad. braicas sencillas.
Razén y propor- Jerarquia de la
cion. operaciones.

Magnitudes direc- Operaciones col
tamente propor- expresiones alge
cionales. braicas sencillas.

Funciones lineales
Pendiente de I
recta.

Pasar de represel
tacion grafica a

Constante de pro Sistemas de do ecuacion de e
porcionalidad. ecuaciones linea rectay viceversa.
les con dos in-
cognitas.
Métodos de reso
lucién: algebrai-
co y grafico.
Jerarquia de lasModelos lineales
operaciones. mediante: tabla,
Transformacién representacion
de expresiones grafica y expre-
o algebraicas. sion algebraica.

Operaciones ele-Expresiones de la
mentales con po- ecuacion

linomios.

recta real.

coordenados: re-
presentacién de
puntos.

Pasar de repre-
sentacion grafica
a ecuacion de la
recta y vicever-
sa.

Jerarquia de ope Ecuaciones de i Representacion

raciones.
Manipulacion de
expresiones al

gebraicas.
. Resolucion de
problemas me-:

diante ecuacio-
nes y sistemas.
Inecuaciones  de
primer  grado.
Vista grafica.

de la
recta.
recta.
Paralelismo, per:

pendicularidad.

de nimeros en la

recta real.
Coordenadas.
Vectores.
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Resolucion de Funciones realesRepresentacion
problemas me- de variable real. grafica de fun-
diante ecuacio- Polindmicas. ciones.

nes e inecuacio- Interpretacion geo- Vectores libres en
nes. Interpreta- métrica de la de- el plano. Opera-

cion gréfica. rivada de la fun- ciones geométri-
1° Bachiller Método de Gauss ci6n en un punto. cas.
(Ciencias y — para sistemas de Recta tangente y
Tecnologia) ecuaciones linea- normal.

les. Geometria métrica

plana. Ecuaciones

de la recta. Posi-

ciones relativas de

rectas. Distancias

y angulos.
Sistemas de ecu: Ecuaciones de i Vectores en el
ciones lineales rectay el plano er espacio tridi-

Método de el espacio. mensional. Ope-
2° Bachiller Gauss. Posiciones relati- raciones.
(Ciencias y — vas (incidencia,

Tecnologia) paralelismo y

perpendicularidad
entre rectas y pla
nos).

El descriptor déProporcionalidad directa” es el mas sencillo de analizar: se in-
troduce en el tercer ciclo de Educacion Primaria pablar de porcentajes y proporcio-
nalidad directa, y se sigue estudiando duranteddéss primeros cursos de Educacion
Secundaria para introducir la razén y la constdeteroporcionalidad. Después el con-
tenido desaparece del curriculo, porque se su@onenhpleta asimilacién por parte de
los alumnos y aunque no sea un contenido explésit@l curriculo, se presupone su
correcta utilizacién en otros ambitos. Como andétacaunque no se haya representado
en la Tabla 18, en 4° ESO para las matematicasadpl vuelve a hacer aparicion la
proporcionalidad directa para la resolucion decajars.

Se puede observar cémo el descriptor/Agebra y operaciones’va evolucio-
nando de manera gradual. Durante el tercer cicladieacion Primaria se trabajan las
operaciones aritméticas para, en 1° ESO comenesiudiar la jerarquia de las opera-
ciones y realizar una introduccion al algebra, oparaciones algebraicas sencillas. En
2° ESO se afiaden los sistemas de ecuaciones $irmaledos incognitas asi como su
resolucion, que seran necesarios para obtener émuno el punto de corte entre dos
rectas, por ejemplo. En cursos sucesivos se valmango el alcance de las operacio-
nes algebraicas asi como la capacidad para manipaolimomios y la resolucién de
sistemas lineales. Por otra parte, en 4° ESO sadirden las inecuaciones y en 1° de
Bachillerato se profundiza en su resolucion traigatambién la interpretacion gréafica.
Finalmente, en los dos cursos de Bachilleratoadmja el método de Gauss para la re-
solucion de sistemas lineales, que sera necesandogb estudio de posiciones relativas
en el espacio entre otros.

El tercer descriptor que se analiza es etAl®lisis de funciones: ecuaciones y
posiciones relativas” El estudio de las posiciones relativas tiene piregsencia muy
homogénea en el curriculo, ya que aparece todoafilos excepto en 2° y 3° ESO; sin
embargo, se debe resaltar que el estudio no esmaen todos los cursos: en los cur-
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S0s mas bajos se estudia de una manera mas mtyigrafica mientras que en los mas
elevados se hace de forma analitica. Ademas, da Bachillerato se estudian posicio-
nes relativas en el espacio analizando planostgsemientras que en 4° ESO y 1° de
Bachillerato se da, exclusivamente, geometria gataelo, por o que se ven posiciones
relativas entre dos rectas.

Por otra parte, el concepto de funcién se introgurc&® ESO, aunque mas centra-
do en la comparacion de graficas, para en 2° EQiermmpezar a estudiar las funcio-
nes lineales, apareciendo por primera vez la eénaig la recta (la explicita, que es la
mas parecida a la forma funcional), con la deftmaile la pendiente de la recta y bus-
cando el paso de formula a gréfica y viceversaclEgos sucesivos se van elevando los
contenidos estudiando mas ecuaciones de la rgiiaamdo, en 2° de Bachillerato, de la
geometria en el plano al espacio. Ademas, en Badgillerato, cuando se introduce el
concepto de derivada, se ve una relacion con laacemes de la recta al estudiar la
interpretacion geométrica de la derivada de laiumen un punto como la pendiente de
la recta tangente a la misma en dicho punto.

El cuarto y ultimo descriptor que se estudia esoalespondiente a l&Represen-
tacion grafica: sistema de coordenadas y vector&’primer paso que se da durante el
tercer ciclo de Educacion Primaria y 1° ESO esido de los distintos tipos de nume-
ros, asi como su ordenacién en la recta real, éoegunecesario para la situacién en un
sistema de coordenadas. Desde el tercer ciclo deaEwn Primaria se introduce el
sistema de coordenadas, asi como la situacionrdesan el plano y gréficas sencillas.
Estos contenidos se trabajan en los cursos susesoiplicando las situaciones de
estudio, con la excepcion de 3° ESO, donde no haynenciéon concreta a este aspecto.

En cuanto al contenido vectorial, se introduce ®&40, asi como las operacio-
nes con vectores, que se van complicando con eldeks cursos. Estos contenidos se
trabajan también durante el Bachillerato, con fardhcia de que en el segundo curso se
realiza un estudio espacial y no en el plano.

Este resumen sirve para percatarse de que el estadas rectas se puede hacer
desde varios puntos de vista. Hasta 3° ESO eliestsdnas funcional y, en consecuen-
cia, se encuentra en el bloque de Funciones diélos de texto correspondientes. Se
comienza estudiando las funciones lineales y afimeslizando la constante de propor-
cionalidad y viendo que ésta definiria la pendietgda recta para, finalmente, estudiar
la ecuacion de la recta como tal. Sin embargoytir pl@ 4° ESO el enfoque es mas ge-
omeétrico y se puede ver que los temas correspaegiee encuentran en el bloque de
Geometria de los libros de texto. Ademas, comorapahto, es interesante sefialar que,
segun lo visto en los libros de texto, este pase kjae se ignore por completo el punto
de vista funcional, como si fueran dos aspectogstps cuando, en realidad, son com-
plementarios.

Es decir, se comienza viendo la recta a partiradeirhicion lineal, analizando la
pendiente como una razon de proporcionalidad, yrol@® un contexto. Sin embargo,
cuando se ve la recta desde el punto de vista ggoméolo permanece la expresion
como tal y los problemas estan practicamente désdoalizados, lo que supone una
pérdida con respecto al enfoque inicial ya queeska pendiente como un simple name-
ro perdiendo su significado dentro de un contexto.

46



Susana Jorajuria Lazaro

Con estas relaciones se puede ver como el estediasdecuaciones de la recta
supone la compaginaciéon de muchos campos dentas deatematicas, ya que involu-
cra gran variedad de contenidos como pueden serofugs, ecuaciones, sistemas de
ecuaciones, representaciones graficas...

Ademas se puede comparar con lo visto en el libfeaber'Elementary Geome-
try for Teachers”[9], un libro orientado a la formacién del profesto para la ense-
fanza segun el modelo Singapur en Estados Unidosl & puede ver la importancia
de entender la pendiente desde un punto de vistaxtoal, estudiando su significado
concreto en cada ejercicio que se propone, y dicaukh, desde el primer momento,
para comparar las posiciones relativas entre daasieDesde ese punto de vista, se rea-
lizaria en primer lugar el estudio de las ecuasgmento-pendiente y explicita de la
recta, partiendo siempre de la definicion de pearidie

Con respecto a otro libro del saber que se cormssigeue se tituldElementary
Mathematics for Teacherqg10], muy relacionado con el anterior, se destataapitu-
lo de especial relevanciaVord Problems”. En éste se habla de la importancia de los
problemas de letraaquellos que estan contextualizados y que soguesvan a surgir
en la vida cotidiana, donde se plantee una sitnaeiél que el alumnado deba ser capaz
de resolver, aplicando para ello las técnicas matieas aprendidas. Sin embargo, en el
Capitulo 3 del presente trabajo, se puede ver guesdibros de texto escasean los pro-
blemas contextualizados y abundan los ejerciciga cesolucion es totalmente mecani-
cay poco novedosa.

4.2.Coherencia de los libros de texto en relacion comeurriculo

Los libros de texto se redactan siguiendo la lagi§h vigente, lo que explica que
haya una coherencia muy buena entre ambos. Sedidopar como los libros de texto
tratan todos los contenidos vistos en el curriemesu afio correspondiente de manera
muy satisfactoria.

Ademas, al utilizar libros de la misma editorial @rsos sucesivos, se tiene la
ventaja de utilizar nomenclaturas idénticas o faoméguales durante la unidad didacti-
ca que pueden ayudar al alumno en el proceso éedipaje. Es decir, ver similitudes
de un curso al siguiente o utilizar la misma mareraxplicar los conceptos se puede
considerar un buen punto de partida para que siredyoueda repasar conocimientos
previos del curso anterior, que le resultan fam@Baantes de profundizar en los mismos
o de afadir nuevos contenidos. Como ejemplo desesfuede ver como los primeros
ejercicios de la unidad didactica, que sirven gmse de lo visto anteriormente, son
practicamente iguales a los del afio anterior.

En cuanto al descript6éMedios tecnologicos: representacion y analisiglie de-
talla lo relacionado con el uso de las nuevas tegias para el estudio de las matemati-
cas, especialmente hoy en dia que la tecnologiagrendizaje empiezan a estar estre-
chamente relacionadas, se ve cubierto completaneentes libros de texto. Hay gran
variedad de ejercicios que recomiendan el uso €l l@s para su realizacion y hay
varias secciones en las distintas unidades did&ctjope ensefian la utilizacion de Geo-
Gebra, software informatico muy interesante parasaidio de las matematicas en ge-
neral y de las funciones y de la geometria enqudati.
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Como unico contrapunto se podria analizar la dificlide mostrar el descriptor
“Resolucion de problemas’Si es cierto que normalmente hay un ejercicioaiés por
cada problema tipo propuesto, donde se intentacex@l mejor procedimiento para su
resolucion. Sin embargo, no hay una seccion espeaibnde se expligue qué meca-
nismos seqguir para la resolucion general de pramerantendiéndolo como procedi-
mientos mentales o estrategias que se puedanragicaalquier contexto.

Finalmente, se puede mencionar que en los libre® de la ESO y los dos bachi-
lleratos de Ciencias y Tecnologias, aparecen mutfagsiones para la recta, haciendo
énfasis en la importancia de memorizar los nomptasorma de las ecuaciones, cuan-
do lo mas importante es que el alumnado sea capattldar aquella que le permita
resolver el problema que se le presente de la manés sencilla posible a partir de los
datos disponibles.
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Parte Il:

Analisis de un proceso de estudio de las ecuacio-
nes de la recta en 4° ESO
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En esta segunda parte del Trabajo Fin de Masterog®mne un pro-
ceso de estudio sobre las ecuaciones de la redaegha puesto en
marcha en un aula de 4° ESO en el marco del Ruractit del
Master.

La propuesta se divide en cuatro capitulos. Emiglgs capitulo se

hace un analisis del contenido matematico de ldashdidactica tal

y como se muestra en el libro de texto de refegerttn el segundo
se estudian las dificultades y los errores prelasilgue se pueden
dar durante el aprendizaje del contenido. En eletecapitulo se

propone un proceso de estudio de la unidad didatticiendo en

cuenta tiempos y actividades.

Finalmente, en el cuarto capitulo se recogen Issltaglos obteni-
dos mediante la experimentacion, gracias a uniomesto pasado a
los alumnos. Se incluye, de igual manera, una gicvide los acon-
tecimientos y una discusion de los resultados.
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Capitulo 5
Las ecuaciones de la recta en el libro de texto deferencia

En este capitulo se presenta un andlisis de ladmglactica del libro de referen-
cia [6] utilizada durante la ensefianza del temaaimciones de la recta que se estudia
en 4° ESO (rama académica), en el Practicum Il gar@, mayor informacion, se puede
encontrar en el Anexo A, y que corresponde cdii@ina 7. Geometria analiti¢aSe
considera necesario un estudio de ese tipo a éadegue el docente elija la idoneidad
0 no de un material para impartir la ensefianza allannos sobre el tema que se deba
tratar.

Para la realizacion de este capitulo también sgileado como referencia el arti-
culo “Analisis ontosemiético de una leccién sobre la auynresta” (2006, Godino,
Font, Wilhelmi) [11], donde se muestra un procedm adecuado para el examen de
una unidad didactica de un libro de texto.

El capitulo cuenta con dos secciones; en la primieralas se hace un estudio so-
bre las matematicas que se estudian en la unididdtaia, mientras que en la segunda
el analisis es mas global.

5.1. Objetos matematicos involucrados

En la primera seccidén de este capitulo se va &aealn estudio de los objetos
matematicos involucrados en el proceso de ensefggmeadizaje del tema correspon-
diente a las ecuaciones de la recta en 4° ESOeRayrae va a dividir el analisis en una
serie de subapartados, siguiendo una configurap@iémica-empirica, que se descri-
ben a continuacién: lenguaje utilizado (verbalfigoa simbdlico), situaciones presenta-
das, conceptos previos y emergentes, procedimi@ntqaiestos, definiciones y propo-
siciones mateméticas y argumentos.

La informacion queda recogida en las tablas 19,3@w es importante tener en
cuenta que no son apartados excluyentes, sinoegugdagionan entre si como se mues-
tra en la Figura 1.

Figura 1. Configuracion epistémica de las ecuacioseale la recta [11]

LENGUAJES

representa /\ representa
SITUACIONES A‘(/ \A CONCEPTOS

soporta representa

resuelven relacionan

PROCEDIMIENTOS soporta DEFINICIONES ¥

\ / PROPOSICIONES

permiten justifican
~Ny

ARGUMENTOS
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Tabla 19. Analisis sobre el lenguaje utilizado eralunidad didactica

LENGUAJE UTILIZADO

Verbal

Vectores vector fijo, origen, extremo, modulo, direcciésentido, coordenada
distancia, vector unitario, vector de posicion, teees equipolentes, vector libr
plano...

Operaciones con vectoresuma de dos vectores libres, suma grafica, pague
mo, producto de un nimero por un vector, combimabiiieal, dependencia o ind
pendencia lineal, punto medio de un segmento, psintétrico, producto escale

sistema de referencia ortonormal, propiedad conmatg distributiva respecto de

la suma, angulo entre dos vectores, perpendicalrid

Rectas ecuaciones vectorial, paramétricas, continua,eign explicita, punto
pendiente, vector normal o vector director de wda;, pendiente, ordenada er
origen, recta vertical y horizontal, posicién rafatde dos rectas en el plano, sec
tes, paralelas, coincidentes, rectas paralelassreerpendiculares...

Tridangulos vértices, lados, equilatero, isésceles, escaleamgangulo, rectangul
obtusangulo, mediatriz, medianas, baricentro...

=

el
an-

O

Gréafico

Sistema de coordenadas cartesignmtos, vectores, representaciones grafica
las operaciones con vectores, rectas...

Posiciones relativas de dos rectas, punto de eatte dos rectas...

s de

Simbdlico

Vectores A(ay,a,), AB, |AB|, AB = 0B — 04, i, i = (u,uy), i+ v, U+ v =
(uy + vy, uy +vy), kit, 4 - v, cos(U, 0)...

SR =a; +t
Rectas 0X = 0A +tu, (x,y)=(ay,a;)+t(u,uy,), teR, {; _ Zl Tt Zl,
- =a; 2

—4 =" Ax+By+C =0,y =mx+n, y—a; =m(x —ay), m, n, tana,
1 2

x=km#+m,Ax+By+k=0...

Tabla 20. Analisis sobre las situaciones presentaslan la unidad didactica

SITUACIONES PRESENTADAS

Vectores y operaciones con vectores

(0]

Situaciones descontextualizadespresentar o calcular las coordenadas de uprv

ect

dado su origen y su extremo, calculo de su moddiculo de distancias entre dos

puntos, calculo del punto extremo conociendo gjerriy el vector, identificacion o
vectores equipolentes y libres, operaciones comokes; identificacion de depe

dencia o independencia lineal, célculo de angualotencion de puntos simétricos...

e
1-
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o Situaciones contextualizadagartiendo de que los puntos son los vérticesrde u
triangulo realizar las calculos de situaciones detsxtualizadas (longitud de los la-
dos como distancia entre dos puntos, puntos medi@slas medianas, calculo de la
medida de los angulos internos, clasificacion defidngulos segun sus lados y sus
angulos...), estudio de la alineacion o no de tregqsu(puede incluir la utilizacion
de pardametros)... Todos ellos escenarios contexaullg referentes a cuestiones
propias de la geometria, y nunca teniendo en cistni@ciones de la fisica o della
vida real.

Ecuaciones de la recta

o Situaciones descontextualizadaemprobar si un punto pertenece a una recta dada
la ecuacién de la misma, hallar puntos, vectorecttires, vectores normales, péen-
diente y ordenada en el origen de rectas a pa&timad ecuacion, obtener la ecuagion
de la recta (de una forma determinada) que cungikrminadas condiciones (pasa
por dos puntos, pasa por un punto y con pendiasriectda, pasa por un punto y
con vector director conocido, pasa por un puntb3dngulo que forma con la parte
positiva del eje de abscisas es conocido), pasan dipo de ecuacion a otra, ...

o Situaciones contextualizadasbtener las ecuaciones de las rectas que contene
los lados de un triangulo de vértices conociddas@cuaciones de mediantes o me-
diatrices, obtencién del baricentro u ortocentratid@ngulo...

Posiciones relativas

o Situaciones descontextualizadastudiar la posicidn relativa de dos rectas jahal
en su caso, el punto de corte, a partir de lascemues, estudiar la posicion relativa
de dos rectas en funcion de uno o varios parame&das rectas, hallar la ecuacién
de la recta paralela o perpendicular a una dadaeypgse por determinado punto,
comprobar si dos rectas son perpendiculares...

Tabla 21. Analisis sobre los conceptos previos y engentes en la unidad didactica

CONCEPTOS

Previos

o Proporcionalidad directaporcentajes, proporcionalidad, proporcionalidackata,
razén, constante de proporcionalidad...

o Algebra y operacionegerarquia de las operaciones, control del lereyalijebraico
y de operaciones algebraicas, resolucion de sisteimaos ecuaciones lineales con
dos incognitas (métodos algebraicos y grafico)...

o Funciones funcion (formula algebraica, gréafica, tablas,.funcion lineal, funcion
afin, pendiente de la gréafica, ecuacion de la réstplicita, aunque sin nombrarla
como tal), pendiente de la recta, ordenada enigérr pasar de representacion
gréfica a ecuacion y viceversa...

o Posiciones relativagonceptos de paralelismo y perpendicularidad.

o Sistema de coordenadas cartesian#ibzacion y representacion de graficos senci-
llos y puntos. Capacidad de ordenar los nUmerdesea
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Utilizacién de medios tecnoldgicos para la repressan v el analisis de funcione
conocimientos de GeoGebra.

Tridngulos elementos notables y clasificaciones segun lectaxisticas de lados
los &ngulos.

y

Emergentes

Vectores vector fijo en el plano, médulo, direccion y sdatde un vector, vectc
unitario, vector de posicion, vector equipolentgegtor libre, distancia entre d
puntos.

Operaciones con vectoresima de dos vectores (grafica y analitica), petudde un
namero por un vector, combinacion lineal de vectodependencia e independen
lineal, punto medio de un segmento, producto esgatalculo del angulo entre d«
vectores.

Ecuaciones de la rectaectorial, paramétricas, continua, general, eXgliy punto
pendiente.

Problemas de incidenciaalculo analitico de la posicion relativa de destas en e
plano (secantes, paralelas o coincidentes) y oidtenle la recta paralela o perpe
dicular a una dada.

=

S

cia
DS

I
ln_

Tabla 22. Analisis sobre los procedimientos propuéss en la unidad didactica

PROCEDIMIENTOS PROPUESTOS ‘

o O O O

Contextualizacion de enunciados descontextualizados
Descontextualizacion del enunciado del problema.
Identificacion de vectores equipolentes y determiorade vectores libres.

Operaciones entre vectores de manera analitioa sy €aso, comprobacion grafica

de la veracidad del resultado.

Utilizacién de vectores y rectas para el estudiomé&iangulo: medida de los ladc
de los angulos, clasificacion del mismo con respadbs dos parametros anterior
obtencién de medianas, alturas...

Obtencién de la ecuacion de una recta que cumpdendi@adas caracteristicas,
niendo en cuenta seis tipos diferentes de expresida la ecuacion.

Extraccion de informacion sobre una recta dadaua@on.

Estudio de la posicion relativa de un par de reatpartir de las ecuaciones corr
pondientes, mediante el estudio de las pendientessgrdenadas en el origen.

Obtencidén de rectas paralelas o perpendicularés aada.

S,
€s,

[e-

2S-
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Tabla 23. Analisis sobre las definiciones y propasones matematicas de la unidad
didactica

DEFINICIONES Y PROPOSICIONES MATEMATICAS

Vectores y operaciones con vectores

o Un vector fijo del planoAB, es un segmento orientado con origen en el purgg A
extremo en el punto B.

0 Los elementos de un vector fijo son:
* Modulo de un vector es la distancia que separaaigan de su extremo. Se re-
presenta pofAB|.

» Direccion de un vector es la direccion de la recta pasa por su origen y por|su
extremo y la de todas sus paralelas.

» Sentido de un vector es el que queda determinadadakde el origen al extre
mo.

\v
1

0 Las coordenadas del vector de origen el puhie,,a,) y de extremo el punt
B(b4, b,) son las del extremo menos las del origen. Es:decir

E = (bl - al,bz - az) .
o El médulo de un vectodB calculado a partir de las coordenadas de su ogighn
su extremo efAB| = /(b; — ay)? + (b, — a,)>.

o La distancia entre dos puntos cualesquiera P y guede calcular como el médulo
del vector que formanl(P, Q) = |PQ]|.

0 Si|AB| =1, el vectordB es unitario.

(@)

0 Un vector de posicion es cualquier vector fijo ¢eega como origen el origen de
coordenadas. Las coordenadas de un vector de@osizinciden con las coordena-
das de su extremo.

o Dos vectores fijos no nulodB y CD son equipolentes cuando tienen el mismo
mobdulo, la misma direccion y el mismo sentido. Destores equipolentes tienen
las mismas coordenadas.

o El conjunto formado por todos los vectores equipiele a un vector fijo dado se
denomina vector libre. Se representaipor

o Para hallar las coordenadas del vector suimay se suman las coordenadas| de
U= (u;,uy) conlasder = (vq,v,), U+ v = (uy + vy, Uy + vy).

o Para hallar las coordenadas del veétorse multiplican las dos coordenadasude
pOI’ kkﬂ = k(ul, uZ) = (kul, kuZ)

o Dos vectoresi y 7 son linealmente dependientes si tienen la mismecddn. En
este caso, sus coordenadas son proporcionatesv.

o El vectorw es combinacion lineal de los vectoiey ¥ si se pueden encontrar dos
nameros realea y b, tales quew = au + bv. Se dice que los vectoras v y w
son linealmente dependientes.
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Las coordenadas del punto medio M de un segmentsohB:ombinacion lineal de

las coordenadas de sus extremos (@i, a,) y B(by, by): M (%bla'%bz)

El producto escalar de dos vectores libres esraentl que resulta de multiplicar los
modulos de ambos vectores por el coseno del aogdorman, es decir:

u- v = |ul|v| cos(u, v).
El médulo de un vector también se puede definiratioh= v - u.

La suma de dos vectores es otro vector. Sin empatgaroducto escalar de dos
vectores es un numero.

El producto escalar de los vectotes (uy,u,)y v = (v4,v,) €S:
1_1'17=u1'v1+u2'172.

El coseno del &ngulo que forman los vectares (u,, u,)y v = (v4, v,) €S:

17,17 ul'vl‘l‘uz'vz

[allol JuZ +uZ Jv? + v2

Dos vectores no nulos son perpendiculares cuangoosiucto escalar vale cero.

cos(u,v) =

Ecuaciones de la recta

La ecuacion vectorial de una recta que pasapey, a,) y tiene por vector directar
u = (uq,uy) €s:

(x,y) = (ay,a;) + t(uy,uy),cont € R.
Las ecuaciones paramétricas de la recta que pas&(pga,) y tiene por vector
X = al +t u1

y=a,+tuy dondet € R.

directoru = (uq,u,) son{

La ecuacion continua de la recta que pasadfag, a,) y tiene por vector director
u= (ul, uz) eSZx_al = w

Uy Uz

La ecuacion general de la recta es de la fordvas By + C = 0. El vector
n = (4, B) se llama vector normal y es perpendicular al veditector de la recta.

Al despejar y en la ecuacion general se obtierezl@cion explicitay = mx + n;
m es la pendiente de la recta y representa la temgehangular que forma la rec-

ta con la parte positiva del eje()m =tana = %) n es la ordenada en el origen y
1
representa el punto de corte de la recta con eleeggdenadas = 0.

La ecuacion punto-pendiente de la recta que pasel pantoA(a,, a,) y tiene por
pendienten esy — a, = m(x — a,).

Las rectas verticales tienen pendiente infinitabysa pueden expresar con las ecua-
ciones habituales. Son de la formea k.
Posiciones relativas

Sean dos rectas r y s, cuyas ecuaciones genei@es: 4x + By+C =0y
s:A'x + B'y + C' = 0, para determinar la posicion relativa entre angmpuede
utilizar el siguiente criterio:



Susana Jorajuria Lazaro

. , . A B

* Son secantes si # m', es decir, st # —.

» Son paralelas si = m’, peron # n', es decir,
e Son coincidentes s = m' yn = n’, es decir,

o Dada la recta de ecuacion genetaH By + C = 0, todas las rectas paralelas a ella
tienen por ecuaciomx + By + k = 0, dondek es cualquier nimero real.

o Dada la recta de ecuacion genetal+ By + C = 0, todas las rectas perpendicula-
res a ella tienen por ecuaci@x — Ay + k = 0, dondek es cualquier numero real.

Tabla 24. Analisis sobre los argumentos presentades la unidad didactica

ARGUMENTOS

o Comprobacion de las propiedades en casos pargsular
o Justificacion de las propiedades utilizando elemggenéricos.

o Utilizacidon del estudio vectorial para introducar écuacion vectorial de la recta y
deducir, a partir de ella, el resto de las ecuasate la recta.

o Justificacion de la posicion relativa de dos reti@sandose en las pendientes y las
ordenadas en el origen de ambas.

5.2.Andlisis global de la unidad didactica

En esta seccion se realiza el analisis global denidad didactica con el fin de
identificar su objetivo y la estructura de su cgufacion didactica. Ademas, se puede
observar que el formato de todas las unidadestitidaael libro de texto de referencia
[6] es muy similar, lo que ayuda al estudio potedel alumno.

La presentacion de la unidad didactica se haceamtdel uso de una doble pagi-
na, donde se enumera el capitulo correspondiente gusu titulo en la parte superior
izquierda, como se puede ver en la Figura 2. Adesg&sprovecha el espacio para
enunciar un problema contextualizado que se pusatga al dia a dia y que tiene rela-
cion con el tema que se esta estudiando. En estecoacreto se relacionan los vectores
con el billar, poniendo al alumno en situacion gmefrente a una mesa de bilar y ex-
plicando como utilizar los vectores a su favor.

Tras esta introduccion, el capitulo tiene cincage®es principales numeradas in-
dependientes, de manera que cada una de ellas ocapoble pagina. Los titulos de
las mismas son los siguientes: (1) Vectores fijobres en el plano, (2) Operaciones
con vectores. Combinacion lineal, (3) Producto lesade dos vectores. Aplicaciones,
(4) Ecuaciones de la recta, (5) Problemas de incide

El esquema que siguen estas secciones que ocupigncdea es idéntico y se ex-

plica a continuacioén. La teoria explicada, condesposiciones matematicas y junto a
los ejemplos se encuentra en la parte mas impertinta cara, dejando el margen libre
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para anotaciones que se ejemplificaran més adelBsta teoria ocupa la pagina iz-

guierda y la mitad de la pagina derecha en todosdsos y suele contar con la presen-
cia de subapartados, segun el aspecto de intee2segtrate, para ayudar a distinguir

unos conceptos de otro con facilidad. Se puedévenria o explicaciones seguidas de
las proposiciones que, para que el alumno prestenayor atencion a su importancia,

aparecen sombreadas en amarillo. Siempre hay mplejelespués de una proposicion

para aclarar el significado de la misma, como pwedse en la Figura 3.

Figura 2. Presentacion de la unidad didactica (pal34-135) [6]

Los vectores y el billar

Has gl

matemticaments mapnitades oY hallsr o
comols foerza, b sceleraciéa? el dmgulo quelormar?  wma

i i .
Woenagas de un vectior dado por dos puntos

L as coordenadas del vector de origen el punto Al 0 ) y de extremo el punto Blb,. b, )
son las del extremo menos las del ongen, Es decir:

‘.'_B=(b1'a1r'h1'd1j

v Calcula las coordenadas del vector AB de origen A{3, —1) y de extremo
B-1.2)

Fl vector AB tiene como coordenadas: AB ={-1- 3,2 - (-1))=(-4, 3)

Para finalizar la seccion, en la parte inferiolalpagina derecha siempre aparece
una zona recuadrada donde se encuentran las adwgigpropuestas que guardan rela-
cion con la teoria explicada en la parte inmediatamanterior, como puede verse en la
Figura 4. Suelen aparecer entre seis y ocho aatlesly los ejercicios se basan en los
ejemplos vistos anteriormente, aunque también exziénte ver actividades resueltas
donde se explica cémo hacer un tipo de ejercic® spipregunta a continuacion. Un
ejemplo de este caso también se puede ver enuaaHg concretamente el ejercicio 2.
Es interesante ver que estas actividades estanradasede manera correlacionada en
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todas las secciones de la unidad, de manera quéaplun ejercicio 2 en todo el tema,
lo que induce a menor confusion a la hora de manmdanrregir ejercicios. Otra anota-

cion de interés que puede hacerse con respectasaaesividades es que su complejidad
viene expresada mediante un grafico de sectorestres dificultades diferenciadas

mediante uno, dos o tres sectores. Normalmentenigplicacion maxima en este apar-
tado es de solo dos sectores y solo hay uno ejdascios de este tipo por seccidn, ya
que la finalidad de estos ejercicios es compreladigoria.

Figura 4. Ejemplo de actividades para la seccion oespondiente (p. 137) [6]

1. Calcula las cooidenadas de las v, Calcula el médulo del vector Al en cada caso.

™ vectores Al , BC y CA a) Origen A(-1, 05 y extremo B3, 5)

b) Origen A(T, —4) y extrema &(-2, 3)

5. Identifica los wectores Y] ¢ 0
equipotentes de la imagen |y g
SUELTA y los vectores libres gue /": i "",
determinan. A R 2
1. Las coordenadas del vector libre & son (-5, 4), v las del g . s
origen A de uno de sus representantes, (4, -6). Calcula las f
mn:d?nad‘j; del extremo 8 de ese representante. & Calcula la distancia entre los puntos:
OB =0d+ Al = — (. —B)4 (-5 &)={- /] = -
06 =084 AB=2 08=(4, 6+ 5. ) =1-1—7) A A5, -3 y BlL 1) b C1-2, 3}y D(-1,-4)

Po tanto, 1as coomdenadas de & son (-1, -2
7. Los wértices de un tridngulo son A(3, 5}, B(10, 0) y C{4, -1).

C aiy 4, . e mie Foe )
. Las coordenadas de un punto £ son (1, 3), y las del vector a) Calcul o vectores que forman cada lada

N PG, (-2, -2). Calcula las coordenadas de Q y de QP. b) Halla L tongitud de cada lado

A continuacioén se analizan los margenes de estafoses, donde se pueden en-
contrar anotaciones de tres tipos diferentes, ceenmuestra en la Figura 5. La primera
de ellas se denomiri&abias que..."y, en ella, se contextualizan los conocimientas qu
se explican con situaciones reales donde puedatesdilidad o se mencionan matema-
ticos célebres por las aportaciones que han hdatenpo. La segunda consiste en en-
lazar a la paginésmSaviadigital.com”para la realizacion de ejercicios relacionados via
informatica, incluyendo la posibilidad de utilizelr programa GeoGebra. La tercera y
tltima se denominalen en cuenta’y es la mas relacionada con la teoria que se esta
explicando, ya que suelen ser conclusiones e igigase extraen a partir de la seccion
del tema correspondiente.

Figura 5. Ejemplos de anotaciones en los margengs( 136 y 143) [6]

@ i GaeaGeby | Ten en cuenta
Lo vecTores son esencules en fisica F .
y b clencias S il pata Entra en ﬂnhﬂlld_lgﬂul com | elistancia entre dos punios
reprasEntar cudlguier magndiud y ret i wectneed Mo y B cualesquiera Py 0 so puede calcular
que, sdamds de un valor, [ene covmn ¢ mdichialo deel voetnr gue fotmar
direccida y santido, como la 0 dP gl= A
velocidad, la acoleracian o La Tuesi
& smSaviadigial.com | Ten en cuenta
i Cosmprueba o g has T Lay rectas verticales Honen pendionie
aprendico a o Largo ge L amnidaa nlinina y P & |“|"'|"" FRjWELET

GO RS S iaEE sy ||||-|I LTRSS
Son de la farma x = &
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Hasta aqui se ha explicado el esquema que sigs@inizo secciones principales
de la unidad didactica, que aparecen numeradas todas ellas idénticas a excepcion
de los contenidos. Pero la unidad didactica tigresssecciones igualmente importantes
y que estan presentes en todos los temas del 8keroitan a continuacion y, a pesar de
no estar numeradas en si mismas, se les adjudimanuero identificador para indicar la
sucesion de las mismas: (6) Organiza tus idead@}p.{7) Actividades clave (p. 147),
(8) Actividades (pp. 148-151), (9) Ponte a prughya (152 y 153). En los parrafos si-
guientes se realizara un breve analisis de lasotsta de cada una de estas secciones.

La secciort'Organiza tus ideas”ocupa Unicamente una cara y sirve de resumen
de las férmulas o ideas claves vistas en toda i@adndidactica. En la misma se ven
cinco apartados, uno por cada una de las cincaosescprincipales, tal y como se pue-
de apreciar en la Figura 6, donde se muestra elspmndiente &/ectores del plano’

Figura 6. Ejemplo dentro de la secciéfiOrganiza tus ideas”(p. 146) [6]

Médulo: AB = (b, —a) +(b,-a,)

Direccitn: la de la recla que pasa por ——

¥ SU ONgen ¥y por Su exinems P
Sentido: el correspondiente a ir de su

Orgen a su extiremo

Origen: Ao, 0,) Todos los vectores equipolentes a un

Extremo. B(b_ b ) veclor Hjo

orde AR =(b .. b -0)
Coordenadas: A8 = (& 1 ;

Viene seguida de la seccitactividades clave’, donde se muestran cuatro ejer-
cicios de una complejidad superior de los vistagadhal momento y que también ocupa
Gnicamente una cara. Son ejercicios resueltos,edsadxplica paso a paso el procedi-
miento que se debe seguir para resolver problemasealtipo, ya que es la primera vez
que se proponen.

La siguiente seccion correspondeActividades”, que tiene una extension de
cuatro caras y cuenta con un total de 64 ejercfmopuestos, alguno de ellos ya resuel-
tos. Se presenta una division en tres grupos, qdeda primera de ellas subdividida en
cinco apartados, tal y como se muestra en el sigruesquema:

o Ejercicios para practicacomo su propio nombre indica, su finalidad espra
ticar lo visto en las cinco secciones de teoriaoy,tanto, son muy similares a
los vistos en el apartadéctividades” correspondientes a cada seccién vy, por
eso, también estan divididos en grupos similardiclaas secciones. De esta
manera, los ejercicios estan clasificados segliadda necesaria para poder
resolverlos. Dentro de cada subapartado la cordptejya de menor a mayor,
aunque nunca alcanza un nivel tres de dificultace gorresponde con el
maximo.

» Coordenadas de vectores y equipolencia.
» Operaciones con vectores y dependencia lineal.
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* Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas.

» Actividades de sintesis: este subapartado es et wiierente a los ante-
riores ya que los ejercicios son mas complicaduig de dificultad dos o
intermedia, y no se marca de manera explicitaddaenecesaria para re-
solverlos ya que pueden ser necesarias mas desmaaniienta, en contra-
posicion con lo que ocurre en los subapartadosiargs.

o Problemas para resolvesomo su nombre indica son problemas contextuali-
zados con situaciones comunes. Todos ellos presant@nunciado que hay
gue descontextualizar para obtener la informacenesaria para la resolucion
de los mismos. La dificultad también es graduarygeste caso, si se ven pro-

blemas de dificultad maxima.

o0 Actividades para pensar masomo se puede intuir, son los problemas mas
complejos dentro de la unidad didactica, todosseatiarcados con una dificul-
tad de nivel tres (a excepcion de uno de nivel.dddegmas, todos ellos son

problemas contextualizados.

La ultima seccion del libro se denomitfonte a prueba”y ocupa dos caras.
Empieza con un problema resuelto tituld8duacion del punto limpio”y es una situa-
cion contextualizada donde se deben utilizar lasteridos explicados en la unidad
didactica y se explica paso por paso el procedimianseguir. La siguiente situacion
también es contextualizada y se denomi8wgperficie de un huertoy hay preguntas de
eleccion multiple y otras de resoluciéon numéridaalnente, se puede ver una autoeva-
luacion de ocho preguntas cuyas respuestas sergrasuel final del libro y que se

muestra en la Figura 7.

Figura 7. Autoevaluacion de la unidad didactica (p153) [6]

AUTOEYALUACION

q
1. Calcula el vector resultante on cada caso
o) 306, 3) (5, ~8) - 612, 1)
bS8, <204 (-1, 10

e 3 -6, 1) - & -3, -2

1, Cadoula Bas conrdenadas del oxtremo § en los sigulentes casos;

a) El wecior PO es 15, 3y M1, 1)

b 1 vector PO es (-2, 8) y P-2,—4)

.. Estudia 5i son perpendiculares los vectores e indica el angu-

lo e forman,

& =[-8 y¥

b} = (- Ty ¢ =[2,-1)
dd ==Lo)yF =[2 T}

. Comprueba 5l las sigubenies rectas pasan pod el punta (3, - 3)
|r=%+2
B)fus - fy -6 b} 1 1
3
e wan wocror die diseccion y otro moemal do cada una de la

5. Escribe todas las formas posibles de Ta ecuacikin de a recta

gue pasa por los punios A(9, &) y B(8, 1).

v Calcula la ecuackhn general de La recla que pasa por el ol

g=n da coordenadas y:
a}bs paranlets & B recti r I : ":*.:
|

b) Es perpendioular @ la ecta o <25 &y

Estudia |a posicidn relativa de las rectas:

alnx=-grbalys Jx—&y+ 2 =]

bl dx + 6+ 12=0y s dx+ Iy« D=0

En #l caso de gue sean secantes, indica las coordenadas de s
punto de intersaccidn

Do @l trikogulo de viitices conacidos A5, 23802, 1)y
cir. 2%

a}Calcula las coordenadas de los puntos medias de sus la
dis

b Hallin s medicia de s fados y del dnguls A

) Calcul by ecumcian de ln mediana qus parke del vlrlice A

Para finalizar este capitulo, se hace un analsisréh cuestion observada en la
parte tedrica de la unidad didactica. Se ha via®eq] libro opta por dar las instruccio-
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nes que se deben seguir para obtener un resulbado € fuera una simple receta que
hay que memorizar y luego aplicar, en lugar deieapkl concepto de una manera mas
razonada y contextualizada.

En la Figura 3, se puede ver un ejemplo, en est sada una formula para cal-
cular las coordenadas del vector sin afiadir makcagpn de donde viene ese proce-
dimiento, cuando se podria haber razonado de unarmaiuy sencilla como se mues-
tra en la Figura 8. Asi pues, se podria hacer epi@sentacion grafica con tres vectores:
0A, cuyas coordenadas coinciden con las del pAnt@B, con coordenadas iguales a
las deB y AB, cuyas coordenadas se podrian obtener mediargstéade los dos vecto-
res anteriores.

Figura 8. Explicacion para la obtencion de las codienadas de un vector

Otro ejemplo se ve en la Figura 6, el cuadro resutieefinal de tema, donde apa-
rece la informacion como formulas para memorizeidando el contexto. Por ejemplo,
se muestra la formula para calcular el médulo éetor, cuando parece mas sencillo
recordar que éste corresponderia con la hipoteselsaiangulo rectangulo que forma-
ria el mismo con los ejes, y solo habria que apRi@goras.

Es decir, parece que se busca mas la memorizaeiddrmbulas que la compren-

sion de los conceptos, lo que parece contraprotiigergue la memoria puede fallar
pero entender de manera correcta hace que seasanecmemaorizar.
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Capitulo 6

Dificultades y errores previsibles en el aprendiza de la
unidad didactica

En este capitulo se presentan las dificultades etmres previsibles en el apren-
dizaje de la unidad didactica que se ha analizadel €apitulo 5, que incluye el estu-
dio, por primera vez, de vectores y de operaciguesse pueden realizar con los mis-
mos Y el estudio de diferentes ecuaciones de ta kede las posiciones relativas entre
dos rectas. Para ello, el capitulo cuenta con €osianes correspondientes, respectiva-
mente, a las dificultades y los errores.

La finalidad de este andlisis es anticiparse gptoblemas que puedan surgir du-
rante la enseflanza para buscar una manera ddosvidacuando menos, minimizar su
efecto buscando alternativas. Estas pueden consistiepasar conocimientos previos
que la mayor parte de la clase haya olvidado da&edo la importancia de nueva in-
formacion que pudiera pasar desapercibida.

6.1. Dificultades

Parte de las dificultades van a provenir de comseptevios que se deberian co-
nocer y dominar pero que muchos alumnos puedemagioono haber asentado de ma-
nera correcta en cursos anteriores lo que puedplimamla comprensiéon de los nuevos
conceptos.

Un ambito especialmente peliagudo va a ser elicglado con el algebra, ya que
las rectas se expresan de manera algebraica ycesanie realizar operaciones con las
mismas que pueden crear problemas a alumnos queagan esta practica consolidada.
Se prevén dificultades en las transformacionesxdeesiones algebraicas, en la jerarqu-
ia de las operaciones e, incluso, en el entendimiga qué representaniay lay de-
ntro de las ecuaciones de la recta (son varialdebraicas que pueden tomar infinitos
valores y no un unico valor solucion). También sacgan dificultades a la hora de
resolver sistemas de dos ecuaciones lineales ®@mdagnitas, pese a que es un conte-
nido que se trabaja desde 2° ESO, que va a sesangcpara obtener el punto de corte
entre dos rectas. A esto se afiade la dificultaehtender que el punto de corte entre dos
rectas corresponde con la solucion obtenida delnsegsde ecuaciones correspondiente.

Se puede suponer que parte de los alumnos vagaedificultades relacionadas
con el sistema de coordenadas cartesianos y aepiasentacion de puntos en la mis-
ma, aunque el contenido se introduce en 1° y 2° EfDembargo, se espera que la
dificultad sea facil de sobrellevar y superadadagiente con un breve repaso.

También se anticipan dificultades asociadas alevya@s conceptos que se ven en
la unidad tematica, especialmente con los vectgeegiue es la primera vez que se in-
troduce dicho contenido. Se prevé que no se vaydemder el sentido fisico de un vec-
tor como, por ejemplo, un desplazamiento en losejies a partir de un punto concreto
y, en su lugar, se vea como un elemento numértaetnente descontextualizado. Otra
situacion seria la dificultad de diferenciar entegtores fijos, de posicion y libres, ya
gue pueden resultar muy parecidos en un primer mamé&Jna forma de ayudar a
comprenderlos podria ser llevar una flecha de naadelastico, que haga las veces de
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vector libre, y que se pueda colocar en distinto®qs de la pizarra, sin cambiar su di-
reccion ni sentido, dando asi lugar a distintodores fijos. Esta practica también po-
dria hacerse con GeoGebra y mereceria la penaldiessiiles mas util para los alumnos
la presencia fisica de la flecha o si el softwafermatico sirve de la misma manera.
Por otra parte, también habra complicaciones eodagciones con vectores.

Se predicen problemas especialmente con el enteamdonde la dependencia e
independencia lineal y de la combinacion linealéetores, ya que es un concepto que
requiere cierto grado de abstraccion y no todosllasnos van a poder llevarlo a cabo.
Es por eso que, en la ensefianza de estos concagptogspecialmente importante utili-
zar el apoyo visual, es decir, mostrar graficamepte representan estos conceptos v,
por eso, la utilizacién de GeoGebra va a ser patiente imprescindible.

En cuanto a las ecuaciones de la recta, las mizgdedifde comprender para los
alumnos van a ser la vectorial y la paramétricadibed la presencia del parametrden
este sentido, los alumnos que estudien Fisica Yanest una mayor facilidad porque el
parametro se puede entender como el tiempo queptmatal vector director, que co-
rresponderia con la velocidad, para obtener uroveesplazamiento que se suma a las
coordenadas del punto de origen. Asi pues, tendriazampo relacionado que les ayu-
de en el entendimiento. Esta es una de las dega®mta que todos los alumnos que
quieran cursar el Bachillerato tengan que estddsamismas matematicas académicas,
a pesar de que conceptos como los vectores no wayande utilidad en el Bachillerato
de Ciencias Sociales.

De igual manera, se puede imaginar la confusiGrealque una misma recta se
puede expresar con muchas férmulas que puedeataknénte diferentes entre si y se
prevé la tendencia de verlas como rectas difereB&por eso que convendra no trans-
mitir rigidez a la hora de hallar una u otra ecaadie la recta, haciendo ver que una
misma expresion se modifica, para convertirse e de forma natural cuando se tra-
baja con ella.

Se puede suponer gque la existencia de infinitotorex directores de una recta
vaya a crear problemas, ya que los alumnos est&tuacbrados, en muchas ocasiones,
a problemas de solucion unica. De igual manerareaan el vector normal a la recta,
gue encima afiade la complicacién de entender elepdm de perpendicularidad con la
abstraccion que requiere. Un posible camino sefiaidla perpendicularidad de mane-
ra grafica, lo que simplificaria la comprensidénrgpaespués comprobar con varios
ejemplos que esa definicién coincide con la deajymoducto escalar de dos vectores
perpendiculares da resultado nulo.

En cuanto a las posiciones relativas entre doasegclos problemas de incidencia,
se puede presuponer que la mayor dificultad vagstar en entender que haya infinitas
rectas paralelas o perpendiculares a una dadae sodw al analizar qué partes de la
ecuacion permanecen invariables dentro de unaifadelrectas de este tipo, para cada
una de las expresiones de la recta.

6.2.Errores y su posible origen

Los alumnos cometeran errores debidos a fallosndehento, despistes o por no
comprobar lo que escriben, pero estos no son gaetes para su analisis pues pueden
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ser facilmente solucionados. Los errores que nme@cppan en esta seccion son los de-
bidos a las dificultades explicadas en la seccidarer y, por tanto, de igual manera,
unos proceden de fallos en la consolidacion deapios de cursos anteriores y otros de
la complejidad de los nuevos contenidos.

Se

espera que algunos de los errores que provienkndificultad de haber olvi-

dado conocimientos previos se puedan resolver demaencilla al recordar lo necesa-

rio. Por ejemplo, repasando brevemente los métddagsolucion de sistemas de dos

ecuaciones lineales con dos incégnitas. Ademasyemaja es que este repaso no tiene
por qué ser realizado por parte del profesor eseclsino que puede ser una tarea auto-
noma del alumno que yerre en dichas cuestiones.

Se

o
o

En

En

pueden prever los siguientes errores con oalgetraico:

Incapacidad de despejar correctamente una incégnita

Fallos en las operaciones y en las transformaciahesnipular las expresio-
nes algebraicas.

Resolucion de sistemas de dos ecuaciones lineatesdos incognitas.
cuanto a los vectores se puede adelantar leciépade los siguientes errores:

Confundir direccion y sentido.

No entender que un vector tiene inicio y fin, yidegie el vectordB es el
mismo que eBA. Esto deriva en fallos al calcular las coordenat#asn vec-
tor, ya que muchos haran el inicio menos el finlugiar del extremo menos el
origen.

Calcular el médulo de un punto, lo que no tiengidenen vez del vector.

Fallos en las operaciones con vectores, aunque ssbner que con practica

se pueda superar facilmente.

Una vez estudiado que el punto medio de un segmhtaonA(ay,a,) Y
a1+b1 a2+b2

B(b4, b,), se obtiene comM( R ) decir que para dividir un seg-

i +b +b
mento en tres partes iguales se puede Ha¢et—=* . 1,—“23 2),

cuanto a las ecuaciones de la recta se pueeeer pos siguientes errores:

No ser capaces de obtener puntos de la rectaextndirector a partir de una
ecuacion. Esto provocard errores al intentar pdesama expresion de la recta
a otra.

Confusion en los nombres de las diferentes expreside la recta.

Al escribir las ecuaciones vectorial o paramétrigas los alumnos quieran
darle un valor &, porque ven el parametro como una incognita qberdee-
solver.

Como se ve que la ecuacion generalles- By + C = 0, se veran incapaces
de dar la expresién porque no saben qué &so C.

67



Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiaeacuaciones de la recta en 4° ESO

o La pendiente se estudia este curso de manera nsagrdextualizada y se ve
solo como un namero. Ante la frase de “la pendiestéd que multiplica a la
X" que es solo valida en la ecuacion explicitagdatrecta: 3x + 2y +5 =10
afirmaran sin dudas que la pendiente de la reesa3:

Finalmente, se analizan los errores que puedeir sur@l estudio de las posicio-
nes relativas de la recta, que se listan a cortibna

o No ser capaces de obtener la pendiente y la orded@drigen de una recta a
partir de cualquiera de sus expresiones, para pmmepararlas y determinar
la posicion relativa.

o En la resolucion de un sistema de dos ecuaciomegda®incognitas a la hora
de hallar el punto de corte entre dos rectas. ¥agpse incapacidad por parte
del alumno al haber olvidado los métodos de regmtuz por fallos en el ma-
nejo de las expresiones algebraicas.

Se pueden clasificar los errores en tres tiposrssguorigen: por la dificultad
propia del concepto, por la forma en la que séz@#h ensefianza o por la inmadurez
de los estudiantes, al no corresponder el contaridda edad a la que se esta ensefan-
do. Asi pues, se puede ver que en esta unidadtidal&d@ay una mayor tendencia hacia
los errores del segundo tipo.

Si se imparten los contenidos como una receta qogess se deben seguir al pie
de la letra, sin importar el sentido contextual@adcomo dar formulas sin justificacion
para obtener las coordenadas de un vector, el mdguéste o el punto medio entre dos
puntos o explicar las distintas ecuaciones dedareomo expresiones rigidas que hay
que buscar de una manera artificial— es muy fasd ps alumnos malinterpreten el
significado de los parametros y los coloquen fulerau sitio o los utilicen erroneamen-
te. Estos problemas se solucionarian buscandonsedfi@nza basada en la comprension
de los conceptos, evitando los procedimientosatits y mecanicos.
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Capitulo 7
El proceso de estudio

Se puede observar como la unidad didactica analieacel Capitulo 5 incluye el
estudio de vectores y sus operaciones y, por aite,das ecuaciones de la recta y sus
posiciones relativas. Sin embargo, durante el Rrautll la explicacion correspondien-
te a vectores y sus operaciones fue realizadal pwofesor responsable de la asignatu-
ra, por lo que este Trabajo Fin de Master se ceémtigamente en la ensefianza de las
ecuaciones de la recta y las posiciones relativas.

Asi pues, en este capitulo se presenta un proeesstddio de estos ultimos con-
ceptos, que se describen con mayor detalle en@tua5. Sin embargo, el Departa-
mento de Matematicas del colegio decidid presciddita ensefianza de ciertos conte-
nidos que aparecen en el libro y que se considafaadecuados para las Matematicas
| del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. E®escorresponderian con la perpendi-
cularidad, lo que implicaria no ensefiar qué esamtov normal ni como calcular la re-
cta perpendicular a otra dada que pase por un pletéominado.

Observando la unidad didactica que se encuentehd &Anexo A, se puede ver que
se introducen las ecuaciones de la recta a parta dcuacion vectorial, ya que se estu-
dia a continuaciéon de los vectores, para dedupartir de ella el resto de las expresio-
nes. Sin embargo, el enfoque que se va a dar arpexgiuesta es diferente, ya que se
considera mas Util continuar con la perspectiveads cursos anteriores.

Después de todo, la recta se habia visto hastewsi® a partir de la funcion afin
y la pendiente era un elemento clave, no un sirdpte que se extrae de una de las
ecuaciones. Ademas, parece relevante darle unxtorgda pendiente para evitar posi-
bles errores y se considera importante que losasuesnceptos aparezcan en relacion a
los ya conocidos para facilitar su aprendizaje.

Asi pues, los primeros pasos consisten en recetdsignificado de pendiente y
deducir, a partir de la misma, las ecuaciones ppeialiente, explicita y general. Des-
pués, una vez repasado el concepto de rectaas#ore con el contenido vectorial para
deducir la ecuacion vectorial y, a partir de lamas las ecuaciones paramétricas y la
general. Por otra parte, el andlisis de las pasgsoelativas que hace el libro se basa en
el analisis de la expresion general y en esteuapse propone, en cambio, a partir de
la pendiente (obteniéndose de la forma que seaaéage De igual manera ocurre con
la determinacion de una recta paralela que pasemppunto, en la que el libro utiliza la
ecuacion general, cuando parece que resultaria im@asiva la ecuacion punto-
pendiente.

Sin embargo, es importante sefialar que esta pr@poesse pudo llevar al aula
por falta de tiempo de preparacion y que es untgdamento hipotético cuya eficiencia
no se ha corroborado todavia. La ensefianza deldensistio en seguir el planteamien-
to marcado por el libro de referencia y los residgadel mismo se muestran en el Capi-
tulo 8 del presente trabajo. No obstante, se haiderado de mayor interés generar una
nueva propuesta con un enfoque diferente al empleadbos libros de texto.
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El capitulo cuenta con tres secciones diferenciddagrimera consiste en la ex-
plicacion de la distribucion del tiempo de la clasé como de los contenidos que se
tratan. La segunda detalla las actividades adit@snaanteadas y la tercera la tarea que
se propone a los alumnos.

7.1.Distribucion del tiempo de la clase

El proceso de estudio se va a fundamentar en weianza dialdgica, donde el
profesor plantee preguntas y las respuestas dednsgliantes vayan orientando la
basqueda del aprendizaje. El profesor continuacarcegira las ideas de los alumnos
con el fin de llegar a los contenidos clave, queareara como conceptos clave.

La teoria se impartira en pizarra, con la ayudardepresentacion de Power Point
si se considera necesaria, que solo se mostrard @sumen una vez que se hayan al-
canzado los conceptos con las ideas de los aluynnesca se mostrard de antemano.

Las sesiones cuentan con 55 minutos, aunque seleanprudente descontar 5
minutos del tiempo que los alumnos tardan en lldgantras aulas y preparar los mate-
riales para comenzar la ensefianza. Asi pues, déiten cuenta que las sesiones son, a
efectos practicos de 50 minutos. El esquema gkxbatpetira en todas ellas y consistira
en un repaso de 5 minutos de lo visto en diasiargsr la explicacion de los nuevos
contenidos ocupara 40 minutos (para teoria o pe¢tdejando los 5 minutos finales
para repasar lo visto en el mismo dia.

El total de sesiones que se emplearan para lafticiparde los contenidos es de
ocho mas la correspondiente a la realizacion dminex, teniendo en cuenta que se uti-
lizara una clase extra para la realizacion del exaocorrespondiente a la unidad didac-
tica. En las siguientes tablas (25 a 33) se mu&stlestribucion del tiempo de la clase
en cada una de las sesiones dentro de los apadadespondientes.

7.1.1. Sesién 1

Tabla 25. Distribucion del tiempo de clase en la sén 1

TIPO DE
TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA
Introduccién al tema 10 min Profesor Magistral
Repaso de la pendiente 20 min Compartida Dialégiﬂa
Ejercicios sobre la pendiente 15 min Compartida |dgiaa
' Repaso de la sesion 5 min Profesor Magistral

La introduccion al tema consistiria en recordar @®e habia visto la recta en
cursos pasados, es decir, como la funcion afibuldda y se podrian mostrar ejemplos.
Ademas, seria el momento adecuado para decir gpenio de la recta tiene unas co-
ordenadas ey, y que conociendo una de ellas y con la formulpaiia obtener la
otra. También es recomendable mostrar graficandifgeentes rectas, para que vean
distintas pendientes y ordenadas en el origen. jempo se muestra en la Figura 9,
donde se puede explicar como cada tramo linealagige@lentificado con la ecuacion
de una recta diferente, introduciendo tambiénuasibnes a trozos.
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Figura 9. Ejemplo de grafico lineal para ver distinias rectas
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El repaso de la pendiente se realizaria como esosunteriores, presentandola
como la constante de proporcionalidad de una fund® proporcionalidad directa o
afin. Se recordaria cdmo la pendiente se obtepata de una funcidon tabulada, me-
diante la observacién de dos puntos contiguos ysegaodria llevar al sistema de coor-
denadas para darle un enfoque gréfico e ir aceos@nallos vectores. Es muy importan-
te recalcar que la pendiente es lo que se aumerghegey dividido por lo que se au-
menta en el eje, asi como explicar cdmo afecta el signo de undipate o si su valor
es mayor o menor. Se debe analizar rectas horlesngaverticales y ver como le afec-
taria esas condiciones especiales al valor derldigrte. Convendria explicar que es
una relacion entre dos magnitudes y, por tantod@aener unidades y no es lo mismo
decirm/s ques/m.

Para enlazar con el contenido de vectores, secexjgicomo calcular la pendiente
de un vector, ya que seria muy similar a lo redbzan cursos anteriores con la funcion
tabulada. Ademas, se puede recalcar que para gueedtores tengan la misma direc-
cion, la pendiente de ambos tiene que ser la miagraue no sean vectores iguales, y
gue hay infinitos vectores que tienen la mismacdita. Asi se va preintroduciendo el
concepto de vector director de una recta. Tamtsémportante, pues se utilizara en la
sesidn 2, ensefiar como a partir de una pendieptgesie obtener un vector director que
corresponda con ese valor.

En la parte de ejercicios se puede entregar upadpia para que los alumnos los
vayan resolviendo de manera individual o por parejaroyectar en la pizarra las situa-
ciones y resolverlas de forma conjunta en granagyr@be haber varios tipos de pro-
blemas, aunque sean sencillos y rapidos de realizar

o Comparacion visual de las pendientes de dos re8eamuestran en una mis-
ma grafica varias rectas nombradas y el alumno gebeapaz de diferenciar
entre rectas crecientes y decrecientes, entendaas funciones, (lo que im-
plica un signo positivo 0 negativo de la pendientepntestar cual es la mas
inclinada entre varias crecientes (lo que conligya la pendiente es mayor) y
ver que para una misma inclinacion (mismo valorpdadiente) una recta
puede ser creciente o decreciente (dependiendugrel).

o Comparacion analitica: se pide calcular la pendidetuna recta que se mues-
tre en una grafica o en una tabla. Es muy impatgoe los dos ejes tengan
unidades, para dar a la pendiente un sentido coiezado.

o Calculo de la pendiente de vectores. Se afladestupia: “Supongamos que
sobre el vector se dibujara una recta: ¢ serieetitegidecreciente o constante?”.
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Finalmente, en el repaso de la sesion se recordaidamula para calcular la pen-
diente, asociada a un vector de origedémy, a,) y extremo erB (b4, b,) que se mues-
tre dibujado en la pantalla con sus coordenadaa. thlola con posibles valores de la
pendienter:) y cOmo corresponderia con una recta, con ejengpéigos.

Ay by—a,

_Ax bl_al

m>0 m<20 m=20 m — oo
Creciente Decreciente| Horizontal Vertical

Como el concepto que mas dudas puede generardesl&lrecta vertical, habria
que explicar que la pendiente tiende a infinitoncloala coordenada del puntoB se
aproxima a la coordenadadel punto4, una vez mas se ve la importancia de apoyar la
explicacion en un medio de representacion visuaocGeoGebra, que permite mostrar
de forma dinamica estos cambios, facilitando lape@msion.

En conclusion, toda la sesién se basaria en la remsidn de la pendiente, pero
parece totalmente necesario contextualizarla yngusea simplemente un nimero, sino
que tenga un sentido fisico. Ademas, servira pseguwar una mejor comprension de
los siguientes conceptos, tanto en este curso eoneorsos sucesivos, donde se trabaja,
por ejemplo, el concepto de derivada.

7.1.2. Sesién 2

Tabla 26. Distribucion del tiempo de clase en la sén 2

TIPO DE
TIPO TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA
Repaso de la sesion anterior 5 min Profesor Madjistr
Resolucién dudas de la tarea 5 min Compartida Dicdd
Ensefianza de las ecuaciones
de la recta: punto-pendiente, 25 min Compartida Dialogica
explicita y general
Realizacion ejercicios 10 min Alumno Constructiaist
Repaso de la sesion 5 min Profesor Magistral

El repaso de la sesion anterior consistiria entiregpleresumen de los ultimos mi-
nutos de la clase anterior, con las mismas idea® cBeguidamente, se preguntara a los
alumnos por las dudas que hayan surgido en lazae#n de la tarea, haciendo en la
pizarra o resolviendo en comun solo aquellos gjmEique hayan generado problemas.
El peso recaera fundamentalmente en el alumno @pedsentado la duda, ayudando el
profesor con las preguntas necesarias para queneha se responda a si mismo. Esto
sera asi salvo que gran parte de los estudiantiesan el mismo problema, entonces el
profesor se hara cargo de la explicacion. Este nimo@ de resolucion de dudas se re-
petira en todas las sesiones, por lo que en adedatd se mencionara la actividad.

La ensefanza de las ecuaciones de la recta senfacar de una manera diferente
a la sugerida por el libro de texto de referenBiaeko A), ya que se ha decidido que el
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factor de mayor importancia es la pendiente dedtary se seguira el camino sugerido
en el texto del saber [9].

Asi pues, se propone empezar con la ecuacion mamdiente, deducida inme-
diatamente de la férmula para calcular la pendidtaea ello se muestra un punto de la
recta, que es conocido y denominat{@,, a,) y se indica que un punto cualquiera de
la recta se puede denomirix, y), recalcando la importancia de que hay infinitos va
lores para la pareja, y), ya que hay una para cada punto de la recta. Eggme pre-
gunta cual es la pendiente de la recta si se sab@apa por los puntesy P. La res-
puesta se corresponderia con:

Ax x—a4

m

Esta informacion no deberia generar problemas ésspel haber pasado la sesion
1 dominando el concepto de pendiente y su calf#oesta manera, el siguiente paso
consistiria en explicar que manipulando esta ednagiexpresandola de diferentes for-
mas, se obtendrian las distintas expresiones azia, que tienen un nombre concreto
para determinarlas.

o Ecuacion punto-pendientey — a, = m(x — a,). Se puede indicar que su
nombre viene de que se puede obtener directamenteiendo la pendiente
de la recta y un punto por el que pase la mismaedie manera, la pareja de
valores(x, y) quedaria indefinida; como hay una sola ecuacidasyincogni-
tas, se podria comprobar si un punto pertenecerecta siempre y cuando
cumpla la ecuacion. Por otra parte, para determingunto que pertenezca a
la recta de interés, se debe fijar el valor deagmadenada para conocer cuan-
to debe valer la otra.

0 Ecuacion explicitadespejando lg y operandyy = mx — m a; + a,, Se pue-
de llegar a una ecuacion explicita, que es dertady = mx + n. Si es cier-
to quen = —ma, + a,, pero se debe remarcar la importancia de que no es
necesario aprender eso de memoria, que bastari@pmyar a partir de la
ecuacion anterior, lo que quedaria mas claro hdciejemplos con nimeros
concretos en lugar de letras. Ademas, se puededercque esa es la forma
que habian visto el curso anterior relacionadaladancion afin y repasar el
concepto de ordenada en el origen: el valoy deandax = 0. Se puede sefia-
lar la utilidad de esta expresion porque al terespdjada lay, facilita el
calculo de puntos de la recta.

o Ecuacion generaloperando cualquiera de las expresiones anter{prexo-
pendiente o explicita) de manera que a un lada dgubldad se tengan todos
los términos, que quedan igualados a cero, sengbléeecuacion general, que
es de la formalx + By + C = 0. Los valores ded, B y C corresponderian
conA=m,B=-1,C =n=—-ma,; + a,. Sin embargo, no se considera re-
comendable explicar esto a los alumnos para quengan la tendencia de in-
tentar memorizar la expresion, que solo va a lleveometer errores. Es mas
sencillo que a partir de una expresion anteriopejes, y se debe guiar a los
estudiantes para que sigan ese camino haciendoel@rejemplos numéricos
concretos.
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Se debe concluir que la informacién necesaria am@sentar estas ecuaciones es
un punto y la pendiente de la recta. Sin embargmocya se vio en la sesion 1, el
alumno no debe tener dificultad en poder extrapeladiente de la recta si los datos son
dos puntos o un punto y un vector director de dtare

A continuacion, se dejan 10 minutos para la res@ude manera individual de
ejercicios propuestos, quedando los que no se hamgatase como tarea personal del
alumno. El profesor pasara por las mesas y resothadas particulares. Los ejercicios
propuestos seran de tres tipos, aunque todossalbssaran en las tres expresiones de
la recta anteriormente explicadas:

0 A partir de una expresion de la recta en formaae@odn, se pregunta com-
probar si un punto dado pertenece o no a la misma.

0 A partir de una expresion de la recta en formaade&@on, se pide extraer in-
formacion: un punto que pertenezca a la recta,egtov director, la pendiente
y la ordenada en el origen.

o Dada cierta informacion de una recta, se pidelgisema o las tres ecuaciones
anteriores. Esta puede consistir en dos puntopunto y el vector director o
un punto y la pendiente.

Finalmente, y como en todas las sesiones, los agtiomco minutos se reservan
para resumir los contenidos de la sesion. En este, ce repasarian los nhombres y las
férmulas de las tres ecuaciones, asi como la irdoidn necesaria para escribirlas y
como pasar de dos puntos a vector director y d@wvdizector a pendiente y viceversa.

7.1.3. Sesiéon 3

Tabla 27. Distribucion del tiempo de clase en la si&n 3

TIPO DE
TIPO TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA
Repaso de la sesion anterior 5 min Profesor Madjistr
Resolucién dudas de la tarea 10 min Compartida ODich
Ensefianza de las ecuaciones
de la recta: vectorial, paramétri- 20 min Compartida Dialégica
cas y continua
Realizacion ejercicios 10 min Alumno Constructiaist
Repaso de la sesion 5 min Profesor Magistral

El esquema de esta sesion es muy similar al pr&aaealizaria un repaso de la
sesién anterior y, seguidamente, se procederiaestducion de dudas. Se estima que
10 minutos son suficientes porque ya se resolvidumtas al final de la clase anterior y
las ecuaciones vistas en la sesién 2 estan mwjaetalas con la pendiente, que se es-
tudio en la sesion 1y, por tanto, no deberia hgtardes dificultades.

La ensefianza de las ecuaciones de la recta prapysst esta sesion esta rela-

cionada con los vectores estudiados al principidadanidad didactica. La primera
ecuacion que se ve es la vectorial, que sera laco@plicada de entender por los
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alumnos debido al parametto Por tanto, se va a prestar una especial ateracigun
comprension dedicando, como minimo, 10 de los 2@utos disponibles; incluso més
tiempo, si es necesario, que se restaria de iaaeidn de ejercicios en clase.

Para la explicacién se utiliza un ejercicio predaraon GeoGebra que permita
una mejor contextualizacidén y que se muestra éigara 10 y 11. Un hombre se sitta
en el puntoA(2,3) y quiere pintar una linea amarilla sobre la ralgada del dibujo.
Primero se pregunta qué vector ha de seguir pasalitee de la linea (introduciendo el

concepto de vector director). La ventaja es quar@esor puede mover el vector para
ver cudl es paralelo a la raya blanca.

Figura 10. Ejercicio de GeoGebra para la ecuacionectorial

£l hombre quiere pintar ia raya blanca de amarilio desde A, el Otro ejercicio
£Con qué vector ha de pintar para no salirsede laraya? = {?1 7’;\)
Mueve el vector v y el tiempo para averiguario. "

tiempo t=0 horas

ERROR
Si cada hora pinta el modulo del vector v,

idonde est3 el hombre 3 horas después? = {?,?)
ERROR

¢Hay alguna relacion entre el vector v y el tiempo que tarda
en pintar toda la raya?

Se cumple en toda recta que AP = t#

Ecuacién vectorial: (x - a Y s 1=t

ERROR

Figura 11. Ejercicio de GeoGebra para la ecuacionectorial (resuelto)

El hombre quiere pintar ia raya blanca de amarillo desde A. i'n Oftro ejercicio
£Con qué vector ha de pintar para no salirse de la raya ? ='{g|"5§ 1{5}
Mueve el vector v y el tiempo para averiguarlo. E 3 e o ~
Si cada hora pinta el médulo del vector v, p— .
¢ddnde esta el hombre 3 horas después? = (6.5, 7.8)

CORRECTO

i Hay alguna relacion entre el vector v y el tiempo que tarda
en pintar toda la raya?

Se cumple en toda recta que AP = t¥

Ecuacién vectorial: (x - B 5 y-a )

CORRECTO

75



Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiaeacuaciones de la recta en 4° ESO

Ademas, se puede introducir el concepto de paréndetruna manera que no re-
sulte demasiado abstracta para los alumnos. Sedicel médulo del vector director
es lo que pinta el hombre en una hora (se estaodamdignificado de velocidad), en-
tonces se pregunta en qué punto se encontraraédedpB horas de trabajo si sigue la
direccion marcada por el vector. De nuevo, la jarga que el profesor puede manejar
el tiempo con la barra que se muestra, de maner&lgqesultado queda como en la Fi-
gura 11 y se puede ver el punto final. Sin embdagalumnos pueden hacer el calculo
numérico para ese caso concreto sin mayores déaes.

Otra ventaja de la utilizacion de este programauesse pueden introducir los re-
sultados para que el alumno compruebe la veraciddds resultados, como se ve en la
Figura 11. También se puede presionar el b&@iro ejercicio” y el programa da otro
punto A y resetea el vector director, para tenerlguscarlo de nuevo.

De esta manera, el parAmetr@e puede introducir como el tiempo que avanza
una persona en la direccion marcada por el vedtectdr, suponiendo que en una uni-
dad de tiempo camina un tramo igual al médulo @eltar. Aqui podria inducirse el
error de que no hay tiempos negativos, pero debgpkicarse que un valor denegati-

VO se corresponderia con avanzar en el sentidoacmnél que marca el vector.

Asi se deducdP = tii y, como ya conocen después del estudio de losnesct
pueden obtener las coordenadasd®ecomo las deP? menos las del. Sabiendo que
A(aq,ay), P(x,y) y el vector director ef(uq,u,), Se puede expresar segun Sus coor-
denadas comdx, y) — (aq, a,) = t(uy,u,), y despejando las coordenadas del pémto
se obtendria la ecuacion vectorigie se escribéx, y) = (aq, a;) + t(uq, uy).

Una vez los estudiantes comprendan con claridadexstacion y el sentido del
parametra, es muy sencillo determinar las dos ecuaciond¢anes:

o Ecuaciones paramétricase puede sugerir operar la ecuacion vectoriag pa
obtener(x,y) = (a; + t uy,a, + t u,) para determinar que comparando las
coordenadas y lasy repectivamente, se tienen dos ecuaciones, queex-s

=daq +t uq

=AQa, + tuz

X . Lo
presan come&y representan las ecuaciones paramétricas.

0 Ecuacion continuaen las dos ecuaciones paramétricas se tiene&@hpaot
gue se puede despejar e igualar. Asi se obtiesaukcion continua que queda

representada mediante:
X —aq y—Qa;

u, u;

Se debe concluir que la informacidon necesaria fm@sentar estas ecuaciones es
un punto y un vector director de la recta. Sin egiaes importante recordar a los
alumnos que no deberian tener problema si los dateales son dos puntos de la recta,
pues ya saben determinar el vector director deidenmo, de igual manera, si se indica
la pendiente y un punto.

A continuacion, se dejan 10 minutos para la res@ude manera individual de

ejercicios propuestos, quedando los que no se hamgatase como tarea personal del
alumno. El profesor pasara por las mesas y resothadas particulares. Los ejercicios
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propuestos seran de tres tipos, exactamente igadtessde la sesion 2, aunque en este
caso todos ellos se basaran en las tres nuevassexgs de la recta:

o0 A partir de una expresion de la recta en formaae@odn, se pregunta com-
probar si un punto dado pertenece o0 no a la misma.

0 A partir de una expresion de la recta en formaade&@on, se pide extraer in-
formacion: un punto que pertenezca a la recta,egtov director, la pendiente
y la ordenada en el origen.

o Dada cierta informacion de una recta, se pidelgisema o las tres ecuaciones
anteriores. Esta puede consistir en dos puntopunto y el vector director o
un punto y la pendiente.

Finalmente, y como en todas las sesiones, los agtiomco minutos se reservan
para resumir los contenidos de la sesion. En este, ce repasarian los nhombres y las
férmulas de las tres ecuaciones, asi como la irdoidn necesaria para escribirlas y
como pasar de dos puntos a vector director y d@wvdizector a pendiente y viceversa.

7.1.4. Sesion 4

Tabla 28. Distribucion del tiempo de clase en la s®n 4

TIPO DE
TIPO TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA
‘ Repaso de la sesion anterior 10 min Profesor Magjist
Resolucién dudas de la tarea 15 min Compartida ODich
| Realizacion ejercicios 25 min Alumno Constructiaist

Esta sesion es un poco diferente con respectaaérs general porque es de re-
paso y ejercicios. En esta ocasion, el repaso desién anterior se hace en 10 minutos
porque se pretende recordar las seis ecuacionesreeta, aunque de manera muy bre-
ve, es decir, los contenidos de las sesiones 2¢&nas, se estiman necesarios 15 mi-
nutos de resolucion de dudas de la tarea porqpeoesable que la ecuacion vectorial
resulte mas complicada que el resto.

El resto de la sesion se deja para la realizacdlogl ejercicios propuestos de ta-
rea, porque se considera recomendable hacer un parés de continuar con los nuevos
conceptos y asentar los vistos hasta el momentestanocasion, como hay méas tiempo,
se podria dejar a los alumnos trabajar en pamdgas)anera que el profesor pase por las
mesas resolviendo dudas personales.

Ademas, en este caso no es necesario un repasovagol en la sesion, aunque

podrian dejarse unos minutos finales, a consid@nadel profesor, para sefialar las du-
das mas comunes y la manera de solucionarlas.
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7.1.5. Sesién 5

Tabla 29. Distribucion del tiempo de clase en la s@én 5

TIPO DE
TIPO TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA

Repaso de conocimientos pre-
Vios necesarios

Resolucién dudas de la tarea 10 min Compartida ODich

Ensefianza de las posiciones

5 min Profesor Magistral

: 15 min Compartida Dialogica
relativas entre dos rectas
Realizacion ejercicios 15 min Alumno Constructiaist
Repaso de la sesion 5 min Profesor Magistral

En esta ocasidén se considera recomendable un rdpa®s conocimientos pre-
vios necesarios para el estudio que consistirt@esrdar qué es la pendiente y la orde-
nada en el origen y que a partir de cualquier eénade la recta el alumno debe ser
capaz de obtener dichos valores.

Seguidamente, se preguntara a los alumnos poutissdjue hayan surgido en la
realizacion de la tarea. Se considera que 10 nsregdiempo suficiente puesto que los
ejercicios se estuvieron haciendo en clase dutarsesion anterior.

Para la enseflanza de las posiciones relativasdognectas se propone entregar a
los alumnos (o hacer copiar) la tabla de la izglaete la Figura 12 para que los propios
alumnos la vayan rellenando conforme se va expcda teoria, hasta completarla
como la tabla de la derecha. Para ello se recomipradectar en la pizarra GeoGebra y
mostrar diferentes rectas secantes, paralelasngidentes, para ir analizando con los
alumnos la informacion que se pregunta en cada fila

Figura 12. Tablas para el estudio de las posicioneslativas entre dos rectas

Lleacectis s beeantey F“ra]‘,]as C"i“(-ide"tes

Dibujo Dibujo

Puntos en comin Puntos en comiin 1 0 oo

Coordenadas de los Coordenadas de los Noson

B : : Son ionales  Son prc ional
vectores directores vectores directores proporcionales e L

Pendiente (m) Pendiente (m) Distinta Igual Tgual

Ordenada en el origen (n) Ordenada en el origen (n) - Distinta Igual

Esto se hace asi porque se quiere remarcar latamga de la pendiente y de la
ordenada en el origen, independientemente de EciEtuya que los alumnos ya deben
ser capaces de conocer esos valores esté la xpeces@&da en la forma que sea. Sin em-
bargo, el libro de texto opta por mostrar la resci® mediante la ecuacion general, co-
mo se ve en la Figura 13, dando demasiada impaatarios valored, By C.
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Figura 13. Explicacion del libro de texto sobre pasiones relativas (p. 144) [6]

Al expresar en forma peneral dos rectas, r Ax+ 8y + C=0y s Ax+Fy+ 0 =0, sus pen-
dientes y ordenadas en el onigen son:
— i { (
m= m= I = o=
H (-4 H g

Por tanto, para determinar su posicion relativa se puede utilizar el siguiente criterio

: el
* 50n secantes si m#m', s decir, si — #
A B
* Son paralelas sim=m', peron #n', es decir, si AE J €
l.l Br fl
* Son coincidentes sim =m' y n=n', es decir, si :_ = :‘ = ::-_

Ademas, se debe buscar una respuesta por pare dkimnos a como se podria
encontrar en qué punto exacto se cortan dos rgatasean secantes. Y repasar de ma-
nera muy breve, si es necesario, los distintos adoétde resolucion de sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas. Tambiém esomento recordar que aunque la
recta venga expresada mediante las ecuaciones gidra®, es necesario pasarla a la
forma general, por ejemplo, para la resoluciérsaggéma.

La realizacion en clase de los ejercicios de taegmira el mismo método que en
sesiones anteriores y, si es posible, se les pernrabajar en parejas. En este caso,
solo hay un tipo de ejercicio propuesto en el lilmladas las ecuaciones de dos rectas,
determinar su posicion relativa y, en caso de esarges, hallar el punto de corte. Aun-
gue es cierto que pueden darse las condicionesuiuple una de las rectas en lugar de
dar inmediatamente la ecuacion correspondiente qnargentar la profundidad del ejer-
cicio. Un inconveniente que se ve en cuanto ajisieios procedentes del libro es que
las ecuaciones de la recta dadas son Unicamegénéaal, lo que puede inducir a erro-
res si la recta viniera expresada de otra manera.

Finalmente, para el repaso de la sesion se coagsideomendable mostrar la tabla
de la derecha de la Figura 12 mientras se recuéadaneas clave.

7.1.6. Sesién 6

Tabla 30. Distribucion del tiempo de clase en la s®n 6

TIPO DE
TIPO TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA

Repaso de la sesion anterior 5 min Profesor Madjistr
Resolucién dudas de la tarea 10 min Compartida ODich
Ensefianza de rectas paralelas 15 min Compartida Dialégica

a una dada
Realizacion ejercicios 15 min Alumno Constructiaist
Repaso de la sesion 5 min Profesor Magistral
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Una vez mas, se realiza un repaso de la sesioniaargr los primeros 5 minutos
de clase, que consistiria en repetir lo visto malfidel ultimo dia. Seguidamente, se
cuenta con 10 minutos para resolver dudas surdigasite la realizacion de la tarea.

El apartado de teoria de esta sesidén correspomdia daisqueda de rectas parale-
las a una dada. El libro de texto utiliza la ecolageneral para la explicacion, pero en
esta propuesta no se considera la mas adecuadm Bnmer lugar se utiliza la ecua-
cion explicita para indicar que hay infinitas recfaralelas, porque todas ellas deben
tener la misma pendiente y solo tiene que variardenada en el origen (que puede
tomar cualquier valor excepto el de la recta odhiRarece una manera mas intuitiva de
explicar que las rectas paralelag & mx + n van a ser de la forma= mx + k, conk
cualquier namero real diferente de n. Para esthcexpn se puede utilizar GeoGebra,
qgue posibilita ensefiar muchas rectas paralelasaalada y se puede visualizar facil-
mente codmo solo varia la ordenada en el origen.

Después se debe sefalar que si se determina um pamel que debe pasar esa
recta paralela, entonces ésta ya es Unica. Adeseagcomienda la utilizacion de la
recta punto-pendiente por la informacion de la spidispone (un punto y una pendien-
te), sin embargo, se debe motivar la utilizacidriadexpresién que mas comoda le re-
sulte a cada estudiante. A continuacion, se dejaptd en clase para ir avanzando la
tarea en parejas. Mientras tanto, el profesor ptestdver dudas.

Finalmente, se hace un breve resumen de la sasios éltimos 5 minutos.

7.1.7. Sesién 7

Tabla 31. Distribucion del tiempo de clase en la sén 7

TIPO DE
TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA
Repaso de la sesidn anterior 10 min Profesor Magist
Resolucidon dudas generales 20 min Compartida Dadog

Realizacion ejercicios y reso-

o . 20 min Alumno Constructivist
lucion dudas particulares

Esta sesion es un poco diferente con respectaaérs general porque es de re-
paso y ejercicios. En esta ocasion, el repaso desién anterior se hace en 10 minutos
porque se pretende recordar todo lo referente pdaiones relativas de la recta, es
decir, los contenidos de las sesiones 5 y 6.

Se busca la resolucion de dudas de este tipo thepras y, por ello, se divide en
dos partes, cada una de 20 minutos. En la prineepdasitean dudas generales y se de-
baten con todo el grupo. La segunda parte se @egmra el trabajo individual del
alumno, que puede ir resolviendo los ejercicioppestos y planteando al profesor las
dudas de manera individual.

Ademas, en este caso no es necesario un repasovagol en la sesion, aunque

podrian dejarse unos minutos finales, a consid@nadel profesor, para sefialar las du-
das mas comunes y la manera de solucionarlas.
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7.1.8. Sesién 8

Tabla 32. Distribucion del tiempo de clase en la sén 8

TIPO DE
TIPO TIEMPO RESPONSABLE DOCENCIA

Planteamiento dudas generales 25 min Compartida [6dica

Realizacion ejercicios y reso- .
. . 25 min

lucion dudas particulares

Alumno Constructivista

Esta sesion es de repaso de toda la unidad dig&dtiia anterior al examen co-
rrespondiente. Por tanto, entran los contenidosedéores, operaciones con vectores,
ecuaciones de la recta y posiciones relativas.

Se busca la resoluciéon de dudas de todo tipo d#epnas y, por ello, se divide la
clase en dos partes, cada una de 25 minutos. figimlara se plantean dudas generales y
se debaten con todo el grupo. La segunda partesseva para el trabajo individual del
alumno, que puede ir resolviendo o repasando ejescpropuestos en sesiones anterio-
res y planteando al profesor las dudas de mandiradoal, aunque el profesor puede
considerar necesario sefalar los problemas masmamyda manera de solucionarlas.

7.1.9. Sesion 9
Tabla 33. Distribucion del tiempo de clase en la si&n 9
TIPO DE

DOCENCIA
Realizaciéon del examen 50 min Alumno Constructivist

TIEMPO RESPONSABLE

Como se habia indicado, esta sesién correspondi cealizacion del examen de
la unidad didéactica por parte del alumno.

7.2.Actividades adicionales planificadas

La mecanica de los ejercicios de esta parte deitkad didactica ha quedado muy
definida y se puede ver que hay tres bloques diéedos:

o0 Obtener informacion a partir de la ecuacion de w@tda: punto, pendiente,
angulo formado con el eje positivo de las abscisedgnada en el origen y
vector director.

o Obtener diferentes ecuaciones de la recta a jpigriios puntos o de un punto
y un vector director, entre otras.

o Estudiar la posicion relativa entre dos rectasmbtelo, en su caso, el punto
de corte de las mismas.

Existe la posibilidad de utilizar GeoGebra paraghamos programas que generen
problemas de estos tipos de manera aleatoria gejaetocorrijan, permitiendo el estu-
dio autbnomo del alumno ya que hay infinidad destiaees para practicar. En el
Anexo B se muestran capturas de pantallas de tdistaituaciones obtenidas a partir de
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estos programas y se explica con mayor profundamdultiples posibilidades. Como
puede verse, se ha dividido en tres seccionesdifs, una para cada tipo de programa.

En el primero de ellos se pide obtener informaei@artir de una ecuacion de la re-
cta, tal como se muestra en la Figura 14, aunquecta aparece graficada para mayor
ayuda. Por las limitaciones del programa, estaesijm puede ser la general o explicita, y
se pide obtener un punto, un vector director, fadmte y la ordenada en el origen, asi
como el angulo que forma la recta con la partetipasiel eje de abscisas, en un segundo
paso. La ventaja consiste en que el alumno puéde siela informacién introducida es la
correcta porque desaparece el mensafeB&ROR” y que tiene la posibilidad de hacer
tantos ejercicios como estime necesario, puesrsger@erando de manera aleatoria.

Figura 14. Ejemplo de ejercicio en GeoGebra sobrdeanentos de la recta

ERROR Ejercicio 1 de 4.
Nota=0

Sea larecta r= 3x + 2y = 4. Halla:

Un punto (2, ?) ERROR Un vector directhr (2, ?)

ERROR

La pendiente ? ERROR Ordenada en el orig

El segundo tipo de ejercicios consiste en escdistintas ecuaciones de la recta
aunque, por limitaciones del programa, solo se @ugnteguntar la vectorial, general,
punto-pendiente y explicita, como puede verse gmaite izquierda de la Figura 15. La
informacion que se proporciona se puede ver erafte glerecha de la misma figura:
aparece la recta representada de manera grafeagisa un punto y un vector director
0 dos puntos que pertenecen a la recta.

Figura 15. Ejemplo de ejercicio en GeoGebra sobreceaciones de la recta

idad 1de &

Ecuacitm vectorial (£y=0 00402} ERROR

Ecuacidm general Ixsd4y=n ERROR ./

Ecuaeiim punto — pendiente y— 9 ? {x—-2N ) s
ERROR [ s A ——==
A=(0,0)

B=(4 1)

Ecuacidn explicita  y=9 ERROR

El dltimo tipo de ejercicio que se propone consisteel estudio de la posicion re-
lativa entre dos rectas cuyas tres posibilidadesafges, paralelas y coincidentes) se
explican con mayor detalle en el Anexo B. El enadoipresenta las formulas de dos
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rectas, como puede verse en la Figura 16, aungaeyez mas, la limitacion del pro-
grama permite utilizar exclusivamente las expressogeneral y explicita. La primera
cuestion consiste en calcular la pendiente de gadale ellas, si la respuesta es correcta
el programa pregunta a continuacion si eso imgjieason secantes, paralelas o coinci-
dentes. En caso de ser secantes afiade dos a@widdidionales: el calculo del punto
de corte y la busqueda de la ecuacion de una pectdela a otra dada que pase por el
punto de corte.

Figura 16. Ejemplo de ejercicio en GeoGebra sobreogiciones relativas

r=—-2x—2y+4+12=10

Tenemos las rectas: ~ — © "7 y=0 :c:ividaod 2des | Siguiente
ota =

¢ Cual es la pendiente de r? 2
ERROR

;Cudl es la pendiente de s? 2

Otra ventaja de dar estos programas a los alumarasquie practiquen y estudien
consiste en que también hace posible pedir al aluwme realice estos ejercicios al me-
nos una vez y entregue al profesor el resultadogienismos, que podria evaluarse co-
mo un 5% de la nota trimestral de la asignaturaa@mocumento tiene entre 4 6 6 acti-
vidades del tipo correspondiente, de manera qyrisde conseguir una nota maxima
de 10. Al finalizar de todos los ejercicios, apar&rinformacion que se muestra en la
Figura 17, donde figuran el nombre del alumno,dtarconseguida, el nombre del ar-
chivo en formato GeoGebfagygb”, la fecha y la hora de inicio y final del trabajue
deberia enviarse al profesor.

Figura 17. Resultado obtenido al finalizar una actiidad de GeoGebra

YA HAS TERMINADO, Alumno.

NOTA =10

Elementos de una recta.ggb = 7231596233
11:01 25 Mayo 2018 11:05

7.3.La tarea: actividad autbnoma de los alumnos previst

En matematicas es muy importante la correcta camspne de la teoria, pues de
nada sirve memorizar formulas y procedimientos|salemno no sabe lo que esta
haciendo. Ademas, se considera una asignaturaayge puede dominar simplemente
estudiando lo que aparece en el libro de textolgque resulta imprescindible el traba-
jo individual de los alumnos con un doble propdgitee les surjan dudas de lo que apa-
rentemente habian comprendido y, finalmente, ctayéas para resolver problemas.

Por eso, como se ha visto en la seccion 1 de agfrilo, la distribucién de la cla-
se gira en torno a la explicacion de la teoria iskegde un tiempo para ejercitar los co-
nocimientos aprendidos. De igual manera, se disdertees sesiones de repaso que se
orientan a la resolucién de dudas sobre los ejegcic

Es totalmente necesario motivar al alumno parargakce los ejercicios perso-
nalmente y ponga a prueba sus capacidades, y paseemandan de tarea ejercicios
relacionados con lo visto en cada una de las se=si@on el fin de motivar a los estu-
diantes, siempre se reserva una parte de la sggramgue comiencen a trabajar en cla-
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se, ya sea individualmente o en parejas. La phdipalidad de esto es que si no son
capaces de empezar los problemas por encontrabamara de entrada, el profesor
pueda estar ahi para dar ese empujon inicial dedakra que los alumnos puedan con-
tinuar el camino.

Los alumnos ya se encuentran en 4° ESO y la mayte pomenzara a cursar el
Bachillerato unos pocos meses después. Por esesenfa la tarea como una respon-
sabilidad del alumno que debe ver como un meétodestiedio y preparacion para el
examen. No se va a revisar la tarea realizada gonangeneral, aunque se puede pedir
al azar a algun estudiante que muestre los ressltad

En las sesiones 1, 2, 3, 5 y 6 se imparte teo&any, por tanto, los ejercicios
que se mandan de tarea estan relacionados conrosimientos recientemente adqui-
ridos. La ventaja es que pueden practicar lo quaecaba de explicar y la desventaja es
qgue los ejercicios estdn muy centrados, cuandodicd es que un problema abarque
mas temas y no solo lo ultimo estudiado.

Lo relativo a la sesion 1 no se ve en el libroaferencia, por lo que la tarea debe
entregarla el profesor en fotocopias y se adjulttarejercicios propuestos en el Anexo
C. La sesion 2 y la 3 si tiene relacion con elolide texto, pero los ejercicios estan
mezclados y se ha optado por un enfoque separadoadera que tres rectas se ven en
una sesion y las otras tres en la otra. Se pretaglér la misma separacion en los pro-
blemas de tarea y, por tanto, también se adjumtah Anexo C.

Algo similar ocurre con la sesién 5 y 6, ya querfoque del libro de referencia
no parece el mas adecuado. Al hablar de posiciata$vas o de rectas paralelas a una
dada, el libro solo utiliza la ecuacion generakycensidera mas oportuno recordar al
alumno que tiene que ser capaz de manejar lastdstcuaciones de la recta. Por eso
también se proponen ejercicios diferentes a lositatel

La sesion 4 sirve de repaso para las seis ecuaditnka recta, mientras que la se-
sion 7 se dedica a las posiciones relativas y eeldas paralelas. En esta ocasion si pare-
cen satisfactorios los ejercicios del libro y sgezl los que se proponen a continuacion:

Tabla 34. Ejercicios de tarea para las sesiones 4y

SESION PAGINA EJERCICIOS

. Sesién 4 149 63, 64, 65, 66, 67, 68, 72, 74, 76 )
. Sesi6n 7 149 69, 70, 71, 76 b), 78, 80, 81 |

Pueden parecer muchos, pero se recuerda que lnsa@dcuentan con la sesion
correspondiente para trabajar en clase, por lodgberian adelantar gran parte del tra-
bajo antes de salir del colegio.

La sesidn 8 se reserva para el repaso de todadadudidactica, por lo que no se

considera necesario mandar tarea, asi pues, seaetdiempo para repasar o rehacer
ejercicios anteriores.
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Capitulo 8
Experimentacion

Este capitulo se centra en la experimentacion qde pealizarse durante el Prac-
ticum Il. Para ello se cuenta con la informaciéteaiia del examen realizado por los
alumnos como evaluacion final de la unidad didacti®e adelanta que el examen co-
rrespondia a la totalidad de la unidad, por logpievalGan los conocimientos de vecto-
res y de rectas y, por ello, en este capitulo abzam los dos aspectos a pesar de que el
Capitulo 7 se centraba unicamente en el estudiasdecuaciones de la recta y de las
posiciones relativas.

El capitulo cuenta con cinco secciones. La prinderallas detalla la muestra que
realiza el examen y como ha sido preparado parantnuacion, detallar las preguntas
del cuestionario. En la tercera seccion se repasacuestiones y los comportamientos
esperados por parte del alumnado, mientras qua emakta se exponen los resultados
obtenidos. Finalmente, la Gltima seccion se dedileadiscusion de los mismos.

8.1.Muestra y disefio de la experimentacién

El curso de 4° ESO del colegio en cuestion cuesttados lineas y con aproxima-
damente 30 alumnos en cada grupo. Las dos clas#igiden en tres grupos para las
horas de matematicas: dos de ellos imparten matamaicadémicas, mientras que el
tercer grupo, de solo seis estudiantes, estudiadésmaticas aplicadas.

Hay un profesor responsable para cada uno dedsgytupos, siendo mi tutor de
practicas el correspondiente a 4°A, que da la rradémica. El examen es elaborado
por los dos profesores de esta rama en conjunti@iyta con ejercicios muy similares a
los realizados utilizando GeoGebra por los alumnos.

Como las sesiones de matematicas coinciden, logrdpss realizan el examen el
mismo dia en la misma hora. Mi tutor me permiteragir los correspondientes a su
clase, de donde se extrae la muestra que se aeallaa secciones siguientes: 29 alum-
nos de 4° ESO, lo que supone edades comprendittadenl5 y 16 afos, 18 chicas y
11 chicos. Siete de estos alumnos tenian pendientecuperar la 2° evaluacion. Entre
ellos se encuentra una chica diagnosticada con gid-hace un examen mas reducido
optando a una nota maxima en la evaluacion derdppgue se elimina de la muestra.
El dia de la evaluacion otra chica se ausentang tggie recuperar el examen en otro
momento, por lo que el cuestionario es diferentanmybién se debe excluir de la mues-
tra. Asi pues, la muestra analizada la forman 1€asty 11 chicos.

Sociocultaralmente la totalidad de los alumnos d®rmrigen espafiol y de clase
media-alta. Ademas, la imparticion de las clasesid@sencilla ya que practicamente la
totalidad de los estudiantes mostraba interésticgba de manera muy positiva.

8.2.El cuestionario

El examen se evalla sobre 7.5 puntos y esta forpadias siguientes preguntas,
guedando indicado el valor de cada apartado eatémfesis:
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1. Salgo de la ciudad Zolina, que esta localizadaasrcbordenadas(1,1), movién-
dome segun el vectar= (—1,3) llego a la ciudad Caceres, que se encuentra en el
punto de B.

a) ¢Cuales son las coordenadas de B, donde se ercGécgresf0.5 puntos)
b) Calcula el punto medio entra las ciudades Zoli@ageres(0.5 puntos)

2. Sealarecta de ecuacie3x — 2y = 1 calcula:

a) Un punto.(0.25 puntos)

b) Un vector director(0.5 puntos)

c) La pendiente(0.25 puntos)

d) La ordenada en el origef@.25 puntos)

3. Teniendo el punto de coordenadb,2) y el vector director = (—1,1), expresa
las ecuaciones de la recta siguientes: vectorearpétrica, continua, general,
explicita y punto-pendient€l.5 puntos)

4. Una persona sale del punB(—5,2) y se mueve
hacia A, moviéndose segun el vector (-3, —4). C
Después, y desde A, se desplaza hacia C, moviél

se4v, pero en sentido contrario. Responde a las B ™~ A
guientes cuestiones:

a) Halla el punto A(0.5 puntos)
b) Halla el punto C(0.5 puntos)
c) Halla la distancia recorridé0.5 puntos)

5. Sean los puntod(—4,0), B(1,—5), €(5,2) calcula el punto D para que ABCD
formen un paralelogramo (calcular matematicame(itg)unto)

6. Responde a las siguientes preguntas:

x =142t

_p Ysix - 3y + 1 = 0 determina su posicion re-

a) Sean las rectas{

lativa. (0.5 puntos)
b) Sison secantes calcula el punto de c¢dt&5 puntos)

Asi pues, se puede ver que las preguntas que guandamayor relacion con las
ecuaciones de la recta y posiciones relativasa@n3 y la 6, lo que corresponde con 4
puntos de los 7.5 del examen, y son muy similales ajercicios realizados durante la
explicacion de la teoria:

o Obtener informacién a partir de la ecuacion de neata: punto, vector direc-
tor, pendiente y ordenada en el origen.

o Obtener las seis ecuaciones de la recta estudagastir de un punto y un
vector director de la misma.

o Estudiar la posicidn relativa entre dos rectasrobtelo, en su caso, el punto
de corte de las mismas.

Los alumnos cuentan con una sesion de 55 minuteslizacion del examen.
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8.3.Cuestiones y comportamientos esperados

En esta seccion se analizan de manera individdal gaa de las cuestiones, deta-
llando qué comportamiento se espera por partesdellomnos para la resolucion, tanto
los procedimientos correctos como los errores nasables.

8.3.1. Pregunta 1

El apartado a) se espera que no presente probfgmrasos alumnos. Lo ideal se-
ria que identificaran el vectér= AB = B — A, de coordenadas iguales a lasBdme-
nos las ded, y que de ahi despejé= A + 7, pero es poco probable que lo hagan. Sin
embargo, si se espera que los alumnos escribgmetaaon final sustituyendd y v
por sus valores correspondientes. Se espera qaulngsos dibujen los vectores grafi-
camente para ayudar a la comprension del problema.

El apartado b) se presupone més_complicado. A pksaaber explicado la ob-
tencion del punto medio a partir del vectidr, multiplicandolo porl /2 y sumandoselo

a las coordenadas de de manera qUBM = A + %, lo més probable es que la mayor

parte de los alumnos se hayan aprendido de metadidamula y simplemente la apli-
quen. Los errores previsibles estan en escribirlan@kpresion y en sustituir de manera
incorrecta los valores.

8.3.2. Pregunta 2

El primer paso que se espera por parte de los asimonsiste en pasar a la ex-
presion explicita, porque asi tienen el valoryden funcion dex con mayor claridad, y
podrian saber de manera inmediata el valor derdipete y el de la ordenada en el
origen. De hecho, esto hara que algunos alumnesagquresponder primero a los apar-
tados c) y d), ya que tienen la informacion directate de la expresion.

Obtener un punto no deberia causarles problemes) da valor a y obtendran
el valor correspondiente de Para el vector director el camino esperado esoqten-
gan un segundo punto que pertenezca a la reclayjerael vector que une ambos pun-
tos. Algunos alumnos calcularan el vector direatediante la pendiente de la recta. Y
viceversa, algunos alumnos obtendran el valor gemaiente utilizando el vector direc-
tor del apartado b). Otra manera de obtener lanadteen el origen que se puede espe-
rar es que los alumnos sustituyan en la ecuacivalet x = 0 y obtengan lg/ corres-
pondiente.

8.3.3. Pregunta 3

Se espera que los alumnos escriban los nombresspordientes a las expresio-
nes seguidos de la ecuacion tedrica con los pamdsn&espués algunos alumnos sim-
plemente sustituiran y obtendran las seis ecuasidaemanera aislada, pero se supone
gue otros alumnos operaran las expresiones paaa @asina a otra.

Los errores esperados consisten en los fallos deonzacion, aquellos alumnos

gue no hayan entendido que todas las expresiotd@s reéacionadas cometeran errores
al nombrar los parametros de las ecuaciones. Adesaanuy probable errores al nom-
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brar las expresiones. Aqui se podran ver un posedsultados de hacer que los alum-
nos memoricen las formulas en lugar de persegeiutjlicen la mas adecuada.

8.3.4. Pregunta 4

El apartado a) consiste en obtener el punto dadegabiendo el vector de des-
plazamiento, por lo que es idéntico a la preguntario deberia dar mayor problema.
Sin embargo, se puede prever que algunos alumnoengendiran y restaran las coor-
denadas d& menos las dd, cuando en este caso concreto, habria que rastarlar-
den inverso.

En el apartado b) se pueden esperar dos camirgde @k punt obtenido en el
apartado anterior, desplazarse segun el veetoro desde el puntB inicial desplazar-
se segun el vecter3v, aunque esta segunda opcion es menos probabla glijan. El
principal error que se puede adelantar es olvidaigao negativo para representar el
sentido contrario.

Para el apartado c) también se puede adelantaradugos: algunos alumnos cal-
cularan los vectoreBA y AC y sumaran los médulos correspondientes, y otrgsreb
varan que la distancia recorrida®#| y simplificaran los célculos. A parte de errores
de cuentas, se puede suponer que algunos alummmteran el error de decir que la
distancia recorrida e8C = 37.

8.3.5. Pregunta 5

Lo primero que se espera por parte de los alumsiagie representen los puntos
en los ejes coordenados, para hacerse una ideénde tiene que quedar el punto D.
Después lo ideal seria que escribieran los vecwigsalaran sus coordenadas, y que
despejaran asi las coordenadas del punto D. Fintdmee espera que los estudiantes
comparen el resultado obtenido analiticamente @sagdresentacion grafica, para poder
validar la solucién.

8.3.6. Pregunta 6

El apartado a) consiste en determinar la posi@ativa entre dos rectas, y se es-
pera que lo hagan comparando las pendientes. ®aezthr, expresada mediante las
ecuaciones paramétricas, se espera que obtengantet director y, con éste, la pen-
diente; aunque es probable que algunos alumnageént@asar a la expresion explicita.
La rectas les resultara mas sencilla manejar y pasar aghoga para tener, de manera
inmediata, la pendiente correspondiente. De hdgena dificultad, vendra de la recta
r. Se espera que identifiquen correctamente la petedide cada recta, que digan que
son diferentes y que, por tanto, las rectas soanses. No hace falta que den la infor-
macion de la ordenada en el origen, pero es prelopld algun alumno la proporcione.

Para calcular el punto de corte en el apartadbgr)reer paso que haran los alum-
nos, si no lo han hecho en el apartado anterick,sesar la rectaa la expresion general
o explicita. Como ya tienen la pendiente y pueagmarsfacilmente un punto, lo logico
seria que calcularan la expresién punto-pendienteneprimer momento. Teniendo las
expresiones de la forma adecuada, los alumnos aeléfizar los métodos de iguala-
cidn, sustitucion y reduccion para resolver ekesigt de dos ecuaciones lineales con dos
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incégnitas. Se espera que los alumnos no se liraittar el valor de y dey correspon-
dientes, sino que lo expresen en forma de coordsraal punto de corf(x, y).

8.4.Resultados

En esta seccién se hace un analisis de los promedos empleados por parte de
los alumnos, mostrando ejemplos de los aciertos lpslfallos. Asi mismo, también se
hace una evaluacion global de los resultados alisren la nota total. En la Figura 18
se muestran las notas de los alumnos, represenemionero de alumnos para cada
rango de notas que se tiene en cuenta. Asi pupsiesie ver que 22 de los 27 alumnos
han aprobado el examen, 14 de ellos con una nptrisua 7. Por tanto, se pueden
considerar unos resultados muy satisfactorios. Aderse puede sefialar que los 5
alumnos que han suspendido el examen presentanl@ities con la asignatura en ge-
neral, pues tenian pendiente la segunda evaluacion.

Figura 18. Notas obtenidas por los alumnos en ela&xen

ol

De0ad,9 De5ab9 Debab9 De7a7,9 De8289 De9al0

Numero de alumnos
[ T I S T %) F= oM =~ o
,

Notas obtenidas por los alumnos en el examen

8.4.1. Pregunta 1

Como se habia previsto, el apartado a) lo reatiaantodos los alumnos bien y el
b), aunque ya presenta mas problemas, en generbiéta es resuelto correctamente.
Sin embargo, se comprueba que practicamente nialgiimno recurre a la representa-
cion gréfica del vector y de las ciudades.

En la Figura 19 se muestra una resolucion perfisitajercicio, donde el alumno
identifica correctamentdB como el vectoli y despeja de manera correcta el puhto
También obtiene el punto medio utilizando la foranul

En la Figura 20 se muestra el formato mas habiteakspuesta, donde no se ex-
plica detalladamente los pasos y solo se represéoga/alores numéricos. Ademas, en
este caso, el alumno comete un error de expresiolvidar los paréntesis del vector;
son pocos alumnos los que tienen fallos de egie tip

Finalmente, en la Figura 21 se muestran ciertagesren la resolucion del apar-

tado b) que muestran fallos en el entendimientacdetepto del punto medio y en la
forma de calcularlo.
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Figura 19. Resolucion perfecta del ejercicio 1

Figura 20. Resolucion correcta del ejercicio 1

Figura 21. Errores en la resolucion del apartado bylel ejercicio 1

8.4.2. Pregunta 2

En las Figura 22 y Figura 23 se muestran resolesiaorrectas al ejercicio, utili-
zando los procedimientos tales y como se esper&ala primera, se ve la forma mas
comun entre los alumnos: despeja la y para obtanexpresion explicita y calcula los
puntos con ésta, para después, a partir de dosgpwatcular el vector director; los va-
lores de la pendiente y la ordenada en el origexsaen de la ecuacion explicita. En la
segunda, calcula los puntos comprobando que seleuan@cuacion (en lugar de dar un
valor ax y despejar lay correspondiente), la pendiente la obtiene a pddirvector
director y para la ordenada en el origen suporalel dex = 0 y calcula lay.

Aunque no ha sido muy comun, pues casi todos losrads lo han conseguido,
un par de ellos ha presentado problemas en la@biede puntos que pertenezcan a la
recta. Un ejemplo se muestra en la Figura 24.

En la Figura 25 se muestran errores al obteneemaipnte y la ordenada en el
origen. La idea del alumno es extraer la informa@dpartir de la ecuacion explicita e
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intenta despejar Ig, pero se queda en un paso intermedio porque rc@antender la
diferencia entry = mx + n y 2y = mx + n. Finalmente, en la Figura 26 se muestra un
error anecdotico de caracter algebraico, dondesgeja de manera incorrectg/la

Figura 22. Resolucion correcta del ejercicio 2 (masomuan)

Figura 23. Resolucion correcta del ejercicio 2 (mers comun)

Figura 24. Error al obtener puntos pertenecientes ana recta

Figura 25. Error de concepto en la ecuacion explite
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Figura 26. Error algebraico al intentar pasar a laecuacion explicita

8.4.3. Pregunta 3

Este ejercicio ha sido resuelto, en general, deemaacorrecta, mostrando un pro-
cedimiento como el que se ve en la Figura 27. 8ébes los nombres de las ecuacio-
nes, con la formula y la sustitucion de los valarescretos. La ecuacién general se
tiende a obtener operando la ecuacion continuaeypécita deriva de la general. En la
Figura 28 se muestra una alternativa que solo ldosn@s de la clase han escogido: han

memorizado como obtener los valo#sB y C de la ecuaciéon general en funcién del
punto y del vector director.

Un grupo reducido de alumnos ha mostrado descomationsobre qué representa
lan en la ecuacién explicita o incapacidad en el ¢dide la ordenada en el origen. Un
ejemplo de esto puede verse en la Figura 29, demdbserva que sustituyen el valor de
la pendiente pero no saben qué hacer can la

Finalmente, en la Figura 30 se ve una recopilad&ios errores mas tipicos que
han tenido lugar en la resolucion de este ejercitstos consisten en la equivocacion en
los signos de las expresiones, en escribir de rmaneorrecta los datos involucrados

(intercambiar la posicidon de y a,, y confundir los nombres de las expresiones. Todos
estos problemas derivan de fallos en la memorinacio

Figura 27. Resolucion correcta del ejercicio 3
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Figura 28. Obtencion de la ecuacion general a partde los valores de A, By C

Figura 29. Desconocimiento de que es la n de la ecion explicita

Figura 30. Errores tipicos en el ejercicio 3

8.4.4. Pregunta 4

Los apartados a) y b) no han causado problemasaumnos, que los han resuel-
to de la manera esperada y como se ve en la F3duial error mas habitual en el apar-
tado b) ha sido no tener en cuenta el cambio d® ®g el vector que implica el cambio
de sentido, un ejemplo se muestra en la Figura 32.

Por otra parte, la resolucion del apartado c) sjdreerado mas problemas y son
muchos los alumnos que no han sabido resolverkmydiejado la respuesta en blanco o
gue lo han realizado de manera incorrecta. Endar&i33 se observan tres distintos
caminos seguidos por los alumnos y que ya hab#Enpsbnosticados: (1) se calcula el
moédulo de los dos vectores por separado y se su@gase deduce que el recorrido es
cinco veces el vector inicial; (3) se calcula ettee total recorrido y se obtiene el
modulo de éste.
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En la Figura 34 se muestra una compilacion derases vistos en el calculo de
la distancia total recorrida: (1) el mas comunasudar el médulo del vector que une el
inicio con el final, a pesar de que no corresparate la distancia total recorrida sino
con el desplazamiento; (2) tres alumnos indicanlgukstancia recorrida es un vector,
lo que supone un error conceptual y falta de congide en el significado del modulo;
(3) como error anecdético de un solo alumno, caltalpendiente de los dos vectores
de recorrido y los suma.

Figura 31. Resolucion correcta del ejercicio 4, aptados a) y b)

Figura 32. Error con el signo en el apartado b) detjercicio 4

Figura 33. Resoluciones correctas del ejercicio dpartado c)

(1)

(2)
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Figura 34. Errores en la resolucion del apartado djlel ejercicio 4

(2)

3)

Finalmente, en la Figura 35 se muestra un errmodeepto o de rigor en las ope-
raciones, ya que son varios alumnos los que lo mmeconsideran que3? = (—3)2.

Figura 35. Error de concepto en las operaciones

8.4.5. Pregunta 5

Aunque el primer paso légico era representar loggsucon el sistema de ejes
cartesianos para entender mejor la situacion yrpeetequé vectores son los que pue-
den ayudar en la resolucion, se ve que gran nadefos alumnos no utilizan ninguna
representacion grafica o solo una intuitiva donitheljein los puntos pero sin mirar las
coordenadas. En la Figura 36 se ve como el aluesponde de manera correcta y deta-
llada, pero sin la utilizacion de representaciagr@dicas. Por otra parte, se puede ver en
la Figura 37, cémo hay otros alumnos que utilizggomero una representacion intuiti-
va e incorrecta, para después si tener en cuentadedenadas.
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En la Figura 38 se muestra un error muy comun gqu&ido cometido por varios
miembros de la clase, y es la representacién a¢ébveomo una linea, sin ninguna fle-
cha indicando el sentido. Esto puede marcar um eray grave de concepto ya que no
ven que el vector tiene un principio y un finapgr tanto, pueden confundir los vecto-
resAB y BA.

Finalmente, en la Figura 39 se muestra un ejemel@rdor cometido por dos
alumnos. A pesar de utilizar una representacioficgrgue les da de manera intuitiva
las coordenadas del punto D, al obtenerlo de maareaiitica no comprueban con el
dibujo, ya que esto les habria servido para virciaherencia del resultado. Esto lleva a
pensar que los alumnos ven la representacién conextua y no como una ayuda que
les sirva para la resolucién y comprobacion.

Figura 36. Resolucion correcta del ejercicio 5. Sirepresentacion grafica

Figura 37. Resolucion correcta del ejercicio 5. Corepresentacion gréfica

Figura 38. Error al no representar el vector con fécha
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Figura 39. Error al no comprobar los resultados

8.4.6. Pregunta 6

Este ejercicio ha sido realizado como se habisaati#lo y se han visto las difi-
cultades previstas. Una sola persona ha resuelisteina de ecuaciones para dar el
punto de corte de las dos rectas, pero sin anglizarero la posicion relativa de las
mismas (es decir, solo ha resuelto el apartad&lesto de los alumnos que han res-
pondido a la pregunta, ha realizado las dos parsedo la primera, aunque no se puede
asegurar si ha sido por falta de tiempo al seltieh@ ejercicio del examen o por no ser
capaces de resolver el sistema de ecuaciones.

La rectar se expresa mediante las ecuaciones paramétricds goe se siguen
dos caminos: pasar a la ecuacién explicita, dotelatifican claramente la pendiente o
identificar el vector director de la recta y, caieg calcular la pendiente. Ejemplos de
estos casos se muestran en la Figura 40 y en U@aH., respectivamente. Aunque se
puede afirmar que un mayor nimero de alumnos haicsegl primer procedimiento.
También se puede sefialar, como se ve en la Figugué gran parte de los alumnos ha
seguido el procedimiento de la manera correctay parfallado a la hora de justificar
por qué las rectas son secantes.

Como caso de interés, aunque muy aislado, puesuscddumno lo ha cometido,
en la Figura 43 se ve como el alumno tiene un fidl@oncepto muy grave, pues consi-
dera que la pendiente de dos rectas es la misnmal@whos rectas son secantes. Otro
error, cometido solo por tres alumnos, ha sidad¢apacidad de pasar de manera correc-
ta de las ecuaciones paramétricas a la ecuaciditiexp

En la Figura 44 se muestra un ejemplo de la oliandel punto de corte entre
dos rectas. Tres alumnos han cometido errores elgasipero el resto que lo ha inten-
tado, lo ha resuelto de manera correcta. Una veEnwolos los valores deey al resol-
ver el sistema de ecuaciones, casi todos los alsin@om dos excepciones, han repre-
sentado el punto de corte co¢x, y), dando una interpretacion geométrica a la solu-
cion del sistema.
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Figura 40. Resolucion correcta del ejercicio 6 uiando la ecuacion explicita de r

Figura 41. Resolucion correcta del ejercicio 6 uidando el vector director de r

Figura 42. Resolucion correcta del ejercicio 6 persin justificacion correcta

Figura 43. Fallo de concepto de los valores necegs de las pendientes
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Figura 44. Resolucion correcta del punto de cortengre dos rectas

8.5.Discusion de los resultados

En primer lugar, se puede afirmar que los resuftadiel examen son bastante
buenos, ya que solo 5 de los 22 alumnos han susipeelddexamen, lo que supone el
18%. Por otra parte, se ve que son 8 alumnos leHgn obtenido una nota entre el 5y
el 6.9, lo que se considera un aprobado, y correfgpoon el 30% de la clase. Asi pues,
el 54% de los alumnos, méas de la mitad, han olemic nota superior a 7. Son 7 los
alumnos que han obtenido un notable (7-8.9) y d&mots un sobresaliente (9-10). Una
representacion de estos datos se muestra en laHEgu

Figura 45. Porcentaje de alumnos segun los resultasl del examen

N Suspenso
B Aprobado
= Notable

m Sobresaliente

También se ha podido ver que la mayor parte deplososticos de la seccién
“8.3. Cuestiones y comportamientos esperadss’han cumplido en la seccit®.4.
Resultados; al analizar las respuestas de los alumnos.

Algunos de los errores mas comunes son los quesseilden a continuacion:

o Dibujar el vector como una linea sin poner flecheagener en cuenta el sen-
tido, lo que viene asociado con no distinguir femincia entrelB y BA.

0 Relajacion en la escritura al olvidar, en algunasos, poner la raya o flecha
encima del vector, asi como no pofnéB| para representar el modulo del
vector.
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o No utilizar las representaciones graficas como edimque les ayude a resol-
ver los problemas y comprobar si la respuesta lesrente, y verlo mas como
un elemento adicional sin relacion.

o Fallos al memorizar los nombres de las ecuacioada decta y las expresio-
nes de las mismas.

o Dificultad para pasar de las ecuaciones paramsétada general o explicita.

Finalmente, se puede concluir que la ecuacionga¢amas recurren los alumnos
es la explicita, tanto para la obtencion de puntagjue queda Ia en funcién de la,
como para saber de manera inmediata los valorés plendiente y de la ordenada en
el origen. Esto puede deberse a su semejanza domiala funcional vista en afos
anteriores. Ademas, es algo positivo porque esuéamas se va a utilizar en cursos
siguientes.
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Sintesis, conclusiones y cuestiones abiertas

Esta ultima parte del trabajo se utiliza para rasias ideas clave que se han con-
seguido, tanto derivadas del estudio realizado cgemeradas por la nueva propuesta
que se ha sugerido. Por ello, cuenta con tresaeexi En primer lugar se hace una bre-
ce sintesis de lo que se ha visto hasta el moment@egundo lugar se resumen las
conclusiones mas relevantes de lo analizado. Fardkmn se comentan unas cuestiones
abiertas para futuras investigaciones.

Breve sintesis

El objetivo de este Trabajo Fin de Master ha sgtadkar las diferentes ecuacio-
nes de la recta, asi como los contenidos previossaeos para su aprendizaje, como
son los vectores y sus operaciones, que sirveniéanplara un posterior estudio de las
posiciones relativas entre dos rectas, concretamantel curso de 4° ESO. Para ello, el
trabajo se ha dividido en dos partes.

La primera de ellas, tituladaas ecuaciones de la recta en el curriculo vigente
en los libros de texto”ha servido para analizar el contexto en el quenseientra la
ensefianza. Por eso, en primer lugar, se ha realizadstudio longitudinal del curricu-
lo para el tercer ciclo de Primara, en ESO y enhBacato, analizando una serie de
descriptores que guardan relacion con el temaaddicAsi se ha podido ver la evolu-
cion de los contenidos y de los criterios de evaturaen los distintos cursos. En segun-
do lugar, se han analizado los libros de textosguatilizan en el centro donde se han
realizado las practicas para el curso de intertss ydos inmediatamente inferiores y
superiores, con la idea de analizar los probleipaseh los diferentes afios. Finalmente,
se ha dedicado una seccion al analisis de lasuzianks obtenidas mediante la compa-
racion entre los distintos cursos y entre la legisin vigente y los libros de texto.

En la segunda de ellas, titulattanalisis de un proceso de estudio de las ecua-
ciones de la recta en 4° ESGse ha propuesto un proceso de estudio sobreudasiee
nes de la recta, que se puso en marcha en un@dlaESO durante la realizacion del
Practicum Il del Master. Por eso, en primer lugarha hecho un andlisis sobre el con-
tenido matematico de interés en el curso y comexplca en el libro de texto de refe-
rencia, asi como un estudio de las dificultadesgres previstos. Por otra parte, a con-
tinuacion se ha detallado el proceso de ensefiaopanendado, con la temporalizacion
y la descripcién de las actividades planeadasliarate, se ha explicado un proceso de
experimentacion, donde se ha entregado a los akionmouestionario para poder anali-
zar los procedimientos empleados por su parte sekdtados obtenidos.

Conclusiones generales del trabajo

El estudio de las rectas ocupa un papel importdetgro del curriculo, ya que
pone en relacion muchos campos dentro de las méatasal involucrar gran variedad
de contenidos como pueden ser funciones, ecuacisis#ésmas de ecuaciones, repre-
sentaciones graficas... Se ha visto coOmo en losgpos cursos se ve un enfoque funcio-
nal, empezando con la funcion lineal, afin y |adrade proporcionalidad; para, a partir
de 4° ESO, ver un enfoque mas geomeétrico.
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También se ha llegado a la conclusion de que etliestle las rectas tiene mas
importancia en la rama académica y en el Bachitiedta Ciencias y Tecnologia, donde
se terminan viendo las rectas en el espacio. Badlillerato de Ciencias Sociales solo
se ve la ecuacion explicita de la recta.

Por otra parte, y en relacion a lo visto en losokbde texto, se ve la presencia de
muchos ejercicios muy similares entre si y que dmusaas el dominio de la mecénica.
No aparecen casi problemas contextualizados, cuéstis se pueden considerar de
gran importancia, ya que son los que relacionamiaiematicas que se introducen en
los centros escolares con el dia a dia de lasnssso

Concretando este tema en la ensefianza de 4° Efe@dp el libro de texto [6], se
aprecia que se introducen las ecuaciones de la eephrtir de la ecuacion vectorial,
como continuacion natural del estudio de vectoeetad primeras secciones de la uni-
dad didactica. Sin embargo, de cara a que el alwwonsiga un aprendizaje significati-
Vo, este camino no se considera del todo recoméndabqgue no tiene en cuenta ni el
aprendizaje sobre la recta realizado en cursosiam® como funcidn lineal y afin, ni
la contextualizacion del concepto. Por esta ragérelige en el presente trabajo la alter-
nativa descrita por el libro del saber [9]. Estasiste en centrar la importancia en la
pendiente de la recta, lo que ayuda a una maydexinlizacion y a no ver solo la
ecuacién como una expresion algebraica sin segidonétrico. Desde este punto de
vista se puede afianzar primero lo visto sobreetdar en cursos pasados para unirlo,
después, con su caracter vectorial.

Durante la explicacion del proceso de ensefianzaupsto se ha comentado la
utilizacién de programas como GeoGebra, tanto fgaraparticion de la teoria gracias
a la posibilidad de mostrar infinidad de ejemplog @yuden a la comprensién como
para que el alumno pueda hacer ejercicios tiposgueutocorrijan. Esto es posible en el
tema de la recta gracias a que hay poca variedagedzcios tipo y se busca la perfec-
cion en la mecanica de resolucion.

Los resultados de la experimentacion siguiend@elimo marcado por el libro de
texto [6] han sido muy positivos, aunque se ha gmaibservar que algunos alumnos
han cometido los errores consecuencia de las li#des previstas. Se puede concluir
qgue los conceptos que mas problemas han causadsidwmitos relacionados con el
nuevo contenido vectorial, introducido por primeea en 4° ESO. Sin embargo, parece
gue los alumnos controlan mas el concepto de petedietienen cierta tendencia a ele-
gir la expresion explicita de la recta sobre lanae

Cuestiones abiertas

La primera pregunta que cabria plantearse serisi esrnecesario el uso de tantas
ecuaciones de la rectas, pidiendo la memorizaa@dpsinombres y las expresiones. Tal
vez seria mas adecuado buscar que el alumno saa depgencontrar la expresion con
gue resolver el problema con mayor sencillez ea ca de los casos planteados.

También es necesario ver cOmo atajar el problema de contextualizaciéon de
los ejercicios. Si solo se piensa en la realizad@éhos examenes, resulta Gtil que haya
pocos ejercicios tipo y que se busque la mejora deecanica para que los estudiantes
los resuelvan de manera correcta. Sin embargoamdeacun aprendizaje significativo,
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mucho mas formativo y Util para cursos posterigpasece mas adecuada la utilizacién
de problemas de letrgue permitan contextualizar la necesidad del dardei las rec-
tas con la vida real.

En la propuesta de estudio presentada se ha mostadterés de utilizar Geo-
Gebra para la explicacion y estudio de los conteighero parece interesante ver si
puede ser ain de mayor utilidad y cdmo conseguirlo.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presenta el prodesestudio propuesto y se ex-
plica como se dedica una sesion entera al repakomEndiente, para recordar conoci-
mientos de cursos anteriores que van a ser deiwvipartancia para el estudio de los
nuevos contenidos. Seria necesario llevar estérsada practica para plantearse si va a
ser realmente de utilidad o si, por el contrarmsalo no es beneficiosa, sino que utiliza
el tiempo que podria emplearse con otros contenidos

De igual manera, seria recomendable poner en gaasltiproceso de estudio pro-
puesto en el Capitulo 7 de manera general, parer pedlizar una experimentacion glo-
bal sobre el camino planteado segun el libro de¢isfd]. Los resultados obtenidos en
el Capitulo 8 proceden de la propuesta descrit 8bro de texto [6], y podria resultar
muy interesante comparar ambos caminos.

103



Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiaeacuaciones de la recta en 4° ESO

104



[1]

[2]

[3]

[4]
[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

Susana Jorajuria Lazaro

Referencias

Ley Orgéanica 8/2013, de 9 de diciembre, paraépora de la calidad educativa.
Boletin Oficial del Estado, niam. 295, de 10 deadtiddre de 2013, pp. 97858 a
97921.

http://www.boe.es/boe/dias/2013/12/10/pdfs/BOE-A3202886.pdf

Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, pajue se establece el curriculo
basico de la Educacién Primaria. Boletin Oficial Bstado, num. 52, de 1 de
marzo de 2014, pp. 19349 a 19420.
https://www.boe.es/buscar/pdf/2014/BOE-A-2014-2@22solidado.pdf

Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre gbgue se establece el curriculo
basico de la Educacién Secundaria Obligatoria yB@ehillerato. Boletin Ofi-
cial del Estado, num. 3, de 3 de enero de 2015l Gfpa 546.
https://www.boe.es/boe/dias/2015/01/03/pdfs/BOEA5-37.pdf

Nieto, M., Pérez, A. y Alcaide, F. (2018)atematicas 2° ESCEM.

Alcaide, F., Hernandez, J., Serrano, E., MoréM. y Pérez, A. (2015Matema-
ticas orientadas a las ensefanzas académicas 3° 40

Alcaide, F., Hernandez, J., Serrano, E., MoreM., Pérez, A. y Donaire, J.
(2015).Matematicas orientadas a las ensefianzas académ?dasO SM.

Alcaide, F., Hernandez, J., Moreno, M., Sdnzy Serrano, E. (2015Mateméa-
ticas | orientadas a las enseflanzas académishs.

Alcaide Guindo, F., Hernandez, J., Moreno, Befrano, E., Riviére, V. y Sanz,
L. (2016).Matematicas Il orientadas a las enseflanzas acacgantsiV.

Parker, T. y Baldridge, S. (200&lementary geometry for teacheB&efton-Ash
Publishing.

Parker, T. y Baldridge, S. (200Elementary mathematics for teachegefton-
Ash Publishing.

Godino, J. D., Font, V., Wilhelmi, M. R. (260 Analisis ontosemiético de una

leccion sobre la suma y la resRevista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa (Especial), 133-156.

105



Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiaeacuaciones de la recta en 4° ESO

106



Susana Jorajuria Lazaro

Anexos

A. Unidad did&ctica del libro de texto

B. Programas de GeoGebra como actividades adieisnal
C. Ejercicios de tarea

D. indice de tablas

E. indice de figuras

107






Susana Jorajuria Lazaro

A. Unidad didactica del libro de texto

Y T

@ Chma l'lﬁ_“ - 0 (Sabesoperarcen @ ,Csbntas formas @ (Diferencias rectas
matemilicamente magnftudes  vectores? ;Y hallar de expresar paralelas, secantes
como la fuerza, la aceleracibn... el ingule que forman? una recta conoces? o coincidentes?
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h“‘“ﬂ ¥ ca f‘b;

- N
 j0ué dngulo Tormardn

 las direcciones de fas bolas

&1 ambas siguen on la misma
Iiniza recta?

£0ué crees que guiere decr
ecuacion vectorial?
1Y ecuacitn escalar?

{Qué ex un choque Lee ¥ Compreng

elisticol
' f Los vectores y el billar

Extis anle wna mesa de billaz, Has golpeado con el taco
it boda blanca, sin electo, un galpe seco en el centro, La bols choca
ton ora bola de jgual mass y 1amafo. Una posibilidad, moy remota
o clerts, e que lo hayas hecho tan blen goe las dos bolas continien tras
o chodgue en ko misma linea recta que Nevalsa ka bola Blanch, jDemasiada suepte
Lo mas probable es que tras chocar cada bola salga en una disecclon. (Te hag preguntado gué
dnggulo lormarin las direcciones de las holas? Parece qie dependerd de machos lactones: b hietza
de impulso die Ja bola blanca, su velocidad en el momentn de chocas, o punto de impacio.
5i In pruebas unas cuanlis veoes (e llevaras una suéntica jsorpresa matematica!
¥ habris descubierio, de pasn, la regla de o del bifkar 5i dos bolas die la misma mass chocan,
tras ol impacto seguirin trayeciorias goe forman wn dngulo oo Siemprel
La explicacion nos L dan dos leyes fisicas que, probablementy, aprendas en este curso
fa conzervacion del momento lineal y la conservaciin de la encigla cindtica. Paria poder aplicar
eatas leyes necesitamos un nuevo abjeto matenmilico: los wectones.
Sim es o masa de las holas, ¥ exel vector velocidad de la bola blanca antes del choque y 7 y ¥, son lns vertores
welnchidad de cada bala trag ol choque, por la censervacion del momento [ineal tendremos ssta ecaackn vectatial

mv :ml?l +mi,

Pero, 5i suponemos que el choque e totalmente elistion, también s¢ conserva la energia cinética
y se cumple L siguienite eoaacion escalin

- i o g
S mi_
2

Simplificando, tendremns que ¥ =V, 4+ ¥, .Hrh-ru.lrslrﬁwr'tnmshman un triamguin. ¥ ademis f
s ladns cumplen: [

- ::NJ I-|I"..:’
Es decir, ef cuadrado de uno de elbos e igoal a la suma de 1os cusdrados de Jos otros dos
Te suena vertad? Es el reciproon ded teorema de Pitagors, leegn o frdinguln que forman

Jo i vnctones o rectingudo. Lo que viens o demostrar oue bos vectore ‘F, YV,
apuee sy Bt catetbos, forman wn dngulo de 507, r

*1.
2

-
n

- Y sabes: oon baen pulss, un poco de Pitigoms y algunos vedores,
— purdes arehar conwertido en un massmo del billar. 0

-,

AnTuNI0 PENKE Sam =

cach c“'“:lu"f&
& Una bola de
billar al golpear en
ura banda lstesal sigue las
leyes de reflexidn, es decir, el
dngulo gue forma la rayectoria
" tres banday, una bola ba e la bala con |a banda anies de
die golpear a las otras dos y tocar golpear y el dngulo despuis del
. en tres de las bandas de la mesa. En i chogue nriden lo mismo. jEn
[as bandas fargas hay dibujados 7 \  qué otros fendmenos se
rombos o diamantes y en las cortas | producen las leyes de
hay 3. Investiga cimo utilizan los reflenidn®
Jugadores profesionales
los rombos para conseguin
. carambolas.

g

o
~F
=~
[~'4

En el billar francés
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E%_ Vectores fijos y libres en el plano

| Sabias que... 4
Lo wecinres son eseociales en fsica
y oiras ciencias. Se utilizan para
regapsEntar cualguier magnilud
que, itemds de un valor, llene
direccidn y santido, comd la
velovidad, la acolaracitn o La fuerza,

@ v GeaGebra
Entia en smSaviadigital com

y recuerdn vectnees fijos v Wbres

O

!‘I‘uum

La distancia entre dos puntos
cuatesquiera Py O se puede caloular
coma ¢ mibthalo del vector gue forman

P, Q) =|Pg|

! Ten en cuenta

5i (AR =1, el vector AR &s unitaris,

Un vector fijo del plano, AB. es un segmento orientado con origen es el punto A y
extremo en el punio B

tlemplo » Representa el vector de origen A(3, 1) ¥

y de extremo 51, 2) i !.:fi

Las conrdenadas del veclor AB son (&, 3), ya que, s

como 5k ohaerva en & dibujn, para ir desde &l oni- : ;| i"\\ ———t
gen A hasta el extremo £ se necesita avanzas & uni AT —1)

dades hacia la lxquierda y 3 hacia arriba

.o elementoy de un vector o son;

« Madulo de un vector es la distancia que separa 4 su origen de su exirema, 5e e
prasenta por AB|

* Direccion de un vector e la direccitn de la recla que pasa por su origen y por su
extremn y ln oe [odas sus paralelas,

* Sentido de un veclor g5 el que queda determinado &l ¢ desde el ongen al extremn

Coordenadas de un vector dado por dos puntos

L-as coordenadas del vector de origen el punto Ala,, 0.} y de extremo &l punto 8(b,. b,)
son las del extremn menos las del origen. Es decin

AB=(b,-0,b,-0)

Ejemsplo » Calcula las coordenadas del vector AE de origen A(3, —1) ¥ de extremo
-1, 2
El vector AR tisne como coordenadas: AR =(-1-3,2 ~(-1))=(-4, 3)

Mbdulo de un vector

El médulo de un vector A calculado a partir de las coordenadas de su origen y de
5y exiremn es -..i_.m= \.'I{bl e +(b, i

Para demostrarlo, se representa AD ¥
I Bib.. b}
El médulo de A8 es la longitud de la kipotenusa bl -;;L f
del tridngulo rectingelo que tiene por calelos =l i
N o '
b, —o,yb,—a, a "’!-”.:",_..--‘:"_ _
Aplicando el teorema de Pirdporas: 0 b~
oy | | [ X

AB|= (b —a,) +(b,—n}
Eiemplo » Calcula el midolo del vector de ongen ACS, -1} v de extremo B3{-1, 71
i = \i- .1 3}r'r[i' [ .l‘.l.].‘ A \,'{. m} 11’ :\_?_u_.; &

Coma el madulo s 45, la distancia enfre los puntos A y & es también 5
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Vector de posicidn

Lin vector de posicidn es cualguier vector fijo que tenga camo origen &l origen de
coordenadas. Las coordenadas de un vector de posicidn colnciden con las coordena-
s e su exiramio.

~Ejenple » El vector de posicién de origen {0, 0) y extremo ef punto A(3, 4) tiene las
! mismas coordenadas que su extremo: A = {3, 4).

Vectores equipolentes

Dhas vectores Hjos ne nulos AR y (0 son equipolentes cuando tienen el mismo méb-
dhithes, la misma dirsceidn y &l mismo seatida.

Dos vt tares ennipolentes tienen las mismas coordenadas.

~Elenple » Los vectores AR y CD son equipolentes, ya
gue tienen el mismo mbdulo, la misma direccidn y el
mismo sentido,

Las coordenadas de ambes vectores son iguales:
AR =(-2-1,0-2)=(-3,-7)
0 =(-1-2,-3-C1=(-1,-2)

Vectores libres del plano

El tonjusto fnrmado por todos los vectores squipolentes a un wector fijo dado se ’ = o

denomina vector libre. Se representa por & o
W B

* Cada veclor fijn que perlensce 4 un veclor libre g un represeéntante del vector libie. 1 — -
* || miduln, direccidn y sentido de un vector libre son @ madulo, dicecoion v senlido de 0 Y]
cualesquiera de sus representanies, ,l.-" -

ACTIVIDADES
A Calcula las coordenadas de los ;Mhﬂuﬁﬂudﬂmhrﬁmnhm
A vectores A, G y CA a) Orlgea A1, O) y prtrema B3, 5)

A (s b) Drlgen A(7. &) y extremo -7, 3}

A
”rh‘c X Jd;dl:h!«ut!lﬂ.:z los  vectores ¥
<4 equipolentes de la imagen
ACTANDAD RESWELTA ¥ los vectores libres que K(
} determinan. Fd B x
2. Las coordenadas del wector libre & son (-5, 4), y las del iy E_._/'F

origen 4 de uno de sus representantss, (4, —6). Caicula las
coordenadas del extremo 8 de ese representante. £ Calcula fa distancia entre los punios:
(380 <= 00+ A o 038 o= (8, = 6) 4[5, b} = (-1~ ) A )AL, -3} y M1, 1) B 01-2, 3y dH-1, -4

Proe tanin, Loy cooedenadiy die f soa (-1, -2),

7. Los vértices de un fridngulo son A(3, 5), B{10, O) y C14,-1).
%_Las coordenadas de un punto # son (1, 3), v las del vector a) Caleula ins wectores gue forman cada lodo
% B, (-2, -2). Calcula las coordenadas de § y de QP ) Hanli L ieenginud do cada lado
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ﬁ Operaciones con vectores. Combinacion lineal

TRERFEgER Ao n s

Sir Williom Rowan Hamilton
{1805- 186%)

Ly tiermvingd “vector” y “elcalac lnd
acufnd ex 1B&6 Hamilton, un brillante
miatermndthon landss que & bes

12 afos ya hatslaba 173 idiomas

@ wirne GeoGebro
Enira e smSeviadigital com
¥ TeLueTTa suma ¥ testa de wectores

000

Suma de dos vectores libres

Para-sumar graflicamente dos vectores libres & y v del plano se pueden ulilizar dos
procediminntos;

i® ]

# 5@ \oima ui iepresenl ante AB de T yotre = 5e [oma un fepresentante AB de @ ¥
AL de 7 que tengan < mismo orfgen A otra BT de 7 de forma que & extremo
del representante de U coincida con ed

* Se vonstruye o paralelogramn determina- y &
origen del representante de ¥

do por los veclores AB y AC. Fl cuarto

viirtice del paralelogramo es el punto 0. * L& suma ge vectnres +¢ es el vector
librg que tiene como representanle al

* la suma de veclores U+v es el vector o
7 Y vector de ongen A y extremo O AC,

libre que tiens como representante al
viector de origen A y extremo O- Al

"
g
11 X o 1 X

Para hallar las coordenatdas del vector suma §+¢ 58 seman las coordenadas de
8 = (i, ) con las de ¥ = (v, v,),

4 =(o v, u,+v,)

Ejemple » Se considers l tridngulo de wértices Al-4, 3} 8(5, 6) y (-1, -3). Com-

prueha que la suma A+ B coincide con o vector AC. v;

Se calculan las coordenadas de cada vectos: | (AR~
@:{5 (-4}, 6 -3)=(9, 3) b= ol
BC ={-1-5,-3- 6)=(-6,-9) _ it
AT = (-1 (-4), -3 - W)= (3, -6) \ e

Se comperueba que Al + B = AC - AL -
AR+BC = {9, 3)+ (-6, ~5) =(3, ~6) = AL '

Producto de un ndmero por un vector

El producto de un ndmero real & por un vecton libre i 85 otro vector k0 con los siguien-
fis g leme s
* [l médulo es ol producto del valor absoluto de k por el
mitulo de o
|k = kil |
* La direccion es la direccidn de .
« {1 sentido coincide con el senfido de 0 s k> 0y es
contrario si k< 0.

Para hallar las conrdenadas del vector k@ semuoltiphican las dos coordenadas de i
pior ke

ki = k(. ) = Ok, k)
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Combinacion lineal de vectores @ winic GeaGebra
- ) Enira smSaviadigial,
Dos vectores ¢ y v son lincalmente dependientes i tienen la misma direceidn, ,:Kuil:d,, combinacifn |1"?.:'['_‘
En este casn, sus coordenadas son proporcionales: L
u=kv
¥
Elemple » jSon linealmente dependientes i =(4, 2)y ¢ =(2, 17 -
Sus coordenadas son proporsjonales, § = A, por tanto, son linealmente dependientes il =
| Enla grafica se observa que son paralelos, €5 decir, tienen la misma direccitn, { //

El vector W v combinacidn lineal de lox veclores i y ¥ 50 5 pusden sncontrar
dos nimmeres roales o v b tales ques
w=gu+hv

Se iee que los vectores 4, ¢ y w son linealmente dependientes.

o Elemplo » ks el vector (-3, 4) combinacidn lineal de los vectores (1, 0) y (0, 137
| Es combinacidn lineal pues existen dos niimeros reales a=— 3y b= 4 que cumplen que
(-3, <4) = (-3IN1, D) + &(0, 1}

Punte medio de un segmento

Las coordenadas del punto medio M de un segmento AS son combinacidn lineal de
Tis eoardenatin de sun exltemos. SEAo, a,) y B, b )

)

AveEabE

RS (R, V(LD y W (0,3), realiza las operaciones: ACTIVIAD RESUELTA
I" ] - e " - -
Y b) Sié & Vi R R 12 Falla los Py 0, que dividen ol ™
5. Dados los vectores & <[4, 2), v =(-6, 3) y w=(2.0), indica mos A(L, 1) ¥ B(7, &) en tres parles iguales.
% si son lincalmente dependientes: Si se considera ol veclor: ”
LR Ld Wayw iyw A =71, 4= (-1))=[6,~3) 5 ;)
w0 phoere gus: A [
ADTFRDAD BESHELTA 4]
o REAMALIY e (6 oo
10, Estudia s A{ -2, 3), 8(1, -4) y 14, —11) estén alineados, T e
A, By € estardn alineagos 5| AB y A son proporcionales, = 0P« DAL AP (L, -2 - (3 -2
AB={142,~4-3)=(4-7) }:mﬂ Por tanta, e punto P o5 A3, ~2),
AL ={442.-11-F={6,—14) Siguiende &l mismo procadimiento:
Pt tamie, (05 M“‘iﬂ\f:mh alineados, m’:mi}.ﬁ= {I,—l]tl".’}.—l]={5. —."l.'!ﬂﬂﬁi. —“

11. Comprueta s los puntos A{ -2, 3), 80 2, 1)y 005, 5)estdn 12 Dado el segmento de axtremos A(2, -5} y 8{10, -1), hallz los
% alineados. & puntos P, Oy K que dividen A8 en cuaire partes iguales.
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B Producto escalar de dos vectores. Aplicaciones

! Ten en cuenta
L Surmip die dhos yecipres &= olm vecior,

Sin embargo, & productn sscalar de
s vecioess i oun niinem

@ nSaviadgial com
PRACTICA Urifiza o products
el para comelrult tu cometa,

O

| Ten en cuenta
Hl sistarma de referencia formado
por {7, j} con

M=1 =|j-; f{;:':i'] =" se denoming
statema the refesencla ortonoimal

!m-u-

I producto escalar o4 tna ogeraciin
nui veritics las propledades
commutativay distritt bva respecto
de Lp suma:

dimi.g

T e B

1&g Tl

El producto escalar de dos vectores libres es el nimero que resulta de multiplicas
los mindules de ambas veclores por el coseno del anpulo que forman, 85 decir-

¥ =ld v cosld, ¥)

~Ejemplo » Calcula el producto escalar de fos vectores i ={(4.%) y v ={0.3}
Se caloulan sus madulos:

i+ = O =B i =V =3

Ysuproductnescalares: o-v = 37 - 3.coshy7 = 4\5-3-1‘;—?=U

51 e caleula el producio escalar de un vector 0 por s misma, se ohfiens:
i- i =lifllil cos0® =l

£l mbdulo de un vector también se puede definir coma |6 =i -4 .

Producto escalar conocidas las coordenadas

1 producto escalar de los vectores i = [u, 1,) y V=, v} e

V= v U v,

Para probarlo, como los vectores § =(1,0)y | = (0, 1) son unitarios, porque su modu-
I e 1 yson perpendiculares entre si, o cormple qus:

" o i -i =lilfleost®=1-1-1=1
i ! o 17 = cost=1-11=1
o i -] =lilljleos90*=1.1.0=0

Cuslouler vector dal plano se puede pscribir como combinacibn lineal de los vedto-
res 0y [ Asi, los vectares @ = (g, ) y ¥=0v. v)) se pueden expresar com:

F=u +i v 4v,) L 1
. T I |
Phelasi; b L L L]
i =l ) o] v, ])= oA T
=L bogd ] Hupf T vup,f -] <up+uy, L I -
¥ [ 1 i

~Fjomplo » Calcula el producto escalar e los vectores
i =(2-Ny v ={-1,4),

a-F=HA-Te=—2-12=-14
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Angulo entre dos vectores

A parrtir ded producto escatar de 0y 7 s puede calcilar el coseno del dngulo que forman,

El coseno del dngulo que forman los veclores & =(u, o) y ¥=(v, v} ps

_ v +

cos(i, v)

Ejemple s Halla el dngulo Gue forman los vectores 0 =(4 3) y ¥ =(3 4).

12+12 4

L —

T R 22
wl il Jeey]  YI6+IVIHIG B

cos(H, F)= -
\I

I
i :alcms.?ﬁ = arecos(l 96 = 16" 16°

Y Jue v

@ wrnic GeaGebra
* Enira en smSawiadigiiol com

oy actics ol pradecto esclar y
ealcuila ol fngulo srre dos vecioes

[os wectores no nulos son perpendiculares cuando su producto sscalar vale cem,

~Elemple s Comprueba si fos vertores 4 ={3, ) y ¥ = (-4, 6) son perpendiculares

produc te escalar,
PV =3-a)+2-6=-12+12=0

ACTIVIOAD BESUELTA

14. Dado el tridnguio de vértices A(-3, 0), B(3, &) y O(4, -2)
calcula el angulo del vértice A y la medida del lado BC.

S regresen i ol tridmguln;

& 5 E,
~S
3

Para kaliar ol drgulo a s consideran los veclores:

E:ﬁ ﬁ-] E=F+_ ?}
R

aeose= {6476 ~sa=arccos (L6ATH = 437 15

La mexdida del lade B 25 ¢l miduls dal vector E:
|80 = 18- 4 (2-0F = 1436 =W

116

Para comprobar qoe forman un dngulo de 907 se calcola #f

15. Dados los vectores 4 - (-2, 20y ¢ = (-1, 3, caliule su pro-
A ducto escalar, sus mdulos y el dngulo que forman.

ACT i'-'l.l'l-ﬁ_l!- EESHEL 'l_

16, Calcula el valor de m para que low vectores & = (-2, Im) y
¢=(m-1,7) sean perpendiculares.
Para fiie sean perpendirularss su prodiicts escalar debe ser0.
GoF msdama Z2atime =2bms } = =nme- ;

17, Calcula ef valor de in para que bos vectores & - (m, 2m -~ 1)
Ay ¥=(1-m, mk

a) Sean perpendicedares,

B) Trngan mddula 1.
18 Comprueba que el trigngulo de virtices A8, 9), 8(2, 1) ¥

< €[1, B) es rectangulo & indica e vértice comespondiente al
angulo recto.

19, Calcula los Sngulos del tridngulo A(-1, 0), B(2, -1} y €4, 2).
iSuman 18077
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D Ecuaciones de la recta

@ wine GenGebra
. Entra en smSaviadigitel com
|y encuentra las ecuaciones de
I recta vectorial, paramétricas,
continua y general

O

¥ »rSeviadgial com
PFRACTICA Encuentri ol msonm
: utllizande el maga ¥ lodo o que
fas apreadido sobre geometria.

O

E1 visctor mormal £ =1, 8) ={o, -a)
y ol weeioe disegtor i = it 10,) 500
perpendiculaces por ser su producio
escalar nuloe
Ea = 0 )-(u, —u =
=iy — g, =00

Ecuacifn vectorial de la recta

Una recla def plans queda delerminada si se conoce un punto Ale,, g ) y su vector direc:
tor, e decir, un veclor libre @ = (. u,) qee leva so direceion

Un punto X(x, §) pertencce a una recta r o1 los wectores AX y & son proporcinnales, ss
decir, existe ftal que AK =t
Urilizando vectores de posiciin, se cumple: AX =0X — TA = 0X ~ DA =tii = OF = A+l
La ecuacién vectorial de una recta gue pasa por Al o]y tiene por veclor direcion
# ={u,, u)es el conjunto de puntos X(x, ¥) que cumplen;
(x¥)=(o,0)+tlu, o) conte B
Ejemplo = Halla la scuacion vectorial de la recta que pasa por A(Z, -1) y tiene comn

direecion ba del vector o =3, <2).
Sustituyendo: (x, ¥} = (2, —1}+3, -2}

Ecvaciones paramétricas de la recta
Al operar en la ecuacian vectorial e fgualar, se obtienen las ecuaciones paraméiricas,

Las ecuaciones paramétricas de Lo recta gue pasa por Ala,, o) y tiene comn direc
x=a,+ :
citn i = (u,. ) son: [r-::+:: donde ¢ B

-Ejomgpls » Hallalas ecuaciones paramétricas de la recia rque pasa por A(-1, S)y lieva
la direccidn cel vector i =(-2, 3).
r=-1-2

Se sustitoyen las coordenadas del puntn y del vector directos [,r= e teR

Ecuacion continua de la recta y ecuacion general
Al despefor o hguatae ¢l pardmetoo fen las paramiéiricas se obtiene la ecoocion contin.

La ecuacion continua de la recta gue pasa por Ao, o) y tene come direccitn

d=lu,uyess I _Y 0
u, i,

Iranslormando la ecuaciin continga para escribir todos los tReminos en-el primer miem-
bro, se ohtiene la ecuacion general
L Y . | = ulx o) =y~ 0,) =3 U, x-u, ¥~ +um =03 A +By +C=0
i, i, N
La ecuacion general de la recta es de la forma: A+ By +C =0

El vector #=[AB)} se llama vector normal y s perpendicular al vector director de
la recla.

Cjemplo » Halla las eeuaciones continua y general de la recta r que pasa por A(3, -2)
y lleva la direccidn del vector & =(-2, 3).

*l’.nnﬂﬂun:'__;'z rﬂ * General: Ix—9=-2p -3+ -5=0
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Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiateacuaciones de la recta en 4° ESO

Ecuacidn explicita. Pendiente y ordenada en el origen

A despejar i on la ecudciin geniral se obtiene s ecuacidn explicita:

Yo mE A n

« m esla pendiente de la recta y representa la tangente del Angulo o gue lorma la regta

con la parte positiva del eje X: m=Iga= il

« i es la ordenada en el origen y representa el punto de core de |a recta con @l @je de

trdenadas ¥ =0,

Ecuacion punto-pendiente

. marTie GenGebro
Entra e smSaviedigial com
¥ cidouls L ecuacion expliciia

| a ecuacién punto-pendiente de la recia que pasa por el punto Mg, o 3y tiene por

pendiente mesy — @, =m{x—a,).

51 (g ) sl wector director, se deduce de la ecuacibn continua;

X =,
iy oy

Ejemple » Halla la ecuacitn de la recta punto-pendiente si el vector director es (3, 1)

y pasa por el punio (0, 2).

La pendiente es m:l".*.a_—!].pnr tanto, la ecuacidn esy — 2 = %h—ﬂ].

th

AGCTIVIDAD RESWELTA ;

20. Comprueba 5 el punto A3, -1) pertenece a r:{::;im:.
Se sustitoyen sus conrdenadas:
{x- = .a={h 4.--]-.I [.l:- -2
Fohad A=+ |t=-2
Coma i walor de | en las ecuaclones coinclde, se deduce que
A5t perienece a laredta.

24, Indica s A[0, -1}y B{6, -1) pertenecen o no 2 s rectas.

1y .
i (l-!+]‘ b)s: 2x

s Ipw1h

L1 Halla un punlo, un vector director y un vector normal de
1 cada una de las siguientes rectas.
Ada~p-1=0" bly=s c)ln)=0-3.2)+1-1.8)

1% Halla dos punlos de cada uni de las siguientes rectas y el
% vectar director.

a)ie, p=1{1. 1)+ 0. -3) )y =3==2x+ 5}

=X _prh
H{;c]—i‘ Hr=5g
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-0
TR ya =)y -0, =mx-n)
I.['

inthaiea w no s pusten esprewr
| dan las ecuacionos habieaies,

Sondelaformaxz=k

AETANING RESRESTS

28 Calcwla s ecuacidn continua de ba recta que pasa por los
puntos F(-3, -1) y G0, 0).
5i Py Qestinen larects, ol vector I #sun vectos director de
la recta,

A3 =[0-(-3), 0= (=13 =3, 1) Por tarin, s pouacitn con-

15 Calcula la ecuacian continua de la recta que pasa por Ios
-.‘- Mm;
A2, 0y LN bYAO, 3y -2, -3)

6. Caloula [a ecuacidn general de la recta que pasa por P{-2, 3)
A y tiene pendiente m =4,

7. Callcula, on todas sus formas posibles, [0 pouacidn de Lo e
W} taen los sigulentes casos,

a) Pasa por & pusio A5, - 2} y lova L directitn de &
b) Pasa por ol purtn Al-5, &) y tiene pendiente m= -2
e} Pasa por los pumios AL-1, 3) y B(S. -2),

Catcula ly peodieste y Lo ardenada en of oflgen de cada una,

{1.-3)

L rwetas weerl icakes Henen pendiente
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& smSaviadigital.com
| MRACYICA Comprieba lo gue has
| aprendica a bo largo de L umidad.

@ wine GenGebra
g [rira es smSaviodigital com y
oeafud-hmmhinnnﬂ

relativas de lus roctin,
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Posicién relativa de dos rectas en el plano

Dos rectas en &l plans pueden ser; -
* Secontes cuindo Liemen un dnico punio &0 comin, b

Sus vectores diractones no son proporcionales, es de-  — |-
tir, las reclas tienen distinta direccidn y, pos tanto, ""Lh\\r_
distinta pendienta.

« Paralelas cuandn no tienen ningin punto en comon.
Sus verlores direciores son proporcinnates. | as rectas T
tignen la misma penciente y diferente ordenada en el

i o — 2
LRlgf1idl e
Ke ___ﬂ:lb._l e

= Coincidenles cuando tienen infinitos pumlos en o- ~—F _
miin. Sus vectores directores son proporclonales ylas | —
e las pasan por un mivme punlo, es dedlr, Heren la
misma pendiente y la misma drdenada en el origen.

5] EEEEEEL
M expresas #n firmi general dos rectas, nAr+ By + C=0y 5 v+ 8y + ' =0, sus pen-
dientes y ordenardias en el origen son:
A A C P
== m=— n=—= f=-

1] F 1] [ g
Por tanto, para determinar su posicidn relativa se puede utilizar el siguiente criterio:

a8
[
* Son paralelas sim=m', perom=a’, e decir, 5l

« Son secantes si m=m, g5 decir, si l:' #*

= '3

!4
Y

n Al

* Son coincidentes sim=m' y n=n, 5 decir, si %u

=|:E_

-Ejemplo » Estudia fa posicion relativa de las rectas y halla, en su caso; el punto de
Loirle:

epls+ Weh=0ysa-2y—R=0
S estudian los coslicienies de x e

% .‘12 =% Las rectas son secantes, es decir, se cortan en un pontn P Para calcolario,
s resuelve el sistema:

L+3y+5=0 | 2x+3y+5=0 = o

[.I' iy-8=0 [21-}#[{16:0 STt tisi=Sye-Ried

El punto oe corte es A2, —3)
sh-x+y+ 12=0y 5t 2x—8y=0

Tl 2 i& % =y La® recias son paralelas y, por tanto, no si cortan én ningin punto
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Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiateacuaciones de la recta en 4° ESO

Rectas paralelas a una dada

[Yada la recta de ecuacion general Ax+ By + C=0, todas las rectas paralelas a ella

tinen por ecuacion:

Ax -+ By + k = 0, donde k es cualgquies ndmero real,

—Elenple = Halla la recta 5 que &5 paralels a la recta r: 22 — 3y — 5 =0y que pasa por 5"

[ of punto P{-1,3):

S escriben todas las rectas paralalus ae: 26 - Ay v k=0

* Como pasa por , ol punio debe verificar la ecoacién, Resolviendo la ecuacion se

obtiene el valorde &: 2- (-1} -3 -3+ k=03 k=11
| * Laecuacion de Yes: 2x - 3y+ 11 =0

Rectas perpendiculares a una dada

Dada la recta de eceacion general Ax+ By + C= 0, todas las reclas perpendiculares

a ela thenen por scuscian:

!‘Il?nnuﬂ
Loz vectores (A, 8} y (8, -4} son

pirpendicidanes, ya que s producio
wscalar es 0,

&x — Ay + k =0, donde k e cualaquies nimeno real,

~Ejemple s Halla fa recta < que o5 perpendicular o la recta r- & 4+ 2y = 5 y que pasa por

el punto P4, 3)

* S pscriben todas las rectas perpendiculares ar 2 -p+ k=0
= Sp calcula k, obligands a que pasepor P2 - 5 -3+ k=0=3k=-7

* Laecpaciin deses: 2x -y~ 7 =0

28, Estudia la posicidn relativa de Las rectas:
¥ e drayoS=Oysdors Ip=11

b}:: %Jigrli i ] ’5.-2.!’—3[—5:5

| AGTIVIDAD RESUELTA

29. Estudia, a partir de m y m, las posiciones relativas de:
fn3r-mys2o0ys-€x-yins0
i -m 1
= _l-wil i op 3
%*==3ﬂ""ﬂ=l"4
Piara o= —; Fomes - Las rechiy son eolncientes.
Parn m= ——;—]H'I! <, Lo rectas son poralielas.

1
Fara ﬂ'l'—z . iy rectas son secantes

30, Calcula el valor de m para gue las rectas r: Se - my + 1=0y

(% 51 -a— ¥ + 3 O sean paralelas. jHay algin valor de m gue
las haga coincident=s? ¥ secantes?

120

31 Halla Lo ecuacidon de la recta parabela a n 3x - 4y - 12 ¥ que
% pasa por el punto P(5, -5).

32 Haila la ecuacidn de la recta perpendicular a r: —2x— &y =15
A y que pasa por el origen de coordenadas.

S

13, Dads la rects de ecuaciones paramétricas r: [;:—11-1“

“" 3)Calcula su pruacidn general.
B) Halla ta recta parabela a rque pasa par Al-1, &)
€) Halla la recta pespondicular a r que pasa por (-2, 7)

34, Halla la scuacidn explicita de la recta que pasa por el punto
B OA-2, &) y oes paralela @ la que Yene por ecuacin
Tx—14y 3 =0,

15, Comprueba &1 las rectas ¢ y & son perpendiculares,

1. 3 5 i
1=k —=y=-5 ;=g p=-8
Gr =Ry sugr3y

3.1 VeI |
t === .
W ]: '--ﬁr y?3 Fad- 34’

e W .?l-!: ’ ]
' p=3—3r' g TRy



Susana Jorajuria Lazaro

VECTORES DEL PLAND

Elementos de un vector

« Médulo: A8 = (b, a0 +(b, - o,y

= Direccidn: la de f recta que pass por
SU OFIEN ¥ pOr Su elrema.

* Sentido: ef correspondiente airde su
GFIBEN @ S extiema,

Orlgen: Mo, o)
Eateema: B(b b)) werlar fijn

Coordenadas: AB =(b, —a,b —u)

Todos os vectores equipolentes a un

r OPERACIONES CONM VECTORES

Suma de vectores Prodocto de un ndmere por un vector
- " o*y
A h g : /K{;’
o ST A ST )= Gk k)

'r

Producto escalar Angulo entre dos veciores
v =i | cos(i, ¥) [q-l:"“"’j SV = up ruy cosld, = L0 = it
¥=(v,v,) e i e

r ECUACIDMES DE LA RECTA

Yectorial Continuas Bunto-pondiente
OX =0A+tii = (x.¥)= (o, 0,)+t{u, 1) -0 _y-o, y-a,=mix-a)
Parambtricas * % Explicita
{:-n.ﬂu. General y=mx+n
Ll Ax+By+C=0
Donde Afa,, o ): punto de larecta, § = (o, u ) vector direclon, m= % : pendiente y o ordenady en el origen,
ity
f rAx By C=0 s Az+By+C'=0
Sacantes Paraleley Coincidantea
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Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiateacuaciones de la recta en 4° ESO

Actividades clave

1. Escribe el wector & (13 17) como Paia que sen combinachdin lineal debisn mxistic dos ndmierod reabes, & y g, talos que § =48 4+ pF,
combinacion lineal de los vectores: G+ ¥ =17 =A1 Drplh, ~D=CILIN=(Aetp M)
w3 Ard=-13 _[-A+ip=-13
¥ (b, -1) Boogeet? LAy 68
Por tarto: & =50 -2V

=A== d=0p=~¢

2. Clasitica ol tridngulo de wirlices a) Parg estidiar s e eail i, tebsoelos o esraleno, s caltulin Lis medidas di los Lades,

A0, 6), B(12, 0) y C1-8, -A): o |All = AP 6P =180 =645
) Segiin sus lados. iEn
s « [T = Vo + 20y = Ve =34

« |6l = JEmy + (a7 =380 =285
Al wer medidan dilerentes, ol tridngulo o escalena,
b) Para estistian 58 &5 acutangule, rectdnguls o obtusangula, se caloulan oy dngulos del triangula:
% AB-AT  (12-6)-{-6-10) -T1+60

= L0767 = A=T4" 24"
- y:nu W16 V180136
Cosmn arl bridmgpide ene un dngulo mayor die 9507, e abdusdngulo

3. Calcula la mediatriz def segmento La medatriz del sepmento de extremas A v B o5 la recta o ge pasa por el punto medio M del
de extremos A(--2, ¥) y B{6, 4). segmento y gue &5 perpandicular a fa rectar que pasa por A y 8
+ Fruacifin de t recta r que pass par A y fr
SO i G OB S5 11 =
ﬁ_[_n—‘_?ﬂ 5 3 ] e o Iax s d=by-Beay-ty=—10
» Todas la rectas perpendicuiares 3 3 recta rson de a forma: &x +y+ k=0

* Se calcula of punto medio, M, del segmento de extremon A y B: .Il[ =tad I”‘] < M2 )

* [ todas las perpendiculanes. se elipe la gue pasa por el punto A
4-243+k=0=k=—T01 = m br+p—11=0

. Caleula las ecuaciones de las media: L mocliaras de win trid mgulo son las coctay que pasan por in virtice ¥ por el pusto medin dil
_nas.y el baricentro del triagngulo de lado opuesto. Bl Baricentio as o punto donde se cortan las medianas.
virtices A(L, 3), B, -1y (0-3,-2). . Sa caleutan fos puntos medios de las Lados del triinguln:

1+31 3=1 3]14_ =2 b e e O YR
["' _}”m}'[ 1)"‘{“ :]"’[J'z]p[":r)
= Se calculan @y ecvaciones de las medianas:
Wy — 11 :1?-14—-5:+E——,r+1=¢9!—1]' 1=0
2
3 LI‘
m,.,,:—-;—: 3 =4 9=5p 4+ W0 =da -Gy -1=0

31'_....39 :
%4 i) JI—If*i:rhiSrln

2
]
= 5o calculs el baricsntro resolviends ol sisterea lormatio por las ecuaciones de dos medianas:

gwr:f’"ﬂ"g*"“”f’- i
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Actividades

EJERCICIOS PARA PRACTICAR
Coordesadas de yectores y eguipoleacia
A& Decide en cudles de los siguientes casos los puntos A, By
5 estin alineados ¥ en cudles forman un Lridngulo,
ayAl-1, =5), B0, -3), 0(=2, -T)
byA(1, —2). B0, 1}, C{=2. 7}
)AL, 2. B(2.7).01-1.T)

ACTIVIDAD RESUELTA

37. Identifics fos. vectores equipolen-
tes y los vectores librez que deter-
minan,

S0 pguipolenies:

Ay GA, que determinan i ={-2, 1)
0 y EF, que dererminan 7={% —1),
BE v F&. que dotermingn @ ={-2 -1},

3. Dados los puntos A, 8, Cy 0, cat-
B cula tas coordenadas de los veclo- 51
res BA, €O, BC y AD . iCudles de
Be 1 X
=

ellos son equipblentes?
39. Calcula las coordenadas del punto A y el méduto del vector
B KB=(5.3), s ol punto Bes (-1, ).
40. Colcula la distanicia entre los puntos:
N )Alh, -2y 80, 9) b) %1, 100 y BB, -5)

&1. Calcula los puntos @, O, R ¥ 5 que dividen el segmento de
extremos A(-2, 6) y B{13, &) en cinco partes fguales.

ACTIVIOAD RESHELTA
AL Calcula el valor de m para que los puntos A(1, 2}, B(-2,m - 2)
¥ €(3, —m) estén alineados.

Fara que A, By C estitn atineados debe verlicarse que los wecio-
ris AH y AL sean propoecionalon, Por tanto:

Al -1 m— ) H;L b
AC=—m-B) 7 -m-2

=3Im+b=Im-G=m=—14

3. Calcula el valor o los valores de m pars que los puntos A, 8y C
B patén alineados;

ayA(S, O, B2, 4), Oim. 8)
by A(-2, &Y, Blm, m— 1) €10, -6)
c)Alh, ~5), Dim, ~4) CL2 ~m)

Susana Jorajuria Lazaro

Operaciones con vectores y dependencla lneal

4. Realiza estas operaciones con veclores.

3 a2 10-03 d)a(1, 1)+ 202.0)
b} 6 (-3, 1}+(10,-2) e)(3, -1} -5(L.-2)
if-a0)-3{-1.2) N9 6)- 28 1)

g-ﬂaﬁmhnmmﬁ (5,3 ¥ (-1, 4) y w~ (2, 2), calcula:

B Di-Fa) d) 5 -3 vi
b} % - A& -¥) ) A
d;se-m n%.?-ma

A& Calcula el valor de x & y en cada casn,
B )5, -9)= e, y) - 20x, 0)

b) [x, ~4) = My, 5} + (1.2)

) (3. 0) = {x.5) - 2x, 5)

- TRE R I R AL

AT. Halla las coordenadas de los puntos medios de las ladas del
B tridngulo de whitices A(2, 1), 8(2, 5) y C(-2, 3),

&H. Estudia 5 fos vectores 0 = (2, 4), v =(3, 1)y w ={11,-15)
& son linedimente dependientes.

A9, Eseribe @ =07, -9) come combinacidn lineal de los wecto-
F es =0,y V5,1,

?.Emmhsmfiﬁ com combinacion lneal de 7y b

51. Calcula el punto sim@trico de A(Z, -4) respecto de P(-1, 3).
A4, 100 7 | Fara gue A' sea el sim@rico de A res-
] pects de £, ¢ debe verificor gue ®
sea &l puntn medio det segments de
eireming Ay A% '
L i
AL “} lep i b

gy s

1 | Ao, )
ML o=k B 10 A8 10

52 Catculn el punto simélrico de:
a) (-3, 1) respecto del punto A0, —3).
b)A(3, 1} respecto del punts P2, 2).

(3. 1) st o puntn o, 1)
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Propuesta de ingenieria didactica para la ensefiateacuaciones de la recta en 4° ESO

Preducto escalar, Aplicaciones

53.Dados B =(5,8), ¥ =(-2.6).y W ={-1, -3), calcula:
B 5 BY i AP d) 7-(7+#)
54, Conocidos los vectores o = (-6, B)y ¥ = (1, T), realiza las
A siguientes operaciones.
b) —ZF e if-3A o) 1 -3
55. Estudia & Las stgulentes parefas de vectores son perpend icu-
M lares entre 5,
a) i =169y =(-21)
b} & =(2.4)y 7 =(-8,-4)
da=1-36lyd =(10.5)
i =L-NyF =(87)
56 Caleula el angulo gue forman los vectores:
Aae =24y 7V =(2-3
By F =(3,90y b = (2 -1)
Qi =28y i =(v3.1)

57. Calcula el angulo que forman los vectores ¢ y ¥ sahiendo
B queldi=2, Fl=1, F¥=v3

a) @:F

58, Comprueba s son perpendiculares loy vectores & - (6, 15) y
& 7 =(8,-2).

5%. Halla el wvalor de @ para que fos vectores &= (o, 3) ¥
&V« (-1, 5) sean perpendiculares.

60, Calewls o valar de o para que los vectores o - (0, 3) ¥
& 7 = (o, 1) formen un dnguio de 45",

1. Determinag mediante veclores si @l tridsgulo de vértices
& AL, 2,80, 1)y €13, 2) es rectangulo.

62, Clasifica los sigutentes tridngulos segdn sus ladas y segln
& suy Bmgulos.

Z)ALS, a), B4, 1), C(-1,-2)

BYAL-1, - 20 82, &), Clo, -2

Ecnaciones de la recta. Pasiciones relativas
E3. Comprueba 1 el punto B(4, -6) pertenece a alguna de las
B rectas siguientes,

)y=9-1r b) Skt Iy -2=0

&4, Determina el vactor director, un veclor nermal y un punto de
B |35 sipuientes rectas.

=3 yed B
s q[r--'nl
b)le. p)={8.0)+1{2,-6) d)ar-p=0

65, Oblén un punto, un vector director y [s pendiente de la recta
B de ecuaciones paraméiricas:
[l-— 1+
r
y=3

66, Eseribe de todas las formas posibles la ecuacion de las s
& guientes rectas.

a)Paza por Bl punte AL3, 1) y tiene @ diseccitn. dal weooe
= (5, -2},

b) Parva por el punto A2, 2] y su pendiente e m s -3
67. Escribe de todas las formas posibles la ecuacién de las rectas:
' a)r: e —2y=—10 ryp=—dx+3
1 =+ N

=3 _yrl .
WA= g D ey

. Halla la pendiente y un punto por el que pasa cada una de las
% siguientes rectas y represéntalas grificamente.

l]-‘-—;—-!- ¥ €) 5 =2y 4+3=0
-3 _y2 L2 o8
V55 i

69 jSon sexantes jas rectas iy — Sy - 2=0ys: y=2r- AT En
A enso afirmative, calculs su punta de corte.
70. Estudia la posicion reativa de los sigulentes pares de rectas.
= A)rdr—Gy+10=0ys2r—Jy+4=0

BYrs x4+ 3+ 6=0 5 64 9y +18=0
T4, Estudia le posicidn relativa de estos pares de rectas y, si son
B secantes, halla su punto de corte.

x-S+ T=0ysu:s—Iy—1=0

B+ by—12=0y%: 4 2y —6=0

g)ra=Ss 3y r-15+8=0

T2 Calcula la ecuiclon general de las rectas que contienen a los
& lados del tridngulo de vértices A2, 3), 81, 1) y C(2, -2).

AGTIVIDAD NESUELTA

73, Caleula ta ecuaciin general de o recta que pasa por el punto
P(5, &)  forma un Sagulo de 30" con La parte positiva del
i Bt
Comao la recta lorma wn Sngulo de 30" con L parte positiva det
je X, su péndlonte valdrd:

B
m=1330 =3

rittrands la pruacin panto-pandiente:

r+ﬂ=*?{r-ﬂ=v]y+ﬂ=ﬁ-~su§v¢
=3e--12-53=0

Th. Caleula la ecuacidn general de la recta ¢ si cumple las s
B puientes conditlones.
a) P por Al-2, &) y forma un dngulo de 457 con la parte
positiva del oje X
b) Pasa por ol origen de conmenadas y forma on dngulo de 60°
con la parie positha del eje X

149
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Actividades

ACTIVIDALY MESWELTA

75. Dados los puntos A{-1, 3), 88, 0) y €{-1, 2):

it} Halla la ecuacitn de La recta que pasa por A y es paralelaa
| gue pasa por By C.

b) Halla la ecuacitin de a recta porpendicular a la recta que
pasa por Ay Cy que pasa pof .

) 5e cakouda 1a terta que pasa por Ay C

o ) BT T e O

Libs pabradinlats & 2t recta vom: 2400 Sy b ke @

Como debe pasar por A, e sustiluyen sus coordenadas y se
nhtiene & tdrminn i

H-1)+5- 3+ k=llmk==13
La recta butcads s 2o Sy~ 13=0
)5 cabeuda la secia gie pasa por A y O

Ll R sl S
M = i

Es una recta verticol Por tante, (ndas s perpendiculmes a
ella serdn horlzontales ¥ tendrdn por ecuacidn yo k=0,
Como pasa por B0+ kol = k=0

Lin rorcta bwscada os: y = 0 (e de ahseisas)

Th. Dados los puntos A2, 3), 8(-4, -1) y [0, 2):
a) Calcuta las eruacinnes de todas L tectas qus pasan por dos
it bos gty anleriores.

b) Cishouta La paralela a b que contléne o 4 y a @y que pasa pos C.
chCatcuta ks perpendicuiar a la que contiens a Ay a 1y que pasa
poriC

T7. Halla la ecuactin de (s recta perpendicular a la gue pasa por
& os puntos A(-2, 3) y 8(-1, -1} ¥ que pasa por el origen de
coordenadas,

TH. Calcula la ecuacidn de 12 recta que pasa por el punto AQD, 3) v
& por el pusto decorleder:Bx - Sy 2-Dysi2eay 40

T Halla la mediatr(z del segments de extremos A y 8 on los si-
] pulentes casos.

ajAl-2. &)y 8{2.-4)

BYA(L &)y B(-2, 3)
#0. Halla las meedianas v el baricentro del ridngulo de vistices
& A(-3,2),801,6)y (5, 0).
B1.5¢ consideran las rectas - y - x - 3y 5, determinada por los
& puntos A7, 5)y B{-#, 1), zCudl &5 su posician relativa?
Bl los lados de un tridogulo vienen dados por las recias
B 3w-y-6=0,3r+y-18=08y=0.

a) Halla lax conrdenadas de os vietioes

B Clasifica ol tridngulo en funcidn do sis Lados

€) Halla Las ecuaciones de bis medionas

) Hanlla e barieentro del peidnguln

Susana Jorajuria Lazaro

Actividades de sfntesis
3. Un tridngulo Uene dos wirtices en AL0. O) y B(2, 0). Hallo las
B coordenadas del tercer vértice sabisndn que es un tridngulo
equiliters,
B Siendo d = (4, x), halla &l valor de r en coda una de las si-
& guientes siwaciones.
) El mbculn de § vate M) unidades.
BYSI F = (3, —5) e= tal que ol produtie escolar de & pot ¢ oy
Iguala 2.

5. Determing un vector cuyo modulo valga v1D unidades linca-
] les y gue forme un dngulo de 30° con la horizontal.
Bhlasmctasrie—y+1=0,52+y-T=0,r0-y-5=0y
& x4y - 5= 0 determinan un cuadsititers,
a) Calcula las medidas de tok lados y de los dtgulos intefiones.
b st tipo de cusdriliters ¢4?
ACTIVIGAD RESWELTA
B7. Calcula el punto simitrico de A(-2, &) respecto de la recla
rE-3y=-5 v
Paraque A" segelsimricd A28\ | | | | | | |
de A respoctn de r, se debe Iy
verificar que r sea la media- | Lt
iz sl sogmiento de extre 3t L= -
mo Ay A L= o o M N
Se caiula la recta perpendi- =rTh i *,
culler i Fy que pasa por A 3 | |
syt k==
S-b+brhk==k=0
La vt que pasa por Ay A' es s de s =0,
S calouls ol pusto M intersoocién de ry de st
A=I==5 [!I-gywn-ﬁ

Ierg=0 lirrym0 TS

ﬂ!‘—‘E,A:'—IﬂN‘[—l,!]
r Zz F
Coma M debe ser & punto medio del ssgmentn de extremas A y
A, despejanion

A-x6)

PEL B SRS

{1 T | B e e

Al &)

==l he-I= A0, -3

B Calcuda el punto simétrico de:
ALY, ) respocte de L secta o 2eep=1
13 1
[t de larncta 7o - =
h]){z,#)mperu rocta 11 oa ey 0
89, Calcula ¢l tridgnguio simétrico del que tiene comeo wéitices

& A(-2,00, 801, 8) y €12, -2) respecto de tn bivectriz ded primer
y tercer cuatrants.
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PROBLEMAS PARA RESOLVER

%L Se va a implantar un sistema de riego automalico en una re-

A saleda. Si dos rosales estén situados en los puntos A(S, 6) y
B9, BY, y un tercero, en el punto C(0, 6), pes posible que una
tuberis recta pase por los tres a o vez?

91, Un barco lanza un mensaje de socorro indicando fu posicidn:

B A(LAED, T65) Dos barcos situados en B(3525, 2090) y
(585, 3500) acuden en su ayuda. 5§ los dos navegan a la
misma velocidad v en linea recta hacia A, joudl [legara pri-
mers’

92. Con un solo golpe sobre la bola A, debe golpear primero s la

B hola 8y después & la bola €. 51 se consideran dos lados de L
mesa como ejes de coordenadas, las coordenadas de las bo-
a5 som (20, 28), B(S, 10) y C(12, 36},

4 Lt pud Begiuilel, respeseta e L raywectorka seguidd por A cuan
o golpea & 8, debe saliv L bola para golpess a la bala £7

F1. Un rayo de luz incide en el espejo con una trayecloria rectili-
& nea determinada por los puntos A{-2, &) y 8{2, 3), siendo 8
l punto de contocto con ol espejo, y A, el punto du origen, Al
reflefarse, la pendiente de la recta que describe su frayecho-

rla es 2_
5

) Escribe las ecuaciones de las rectas gue determinan los rayes
Imcisionti ¥ 1oflojadn

b} Halla un vector director de cada una de ellas y el Sngulo que
forman.

£}l a posicitm del espejo forma & mismo dngulo con &l rayo in
cldente y of reflsjade. Escuento o couscidn di |4 oecta gue L
ditine.

126

S Una alturs de un tridngulo es o segmenty gue Uene por ox-

& tremo uno de los vértices y es perpendicular al lado opuestn.
El ortocentro de un fridngulo es el punto donde se cortan las
tres alturas.

Dado el tridngulo de véreicas A(3, 1), B(2, -2) y €12, 2%
a) Halla las ecuaciones de sus tres sliums,

bj{airula el onocentra M resnlviendo &l sistema formadi por
das de s alluras,

) Compruaba gue i pertanoce o L tres alturas,

i
Gel i
BT .il;\-"
f ,J'_ff s
- 4

ACTIVIDADES PARA PENSAR MAS

95 Considera dos puntos By Cen un plano. 5ea § el conjunto de
& todos los puntos A de ese plano pars los gue el drea del tridn.
gulo ABC es 1. jOué s 57

A Dos rectas parabelas C. Lo segmento

B. Una clrcunferencia DL Des puntos

W0 51 m y b son ndmeros reales y mb =0, Lo recty de ecuacion
¥ = mx b no puede contener al punto:

A0, 2011) C.(20.-10)

8.(20,10) B.(711.0)
§7. El area del tridngulo Bmitado por las recias p=x, y= -wey =0
B e

Aal B.36 .24 D18

%8, Una recta r divide en dos frozos de igual Area al rectdngulo

& de virtices (-2, 00, (0, 0), (0, &) y (2. 4) y ol rectingulo de
wirtices (1,0), (5,0, (1, 12) y (5, 12).
iCudl s la pendiente de esta recta?
A4 B.-1 Co o1

Encuestra ol errer
@0, Andrea ha realizado uno de los ejercicios propuestos por su
& profesor:

Calcula 1a recta que tiens como vectar normal o (5 -2 y que
pad por 2 purto (-2, 4). Lata e s respluesla:

A

M+ k=0 -4+ 0+ =0 k=-1h
la recta 85 2x+ Gy = L

iDénde astll ol srmor?
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Ponte a prueba

raoiiims mesuire - Sitwacion del punto limpio

Se ha decidido construir un punte limpio para que los habitantes de las cuatro loca-
fidades &, B, Cy 0, puedan levar sus residuns que, posterionments, se enviardn a
una planta de reciclje,

[l eriterio para construlr la instalacion es que debe ser un lugad situado o igual dis-
tancia de las localidades A, B y € va que son Las que, con mucha diferencta, tienen
mayar poblacion,

1. Dibuja oe sistema de referencia de ejes perpendiculares que sitde su origen en el
puntn A y de forma que ef punto C pertenezca 3 uno de los ajes. Fscribe las coor-
denadas de las cuatro localidades on este sistema de referencia,

2. Encuentra grificamente el punto legido para construlr ¢l punto limpio segin ¢
criterin dado y calcula sus coordenadas en el sistema de referencia anterion.

3. 5 finalmente se construye la instalaciin en este puntn, ;& qué distancia estars la
|ncalidad o7

A km B ) km €. fkm 5 km
SOLUCHON

¥] L las coordenadas de las Incalidades son:
ALD, 0), 8- 2. &), Cl6, 0}, (3, 1)
o | L. Bl punto donde hay que constrate el puats Hmpio es ol cheancentro el ridnguio de véioes

g A, By C, es decit. el purits que equidista de los tres puntas, Para caloular sus toordenadas,
=11 s baflo by intersescoidn di bas mediatrices del tridngubo,

B | F;,-" | = Secalpula b eoacidn de la mediatriz det segmento de extremas A y B

| et Para ello, se halla o punto medio de los extremos A y 8. M1, 2). Tordas bis roctas perpen
I - | dlculares ol segmento AL son de L larma;

LY (| Al oo, B) =5 - 2x 4 iy k=D
s e e N | Emmﬂhahmpaﬁ.p‘ur!u.—
-4 Psk=0mb=-10m-2+ by~ 10=0mr-dy+5=0
* Loy resdiateie disl segmento AC serd b recta weitical que pasa por ¢l punts S0, B, Por 5ano, so ecuackin e s 3
* So resuebee ol sispema formipde poe |os mediairices,
[;—23!+5=E!

[=]
AT ool
=l

s =3 y=4 = El punto P, &) equidistade 4, By [

En ente paivte s colocard ol punin (imgko.
» %o puede comprobar que P equidislade A By L
P, A =G0 +{6—0F (P, B =G+ 77 +{6—8F =AP.0 =[3-6F +B5—0F =V75=5 bm

. AP0 =03 +{&~7Y = SO =1 kn. L} punto limpio epedard mily citrca de Lo lacalidad O que de las oiras fres A, By C

Superficie de un hnerto
Lin huerio de hortalizas tiene farma de [ridngulo ¥ quiere conocerse su dred. Los wiitices es- P
thn situados en los punios 00, 0), A(S, 0) y B(G, 5). f
1. La distancia menor entre los virlices es: | i
A i, A B. i, 8) L&A 8) D Ninguna t 1 it 1
2. Halla la ecuacidn de |a perpendicular ral gje X y que pasa por A, T L I =1 T |
1. jCudles son s conrdenadas del punto H dande r corta al eje 47 1 . [ s
#. jCudl es la distancia gue separaa B de 7 o) 1 A W X
Adu B.tuw C5u Dby 1

5. Calculs el Srea del huerto.,
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La trayectoria adecuada

Cualquier jugador de billar debe recordar el principio de reflaxidn: cuando vna bola got-
pea um lado de lo mesa, el Ingulo que forma su trayectona con ¢l lado &l legar es (guslal

angulo gue forma con & al rebotar,

)
.

Eh
=

'I'
il

IR Ay i

== 5

([T
RS

=
—
-
=
-

Easi=

Wi
i 4

El nbjetiva 25 golpear la bala negra y lograr que chogque con la hola blanca pern rebotanda previamente en los lados R y RO de la mesa
de billar. Por ejomplo, en el primer case, se ha marcado @l punto A gue es donde Lo bola negra debe rebolar 2n el lado g8

L. Utiliza el sistema de referenclo para caloular |o trayectoris adecvads en cada situacion,
2. Indica las coordenadas de los dos puetos de rebote y lod dngulos correspondientes en cada coso,

L AUTOEVALUACIGN }

1. Cakula el vector resultante an cada caso.
a) 36, 2) {4, -a) - 612, 1)
BYS [0 -2)0 (8,10
M2 3} - 1(5, 1) - 4(-3.-2)]

2, Caleula kas eovrdenatas del extremo 0 en los Sigulentes casos:
a)El vector A) oo (5, 3) y M-1, ).
BYEl wector PG o4 (-2, 6) y P2, -4},

3. Estudia si son perpendiculares los vectores e indica =1 angu-
lo gue farman,
)5 «(-28)y 7 = [ 1)
B8 (-3 1y ¢ =(2-1)
yi = (-L6)y ¥ = {1 1)

&, Comprueba i las sigubentes rectas pasan pol ol punto (3, 3%

=4 N
|

fun -y 6
a)6x - by R

Escribe un vocton de dieccion i ot nocmal 00 coda una be las
don rectan

5. Escribie todas las formas posibles de la ecuacidn de la recta
que pasa por los puntos A(9, 4) y 88, 1).

6. Calcula la ecuacion general de la recla que pasa por of orl-
gen de coordenadas y:

a) s paralela & [a ecta {;=_!'H

=3r5

b) 5 perpendioular a la recta < -lna_p-—??:=n

7. Estudia la posicibn relativa de las rectas:
a)n M-y =0y s dn—dyr 3=l
b)n b+ by e 12 =0y 5 e Ipe9=0
En el caso de gue sean secantes. indica las coordenadas die su
punto de interseccign,
n m;l tridngulo de wiitices conocidos A(S, -9)B(-2, 1)y

2} Calcula las covrdenadas de bos puntos medios de sus la
dos,

B) Vil it med i e s fatdes v del dngulo 4.
) Caleul Ly eeuacitn do la medlane que pare del vértice A,

# :mSaviadigiial.com vaiom Lo sraienine > Autoevaluacidin, 0
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B. Programas de GeoGebra como actividades adiciorsl

Como se ha explicado en el Capitulo 7, en la sectid correspondiente a las ac-
tividades adicionales planificadas, se han prepatees programas en GeoGebra que
permiten el repaso y evaluacion de los tres tigosjércicios siguientes:

o Obtencion de informacién a partir de la ecuacionm recta.
o Obtencion de diferentes ecuaciones de la rectatia i@ ciertos datos.
o Estudio de la posicion relativa entre dos rectas.

B.1. Obtenciéon de elementos de la recta

Se pide obtener informacién a partir de una eémade la recta, tal como se
muestra en la Figura 46, aunque la recta aparedeapa para mayor ayuda. Ademas,
este programa cuenta con 4 actividades difereatesgumar los 10 puntos maximos de
nota. Las preguntas iniciales de cada una deagdlasecen acompafnadas de un recuadro
azul donde debe introducirse la respuesta y cemsest calcular: un punto y un vector
director de la recta, asi como la pendiente ydamada en el origen.

Figura 46. Enunciado actividad adicional sobre eleentos de la recta

Sealarecta r= x -y = 1. Halla:

Ejercicio 1 de 4.

Un punto (2, ?) ERROR Un vector director (2, ?) ERROR Nota =0

La pendiente ? ERROR Ordenada en el origen 2 ERROR

Una vez introducida la respuesta correcta a cadatamm el mensaje de
“ERROR” pasa a s€éiCORRECTQ”, como puede verse en la Figura 47, por lo que el
alumno puede autocorregirse. Al escribir el punt yector director éstos se dibujan
sobre la recta, y al poner el valor de la pendisetactiva una nueva pregunta sobre el
angulo que forma la recta con la parte positivagjielde abscisas. Para ayudar en la
respuesta, este angulo aparece dibujado, comoéarabiaprecia en la figura, asi como
la explicaciéon que indica que el valor de la pentdiecorresponde con la tangente de
dicho angulo.

Aunque la informacion del punto y del vector seaoirecta, estos también se re-

presentan en el sistema de coordenadas, como stranee la Figura 48, quedando de
color rojo e indicando de manera gréafica por quésauesta no es correcta
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Figura 47. Respuesta actividad adicional sobre elentos de la recta

Sea larecta r= x -y = 1. Halla: Siguiente
Un punto (0, -1) CORRECTO Un vector director (4, 4) CORRECTO Ej:tr:l-moo 1ded.
La pendiente 1 CORRECTO Ordenada en el arigen -1 CORRECTO

Angulo a 45° CORRECTO

Figura 48. Respuesta incorrecta para la actividadabre elementos de la recta

Sea larecta r= x -y = 1. Halla: Siguiente
Un punto (0, 0) ERROR Un vector director (5, 4) ERROR ercicloc] do:
Nota=0
La pendiente 1 CORRECTO Ordenada en el origen -1 CORRECTO //
Anguloa 45° CORRECTO /

/ [fane =l

N

/

B.2. Obtencién de ecuaciones de la recta

Se pide escribir distintas ecuaciones de la raatgue, por limitaciones del pro-
grama, solo se pueden preguntar la vectorial, germamto-pendiente y explicita, como
puede verse en la Figura 49. Este ejercicio cumraun total de cinco actividades para
poder conseguir una nota maxima de 10 puntos.

Conforme se van rellenando las expresiones de feraaorrecta, el mensaje de
“ERROR” se transforma en uno dEORRECTO0”, como se muestra en el ejemplo de la
Figura 50.

Por otra parte, aunque en la teoria y en los ejescse han visto mas maneras de
determinar una recta, con un punto y la pendiemenoun punto y el angulo que forma
la recta con la parte positiva del eje de abscEagste caso el programa solo puede
generar los dos casos que se ven en la Figurasshuls, se general de manera aleato-
ria casos de dos puntos pertenecientes a la renteidos o de un punto y un vector
director.
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Figura 49. Enunciado actividad adicional sobre ecuaones de la recta

Actividad 1 de 5
lguiente
Nota=0 9
Ecuacion vectorial (xy)=(0,0)+1(0,2) ERROR
Ecuacion general 3x+4y=1 ERROR
Ecuaciom punto — pendiente y— 2 = 7 (x—2 )
ERROR ‘
®
Ecuacion explicita  y=97 ERROR
-4
Q
-

Figura 50. Respuesta actividad adicional sobre ecai@nes de la recta
o

Ecuacién vectorial | (xy)=(31)+(42)  CORRECTO

Ecuacion general 05x+y+05=0 CORRECTO

Ecuacion punto — pendiente y— 1 = 05 (x—E51 )
CORRECTO

@

Ecuacion ewplicita  y=05x-05 CORRECTO

Figura 51. Ejemplos datos de partida para ejercicicobre ecuaciones de la recta

6

. s
8=(76)
E E\//

u
'\\

B.3. Posiciones relativas entre dos rectas

Este programa consiste en el estudio de la posielétiva entre dos rectas y tiene
6 actividades. El enunciado presenta las formutadas rectas, como puede verse en la
Figura 52, aunque, una vez mas, la limitacion degm@mma permite utilizar exclusiva-
mente las expresiones general y explicita. La peanceestion consiste en calcular la
pendiente de cada una de ellas, dejando un recpadaacompletar con el valor.
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Figura 52. Enunciado actividad adicional sobre posiones relativas

r=1x—2y—4=0

Tenemos las rectas: =" y—8=0 :Zt‘:’i_da: 1de& | Siguiente

4 Cudl es la pendiente de r? 2
ERROR

4 Cudl es la pendiente de 57 2

Una vez introducidos los valores correctos de cadade las pendientes de la rec-
ta, el mensajeéERROR” se transforma efCORRECTO” y aparece una nueva pregun-
ta, Figura 53, con la finalidad de elegir la opcé@re si las rectas son paralelas, secan-
tes o coincidentes. Tras elegir el resultado ctwreparece un mensaje indicandolo, asi
como la representacion grafica de las dos rectas.

Figura 53. Pregunta sobre las posiciones relativan funcién de las pendientes

r=1x—2y—4=0

Tenemos las rectas: ivi i i
s=2x—4y—8=0 Actividad 1 de 6 S|gU|ente
Nota= 0
Paralelas
£ Cudl es la pendiente de r? 0.5
CORRECTO, y las rectas|son... | Secanies
4 Cudl es la pendiente de s? 0.5

En la Figura 54 se muestra el resultado obtenidnadwol las rectas son coinciden-
tes y en la Figura 55 cuando son paralelas.

Por otra parte, en la Figura 56 se puede ver losquede cuando las rectas son
secantes: aparece una segunda pregunta dondeeseapsdlar el punto de corte. Al
introducir el valor correcto sucede lo mostradd-gyura 57: se representan las dos rec-
tas y el punto de corte en color rojo. También sedp leer una tercera pregunta en la
que se pide escribir la ecuacion de la recta daraleina dada y que pasa por el punto
de corte que se ha calculado previamente.

Figura 54. Ejemplo de rectas coincidentes

r=—3x—2y+15=0

s=—6x—4y+30=0 Actividad 1de 8 | Siguiente
Nota= 0

Tenemos las rectas:

¢ Cual es la pendiente de r? -1.5 .
CORRECTO, las rectas son coincidentes
¢Cual es Ia pendiente de s? -1.5

AN
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Figura 55. Ejemplo de rectas paralelas

Tenemos las rectas:

r
s

;Cual es la pendiente de r? 1.5

¢Cual es la pendiente de s? 1.5

y=15x—4.5 5
3x—2y=3

Actividad 3 de &
Nota= 3.13

CORRECTO, las rectas son paralelas

Figura 56. Ejemplo de rectas secantes (1/2)

Tenemos las rectas:
s=—x—2y=4

i Cual es la pendiente de r? 1.5

i Cual es la pendiente de 57 -0.5

Tenemos las rectas:

£ Cual es la pendiente de r? 1.5

r=y=15x—6 s

Actividad 4 de &
Nota = 4.38

:

CORRECTO, las rectas son secantes en el punto...

(2.7 ERROR
Figura 57. Ejemplo de rectas secantes (2/2)
r=y=15x—6 _l
g 2
CORRECTO, las rectas son secantes en el punto... (2,-3) CORRECTO

£ Cudl es a pendiente de 7 0.5

Escribe la recta paralela a 3x + 2y = 0 que pas

1
\_\\

T

a por P(2, -3)

y=-1.5x CORRECTO
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C. Ejercicios de tarea

Como se ha explicado en el Capitulo 7, en la secti® correspondiente a la ta-
rea que debera realizar el alumno como trabajwithakl, se considera que existen ra-
zones para no utilizar el libro de texto en buse&jdrcicios para tal fin en algunas cla-
ses. Asi pues, para las sesiones 1, 2, 3, 5 ypfeparan los problemas que se muestran
en las siguientes secciones y que el profesor delrgregar al alumno.

C.1. Sesion 1

Se recuerda que esta sesidn corresponde con uer @@ercamiento a la pendien-
te de la recta como se habia visto en cursos argsriPor tanto, se distinguen tres tipos
de ejercicios, como se ha analizado en el Capitelo la seccion 7.1, que determinan la
estructura de la tarea.

EJERCICIO 1. Determina qué rectas sorecientesy cualesdecrecientespintandolas
de color azul y rojo, respectivamente.

EJERCICIO 2. Ordena demenor a mayorla pendiente de las rectas que se muestran
a continuacion.
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EJERCICIO 3. Calcula lapendientede las siguientes recta®gdénalas

[ z 3 s 7o 2 N 2 [ z 7
5 2
d
b
A -
10

EJERCICIO 4. Calcula lapendientede las siguientes rectas.

Rectar X 0 ! 2 > .
y 3 ) -7 -12 -17

Recta s X - > > ! e
y -538 262 462 662 762
X ) -1 4 6 7

Rectat "1 0.69 044 081 -131 -1.56

EJERCICIO 5. Calcula lapendientede los siguientes vectores. Si se prolongara una
recta siguiendo el vector, ¢ seria creciente, diegrieco constante?

E B c
6
\4
G D
4
w
| F
2
a
u
-10 -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 0
b
-2
y H
C
N 9 m L
[ Y o T
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C.2. Sesion 2

Se recuerda que en esta sesion se ven las ecuapiom®-pendiente, explicita y
general, por lo que los ejercicios tienen rela@on estas. Hay tres tipos de ejercicios
qgue son los que determinan la estructura que ssetrawgecontinuacion.

EJERCICIO 1. Comprueba si los siguientes punfmsteneceno no a las rectas co-
rrespondientes, marca con una X.

PUNTO RECTA Si| NO| | PUNTO RECTA Si| NO
A(-2,1) y=3x+7 D(4,4) | 0.5x—y+2=0

B(32) | 5x+2y—-8=0 E(1,-8) y=—x

C0O,-5) | y—3=2(x+2) F(-1,0) |y+6 =—-2(x—2)

EJERCICIO 2. Obtén urpunto, unvector director, lapendientey laordenada en el
origen para cada una de las siguientes rectas:

a) x+y=3 C) —x+9y+2=0
b) y — 1.5 =3.5x d) y =—-25x+4

EJERCICIO 3. Escribe la ecuaciopunto-pendiente explicita y general de la recta
gue cumple las siguientes condiciones:

a) Pasa por los punto(—1,3) y B(5, —2).
b) Pasa por el puntd(5,—2) y lleva la direccién da = (1, —3).
c) Pasa por el puntd(—5,4) y tiene pendienter = —2.

C.3. Sesion 3

Se recuerda que en esta sesion se ven las ecusacenterial, paramétricas y con-
tinua, por lo que los ejercicios tienen relacion estas. Hay tres tipos de ejercicios que
son los que determinan la estructura que se muestatinuacion.

EJERCICIO 1. Comprueba si los siguientes punpEteneceno no a las rectas co-
rrespondientes, marca con una X.

PUNTO RECTA Si| NO| | PUNTO RECTA Si| NO
Ay | L D44) | (1.y) = (-2.1) +t(36)
B(3,2) | (xy) = (32) + t(~1,6) E(1,-8) * . 1_ Y_+58
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x = 8.5+ 2.5t

C(0,-5) =22 F(-1.0) {y = —3- 15t

EJERCICIO 2. Obtén urmpunto, unvector director, la pendientey laordenada en el
origen para cada una de las siguientes rectas:

—x+2 y+7 {x=2—3t
a = C
) 3 8 ) y=4
b)  (x,y) = (=5,0) + t(1,3) d) X 1525 _Y er 3

EJERCICIO 3. Escribe lagcuaciones vectoriglparamétricas y continua de la recta
gue cumple las siguientes condiciones:

a) Pasa por los puntos(—1,3) y B(5, —2).
b) Pasa por el puntd(5,—2) y lleva la direccién da = (1, —3).
c) Pasa por el puntd(—5,4) y tiene pendienter = —2.

C.4. Sesion 5

Se recuerda que en esta sesion se estudian laopesirelativas entre dos rectas.
Asi pues, solo hay un tipo de ejercicio, que caess determinar la posicion relativa y,
en caso de que sean secantes, calcular el purortge Sin embargo, se puede decidir
si preguntar directamente por el valor de la pendig la ordenada en el origen de la
recta.

EJERCICIO. Determina lgposicion relativa de los siguientes pares de recta y, en su
caso, obtén gbunto de corte En primer lugar, determina el valor de la pentdignla
ordenada en el origen de cada una de ellas.

g_—x+2=y+7 m:4x+3y—8=0
a) -3 8 d) _{x=2—3t
h: (x,y) = (=5,0) + t(1,3) “ly =4+ 4t
_{x=2—3t

) i: (x,y) = (=5,0) + t(1,3) ) y=4
Jiy—6=3(x+3) x—=25 y+3
PP s T2
k:6x +2y—8=0 iy =—x—2

0 x + 2y f qy =—x
lhLy=3x+4 ry+2=-x

C.5. Sesi6n 6

Se recuerda que en esta sesion se estudia comeplaesxpresion de una recta
paralela a otra dada y que pase por un punto detdm Asi pues, solo hay un tipo de
ejercicio, pero se pueden introducir variantes feeer el problema mas completo y
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enlazarlo con los contenidos de sesiones anteriBagsejemplo, la recta se puede dar
expresada mediante cualquiera de las seis férmullas informacion para que el alum-

no tenga, en primer lugar, que obtener la rectapgsa por dos puntos, por ejemplo.
Ademas, se puede dar directamente el punto dedeakonueva recta paralela o hacer
gue éste corresponda al punto de corte de dosreetantes. También se podria pedir
una expresion concreta para la recta paralela,ugunqg se elige esa opcion ya que se
considera que el alumno debe decidir por si misumdbmuede presentarle mas utilidad.

EJERCICIO. Determina las siguientes rectas paralelas:
a) Recta paralela éx, y) = (—5,0) + t(1,3) que pasa por el pun#y(3, —2).
b) Recta paralelag— 6 = —3(x + 3) que pasa por el pun#y0,0).

x=2-—3t
c) Recta paralela%} _ 4 4 4¢ 9ue pasapor el punfy(—3, 7).

d) Recta paralelax + 3y — 8 = 0 que pasa por el pun#y(1,2).

e) Recta paralela § = —x — 2 que pasa por el punto de corte entre las rectas
ridx—3y+2=0ys:y+8=2(x—-05).

—x+2  y+7
f) Recta paralela & — = ~;— que pasa por el punto de corte entre las rectas
riy=—4x+2ys:(x,y) = (=5,0) + t(1,3).

g) Recta paralela a la recta que pasa por el pdifit®2) y sigue la direccion del
vector directott = (9,—2) y que pasa por el puni(1, —1).

h) En un jardin existe una tuberia recta que pasdopgountos de coordenadas
A(2,-5) y B(—3,0), que marcan los lugares donde se encuentran dateso
existentes. Por motivos de construccion, es ndoebascar la férmula que
indica el recorrido de una nueva tuberia que sedgba a la ya existente, pero
que pase por el punto de coordenad@s1), donde se va a plantar un nuevo
rosal.
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