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Sobre la modelización del concepto:  “El Contenido del Conjunto Vacío”  fundamentada en los Órdenes 
de Actividad (⊑w)w∈L en retículos distributivos (L, ≤), así como sobre las interpretaciones de esos órdenes 
⊑w como “W-Inclusiones” y de sus operadores ínfimo asociados ⨅w como “W-Intersecciones” 
adicionales;  tanto en la Teoría Intuitiva de Conjuntos como en la Teoría de Subconjuntos Borrosos.
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  ( Subtitulado: Sobre una  re-interpretación del operador “Diferencia Simétrica”, sobre su  sustitución por  ”órdenes de actividad en 
                           retículos distributivos” y sobre sus aplicaciones  en la teoría de Conjuntos y en la de  Subconjuntos Borrosos).                    



Presentación y resumen
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Motivación  (I): 

 Sobre procesos de obtención de imágenes digitales en tonos de grises de un referencial E⊆ℤ
2
 

mediante la introducción, en el análisis del retículo de las mismas, de “perspectivas” y de 
nuevas ordenaciones.

Motivación  (II): 

Sobre interpretaciones en distintos contextos del término “vacío” y sobre la introducción de 
“contenidos propios” del conjunto vacío: A⊏w∅, B⊏S∅, … 

Motivación  (III):  

Sobre la introducción de “nuevas inclusiones A⊑wB, intersecciones A⊓wB y uniones A⊔wB” 
entre subconjuntos nítidos o borrosos A,B,… para análisis de datos en entornos  con zonas de 
riesgo. 

     Resumen 

     Introducción 
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Motivación  (I): 
 Sobre procesos de obtención de imágenes digitales en tonos  
de grises de un referencial E⊆ℤ2 mediante la introducción, 
en el análisis del retículo de las mismas, de “perspectivas” 
y de nuevas ordenaciones.



Imágenes en blanco y negro
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“¿Dos colegas?”

“YinYangmoji”

Imágenes binarias

Imágenes con tonos de grises

Imágenes como subconjuntos ordinarios: 

                               A ⊆ Z2
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“¿Dos colegas?”

“YinYangmoji”

Todas sin distinción:

Imágenes digitales como aplicaciones A: Z2         { 0, 1, …, 255 }
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Representación de imágenes 
digitalizadas
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 _ Un subconjunto acotado E ⊆ ℤ² como referencial y sus píxeles 

 asociados:  E={p, p+1, …, p+s}X{p, p+1, …, p+t}, p∈ℤ,(s,t)∈ℕ². 

- La  cadena L={0,1,…,255} como escala de grises. 

Píxel
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_ Imágenes con tonos de grises (o subconjuntos L-borrosos) 
   del marco E ⊆ ℤ2: LE

={ M / M: E→L }, 
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Discrete Images,Objects,and Functions in ℤn,
Klaus Voss, Springer-Verlag Berlin Heidelberg (1993)
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_ Imágenes con tonos de grises (o subconjuntos L-borrosos) 
   del marco E ⊆ ℤ2: LE

={ M / M: E→L }, 
- Un orden entre imágenes. Por ejemplo, el usual entre borrosos: 

        (M ≤ N)⇔(M(x,y) ≤ N(x,y) ∀(x,y)∈E).
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Discrete Images,Objects,and Functions in ℤn,
Klaus Voss, Springer-Verlag Berlin Heidelberg (1993)

N

M

≤

 - Y los operadores asociados inf (·), sup (+), (“Intersección” y “unión” 
     generalizadas de imágenes), tales que ∀(x,y)∈E, ∀(M, N)∈LEX LE

: 
(M · N)(x,y)=min(M(x,y), N(x,y)), (M + N)(x,y)=max(M(x,y), N(x,y)). 

f
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∅ ···

- La negación fuerte  ’: LE→ LE tal que 

M’(x,y)= (255 - M(x,y)) ∀M∈LE, ∀(x,y)∈E.
G’

G E

···

r r r

s
s

s

(El negativo de M) 
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- La negación fuerte  ’: LE→ LE tal que 

M’(x,y)= (255 - M(x,y)) ∀M∈LE, ∀(x,y)∈E.

G’

G E

···

r r r

s
s

s

(El negativo de M) 

- Si M(E)⊆ {0, 255}, entonces M es una imagen binaria.
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 Sobre  una interpretación  de  ciertas relaciones de orden 
adicionales ⊑w en el retículo (LE,≤) de imágenes binarias y 
con tonos de grises,  como                             “Perspectivas” en LE.



 8

“Perspectivas” en LE.
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Sea la cadena L={0,1,…,255} con el orden usual:  0 ≤ 1 ≤ … ≤ 255. 

Sea E≠∅ un subconjunto acotado de ℤ2 y que representamos mediante: 
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Sea L un subconjunto de LE tal que  
3. L es cerrado para la negación: 

                 Si X’∈LE representa el “negativo” de X∈LE  y L’={A‘ /A∈ L} entonces L’⊆ L . 
4. Con la restricción del orden usual ≤ en LE:  

     El par (L,≤)  es un {∅,E}-subrretículo de (LE,≤). (Que será distributivo).



∅

· · ·
∅
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     El par (L,≤)  es un {∅,E}-subrretículo de (LE,≤). (Que será distributivo).

Ejemplo de subconjunto L ⊆LE:
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En resumen: 
Estructura que aparecerá asociada a las 
distintas “perspectivas” 
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Cadena L={0,…,255}
E subconjunto 

  ordinario de ℤ2. 

(LE, ≤) retículo 
de imágenes

∅

Imágenes (binarias y en 
 tonos de grises).

···
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G···
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A
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E
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Imagen binaria. (Nítido)
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Con la relación de orden ≤ 
 usual entre imágenes, el   
conjunto de ellas es un  
retículo distributivo 
((L, ≤, ·,+,∅, E),’ ) con la 
negación que proporciona 
los negativos de las imágenes.

Con la relación de orden ≥ 
 dual de la anterior, el  
Retículo distributivo con  
la misma negación 
((L, ≥, +,·, E, ∅),’ ) es  
isomorfo, ( y por tanto 
 equivalente), a aquél. 
Representa  la misma  
estructura, contemplada ahora 
 desde “los negativos” de las 
 mismas imágenes.
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W ·

∅·

···
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· Wc

∅·G’· G
·{∅, E}-   

Subrretículo 
(L, ≤) de 

imágenes en 
tonos de grises. 
cerrado para ‘

·

· Un subretículo

Nueva perspectiva  

Cadena L={0,…,255}
E subconjunto 
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(LE, ≤) retículo 
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Imágenes (binarias y en 
 tonos de grises).

···

G’···
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···
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Imagen binaria. (Nítido)
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(Mezcla: en negativo + en positivo)

·

12

Justificaremos aquí que, para el conjunto 
 N(L) de imágenes nítidas de L, existe 
 una familia de órdenes (⊑w)w∈N(L)  tales que 
 los correspondientes estructuras asociadas 
((L, ⊑w, ⨅w,⊔w,W, Wc),’ ), con la misma 
 negación, son también retículos isomorfos al 
 inicial ((L, ≤, ·,+,∅, E),’ ):

Retículo  
isomorfo a 

 los anteriores 
(L, ⊑W).
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Justificaremos aquí que, para el conjunto 
 N(L) de imágenes nítidas de L, existe 
 una familia de órdenes (⊑w)w∈N(L)  tales que 
 los correspondientes estructuras asociadas 
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Aunque ahora sólo 
 obtendremos un inf- 
semirretículo acotado 
 ( L, ⊑G, ⨅G, G) con 
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como maximales:

.
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PerspectivaG:
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                binaria? 
                Demostraremos que 
               también existe en L un orden ⊑G  
                que proporciona una “perspectiva”:

( No es isomorfo a ( L, ≤) )



Motivación  (I): 

 Sobre procesos de obtención de imágenes digitales en tonos de grises de un referencial E⊆ℤ
2
 

mediante la introducción, en el análisis del retículo de las mismas, de “perspectivas” y de 
nuevas ordenaciones..

Motivación  (II): 

Sobre interpretaciones en distintos contextos del término “vacío” y sobre la introducción de 
“contenidos propios” del conjunto vacío: A⊏w∅, B⊏S∅, … 

Motivación  (III):  

Sobre la introducción de “nuevas inclusiones A⊑wB, intersecciones A⊓wB y uniones A⊔wB” 
entre subconjuntos nítidos o borrosos A,B,… para análisis de datos en entornos  con zonas de 
riesgo. 

     Resumen 

     Introducción 
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Motivación  (II): 

Sobre interpretaciones en distintos contextos del término 
“vacío” y sobre la introducción de “contenidos propios” 
A⊏w∅, B⊏S∅, …, del conjunto vacío. 
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“Contemplando el vacío” 
(Manuel Alcorio)
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“Contemplando el vacío” 
(Manuel Alcorio)

El vacío en Matemáticas
Consultando la Wikipedia…
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El vacío en Matemáticas
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Y

¿Distintas representaciones del conjunto vacío  
 o representaciones aproximadas de él?

∅
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El vacío en Matemáticas

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

¿Distintas representaciones del conjunto vacío  
 o representaciones aproximadas de él?

Clasificado en su momento por los 
críticos como un cuadro vacío.

Z
∅

X
Y
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El vacío en Matemáticas

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Z
∅

X
Y

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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(∄x: x ∈∅)Aunque…

?

≈ Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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El término “vacío” en otros contextos 
de la ciencia
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 distintos recintos, curvas o superficies. 
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 distintos recintos, curvas o superficies. 

 13

∅3?

∅2?

∅1?



(∄x: x ∈∅)?Aunque…

∅?

O un único vacío con “contenido”, 
 ¡aunque posiblemente unión de subconjuntos 
 desconectados!

¿Distintos vacíos?

…

El término “vacío” en otros contextos 
de la ciencia

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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(∄x: x ∈∅)?Aunque…

∅?

Los  términos “vacío”,  “vacía” en historia, sociología,…

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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EV⊑∅

Los  términos “vacío”,  “vacía” en historia, sociología,…
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Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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(∄x: x ∈∅)?Aunque…

∅?

Subconjunto EV como 
 “contenido del vacío” y 
 obtenido de datos reales…

EV⊑∅

·x

Los  términos “vacío”,  “vacía” en historia, sociología,…

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

El complementario:

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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(∄x: x ∈∅)
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?Aunque…
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¿Calles vacías?
Consecuencia de la huelga: 

 ¿Aeropuertos llenos? ¡Cabe  gente!∅?
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(∄x: x ∈∅)

?

?
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¿Calles vacías?
Consecuencia de la huelga: 

 ¿Aeropuertos llenos? ¡Cabe  gente!∅?
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El término “vacío” en el lenguaje usual

El “contenido” del vacío, 
 ¿depende del contexto?

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 

¿Cómo  podrían estar relacionados  “contenidos distintos” del vacío?
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Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 

¿Cómo  podrían estar relacionados  “contenidos distintos” del vacío?

                                                           ∅⊆W1

∅⊆W2 

W2⊂W1

                                                           W1⊏∅ 

W2⊏∅

¿W2⊏W1?
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Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 

¿Cómo  podrían estar relacionados  “contenidos distintos” del vacío?

                                                           ∅⊆W1

∅⊆W2 

W2⊂W1

                                                           W1⊏∅ 

W2⊏∅

¡¡W1⊏W2!! 
(¡pues hay menos “vacío”
en W2 que en W1!)

¿W2⊏W1?
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René Magritte

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 

∅?
∅?

∅?
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“Intitulado”. Donald Judd. 1974
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 distintos recintos, curvas o superficies. 
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¿Distintos Vacíos que tienen algún contenido?

Jorge Oteiza Bruno Catalano
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Conjunto  Vacío  único, representado por 
 distintos recintos, curvas o superficies. 
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René Magritte

¿Distintos Vacíos que tienen algún contenido?

Jorge Oteiza Bruno Catalano

∅ ∅

o ¿Un único vacío con distinto contenido 
 según el contexto?
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Jorge Oteiza Bruno Catalano
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 según el contexto?

Estas últimas acepciones del término “vacío” tanto en las ciencias como  
 en el lenguaje usual constituyen otra de las motivaciones  
de este trabajo, en el que se propone un modelo 
para gestionar situaciones en las que aparece 
“contenido propio dentro del vacío”.
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x

·

S
A

B

Por ejemplo: 
x⋶∅ , 
A⊏∅ ,  
∅⋢S, 

…

Lectura: 
x pertenece al contenido de ∅ , 

A es subconjunto propio del contenido de ∅ ,  
el contenido de ∅ no está contenido en S , 

,…
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Motivación  (I): 

 procesos de obtención de imágenes digitales en tonos de grises de un referencial E⊆ℤ
2
 

mediante la introducción, en el análisis del retículo de las mismas, de “perspectivas” y de 
nuevas ordenaciones..

Motivación  (II): 

Sobre interpretaciones en distintos contextos del término “vacío” y sobre la introducción de 
“contenidos propios” del conjunto vacío: A⊏w∅, B⊏S∅, … 

Motivación  (III):  

Sobre la introducción de “nuevas inclusiones A⊑wB, intersecciones A⊓wB y uniones A⊔wB” 
entre subconjuntos nítidos o borrosos A,B,… para análisis de datos en entornos  con zonas de 
riesgo. 

     Resumen 

     Introducción 



 14

Motivación  (I): 

 procesos de obtención de imágenes digitales en tonos de grises de un referencial E⊆ℤ
2
 

mediante la introducción, en el análisis del retículo de las mismas, de “perspectivas” y de 
nuevas ordenaciones..

Motivación  (II): 

Sobre interpretaciones en distintos contextos del término “vacío” y sobre la introducción de 
“contenidos propios” del conjunto vacío: A⊏w∅, B⊏S∅, … 

Motivación  (III):  

Sobre la introducción de “nuevas inclusiones A⊑wB, intersecciones A⊓wB y uniones A⊔wB” 
entre subconjuntos nítidos o borrosos A,B,… para análisis de datos en entornos  con zonas de 
riesgo. 

     Resumen 

     Introducción 



Una pequeña pausa par mostrar  
murales con motivos matemáticos…
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( P(X), ⊆ ) Álgebra de Boole de las partes de X:
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Con la inclusión podemos establecer una 
 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).
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Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

 La misma zona X con una  
 circunstancia añadida: la 
 presencia de riesgo de aludes 
 en una parte de la misma. 
 (Representada por un borroso 
 W) . 
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(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)

 15



D

E

A
B

C

F
G

X

H

etc,…
( X, W )

A

C

B

D

E

F
G

H
W

Con la inclusión podemos establecer una 
 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).

X una región del Pirineo

A, B,…, D,…, elementos de P(X). 

Si se considera ahora un equilibrio entre el 
proceso de conocimiento de las zonas y la 
seguridad en sus recorridos, ( y si prevalece 
ésta sobre el conocimiento), en la mayoría 
de los casos la inclusión  usual ⊆ (o su  
negación)

etc,…

                    , no refleja exactamente esta  
   exigencia; 
Sería más interesante una nueva relación ⊑w ,
(inclusión desde la perspectiva W), tal que 
 pueda representar la preferencia en  esta nueva 
 situación:

B ⊑WA, A ⊑WB, C ⊑WH, G ⊑WF, D ⊑WE , etc,…

B ⊆ A, H ⊆ C,  G ⊆ F,  E ⊈ D, D ⊈ E, etc,…

( P(X), ⊆ ) Álgebra de Boole de las partes de X:

Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
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Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
vacío”, también constituyen nuevas  
“inclusiones” en P(X) que modelizan 
situaciones análogas a la aquí expuesta.
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 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
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ésta sobre el conocimiento), en la mayoría 
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etc,…

                    , no refleja exactamente esta  
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( P(X), ⊆ ) Álgebra de Boole de las partes de X:

Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
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“inclusiones” en P(X) que modelizan 
situaciones análogas a la aquí expuesta.
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 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
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A, B,…, D,…, elementos de P(X). 
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                    , no refleja exactamente esta  
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 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
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 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
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de los casos la inclusión  usual ⊆ (o su  
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 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
vacío”, también constituyen nuevas  
“inclusiones” en P(X) que modelizan 
situaciones análogas a la aquí expuesta.
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Con la inclusión podemos establecer una 
 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).

X una región del Pirineo

A, B,…, D,…, elementos de P(X). 

Si se considera ahora un equilibrio entre el 
proceso de conocimiento de las zonas y la 
seguridad en sus recorridos, ( y si prevalece 
ésta sobre el conocimiento), en la mayoría 
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etc,…
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B ⊆ A, H ⊆ C,  G ⊆ F,  E ⊈ D, D ⊈ E, etc,…

( P(X), ⊆ ) Álgebra de Boole de las partes de X:

Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)

A ∩B

En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
vacío”, también constituyen nuevas  
“inclusiones” en P(X) que modelizan 
situaciones análogas a la aquí expuesta.
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 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).

X una región del Pirineo

A, B,…, D,…, elementos de P(X). 
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seguridad en sus recorridos, ( y si prevalece 
ésta sobre el conocimiento), en la mayoría 
de los casos la inclusión  usual ⊆ (o su  
negación)

etc,…
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Sería más interesante una nueva relación ⊑w ,
(inclusión desde la perspectiva W), tal que 
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B ⊆ A, H ⊆ C,  G ⊆ F,  E ⊈ D, D ⊈ E, etc,…

( P(X), ⊆ ) Álgebra de Boole de las partes de X:

Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)
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En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
vacío”, también constituyen nuevas  
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 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).

X una región del Pirineo

A, B,…, D,…, elementos de P(X). 
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de los casos la inclusión  usual ⊆ (o su  
negación)

etc,…

                    , no refleja exactamente esta  
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Sería más interesante una nueva relación ⊑w ,
(inclusión desde la perspectiva W), tal que 
 pueda representar la preferencia en  esta nueva 
 situación:

B ⊑WA, A ⊑WB, C ⊑WH, G ⊑WF, D ⊑WE , etc,…

B ⊆ A, H ⊆ C,  G ⊆ F,  E ⊈ D, D ⊈ E, etc,…

( P(X), ⊆ ) Álgebra de Boole de las partes de X:

Si L={1,2,3,4,5}, el par ( X, W ) es el mapa X  
 con un subconjunto  L-borroso W de X y que  
representa  una zona con riesgo de que  
aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
 relacionados, ahora sí“.(E parece más favorable que D).

(LX, ≤) Retículo de L-borrosos de X ,(contiene a (P(X),⊆)

A ∩B

W=Zon
a de a

ludes

?

En LE, el orden de actividad ⊑w  tiene 
asociado un operador inf , (representado 
mediante ⊓w), que se interpreta como una 
nueva “w-intersección”  entre zonas, 
(A ⊓wB es la intersección de A y B desde 
la perspectiva de W) :

En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
vacío”, también constituyen nuevas  
“inclusiones” en P(X) que modelizan 
situaciones análogas a la aquí expuesta.
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Con la inclusión podemos establecer una 
 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).

X una región del Pirineo

A, B,…, D,…, elementos de P(X). 
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ésta sobre el conocimiento), en la mayoría 
de los casos la inclusión  usual ⊆ (o su  
negación)

etc,…

                    , no refleja exactamente esta  
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Sería más interesante una nueva relación ⊑w ,
(inclusión desde la perspectiva W), tal que 
 pueda representar la preferencia en  esta nueva 
 situación:
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aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
(B tiene menos zona de riesgo, pero A tiene más zona  
de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
“la ausencia de riesgo hace que no cambie la preferencia”.

“E posee más zona de no-riesgo y menos de riesgo que D,  
por lo que en esta  nueva relación , E y D que no estaban 
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(A ⊓wB es la intersección de A y B desde 
la perspectiva de W) :

En lo que sigue, veremos que la 
consideración de los  mismos órdenes de 
actividad ⊑w  en retículos distributivos y 
acotados (L, ≤) que hemos mencionado como  
elementos de expresión del “contenido del 
vacío”, también constituyen nuevas  
“inclusiones” en P(X) que modelizan 
situaciones análogas a la aquí expuesta.

E
A ⊓wB

A

w

B

A2 ⊑wB2

B1

A1

A2

B2(Zona de riesgo)

“Inclusiones” ⊑w en 
 entornos con riesgo.

A ⊑wB
A1 ⊑wB1

 15

Subconjuntos nítidos:  
W,A,B,A1, etc.

 Subconjuntos borrosos:

Intersección usual:



D

E

A
B

C

F
G

X

H

etc,…
( X, W )

A

C

B

D

E

F
G

H
W

Con la inclusión podemos establecer una 
 jerarquía entre zonas. Por ejemplo, después 

 de un recorrido que incluya  toda la zona A, 
 tendremos más información que si se recorre 

 sólo B, (en este sentido, B ⊆ A indica  que B 

 es menos favorable que A, que E y D no están  
relacionados con este criterio, etc…).

X una región del Pirineo

A, B,…, D,…, elementos de P(X). 

Si se considera ahora un equilibrio entre el 
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seguridad en sus recorridos, ( y si prevalece 
ésta sobre el conocimiento), en la mayoría 
de los casos la inclusión  usual ⊆ (o su  
negación)

etc,…

                    , no refleja exactamente esta  
   exigencia; 
Sería más interesante una nueva relación ⊑w ,
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aparezca un alud.

En estas condiciones, A y B no son comparables” . 
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de conocimiento sin riesgo). 

“Si, como parece lógico, priorizamos el minimizar el  
riesgo, en este caso se invierte la preferencia”.
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(a) Propondremos una solución 
en el caso w y v nítidos, 
extendiendo las funciones 
 g  para obtener otras  
ĝ(w,v) : (LE, ⊑W)➝ (LF, ⊑v) 
 fundamentadas en la  
composición de  
g: (LE, ≤)→(LF, ≤) con ciertas 
involuciones 𝜑w: LE→LE   

y 𝜑v: LF →LF. 
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(b) Con respecto a la extensión en los 
casos en los que al menos uno de 
 los elementos w o v es no nítido, 
 proponemos una solución parcial en 
 un contexto relacionado con  
subconjuntos borrosos:  
• En retículos ( LE, ≤ ) de aplicaciones 
   A de E en una cadena L.  
• Finalmente, expondremos otras ideas 
    para la extensión en el caso general. 
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Motivación  (I): 

 Sobre procesos de obtención de imágenes digitales en tonos de grises de un referencial E⊆ℤ
2
 

mediante la introducción, en el análisis del retículo de las mismas, de “perspectivas” y de 
nuevas ordenaciones..

Motivación  (II): 

Sobre interpretaciones en distintos contextos del término “vacío” y sobre la introducción de 
“contenidos propios” del conjunto vacío: A⊏w∅, B⊏S∅, … 

Motivación  (III):  

Sobre la introducción de “nuevas inclusiones A⊑wB, intersecciones A⊓wB y uniones A⊔wB” 
entre subconjuntos nítidos o borrosos A,B,… para análisis de datos en entornos  con zonas de 
riesgo. 

     Resumen 

     Introducción 
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Introducción:
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Un lienzo “vacío con contenido”: 
 “ERASED de KOONING DRAWING”  

(R. Rauschenberg 1953)
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Con el propósito de motivar la introducción del 
 concepto de “contenidos propios del conjunto vacío ∅”, 
 proponemos la siguiente: 



Interpretación,(en un retículo (LE,≤) de imágenes 

digitalizadas de ℤ2), de los procesos de obtención del 
dibujo de “de Kooning” y de obtención de la obra de 
“Rauschenberg”,(mediante el “borrado” del anterior).
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···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

?

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:
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 que  
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secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):

Ahora:
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Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤) ⌀

⌀

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

Punto  de partida 

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

⌀

⌀

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

Retículo ([K?, ⌀]⊑ 
,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

⌀

⌀

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

⌀

⌀

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
······

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen el proceso   
de “creación” de la obra de Rauschenberg 

(y que comprende el proceso de “borrado” de la obra de “de Kooning”):

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

R1

R2 R3

Rq

Rp

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

([K?, ⌀]⊑ 
,⊑)

⌀

⌀

⌀

A

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

?
La aproximación binaria K? 

 de la obra de “de Kooning” es ahora 
       el punto  de partida para llegar, 

        (por sucesivas etapas de borrado), 
al trabajo de Rauschenberg.

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

Orden dual en el ideal principal [⌀, K?]

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):

 23

  K? ⊏ R1 ⊏ A ⊏ R2 ⊏ R3 ⊏…⊏ Rp ⊏…⊏ Rq ⊏…⊏ ∅  

(La relación ⊏ es la  “nueva inclusión estricta” asociada al orden ⊑ y que  

interpretamos aquí como un generador de “contenidos propios del vacío”: K, R1 ,…, Rq ,…). 
(En el vacío, la “nueva inclusión ⊏” es dual de la usual: (Ri ⊏ Rk ⊏∅) ⇔ (∅< Rk < Ri) )



?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
······

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen el proceso   
de “creación” de la obra de Rauschenberg 

(y que comprende el proceso de “borrado” de la obra de “de Kooning”):

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

R1

R2 R3

Rq

Rp

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

([K?, ⌀]⊑ 
,⊑)

⌀

⌀

⌀

A

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

Veremos que es un proceso inmerso en otro
 más general…

·

K?

K´? 
·

E
⌀

Lienzo vacío ?
La aproximación binaria K? 

 de la obra de “de Kooning” es ahora 
       el punto  de partida para llegar, 

        (por sucesivas etapas de borrado), 
al trabajo de Rauschenberg.

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

(LE, ⊑)

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
······

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen el proceso   
de “creación” de la obra de Rauschenberg 

(y que comprende el proceso de “borrado” de la obra de “de Kooning”):

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

R1

R2 R3

Rq

Rp

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

([K?, ⌀]⊑ 
,⊑)

⌀

⌀

⌀

A

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

Veremos que es un proceso inmerso en otro
 más general…

·

K?

K´? 
·

E
⌀

Lienzo vacío ?
La aproximación binaria K? 

 de la obra de “de Kooning” es ahora 
       el punto  de partida para llegar, 

        (por sucesivas etapas de borrado), 
al trabajo de Rauschenberg.

Una “perspectiva distinta”  del conjunto LE 

( proporcionada por el nuevo orden ⊑ en LE), 
 . 

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

(LE, ⊑)

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
······

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen el proceso   
de “creación” de la obra de Rauschenberg 

(y que comprende el proceso de “borrado” de la obra de “de Kooning”):

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

R1

R2 R3

Rq

Rp

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

([K?, ⌀]⊑ 
,⊑)

⌀

⌀

⌀

A

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

Veremos que es un proceso inmerso en otro
 más general…

·

K?

K´? 
·

E
⌀

Lienzo vacío ?
La aproximación binaria K? 

 de la obra de “de Kooning” es ahora 
       el punto  de partida para llegar, 

        (por sucesivas etapas de borrado), 
al trabajo de Rauschenberg.

Una “perspectiva distinta”  del conjunto LE 

( proporcionada por el nuevo orden ⊑ en LE), 
 . 

¿Un tipo de “subconjuntos  
propios” de ⌀?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

(LE, ⊑)

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):
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···

K?

∅

···

···
······

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen el proceso   
de “creación” de la obra de Rauschenberg 

(y que comprende el proceso de “borrado” de la obra de “de Kooning”):

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

R1

R2 R3

Rq

Rp

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).

Retículo distributivo  con negación  

(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…

(M·N)(x)=min(M(x),N(x))

 (M+N)(x)=max(M(x),N(x))∀x∈E 

E

⌀

K?+K´?=

K?·K´?=

([⌀, K?], ≤)

([K?, ⌀]⊑ 
,⊑)

⌀

⌀

⌀

A

Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

Veremos que es un proceso inmerso en otro
 más general…

·

K?

K´? 
·

E
⌀

Lienzo vacío ?
La aproximación binaria K? 

 de la obra de “de Kooning” es ahora 
       el punto  de partida para llegar, 

        (por sucesivas etapas de borrado), 
al trabajo de Rauschenberg.

Una “perspectiva distinta”  del conjunto LE 

( proporcionada por el nuevo orden ⊑ en LE), 
 . 

¿Un tipo de “subconjuntos  
propios” de ⌀?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

(LE, ⊑)

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):

En esta línea, si ahora borramos esta transparencia;  

¡tanto K? como  las sucesivas etapas de borrado R1, R2,… , 
 y todo el contenido de esta transparencia,estarán ahora 
 “incluidas”  en una “transparencia vacía”! : 

 K?⊑⌀, R1 ⊑⌀,…!
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de la obra de 
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(LE,≤,·,+,⌀ , E),’) de todas las imágenes 

 en tonos de gris A, B, C, D,…
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Una aproximación  de la obra de  “de Kooning“ ( imagen  
desconocida  que aproximamos por una imagen binaria 
 K? ∈P(E)), asociada a la imagen de su “borrado” por 
 Rauschenberg. 

 que  

A

Veremos que es un proceso inmerso en otro
 más general…

·

K?

K´? 
·

E
⌀

Lienzo vacío ?
La aproximación binaria K? 

 de la obra de “de Kooning” es ahora 
       el punto  de partida para llegar, 

        (por sucesivas etapas de borrado), 
al trabajo de Rauschenberg.

Una “perspectiva distinta”  del conjunto LE 

( proporcionada por el nuevo orden ⊑ en LE), 
 . 

¿Un tipo de “subconjuntos  
propios” de ⌀?

Sobre una posible 
secuencia del 
proceso de  
creación de 
la obra de “de Kooning”:

(LE, ⊑)

Sobre una posible  
secuencia del 
proceso de creación 
de la obra de 
Rauschenberg,  
(que comprende el  
 proceso de borrado 
de la de “de Kooning”):

Borramos la pizarra pero, aunque sea en 
 nuestro imaginario, algo queda…

En esta línea, si ahora borramos esta transparencia;  

¡tanto K? como  las sucesivas etapas de borrado R1, R2,… , 
 y todo el contenido de esta transparencia,estarán ahora 
 “incluidas”  en una “transparencia vacía”! : 

 K?⊑⌀, R1 ⊑⌀,…!

 23



?

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

···

···
······

···

···

K?

∅

···

···
··· ···

···

···

K?

∅

·K?

Kc?=K´?
·

Obra de “de Kooning” (desconocida 
 actualmente aunque conocida 

 por Rauschenberg). Supondremos  

          que la imagen binaria K? es 
 una buena aproximación de ella. 

(Es decir, K? es un nítido).

Imagen vacía (o  en blanco)

Una posible secuencia de etapas que constituyen el proceso   
de “creación” de la obra de Rauschenberg 

(y que comprende el proceso de “borrado” de la obra de “de Kooning”):

Una posible secuencia de etapas que constituyen 
el proceso de creación de la obra de “de Kooning”:  

K1

K2

K3

Ks

Kr

R1

R2 R3

Rq

Rp

∅< K1 < K2 < K3 <…< Kr <…< Ks…< K?  
(< es aquí la inclusión estricta usual de imágenes  

con tonos de gris)

K?

⌀

Ahora el lienzo vacío es:  
la obra borrada de “de Kooning”,  

resultado final del trabajo 
realizado por Rauschenberg.

A
La imagen parcial de   

la obra de “de Kooning” 
obtenida con infrarrojos.

?Obra de Rauschenberg≡ ⌀.

Ideal principal [⌀, K?] de (LE,≤): 

 [⌀, K?]={M∈LE/ ⌀ ≤ M ≤ K?}

A∈ LE es Una aproximación  

(conocida) de la imagen K?:
Retículo ([K?, ⌀]⊑ 

,⊑) 

con [K? , ⌀]⊑ 
=[⌀, K?] y (M ⊑ N)⇔(M ≥ N)


( ⊑ es dual de la restricción de ≤ en [⌀, K?]).
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Sobre una posible 
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de la obra de 
Rauschenberg,  
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de la de “de Kooning”):

Borramos la pizarra pero, aunque sea en 
 nuestro imaginario, algo queda…

En esta línea, si ahora borramos esta transparencia;  

¡tanto K? como  las sucesivas etapas de borrado R1, R2,… , 
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Borramos la pizarra pero, aunque sea en 
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En esta línea, si ahora borramos esta transparencia;  

¡tanto K? como  las sucesivas etapas de borrado R1, R2,… , 
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1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

CONTENIDO (¡No vacío!)
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CONTENIDO 0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática. 

Conclusiones y algunas cuestiones

Con el propósito de que ésta sea una presentación autosuficiente, incluimos 
 un apartado inicial: “0. Preliminares”, (Transparencias 27-68), que contiene, por una 
parte, conceptos conocidos y por otra, algunos nuevos necesarios para la teoría que 
introduciremos aquí: 

 0.1. Resultados que atañen tanto a una generalización del concepto de 
     “Diferencia Simétrica” en retículos distributivos con negaciones como 
      al tipo de esos retículos que resultan idóneos para dicha generalización.  
     Esa generalización jugará un papel básico en la definición de “w-inclusión”. 
    (Transparencias 27-45). 

0.2. Algunos resultados sobre subconjuntos borrosos.(Transparencias 46-67). 

0.3. Una introducción a la Morfología Matemática.(Transparencia 68). 
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CONTENIDO 0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática. 

Conclusiones y algunas cuestiones

Con el propósito de que ésta sea una presentación autosuficiente, incluimos 
 un apartado inicial: “0. Preliminares”, (Transparencias 27-68), que contiene, por una 
parte, conceptos conocidos y por otra, algunos nuevos necesarios para la teoría que 
introduciremos aquí: 

 0.1. Resultados que atañen tanto a una generalización del concepto de 
     “Diferencia Simétrica” en retículos distributivos con negaciones como 
      al tipo de esos retículos que resultan idóneos para dicha generalización.  
     Esa generalización jugará un papel básico en la definición de “w-inclusión”. 
    (Transparencias 27-45). 

0.2. Algunos resultados sobre subconjuntos borrosos.(Transparencias 46-67). 

0.3. Una introducción a la Morfología Matemática.(Transparencia 68). 
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Nota. Se puede prescindir de esos preliminares y comenzar la presentación  
 a partir de la transparencia 69, en la que se trata el concepto de “orden de actividad”. 
Este concepto, (que aparece en la literatura especializada  sobre el tratamiento 
de imágenes digitalizadas mediante la teoría “Morfología Matemática”), se utilizará 
aquí por primera vez en un contexto distinto: el de encontrar  “modelos alternativos al 
usual para la inclusión”, tanto de subconjuntos ordinarios como de subconjuntos borrosos. 



  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos relevantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática. 

Conclusiones y algunas cuestiones
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Nota1. En este trabajo aparece como elemento distinguido la extensión del operador diferencia 
simétrica “∆” de la Teoría de Conjuntos, a otros en la teoría de Retículos Distributivos y acotados  

(L,≤,·,+,0,1). Esa extensión se fundamenta en negaciones ‘:L→L. 
 En estos preliminares analizamos los retículos y las negaciones idóneas para que las 
extensiones conserven propiedades del operador “∆”. 
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0. Preliminares.(Sobre negaciones fuertes   
    en retículos distributivos acotados) 



Retículos distributivos y acotados con una negación ((L,≤,·,+,0,1),’)

 26

Conjunto ordenado (L,≤) con elementos mínimo 0 y máximo 1 y las operaciones: 
 ínfimo: x·y=max{z∈L /(z ≤ x)&(z ≤ y)], supremo: x+y=min{u∈L /(x ≤ u)&(y ≤ u)] ∀(x,y)∈L2 

que son distributivas: x·(y+z)=x·y+x·z, x+(y·z)=(x+y)·(x+z) ∀(x,y,z)∈L3 (Basta exigir  una de las dos 
 condiciones de distributividad)

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)

Grätzer, E. Lattice Theory: Foundation

Springer Basel AG 2011



Retículos distributivos y acotados con una negación ((L,≤,·,+,0,1),’)
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Negación fuerte  ‘:L➝ L tal que:  es involución: (A’’=A ∀A∈L) y antítona: ((A ≤ B)⇒(A’ ≥ B’))).

Conjunto ordenado (L,≤) con elementos mínimo 0 y máximo 1 y las operaciones: 
 ínfimo: x·y=max{z∈L /(z ≤ x)&(z ≤ y)], supremo: x+y=min{u∈L /(x ≤ u)&(y ≤ u)] ∀(x,y)∈L2 

que son distributivas: x·(y+z)=x·y+x·z, x+(y·z)=(x+y)·(x+z) ∀(x,y,z)∈L3

Una negación supone un antisomorfismo en (L,≤,·,+,0,1) (Cierta “simetría” entre (L,≤) y (L,≥)):
Negación fuerte: 

 la complementación 
Negación fuerte ‘:L➝L Negación fuerte ‘:L➝L

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)

Grätzer, E. Lattice Theory: Foundation

Springer Basel AG 2011
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Negación fuerte  ‘:L➝ L tal que:  es involución: (A’’=A ∀A∈L) y antítona: ((A ≤ B)⇒(A’ ≥ B’))).
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que son distributivas: x·(y+z)=x·y+x·z, x+(y·z)=(x+y)·(x+z) ∀(x,y,z)∈L3

Una negación supone un antisomorfismo en (L,≤,·,+,0,1) (Cierta “simetría” entre (L,≤) y (L,≥)):
Negación fuerte: 

 la complementación No existe 
negación fuerteNegación fuerte ‘:L➝L Negación fuerte ‘:L➝L

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)

Grätzer, E. Lattice Theory: Foundation

Springer Basel AG 2011



Demostración (i) Si a∈I(‘)(L) entonces ∃x∈L: a=x·x’, luego a=x·x’ ≤ x+x’=(x·x’)’=a’. Si x ≤ x’ entonces x=x·x’ . 

Si b∈S(‘)(L) entonces ∃y∈L : b=y·y’, luego b=y+y’ ≥ y·y’=(y+y’)’=b’. Si y ≤ y’ entonces y=y+y’ . 

(ii) Sea a∈L. Por se cadena, se verifica a ≤ a’ o a ≥ a’. En el primer caso a∈I(‘)(L) y en el segundo  a∈S(‘)(L). 

Si x∈I(‘)(L)∩S(‘)(L) entonces x’ ≤ x ≤ x’, luego x=x’. 

(iii)  Si (x,y)∈L, entonces x ≤ y o x ≥ y. En el primer caso, x·x’≤ x ≤ y ≤ y+y’. En el segundo 
x·x’≤ x’ ≤ y’ ≤ y+y’.∎ 

Retículos distributivos y acotados con una negación ((L,≤,·,+,0,1),’)
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Proposición.  Si (L,≤)  es una cadena acotada con una negación fuerte, entonces: 

 Los subconjuntos de L: I(‘)(L)={x·x’ / x∈L}  y  S(‘)(l)={y+y’ / y∈L} son tales que 

(i) I(‘)(L)={t∈L / t ≤ t’ } y S(‘)(l)={z∈L / z ≥ z’ }. 

(ii)  L=I(‘)(L)∪S(‘)(L),  I(‘)(L)∩S(‘)(L)={u∈L / u=u’} 

(iii)  Se verifica la desigualdad (x·x´) ≤ (y+y´)  ∀(x,y)∈L2 
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En cadenas 
 siempre hay  
“Simetría”

Negación fuerte  ‘:L➝ L tal que:  es involución: (A’’=A ∀A∈L) y antítona: ((A ≤ B)⇒(A’ ≥ B’))).

Conjunto ordenado (L,≤) con elementos mínimo 0 y máximo 1 y las operaciones: 
 ínfimo: x·y=max{z∈L /(z ≤ x)&(z ≤ y)], supremo: x+y=min{u∈L /(x ≤ u)&(y ≤ u)] ∀(x,y)∈L2 

que son distributivas: x·(y+z)=x·y+x·z, x+(y·z)=(x+y)·(x+z) ∀(x,y,z)∈L3

Una negación supone un antisomorfismo en (L,≤,·,+,0,1) (Cierta “simetría” entre (L,≤) y (L,≥)):
Negación fuerte: 

 la complementación No existe 
negación fuerteNegación fuerte ‘:L➝L Negación fuerte ‘:L➝L

Cadenas con negación fuerte.(Siempre con simetría).

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)

Grätzer, E. Lattice Theory: Foundation

Springer Basel AG 2011
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Negaciones fuertes ‘:L→L en retículos 
distributivos acotados(L,≤,·,+, 0, 1) 



 27

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
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Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)



 27

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
1

·

·

y

· z·
t ·

y1

·

y2·

xc=x’·

x·

t’=tc·

y’
·z’·

(L , ≤)

=c’=cc=e’=ec =e*≠ec=c*≠cc

a

1

0

ec

f

b

g

d

0 
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
1

1 
g 
f 
e 
d 
c 
b 
a 
0

x x’

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ )

a

1

0

ec

f

b

g

d

0 
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
1

1 
f 
g 
c 
d 
e 
a 
b 
0

x x*

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), * )

(#)

 Negación  fuerte ‘: (#) Contraejemplo                Negación  fuerte *:(#) Ejemplo

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)



 27

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
1

·

·

y

· z·
t ·

y1

·

y2·

xc=x’·

x·

t’=tc·

y’
·z’·

(L , ≤)

=c’=cc=e’=ec =e*≠ec=c*≠cc

a

1

0

ec

f

b

g

d

0 
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
1

1 
g 
f 
e 
d 
c 
b 
a 
0

x x’

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ )

a

1

0

ec

f

b

g

d

0 
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
1

1 
f 
g 
c 
d 
e 
a 
b 
0

x x*

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), * )

(#)

 Negación  fuerte ‘: (#) Contraejemplo                Negación  fuerte *:(#) Ejemplo

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)



 27

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
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y1

·

y2·

xc=x’·

x·

t’=tc·

y’
·z’·

(L , ≤)

=c’=cc=e’=ec =e*≠ec=c*≠cc

a

1

0

ec

f

b

g

d

0 
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
1

1 
g 
f 
e 
d 
c 
b 
a 
0

x x’

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ )

a

1

0

ec

f

b

g

d

0 
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
1

1 
f 
g 
c 
d 
e 
a 
b 
0

x x*

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), * )

(#)

 Negación  fuerte ‘: (#) Contraejemplo                Negación  fuerte *:(#) Ejemplo

            El subconjunto  
N(L)={w∈L / w’=wc} es un 
 sub-retículo del anterior y 

((N(L) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) es 

 la sub-álgebra 
de los elementos nítidos. 

Trillas, E. Sobre Funciones de Negación en la Teoría de

Conjuntos Difusos. Stochastica III-1, 47-69 (1979)
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((LE , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ). Álgebra   de los subconjuntos 

 L-borrosos A,B,… : E→L de un  referencial E, donde  
la inclusión A ≤ B y  las leyes intersección  A·B ,  
unión A+B y negación A’  son: 

 (A ≤ B)⇔ A(x)≤ B(x), (A·B)(x)= A(x)·B(x),  

(A+ B)(x)= A(x)+B(x), A’(x) = [A(x)]’  ∀x∈E. 

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
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(#)

E

Referencial

            El subconjunto  
N(L)={w∈L / w’=wc} es un 
 sub-retículo del anterior y 

((N(L) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) es 

 la sub-álgebra 
de los elementos nítidos. 
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((LE , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ). Álgebra   de los subconjuntos 

 L-borrosos A,B,… : E→L de un  referencial E, donde  
la inclusión A ≤ B y  las leyes intersección  A·B ,  
unión A+B y negación A’  son: 

 (A ≤ B)⇔ A(x)≤ B(x), (A·B)(x)= A(x)·B(x),  

(A+ B)(x)= A(x)+B(x), A’(x) = [A(x)]’  ∀x∈E. 

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
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            El subconjunto  
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((N(L) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) es 

 la sub-álgebra 
de los elementos nítidos. 
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((LE , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ). Álgebra   de los subconjuntos 

 L-borrosos A,B,… : E→L de un  referencial E, donde  
la inclusión A ≤ B y  las leyes intersección  A·B ,  
unión A+B y negación A’  son: 

 (A ≤ B)⇔ A(x)≤ B(x), (A·B)(x)= A(x)·B(x),  

(A+ B)(x)= A(x)+B(x), A’(x) = [A(x)]’  ∀x∈E. 

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.

((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c). El Álgebra de Boole  
de los subconjuntos ordinarios D,W,… de E  
con la complementación, se identifica con el 
sistema algebraico de subconjuntos nítidos.
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(#)

E

Referencial

            El subconjunto  
N(L)={w∈L / w’=wc} es un 
 sub-retículo del anterior y 

((N(L) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) es 

 la sub-álgebra 
de los elementos nítidos. 

((LE , ≤, ·, +, ∅, E ), ’) (P(E)≡N(E), 0≡∅, 1≡E).  
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((LE , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ). Álgebra   de los subconjuntos 

 L-borrosos A,B,… : E→L de un  referencial E, donde  
la inclusión A ≤ B y  las leyes intersección  A·B ,  
unión A+B y negación A’  son: 

 (A ≤ B)⇔ A(x)≤ B(x), (A·B)(x)= A(x)·B(x),  

(A+ B)(x)= A(x)+B(x), A’(x) = [A(x)]’  ∀x∈E. 

((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) Sistema algebraico 

 determinado po un retículo distributivo  

y acotado con una negación fuerte  ‘ :L→L 

 tal que, si w∈L tiene complemento wc,  

entonces wc=w’.
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·

·
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t ·
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·

y2·
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C
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(#)

E

Referencial

            El subconjunto  
N(L)={w∈L / w’=wc} es un 
 sub-retículo del anterior y 

((N(L) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) es 

 la sub-álgebra 
de los elementos nítidos. 

((LE , ≤, ·, +, ∅, E ), ’) (P(E)≡N(E), 0≡∅, 1≡E).  

Caso más favorable: 
Retículos distributivos con negaciones  
fuertes tales que 

( x con complemento xc) ⇒ (x’=xc) 
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En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)
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En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

x·
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·

·
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·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)
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En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)
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En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.
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Proposición. (x·x’ ≰ y+y’)⇒(X || y)&({x,y}∩N(L)=∅)    

Demostración.(x ≤ y)⇒( x·x’ ≤ y·x’ ≤ y ≤ (y+y’)), 

(y ≤ x)⇒(y·y’ ≤ (x+x’))⇒(x·x’ ≤ (y+y’)). 

(x’=xc)⇒ (x·x’= x·xc=0 ≤(y+y’)) 

(y’=yc)⇒ (x·x’ ≤ 1=(y+yc)=(y+y’)).∎

En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.
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Proposición. (x·x’ ≰ y+y’)⇒(X || y)&({x,y}∩N(L)=∅)    

Demostración.(x ≤ y)⇒( x·x’ ≤ y·x’ ≤ y ≤ (y+y’)), 

(y ≤ x)⇒(y·y’ ≤ (x+x’))⇒(x·x’ ≤ (y+y’)). 

(x’=xc)⇒ (x·x’= x·xc=0 ≤(y+y’)) 

(y’=yc)⇒ (x·x’ ≤ 1=(y+yc)=(y+y’)).∎

En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.

Corolario. Como consecuencia:  
Si L es una cadena C, entonces para toda negación 
fuerte ‘ en C y ∀(x,y)∈CXC, el par (x·x’,y·y’)∈CXC es 
(‘)-disjunto:     x·x’ ≤ y+y’  ∀(x,y)∈CXC.∎



[0,a]

1

0
[0,1]·[0,1]’ ≰ a+a’

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]
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Proposición. (x·x’ ≰ y+y’)⇒(X || y)&({x,y}∩N(L)=∅)    

Demostración.(x ≤ y)⇒( x·x’ ≤ y·x’ ≤ y ≤ (y+y’)), 

(y ≤ x)⇒(y·y’ ≤ (x+x’))⇒(x·x’ ≤ (y+y’)). 

(x’=xc)⇒ (x·x’= x·xc=0 ≤(y+y’)) 

(y’=yc)⇒ (x·x’ ≤ 1=(y+yc)=(y+y’)).∎

En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Retículo de intervalos de C3={0,a,1}:((I(C3) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) 

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
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∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.

Corolario. Como consecuencia:  
Si L es una cadena C, entonces para toda negación 
fuerte ‘ en C y ∀(x,y)∈CXC, el par (x·x’,y·y’)∈CXC es 
(‘)-disjunto:     x·x’ ≤ y+y’  ∀(x,y)∈CXC.∎(#)

(#)Contra-ejemplo (L no es cadena):



Álgebras ((Lx
 , ≤x , ·x , +x , 0x , 1x ), ’x )x∈E  de retículos 

distributivos con negaciones fuertes y  su producto 

((XLx,, ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) con         ={𝛿:E→∪Lx/𝛿(x)∈Lx},   

 orden 𝛿 ≤ 𝜇 ⇔ 𝛿(x) ≤x 𝜇(x), (𝛿·𝜇)(x)=𝛿(x)·x 𝜇(x) ∀x∈E,   

     (𝛿+𝜇)(x)=𝛿(x)+x 𝜇(x) ∀x∈E,  

                 y negación  𝛿’(x)=(𝛿(x))’x  ∀x∈E. 

x∈E
XLxx∈E x∈E

[0,a]

1

0
[0,1]·[0,1]’ ≰ a+a’

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

 28

Proposición. (x·x’ ≰ y+y’)⇒(X || y)&({x,y}∩N(L)=∅)    

Demostración.(x ≤ y)⇒( x·x’ ≤ y·x’ ≤ y ≤ (y+y’)), 

(y ≤ x)⇒(y·y’ ≤ (x+x’))⇒(x·x’ ≤ (y+y’)). 

(x’=xc)⇒ (x·x’= x·xc=0 ≤(y+y’)) 

(y’=yc)⇒ (x·x’ ≤ 1=(y+yc)=(y+y’)).∎

En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Retículo de intervalos de C3={0,a,1}:((I(C3) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) 

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.

Corolario. Como consecuencia:  
Si L es una cadena C, entonces para toda negación 
fuerte ‘ en C y ∀(x,y)∈CXC, el par (x·x’,y·y’)∈CXC es 
(‘)-disjunto:     x·x’ ≤ y+y’  ∀(x,y)∈CXC.∎(#)

(#)Contra-ejemplo (L no es cadena):



       𝛿·𝛿’ ≤ 𝜇+𝜇’     ∀(𝛿,𝜇)∈         X       

Dem (𝛿·𝛿’)(x)=(𝛿(x)·x 𝛿(x)’x)≤x(𝜇(x)+x𝜇(x)’x)= 

(𝜇+𝜇’)(x).∎

XLxx∈E
XLx
x∈E

Álgebras ((Lx
 , ≤x , ·x , +x , 0x , 1x ), ’x )x∈E  de retículos 

distributivos con negaciones fuertes y  su producto 

((XLx,, ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) con         ={𝛿:E→∪Lx/𝛿(x)∈Lx},   

 orden 𝛿 ≤ 𝜇 ⇔ 𝛿(x) ≤x 𝜇(x), (𝛿·𝜇)(x)=𝛿(x)·x 𝜇(x) ∀x∈E,   

     (𝛿+𝜇)(x)=𝛿(x)+x 𝜇(x) ∀x∈E,  

                 y negación  𝛿’(x)=(𝛿(x))’x  ∀x∈E. 

x∈E
XLxx∈E x∈E

[0,a]

1

0
[0,1]·[0,1]’ ≰ a+a’

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

Proposición. Si ∀x∈E  se verifica 

(z ·x  z’) ≤x (y +x  y’ ) ∀(y,z)∈LxxLx , entonces 
 también se verifica 
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Proposición. (x·x’ ≰ y+y’)⇒(X || y)&({x,y}∩N(L)=∅)    

Demostración.(x ≤ y)⇒( x·x’ ≤ y·x’ ≤ y ≤ (y+y’)), 

(y ≤ x)⇒(y·y’ ≤ (x+x’))⇒(x·x’ ≤ (y+y’)). 

(x’=xc)⇒ (x·x’= x·xc=0 ≤(y+y’)) 

(y’=yc)⇒ (x·x’ ≤ 1=(y+yc)=(y+y’)).∎

En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Retículo de intervalos de C3={0,a,1}:((I(C3) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) 

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
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∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.

Corolario. Como consecuencia:  
Si L es una cadena C, entonces para toda negación 
fuerte ‘ en C y ∀(x,y)∈CXC, el par (x·x’,y·y’)∈CXC es 
(‘)-disjunto:     x·x’ ≤ y+y’  ∀(x,y)∈CXC.∎(#)

(#)Contra-ejemplo (L no es cadena):



       𝛿·𝛿’ ≤ 𝜇+𝜇’     ∀(𝛿,𝜇)∈         X       

Dem (𝛿·𝛿’)(x)=(𝛿(x)·x 𝛿(x)’x)≤x(𝜇(x)+x𝜇(x)’x)= 

(𝜇+𝜇’)(x).∎
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x∈E

Álgebras ((Lx
 , ≤x , ·x , +x , 0x , 1x ), ’x )x∈E  de retículos 

distributivos con negaciones fuertes y  su producto 

((XLx,, ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) con         ={𝛿:E→∪Lx/𝛿(x)∈Lx},   

 orden 𝛿 ≤ 𝜇 ⇔ 𝛿(x) ≤x 𝜇(x), (𝛿·𝜇)(x)=𝛿(x)·x 𝜇(x) ∀x∈E,   

     (𝛿+𝜇)(x)=𝛿(x)+x 𝜇(x) ∀x∈E,  

                 y negación  𝛿’(x)=(𝛿(x))’x  ∀x∈E. 

x∈E
XLxx∈E x∈E

[0,a]

1

0
[0,1]·[0,1]’ ≰ a+a’

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

Corolario. En todo retículo producto de cadenas 

con negación ((XCx , ≤, ·, +, 0, 1 ),’) y en 

 el retículo con negación (CE, ≤, ·, +, 0, 1 ),’) 

 de subconjuntos C-borrosos  de E valorados 
 en la cadena C, se verifica (1).∎

x∈E

Proposición. Si ∀x∈E  se verifica 

(z ·x  z’) ≤x (y +x  y’ ) ∀(y,z)∈LxxLx , entonces 
 también se verifica 
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Proposición. (x·x’ ≰ y+y’)⇒(X || y)&({x,y}∩N(L)=∅)    

Demostración.(x ≤ y)⇒( x·x’ ≤ y·x’ ≤ y ≤ (y+y’)), 

(y ≤ x)⇒(y·y’ ≤ (x+x’))⇒(x·x’ ≤ (y+y’)). 

(x’=xc)⇒ (x·x’= x·xc=0 ≤(y+y’)) 

(y’=yc)⇒ (x·x’ ≤ 1=(y+yc)=(y+y’)).∎

En ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): 

Definición. 

El par (x,y)∈LXL es “(’)-disjunto“ si  x ≤ y’.

Retículo de intervalos de C3={0,a,1}:((I(C3) , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ) 

Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.

Corolario. Como consecuencia:  
Si L es una cadena C, entonces para toda negación 
fuerte ‘ en C y ∀(x,y)∈CXC, el par (x·x’,y·y’)∈CXC es 
(‘)-disjunto:     x·x’ ≤ y+y’  ∀(x,y)∈CXC.∎(#)

(1)
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Si(x,y) es un par “(’)-disjunto”, 
 entonces (y,x) también lo es.

((x,x) es “ (’)-disjunto”)⇔(x ≤ x’).
x·

0

1

·

·

y

·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

∀x∈L: (x·x’, x·x’)∈LXL  es un par  

“(’)-disjunto”:  x·x’ ≤ x+x’ =(x·x’)’.

Corolario. Como consecuencia:  
Si L es una cadena C, entonces para toda negación 
fuerte ‘ en C y ∀(x,y)∈CXC, el par (x·x’,y·y’)∈CXC es 
(‘)-disjunto:     x·x’ ≤ y+y’  ∀(x,y)∈CXC.∎(#)

(1)

Proposición. Si en un  retículo (L,≤,’) 
con negación, el par (x,y) verifica: 
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x·x’ ≤  x·y+x’·y’,  x·x’ ≤  x·y’+x’·y 

Dem x·x’≤ x·x’·y+x·x’·y’≤ x·y+x’·y’.∎
 Corolario. En LE , si W∈2E es nítido tal que W’=Wc o si L es una cadena C y w es 

 cualquiera: ∀A∈LE se verifica     A·A’+W·W’+A·W+A’·W’=A·W+A’·W’  .∎

(#)Contra-ejemplo (L no es cadena):



 Un análisis de las situaciones en las que se verifica 
la desigualdad: [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’)] ≤ (𝛽+𝛽’ )
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 
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Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 
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Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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·· · ·1/2

Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L
· ··

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 
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(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L
· ··

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

A

B

C

Retículo L1XL2

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L
· ·· ··

·

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

A

B

C

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L
· ·· ··

·

·

··

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L
· ·· ··

·

·

··

·
·

··

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L

∀(X·Y)∈ L1XL2: 
X·X’ ≤ Y+Y’· ·· ··

·

·

··

·
·

··

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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En particular, Si ((L,≤, ·, +,0,1),’) es una cadena acotada con una negación fuerte y E es un 

referencial, en la clase ((LE, ≤ , · ,+, ∅, E)),’ ) de los subconjuntos L-borrosos de E se verifica:  

A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(LE)X(LE). 

Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L

∀(X·Y)∈ L1XL2: 
X·X’ ≤ Y+Y’· ·· ··

·

·

··

·
·

··

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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En particular, Si ((L,≤, ·, +,0,1),’) es una cadena acotada con una negación fuerte y E es un 

referencial, en la clase ((LE, ≤ , · ,+, ∅, E)),’ ) de los subconjuntos L-borrosos de E se verifica:  

A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(LE)X(LE). 

Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

·[B] ·[A]

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

0

1[0,1]

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L

∀(X·Y)∈ L1XL2: 
X·X’ ≤ Y+Y’

Contra-ejemplo. 
 Si L no es cadena ni  
producto de cadenas:

· ·· ··
·

·

··

Retículo I(L) de intervalos [X] 
de una cadena L 

([X]=[X,X]={Y/X≤Y≤X}), 
[X]’=[X’,X’] 
_

_
_

_
_

_

·
·

···[C]

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).

 29



·· · ·1/2

En particular, Si ((L,≤, ·, +,0,1),’) es una cadena acotada con una negación fuerte y E es un 

referencial, en la clase ((LE, ≤ , · ,+, ∅, E)),’ ) de los subconjuntos L-borrosos de E se verifica:  

A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(LE)X(LE). 
=[B]+[B]’

=[A]+[A]’[B]·[B]’=

=[A]·[A]’

Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

·[B] ·[A]

·[B]’

=[C]’

·[A]’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

0

1[0,1]

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L

∀(X·Y)∈ L1XL2: 
X·X’ ≤ Y+Y’

Contra-ejemplo. 
 Si L no es cadena ni  
producto de cadenas:

· ·· ··
·

·

··

Retículo I(L) de intervalos [X] 
de una cadena L 

([X]=[X,X]={Y/X≤Y≤X}), 
[X]’=[X’,X’] 
_

_
_

_
_

_

·
·

···[C]

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).

 29



·· · ·1/2

En particular, Si ((L,≤, ·, +,0,1),’) es una cadena acotada con una negación fuerte y E es un 

referencial, en la clase ((LE, ≤ , · ,+, ∅, E)),’ ) de los subconjuntos L-borrosos de E se verifica:  

A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(LE)X(LE). 
=[B]+[B]’

=[A]+[A]’[B]·[B]’=

=[A]·[A]’

Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

·[B] ·[A]

·[B]’

=[C]’

·[A]’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

0

1[0,1]

[B]·[B]’ ≰ [A]+[A]’

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L

∀(X·Y)∈ L1XL2: 
X·X’ ≤ Y+Y’

Contra-ejemplo. 
 Si L no es cadena ni  
producto de cadenas:

· ·· ··
·

·

··

Retículo I(L) de intervalos [X] 
de una cadena L 

([X]=[X,X]={Y/X≤Y≤X}), 
[X]’=[X’,X’] 
_

_
_

_
_

_

·
·

···[C]

[A]+[A]’ ≰ [B]·[B]’ 

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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=[B]+[B]’

=[A]+[A]’[B]·[B]’=

=[A]·[A]’

Sea (L, ≤,  ·, +) un retículo. La expresión 𝛼||𝛽 representa el enunciado  (𝛼 ≰ 𝛽)&(𝛽 ≰𝛼). 

 Sea  ´:L➝L  una aplicación involutiva: ( 𝛼’’=𝛼. ∀𝛼∈L ) y antítona: ( (𝛼 ≤ 𝛽)⇒(𝛽’ ≤ 𝛼’) ).  

Proposición. Se verifica: 
  [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)]. (Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

Demostración.  La negación ≰ de la relación ≤ en L   es tal que  (𝛼≰ 𝛽)⇔[(𝛼||𝛽) ó (𝛼 > 𝛽)]. 

Supongamos que (𝛼·𝛼’) > (𝛽+ 𝛽’). Entonces (𝛼 > 𝛽 )&(𝛼’ > 𝛽’) y en consecuencia obtenemos 
(𝛼 > 𝛽 )&(𝛽>𝛼) que es un absurdo que prueba que (𝛼·𝛼’) ≯ (𝛽+ 𝛽’) ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL y en 

consecuencia, que [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛼·𝛼’ )||(𝛽+ 𝛽’)].∎

Corolario. Si (L,≤) es una cadena y ‘:L➝L  una aplicación involutiva y antítona, entonces 
(𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’)   ∀(𝛼, 𝛽)∈LXL . 

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

B+B’

=C+C’

A+A’

A

B

C

B·B’

A·A’
C·C’=

Retículo L1XL2

A’
C’

B’

·[B] ·[A]

·[B]’

=[C]’

·[A]’

{S+S’/S∈L}={S∈L/S’ ≤ S}
{S·S’/S∈L}={S∈L/S ≤ S’}

0

1[0,1]

[B]·[B]’ ≰ [A]+[A]’

∀(X·Y)∈L: 
X·X’ ≤ Y+Y’

B’A’ AB0 1

Cadena L

∀(X·Y)∈ L1XL2: 
X·X’ ≤ Y+Y’

Contra-ejemplo. 
 Si L no es cadena ni  
producto de cadenas:

· ·· ··
·

·

··

Retículo I(L) de intervalos [X] 
de una cadena L 

([X]=[X,X]={Y/X≤Y≤X}), 
[X]’=[X’,X’] 
_

_
_

_
_

_

·
·

···[C]

[A]+[A]’ ≰ [B]·[B]’ 

(*)Véase transpa- 
rencia siguiente.

(Es decir, [(𝛼·𝛼’) ≰ (𝛽+ 𝛽’)]⇒[(𝛽+ 𝛽’)≰(𝛼·𝛼’)]).

(Y consecuentemente: (𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ≤ (𝛽+𝛽’) ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈LXLXL).
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Nota. Estos resultados prueban que,

 si el interés se centra en la desigualdad 


A·A’≤ B+B’, los subconjuntos borrosos de 
 Zadeh la cumplen y sin embargo, los


 intervalo-valorados no lo hacen. 



Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

 30



Demostración.  El retículo producto de la familia (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E  está formado por el 

conjunto  XLx={ A:E➝ ∪Lx  / A(x)∈Lx  ∀x∈E} con el orden (A≤B)⇔[(A(x) ≤x B(x) ∀x∈E] y 

las leyes (A · B)(x)=(A(x) ·x B(x)) , (A + B)(x)=(A(x) +x B(x)), A’(x)=[A(x)]’x   ∀x∈E.

x∈E x∈E

Por tanto, para todo x∈E y para todo par (A,B)∈(XLx)X(XLx): 

 (A · A’)(x)=(A(x) ·x [A(x)]’x ) ≤x (B(x)+x [B(x)]’x) ,  es decir,  A·A’ ≤ B+B’ .
x∈E x∈E

En particular, si (L, ≤ ,· ,+)),’) es una cadena con una negación fuerte y  si Lx=L  para todo x∈E 

entonces XLx=LE , luego para todo par (A,B)∈LEXLE: A·A’ ≤ B+B’.∎
x∈E

Proposición.(*) Si (Lx, ≤x ,·x ,+x)),’x)x∈E es una familia de cadenas, cada una  con  una aplicación  

’x  involutiva y antítona, entonces en el álgebra ((XLx , ≤ , · ,+)),’) determinada por el retículo  

producto y la aplicación ‘ : XLx➝ XLx tal que A’(x)=[A(x)]’x  ∀A∈XLx , ∀x∈E; se verifica: 

  A·A’ ≤ B+B’   ∀(A, B)∈(XLx)X(XLx). 

x∈E

x∈E x∈E x∈E

x∈E x∈E

 30
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0. Preliminares. (Sobre extensiones de la 
operación “Diferencia Simétrica”) 



Diferencia Simétrica ∆:P(E)XP(E)→P(E) 
entre subconjuntos de un referencial E 

 31



(P(X),∆) 
 grupo abeliano

A1A1

A1A1

 31

A5

A4A4
A3A3

A3

A2A2

A2A2

A1 ∆ A2 A1 ∆ A2 ∆ A3

A1 ∆ A2 ∆ A3 ∆ A4 A1 ∆ A2 ∆ A3 ∆ A4 ∆ A5

· · ·

…

A1
A1

A2
A2

A3

A3

A4

A4

A3

A5

X
A1 ∆ A2=(A1 ∩ A2

c)∪(A1
c ∩ A2) 

       =(A1∪A2)∩(A1 ∩ A2)c

M.I. Voitsekhovskii. «Symmetric difference of sets 
Encyclopaedia of mathematics

https://www.webcitation.org/69YJusXO6?url=http://www.encyclopediaofmath.org/index.php/Symmetric_difference_of_sets
https://es.wikipedia.org/wiki/Encyclopaedia_of_mathematics


(P(X),∆) 
 grupo abeliano

A1A1

A1A1

 31

A5

A4A4
A3A3

A3

A2A2

A2A2

A1 ∆ A2 A1 ∆ A2 ∆ A3

A1 ∆ A2 ∆ A3 ∆ A4 A1 ∆ A2 ∆ A3 ∆ A4 ∆ A5

· · ·

…

A1
A1

A2
A2

A3

A3

A4

A4

A3

A5

X

A1 ∆ A2 ∆ A2

A2

A1

A1 ∆ A2 ∆ A2=A1

A1 ∆ A2=(A1 ∩ A2
c)∪(A1

c ∩ A2) 

       =(A1∪A2)∩(A1 ∩ A2)c
Puesto que  
A ∆ A =∅ y A ∆ ∅ =A ∀A∈P(E), 
se verifica el siguiente resultado 
que interesa en el contexto de lo 
que expondremos aquí: 

∀(A1 , A2)∈P(E)XP(E)

M.I. Voitsekhovskii. «Symmetric difference of sets 
Encyclopaedia of mathematics

https://www.webcitation.org/69YJusXO6?url=http://www.encyclopediaofmath.org/index.php/Symmetric_difference_of_sets
https://es.wikipedia.org/wiki/Encyclopaedia_of_mathematics


 32

Definiciones de operadores tipo Diferencia Simétrica 

∆(’):LXL→L asociados a negaciones ‘:L→L  en retículos 
distributivos acotados(L,≤,·,+, 0, 1); 
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Definiciones de operadores tipo Diferencia Simétrica 

∆(’):LXL→L asociados a negaciones ‘:L→L  en retículos 
distributivos acotados(L,≤,·,+, 0, 1); 
                    

Relevancia de las expresiones: 

                       𝛂·𝛂’ ≤  𝛃 + 𝛃’ , 𝛂·𝛂’ ≰  𝛃 + 𝛃’ 
en lo que concierne a una generalización ∆(’)   del 
operador diferencia simétrica. 



 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

 32



 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2Depende de la negación (‘) 

 32
Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1



 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2)

(1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)
Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

Negación usual en [0,1]2.

Depende de la negación (‘) 

 32
Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1



·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c

(1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)
Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

Negación usual en [0,1]2.

·

·𝛂’ · 𝛃 ·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Depende de la negación (‘) 
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Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1



·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·
𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Depende de la negación (‘) 
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Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1



·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·
𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Depende de la negación (‘) 
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Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1



[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

Depende de la negación (‘) 
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Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1

Es la usual aquí!



[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

Depende de la negación (‘) 
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 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1

Es la usual aquí!



[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

Depende de la negación (‘) 

Desigualdad importante  para 
 la teoría aquí desarrollada, que 
es válida también en [0,1]X,  
∀(𝛂, 𝛃)∈[0,1]XX[0,1]X 
(subconjuntos borrosos),

Desigualdad que en general 
 no se cumple en otro caso 

 importante: la clase J([0,1])X de los 
 borrosos intervalo-valorados de X. 
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Nota. Si L=2={0,1}, para la única 

 negación posible,  el operador ∆  
es el conectivo lógico “ó exclusivo”: 

0∆0=1∆1=0, 0∆1=1∆0=1

Es la usual aquí!



Propiedades: 
Conmutativa  𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼 
Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼 
𝛼 ∆(’)1= 𝛼’ 
 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ = 𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’ 
Si L es distributivo, entonces: 
(𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ) 
(𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ ) 
 (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’ 
Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽)

[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽= 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Sea L distributivo. 

Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces 
(𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 

(∀(𝛼, 𝛽)∈L2)&(∀w∈L : w’=wc) se verifica:  

        (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)].

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

(*)

(*)Véase demostraciones en transparencias posteriores.

(*)
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Propiedades: 
Conmutativa  𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼 
Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼 
𝛼 ∆(’)1= 𝛼’ 
 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ = 𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’ 
Si L es distributivo, entonces: 
(𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ) 
(𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ ) 
 (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’ 
Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽)

[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽= 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Sea L distributivo. 

Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces 
(𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 

(∀(𝛼, 𝛽)∈L2)&(∀w∈L : w’=wc) se verifica:  

        (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)].

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

(*)

(*)Véase demostraciones en transparencias posteriores.

(*)

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

Nota. (0,1) y [0,1] son 
tales que (0,1)c=(1,0), 
(0,1)’=(1,0), (0,1)*=(0,1) 

y [0,1]’=[0,1]. Los valores 

correspondientes de  

𝛂 ∆(’)(0,1), de 𝛂 ∆(*)(0,1) 

 y de [𝛂] ∆(’)[0,1] son:
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Propiedades: 
Conmutativa  𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼 
Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼 
𝛼 ∆(’)1= 𝛼’ 
 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ = 𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’ 
Si L es distributivo, entonces: 
(𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ) 
(𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ ) 
 (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’ 
Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽)

[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽= 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Sea L distributivo. 

Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces 
(𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 

(∀(𝛼, 𝛽)∈L2)&(∀w∈L : w’=wc) se verifica:  

        (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)].

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

(*)

(*)Véase demostraciones en transparencias posteriores.

(*)

𝛂’·

(0,1)’=(1,0)

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

·𝛂·(0,1)’ 

·𝛂 ∆(’)(0,1) ·𝛂’·(0,1) 

(1,0)

(0,1)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2)

𝛂’= 𝛂·𝛂’ ≤ (0,1)+(0,1)’= (0,1)+(1,0)=(1,1)

Nota. (0,1) y [0,1] son 
tales que (0,1)c=(1,0), 
(0,1)’=(1,0), (0,1)*=(0,1) 

y [0,1]’=[0,1]. Los valores 

correspondientes de  

𝛂 ∆(’)(0,1), de 𝛂 ∆(*)(0,1) 

 y de [𝛂] ∆(’)[0,1] son:
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Propiedades: 
Conmutativa  𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼 
Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼 
𝛼 ∆(’)1= 𝛼’ 
 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ = 𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’ 
Si L es distributivo, entonces: 
(𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ) 
(𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ ) 
 (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’ 
Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽)

[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽= 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Sea L distributivo. 

Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces 
(𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 

(∀(𝛼, 𝛽)∈L2)&(∀w∈L : w’=wc) se verifica:  

        (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)].

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

(*)

(*)Véase demostraciones en transparencias posteriores.

(*)

𝛂’·

·𝛂*

(𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)
(0,1)’=(1,0) (0,1)*=(0,1) 

(1,0)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

·𝛂·(0,1)’ 

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(1,1)

(0,0)

·𝛂 ∆(’)(0,1) 

𝛂*·(0,1) ·
·𝛂·(0,1)* ·𝛂 ∆(*)(0,1) 

·𝛂’·(0,1) 

(1,0)

(0,1)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2)

(0,1)

𝛂’= 𝛂·𝛂’ ≤ (0,1)+(0,1)’= (0,1)+(1,0)=(1,1) 𝛂*= 𝛂·𝛂* ≰ (0,1)+(0,1)*= (0,1)+(0,1)=(0,1)

Nota. (0,1) y [0,1] son 
tales que (0,1)c=(1,0), 
(0,1)’=(1,0), (0,1)*=(0,1) 

y [0,1]’=[0,1]. Los valores 

correspondientes de  

𝛂 ∆(’)(0,1), de 𝛂 ∆(*)(0,1) 

 y de [𝛂] ∆(’)[0,1] son:
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Propiedades: 
Conmutativa  𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼 
Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼 
𝛼 ∆(’)1= 𝛼’ 
 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ = 𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’ 
Si L es distributivo, entonces: 
(𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ) 
(𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ ) 
 (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’ 
Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽)

[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽= 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Sea L distributivo. 

Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces 
(𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 

(∀(𝛼, 𝛽)∈L2)&(∀w∈L : w’=wc) se verifica:  

        (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)].

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

(*)

(*)Véase demostraciones en transparencias posteriores.

(*)

𝛂’·

·𝛂*

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

1

0

(𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

·[𝛂]·[0,1]’ 

    =(1/2)’

·𝛾’

(0,1)’=(1,0) (0,1)*=(0,1) 

(1,0)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·
[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

·𝛂·(0,1)’ 

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(1,1)

(0,0)

·𝛂 ∆(’)(0,1) 

𝛂*·(0,1) ·
·𝛂·(0,1)* ·𝛂 ∆(*)(0,1) 

·[𝛂]’·[0,1] 

·[𝛂] ∆(’)[0,1] 

[0,1]’=[0,1] 

·𝛂’·(0,1) 

(1,0)

(0,1)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2)

(0,1) [0,1]

𝛂’= 𝛂·𝛂’ ≤ (0,1)+(0,1)’= (0,1)+(1,0)=(1,1) 𝛂*= 𝛂·𝛂* ≰ (0,1)+(0,1)*= (0,1)+(0,1)=(0,1) [𝛂]’=[𝛂]·[𝛂]’ ≰ [0,1]+[0,1]’=[0,1]+[0,1]=[0,1]

1/2·

Nota. (0,1) y [0,1] son 
tales que (0,1)c=(1,0), 
(0,1)’=(1,0), (0,1)*=(0,1) 

y [0,1]’=[0,1]. Los valores 

correspondientes de  

𝛂 ∆(’)(0,1), de 𝛂 ∆(*)(0,1) 

 y de [𝛂] ∆(’)[0,1] son:
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Propiedades: 
Conmutativa  𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼 
Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼 
𝛼 ∆(’)1= 𝛼’ 
 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ = 𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’ 
Si L es distributivo, entonces: 
(𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ) 
(𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ ) 
 (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’ 
Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽)

[𝛂]’ · [𝛃] ·

·𝛂 · 𝛃’ 

𝛃’·

𝛂’·

·[𝛈]=[𝛈]’

𝛂*·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(0,1) (1,1)

(0,0)

 Definición. La operación diferencia simétrica A∆B de subconjuntos A, B de un referencial E 

puede extenderse a  elementos de un retículo ((L,≤,·,+,0,1),’) con una negación fuerte como sigue: 

                                                           𝛼 ∆(’)𝛽= 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽    ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

[0,1] 1

0
(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2) (𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)’·
𝛈=𝛈*·

· 1/2=(1/2)’·𝛾’

(1,0)’=(0,1)=(1,0)c (1,0)*=(1,0)

(1,0) (1,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

(0,1)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·

≠(0,1)

[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]=[𝛼1,𝛼2]·

(1/2,1/2)=(1/2,1/2)*·

Sea L distributivo. 

Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces 
(𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 

(∀(𝛼, 𝛽)∈L2)&(∀w∈L : w’=wc) se verifica:  

        (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)].

Ejemplos. Operadores  

∆(’), ∆(*),…, en retículos  

distributivos con 

negaciones fuertes 

’, *,…, obtenidas a  

partir de la aplicación 

‘:[0,1]➝[0,1] tal que 

 𝛼’=1-𝛼  ∀𝛼∈[0,1] :

=[0,1]’=(0,1)*

=(1,0)*

Negación usual en [0,1]2. Una negación alternativa.

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

·

·𝛂’ · 𝛃 
·𝛃*·𝛂 · 𝛃* ·𝛂* · 𝛃 

·𝛂 ∆(*)𝛃 

·𝛃=(𝛽1,𝛽2)

𝛂 ∆(’)𝛃 

Negación usual en J([0,1]).

·[𝜷]

[𝛃]’·[𝛂] · [𝛃]’ ··[𝛂] ∆(’)[𝛃] 

𝛂’= 𝛂 · 𝛂’ ≤ 𝛃 + 𝛃’ 𝛂* = 𝛂 · 𝛂* ≰ 𝛃 + 𝛃* =𝛃*

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≤ [𝛃] + [𝛃]’ =[𝛃]’

𝛃 + 𝛃’·

[𝛂]’= [𝛂] · [𝛂]’ ≰ 𝛾 + 𝛾’  = 𝛾

(*)

(*)Véase demostraciones en transparencias posteriores.

(*)

𝛂’·

·𝛂*

[𝛂]’·

[𝛼1,𝛼2 ]’= [𝛼2’,𝛼1’ ]=[1-𝛼2,1-𝛼1]

Retículo de intervalos 
 de [0,1] con negación: 
((J([0,1]),≤,·,+,0,1),’ )

1

0

(𝛼1,𝛼2)*= (𝛼2’,𝛼1’ )=(1-𝛼2,1-𝛼1)

·[𝛂]·[0,1]’ 

    =(1/2)’

·𝛾’

(0,1)’=(1,0) (0,1)*=(0,1) 

(1,0)

𝛂=(𝛼1,𝛼2)·
[𝛾,𝛾]≡𝛾·

[𝛂]·

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),’)

(1,1)

(0,0)

·𝛂=(𝛼1,𝛼2)

·𝛂·(0,1)’ 

(([0,1]2,≤,·,+,0,1),*)

(1,1)

(0,0)

·𝛂 ∆(’)(0,1) 

𝛂*·(0,1) ·
·𝛂·(0,1)* ·𝛂 ∆(*)(0,1) 

·[𝛂]’·[0,1] 

·[𝛂] ∆(’)[0,1] 

[0,1]’=[0,1] 

·𝛂’·(0,1) 

(1,0)

(0,1)

(𝛼1,𝛼2 )’= (𝛼1’,𝛼2’ )=(1-𝛼1,1-𝛼2)

(0,1) [0,1]

𝛂’= 𝛂·𝛂’ ≤ (0,1)+(0,1)’= (0,1)+(1,0)=(1,1) 𝛂*= 𝛂·𝛂* ≰ (0,1)+(0,1)*= (0,1)+(0,1)=(0,1) [𝛂]’=[𝛂]·[𝛂]’ ≰ [0,1]+[0,1]’=[0,1]+[0,1]=[0,1]

1/2·

Nota. (0,1) y [0,1] son 
tales que (0,1)c=(1,0), 
(0,1)’=(1,0), (0,1)*=(0,1) 

y [0,1]’=[0,1]. Los valores 

correspondientes de  

𝛂 ∆(’)(0,1), de 𝛂 ∆(*)(0,1) 

 y de [𝛂] ∆(’)[0,1] son:
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Justificación de que, para la terna (𝛼, 𝛽,𝛾), la 
asociatividad del operador diferencia simétrica: 

 (𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) 
 está asegurada mediante la siguiente condición: 

 [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’)] ≤ (𝛽+𝛽’ ) .



Proposición. Sea ((L,≤,·,+,0,1),’) un retículo con una negación fuerte. Se verifica: 
(i) Conmutatividad:   𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼   ∀(𝛼, 𝛽)∈L2   
(ii) Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼  ∀𝛼∈L, 

(iii)  𝛼 ∆(’)1= 𝛼’  ∀𝛼∈L 

(iv) 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ =𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’   ∀𝛼∈L 
Si L es distributivo, entonces: 
(v) (𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ )  ∀(𝛼, 𝛽)∈L2 

(vi) (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ )   ∀(𝛼, 𝛽)∈L2 

(vii) (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’   ∀(𝛼, 𝛽)∈L2 
(viii) Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽) 
(iX)  Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces (𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 
 (x) Sea w∈L tal que w’=wc. Se verifica: (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)]  ∀(𝛼, 𝛽)∈L2
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Proposición. Sea ((L,≤,·,+,0,1),’) un retículo con una negación fuerte. Se verifica: 
(i) Conmutatividad:   𝛼 ∆(’)𝛽 = 𝛽 ∆(’)𝛼   ∀(𝛼, 𝛽)∈L2   
(ii) Elemento neutro: 𝛼 ∆(’)0 = 𝛼  ∀𝛼∈L, 

(iii)  𝛼 ∆(’)1= 𝛼’  ∀𝛼∈L 

(iv) 𝛼 ∆(’)𝛼 = 𝛼’ ∆(’)𝛼’ =𝛼· 𝛼’,   𝛼 ∆(’)𝛼’ = 𝛼+ 𝛼’   ∀𝛼∈L 
Si L es distributivo, entonces: 
(v) (𝛼 ∆(’)𝛽)’=(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ )  ∀(𝛼, 𝛽)∈L2 

(vi) (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ )   ∀(𝛼, 𝛽)∈L2 

(vii) (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ (𝛼+𝛽)·(𝛼’+𝛽’ )=(𝛼+𝛽)·(𝛼·𝛽 )’   ∀(𝛼, 𝛽)∈L2 
(viii) Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’  entonces (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽) 
(iX)  Si [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), entonces (𝛼 ∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼 ∆(’)( 𝛽 ∆(’)𝛾) (Asociatividad). 
 (x) Sea w∈L tal que w’=wc. Se verifica: (𝛼 ∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼 ∆(’)w)+(w ∆(’)𝛽)]  ∀(𝛼, 𝛽)∈L2

Demostración. (i) Evidente de la definición: 𝛼∆(’)𝛽 = 𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽 y de la conmutabilidad de ·,+. 
(ii) 𝛼∆(’)0 = 𝛼 · 1 + 𝛼’ · 0 = 𝛼. (iii) 𝛼∆(’)1 = 𝛼 · 0 + 𝛼’ · 1 = 𝛼’. 
(iv) 𝛼∆(’)𝛼 = 𝛼 · 𝛼’ + 𝛼’ · 𝛼 = 𝛼’∆(’)𝛼’ = 𝛼 · 𝛼’ ;    𝛼∆(’)𝛼’ = 𝛼 · 𝛼 + 𝛼’ · 𝛼’ = 𝛼 + 𝛼’ 
(V) Sea L distributivo. (𝛼 ∆(’)𝛽 )’=(𝛼 · 𝛽’+𝛼’ · 𝛽)’= (𝛼’+𝛽)·(𝛼+𝛽’)=(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)+(𝛼·𝛼’+𝛽·𝛽’)= 
(𝛼’ ∆(’)𝛽)+(𝛼·𝛼’ +𝛽·𝛽’ ). 
(vi) Si L es distributivo, (𝛼+𝛼’ )·(𝛽+𝛽’ )= (𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽)+(𝛼 · 𝛽 + 𝛼’ · 𝛽’)≥(𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽). 
(vii) Si L es distributivo, (𝛼+𝛽 )·(𝛼’+𝛽’ )= (𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽)+(𝛼 · 𝛼’ + 𝛽 · 𝛽’)≥(𝛼 · 𝛽’ + 𝛼’ · 𝛽) 
(viii) Si 𝛼·𝛼’ ≤ 𝛽+𝛽’ entonces  𝛽·𝛽’=(𝛽+𝛽’)’≤ (𝛼·𝛼’)’=𝛼+𝛼’. Y si L es distributivo entonces 
[(𝛼·𝛼’)+(𝛽·𝛽’)]·(𝛼∆(’)𝛽)=[(𝛼·𝛼’)+(𝛽·𝛽’)]·(𝛼 · 𝛽’+𝛼’ · 𝛽)=𝛼·𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛼’·𝛽+𝛼·𝛽·𝛽’+𝛼’·𝛽·𝛽’ = 
𝛼·𝛼’·(𝛽’+𝛽)+𝛽·𝛽’·(𝛼+𝛼’) = 𝛼·𝛼’+𝛽·𝛽’, que prueba la desigualdad (𝛼·𝛼’ )+(𝛽·𝛽’ ) ≤ (𝛼 ∆(’)𝛽).

(continúa)
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(iX)  Sea L distributivo y sea(𝛼,𝛽,𝛾)∈L3 cuyos elementos verifican [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), 
o la desigualdad equivalente  𝛽·𝛽’ ≤ (𝛼+𝛼’)·(𝛾+𝛾’). Luego 𝛽·𝛽’ ≤ (𝛼+𝛼’) , 𝛼·𝛼’ ≤ (𝛽+𝛽’ ), 
𝛽·𝛽’ ≤(𝛾+𝛾’) y 𝛾·𝛾’ ≤ (𝛽+𝛽’). En consecuencia,  𝛽·𝛽’·(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)=𝛼’·𝛽·𝛽’+𝛼·𝛽·𝛽’= 

𝛽·𝛽’·(𝛼’+𝛼)=𝛽·𝛽’, es decir 𝛽·𝛽’ ≤(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽). También:  𝛼·𝛼’·(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)=𝛼·𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛼’·𝛽= 

𝛼·𝛼’·(𝛽’+𝛽)=𝛼·𝛼’ prueba que 𝛼·𝛼’≤(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽). 
De forma análoga 𝛽·𝛽’·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛽·𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛽’·𝛾=𝛽·𝛽’·(𝛾’+𝛾)=𝛽·𝛽’, que muestra que 
𝛽·𝛽’≤(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾). Finalmente,𝛾·𝛾’·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛾·𝛾’·𝛽’+𝛾·𝛾’·𝛽=𝛾·𝛾’·(𝛽’+𝛽)=𝛾·𝛾’, es decir 
𝛾·𝛾’≤(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾).

Demostración (continuación)

Entonces:(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·𝛾’+(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)’·𝛾=(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·𝛾’+(𝛼’+ 𝛽)·(𝛼+ 𝛽’)·𝛾= 
(𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’)+(𝛼·𝛼’+𝛽·𝛽’+𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)·𝛾=(𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’)+(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)·𝛾 = 

𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’+𝛼’·𝛽’·𝛾+𝛼·𝛽·𝛾 . 
Y por otra parte, 𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)’=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾+𝛼·(𝛽’+𝛾)·(𝛽+𝛾’)= 
𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛾·𝛾’+𝛽·𝛽’+𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)= 
𝛼’·𝛽·𝛾’+𝛼’· 𝛽’·𝛾+𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼·𝛽·𝛾, expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego 
[(L distributivo)&((𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’)) ≤ (𝛽+𝛽’))] ⇒[(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)].

(x) Sea L distributivo y w tal que w’=wc. Probemos que ∀(𝛼, 𝛽)∈L2: (𝛼∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼∆(’)w)+(w∆(’)𝛽)].
𝛼∆(’)𝛽 =𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽 = (𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·(w+wc) =𝛼·𝛽’·wc +𝛼’·𝛽·w+𝛼·𝛽’·w+𝛼’·𝛽·wc ≤ 
𝛼·wc +𝛼’·w+𝛽’·w+𝛽·wc =(𝛼∆(’)w)+(w∆(’)𝛽).∎
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(iX)  Sea L distributivo y sea(𝛼,𝛽,𝛾)∈L3 cuyos elementos verifican [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), 
o la desigualdad equivalente  𝛽·𝛽’ ≤ (𝛼+𝛼’)·(𝛾+𝛾’). Luego 𝛽·𝛽’ ≤ (𝛼+𝛼’) , 𝛼·𝛼’ ≤ (𝛽+𝛽’ ), 
𝛽·𝛽’ ≤(𝛾+𝛾’) y 𝛾·𝛾’ ≤ (𝛽+𝛽’). En consecuencia,  𝛽·𝛽’·(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)=𝛼’·𝛽·𝛽’+𝛼·𝛽·𝛽’= 

𝛽·𝛽’·(𝛼’+𝛼)=𝛽·𝛽’, es decir 𝛽·𝛽’ ≤(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽). También:  𝛼·𝛼’·(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)=𝛼·𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛼’·𝛽= 

𝛼·𝛼’·(𝛽’+𝛽)=𝛼·𝛼’ prueba que 𝛼·𝛼’≤(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽). 
De forma análoga 𝛽·𝛽’·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛽·𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛽’·𝛾=𝛽·𝛽’·(𝛾’+𝛾)=𝛽·𝛽’, que muestra que 
𝛽·𝛽’≤(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾). Finalmente,𝛾·𝛾’·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛾·𝛾’·𝛽’+𝛾·𝛾’·𝛽=𝛾·𝛾’·(𝛽’+𝛽)=𝛾·𝛾’, es decir 
𝛾·𝛾’≤(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾).

Demostración (continuación)

Entonces:(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·𝛾’+(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)’·𝛾=(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·𝛾’+(𝛼’+ 𝛽)·(𝛼+ 𝛽’)·𝛾= 
(𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’)+(𝛼·𝛼’+𝛽·𝛽’+𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)·𝛾=(𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’)+(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)·𝛾 = 

𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’+𝛼’·𝛽’·𝛾+𝛼·𝛽·𝛾 . 
Y por otra parte, 𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)’=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾+𝛼·(𝛽’+𝛾)·(𝛽+𝛾’)= 
𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛾·𝛾’+𝛽·𝛽’+𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)= 
𝛼’·𝛽·𝛾’+𝛼’· 𝛽’·𝛾+𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼·𝛽·𝛾, expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego 
[(L distributivo)&((𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’)) ≤ (𝛽+𝛽’))] ⇒[(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)].

(x) Sea L distributivo y w tal que w’=wc. Probemos que ∀(𝛼, 𝛽)∈L2: (𝛼∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼∆(’)w)+(w∆(’)𝛽)].
𝛼∆(’)𝛽 =𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽 = (𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·(w+wc) =𝛼·𝛽’·wc +𝛼’·𝛽·w+𝛼·𝛽’·w+𝛼’·𝛽·wc ≤ 
𝛼·wc +𝛼’·w+𝛽’·w+𝛽·wc =(𝛼∆(’)w)+(w∆(’)𝛽).∎

Corolario. Si L es distributivo acotado y s y w son tales que s’=sc y w’=wc entonces  
(𝛼∆(’)s)∆(’)w=𝛼∆(’)(s∆(’)w) ∀𝛼∈L. 

Demostración. [(𝛼·𝛼’)+(w·w’)]=[(𝛼·𝛼’)+(w·wc)]=[(𝛼·𝛼’)+0]=𝛼·𝛼’ ≤ 1= s+sc = s+s’.∎
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(iX)  Sea L distributivo y sea(𝛼,𝛽,𝛾)∈L3 cuyos elementos verifican [(𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’) ] ≤ (𝛽+𝛽’ ), 
o la desigualdad equivalente  𝛽·𝛽’ ≤ (𝛼+𝛼’)·(𝛾+𝛾’). Luego 𝛽·𝛽’ ≤ (𝛼+𝛼’) , 𝛼·𝛼’ ≤ (𝛽+𝛽’ ), 
𝛽·𝛽’ ≤(𝛾+𝛾’) y 𝛾·𝛾’ ≤ (𝛽+𝛽’). En consecuencia,  𝛽·𝛽’·(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)=𝛼’·𝛽·𝛽’+𝛼·𝛽·𝛽’= 

𝛽·𝛽’·(𝛼’+𝛼)=𝛽·𝛽’, es decir 𝛽·𝛽’ ≤(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽). También:  𝛼·𝛼’·(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)=𝛼·𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛼’·𝛽= 

𝛼·𝛼’·(𝛽’+𝛽)=𝛼·𝛼’ prueba que 𝛼·𝛼’≤(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽). 
De forma análoga 𝛽·𝛽’·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛽·𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛽’·𝛾=𝛽·𝛽’·(𝛾’+𝛾)=𝛽·𝛽’, que muestra que 
𝛽·𝛽’≤(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾). Finalmente,𝛾·𝛾’·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛾·𝛾’·𝛽’+𝛾·𝛾’·𝛽=𝛾·𝛾’·(𝛽’+𝛽)=𝛾·𝛾’, es decir 
𝛾·𝛾’≤(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾).

Demostración (continuación)

Entonces:(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·𝛾’+(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)’·𝛾=(𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·𝛾’+(𝛼’+ 𝛽)·(𝛼+ 𝛽’)·𝛾= 
(𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’)+(𝛼·𝛼’+𝛽·𝛽’+𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)·𝛾=(𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’)+(𝛼’·𝛽’+𝛼·𝛽)·𝛾 = 

𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼’·𝛽·𝛾’+𝛼’·𝛽’·𝛾+𝛼·𝛽·𝛾 . 
Y por otra parte, 𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)’=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾+𝛼·(𝛽’+𝛾)·(𝛽+𝛾’)= 
𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛾·𝛾’+𝛽·𝛽’+𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)=𝛼’·(𝛽·𝛾’+ 𝛽’·𝛾)+𝛼·(𝛽’·𝛾’+𝛽·𝛾)= 
𝛼’·𝛽·𝛾’+𝛼’· 𝛽’·𝛾+𝛼·𝛽’·𝛾’+𝛼·𝛽·𝛾, expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego 
[(L distributivo)&((𝛼·𝛼’)+(𝛾·𝛾’)) ≤ (𝛽+𝛽’))] ⇒[(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)].

(x) Sea L distributivo y w tal que w’=wc. Probemos que ∀(𝛼, 𝛽)∈L2: (𝛼∆(’)𝛽) ≤ [(𝛼∆(’)w)+(w∆(’)𝛽)].
𝛼∆(’)𝛽 =𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽 = (𝛼·𝛽’+𝛼’·𝛽)·(w+wc) =𝛼·𝛽’·wc +𝛼’·𝛽·w+𝛼·𝛽’·w+𝛼’·𝛽·wc ≤ 
𝛼·wc +𝛼’·w+𝛽’·w+𝛽·wc =(𝛼∆(’)w)+(w∆(’)𝛽).∎

Corolario. Si L es distributivo acotado y s y w son tales que s’=sc y w’=wc entonces  
(𝛼∆(’)s)∆(’)w=𝛼∆(’)(s∆(’)w) ∀𝛼∈L. 

Corolario. Si L es una cadena acotada con una negación fuerte, entonces ∆(’) es asociativa en L:  
(𝛼∆(’)𝛽)∆(’)𝛾=𝛼∆(’)(𝛽∆(’)𝛾)   ∀(𝛼,𝛽,𝛾)∈L3. 

Demostración. [(𝛼·𝛼’)+(w·w’)]=[(𝛼·𝛼’)+(w·wc)]=[(𝛼·𝛼’)+0]=𝛼·𝛼’ ≤ 1= s+sc = s+s’.∎

Demostración. En una cadena L con negación fuerte, se verifica: (𝛼·𝛼’) ≤ (𝛽+𝛽’ ) ∀(𝛼,𝛽)∈L2 ∎
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Aplicación asociada: φw:L→L tal que 
φw(x)=x∆(’)w  ∀x∈L
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Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

x·

0

1

·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·
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Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

x·

0

1

·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·



(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’
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Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 
 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

x·

0

1

·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·



Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’
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Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 
 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

x·

0

1

·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·



Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’

[0,a]

1

0

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

 36

Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

(#) Contra-ejemplo: Retículo de intervalos I(C3) de {0,a,1}:

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 

(#)

 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

[a,1]∆(’)[0,1]∆(’)a)=[a,1]∆(’)[0,a]=[0,a]+[a,1]=[a,1]  ≠  ([a,1]∆(’)[0,1])∆(’)a=([0,a]+[0,1])∆(’)a=[0,1]∆(’)a=[0,a]

x·

0

1

·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·



Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 
                            (Válido 
  en producto de cadenas)

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’

[0,a]

1

0

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

 36

Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

(#) Contra-ejemplo: Retículo de intervalos I(C3) de {0,a,1}:

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 

(#)

 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

[a,1]∆(’)[0,1]∆(’)a)=[a,1]∆(’)[0,a]=[0,a]+[a,1]=[a,1]  ≠  ([a,1]∆(’)[0,1])∆(’)a=([0,a]+[0,1])∆(’)a=[0,1]∆(’)a=[0,a]
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z·x’· y’
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(L , ≤)

x∆(’)y·



Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 
                            (Válido 
  en producto de cadenas)

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’

[0,a]

1

0

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

 36

Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

(#) Contra-ejemplo: Retículo de intervalos I(C3) de {0,a,1}:

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 

(#)

Corolario. Si w∈L y s∈L son complementados 

 tales que  wc=w’ y sc=s’ entonces ∀x∈L: 
               (x∆(’)w)=(x+w)·(x·w)’ 
 w∆(’)w= 0, w∆(’)wc=1, (x∆(’)w)’=(x∆(’)wc)=(x’∆(’)w) 
(x∆(’)w)∆(’)w=x, (x∆(’)s)∆(’)w=(x∆(’)w)∆(’)s= 
 x∆(’)(s∆(’)w).∎ 

 

 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

[a,1]∆(’)[0,1]∆(’)a)=[a,1]∆(’)[0,a]=[0,a]+[a,1]=[a,1]  ≠  ([a,1]∆(’)[0,1])∆(’)a=([0,a]+[0,1])∆(’)a=[0,1]∆(’)a=[0,a]
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·
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·

(L , ≤)

x∆(’)y·



Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 
                            (Válido 
  en producto de cadenas)

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’

[0,a]

1

0

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]
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Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

(#) Contra-ejemplo: Retículo de intervalos I(C3) de {0,a,1}:

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 

(#)

Corolario. Si w∈L y s∈L son complementados 

 tales que  wc=w’ y sc=s’ entonces ∀x∈L: 
               (x∆(’)w)=(x+w)·(x·w)’ 
 w∆(’)w= 0, w∆(’)wc=1, (x∆(’)w)’=(x∆(’)wc)=(x’∆(’)w) 
(x∆(’)w)∆(’)w=x, (x∆(’)s)∆(’)w=(x∆(’)w)∆(’)s= 
 x∆(’)(s∆(’)w).∎ 

 

 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

[a,1]∆(’)[0,1]∆(’)a)=[a,1]∆(’)[0,a]=[0,a]+[a,1]=[a,1]  ≠  ([a,1]∆(’)[0,1])∆(’)a=([0,a]+[0,1])∆(’)a=[0,1]∆(’)a=[0,a]
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Para cada y∈L sea la aplicación 𝜑y :L→L tal que 
              𝜑y(x)=  x∆(’)y =x·y’+x’·y   ∀x∈L. 
Según los resultados anteriores, se obtiene: 
Proposición. 
𝜑0=i (identidad en L), (𝜑1=‘ )(negación en L), 

 𝜑x’=(𝜑x∘’)=𝜑x∘𝜑1=𝜑1∘𝜑x=(‘∘𝜑x) , 𝜑x
4=𝜑x

2



Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 
                            (Válido 
  en producto de cadenas)

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’

[0,a]

1

0

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]
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Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

(#) Contra-ejemplo: Retículo de intervalos I(C3) de {0,a,1}:

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 

(#)

Corolario. Si w∈L y s∈L son complementados 

 tales que  wc=w’ y sc=s’ entonces ∀x∈L: 
               (x∆(’)w)=(x+w)·(x·w)’ 
 w∆(’)w= 0, w∆(’)wc=1, (x∆(’)w)’=(x∆(’)wc)=(x’∆(’)w) 
(x∆(’)w)∆(’)w=x, (x∆(’)s)∆(’)w=(x∆(’)w)∆(’)s= 
 x∆(’)(s∆(’)w).∎ 

 

 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z

Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

Si L es una cadena C, entonces ∀(x,y)∈CXC: 
      (𝜑x)’=𝜑x’ 

   ,  𝜑x∆(’)y=𝜑x∘𝜑y=𝜑y∘𝜑x  ,   𝜑x
3=𝜑x.∎

Además, si w∈L y s∈L son complementados 
tales que  wc=w’ y sc=s’ entonces ∀x∈L: 

𝜑w(w)=0, 𝜑w(wc)=1, 
 𝜑x

2=i’ 
   ,  𝜑s∆w=𝜑s∘𝜑w=𝜑w∘𝜑s  ,    (𝜑w)’=𝜑wc 

[a,1]∆(’)[0,1]∆(’)a)=[a,1]∆(’)[0,a]=[0,a]+[a,1]=[a,1]  ≠  ([a,1]∆(’)[0,1])∆(’)a=([0,a]+[0,1])∆(’)a=[0,1]∆(’)a=[0,a]

x·

0

1

·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·

Para cada y∈L sea la aplicación 𝜑y :L→L tal que 
              𝜑y(x)=  x∆(’)y =x·y’+x’·y   ∀x∈L. 
Según los resultados anteriores, se obtiene: 
Proposición. 
𝜑0=i (identidad en L), (𝜑1=‘ )(negación en L), 

 𝜑x’=(𝜑x∘’)=𝜑x∘𝜑1=𝜑1∘𝜑x=(‘∘𝜑x) , 𝜑x
4=𝜑x

2



 Teorema. Si w es complemen- 
tado entonces (L,⊑W) es retículo. 

Si además w’=wc, la aplicación 
 𝜑w es un isomorfismo 
 (L,≤)→(L,⊑W) que verifica 
 𝜑w=(𝜑w)-1 y  (𝜑w(x))’=𝜑w(x’) ∀x∈L.∎  
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Si w es complementado: 
w·(x∆(’)y)=(w·x)∆(’)(w·y)=(wc+x)∆(’)(wc+y).∎

Corolario. Como consecuencia, si L es una 
 cadena C, entonces ∀(x,y,z)∈CXCXC: 
(x∆(’)y)=(x+y)·(x·y)’, (x∆(’)y)’=(x∆(’)y’)=(x’∆(’)y) 
(x∆(’)y)∆(’)z=x∆(’)(y∆(’)z)=(x∆(’)z)∆(’)y 

((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y 
                            (Válido 
  en producto de cadenas)

[0,a]

1

0

a=a’[0,1]=[0,1]’

[a,1]

[a,1]’=[0,a]

(#) Contra-ejemplo: Retículo de intervalos I(C3) de {0,a,1}:

Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

(#)

Corolario. Si w∈L y s∈L son complementados 

 tales que  wc=w’ y sc=s’ entonces ∀x∈L: 
               (x∆(’)w)=(x+w)·(x·w)’ 
 w∆(’)w= 0, w∆(’)wc=1, (x∆(’)w)’=(x∆(’)wc)=(x’∆(’)w) 
(x∆(’)w)∆(’)w=x, (x∆(’)s)∆(’)w=(x∆(’)w)∆(’)s= 
 x∆(’)(s∆(’)w).∎ 

 

Si L es una cadena C, entonces ∀(x,y)∈CXC: 

      (𝜑x)’=𝜑x’ 
   ,  𝜑x∆(’)y=𝜑x∘𝜑y=𝜑y∘𝜑x  ,   𝜑x

3=𝜑x.∎

Además, si w∈L y s∈L son complementados 
tales que  wc=w’ y sc=s’ entonces ∀x∈L: 

𝜑w(w)=0, 𝜑w(wc)=1, 
 𝜑x

2=i’ 
   ,  𝜑s∆w=𝜑s∘𝜑w=𝜑w∘𝜑s  ,    (𝜑w)’=𝜑wc 

[a,1]∆(’)[0,1]∆(’)a)=[a,1]∆(’)[0,a]=[0,a]+[a,1]=[a,1]  ≠  ([a,1]∆(’)[0,1])∆(’)a=([0,a]+[0,1])∆(’)a=[0,1]∆(’)a=[0,a]

x·
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·

·

y·

z·x’· y’
·

z’
·

(L , ≤)

x∆(’)y·

Para cada y∈L sea la aplicación 𝜑y :L→L tal que 
              𝜑y(x)=  x∆(’)y =x·y’+x’·y   ∀x∈L. 
Según los resultados anteriores, se obtiene: 
Proposición. 
𝜑0=i (identidad en L), (𝜑1=‘ )(negación en L), 

 𝜑x’=(𝜑x∘’)=𝜑x∘𝜑1=𝜑1∘𝜑x=(‘∘𝜑x) , 𝜑x
4=𝜑x

2

(x∆(’)y)∆(’)y=x·(y+y’)+y·y’ 
((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y=x∆(’)y+y·y’ 
(((x∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y)∆(’)y= (x∆(’)y)∆(’)y= 
x·(y+y’)+y·y’

Operador “diferencia simétrica” ∆(’): LxL→L 
en ((L , ≤, ·, +, 0, 1 ), ’ ): x∆(’)y=x·y’+x’·y 

Proposición. Sea L un retículo acotad0 y  
distributivo con una negación fuerte. 
 Se verifica: Conmutativa  x∆(’)y = y∆(’)x ,  
Elemento neutro:   x∆(’)0 =x.∎ 

Más propiedades: x∆(’)1=x’, x∆(’)y’=x’∆(’)y=x·y+x’·y’ 
 x∆(’)x=x’∆(’)x’ = x·x’,  x∆(’)x’=x+x’ 
 (x∆(’)y)’=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)=x·x’+y·y’+(x∆(’)y’)

x∆(’)(y∆(’)z)=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(y·y’+z·z’)·x

(x∆(’)y)∆(’)z=x·(y∆(’)z’)+x’·(y∆(’)z)+(x·x’+y·y’)·z



 Teorema. Si w es complemen- 
tado entonces (L,⊑W) es retículo. 

Si además w’=wc, la aplicación 
 𝜑w es un isomorfismo 
 (L,≤)→(L,⊑W) que verifica 
 𝜑w=(𝜑w)-1 y  (𝜑w(x))’=𝜑w(x’) ∀x∈L.∎  
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tado entonces (L,⊑W) es retículo. 

Si además w’=wc, la aplicación 
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Nota 1. Si  w es complementado pero no existe  
una negación fuerte ‘:L⟶L  tal que w’=Wc, 

 entonces (L , ⊑w) es retículo, pero no necesa- 
riamente  isomorfo a (L,≤):

w1

w1c

(L , ≤)

w1

w1c

(L , ⊑w1)

w’=
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Si además w’=wc, la aplicación 
 𝜑w es un isomorfismo 
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Nota 1. Si  w es complementado pero no existe  
una negación fuerte ‘:L⟶L  tal que w’=Wc, 

 entonces (L , ⊑w) es retículo, pero no necesa- 
riamente  isomorfo a (L,≤):

Nota 2. Si  w no es complementado, entonces  

sólo se puede asegurar que (L , ⊑w) es un  
inf-semiretículo:

w1

w1c

(L , ≤)

w1

w1c

(L , ⊑w1)

w2

w2’

(L , ≤)

w2

w2’

(L , ⊑w2)

w’=



Un caso particular interesante. La consideración  de 
 las  “Diferencias Simétricas” en estructuras ((L,≤),’) 
como operadores  sobre pares cuya segunda componente 

es un nítido:  ∆(’):LXN(L)→L.

 38



 Sea((L,≤,·,+,0,1),’) un retículo acotado y distributivo  
con una negación fuerte,

y sea N(L)={w∈L / wc existe, wc=w’}.

38



x ∆(’)w=(x · wc)+(x’ · w)=(x - w)+(x’ · w)    ∀x ∈L ∀w ∈N(L)

 Sea((L,≤,·,+,0,1),’) un retículo acotado y distributivo  
con una negación fuerte,

y sea N(L)={w∈L / wc existe, wc=w’}.

Consideremos el operador ∆(’):LXN(L)→L, que depende de la 
negación ‘ en L,  tal que:
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x ∆(’)w=(x · wc)+(x’ · w)=(x - w)+(x’ · w)    ∀x ∈L ∀w ∈N(L)

 Sea((L,≤,·,+,0,1),’) un retículo acotado y distributivo  
con una negación fuerte,

y sea N(L)={w∈L / wc existe, wc=w’}.

y que verifica (*) 
(x ∆(’)w1)∆(’)w2=x ∆(’)(w1∆(’)w2)  ∀x ∈L ∀(w1,w2)∈N(L)XN(L). 

(x ∆(’)w)∆(’)w=x  ∀x ∈L ∀w ∈N(L).  

Consideremos el operador ∆(’):LXN(L)→L, que depende de la 
negación ‘ en L,  tal que:

(*) Véase transparencia siguiente
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x ∆(’)w=(x · wc)+(x’ · w)=(x - w)+(x’ · w)    ∀x ∈L ∀w ∈N(L)

 Sea((L,≤,·,+,0,1),’) un retículo acotado y distributivo  
con una negación fuerte,

y sea N(L)={w∈L / wc existe, wc=w’}.

y que verifica (*) 
(x ∆(’)w1)∆(’)w2=x ∆(’)(w1∆(’)w2)  ∀x ∈L ∀(w1,w2)∈N(L)XN(L). 

(x ∆(’)w)∆(’)w=x  ∀x ∈L ∀w ∈N(L).  

Si w∈N(L), la aplicación 𝜑w:L→L tal que 𝜑w(x)=x ∆(’)w ∀x∈L, 
  es involutiva y , en consecuencia, biyectiva. 

En este trabajo, interpretaremos la aplicación 𝜑w como 
  “una perspectiva en L  proporcionada por w”. 

Consideremos el operador ∆(’):LXN(L)→L, que depende de la 
negación ‘ en L,  tal que:

(*) Véase transparencia siguiente

W
W 38



Proposición. Si x ∈L  y si w∈N(L), entonces: 

(1)  (x∆(’)w = x - w)⇔(w ≤ x) 

(2) (x∆(’)w = x + w)⇔(x·w =0).  

 93



Demostración.

Proposición. Si x ∈L  y si w∈N(L), entonces: 

(1)  (x∆(’)w = x - w)⇔(w ≤ x) 

(2) (x∆(’)w = x + w)⇔(x·w =0).  

Supongamos que (x∆(’)w = x - w), es decir (x · wc)+(x’ · w)=(x · wc) y en  

consecuencia (x · wc)·w+(x’ · w)·w=(x · wc)·w =0, que prueba que x’·w=0. 

De esta última igualdad deducimos que x+wc=1 y w·(x+wc)=w, luego 
w·x=w, que prueba la desigualdad w ≤ x. 

Recíprocamente, si w ≤ x entonces x’≤ wc y por lo tanto (x’+wc)= wc, por lo  

que (x’+wc)·w=0, es decir  x’·w=0 y finalmente  x∆(’)w =(x - w)+0 = x - w.

(1)

  

Supongamos que (x∆(’)w = x + w), es decir (x · wc)+(x’ · w)=(x + w) y en  

(x · wc)·w+(x’ · w)·w=(x + w)·w =w, que prueba que x’·w=w 

y en consecuencia x+wc=wc. Finalmente, (x+wc)·w= 0, es decir  x·w =0.  

Recíprocamente, si x·w =0 entonces x’+wc=1 y (x’+wc)·w=w, luego x’·w=w 

 que prueba que w ≤ x’ y en consecuencia x≤wc. Por lo tanto: 

(x + w)=(x+w)·1=(x+w)·(wc+w)= x·wc+x·w+0+w= (x·wc)+w = x+w. ∎

 (2)
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Proposición. ∀x ∈L ∀(w,w1,w2)∈N(L)XN(L)XN(L) se verifica: 

(1)  x∆(’)0=x, x∆(’)1=x’ ,  w∆(’)w=0, w∆(’)w =1, w1∆(’)w2=w1∆w2. 

(2)  (x ∆(’)w)’=(x’∆(’)w), en particular: (w1∆(’)w2)=(w1· w2+w1· w2). 

(3) (x ∆(’)w1)∆(’)w2=x ∆(’)(w1∆ w2) . 

(4) (x ∆(’)w)∆(’)w=x  ∀x ∈L ∀w ∈N(L).  

c

c c c



 39

Demostración.

Proposición. ∀x ∈L ∀(w,w1,w2)∈N(L)XN(L)XN(L) se verifica: 

(1)  x∆(’)0=x, x∆(’)1=x’ ,  w∆(’)w=0, w∆(’)w =1, w1∆(’)w2=w1∆w2. 

(2)  (x ∆(’)w)’=(x’∆(’)w), en particular: (w1∆(’)w2)=(w1· w2+w1· w2). 

(3) (x ∆(’)w1)∆(’)w2=x ∆(’)(w1∆ w2) . 

(4) (x ∆(’)w)∆(’)w=x  ∀x ∈L ∀w ∈N(L).  

c

c c c

x∆(’)0=(x · 0c)+(x’ · 0)=x·1+0=x, x∆(’)1=(x · 1c)+(x’ · 1)=x·0+x’·1=x’ , 

w∆(’)w=(w · wc)+(wc · w)=0, w∆(’)wc=(w · w)+(wc · wc)=1. 
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c+w1
c · w2)=w1∆w2 .

(1)   
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c · w2)=w1∆w2 .

(1)   

(x ∆(’)w)’=[(x · w )+(x’· w)]’=(x’ + w)·(x+ w )=  
(x’·x)+ (x’·w )+(x· w)+w· w =(x’·x)·(w+ w )+ (x’·w )+(x· w)= 
(x’·x·w)+(x’·x·w )+ (x’·w )+(x· w)= (x’·w )+((x’)’· w)=(x’∆(’)w).

c c

c c c

c c c

c
(2)
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(2)

(x∆(’)w1)∆(’)w2=[(x · w1)+(x’· w1)]∆(’)w2=[(x · w1)+(x’· w1)]· w2+(x’ + w1)·(x+ w1)· w2= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·x·w2)+ (x’·w1· w2)+(x· w1· w2)+w1· w1· w2= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·x·w2)·(w1+ w1)+(x’·w1· w2)+(x· w1· w2)= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·x·w2·w1)+(x’·x·w2·w1)+(x’·w1· w2)+(x· w1· w2)= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·w1· w2)+(x· w1· w2)= 

 x · (w1· w2+w1· w2)+x’· (w1· w2+w1· w2)=x · (w1∆w2)+x’· (w1∆w2)=x∆(’)(w1∆w2).

c c c

c c c

c

c c

c c c c c

c c c c c

c c c c

c c c c c

(3)
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c
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c+w1
c · w2)=w1∆w2 .

(1)   

(x ∆(’)w)’=[(x · w )+(x’· w)]’=(x’ + w)·(x+ w )=  
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c c c

c
(2)

(x∆(’)w1)∆(’)w2=[(x · w1)+(x’· w1)]∆(’)w2=[(x · w1)+(x’· w1)]· w2+(x’ + w1)·(x+ w1)· w2= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·x·w2)+ (x’·w1· w2)+(x· w1· w2)+w1· w1· w2= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·x·w2)·(w1+ w1)+(x’·w1· w2)+(x· w1· w2)= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·x·w2·w1)+(x’·x·w2·w1)+(x’·w1· w2)+(x· w1· w2)= 

 (x · w1· w2)+(x’· w1· w2)+(x’·w1· w2)+(x· w1· w2)= 

 x · (w1· w2+w1· w2)+x’· (w1· w2+w1· w2)=x · (w1∆w2)+x’· (w1∆w2)=x∆(’)(w1∆w2).

c c c

c c c

c

c c

c c c c c

c c c c c

c c c c

c c c c c

(3)

(x ∆(’)w)∆(’)w=x∆(’)(w∆w)=x∆(’)0=x. ∎(4)
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Operadores y relaciones asociados a la  
diferencia simétrica



Álgebra (({0, 1, …, 255}X , ≤ , · ,  +, ∅, X), ’ ) de imágenes con tonos de gris A, B, … del referencial  X, (Rn o Zn), con la negación 

A’(s)= 255 -A(s) para s∊X.  

Sub-álgebra (({0, 255}X , ≤ , · ,  +, ∅, X), ’) de la anterior determinada por las imágenes binarias W, S, …  de X, que es isomorfa al 

Álgebra de Boole de los subconjuntos  W, S, …  de X . Están caracterizados por Wc=W’, Sc=S’, …

Los operadores ∆(’), ☐(’)  son herramientas que transforman imágenes A del referencial X mediante la imagen W tal que Wc=W’: 

                                                                        A            A ∆(’)W = (A . Wc) + (A’. W) , 

                                                                        A            A ☐(’)W = (A . W) + (A’. Wc).                                                        
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Álgebra (({0, 1, …, 255}X , ≤ , · ,  +, ∅, X), ’ ) de imágenes con tonos de gris A, B, … del referencial  X, (Rn o Zn), con la negación 

A’(s)= 255 -A(s) para s∊X.  

Sub-álgebra (({0, 255}X , ≤ , · ,  +, ∅, X), ’) de la anterior determinada por las imágenes binarias W, S, …  de X, que es isomorfa al 

Álgebra de Boole de los subconjuntos  W, S, …  de X . Están caracterizados por Wc=W’, Sc=S’, …
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                                                                        A            A ☐(’)W = (A . W) + (A’. Wc).                                                        
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Esos operadores ∆(’) (tipo “diferencia simétrica”) y ☐(’)  verifican: (*) 
                                                                             

                                            (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),(A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c



Álgebra (({0, 1, …, 255}X , ≤ , · ,  +, ∅, X), ’ ) de imágenes con tonos de gris A, B, … del referencial  X, (Rn o Zn), con la negación 

A’(s)= 255 -A(s) para s∊X.  
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                                                                        A            A ∆(’)W = (A . Wc) + (A’. W) , 

                                                                        A            A ☐(’)W = (A . W) + (A’. Wc).                                                        

 40

X

A ☐(’)W

X X

A

W A△(’)W = A△W

Esos operadores ∆(’) (tipo “diferencia simétrica”) y ☐(’)  verifican: (*) 
                                                                             

                                            (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),(A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c

Si A también es binaria tal que A’=Ac, entonces A∆(’)W=A△W (Diferencia simétrica usual de conjuntos)



Álgebra (({0, 1, …, 255}X , ≤ , · ,  +, ∅, X), ’ ) de imágenes con tonos de gris A, B, … del referencial  X, (Rn o Zn), con la negación 

A’(s)= 255 -A(s) para s∊X.  
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X

A ☐(’)W

X X

A

W A△(’)W = A△W

Esos operadores ∆(’) (tipo “diferencia simétrica”) y ☐(’)  verifican: (*) 
                                                                             

                                            (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),(A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c

(A∆(’)W)∆(’)W=A,  (A ☐(’)W)☐(’)W=A     ∀A∊{0, 1, …, 255}X   y ∀W tal que W’=Wc.  (**) 

En consecuencia,  las aplicaciones 𝜑W , 𝛿W :{ 0, 1, …, 255}X →{0, 1, …, 255}X  tales que 

𝜑W(A)=A△(’)W   y 𝛿W(A)=A ☐(’)W, son involutivas y por tanto  biyectivas para ∀W tal que W’=Wc. 

Si A también es binaria tal que A’=Ac, entonces A∆(’)W=A△W (Diferencia simétrica usual de conjuntos)

(*), (**) Véase transparencia siguiente
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Proposición. ∀A∊{0, 1, …, 255}X   y ∀W tal que W’=Wc, los operadores ∆(’) y ☐(’)  verifican: 

                                                                             

                                            (i) (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),  (ii) (A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c 

                                                                     (iii) (A∆(’)W)∆(’)W=A,  (iv) (A ☐(’)W)☐(’)W=A
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Proposición. ∀A∊{0, 1, …, 255}X   y ∀W tal que W’=Wc, los operadores ∆(’) y ☐(’)  verifican: 

                                                                             

                                            (i) (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),  (ii) (A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c 

                                                                     (iii) (A∆(’)W)∆(’)W=A,  (iv) (A ☐(’)W)☐(’)W=A

Demostración. (i) (A ☐(’)W)’= ((A . W) + (A’. Wc))’=(A’ + Wc)·(A + W)= A·A’+A’·W+A·Wc+W·Wc= 

A·A’·(W+Wc)+A’·W+A·Wc+0= A·A’·W+A·A’·Wc+A’·W+A·Wc=A’·W+A·Wc = A∆(’)W. 

(ii)  (A∆(’)W)’=(A’·W+A·Wc)’ =(A + Wc)·(A’ + W)= A·A’+A·W+A’·Wc+W·Wc = 

A·A’·(W+Wc)+A·W+A’·Wc+0 = A·A’·W+A·A’·Wc+A·W+A’·Wc =A·W+A’·Wc =A’∆(’)W =A∆(’)W
c
. 

(iii)  (A∆(’)W)∆(’)W =(A∆(’)W)’·W+(A∆(’)W)·Wc =(A’∆(’)W)·W+(A∆(’)W)· Wc =  

(A·W+A’·Wc)·W+(A’·W+A·Wc )· Wc =A·W+A·Wc=A·(W+Wc)=A. 

(iv)    (A ☐(’)W)☐(’)W=(A∆(’)W)’☐(’)W=((A∆(’)W)’∆(’)W)’=((A’∆(’)W)∆(’)W)’=(A’)’=A.∎
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Proposición. ∀A∊{0, 1, …, 255}X   y ∀W tal que W’=Wc, los operadores ∆(’) y ☐(’)  verifican: 

                                                                             

                                            (i) (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),  (ii) (A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c 

                                                                     (iii) (A∆(’)W)∆(’)W=A,  (iv) (A ☐(’)W)☐(’)W=A

   . 

Corolario. En consecuencia,  las aplicaciones 𝜑W , 𝛿W :{ 0, 1, …, 255}X →{0, 1, …, 255}X  tales que 

𝜑W(A)=A△(’)W   y 𝛿W(A)=A ☐(’)W, son involutivas, (y por tanto  biyectivas), para ∀W tal que W’=Wc.∎

Demostración. (i) (A ☐(’)W)’= ((A . W) + (A’. Wc))’=(A’ + Wc)·(A + W)= A·A’+A’·W+A·Wc+W·Wc= 

A·A’·(W+Wc)+A’·W+A·Wc+0= A·A’·W+A·A’·Wc+A’·W+A·Wc=A’·W+A·Wc = A∆(’)W. 

(ii)  (A∆(’)W)’=(A’·W+A·Wc)’ =(A + Wc)·(A’ + W)= A·A’+A·W+A’·Wc+W·Wc = 

A·A’·(W+Wc)+A·W+A’·Wc+0 = A·A’·W+A·A’·Wc+A·W+A’·Wc =A·W+A’·Wc =A’∆(’)W =A∆(’)W
c
. 

(iii)  (A∆(’)W)∆(’)W =(A∆(’)W)’·W+(A∆(’)W)·Wc =(A’∆(’)W)·W+(A∆(’)W)· Wc =  

(A·W+A’·Wc)·W+(A’·W+A·Wc )· Wc =A·W+A·Wc=A·(W+Wc)=A. 

(iv)    (A ☐(’)W)☐(’)W=(A∆(’)W)’☐(’)W=((A∆(’)W)’∆(’)W)’=((A’∆(’)W)∆(’)W)’=(A’)’=A.∎
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Proposición. ∀A∊{0, 1, …, 255}X   y ∀W tal que W’=Wc, los operadores ∆(’) y ☐(’)  verifican: 

                                                                             

                                            (i) (A ☐(’)W)’=(A∆(’)W),  (ii) (A∆(’)W)’=A’∆(’)W=A∆(’)W
c 

                                                                     (iii) (A∆(’)W)∆(’)W=A,  (iv) (A ☐(’)W)☐(’)W=A

   . 

Corolario. En consecuencia,  las aplicaciones 𝜑W , 𝛿W :{ 0, 1, …, 255}X →{0, 1, …, 255}X  tales que 

𝜑W(A)=A△(’)W   y 𝛿W(A)=A ☐(’)W, son involutivas, (y por tanto  biyectivas), para ∀W tal que W’=Wc.∎

Demostración. (i) (A ☐(’)W)’= ((A . W) + (A’. Wc))’=(A’ + Wc)·(A + W)= A·A’+A’·W+A·Wc+W·Wc= 

A·A’·(W+Wc)+A’·W+A·Wc+0= A·A’·W+A·A’·Wc+A’·W+A·Wc=A’·W+A·Wc = A∆(’)W. 

(ii)  (A∆(’)W)’=(A’·W+A·Wc)’ =(A + Wc)·(A’ + W)= A·A’+A·W+A’·Wc+W·Wc = 

A·A’·(W+Wc)+A·W+A’·Wc+0 = A·A’·W+A·A’·Wc+A·W+A’·Wc =A·W+A’·Wc =A’∆(’)W =A∆(’)W
c
. 

(iii)  (A∆(’)W)∆(’)W =(A∆(’)W)’·W+(A∆(’)W)·Wc =(A’∆(’)W)·W+(A∆(’)W)· Wc =  

(A·W+A’·Wc)·W+(A’·W+A·Wc )· Wc =A·W+A·Wc=A·(W+Wc)=A. 

(iv)    (A ☐(’)W)☐(’)W=(A∆(’)W)’☐(’)W=((A∆(’)W)’∆(’)W)’=((A’∆(’)W)∆(’)W)’=(A’)’=A.∎

Nota. En lo que sigue, sólo utilizaremos los operadores tipo  diferencia simétrica: △(’)  . 
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E

E

Filtros de imágenes digitalizadas asociados 
 a la Diferencia Simétrica y su interpretación 
en este trabajo(*)

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.



E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}

A, B,…: E→ L

(A· B)((z1, z2)) =
  min(A((z1, z2)), B((z1, z2))),

(A+ B)((z1, z2) ) =
  max(A((z1, z2)), B((z1, z2)))
                        ∀(z1, z2) ∈ E.

A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.

E
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(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.



E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}

A, B,…: E→ L
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A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.
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A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.



E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}
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                        ∀(z1, z2) ∈ E.

A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.
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A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.

L := ( ( LE, ≤,  ·, +, 0,1 ) ,’ )
retículo distributivo acotado 
con una negación fuerte.

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.
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E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}

A, B,…: E→ L

(A· B)((z1, z2)) =
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                        ∀(z1, z2) ∈ E.

A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.

E

A

W (crisp set)
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El álgebra de las partes P(E)
sumergida en L : 

W ”crisp set” ⇔ W(E) ⊆{0, 255}, 

e identificando W con su 

 soporte supp(W) ∈ P(E). (W’=Wc)

A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.

L := ( ( LE, ≤,  ·, +, 0,1 ) ,’ )
retículo distributivo acotado 
con una negación fuerte.

W = ⌀

E

..

.

..

.

W = E

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.
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A△W = A·Wc+ A’·W

WE
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E

A

W (crisp set)

 42

E

E

Diferencia simétrica  en L : 
A△B = A·B’+ A’·B, 

El álgebra de las partes P(E)
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 soporte supp(W) ∈ P(E). (W’=Wc)

A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.
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(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.



y si W’=Wc: 

A△W = A·Wc+ A’·W

WE

E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}

A, B,…: E→ L

(A· B)((z1, z2)) =
  min(A((z1, z2)), B((z1, z2))),

(A+ B)((z1, z2) ) =
  max(A((z1, z2)), B((z1, z2)))
                        ∀(z1, z2) ∈ E.

A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.

E

A

W (crisp set)

 42

E

E

Diferencia simétrica  en L : 
A△B = A·B’+ A’·B, 

El álgebra de las partes P(E)
sumergida en L : 

W ”crisp set” ⇔ W(E) ⊆{0, 255}, 

e identificando W con su 

 soporte supp(W) ∈ P(E). (W’=Wc)

A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.

L := ( ( LE, ≤,  ·, +, 0,1 ) ,’ )
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con una negación fuerte.
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E

..

.

..

.

W = E

𝜑w(A) = A△WL L
(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.
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Diferencia simétrica  en L : 
A△B = A·B’+ A’·B, 

El álgebra de las partes P(E)
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 soporte supp(W) ∈ P(E). (W’=Wc)
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                                ∀(z1, z2) ∈ E.

L := ( ( LE, ≤,  ·, +, 0,1 ) ,’ )
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con una negación fuerte.

E

A

W = ⌀

E

..

.

..
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W = E

A△⌀ = A

𝜑w(A) = A△WL L

   Identidad 

(positivo de A)

𝜑⌀(A)

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.



y si W’=Wc: 

A△W = A·Wc+ A’·W

WE

E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}

A, B,…: E→ L

(A· B)((z1, z2)) =
  min(A((z1, z2)), B((z1, z2))),

(A+ B)((z1, z2) ) =
  max(A((z1, z2)), B((z1, z2)))
                        ∀(z1, z2) ∈ E.

A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.

E

A

W (crisp set)

 42

E

E

Diferencia simétrica  en L : 
A△B = A·B’+ A’·B, 

El álgebra de las partes P(E)
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 soporte supp(W) ∈ P(E). (W’=Wc)

A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.

L := ( ( LE, ≤,  ·, +, 0,1 ) ,’ )
retículo distributivo acotado 
con una negación fuerte.
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W = ⌀

E

..

.

..
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W = E

A△⌀ = A

E

A

𝜑w(A) = A△WL L

   Identidad 

(positivo de A)

𝜑⌀(A)

(Una cámara analógica)

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.
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Diferencia simétrica  en L : 
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Diferencia simétrica  en L : 
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Diferencia simétrica  en L : 
A△B = A·B’+ A’·B, 
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(negativo de A)
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= A△E = A’

(*) Nota. En lo sucesivo, utilizaremos el símbolo ∆ en lugar de ∆(’)  para cualquier diferencia simétrica.
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E

A

La imagen A  
contemplada 
 con un filtro  

“neutro”: A≡Ȃ⌀

La imagen A  
contemplada 
 con un filtro  

que proporciona 
su “negativo”: A≡ȂE

¿Qué se propone en 
 este trabajo?

Unir, a las dos representaciones usuales 
 de una imagen de referenciales E, F,…,

(Por ejemplo, 
La representación de  

la imagen como  
un subconjunto 

borroso del plano)

(Por ejemplo, 
La imagen como  
elemento que hay 

 que manipular con  
técnicas de la  

Morfología Matemática)
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Otras representaciones asociadas 
a subconjuntos W de E, F,…,

Ȃ⌀

 ȂE

ȂW



y si W’=Wc: 

A△W = A·Wc+ A’·W

WE

E ⊆ 𝕫2L = {0, 1, …, 255}

A, B,…: E→ L

(A· B)((z1, z2)) =
  min(A((z1, z2)), B((z1, z2))),

(A+ B)((z1, z2) ) =
  max(A((z1, z2)), B((z1, z2)))
                        ∀(z1, z2) ∈ E.

A ≤ B ⇔
  A((z1, z2)) ≤ B((z1, z2))
                               ∀(z1, z2) ∈ E.

W (crisp set)

E

E

Diferencia simétrica  en L : 
A△B = A·B’+ A’·B, 

El álgebra de las partes P(E)
sumergida en L : 

W ”crisp set” ⇔ W(E) ⊆{0, 255}, 

e identificando W con su 

 soporte supp(W) ∈ P(E). (W’=Wc)

A’((z1, z2)) = 255 - A((z1, z2))
                                ∀(z1, z2) ∈ E.
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(Veremos aplicaciones: 
definición de  

contenido del ⌀, 

análisis de mapas 
 de riesgo, 

Morfología Matemática, 
etc,…)

Así como aplicaciones de estas nuevas representaciones: 
 (a) La introducción del concepto de  “contenidos del conjunto vacío”.  
 (b) La consideración de “nuevas relaciones de inclusión junto a operaciones 
      asociadas que se contemplan como intersecciones y uniones alternativas”. 
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Ilustración de la aplicación de filtros basados en la 
Diferencia Simétrica sobre imágenes binarias 
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Magritte

Interés: 
Zona con vegetación en general, 
 o específicamente en el lienzo W, 
o fuera del lienzo,…

W
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Magritte

E

W

Vegetación

(Vegetación)=Imagen binaria 
 correspondiente a zona que 

contiene algún tipo de vegetación
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 Álgebras de Subconjuntos L-Borrosos.

0. Preliminares 



Álgebra ((LE , ≤, ·, +, ∅, E ),’ ) de subconjuntos L-borrosos (L-fuzzy sets) de E:

 

 Sea ((L, ≤, ., +, 0,1). ´ )(1) un retículo  acotado, distributivo y con una negación fuerte ´:L→ L 

  tal que si a∊L es complementado en L con complemento ac, se verifica ac=a’.

(1) Si se considera supremos e ínfimos de familias cualesquiera de elementos de L, 
supondremos queL es completo, Broweriano y dual-Broweriano.
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Zimmermann, Hans-Jürgen (2001). Fuzzy Set Theory and its Applications.
Springer Science.
JA Goguen. L-fuzzy sets.Journal of mathematical analysis and applications, 1967



Cardinal de un  subconjunto borroso

 47



Sea ℝ+=[0,+∞[ la recta real positiva. Con el orden usual ≤ y sus operadores asociados “min” y 
“max”: el álgebra ((ℝ+, ≤, min, max, 0),+,∑ ) es un retículo,(concretamente una cadena), con 
elemento mínimo 0 y con la operación usual “suma” de números representada por + o por ∑ .  
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Sea ℝ+=[0,+∞[ la recta real positiva. Con el orden usual ≤ y sus operadores asociados “min” y 
“max”: el álgebra ((ℝ+, ≤, min, max, 0),+,∑ ) es un retículo,(concretamente una cadena), con 
elemento mínimo 0 y con la operación usual “suma” de números representada por + o por ∑ .  

Sea E un referencial. Para todo M∈P(E),  ∣M∣∈ℕ+ representa su cardinal.   

Sea (([0,1]E, ≤, ·, +, ∅, E), ’) el retículo de los subconjuntos borrosos de E con la negación de 

Zadeh: A’(x)=1-A(x)  ∀x∈E,∀A∈[0,1]E. (Ahora, los símbolos +, ∑ representan al operador “sup” 

asociado al orden ≤ en [0,1]E:(A+B)(x)=max(A(x), B(x)),(∑Ai)(x)=max(A0(x),A1(x),.,An-1(x))).
i∈n

 Si N∈[0,1]E es nítido, lo identificamos con su soporte: N≡SUPP(N)(*) .

(*)SUPP(A)={ x∈E / A(x)>0}
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∥A∥=∑A(x) ∀A∈[0,1]E: SUPP(A) es finito.
x∈SUPP(A)

 Definición. Se extiende el concepto de cardinal a subconjuntos borrosos A de E tales que 
∣SUPP(A)∣< +∞ mediante la suma en ℝ+ de los valores pertenecientes a A(SUPP(A))⊆[0,1]:

En particular, si E es finito, (∣E∣< +∞), entonces: ∥A∥=∑A(x)=∑A(x)  ∀A∈[0,1]E.
x∈E x∈SUPP(A)

Sea ℝ+=[0,+∞[ la recta real positiva. Con el orden usual ≤ y sus operadores asociados “min” y 
“max”: el álgebra ((ℝ+, ≤, min, max, 0),+,∑ ) es un retículo,(concretamente una cadena), con 
elemento mínimo 0 y con la operación usual “suma” de números representada por + o por ∑ .  

Sea E un referencial. Para todo M∈P(E),  ∣M∣∈ℕ+ representa su cardinal.   

Sea (([0,1]E, ≤, ·, +, ∅, E), ’) el retículo de los subconjuntos borrosos de E con la negación de 

Zadeh: A’(x)=1-A(x)  ∀x∈E,∀A∈[0,1]E. (Ahora, los símbolos +, ∑ representan al operador “sup” 

asociado al orden ≤ en [0,1]E:(A+B)(x)=max(A(x), B(x)),(∑Ai)(x)=max(A0(x),A1(x),.,An-1(x))).
i∈n

 Si N∈[0,1]E es nítido, lo identificamos con su soporte: N≡SUPP(N)(*) .

Mamoni Dhar. Cardinality of Fuzzy Sets: An Overview

International Journal of Energy, Information and

Communications Vol. 4, Issue 1, February, 2013 (*)SUPP(A)={ x∈E / A(x)>0}

 47



∥A∥=∑A(x) ∀A∈[0,1]E: SUPP(A) es finito.
x∈SUPP(A)

 Definición. Se extiende el concepto de cardinal a subconjuntos borrosos A de E tales que 
∣SUPP(A)∣< +∞ mediante la suma en ℝ+ de los valores pertenecientes a A(SUPP(A))⊆[0,1]:

En particular, si E es finito, (∣E∣< +∞), entonces: ∥A∥=∑A(x)=∑A(x)  ∀A∈[0,1]E.
x∈E x∈SUPP(A)

Proposición.(**) Siempre que existan, se verifica: 

(1) (A ≤ B)⇒(∥A∥ ≤ ∥B∥). 

(2) ∥A∥ ≤ ∣SUPP(A)∣. En particular, si N es nítido entonces ∥N∥ = ∣SUPP(N)∣ = ∣N∣. 

 (3) ∥A+B∥+∥A·B ∥= ∥A∥+∥B∥  ∀(A,B)∈[0,1]EX[0,1]E y en consecuencia: 

            ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+∥B∥ ∀(A,B)∈[0,1]EX[0,1]E;   (A·B=∅)⇒(∥A+B∥= ∥A∥+∥B∥), 

        ∥ ∑ Ai∥ ≤∑∥Ai∥   ∀(Ai)      ,(familia de [0,1]E), y ∀n∈ℕ. 

  (4) Si E es finito, entonces ∥A+A’∥+∥A·A’ ∥=∥A∥+∥A’∥=∣E∣,   ∥A’∥=∣E∣- ∥A∥.
i∈n i∈n

i∈n

Sea ℝ+=[0,+∞[ la recta real positiva. Con el orden usual ≤ y sus operadores asociados “min” y 
“max”: el álgebra ((ℝ+, ≤, min, max, 0),+,∑ ) es un retículo,(concretamente una cadena), con 
elemento mínimo 0 y con la operación usual “suma” de números representada por + o por ∑ .  

Sea E un referencial. Para todo M∈P(E),  ∣M∣∈ℕ+ representa su cardinal.   

Sea (([0,1]E, ≤, ·, +, ∅, E), ’) el retículo de los subconjuntos borrosos de E con la negación de 

Zadeh: A’(x)=1-A(x)  ∀x∈E,∀A∈[0,1]E. (Ahora, los símbolos +, ∑ representan al operador “sup” 

asociado al orden ≤ en [0,1]E:(A+B)(x)=max(A(x), B(x)),(∑Ai)(x)=max(A0(x),A1(x),.,An-1(x))).
i∈n

 Si N∈[0,1]E es nítido, lo identificamos con su soporte: N≡SUPP(N)(*) .

(**)Véase transparencia siguiente.

Supremo e ínfimo en [0,1]E.

Operación suma usual en ℝ+.

Mamoni Dhar. Cardinality of Fuzzy Sets: An Overview

International Journal of Energy, Information and

Communications Vol. 4, Issue 1, February, 2013 (*)SUPP(A)={ x∈E / A(x)>0}
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 Consecuentemente, ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+∥B∥ ∀(A,B)∈[0,1]EX[0,1]E y si A·B=∅ entonces ∥A+B∥=∥A∥+∥B∥.

Demostración. 

(1) supongamos A ≤ B y SUPP(B) finito. Entonces A(x)≤B(x) ∀x∈E, luego ∑A(x)≤ ∑B(x), es 
decir, (∥A∥ ≤ ∥B∥). 

(2) De la desigualdad A ≤ SUPP(A)  se deduce: ∥A∥ ≤ ∥SUPP(A)∥=∣SUPP(A)∣. Además, si N es 
nítido, es evidente que ∥N∥ = ∣SUPP(N)∣ = ∣N∣.

x∈SUPP(A) x∈SUPP(B)

(3) ∥A+B∥+∥A·B∥=∑max(A(x),B(x))+∑min(A(x),B(x))=  

∑1/2[A(x)+B(x)+abs(A(x)-B(x))]+∑1/2[A(x)+B(x)-abs(A(x)-B(x))]=
x∈E x∈E

x∈E x∈E

∑[A(x)+B(x)]=∑A(x)+∑B(x)= ∥A∥+∥B∥.
x∈E x∈E x∈E

(4)Sea E finito. Según el resultado anterior: ∥A+A’∥+∥A·A’∥=∥A∥+∥A’∥ ∀A∈[0,1]E  y 

 ∥A∥+∥A’∥=∑A(x)+∑A’(x)=∑A(x)+∑(1-A(x))=∑A(x)+∑(1-A(x))=∣E∣.∎ 
x∈E x∈E x∈E x∈E x∈E x∈E
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 Consecuentemente, ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+∥B∥ ∀(A,B)∈[0,1]EX[0,1]E y si A·B=∅ entonces ∥A+B∥=∥A∥+∥B∥.

Demostración. 

(1) supongamos A ≤ B y SUPP(B) finito. Entonces A(x)≤B(x) ∀x∈E, luego ∑A(x)≤ ∑B(x), es 
decir, (∥A∥ ≤ ∥B∥). 

(2) De la desigualdad A ≤ SUPP(A)  se deduce: ∥A∥ ≤ ∥SUPP(A)∥=∣SUPP(A)∣. Además, si N es 
nítido, es evidente que ∥N∥ = ∣SUPP(N)∣ = ∣N∣.

x∈SUPP(A) x∈SUPP(B)

(3) ∥A+B∥+∥A·B∥=∑max(A(x),B(x))+∑min(A(x),B(x))=  

∑1/2[A(x)+B(x)+abs(A(x)-B(x))]+∑1/2[A(x)+B(x)-abs(A(x)-B(x))]=
x∈E x∈E

x∈E x∈E

∑[A(x)+B(x)]=∑A(x)+∑B(x)= ∥A∥+∥B∥.
x∈E x∈E x∈E

(4)Sea E finito. Según el resultado anterior: ∥A+A’∥+∥A·A’∥=∥A∥+∥A’∥ ∀A∈[0,1]E  y 

 ∥A∥+∥A’∥=∑A(x)+∑A’(x)=∑A(x)+∑(1-A(x))=∑A(x)+∑(1-A(x))=∣E∣.∎ 
x∈E x∈E x∈E x∈E x∈E x∈E

Nota. Dado un referencial E finito,(∣E∣<+∞), la aplicación ∥.∥:[0,1]E➝ [0,+∞[  tiene las mismas 
propiedades que las medidas sobre subconjuntos ordinarios: 
∥∅∥=0,  

(A≤B)⇒(∥A∥ ≤ ∥B∥),  
(∥A+B∥+∥A·B ∥= ∥A∥+∥B∥) ∀(A,B)∈[0,1]EX[0,1]E, 

(A·B=∅)⇒(∥A+B∥= ∥A∥+∥B∥)), 

∥A’∥=∣E∣- ∥A∥.
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Subconjuntos de nivel (o α-cortes) de un 
subconjunto L-borroso

Zimmermann, Hans-Jürgen (2001). Fuzzy Set Theory and its Applications.
Springer Science.
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Subconjuntos de nivel (o α-cortes) de un 
subconjunto L-borroso

(*)

(*) En las páginas 172-178 veremos una generalización de

 estos conceptos en el contexto de retículos distributivos. Zimmermann, Hans-Jürgen (2001). Fuzzy Set Theory and its Applications.

Springer Science.



L- Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo acotado y sea (LE , ≤, ·, +, ∅, E ) el retículo asociado de 
subconjuntos L-borrosos (L-fuzzy sets) de  un referencial E.
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Subconjuntos de nivel o α-cortes de subconjuntos L-borrosos

Zimmermann, Hans-Jürgen (2001). Fuzzy Set Theory and its Applications.
Springer Science.



L- Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo acotado y sea (LE , ≤, ·, +, ∅, E ) el retículo asociado de 
subconjuntos L-borrosos (L-fuzzy sets) de  un referencial E.

Definición. Dado el subconjunto L-borroso A∊LE y el elemento α∊L, llamaremos α-corte (o también 

conjunto de nivel α) asociado a A, al subconjunto ordinario Aα de E definido por: 
Aα ={ x∊E / A(x)≥ α }
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Subconjuntos de nivel o α-cortes de subconjuntos L-borrosos
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A Ejemplo, 

L =[0,1], E⊆R, A∊[0,1]E

Zimmermann, Hans-Jürgen (2001). Fuzzy Set Theory and its Applications.
Springer Science.
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Aα ={ x∊E / A(x)≥ α }
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Subconjuntos de nivel o α-cortes de subconjuntos L-borrosos

Definición (*).Dado el subconjunto L-borroso A∊LE y el elemento  α∊L, llamaremos α-corte estricto 

(o conjunto de nivel estricto α) asociado a A, al subconjunto ordinario A*α de E definido por: 
A*α ={ x∊E /A(x) ≤ α }/

0

1

0.6

A

A0.6

(*) Esta definición es generalización de la que existe en el caso L =[0,1],  el el que A*α ={ x∊E / A(x)> α }, por lo que hemos 
 conservado el nombre de α-corte estricto (aunque la relación ≤  no coincida necesariamente con >).  /

 Ejemplo, 

L =[0,1], E⊆R, A∊[0,1]E
Aα
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(*) Esta definición es generalización de la que existe en el caso L =[0,1],  el el que A*α ={ x∊E / A(x)> α }, por lo que hemos 
 conservado el nombre de α-corte estricto (aunque la relación ≤  no coincida necesariamente con >).  /

 Ejemplo, A*α  si L =[0,1], E⊆R, A∊[0,1]E 

*

(**) Véase demostración en la trasparencia siguiente.
/

(5) Si existe infM∈L, entonces AinfM =∪Aα  ∀A∊LE. En particular, Aα·β =(Aα∪Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE 

    Si existe supM entonces AsupM⊆ ∩Aα. Si L es una cadena, entonces Amax(α,β) =(Aα∩Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE
α∊M

α∊M
* * * * *

* * * * *

 Proposición(**). Sea (L,≤,0,1) un retículo acotado, sea E un referencial, sea (LE,≤) el retículo de los 
subconjuntos L-borrosos A de E y sean (Aα)α∊L ,(A*α)α∊L las familias de sus  α-cortes. Se verifica: 
(1)  A0 =E , A1 =KER(A)(***), A*0 =SUPP(A), A*1 =∅    ∀A∊LE

(2)  (α ≤ β)⇒[(Aβ ⊆ Aα)&(A*β ⊆ A*α)] ∀A∊LE.

(4) Si M⊆L y existe supM∈L, entonces AsupM=∩Aα  ∀A∊LE. En particular, Aα+β=(Aα∩Aβ) ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE. 

     Si existe infM entonces ∪Aα ⊆AinfM. Si L es una cadena, entonces Amin(α,β) =(Aα∪Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE
α∊M

α∊M

(6) Si L es distributivo con una negación fuerte ‘: L→ L  tal que si α es complementado entonces α’=αc y si  
  ’:LE→ LE  representa también la extensión de la negación en L a LE, entonces se verifica: 

A*α =[(A’)α’]
c ∀α∊L, ∀A∊LE, donde c representa la complementación en P(E).   

(3) Se verifica las equivalencias:  (A es nítido)⇔[(Aα =A1  ∀α∊L-{0}] ⇔ [A*α=A*0  ∀α∊L-{1}].   

(***)KER(A)={x∊E / A(x)=1}



(5) Si existe infM∈L, entonces AinfM =∪Aα  ∀A∊LE. En particular, Aα·β =(Aα∪Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE 

    Si existe supM entonces AsupM⊆ ∩Aα. Si L es una cadena, entonces Amax(α,β) =(Aα∩Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE
α∊M

α∊M
* * * * *

* * * * *
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(3) Se verifica las equivalencias:  (A es nítido)⇔[(Aα =A1  ∀α∊L-{0}] ⇔ [A*α=A*0  ∀α∊L-{1}].   



 (3) Si A es nítido: A(E)⊆{0,1}, luego [(x∊Aα)&(α>0)]⇒(A(x)≥ α> 0)⇒(A(x)=1)⇒(Aα⊆A1)⇒(Aα=A1). 

Por otra parte,[(x∊A*α)&(α<1)]⇒(A(x)≰ α< 1)⇒(A(x)≰0)⇒(A(x)=1)⇒(A*α⊆A*1)⇒(A*α=A*1).  

Supongamos que Aα =A1  ∀α∊L-{0}. Si A(x)≠0, entonces x∊AA(x) =A1  , es decir A(x)=1, luego A es nítido. 

Si A*α=A*0  ∀α∊L-{1}, Entonces, si A(x)≠1 entonces x∉A*A(x) =A*0, es decir A(x)=0, luego A es nítido(‡). 
  

(5) Si existe infM∈L, entonces AinfM =∪Aα  ∀A∊LE. En particular, Aα·β =(Aα∪Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE 

    Si existe supM entonces AsupM⊆ ∩Aα. Si L es una cadena, entonces Amax(α,β) =(Aα∩Aβ)  ∀(α,β)∊L2, ∀A∊LE
α∊M

α∊M
* * * * *

* * * * *
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α∊M

α∊M

(6) Si L es distributivo con una negación fuerte ‘: L→ L  tal que si α es complementado entonces α’=αc y si  
  ’:LE→ LE  representa también la extensión de la negación en L a LE, entonces se verifica: 

A*α =[(A’)α’]
c ∀α∊L, ∀A∊LE, donde c representa la complementación en P(E).   

(3) Se verifica las equivalencias:  (A es nítido)⇔[(Aα =A1  ∀α∊L-{0}] ⇔ [A*α=A*0  ∀α∊L-{1}].   

Demostración. (1) Evidente: A0 ={ x∊E / A(x)≥ 0 }=E , A1 ={ x∊E / A(x)≥ 1 }=KER(A), 

 A*0 ={ x∊E / A(x)≰ 0 }={ x∊E / A(x)> 0 }=SUPP(A), A*1  ={ x∊E / A(x)≰ 1 }=∅    ∀A∊LE.

 (2) Si α ≤ β entonces [(A(x)≥β)⇒(A(x)≥α)]&[(A(x)≤α)⇒(A(x)≤β)],  o lo que es equivalente 

[(A(x)≥β)⇒(A(x)≥α)]&[(A(x)≰β)⇒(A(x)≰α)], luego [(x∊Aβ)⇒(x∊Aα)]&[(x∊A*β)⇒(x∊A*α)] ∀A∊LE, 

que demuestra las inclusiones (Aα ⊆ Bα)&(A*α ⊆ B*α); (A ≤ B)⇒[(Aα ⊆ Bα)&(A*α ⊆ B*α)] ∀α∊L.

(‡)Nota En este caso, podemos identificar el nítido A con su soporte, el subconjunto ordinario SUPP(A)=A*0 
     (o su núcleo, el subconjunto ordinario  KER(A)=A1), es decir  A≡SUPP(A)=KER(A)). (Continúa)
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Demostración. (Continuación) 
(4) Sea M⊆L. Si M=∅ entonces  Asup∅= A0 =E=∩Aα  . En otro caso, si existe supM∈L entonces 

(α ≤ supM ∀α∊M)⇒(AsupM⊆Aα  ∀α∊M)⇒(AsupM⊆∩Aα). Por otra parte,(x∊∩Aα)⇒(A(x)≥α ∀α∊M)⇒ 

(A(x)≥supM)⇒(x∊AsupM), luego (∩Aα⊆AsupM). En conclusión: AsupM=∩Aα. En particular, si  

M={α,β} entonces α+β existe y en consecuencia Aα+β=(Aα∩Aβ).

α∊M α∊M

α∊M

α∊∅

α∊M

(5) Sea M⊆L. Si M=∅ entonces  Ainf∅= A1 =∅=∪Aα  . En otro caso, si existe infM∈L entonces 

(infM ≤α ∀α∊M)⇒(Aα⊆AinfM  ∀α∊M)⇒(∪Aα⊆AinfM). Por otra parte,(x∊AinfM)⇒(A(x)≰ infM)⇒ 

(∃α∊M: A(x)≰α)⇒(∃α∊M: x∊Aα)⇒(x∊∪Aα), luego (AinfM⊆∪Aα). En conclusión: AinfM=∪Aα. En 

particular, si  M={α,β} entonces α·β existe y en consecuencia Aα·β=(Aα∪Aβ).

α∊M

α∊Mα∊M

α∊∅

α∊M

* * *

* * * * *

* * * * * *

* * *

Si M=∅ : ∪Aα=∅⊆A1 =Ainf∅ .En otro caso, si existe infM entonces(infM ≤α ∀α∊M)⇒(Aα⊆AinfM  ∀α∊M)⇒ 

(∪Aα⊆AinfM). En particular, si  M={α,β} entonces (Aα∪Aβ)⊆Aα·β . Si L es cadena entonces α·β= min(α,β), 

luego (Aα∪Aβ)⊆Amin(α,β). Además, en este caso: (x∊Amin(α,β))⇒(A(x)≥min(α,β))⇒[(A(x)≥α) ó (A(x)≥β)]⇒ 

[(x∊Aα) ó (x∊Aβ)]⇒ (x∊ Aα∪Aβ), luego Amin(α,β)⊆(Aα∪Aβ).

α∊M

α∊∅

Si M=∅ : Asup∅ =A0 ⊆E=∩Aα .En otro caso, si existe supM entonces(α≤supM ∀α∊M)⇒(AsupM⊆Aα  ∀α∊M)⇒ 

(AsupM⊆∩Aα). En particular, si  M={α,β} entonces Aα+β ⊆(Aα∩Aβ). Si L es cadena α+β= max(α,β), luego 

Amax(α,β)⊆(Aα∩Aβ). Además, en este caso Aα={x/ A(x)>α} y se verifica (x∊Aα∩Aβ)⇒[(x∊Aα) & (x∊Aβ)]⇒ 

[(A(x)>α) & (A(x)>β)]⇒[A(x)>max(α,β)]⇒(x∊Amax(α,β)), luego (Aα∩Aβ)⊆Amax(α,β).

α∊M

α∊∅

* * * * *

* * * * *
*

*
* * * * *

**

* * **

* ****

(6) (A’)α’ ={x/A’(x)≥α’}={x/A(x)≤α}={x/A(x)≰α}c=(A*α )c. ∎ 
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Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

Para α∊L, sean  ↓α∊P(L)  y ↑α∊P(L) respectivamente  el ideal y el filtro principal asociados a α: 

↓α={ β / α ≥ β },  ↑α={ β / α ≤ β }.

Evidentemente    α=sup↓α=max↓α  ,  α=inf↑α=min↑α   ∀α∊L.   
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Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

Para α∊L, sean  ↓α∊P(L)  y ↑α∊P(L) respectivamente  el ideal y el filtro principal asociados a α: 

↓α={ β / α ≥ β },  ↑α={ β / α ≤ β }.

Nota. Si A∊LE  y x∊E entonces  las expresiones ↓A(x)={ α / A(x)≥ α },  ↑A(x)={ α / A(x) ≤ α } se 

pueden representar utilizando elementos de las familias de α-cortes (Aα)α∊L   y  (A*α)α∊L :  

↓A(x)={ α / α∊Aα },  ↑A(x)={ α / α∊(A*α)c }  ∀x∊E.   

Evidentemente    α=sup↓α=max↓α  ,  α=inf↑α=min↑α   ∀α∊L.   



 53

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

Para α∊L, sean  ↓α∊P(L)  y ↑α∊P(L) respectivamente  el ideal y el filtro principal asociados a α: 

↓α={ β / α ≥ β },  ↑α={ β / α ≤ β }.

Nota. Si A∊LE  y x∊E entonces  las expresiones ↓A(x)={ α / A(x)≥ α },  ↑A(x)={ α / A(x) ≤ α } se 

pueden representar utilizando elementos de las familias de α-cortes (Aα)α∊L   y  (A*α)α∊L :  

↓A(x)={ α / α∊Aα },  ↑A(x)={ α / α∊(A*α)c }  ∀x∊E.   

Evidentemente    α=sup↓α=max↓α  ,  α=inf↑α=min↑α   ∀α∊L.   

Además, utilizando los nítidos Aα y A*α  asociados a los correspondientes subconjuntos ordinarios: 

{α / α∊Aα }={Aα(x)·α / x∊E }={Aα(x)·α(x) / x∊E }={(Aα·α)(x) / x∊E },  con α(x)=α  ∀x∊E, 

{α / α∊(A*α)c }={A*α(x)+α / x∊E }={A*α(x)+α(x) / x∊E }={(A*α+α)(x) / x∊E },  con α(x)=α  ∀x∊E. 

~ ~ ~
~ ~ ~

Luego  de las igualdades de conjuntos ↓A(x)={(Aα·α)(x) / x∊E }, ↑A(x)={(A*α+α)(x) / x∊E } se 

obtienen las expresiones de A∊LE  mediante α-cortes: 

 A(x)=sup{ α / α∊Aα }=sup{(Aα·α)(x) / x∊E }= max{(Aα·α)(x) / x∊E }  ∀x∊E , 

A(x)=inf{ α / α∊(A*α)c }=inf(A*α+α)(x) / x∊E }=min(A*α+α)(x) / x∊E }  ∀x∊E.

~ ~

~ ~
~ ~
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Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

Para α∊L, sean  ↓α∊P(L)  y ↑α∊P(L) respectivamente  el ideal y el filtro principal asociados a α: 

↓α={ β / α ≥ β },  ↑α={ β / α ≤ β }.

Nota. Si A∊LE  y x∊E entonces  las expresiones ↓A(x)={ α / A(x)≥ α },  ↑A(x)={ α / A(x) ≤ α } se 

pueden representar utilizando elementos de las familias de α-cortes (Aα)α∊L   y  (A*α)α∊L :  

↓A(x)={ α / α∊Aα },  ↑A(x)={ α / α∊(A*α)c }  ∀x∊E.   

Evidentemente    α=sup↓α=max↓α  ,  α=inf↑α=min↑α   ∀α∊L.   

Además, utilizando los nítidos Aα y A*α  asociados a los correspondientes subconjuntos ordinarios: 

{α / α∊Aα }={Aα(x)·α / x∊E }={Aα(x)·α(x) / x∊E }={(Aα·α)(x) / x∊E },  con α(x)=α  ∀x∊E, 

{α / α∊(A*α)c }={A*α(x)+α / x∊E }={A*α(x)+α(x) / x∊E }={(A*α+α)(x) / x∊E },  con α(x)=α  ∀x∊E. 

~ ~ ~
~ ~ ~

Luego  de las igualdades de conjuntos ↓A(x)={(Aα·α)(x) / x∊E }, ↑A(x)={(A*α+α)(x) / x∊E } se 

obtienen las expresiones de A∊LE  mediante α-cortes: 

 A(x)=sup{ α / α∊Aα }=sup{(Aα·α)(x) / x∊E }= max{(Aα·α)(x) / x∊E }  ∀x∊E , 

A(x)=inf{ α / α∊(A*α)c }=inf(A*α+α)(x) / x∊E }=min(A*α+α)(x) / x∊E }  ∀x∊E.

~ ~

~ ~
~ ~

Y como veremos a continuación en las transparencias siguientes , asociadas a estas implicaciones 
aparecen teoremas de representación de subconjuntos L-borrosos en función de α-cortes: 

 A = ∑(Aα·α)   A = ∏(A*α+α)     ∀A∊LE.   ( “∑“ representa el supremo y “∏“ el ínfimo en LE ).~ ~
α∊L-{0} α∊L-{1}
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 Para α∊L, sea α∊LE el subconjunto L-borroso constante de E tal que: 

α(x)=α      ∀X∈E

~
~

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes
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 Para α∊L, sea α∊LE el subconjunto L-borroso constante de E tal que: 

α(x)=α      ∀X∈E

~
~

Si M es una familia o un subconjunto ordinario de LE, ∑ M∊LE y ∏ M∊LE representarán  respectivamente, 

(si existen), su unión L-borrosa (supremo en LE) y su intersección L-borrosa (ínfimo en LE).

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes
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 Para α∊L, sea α∊LE el subconjunto L-borroso constante de E tal que: 

α(x)=α      ∀X∈E

~
~

Si M es una familia o un subconjunto ordinario de LE, ∑ M∊LE y ∏ M∊LE representarán  respectivamente, 

(si existen), su unión L-borrosa (supremo en LE) y su intersección L-borrosa (ínfimo en LE).

 Teorema. (De representación) 

Dados A∊LE y α∊L, si  Aα·α es el L-borroso tal que 

(Aα·α)(x)=[si A(x)≥α, α ; 

                              en otro caso, 0], 
entonces se verifica: 

A = ∑(Aα·α)     ∀A∊LE

~
~

~
α∊L-{0}

Es conocido el siguiente:

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes
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 Para α∊L, sea α∊LE el subconjunto L-borroso constante de E tal que: 

α(x)=α      ∀X∈E

~
~

Si M es una familia o un subconjunto ordinario de LE, ∑ M∊LE y ∏ M∊LE representarán  respectivamente, 

(si existen), su unión L-borrosa (supremo en LE) y su intersección L-borrosa (ínfimo en LE).

 Teorema. (De representación) 

Dados A∊LE y α∊L, si  Aα·α es el L-borroso tal que 

(Aα·α)(x)=[si A(x)≥α, α ; 

                              en otro caso, 0], 
entonces se verifica: 

A = ∑(Aα·α)     ∀A∊LE

~
~

~
α∊L-{0}

Es conocido el siguiente:
L = [0,1], E ⊆ R

A

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

(Véase por ejemplo) 
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 Para α∊L, sea α∊LE el subconjunto L-borroso constante de E tal que: 

α(x)=α      ∀X∈E

~
~

Si M es una familia o un subconjunto ordinario de LE, ∑ M∊LE y ∏ M∊LE representarán  respectivamente, 

(si existen), su unión L-borrosa (supremo en LE) y su intersección L-borrosa (ínfimo en LE).

 Teorema de representación II 

Dados A∊LE y α∊L, si  A*α+α es el L-borroso tal que 

(A*α+α)(x)=[si A(x)≤ α, α ; 

                              en otro caso, 1], 
entonces se verifica: 

A = ∏(A*α+α)     ∀A∊LE

~
~

~
α∊L-{1}

 Teorema. (De representación) 

Dados A∊LE y α∊L, si  Aα·α es el L-borroso tal que 

(Aα·α)(x)=[si A(x)≥α, α ; 

                              en otro caso, 0], 
entonces se verifica: 

A = ∑(Aα·α)     ∀A∊LE

~
~

~
α∊L-{0}

Es conocido el siguiente:

Existe una versión “dual” del teorema anterior:

L = [0,1], E ⊆ R

A

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

(Véase por ejemplo) 



(Véase por ejemplo) 
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 Para α∊L, sea α∊LE el subconjunto L-borroso constante de E tal que: 

α(x)=α      ∀X∈E

~
~

Si M es una familia o un subconjunto ordinario de LE, ∑ M∊LE y ∏ M∊LE representarán  respectivamente, 
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(Aα·α)(x)=[si A(x)≥α, α ; 

                              en otro caso, 0], 
entonces se verifica: 
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~
α∊L-{0}

Es conocido el siguiente:

Existe una versión “dual” del teorema anterior:

L = [0,1], E ⊆ R

L = [0,1], E ⊆ R

A

A

Representación de subconjuntos L-borrosos mediante α-cortes

(Véase por ejemplo) 
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Nota1. Para cada α∊L, α∊LE representa el L-borroso constante tal que α(x)=α ∀x∊E. 
 Si N es un nítido, (N(E)⊆{0,1}), (N·α)∊LE y (N+α)∊LE son los L-borrosos tales que 

 (N·α)(x)=[si x∊N, α ; en otro caso, 0] ∀x∊E. 
 (N+α)(x)=[si x∉N, α ; en otro caso, 1] ∀x∊E.

~ ~
~

~
~

~

Nota2. Si (Ak)k∊K representa una familia de l-borrosos Ak∊LE, entonces  ∑Ak ∊LE y  

∏Ak ∊LE representan respectivamente la unión (supremo) y la intersección (ínfimo) de  
esa familia en el retículo (LE, ≤, · , +). 

k∊K

k∊K
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 Teorema. (De representación) 

Dados A∊LE y α∊L, si  Aα·α es el L-borroso tal que (Aα·α)(x)=[si A(x)≥α, α ; en otro caso, 0], 
entonces se verifica: 

A = ∑(Aα·α)     ∀A∊LE

~

~

~

α∊L-{0}

Nota1. Para cada α∊L, α∊LE representa el L-borroso constante tal que α(x)=α ∀x∊E. 
 Si N es un nítido, (N(E)⊆{0,1}), (N·α)∊LE y (N+α)∊LE son los L-borrosos tales que 

 (N·α)(x)=[si x∊N, α ; en otro caso, 0] ∀x∊E. 
 (N+α)(x)=[si x∉N, α ; en otro caso, 1] ∀x∊E.

~ ~
~

~
~

~

Nota2. Si (Ak)k∊K representa una familia de l-borrosos Ak∊LE, entonces  ∑Ak ∊LE y  

∏Ak ∊LE representan respectivamente la unión (supremo) y la intersección (ínfimo) de  
esa familia en el retículo (LE, ≤, · , +). 

k∊K

k∊K



Por otra parte, sea x∊E. Si A(x)=0 evidentemente A(x)≤(∑(Aα·α))(x); y si A(x)>0 

entonces A(x)∊L-{0} y (AA(x)·A(x))(y)=[si A(y)≥A(x), A(x) ; en otro caso, 0], luego 

(AA(x)·A(x))(x)=A(x). En consecuencia, A(x)≤(∑(Aα·α))(x) ∀x∊E, es decir A ≤ ∑(Aα·α).∎

~
~

~ ~ ~

α∊L-{0}

α∊L-{0} α∊L-{0}
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 Teorema. (De representación) 

Dados A∊LE y α∊L, si  Aα·α es el L-borroso tal que (Aα·α)(x)=[si A(x)≥α, α ; en otro caso, 0], 
entonces se verifica: 

A = ∑(Aα·α)     ∀A∊LE

~

~

~

α∊L-{0}

Demostración. Sea x∊E y α>0. Si A(x)≥α entonces (Aα·α)(x)=α ≤ A(x) y si A(z)≱α 

entonces (Aα·α)(z)=0 ≤ A(z), luego Aα·α ≤ A  ∀α∊L-{0} y  ∑(Aα·α) ≤ A.
α∊L-{0}

~ ~
~

~

Nota1. Para cada α∊L, α∊LE representa el L-borroso constante tal que α(x)=α ∀x∊E. 
 Si N es un nítido, (N(E)⊆{0,1}), (N·α)∊LE y (N+α)∊LE son los L-borrosos tales que 

 (N·α)(x)=[si x∊N, α ; en otro caso, 0] ∀x∊E. 
 (N+α)(x)=[si x∉N, α ; en otro caso, 1] ∀x∊E.

~ ~
~

~
~

~

Nota2. Si (Ak)k∊K representa una familia de l-borrosos Ak∊LE, entonces  ∑Ak ∊LE y  

∏Ak ∊LE representan respectivamente la unión (supremo) y la intersección (ínfimo) de  
esa familia en el retículo (LE, ≤, · , +). 

k∊K

k∊K

(Continúa)
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 Teorema. (De representación II) 

Dados A∊LE y α∊L, si  A*α+α es el L-borroso tal que (A*α+α)(x)=[si A(x)≤ α, α ; en otro caso, 1], 
entonces se verifica: 

A = ∏(A*α+α)     ∀A∊LE

~

~

~

α∊L-{1}

(Continuación)
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Por otra parte, sea x∊E. Si A(x)=1 evidentemente(∏(A*α+α))(x)≤A(x)  ; y si A(x)<1 

entonces A(x)∊L-{1} y (A*
A(x)+A(x))(y)=[si A(y)≤A(x), A(x) ; en otro caso, 1], luego 

A(x)=(A*A(x)+A(x))(x). En consecuencia,(∏(A*α+α))(x)≤ A(x)∀x∊E, es decir ∏(A*α+α)≤ A.∎

~
~

~ ~ ~

α∊L-{0}

α∊L-{1} α∊L-{1}

 Teorema. (De representación II) 

Dados A∊LE y α∊L, si  A*α+α es el L-borroso tal que (A*α+α)(x)=[si A(x)≤ α, α ; en otro caso, 1], 
entonces se verifica: 

A = ∏(A*α+α)     ∀A∊LE

~

~

~

α∊L-{1}

Demostración. Sea x∊E y α>0. Si A(x)≤α entonces (A*α+α)(x)=α ≥ A(x) y si A(z)≰α 

entonces (A*α+α)(z)=1 ≥ A(z), luego A ≤ A*α+α  ∀α∊L-{1} y  A ≤ ∏(A*α+α).
α∊L-{1}

~ ~
~

~

(Continuación)



 Proposición. Se verifica: 
(1)  (A ≤ B)⇔[(Aα ⊆ Bα) ∀α∊L]⇔[(A*α ⊆ B*α) ∀α∊L].
(2) [∀(A,B)∊(LE)2]& (∀α∊L) se verifica: (A·B)α=(Aα ∩ Bα) , (A+B)*α=(A*α ∪ B*α) , 

(3)  (Aα ∪ Bα) ⊆(A+B)α ,(A·B)*α ⊆ (A*α∩ B*α ) ( estas dos últimas también igualdades:  (Aα ∪ Bα )=(A+B)α ,

(A*α ∩ B*α)=(A·B)*α  si uno de los elementos A ó B es nítido o si el retículo  L es una cadena).
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 Proposición. Se verifica: 
(1)  (A ≤ B)⇔[(Aα ⊆ Bα) ∀α∊L]⇔[(A*α ⊆ B*α) ∀α∊L].
(2) [∀(A,B)∊(LE)2]& (∀α∊L) se verifica: (A·B)α=(Aα ∩ Bα) , (A+B)*α=(A*α ∪ B*α) , 

(3)  (Aα ∪ Bα) ⊆(A+B)α ,(A·B)*α ⊆ (A*α∩ B*α ) ( estas dos últimas también igualdades:  (Aα ∪ Bα )=(A+B)α ,

(A*α ∩ B*α)=(A·B)*α  si uno de los elementos A ó B es nítido o si el retículo  L es una cadena).

Demostración.(1)Si (A ≤ B) entonces, ∀α∊L: [(A(x)≥α)⇒B(x)≥α)]&[(B(x)≤α)⇒(A(x)≤α)],  
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(3)(A≤A+B)&(B≤A+B)⇒ (Aα ∪ Bα)⊆(A+B)α ∀α∊L.  (A·B ≤ A)&(A·B ≤ B)⇒ (A·B)*α⊆(A*α ∩ B*α) ∀α∊L. 
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También, si A es nítido, para α=1: (A*1 ∩ B*1)=∅∩∅=∅=(A·B)*1. Si α<1 y si x∊(A*α ∩ B*α) entonces 

A(x)=A*α(x)=1 y B(x)≰α, luego (A·B)(x)=A(x)·B(x)=1·B(x)= B(x)≰α, que prueba que x∊(A·B)*α .
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Ejemplo de familias de α-cortes y 
teoremas de representación para 
subconjuntos L-borrosos valorados en 
conjuntos L parcialmente ordenados
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n

v r

b

Retículo con negación fuerte: 
((L, ≤, ·, +, b, n), ’ ),  α’= αc  ∀α∈ L  
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E

A: E→ L

n

v r

b

Retículo con negación fuerte: 
((L, ≤, ·, +, b, n), ’ ),  α’= αc  ∀α∈ L  

Subconjunto L-borroso A de E

E ⊆ R2

A

Ejemplo:
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E

A: E→ L

n

v r

b

Retículo con negación fuerte: 
((L, ≤, ·, +, b, n), ’ ),  α’= αc  ∀α∈ L  

Subconjunto L-borroso A de E

E ⊆ R2

A
E A’

Ejemplo:



(∀A:  Ab = E)
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E

A: E→ L

n

v r

b

Retículo con negación fuerte: 
((L, ≤, ·, +, b, n), ’ ),  α’= αc  ∀α∈ L  

Subconjunto L-borroso A de E

E ⊆ R2

A
E A’

E
Av

E

Ar

E

An

Familia de α-cortes
(Aα)α∈L-{b}

Aα = { x∈E / A(x) ≥ α }

Ejemplo:



(∀A:  A*n = ∅ )

(∀A:  Ab = E)
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A: E→ L

n

v r

b

Retículo con negación fuerte: 
((L, ≤, ·, +, b, n), ’ ),  α’= αc  ∀α∈ L  

Subconjunto L-borroso A de E

E ⊆ R2

 (*) Véase la observación hecha en la Definición2 de una
 trasparencia anterior.

A
E A’

E
Av

E

Ar

E

An

Familia de α-cortes
(Aα)α∈L-{b}

Aα = { x∈E / A(x) ≥ α }

Familia de α-cortes “estrictos“ (*)

(A*α)α∈L-{n}

A*α = { x∈E / A(x) ≤ α } 

E

A*v

E

A*b

E A*r

/

Ejemplo:



 58

E

A: E→ L
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E
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E
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~ ~ ~

~ ~ ~

A = (A*b+b)·(A*v+v)·(A*r+r)

r
EE

v
E

b

~ ~ ~

~ ~ ~

 (*) Véase la observación hecha en la Definición2 de una
 trasparencia anterior.

A
E A’

E
Av

E

Ar

E

An

Familia de α-cortes
(Aα)α∈L-{b}

Aα = { x∈E / A(x) ≥ α }

Familia de α-cortes “estrictos“ (*)

(A*α)α∈L-{n}

A*α = { x∈E / A(x) ≤ α } 

E

A*v

E

A*b

E A*r

/

Ejemplo:



 59

Uninormas y nulnormas en retículos. 
Su interpretación como intersecciones y  
uniones entre subconjuntos borrosos

0. Preliminares 



Las t-NORMAS  en ([0,1],≤) como generadores de intersección entre borrosos 

Funciones T: [0,1] x [0,1] → [0,1] que cumplen:  

• Conmutatividad:  T(x,y) = T(y,x)     ∀ x, y ∈ [0,1]  
   

• Asociatividad : T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z)     ∀ x, y, z ∈ [0,1]  
   

• El elemento máximo 1 como elemento neutro:  T(x,1) = x     ∀ x ∈ [0,1]  
   

• Monotonía creciente: si x ≤ y entonces T(x,z) ≤ T(y,z)  ∀ x, y, z ∈ [0,1] 

( Las t-CONORMAS  como “operadores duales”: son t-normas para el orden 

 dual  ≤d≡≥   en [0,1], dónde aparecerá “0” como elemento neutro). 
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Sus “duales las t-conormas como generadores de unión entre borrosos
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u-unión borrosa:  
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     Generalizaciones:
Las UNINORMAS: Funciones U: [0,1] x [0,1] → [0,1] que cumplen:  

• Conmutatividad:  U(x,y) = U(y,x)     ∀ x, y ∈ [0,1]  
   

• Asociatividad :U(x,U(y,z)) = U(U(x,y),z)     ∀ x, y, z ∈ [0,1]  
   

• Existencia de elemento neutro e ∈ [0,1]:  U(x,e) = x     ∀ x ∈ [0,1]  
   

• Monotonía creciente: si x ≤ y entonces U(x,z) ≤ U(y,z)     ∀ x, y, z ∈ [0,1]  
  

YAGER, R. R. & RYBALOV, A. (1996). Uninorm aggregation operators. Fuzzy Sets and
Systems 80:111- 120.
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Uninorma1
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• Asociatividad :N(x,N(y,z)) = N(N(x,y),z)     ∀ x, y, z ∈ [0,1]  
   

• Existencia de elemento absorbente k ∈ [0,1]:  N(x,k) = k     ∀ x ∈ [0,1]  y 

              ( N(o,x) = x  si x ≤ k) & ( N(1,x) = x  si x ≥ k). 
   

• Monótona creciente: si x ≤ y entonces N(x,z) ≤ N(y,z)    ∀ x, y, z ∈ [0,1]  
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En Lógica Borrosa, las uninormas y las nulnormas son operadores de agregación situados 
entre la unión y la intersección y son en algunas ocasiones alternativas a éstas. Si además 
son operadores idempotentes, generan relaciones de orden que a su vez pueden considerarse 
alternativas a la inclusión. 
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Algunas uninormas y sus operadores residuo como 
alternativa a las definiciones de uniones e intersecciones 
entre subconjuntos borrosos
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Hay alternativas para las definiciones de 
las leyes “intersección” y “unión” borrosas,  
utilizando normas T, conormas C, uninormas,…:

(A. B)(x) = T(A(x), B(x))  
(A + B)(x) = C(A(x), B(x))  ∀x∊E,  ∀(A,B)∊ LExLE .

T

C
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La aplicación ·u : [0,1]2 → [0,1]   con u=1/2, es uninorma  

conjuntiva en [0,1] con elemento neutro 1-u=1/2. 
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La aplicación ·u : [0,1]2 → [0,1]   con u=1/2, es uninorma  

conjuntiva en [0,1] con elemento neutro 1-u=1/2. 

A ·u B

(Nota. Aquí, ·, + y -  representan las operaciones usuales 
producto, suma y diferencia en [0,1]).



(A +u B)(x) =1 si  (A(x), B(x))∊{(0,1), (1,0)}

 (A +u B)(x) = (A .u B)(x)  en otro caso 
                  (Uninorma disyuntiva)

A +u B = 1-[(1-A) .u (1- B)]

 62

A+u B

La aplicación ·u : [0,1]2 → [0,1]   con u=1/2, es uninorma  

conjuntiva en [0,1] con elemento neutro 1-u=1/2. 

A ·u B

Utilizando la negación de Zadeh:

(Nota. Aquí, ·, + y -  representan las operaciones usuales 
producto, suma y diferencia en [0,1]).
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a *u b = 

(1-u)·a·b +u·(1-a)·(1-b) 

(1-u)·a·b____________________________          en otro caso,

                 0                 si (a,b)∊ {(0,1), (1,0)}{
Si u∊]0,1[, sea *u  la aplicación *u:[0,1]2 →[0,1] tal que:

es una uninorma conjuntiva en [0,1] con elemento neutro u.
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a *u b = 

(1-u)·a·b +u·(1-a)·(1-b) 

(1-u)·a·b____________________________          en otro caso,

                 0                 si (a,b)∊ {(0,1), (1,0)}{
Si u∊]0,1[, sea *u  la aplicación *u:[0,1]2 →[0,1] tal que:

es una uninorma conjuntiva en [0,1] con elemento neutro u.

a +u b = 

u·a·b +(1-u)·(1-a)·(1-b) 

u·a·b____________________________          en otro caso,

                 1                 si (a,b)∊ {(0,1), (1,0)}{
 Y la ley asociada a la negación de Zadeh y a esa uninorma tal que a +u b =1-[(1-a) *u(1- b)] viene dada por:

que también es una uninorma en [0,1], (ahora disyuntiva), con elemento neutro 1-u.
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a *u b = 

(1-u)·a·b +u·(1-a)·(1-b) 

(1-u)·a·b____________________________          en otro caso,

                 0                 si (a,b)∊ {(0,1), (1,0)}{
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u·a·b____________________________          en otro caso,
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 Y la ley asociada a la negación de Zadeh y a esa uninorma tal que a +u b =1-[(1-a) *u(1- b)] viene dada por:

que también es una uninorma en [0,1], (ahora disyuntiva), con elemento neutro 1-u.

a → u b = [(1-a )+u b], es decir:

a → u b =  = 

u·(1-a)·b +(1-u)·a·(1-b) 

u·(1-a)·b____________________________          en otro caso

                 1                 si (a,b)∊ {(0,0), (1,1)}{

 El residuo → u de  una ley  *u ,(es este caso uninorma), viene dado por: 

                                                           a → u b =sup{x / a *u x ≤ b }, 

 En este caso, el residuo → u está relacionado con  la  negación y con la ley +u mediante la expresión:
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                 1                 si (a,b)∊ {(0,0), (1,1)}{

 El residuo → u de  una ley  *u ,(es este caso uninorma), viene dado por: 

                                                           a → u b =sup{x / a *u x ≤ b }, 

 En este caso, el residuo → u está relacionado con  la  negación y con la ley +u mediante la expresión:

Nota: 

El elemento neutro u 
tal que u *u b = b   ∀b, 
también verifica:  

  u → u b = b  ∀b.
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(A *u B)(x) =A(x) *u B(x) = 

(1-u)·A(x)·B(x) +u·(1-A(x))·(1-B(x)) 

(1-u)·A(x)·B(x)_________________________________________          en otro caso.

                      0                    si (A(x),B(x))∊ {(0,1), (1,0)}{
Sea u∊]0,1[ y sea el referencial X. La extensión *u:[0,1]Xx[0,1]X→[0,1]X

 de la aplicación anterior *u  a subconjuntos 

borrosos A,B,… de X es tal que (A *u B)∊[0,1]X es el subconjunto borroso definido para cada x∊X por:

Es una uninorma conjuntiva, (tipo intersección), en [0,1]X con elemento neutro U∊[0,1]X tal que U(x)=u  ∀x∊X. 



 64

(A *u B)(x) =A(x) *u B(x) = 
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La ley +u asociada a la negación de Zadeh y a esa uninorma es tal que (A +u B)(x) =1-[(1-A(x)) *u(1- B(x))]  y viene dada 

por:

que también es una uninorma en [0,1], (ahora disyuntiva, tipo unión), con elemento neutro 1-u.
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0

1

X

F

*0.7-Flat Set F

·
A

0.7

(Son borrosos que, como  
elementos estructurantes, 
  pueden jugar el mismo papel   
que los flat-sets(*) tienen en el 
 diseño de filtros morfológicos  
en imágenes con tonos de gris). 

(*) (Véase transparencia 67) 
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F

F *0.7 A=A *0.7 F

· A
0.7

(Son borrosos que, como  
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(A → u B)(x) =A(x) → u B(x) = 

u·(1-A(x))·B(x)) +(1-u)·A(x)·(1-B(x)) 

u·(1-A(x))·B(x)_________________________________________          en otro caso.

                      1                    si (A(x),B(x))∊ {(0,0), (1,1)}{
La extensión  → u:[0,1]Xx[0,1]X→[0,1]X

 del residuo  → u:[0,1]2 →[0,1] es tal que (A → u B)∊[0,1]X es el subconjunto borroso 

definido para cada x∊X por:

Y es tal que A → u B = [(1-A )+u B].
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*0.7-Flat Set F
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F → 0.7 A

· A
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F → 0.7 A

· A

Nota. Para las “intersecciones borrosas” en X asociadas a cualquier t-norma T:[0,1]x[0,1]→[0,1], 

se verifica: (F es “T-flat” set)⇔(F es“crisp set”), es decir, son los F∊[0,1]X tales que F(X)⊆{0,1}:

0

1

X

F

(T-Flat Set F)=(Crisp Set F)

·
A
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Ejemplo de efectos de las operaciones de familias de uninormas  (*u)u∈[0,1] y (+u)u∈[0,1]     



A
B

 66

KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)KER(A)≠∅, KER(B)≠∅



A
B

U∊]0,1[

 66

KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)KER(A)≠∅, KER(B)≠∅



KER(A) ∪KER(B)

A
B

A
B

SUPP(A) ∩ SUPP(B)

U∊]0,1[

 66

A*sopB= SUPP(A) ∩ SUPP(B) A*KERB= KER(A) ∪ KER(B) KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)KER(A)≠∅, KER(B)≠∅



A *0.99 B

BA

A *0.9 B

BA

A *0.8 B

BA

A B

A *0.999 B

A *0.7 B

A
B

A *0.6 B

A

B

A *0.5 B

A B

A *0.4 B

A
B

A *0.001 B

A B

A *0.1 B

A
B

A *0.2 B

A

B

A *0.3 B

A
B

KER(A) ∪KER(B)

A
B

A
B

SUPP(A) ∩ SUPP(B)

U∊]0,1[

 66

A*sopB= SUPP(A) ∩ SUPP(B) A*KERB= KER(A) ∪ KER(B) KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)KER(A)≠∅, KER(B)≠∅



A *0.99 B

BA

A *0.9 B

BA

A *0.8 B

BA

A B

A *0.999 B

A *0.7 B

A
B

A *0.6 B

A

B

A *0.5 B

A B

A *0.4 B

A
B

A *0.001 B

A B

A *0.1 B

A
B

A *0.2 B

A

B

A *0.3 B

A
B

KER(A) ∪KER(B)

A
B

A +0.001 B A +0.01 B A +0.1 B

A +0.2 B
A +0.3 B A +0.4 B A +0.5 B

A +0.6 B A +0.7 B A +0.8 B A +0.9 B

A +0.999 B

A
B

SUPP(A) ∩ SUPP(B)

U∊]0,1[

 66

A*sopB= SUPP(A) ∩ SUPP(B) A*KERB= KER(A) ∪ KER(B) KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)KER(A)≠∅, KER(B)≠∅



SUPP(A) ∩SUPP(B)A *u B=
U → 1Lim A +v B. ?

v → 0
Lim=

KER(A) ∪ KER(B)A *u B=
u→ 0
Lim A +v B. ?

v → 1
Lim=

A *0.99 B

BA

A *0.9 B

BA

A *0.8 B

BA

A B

A *0.999 B

A *0.7 B

A
B

A *0.6 B

A

B

A *0.5 B

A B

A *0.4 B

A
B

A *0.001 B

A B

A *0.1 B

A
B

A *0.2 B

A

B

A *0.3 B

A
B

KER(A) ∪KER(B)

A
B

A +0.001 B A +0.01 B A +0.1 B

A +0.2 B
A +0.3 B A +0.4 B A +0.5 B

A +0.6 B A +0.7 B A +0.8 B A +0.9 B

A +0.999 B

A
B

SUPP(A) ∩ SUPP(B)

U∊]0,1[

 66

A *u B=
U → 1Lim

A +v B
v → 0
Lim=

A *u B=
u→ 0

Lim

A +v B
v → 1
Lim=

?

?

?

?

A*sopB= SUPP(A) ∩ SUPP(B) A*KERB= KER(A) ∪ KER(B) KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)KER(A)≠∅, KER(B)≠∅

Conjetura:

¡Una cuestión abierta!



 67

Morfología Matemática

0. Preliminares 



B

B

A

A

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

 67

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A¿Fundamentos?

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Imagen B

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A¿Fundamentos?

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

?

 67

Imagen B?

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A¿Fundamentos?

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Imagen B

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A¿Fundamentos?

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado: simplificación para 
 obtener una imagen útil centrada 

 en el punto de interés y 
prescindir de lo secundario… 

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A¿Fundamentos?

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

¿La simplificación  
como una “perspectiva”?

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A¿Fundamentos?

Imagen 
estructurante R1:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Uff,  
¡ Demasiada 

 teoría…!

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Uff,  
¡ Demasiada 

 teoría…!

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Uff,  
¡ Demasiada 

 teoría…!

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Uff,  
¡ Demasiada 

 teoría…!

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

Imagen 
estructurante R2:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Origen: Estudio de la estructura en imágenes 
 obtenidas de medios porosos (1964-68).   
G. Matheron y  J. Serra. (École National  
Supérieure de Mines de Paris. Fontaineblau). 

Imagen A Filtrado de A  
mediante R2

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Los procesos de “entender” una imagen, o conseguir que sea “útil”  
en un contexto determinado etc., consisten en efectuar  
simplificaciones de la misma… 

Uff,  
¡ Demasiada 

 teoría…!

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

Imagen 
estructurante R2:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Imagen A Filtrado de A  
mediante R2

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1

Morfología Matemática (MM) como herramienta para el Tratamiento de Imágenes



La percepción de una imagen 
 es una actividad compleja… 

A ⊆ B

A ≤ B

B

B

A

A

Imagen 
estructurante R1:

Imagen 
estructurante R2:

El modelo en Morfología Matemática 
  para efectuar esta simplificación: 

Imagen A Filtrado de A  
mediante R2

A, B,… imágenes  del plano A,B,…: R2 → L  

o imágenes dígitalizadas A,B,…: Z2→ L.

con el orden  A ≤ B ⇔ A ⊆ B en el caso L=2,  
o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

 67

Filtrado de A  
mediante R1f: LZ2

 → LZ2
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 imágenes: A → f(A).
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Operador EROSIÓN de imágenes A⊆𝐙2  

mediante la imagen estructurante  R⊆𝐙2: 

𝞮R(A)={x∈𝐙2/ Rx⊆A} (imágenes binarias). 
 (Rx es el trasladado de R por x). 
Para imágenes A y B con tonos de gris: 
𝞮R(A)(x)=inf{A(x+y)-B(y) / y∈Dom(B)}.

Operador DILATACIÓN  
 𝞭R(A)={x∈𝐙2/ Rx∩A ≠∅} (imágenes binarias). 
 Y para imágenes con tonos de gris:  
𝞭R(A)(x)=sup{{A(x+y)+B(y) / y∈Dom(B)}.
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Filtros iniciales:  APERTURA  𝛾R=𝞭Ř∘𝞮R  y  
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[(x ≤ y)⇒(f(x) ≤ f(y))] & [f2(x)=f(x) ∀x∈L]
El filtro f: L →L es una apertura si:  (x ≤ f(x) ∀x∈L), y es un cierre si: (f(x) ≤ x ∀x∈L).
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mediante la imagen estructurante  R⊆𝐙2: 

𝞮R(A)={x∈𝐙2/ Rx⊆A} (imágenes binarias). 
 (Rx es el trasladado de R por x). 
Para imágenes A y B con tonos de gris: 
𝞮R(A)(x)=inf{A(x+y)-B(y) / y∈Dom(B)}.

Operador DILATACIÓN  
 𝞭R(A)={x∈𝐙2/ Rx∩A ≠∅} (imágenes binarias). 
 Y para imágenes con tonos de gris:  
𝞭R(A)(x)=sup{{A(x+y)+B(y) / y∈Dom(B)}.
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o  A ≤ B ⇔A(x) ≤ B(x) para todo x en el caso L={0,1,…,255 }. 

( LZ2, ≤) retículo distributivo de imágenes A,B,…

El conjunto de filtros morfológicos  f, g,… es un retículo (LZ2, ≼) 

 distributivo con el orden  f ≼ g ⇔ f(A) ≤ g(A) para toda imagen A.
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 (Rx es el trasladado de R por x). 
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𝛿R(A)(x)=sup{A(x) / y∈F, R(x,y)=e}  ∀x∈E 

(e∈L es el elemento neutro de *)
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¿Morfología Matemática 
y Big Data?

¿Aplicación de operadores morfológicos 
en contextos distintos al de imágenes?
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En estel caso, las redes son relaciones L-borrosas  Q∈LUXU  
y la erosión y dilatación  mediante R vienen dadas por: 
𝜀R(Q)(x,z)=inf{Rop(x,y)↝*Q(y,z) / y∈U}  ∀(x,z)∈UXU 
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Si la relación estructurante R∈LUXU es un 
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(e∈L es el elemento neutro de *)
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática.

Conclusiones y algunas cuestiones

1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.
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       Morfología Matemática. 
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(w, f, g) ∈ (LZ2)(LZ2)X (LZ2)(LZ2)X (LZ2)(LZ2)

Orden de actividad 
 (Activity Ordering) 

⇔

Órdenes de Actividad 

Morfología Matemática 
 Borrosa

Los filtros  que  las transforman son operadores f, g,…, sobre 
el retículo  LZ2 

 de imágenes: A → f(A), A → g(A), etc
Orden entre filtros:  (f ≼ g ) ⇔ (f(A) ≤ g(A) ∀A), junto con las  

operaciones de retículo  f⋏g, f⋎g.

Morfología Matemática: Herramienta para el Tratamiento de 
imágenes digitalizadas  mediante operadores morfológicos sobre la 
clase de los subconjuntos A, B,… de Z2, (las imágenes); con el orden 

inclusión  A ≤ B y las operaciones de retículo A∧B, A∨B asociadas. 

                                      en el contexto de la Morfología Matemática. (Una 

relación adicional ⊑w entre  filtros morfológicos).

 (g⋏w ≼ f ≼ g⋎w)(g⋏w ≼ f⋏w)& (f⋎w ≼ g⋎w)
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 =  (f⋎g)⋏[w⋎(f⋏g)] = (f⋏g)⋎(f⋏w)⋎(g⋏w) = (f⋎g)⋏(f⋎w)⋏(g⋎w).

  En general, para el orden ⊑w únicamente se asegura la existencia 

   del ínfimo f ⨅wg, relacionado con los anteriores por: 

       f ⨅wg =  (f⋏g)⋎[w⋏(f⋎g)]         (Inf-semiretículo ((Lℤ2)(Lℤ2)
, ⊑w, ⨅w).

 (g⋏w ≼ f ≼ g⋎w)
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f⋏g
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=Mediana(f , g, w)=Centro(f , g, w)

f⋎g

f⋏g ≼ f ⨅wg ≼ f⋎g
    (En lógica borrosa: 

⨅w  es Una agregación 

 en (Lℤ2
, ≼)).

g
f

f⋏g ≼ f ⊔wg ≼ f⋎g (⊔w es agregación en (Lℤ2
, ≼))w

1

0

f ⊔wg

g1 ⊑1 f1

El supremo existe únicamente para 
operadores W tales que W( Lℤ2 ) ⊆ {0,1}

Lℤ2

Lℤ2

f ⊔wg = f ⨅wcg

Órdenes de Actividad 

Morfología Matemática 
 Borrosa

f ≼ g

(Caso no relevante en Morfología Matemática, 
pero fundamental en este trabajo)

Retículo de operadores (Lℤ2, ≼, ⋏,⋎)  

Inf-semiretículo de operadores (Lℤ2, ⊑w)  

El orden usual como  caso particular de los órdenes de actividad ⊑0 y ⊑1:

Existe el ínfimo f ⨅wg 
 en (Lℤ2

, ⊑w) para 
todo par (f ,g):

 =  (f⋎g)⋏[w⋎(f⋏g)] = (f⋏g)⋎(f⋏w)⋎(g⋏w) = (f⋎g)⋏(f⋎w)⋏(g⋎w).

  En general, para el orden ⊑w únicamente se asegura la existencia 

   del ínfimo f ⨅wg, relacionado con los anteriores por: 

       f ⨅wg =  (f⋏g)⋎[w⋏(f⋎g)]         (Inf-semiretículo ((Lℤ2)(Lℤ2)
, ⊑w, ⨅w).

 (g⋏w ≼ f ≼ g⋎w)

Aunque en algunos casos  
existe el supremo f ⊔wg :
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 (g⋏w ≼ f ≼ g⋎w)

Contemplaremos ahora 
 ⨅w y ⊔w  como intersección  
y unión con “perspectiva”:

Aunque en algunos casos  
existe el supremo f ⊔wg :
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 f ⊑w g
(w, f, g) ∈ (LZ2)(LZ2)X (LZ2)(LZ2)X (LZ2)(LZ2)

⇔

Órdenes de Actividad 

Morfología Matemática 
 Borrosa

Aquí consideraremos los órdenes de actividad en contextos más generales, no necesariamente 
asociados a imágenes, interpretándolos , en primer lugar, como “inclusiones alternativas 
entre subconjuntos”, (ordinarios o borrosos) y después,  como una herramienta para 
proporcionar “contenido al  conjunto vacío”.Tal como veremos, ese contenido será un 
subconjunto distinguido W, (nítido o borroso), de un referencial cuyos elementos se 
interpretan como irrelevantes, o no deseados, perjudiciales, de medida nula,… 
Y los de su complementario Wc ( si existe), como valiosos, esperados, beneficiosos,… 
(Aunque se puede intercambiar esas interpretaciones de los elementos de W y Wc). 

 (g⋏w ≼ f ≼ g⋎w)



Interpretación de algunos resultados  que relacionan 
los conceptos: 

    Orden de Actividad 
              Uninormas y Nulnormas 

    Diferencia Simétrica
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Teorema.  
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Teorema.  

(Constituye una de las partes básicas de este trabajo).  
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Si (L, ≤ , ·, +) es un retículo y si w∈L, se verifica: 
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Si (L, ≤ , ·, +) es un retículo y si w∈L, se verifica: 

 1. la relación ⊑w tal que 

                                     (x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)], 

     es un preorden. Si L es distributivo es un orden (orden de actividad)  y en este 

caso (L, ⊑w ,⨅w ,w) es un inf-semiretículo  acotado en el que el operador  ínfimo  ⨅w 

viene dado por x⨅wy=x·y+w·(x+y)  ∀(x,y)∈L2, y en el que w es el elemento mínimo.
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3. Si L es distributivo y acotado y w∈L es complementado con complemento wc, entonces ⨅w es 
 también una uninorma idempotente en el retículo (L, ≤ , ·, +, 0, 1). 

     Además, el inf-semiretículo (L, ⊑w ,⨅w ,W) resulta ser un retículo distributivo y acotado 

     (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) con elemento máximo wc en el que el operador sup ⊔w asociado al 

     orden ⊑w  está definida por.  x ⊔wy=x ⨅wcy=x·y+wc·(x+y)    ∀(x,y)∈L2. 

     En consecuencia, ⊔w es también una nulnorma y una uninorma en (L, ≤ , ·, +, 0, 1). Retículo
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 complementado tal que wc=w’, entonces la relación de orden ⊑w puede expresarse 

 mediante el operador diferencia simétrica ∆: 

(x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w ). 

    dónde x∆w=x·wc+x’·w  ∀x∈L.  

    En este caso, ‘:L→L también es negación fuerte en (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) y  

   la aplicación  𝜑w(x)= x∆w ∀x∈L es un isomorfismo entre las álgebras  

                             ((L, ≤ , ·, +, 0, 1),’) y ((L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc),’)
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Demostración. 
1. Sea (L, ≤ , ·, +) un retículo y sean x∈L , w∈L, se verifica: 
[(x·w)≤ x ≤ (x+w)], es decir (x⊑wx) que prueba que la relación  ⊑w es reflexiva.

(Sobre el teorema básico de la transparencia anterior)
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Demostración. 
1. Sea (L, ≤ , ·, +) un retículo y sean x∈L , w∈L, se verifica: 
[(x·w)≤ x ≤ (x+w)], es decir (x⊑wx) que prueba que la relación  ⊑w es reflexiva.

Supongamos ahora que  x⊑wy⊑wz. Es decir: [(y·w)≤ x ≤ (y+w)]&[(z·w)≤ y ≤ (z+w)], luego 
[(z·w)≤ (y·w) ≤ x]&[x ≤ (y+w) ≤ (z+w)] y finalmente [(z·w)≤ x ≤ (z+w)]⇔(x⊑wz), que demuestra 

que  la relación ⊑w es transitiva. Resultado que completa la demostración de que es un preoden. 

(Sobre el teorema básico de la transparencia anterior)
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[(z·w)≤ (y·w) ≤ x]&[x ≤ (y+w) ≤ (z+w)] y finalmente [(z·w)≤ x ≤ (z+w)]⇔(x⊑wz), que demuestra 

que  la relación ⊑w es transitiva. Resultado que completa la demostración de que es un preoden. 
Sea L es un retículo distributivo. Demostremos que la relación ⊑w es antisimétrica.  
Supongamos que se verifica    (x⊑wy)&(y⊑wx). Es equivalente a [(y·w)≤ x ≤ (y+w)]&[(x·w)≤ y ≤ (x+w)],  
es decir [(y·w)≤ (x·w)]&[(x·w)≤ (y·w)]& [(x+w)≤ (y+w)]&[(y+w)≤ (x+w)], de donde se deduce que 
[(x·w)= (y·w)]&[(x+w)= (y+w)]. Luego y=y·(w+x)=y·w+y·x=x·w+y·x =x·(y+w)=x·(x*w)=x, 
que prueba que es antisimétrica y que  junto con los resultados anteriores concluimos que es una relación 
de orden. 

(Sobre el teorema básico de la transparencia anterior)
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Demostración. 
1. Sea (L, ≤ , ·, +) un retículo y sean x∈L , w∈L, se verifica: 
[(x·w)≤ x ≤ (x+w)], es decir (x⊑wx) que prueba que la relación  ⊑w es reflexiva.

Supongamos ahora que  x⊑wy⊑wz. Es decir: [(y·w)≤ x ≤ (y+w)]&[(z·w)≤ y ≤ (z+w)], luego 
[(z·w)≤ (y·w) ≤ x]&[x ≤ (y+w) ≤ (z+w)] y finalmente [(z·w)≤ x ≤ (z+w)]⇔(x⊑wz), que demuestra 

que  la relación ⊑w es transitiva. Resultado que completa la demostración de que es un preoden. 
Sea L es un retículo distributivo. Demostremos que la relación ⊑w es antisimétrica.  
Supongamos que se verifica    (x⊑wy)&(y⊑wx). Es equivalente a [(y·w)≤ x ≤ (y+w)]&[(x·w)≤ y ≤ (x+w)],  
es decir [(y·w)≤ (x·w)]&[(x·w)≤ (y·w)]& [(x+w)≤ (y+w)]&[(y+w)≤ (x+w)], de donde se deduce que 
[(x·w)= (y·w)]&[(x+w)= (y+w)]. Luego y=y·(w+x)=y·w+y·x=x·w+y·x =x·(y+w)=x·(x*w)=x, 
que prueba que es antisimétrica y que  junto con los resultados anteriores concluimos que es una relación 
de orden. 
Demostremos que si (L,≤) es distributivo,  (L, ⊑w) es un inf-semiretículo. Sea ⨅w el operador tal que 

x⨅wy=(x·y+w·(x+y)). Es evidentemente idempotente: x⨅wx=x ∀x∊L. Demostremos que x⨅wy es un 

minorante de {x,y} en (L, ⊑w): 

Se verifica que w·x ≤ x·y+w·(x+y)= x⨅wy. Por otra parte, x⨅wy= x·y+w·(x+y)≤ x+w, es decir 

 w·x ≤ x⨅wy ≤ w+x, que es equivalente a (x⨅wy)⊑wx. 

Por simetría, este razonamiento también demuestra que (x⨅wy)⊑wy. Luego x⨅wy es un minorante en 

 (L, ⊑w) del conjunto {x,y}. Sea s∈L otro minorante en (L, ⊑w): (s⊑wx)&(s⊑wy). Demostremos que 

s⊑w(x⨅wy). Por hipótesis, (w·x ≤ s ≤ w+x)&(w·y ≤ s ≤ w+y), luego  

(x⨅wy)·w=[x·y+w·(x+y)]·w=x·y·w+w·(x+y)=w·(x+y)= w·x+w·y ≤ s+s=s. 

Por otra parte, (x⨅wy)+w=x·y+w·(x+y)+w=x+w+y+w ≥ s+s=s. Concluimos pues, que s⊑w(x⨅wy) y 

en consecuencia que x⨅wy es el mayor de los minorantes de {x.y} en(L, ⊑w) y por tanto es el ínfimo.

(Sobre el teorema básico de la transparencia anterior)



 71

Demostración. 
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es decir [(y·w)≤ (x·w)]&[(x·w)≤ (y·w)]& [(x+w)≤ (y+w)]&[(y+w)≤ (x+w)], de donde se deduce que 
[(x·w)= (y·w)]&[(x+w)= (y+w)]. Luego y=y·(w+x)=y·w+y·x=x·w+y·x =x·(y+w)=x·(x*w)=x, 
que prueba que es antisimétrica y que  junto con los resultados anteriores concluimos que es una relación 
de orden. 
Demostremos que si (L,≤) es distributivo,  (L, ⊑w) es un inf-semiretículo. Sea ⨅w el operador tal que 

x⨅wy=(x·y+w·(x+y)). Es evidentemente idempotente: x⨅wx=x ∀x∊L. Demostremos que x⨅wy es un 

minorante de {x,y} en (L, ⊑w): 

Se verifica que w·x ≤ x·y+w·(x+y)= x⨅wy. Por otra parte, x⨅wy= x·y+w·(x+y)≤ x+w, es decir 

 w·x ≤ x⨅wy ≤ w+x, que es equivalente a (x⨅wy)⊑wx. 

Por simetría, este razonamiento también demuestra que (x⨅wy)⊑wy. Luego x⨅wy es un minorante en 

 (L, ⊑w) del conjunto {x,y}. Sea s∈L otro minorante en (L, ⊑w): (s⊑wx)&(s⊑wy). Demostremos que 

s⊑w(x⨅wy). Por hipótesis, (w·x ≤ s ≤ w+x)&(w·y ≤ s ≤ w+y), luego  

(x⨅wy)·w=[x·y+w·(x+y)]·w=x·y·w+w·(x+y)=w·(x+y)= w·x+w·y ≤ s+s=s. 

Por otra parte, (x⨅wy)+w=x·y+w·(x+y)+w=x+w+y+w ≥ s+s=s. Concluimos pues, que s⊑w(x⨅wy) y 

en consecuencia que x⨅wy es el mayor de los minorantes de {x.y} en(L, ⊑w) y por tanto es el ínfimo.

Por otra parte: x·w ≤ w ≤ x+w ∀x∈L prueba que w⊑wx  ∀x∈L, es decir,  que  w es el mínimo en (L, ⊑w).

(Continúa)

(Sobre el teorema básico de la transparencia anterior)
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Demostración. (continuación)
2.   El operador ⨅w en el retículo distributivo (L,≤) es tal que  x⨅wy=(x·y+w·(x+y))  ∀(x,y)∈L2 . Es 
evidentemente conmutativo: x⨅wy=y⨅wx  ∀(x,y)∈L2 . También es asociativo, ya que ∀(x,y,z)∈L3: 
(x⨅wy)⨅wz=((x·y+w·(x+y))·z+w·((x·y+w·(x+y)+z)=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·x·y+w·x+w·y+w·z= 
x·y·z+w·(x+y+z). 
 Por otra parte, x⨅w(y⨅wz)=(y⨅wz)⨅wx, que a su vez, por simetría y teniendo en cuenta el resultado 
anterior, será igual a y·z·x+w·(y+z+x). Concluimos pues, que ⨅w  es asociativa.
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Demostración. (continuación)
2.   El operador ⨅w en el retículo distributivo (L,≤) es tal que  x⨅wy=(x·y+w·(x+y))  ∀(x,y)∈L2 . Es 
evidentemente conmutativo: x⨅wy=y⨅wx  ∀(x,y)∈L2 . También es asociativo, ya que ∀(x,y,z)∈L3: 
(x⨅wy)⨅wz=((x·y+w·(x+y))·z+w·((x·y+w·(x+y)+z)=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·x·y+w·x+w·y+w·z= 
x·y·z+w·(x+y+z). 
 Por otra parte, x⨅w(y⨅wz)=(y⨅wz)⨅wx, que a su vez, por simetría y teniendo en cuenta el resultado 
anterior, será igual a y·z·x+w·(y+z+x). Concluimos pues, que ⨅w  es asociativa.
Demostremos que la operación ⨅w es isótona. Sean x, y, z tales que x ≤y,  y z cualquiera. Entonces  
(x⨅wz)=(x·z+w·(x+z))≤(y·z+w·(y+z))=(y⨅wz).
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Demostración. (continuación)
2.   El operador ⨅w en el retículo distributivo (L,≤) es tal que  x⨅wy=(x·y+w·(x+y))  ∀(x,y)∈L2 . Es 
evidentemente conmutativo: x⨅wy=y⨅wx  ∀(x,y)∈L2 . También es asociativo, ya que ∀(x,y,z)∈L3: 
(x⨅wy)⨅wz=((x·y+w·(x+y))·z+w·((x·y+w·(x+y)+z)=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·x·y+w·x+w·y+w·z= 
x·y·z+w·(x+y+z). 
 Por otra parte, x⨅w(y⨅wz)=(y⨅wz)⨅wx, que a su vez, por simetría y teniendo en cuenta el resultado 
anterior, será igual a y·z·x+w·(y+z+x). Concluimos pues, que ⨅w  es asociativa.
Demostremos que la operación ⨅w es isótona. Sean x, y, z tales que x ≤y,  y z cualquiera. Entonces  
(x⨅wz)=(x·z+w·(x+z))≤(y·z+w·(y+z))=(y⨅wz).

Por otra parte, (x⨅ww)=((x·w+w·(x+w))=x·w+w=w, luego w es elemento absorbente. Además, si (L,≤) es 
acotado  y si x≤w, entonces x⨅w0=x·0+w·(x+0)=w·x=x. Y si x≥w:  x⨅w1=x·1+w·(x+1)=x+w=x, que 
concluye la demostración de que ⨅w es una nulnorma en  (L,≤) (nulnorma idempotente). 
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Demostración. (continuación)
2.   El operador ⨅w en el retículo distributivo (L,≤) es tal que  x⨅wy=(x·y+w·(x+y))  ∀(x,y)∈L2 . Es 
evidentemente conmutativo: x⨅wy=y⨅wx  ∀(x,y)∈L2 . También es asociativo, ya que ∀(x,y,z)∈L3: 
(x⨅wy)⨅wz=((x·y+w·(x+y))·z+w·((x·y+w·(x+y)+z)=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·x·y+w·x+w·y+w·z= 
x·y·z+w·(x+y+z). 
 Por otra parte, x⨅w(y⨅wz)=(y⨅wz)⨅wx, que a su vez, por simetría y teniendo en cuenta el resultado 
anterior, será igual a y·z·x+w·(y+z+x). Concluimos pues, que ⨅w  es asociativa.
Demostremos que la operación ⨅w es isótona. Sean x, y, z tales que x ≤y,  y z cualquiera. Entonces  
(x⨅wz)=(x·z+w·(x+z))≤(y·z+w·(y+z))=(y⨅wz).

Por otra parte, (x⨅ww)=((x·w+w·(x+w))=x·w+w=w, luego w es elemento absorbente. Además, si (L,≤) es 
acotado  y si x≤w, entonces x⨅w0=x·0+w·(x+0)=w·x=x. Y si x≥w:  x⨅w1=x·1+w·(x+1)=x+w=x, que 
concluye la demostración de que ⨅w es una nulnorma en  (L,≤) (nulnorma idempotente). 
3.  Si (L,≤) es retículo distributivo y acotado y w es tal que tiene complemento wc. Entonces, para todo x:  
x⨅wwc=(x·wc+w·(x+wc))=(x·wc+w·x) =x·(wc+w)=x, que prueba que wc es elemento neutro para la 
operación ⨅w y en consecuencia es una uninorma en (L,≤).  
Por otra parte, si ⊔w es la operación tal que   x⊔wy= x⨅wcy=(x·y+wc·(x+y))  ∀(x,y)∈L2, se verifica:  
(x⊔wy)·w=(x·y+wc·(x+y))·w=x·y·w ≤ x·y ;(x⊔wy)+w=(x·y+wc·(x+y))+w ≥(x·y+wc·(x+y))+w·(x+y)= 
x·y+(x+y)=(x+y). En consecuencia, x⊑w(x⊔wy) e y⊑w(x⊔wy), que prueban que (x⊔wy) es un mayorante 
en (L, ⊑w) del subconjunto {x,y}. Demostremos que es el menor de esos mayorantes. Sea z tal que  x⊑wz e 
y⊑wz. Entonces z·w ≤ x ≤ z+w, z·w ≤ y ≤ z+w, luego z·w ≤ x·y ≤ x·y+wc·(x+y)=(x⊔wy). Además 
 (x⊔wy)= x·y+wc·(x+y)= x·y·(w+wc)+wc·(x+y)=x·y·w+x·y·wc+wc·(x+y)=x·y·w+wc·(x+y) ≤ 
(x+y)·w+wc·(x+y)=x+y ≤ z+w. Concluimos que (x⊔wy)⊑wz y por tanto es el supremo en (L, ⊑w)de {x,y}.
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Demostración. (continuación)
2.   El operador ⨅w en el retículo distributivo (L,≤) es tal que  x⨅wy=(x·y+w·(x+y))  ∀(x,y)∈L2 . Es 
evidentemente conmutativo: x⨅wy=y⨅wx  ∀(x,y)∈L2 . También es asociativo, ya que ∀(x,y,z)∈L3: 
(x⨅wy)⨅wz=((x·y+w·(x+y))·z+w·((x·y+w·(x+y)+z)=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·x·y+w·x+w·y+w·z= 
x·y·z+w·(x+y+z). 
 Por otra parte, x⨅w(y⨅wz)=(y⨅wz)⨅wx, que a su vez, por simetría y teniendo en cuenta el resultado 
anterior, será igual a y·z·x+w·(y+z+x). Concluimos pues, que ⨅w  es asociativa.
Demostremos que la operación ⨅w es isótona. Sean x, y, z tales que x ≤y,  y z cualquiera. Entonces  
(x⨅wz)=(x·z+w·(x+z))≤(y·z+w·(y+z))=(y⨅wz).

Por otra parte, (x⨅ww)=((x·w+w·(x+w))=x·w+w=w, luego w es elemento absorbente. Además, si (L,≤) es 
acotado  y si x≤w, entonces x⨅w0=x·0+w·(x+0)=w·x=x. Y si x≥w:  x⨅w1=x·1+w·(x+1)=x+w=x, que 
concluye la demostración de que ⨅w es una nulnorma en  (L,≤) (nulnorma idempotente). 
3.  Si (L,≤) es retículo distributivo y acotado y w es tal que tiene complemento wc. Entonces, para todo x:  
x⨅wwc=(x·wc+w·(x+wc))=(x·wc+w·x) =x·(wc+w)=x, que prueba que wc es elemento neutro para la 
operación ⨅w y en consecuencia es una uninorma en (L,≤).  
Por otra parte, si ⊔w es la operación tal que   x⊔wy= x⨅wcy=(x·y+wc·(x+y))  ∀(x,y)∈L2, se verifica:  
(x⊔wy)·w=(x·y+wc·(x+y))·w=x·y·w ≤ x·y ;(x⊔wy)+w=(x·y+wc·(x+y))+w ≥(x·y+wc·(x+y))+w·(x+y)= 
x·y+(x+y)=(x+y). En consecuencia, x⊑w(x⊔wy) e y⊑w(x⊔wy), que prueban que (x⊔wy) es un mayorante 
en (L, ⊑w) del subconjunto {x,y}. Demostremos que es el menor de esos mayorantes. Sea z tal que  x⊑wz e 
y⊑wz. Entonces z·w ≤ x ≤ z+w, z·w ≤ y ≤ z+w, luego z·w ≤ x·y ≤ x·y+wc·(x+y)=(x⊔wy). Además 
 (x⊔wy)= x·y+wc·(x+y)= x·y·(w+wc)+wc·(x+y)=x·y·w+x·y·wc+wc·(x+y)=x·y·w+wc·(x+y) ≤ 
(x+y)·w+wc·(x+y)=x+y ≤ z+w. Concluimos que (x⊔wy)⊑wz y por tanto es el supremo en (L, ⊑w)de {x,y}.

El elemento wc verifica wc⊔wy=wc·y+wc·(wc+y)=wc. Concluimos que  (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) es un 
retículo acotado con elementos mínimo w y máximo wc.  
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Demostración. (continuación)
2.   El operador ⨅w en el retículo distributivo (L,≤) es tal que  x⨅wy=(x·y+w·(x+y))  ∀(x,y)∈L2 . Es 
evidentemente conmutativo: x⨅wy=y⨅wx  ∀(x,y)∈L2 . También es asociativo, ya que ∀(x,y,z)∈L3: 
(x⨅wy)⨅wz=((x·y+w·(x+y))·z+w·((x·y+w·(x+y)+z)=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·x·y+w·x+w·y+w·z= 
x·y·z+w·(x+y+z). 
 Por otra parte, x⨅w(y⨅wz)=(y⨅wz)⨅wx, que a su vez, por simetría y teniendo en cuenta el resultado 
anterior, será igual a y·z·x+w·(y+z+x). Concluimos pues, que ⨅w  es asociativa.
Demostremos que la operación ⨅w es isótona. Sean x, y, z tales que x ≤y,  y z cualquiera. Entonces  
(x⨅wz)=(x·z+w·(x+z))≤(y·z+w·(y+z))=(y⨅wz).

Por otra parte, (x⨅ww)=((x·w+w·(x+w))=x·w+w=w, luego w es elemento absorbente. Además, si (L,≤) es 
acotado  y si x≤w, entonces x⨅w0=x·0+w·(x+0)=w·x=x. Y si x≥w:  x⨅w1=x·1+w·(x+1)=x+w=x, que 
concluye la demostración de que ⨅w es una nulnorma en  (L,≤) (nulnorma idempotente). 
3.  Si (L,≤) es retículo distributivo y acotado y w es tal que tiene complemento wc. Entonces, para todo x:  
x⨅wwc=(x·wc+w·(x+wc))=(x·wc+w·x) =x·(wc+w)=x, que prueba que wc es elemento neutro para la 
operación ⨅w y en consecuencia es una uninorma en (L,≤).  
Por otra parte, si ⊔w es la operación tal que   x⊔wy= x⨅wcy=(x·y+wc·(x+y))  ∀(x,y)∈L2, se verifica:  
(x⊔wy)·w=(x·y+wc·(x+y))·w=x·y·w ≤ x·y ;(x⊔wy)+w=(x·y+wc·(x+y))+w ≥(x·y+wc·(x+y))+w·(x+y)= 
x·y+(x+y)=(x+y). En consecuencia, x⊑w(x⊔wy) e y⊑w(x⊔wy), que prueban que (x⊔wy) es un mayorante 
en (L, ⊑w) del subconjunto {x,y}. Demostremos que es el menor de esos mayorantes. Sea z tal que  x⊑wz e 
y⊑wz. Entonces z·w ≤ x ≤ z+w, z·w ≤ y ≤ z+w, luego z·w ≤ x·y ≤ x·y+wc·(x+y)=(x⊔wy). Además 
 (x⊔wy)= x·y+wc·(x+y)= x·y·(w+wc)+wc·(x+y)=x·y·w+x·y·wc+wc·(x+y)=x·y·w+wc·(x+y) ≤ 
(x+y)·w+wc·(x+y)=x+y ≤ z+w. Concluimos que (x⊔wy)⊑wz y por tanto es el supremo en (L, ⊑w)de {x,y}.

El elemento wc verifica wc⊔wy=wc·y+wc·(wc+y)=wc. Concluimos que  (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) es un 
retículo acotado con elementos mínimo w y máximo wc.  

Además es distributivo: (x⊔wy)⨅wz=(x·y+wc·(x+y))⨅wz=(x·y+wc·(x+y))·z+w·(x·y+wc·(x+y)+z)= 
x·y·z+wc·(x+y)·z+w·(x·y+z). 
Y (x⨅wz)⊔w(y⨅wz)=(x·z+wc·(x+z))⊔w(y·z+wc·(y+z))=(x·z+w·(x+z))·(y·z+w·(y+z))+wc·(x·z+w·(x+z)
+y·z+w·(y+z))=x·y·z+w·x·z+w·y·z+w·(x·y+z)+wc·x·z+wc·y·z=x·y·z+x·z+y·z+w·(x·y+z)= 
x·y·z+wc·(x+y)·z+w·(x·y+z). (Continúa)
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Demostración. (continuación II)
4. Sea  L un retículo distributivo y acotado y ’:L→L una negación fuerte en L. Consideremos w∈L 
 complementado tal que wc=w’ y la función   𝜑w(x)= x∆w=x·wc+x’·w  ∀x∈L. Entonces: 
(x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)]⇔[(y’·wc)≤ x’ ≤ (y’+wc)], luego [(x+w )≤ (y+w)]&[(x’+wc) ≤ (y’+wc)]  y 

[(x+w )·wc≤ (y+w)·wc]&[(x’+wc)·w ≤ (y’+wc)·w], es decir (x·wc ≤ y·wc)&(x’·w ≤  y’·w) y por tanto  

 x∆w=(x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w)=y∆w. 

 Supongamos ahora que   x∆w ≤ y∆w. Entonces, de (x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w), se deduce: 

 [(x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w)]⇒[(x·wc+x’·w)·w ≤(y·wc+y’·w)·w]&[(x·wc+x’·w)·wc ≤(y·wc+y’·w)·wc]⇒  

 [x’·w≤y’·w]&[x·wc≤y·wc]⇒[(y’·w)’≤(x’·w)’]&[x·wc+w≤y·wc+w]⇒[y+wc≤x+wc]&[x·wc+w≤y·wc+w]⇒ 

 [(y+wc)·w≤(x+wc)·w]&[(x+w)·(wc+w)≤(y+w)·(wc+w)]⇒[y·w≤x·w]&[x+w≤y+w]⇒ 

[y·w ≤ x·w ≤ x ≤ x+w ≤ y+w]⇒(x⊑wy), que finaliza la demostración de (x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w ). 
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Demostración. (continuación II)
4. Sea  L un retículo distributivo y acotado y ’:L→L una negación fuerte en L. Consideremos w∈L 
 complementado tal que wc=w’ y la función   𝜑w(x)= x∆w=x·wc+x’·w  ∀x∈L. Entonces: 
(x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)]⇔[(y’·wc)≤ x’ ≤ (y’+wc)], luego [(x+w )≤ (y+w)]&[(x’+wc) ≤ (y’+wc)]  y 

[(x+w )·wc≤ (y+w)·wc]&[(x’+wc)·w ≤ (y’+wc)·w], es decir (x·wc ≤ y·wc)&(x’·w ≤  y’·w) y por tanto  

 x∆w=(x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w)=y∆w. 

 Supongamos ahora que   x∆w ≤ y∆w. Entonces, de (x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w), se deduce: 

 [(x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w)]⇒[(x·wc+x’·w)·w ≤(y·wc+y’·w)·w]&[(x·wc+x’·w)·wc ≤(y·wc+y’·w)·wc]⇒  

 [x’·w≤y’·w]&[x·wc≤y·wc]⇒[(y’·w)’≤(x’·w)’]&[x·wc+w≤y·wc+w]⇒[y+wc≤x+wc]&[x·wc+w≤y·wc+w]⇒ 

 [(y+wc)·w≤(x+wc)·w]&[(x+w)·(wc+w)≤(y+w)·(wc+w)]⇒[y·w≤x·w]&[x+w≤y+w]⇒ 

[y·w ≤ x·w ≤ x ≤ x+w ≤ y+w]⇒(x⊑wy), que finaliza la demostración de (x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w ). 

La función 𝜑w:L→L tal que  𝜑w(x)= x∆w  ∀x∈L verifica   𝜑w(0)= 0∆w=w, 𝜑w(1)= 1∆w=wc  y  es 
involutiva: 𝜑w(𝜑w(x))= 𝜑w(x)∆w = (x·wc+x’·w)∆w=(x·wc+x’·w)·wc+(x·wc+x’·w)’·w= 
 x·wc+(x’+w)·(x+wc)·w=x·wc+(x+wc)·w=x·wc+x·w=x·(wc+w)=x. 
Consecuentemente,  la función entre retículos 𝜑w:(L, ≤ , ·, +, 0, 1)→(L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) también es 
biyectiva. Demostremos que es isomorfismo de retículos.Hemos demostrado que (x⊑wy)⇔(𝜑w(x) ≤ 𝜑w(y)), 
luego (x≤y)⇔[𝜑w(𝜑w(x))≤𝜑w(𝜑w(y))]⇔(𝜑w(x) ⊑w 𝜑w(y)).
Al ser isomorfismo: 𝜑w(x·y)=𝜑w(x)⨅w𝜑w(y),   𝜑w(x+y)=𝜑w(x)⊔w𝜑w(y) ∀(x,y)∈L2 .



 Finalmente, veamos que ‘:L→L también es negación fuerte en (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc). Se verifica:  

𝜑w(x’)= x’∆w=x’·wc+x·w  ∀x∈L, y (𝜑w(x))’= (x∆w)’=(x·wc+x’·w)’=(x’+w)·(x+wc)=x’·x+x’·wc+x·w = 

x’·x·(w+wc)+x’·wc+x·w =x’·x·w+x’·x·wc+x’·wc+x·w =x’·wc+x·w, luego 𝜑w(x’)=(𝜑w(x))’  ∀x∈L. 

 Como es involutiva, bastará demostrar que es antítona para ⊑w.  Si x⊑wy, entonces   

(x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w )⇔(𝜑w(x) ≤ 𝜑w(y))⇔((𝜑w(y))’≤ (𝜑w(x))’)⇔(𝜑w(y’)) ≤ (𝜑w(x’))⇔( x’∆w ≤ y’∆w ) 

⇔(y’⊑wx’). Concluimos que la aplicación  𝜑w(x)= x∆w ∀x∈L es un isomorfismo entre las álgebras  

( (L, ≤ , ·, +, 0, 1),’ ) y ( (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc),’ ).∎
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(x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)]⇔[(y’·wc)≤ x’ ≤ (y’+wc)], luego [(x+w )≤ (y+w)]&[(x’+wc) ≤ (y’+wc)]  y 

[(x+w )·wc≤ (y+w)·wc]&[(x’+wc)·w ≤ (y’+wc)·w], es decir (x·wc ≤ y·wc)&(x’·w ≤  y’·w) y por tanto  
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𝜑w(x’)= x’∆w=x’·wc+x·w  ∀x∈L, y (𝜑w(x))’= (x∆w)’=(x·wc+x’·w)’=(x’+w)·(x+wc)=x’·x+x’·wc+x·w = 

x’·x·(w+wc)+x’·wc+x·w =x’·x·w+x’·x·wc+x’·wc+x·w =x’·wc+x·w, luego 𝜑w(x’)=(𝜑w(x))’  ∀x∈L. 

 Como es involutiva, bastará demostrar que es antítona para ⊑w.  Si x⊑wy, entonces   

(x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w )⇔(𝜑w(x) ≤ 𝜑w(y))⇔((𝜑w(y))’≤ (𝜑w(x))’)⇔(𝜑w(y’)) ≤ (𝜑w(x’))⇔( x’∆w ≤ y’∆w ) 

⇔(y’⊑wx’). Concluimos que la aplicación  𝜑w(x)= x∆w ∀x∈L es un isomorfismo entre las álgebras  

( (L, ≤ , ·, +, 0, 1),’ ) y ( (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc),’ ).∎
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Demostración. (continuación II)
4. Sea  L un retículo distributivo y acotado y ’:L→L una negación fuerte en L. Consideremos w∈L 
 complementado tal que wc=w’ y la función   𝜑w(x)= x∆w=x·wc+x’·w  ∀x∈L. Entonces: 
(x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)]⇔[(y’·wc)≤ x’ ≤ (y’+wc)], luego [(x+w )≤ (y+w)]&[(x’+wc) ≤ (y’+wc)]  y 
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 x∆w=(x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w)=y∆w. 

 Supongamos ahora que   x∆w ≤ y∆w. Entonces, de (x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w), se deduce: 

 [(x·wc+x’·w) ≤(y·wc+y’·w)]⇒[(x·wc+x’·w)·w ≤(y·wc+y’·w)·w]&[(x·wc+x’·w)·wc ≤(y·wc+y’·w)·wc]⇒  

 [x’·w≤y’·w]&[x·wc≤y·wc]⇒[(y’·w)’≤(x’·w)’]&[x·wc+w≤y·wc+w]⇒[y+wc≤x+wc]&[x·wc+w≤y·wc+w]⇒ 

 [(y+wc)·w≤(x+wc)·w]&[(x+w)·(wc+w)≤(y+w)·(wc+w)]⇒[y·w≤x·w]&[x+w≤y+w]⇒ 

[y·w ≤ x·w ≤ x ≤ x+w ≤ y+w]⇒(x⊑wy), que finaliza la demostración de (x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w ). 

La función 𝜑w:L→L tal que  𝜑w(x)= x∆w  ∀x∈L verifica   𝜑w(0)= 0∆w=w, 𝜑w(1)= 1∆w=wc  y  es 
involutiva: 𝜑w(𝜑w(x))= 𝜑w(x)∆w = (x·wc+x’·w)∆w=(x·wc+x’·w)·wc+(x·wc+x’·w)’·w= 
 x·wc+(x’+w)·(x+wc)·w=x·wc+(x+wc)·w=x·wc+x·w=x·(wc+w)=x. 
Consecuentemente,  la función entre retículos 𝜑w:(L, ≤ , ·, +, 0, 1)→(L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) también es 
biyectiva. Demostremos que es isomorfismo de retículos.Hemos demostrado que (x⊑wy)⇔(𝜑w(x) ≤ 𝜑w(y)), 
luego (x≤y)⇔[𝜑w(𝜑w(x))≤𝜑w(𝜑w(y))]⇔(𝜑w(x) ⊑w 𝜑w(y)).
Al ser isomorfismo: 𝜑w(x·y)=𝜑w(x)⨅w𝜑w(y),   𝜑w(x+y)=𝜑w(x)⊔w𝜑w(y) ∀(x,y)∈L2 .

Nota. Si x es complementado tal que xc=x’, la igualdad 
 𝜑w(x’)=(𝜑w(x))’ es equivalente a: xc∆w=(x∆w)c.  
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LOS OPERADORES 𝜔-ÍNFIMO COMO NULNORMAS 
 Y UNINORMAS EN (L, ≤, ·, +, C, 0, 1)



Si (L, ≤, ·, +, 0, 1) es retículo distributivo, la familia (⨅𝜔)𝜔∈L de operadores ínfimo de la 

correspondiente familia de órdenes de actividad (⊑𝜔)𝜔∈L tales que 𝛼 ⨅𝜔𝛽 = 𝛼·𝛽+𝜔·(𝛼+𝛽) 

∀(𝛼,𝛽,𝜔)∈L3, son asociativos, conmutativos, idempotentes y no decrecientes para 

 el orden ≤. Además, ∀𝛼∈L: 𝛼 ⨅𝜔𝜔 = 𝜔,  𝛼⨅𝜔𝛼 = 𝛼,  𝛼⨅𝜔0 =𝛼·𝜔,  𝛼⨅𝜔1=𝛼+𝜔,  y si existe  𝜔c 

  𝛼⨅𝜔𝜔c=𝛼 . 
Luego:
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Si (L, ≤, ·, +, 0, 1) es retículo distributivo, la familia (⨅𝜔)𝜔∈L de operadores ínfimo de la 

correspondiente familia de órdenes de actividad (⊑𝜔)𝜔∈L tales que 𝛼 ⨅𝜔𝛽 = 𝛼·𝛽+𝜔·(𝛼+𝛽) 

∀(𝛼,𝛽,𝜔)∈L3, son asociativos, conmutativos, idempotentes y no decrecientes para 

 el orden ≤. Además, ∀𝛼∈L: 𝛼 ⨅𝜔𝜔 = 𝜔,  𝛼⨅𝜔𝛼 = 𝛼,  𝛼⨅𝜔0 =𝛼·𝜔,  𝛼⨅𝜔1=𝛼+𝜔,  y si existe  𝜔c 

  𝛼⨅𝜔𝜔c=𝛼 . 
Luego:

Proposición.(*)  Cada elemento ⨅𝜔 de la familia (⨅𝜔)𝜔∈L  es una nulnorma idempotente en  

(L, ≤, ·, +, 0, 1) con elemento absorbente 𝜔. 

M. Mas, G. Mayor, J. Torrens, t-Operators, Int. J. Uncertain. Fuzziness Knowl.-Based Syst. 7 (1999) 31–50.
[16]M. Mas, G. Mayor, J. Torrens, The distributivity condition for uninorms and t-operators, Fuzzy Sets Syst. 128 

YAGER, R. R. & RYBALOV, A. (1996). Uninorm aggregation operators. Fuzzy Sets and
Systems 80:111- 120.
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Mehmet Akif˙Ince Funda Karaçal, Radko Mesiar. Medians and nullnorms on bounded lattices Fuzzy 
Sets and Systems 289 (2016) 74–81 

T. Calvo, B. De Baets, J. Fodor, The functional equations of Frank and Alsina for uninorms and nullnorms, 
Fuzzy Sets Syst. 120 (2001) 385–394.

                                                                              Si además, 
 éste es complementado con complemento 𝜔c, entonces también es una uninorma idempotente en 
(L, ≤, ·, +, 0, 1), cuyo elemento neutro es 𝜔c.



Si (L, ≤, ·, +, 0, 1) es retículo distributivo, la familia (⨅𝜔)𝜔∈L de operadores ínfimo de la 

correspondiente familia de órdenes de actividad (⊑𝜔)𝜔∈L tales que 𝛼 ⨅𝜔𝛽 = 𝛼·𝛽+𝜔·(𝛼+𝛽) 

∀(𝛼,𝛽,𝜔)∈L3, son asociativos, conmutativos, idempotentes y no decrecientes para 

 el orden ≤. Además, ∀𝛼∈L: 𝛼 ⨅𝜔𝜔 = 𝜔,  𝛼⨅𝜔𝛼 = 𝛼,  𝛼⨅𝜔0 =𝛼·𝜔,  𝛼⨅𝜔1=𝛼+𝜔,  y si existe  𝜔c 

  𝛼⨅𝜔𝜔c=𝛼 . 
Luego:

En consecuencia,

Proposición (**) En un álgebra de Boole (L, ≤, ·, +, c, 0, 1), todo operador de la 

familia (⨅𝜔)𝜔∈L  es a la vez nulnorma y uninorma idempotente.

Proposición.(*)  Cada elemento ⨅𝜔 de la familia (⨅𝜔)𝜔∈L  es una nulnorma idempotente en  

(L, ≤, ·, +, 0, 1) con elemento absorbente 𝜔. 

M. Mas, G. Mayor, J. Torrens, t-Operators, Int. J. Uncertain. Fuzziness Knowl.-Based Syst. 7 (1999) 31–50.
[16]M. Mas, G. Mayor, J. Torrens, The distributivity condition for uninorms and t-operators, Fuzzy Sets Syst. 128 

YAGER, R. R. & RYBALOV, A. (1996). Uninorm aggregation operators. Fuzzy Sets and
Systems 80:111- 120.
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Mehmet Akif˙Ince Funda Karaçal, Radko Mesiar. Medians and nullnorms on bounded lattices Fuzzy 
Sets and Systems 289 (2016) 74–81 

T. Calvo, B. De Baets, J. Fodor, The functional equations of Frank and Alsina for uninorms and nullnorms, 
Fuzzy Sets Syst. 120 (2001) 385–394.

                                                                              Si además, 
 éste es complementado con complemento 𝜔c, entonces también es una uninorma idempotente en 
(L, ≤, ·, +, 0, 1), cuyo elemento neutro es 𝜔c.

(*), (**) Demostrado en transparencias anteriores.
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Familia de nulnormas  (⨅𝜔)𝜔∈[0,1]



OPERADOR W-ÍNFIMO ⨅𝜔  EN L = [0,1]

 75

En la cadena ([0,1], ≤, min, max, 0, 1)

w



OPERADOR W-ÍNFIMO ⨅𝜔  EN L = [0,1]

⨅1 = max        …                             ⨅0.7             …                               ⨅0.3             …                                     ⨅0 = min  

 75

En la cadena ([0,1], ≤, min, max, 0, 1)

w
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El “orden de actividad ⊑𝜔 ” como herramienta 
 para representar “contenido propio” en el 

conjunto vacío: (A ≠ ∅)&(A ⊑𝜔 ∅).

!

A≈



 77



 77

?
∅



 77

?
∅

Le haremos una propuesta…



 77

W

  Contenido del vacío



 77

  Contenido del vacío



 77



 77

¿∅?

∅



 77

¿∅?

W1≠∅

…

W2≠∅

Propuesta:

∅



 77

¿∅?

W1≠∅

…

W2≠∅

  W1⊏∅,W2⊏∅W1⊏∅,W2⊏∅

Propuesta:

W1

W2

∅

¿?             ¿?     



E

D

C
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A

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

B

W1⊏∅,W2⊏∅

Propuesta:

¿?             ¿?     



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E

⌀·

·

D

C

C·

A
· B·

D·
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

B

W1⊏∅,W2⊏∅

Propuesta:

¿?             ¿?     



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E

⌀·

·

D

C

C·

A
· B·

D·

 77

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

A2·

A2

A1

A1

·

B

W1⊏∅,W2⊏∅

Propuesta:

¿?             ¿?     



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E

⌀·

·

D

C

C·

A
· B·

D·
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

A2·

A2

A1

A1

·

B

W1⊏∅,W2⊏∅

Propuesta:

¿?             ¿?     
Según el contexto…



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E

⌀·

·

D

C

Wc·

C·

A
· B·

D·
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E Sea W un subconjunto 

cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

B

W

Propuesta:

Según el contexto…



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E

⌀·

·

D

C

Wc·

C·

A
· B·

D·
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]
Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:
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           [A]w≼W[B]w
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en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).
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·
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·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

B tiene “menos parte vacía” que A

B

W
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W·
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 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

¡Interesante! 
Pero…

B tiene “menos parte vacía” que A

B

W
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A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

B tiene “menos parte vacía” que A

B
¡ Caen al vacío!

W

Según el contexto…
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 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

W

B

A

A≺WB
B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

B

W

Según el contexto…
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A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.
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 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

W

B

A
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B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

B

W
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·
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[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

También se pierde 
 información…

W

B

A

A≺WB
B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

B

W
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 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

También se pierde 
 información…

W

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

Intersección de las anteriores:

B

W

Según el contexto…
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Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

W
A

B

A ⊑W B

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

Intersección de las anteriores:

B

W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
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A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta 
 definitiva

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

W
A

B

A ⊑W B

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

Intersección de las anteriores:

B

W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta 
 definitiva

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

W
A

B

A ⊑W B

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)Intersección de las anteriores:

B

W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta 
 definitiva

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

W
A

B

A ⊑W B

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)Intersección de las anteriores:

B

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Adelantando resultados …

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta 
 definitiva

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

W
A

B

A ⊑W B

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)Intersección de las anteriores:

B

H

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

F

K
M

M ⋢WA , K ⋢WA 

C ⊑W ⌀ 
C ⊑W D 

F ⊑W D 

H ⊑W C 
W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Adelantando resultados …

Según el contexto…



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

D

C

Wc·

C·

A
· B·

D·

77

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta 
 definitiva

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

W
A

B

A ⊑W B

B tiene “menos parte vacía” que A B tiene “más parte no vacía” que A

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)Intersección de las anteriores:

B

H

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

F

K
M

M ⋢WA , K ⋢WA 

C ⊑W ⌀ 
C ⊑W D 

F ⊑W D 

H ⊑W C 
W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Adelantando resultados …

A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

Excepto en el caso W=E,  
¡se pierde la información 

“fuera” del ideal principal(W]!

¡Interesante! 
Pero…

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

También se pierde 
 información…

Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

B tiene “más parte no vacía” que A

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)

B

H

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

F

K
M

M ⋢WA , K ⋢WA 

C ⊑W ⌀ 
C ⊑W D 

F ⊑W D 

H ⊑W C 
W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Adelantando resultados …

A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]

En el álgebra de Boole  (P(E), ⊑W),  
si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

“⊑W-subconjuntos” de ⌀
Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)

B

H

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

F

K
M

M ⋢WA , K ⋢WA 

C ⊑W ⌀ 
C ⊑W D 

F ⊑W D 

H ⊑W C 
W

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

Adelantando resultados …

A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]

En el álgebra de Boole  (P(E), ⊑W),  
si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Según el contexto…
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:
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“⊑W-subconjuntos” de ⌀
Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 
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Adelantando resultados …

A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]
Son  nulnormas y uninor- 
mas en el retículo (P(E),⊆).

En el álgebra de Boole  (P(E), ⊑W),  
si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Según el contexto…
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si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).
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A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]
Son  nulnormas y uninor- 
mas en el retículo (P(E),⊆).

En el álgebra de Boole  (P(E), ⊑W),  
si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Para alguno de los ejemplos expuestos:
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 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
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A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]
Son  nulnormas y uninor- 
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si consideramos ⊑W como una 
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Único vacío cuyo contenido  es posiblemente 
 unión de subconjuntos no conectados
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Para alguno de los ejemplos expuestos:

A

B

C

A

B

C⊑W∅ 

A⊑WB

Único vacío cuyo contenido  es posiblemente 
 unión de subconjuntos no conectados

C

C⊑W∅ 

A⊑WB



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

D

C

Wc·

C·

A
· B·

D·
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

“⊑W-subconjuntos” de ⌀
Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

En W las cosas se contem- 
plan de manera distinta…

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)

B

w-intersección y w-unión

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

W

R
e
n
é 

M
a
g
r
i
t
t
e

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

W

A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]
Son  nulnormas y uninor- 
mas en el retículo (P(E),⊆).

En el álgebra de Boole  (P(E), ⊑W),  
si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Para alguno de los ejemplos expuestos:

A

B

C

A

B

C⊑W∅ 

A⊑WB

Único vacío cuyo contenido  es posiblemente 
 unión de subconjuntos no conectados

C

C⊑W∅ 

A⊑WB



E
E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

D

C

Wc·

C·

A
· B·

D·
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Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c )

A

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]w={Wc,E,…}

·
[⌀]w={⌀,W,… }

[D]w·

[W]w={W,E,…}

·

·

[⌀]w={⌀,Wc,D,… }

[C]w={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

A ⊑W B⇔(A≺WB)&(A≺WB)⇔[(B ∩ W )⊆ A ⊆(B ∪ W )]

≺W es un preorden  en P(E).

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =B ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]w≼W[B]w
 ⇔ A≺WB

([P(E)]w, ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)]w  , ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]
w≼W[⌀]w!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W≠⌀

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W 

en P(E) tal que W sea “parte propia” de ⌀.  

((W ⊑W⌀)&(W ≠⌀)).

Primera aproximación.Relacionar los subconjuntos A,B,.. 
atendiendo a su interacción con W:

2ª aproximación. Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

“⊑W-subconjuntos” de ⌀
Se obtiene  una nueva Álgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc) isomorfa a la inicial: 

                isomorfismo    A⟶ A▵W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

En W las cosas se contem- 
plan de manera distinta…

 “Orden de actividad” ⊑W en (P(E),⊆)

B

w-intersección y w-unión

w-inclusión o inclusión desde la “perspectiva de w”

W

R
e
n
é 

M
a
g
r
i
t
t
e

((P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), c ) 

Sistema algebraico 
con la misma  
complementación. 

W

A⊓wB=(A ∩ B) ∪ [W ∩(A ∪ B)] 

A⊔wB=(A ∩ B) ∪ [Wc∩(A ∪ B)]
Son  nulnormas y uninor- 
mas en el retículo (P(E),⊆).

En el álgebra de Boole  (P(E), ⊑W),  
si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 
de W, (C⊆W), es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Para alguno de los ejemplos expuestos:

A

B

C

A

B

C⊑W∅ 

A⊑WB

Único vacío cuyo contenido  es posiblemente 
 unión de subconjuntos no conectados

C

Más adelante(*), ilustraremos con un ejemplo la incorporación 
 y utilidad de “contenidos del vacío” en gestión de datos …

C⊑W∅ 

A⊑WB

(*)(Véase transparencia 138) 
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La estructura de la w-inclusión “dentro” del 
conjunto vacío



 78

K



 78

K

M



 78

⊂

K

M

M



 78

    ⊏W∅  (es decir, K ⊆ W)

⊏W∅

⊏W

M

K

M

W (contenido 
        del vacío)
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    ⊏W∅  (es decir, K ⊆ W)

⊏W∅

⊏W

M

K

M

(M≠K), es decir: (K ⊏WM)).
(Pues  se verifica (M∩W)= M⊂K ⊆ W =(M∪W) y

Algo de vacío…

Más vacío…

W (contenido 
        del vacío)



 78

    ⊏W∅  (es decir, K ⊆ W)

⊏W∅

⊏W

M

K

M

(M≠K), es decir: (K ⊏WM)).
(Pues  se verifica (M∩W)= M⊂K ⊆ W =(M∪W) y

Algo de vacío…

Más vacío…

W (contenido 
        del vacío)

Casi… 
¡ el vacío absoluto !



Un ejemplo,(ni esperado ni deseado), 
 de “contenido del vacío”  

en el lenguaje usual 

 79

1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 



esta charla

1.a

2.
3.

4. 5.

1.b 2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

∅

1.a
1.b

2.a

3.a
3.b
3.c
3.d

4.a
4.b

5.a
5.g

(P(CONTENIDO),⊆) Álgebra de Boole CONTENIDO={1.a,1.b, 2.a,…,5.a,…,5.g}
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1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 

1.a⊆1, 1.b⊆1,… 
2.a⊆2,… , 

5.a ⊆5…,5.g ⊆5 
etc.

interpretada como  
un Álgebra de Boole…



En lo que respecta a                   ,  
cuando acabe dentro de aproximadamente 

 una hora puede ocurrir…

esta charla

1.a

2.
3.

4. 5.

1.b 2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

∅

1.a
1.b

2.a

3.a
3.b
3.c
3.d

4.a
4.b

5.a
5.g

(P(CONTENIDO),⊆) Álgebra de Boole CONTENIDO={1.a,1.b, 2.a,…,5.a,…,5.g}

 79

1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 

1.a⊆1, 1.b⊆1,… 
2.a⊆2,… , 

5.a ⊆5…,5.g ⊆5 
etc.



esta charla

1.a

2.
3.

4. 5.

1.b 2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

Una charla 
     con poco 
       contenido 
  interesante…

Wc (contenido interesante)

W (contenido irrelevante)  

∅

1.a
1.b

2.a

3.a
3.b
3.c
3.d

4.a
4.b

5.a
5.g

Wc

W

∅

(P(CONTENIDO),⊆) 

(P(CONTENIDO),⊑w) 

Opinión1. 
el Único 

contenido 
 interesante: 

 en el apartado 
 3, las partes 
 3.a, 3.b y 3.c 
El resto (W), 
es irrelevante.

Álgebra de Boole CONTENIDO={1.a,1.b, 2.a,…,5.a,…,5.g}

opinión1:

 79

1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 

1.a2.

3.

4.
5. 1.b

2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

1.a⊆1, 1.b⊆1,… 
2.a⊆2,… , 

5.a ⊆5…,5.g ⊆5 
etc.

1⊑w1.a,  1⊑w1.b,… 
2⊑w2.a,… , 

1⊑w5.a,…,5⊑w5.g,

Wc

W



esta charla

1.a

2.
3.

4. 5.

1.b 2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

Una charla 
     con poco 
       contenido 
  interesante…

Wc (contenido interesante)

W (contenido irrelevante)  

∅

1.a
1.b

2.a

3.a
3.b
3.c
3.d

4.a
4.b

5.a
5.g

W⊏W∅...

Wc

W

∅

(P(CONTENIDO),⊆) 

(P(CONTENIDO),⊑w) 

Opinión1. 
el Único 

contenido 
 interesante: 

 en el apartado 
 3, las partes 
 3.a, 3.b y 3.c 
El resto (W), 
es irrelevante.

Álgebra de Boole CONTENIDO={1.a,1.b, 2.a,…,5.a,…,5.g}

opinión1:

 79

(Contenido 
irrelevante)

1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 

1.a2.

3.

4.
5. 1.b

2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

1.a⊆1, 1.b⊆1,… 
2.a⊆2,… , 

5.a ⊆5…,5.g ⊆5 
etc.

1⊑w1.a,  1⊑w1.b,… 
2⊑w2.a,… , 

1⊑w5.a,…,5⊑w5.g,

Wc

W



esta charla

1.a

2.
3.

4. 5.

1.b 2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

Una charla 
     con poco 
       contenido 
  interesante…

  Si,   
aunque 
quizá se 

 salva la parte 
 B y sobra el 
 resto de W 

Wc (contenido interesante)

W (contenido irrelevante)  

∅

1.a
1.b

2.a

3.a
3.b
3.c
3.d

4.a
4.b

5.a
5.g

W⊏W∅...

Wc

W

∅

(P(CONTENIDO),⊆) 

(P(CONTENIDO),⊑w) 

Opinión1. 
el Único 

contenido 
 interesante: 

 en el apartado 
 3, las partes 
 3.a, 3.b y 3.c 
El resto (W), 
es irrelevante.

Álgebra de Boole CONTENIDO={1.a,1.b, 2.a,…,5.a,…,5.g}

opinión1:
Otra: 

opinión2

 79

(Contenido 
irrelevante)

1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 

1.a2.

3.

4.
5. 1.b

2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

1.a⊆1, 1.b⊆1,… 
2.a⊆2,… , 

5.a ⊆5…,5.g ⊆5 
etc.

1⊑w1.a,  1⊑w1.b,… 
2⊑w2.a,… , 

1⊑w5.a,…,5⊑w5.g,

Wc

W



esta charla
B=W/2

B=W/2

·
·

1.a

2.
3.

4. 5.

1.b 2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

Una charla 
     con poco 
       contenido 
  interesante…

  Si,   
aunque 
quizá se 

 salva la parte 
 B y sobra el 
 resto de W 

Wc (contenido interesante)

∅¡ W ⊏W B !

1.a
1.b

2.a

3.a
3.b
3.c
3.d

4.a
4.b

5.a
5.g

W⊏W∅...

Wc

W

∅

(P(CONTENIDO),⊆) 

A

A

·

·

(P(CONTENIDO),⊑w) 

B

Álgebra de Boole CONTENIDO={1.a,1.b, 2.a,…,5.a,…,5.g}

opinión1:
Otra: 

opinión2

 79

(Contenido 
irrelevante)

1.,2.,3.,4.,5.

1.,2.,3.,4.,5. 

1.a2.

3.

4.
5. 1.b

2.a
3.d

1.

3.a
3.b

3.c

1.a⊆1, 1.b⊆1,… 
2.a⊆2,… , 

5.a ⊆5…,5.g ⊆5 
etc.

1⊑w1.a,  1⊑w1.b,… 
2⊑w2.a,… , 

1⊑w5.a,…,5⊑w5.g,

Wc

W

B={1.a,1.b}⊆W

B B

B ⊏W ∅ 
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Otros ejemplos (¿más interesantes?) 
que muestran la utilidad de las 

“inclusiones” ⊑w  
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

Imagen digitalizada de una fina lámina de mineral
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

Rubelita o 
turmalina roja 
        (Wc)

Cuarzo (W)

Imagen digitalizada de una fina lámina de mineral
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

Rubelita o 
turmalina roja 
        (Wc)

W, ganga 
(W⊑W∅) 

Wc, mena

Cuarzo (W)

E

Imagen digitalizada de una fina lámina de mineral
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

E

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo

W

E

Análisis de imágenes para control de calidad:
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

E

B

A

A ⊈ B, B ⊈ A

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo

W

E

Análisis de imágenes para control de calidad:



 81

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

E

B

A

A ⊈ B, B ⊈ A

El subconjunto B se corresponde con un trozo de material “mejor” que el 
 asociado al subconjunto A.

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo

W

E

Análisis de imágenes para control de calidad:
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

E

B

A

A ⊈ B, B ⊈ A

N

M

El subconjunto B se corresponde con un trozo de material “mejor” que el 
 asociado al subconjunto A.

Formalizaremos esta propiedad mediante una nueva “inclusión”  ⊑W y 

una “pertenencia” ∈W, (asociadas a la ganga), entre subconjuntos o entre 
puntos y subconjuntos  de esta imagen E.

A⊑WB 

la relación  ⊑W será tal que: A ⊑WB,  M ⊑W∅ , N ⋢WE, …  

W⊑WA para todo A ⊆ E, 

en particular,  W⊑W⌀ 

y  W⊑WM

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo

W

A⊑WWc para todo A ⊆ E, 

en particular, E⊑WWc
E

Análisis de imágenes para control de calidad:
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

E

B

A

A ⊈ B, B ⊈ A

M ⊆ S ⊆ W 

S⊑WM

S

N

M

El subconjunto B se corresponde con un trozo de material “mejor” que el 
 asociado al subconjunto A.

Formalizaremos esta propiedad mediante una nueva “inclusión”  ⊑W y 

una “pertenencia” ∈W, (asociadas a la ganga), entre subconjuntos o entre 
puntos y subconjuntos  de esta imagen E.

A⊑WB 

la relación  ⊑W será tal que: A ⊑WB,  M ⊑W∅ , N ⋢WE, …  

W⊑WA para todo A ⊆ E, 

en particular,  W⊑W⌀ 

y  W⊑WM

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo

W

A⊑WWc para todo A ⊆ E, 

en particular, E⊑WWc
E

Interesa la mena y hay que desprenderse de la ganga. Este último proceso tiene un coste 
proporcional a su tamaño.

Análisis de imágenes para control de calidad:
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

E

B

A

A ⊈ B, B ⊈ A

M ⊆ S ⊆ W 

S⊑WM

S

N

M

El subconjunto B se corresponde con un trozo de material “mejor” que el 
 asociado al subconjunto A.

Formalizaremos esta propiedad mediante una nueva “inclusión”  ⊑W y 

una “pertenencia” ∈W, (asociadas a la ganga), entre subconjuntos o entre 
puntos y subconjuntos  de esta imagen E.

A⊑WB 

la relación  ⊑W será tal que: A ⊑WB,  M ⊑W∅ , N ⋢WE, …  

W⊑WA para todo A ⊆ E, 

en particular,  W⊑W⌀ 

y  W⊑WM

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo

W

A⊑WWc para todo A ⊆ E, 

en particular, E⊑WWc
E

N ⊆ V 

N⊑WV
V

Interesa la mena y hay que desprenderse de la ganga. Este último proceso tiene un coste 
proporcional a su tamaño.

Análisis de imágenes para control de calidad:
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Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en el conjunto W de municipios 
“vacíos”



 82

W

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en el conjunto W de municipios 
“vacíos”

España vacía
EV=W ⊑W∅

Su complementario:
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W ⊑WA ⊑W∅ 

A

W

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en el conjunto W de municipios 
“vacíos”

España vacía
EV=W ⊑W∅

Su complementario:
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W ⊑WA ⊑W∅ 

A

W

x·

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en el conjunto W de municipios 
“vacíos”

x∈W∅ España vacía
EV=W ⊑W∅

Su complementario:

Municipio x
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W ⊑WA ⊑W∅ 

A

W

x·

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en el conjunto W de municipios 
“vacíos”

x∈W∅ España vacía

C

D

W ⊑WC ⊑WD 
EV=W ⊑W∅

Su complementario:

Municipio x
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W

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en el conjunto W de municipios 
“vacíos”

¿Futura España vacía? 
    F   EV=W ⊑W∅

W subconjunto borroso
¡ Contenido borroso del vacío !

Su complementario:



 83

11

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en la gestión de tablas de datos 
con valores ausentes.

Referencial  de registros E={8, 9, 10,…, 32, 33}.

Con más de 
 dos campos 
 sin datos: 
“registros 

prácticamente 
inútiles” y  

seguramente 
productores 
 de “ruido” 

(Los identificamos  
con “contenido” de ∅).
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W={9, 11, 16, 19, 26, 29} Subconjunto (nítido)  de registros con tres o más ítems ausentes. (De “peor calidad”).

11

Ejemplo. Una interpretación de ⊑W en la gestión de tablas de datos 
con valores ausentes.

Referencial  de registros E={8, 9, 10,…, 32, 33}.

Con más de 
 dos campos 
 sin datos: 
“registros 

prácticamente 
inútiles” y  

seguramente 
productores 
 de “ruido” 

(Los identificamos  
con “contenido” de ∅).
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Actividad: Análisis de datos utilizando subconjuntos, (nítidos o borrosos), A, B,… etc de E.

La expresión  A ⊑WB, representará que B es un ejemplo de “mejor calidad” que A.(De mayor fiabilidad). 

W={9, 11, 16, 19, 26, 29} Subconjunto (nítido)  de registros con tres o más ítems ausentes. (De “peor calidad”).

Por ejemplo: {9,10,11,16, 14} ⊑W{10,11,14,33},                  {26,29} ⊑W∅.

11
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Ejemplo. La relación ⊑W como “inclusión”  en 
contextos con incertidumbre”



 W es un subconjunto de E formado por empresas que, según el informe de un experto, pueden oscilar a la baja en un plazo medio.

W

E un conjunto de empresas que cotizan en bolsa.
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 W es un subconjunto de E formado por empresas que, según el informe de un experto, pueden oscilar a la baja en un plazo medio.

La  inclusión asociada ⊑W se puede interpretar como una ordenación  de los distintos paquetes de acciones que pueden ofertarse a inversores,  teniendo en cuenta 

el riesgo que representa la adquisición de acciones incluidas en el subconjunto W.

W

E un conjunto de empresas que cotizan en bolsa.
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W ⊑W∅ 
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

1. Como se señala en la  motivación , el propósito inicial de este trabajo es el de proporcionar un MODELO MATEMÁTICO con el 
que  dotar de “contenido” al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se 
propone se fundamenta  en la interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes, lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA ; se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

Conclusiones y algunas cuestiones

0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática.
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2. Interpretación de los órdenes de actividad como “inclusiones con  
perspectiva” entre subconjuntos ordinarios o entre subconjuntos  
borrosos de un referencial.

A ⊑W B ⇔
 (B·W ≤ A ≤ B+W)

A ⊑W B ⇔
(B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)



 86

2. Interpretación de los órdenes de actividad como “inclusiones con  
perspectiva” entre subconjuntos ordinarios o entre subconjuntos  
borrosos de un referencial.

A ⊑W B ⇔
 (B·W ≤ A ≤ B+W)

A ⊑W B ⇔
(B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)

E

B

A

A ⊑W B 

W

E

B

A

A ⊑W B 

W

El subconjunto 
W proporciona la  

“perspectiva”
A,B,W,… 

Subconjuntos ordinarios de E
     A:E→[0,1], B:E→[0,1], W:E→[0,1],… 

Subconjuntos borrosos de E



Distintas expresiones del orden de actividad
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Orden de actividad ⊑W asociado a una imagen W y definido entre imágenes binarias o con 

tonos de gris  A, B, … 
               
                  En  ( (P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X), c):     A ⊑W B ⇔ ( (B∩W) ⊆ A ⊆ (B∪W) ) .      
              
                   En (( LX, ≤, ., +, ∅, X ), ’ ):            A ⊑W B ⇔ ( (B . W) ≤ A ≤ (B + W) ) .
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Orden de actividad ⊑W asociado a una imagen W y definido entre imágenes binarias o con 

tonos de gris  A, B, … 
               
                  En  ( (P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X), c):     A ⊑W B ⇔ ( (B∩W) ⊆ A ⊆ (B∪W) ) .      
              
                   En (( LX, ≤, ., +, ∅, X ), ’ ):            A ⊑W B ⇔ ( (B . W) ≤ A ≤ (B + W) ) .

Si W es binaria tal que Wc=W’, el orden ⊑W estará relacionado con el operador △ tipo “diferencia simétrica” considerado 

como una herramienta que transforma imágenes A de un referencial X mediante la imagen binaria W: 

A          A△W = (A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W) para imágenes binarias A∊2X   ,   A            A△W = (A . Wc) + (A’ . W) para imágenes 

con tonos de gris A∊{0, 1, …, 255}X

                                             
                     

A

W A△W
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A

W A△W
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A ⊑W B ⇔ ((A△W) ⊆ (B△W)) ⇔ ((A ☐ W) ⊇ (B ☐ W))

En ( (P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X), c): En (( LX, ≤, ., +, ∅, X ), ’ )

A ⊑W B ⇔ ((A△W) ≤ (B△W)) ⇔ ((A ☐ W) ≥ (B ☐ W))

Sólo en el caso W imagen binaria, (Wc existe y Wc=W’):



También, en el caso W imagen binaria, se caracteriza la relación de actividad por: 

A ⊑W B ⇔ [( (A∩W) ⊇ (B∩W) ) &( (A∩Wc) ⊆ (B∩Wc) )]  ,       A ⊑W B ⇔ [( (A.W) ≥ (B.W) ) &( (A.Wc) ≤ (B.Wc) )]
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A ⊑W B ⇔ ((A△W) ⊆ (B△W)) ⇔ ((A ☐ W) ⊇ (B ☐ W))

En ( (P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X), c): En (( LX, ≤, ., +, ∅, X ), ’ )

A ⊑W B ⇔ ((A△W) ≤ (B△W)) ⇔ ((A ☐ W) ≥ (B ☐ W))

Sólo en el caso W imagen binaria, (Wc existe y Wc=W’):



2. Los órdenes de actividad como “perspectivas”  
en Álgebras de Boole: 
⊑w-inclusión, ⊑w-intersección y ⊑w-unión 
entre subconjuntos ordinarios A,B,… de un 
referencial E. Definición de “w-pertenencia”  
como una relación ∈w ⊆EXP(E).

BB

 88



BB

 88



BB

Dos perspectivas desde las que se puede contemplar el álgebra de imágenes digitalizadas…

Para “ver” 
las figuras 
 relevantes 

Para “ver” 
las figuras 
 relevantes 

Figura relevante: 
“Conjunto de píxeles 

oscuros”.
Figura relevante: 

“Conjunto de píxeles 
claros”.

Perspectiva 1
Perspectiva 2
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BB

Dos perspectivas desde las que se puede contemplar el álgebra de imágenes digitalizadas…

Fernando Daza

¿Una tercera perspectiva?

Figura relevante: 
“Conjunto de píxeles 

oscuros”.
Figura relevante: 

“Conjunto de píxeles 
claros”.

Perspectiva 1
Perspectiva 2
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BB

Fernando Daza

¿Una tercera perspectiva?

Figura relevante: 
“Conjunto de píxeles 

oscuros”.
Figura relevante: 

“Conjunto de píxeles 
claros”.

Figura relevante:

Aquí píxeles  
oscuros

Aquí píxeles  
oscuros

Aquí píxeles  
claros

Aquí  
píxeles  
claros

Perspectiva 1
Perspectiva 2
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BB

¿Una tercera perspectiva?

 88



⌀

Referencial X

B

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

⌀: pizarra blanca

B

 88



A

C

B
A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···
⌀

Referencial X

B

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

⌀: pizarra blanca

B
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DD
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C
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{x}·
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···

etc

Referencial X

B

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

⌀: pizarra blanca

B
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(P(X),⊆,∩,∪)
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{z}·

···

etc

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

B

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

Si |X|=n, el 
 álgebra es un 
hipercubo de 
 dimensión n 
 con el orden ⊆:

D

⌀

X

A

B

C
… etc

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

⌀: pizarra blanca

B
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X: pizarra oscura
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B

 88



X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

D

⌀

X

A

B

C
… etc

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

 88



X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

D

⌀

X

A

B

C
… etc

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

 88



X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 

D

⌀

X

A

B

C
… etc

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

B

A ⨅WBB

A

A

B

X

, B⊓wD

El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B
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X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 

D

⌀

X

A

B

C
… etc

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

B

A ⨅WBB

A

A

B

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

B

A ⨆WB

B

A

B

A

X

El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 
y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B
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X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

B

A ⨅WBB

A

A

B

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

   Isom
orfism

o M
→

M
△

W
, 

con
 M
△

W
=

(M
∩W

c)∪(M
c∩W

)

B

A ⨆WB

B

A

B

A

X

El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 
y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B
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X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

B

A ⨅WBB

A

A

B

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

   Isom
orfism

o M
→

M
△

W
, 

con
 M
△

W
=

(M
∩W

c)∪(M
c∩W

)

B

A ⨆WB

B

A

B

A

X

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X
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X: pizarra oscura

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

B

A ⨅WBB

A

A

B

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

B

A ⨆WB

B

A

B

A

X

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

 88



X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ / , B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

 88



X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

DX

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W
La copa x no está en D

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z
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X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

Orden de actividad

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

DX

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W

W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z

 88



X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

D

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W
La copa x “w-está” en D
“W_PERSPECTIVA”

W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z

x∉D, x∈wD, 

z∈D, z∈wD.
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X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

D

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W
La copa x “w-está” en D
“W_PERSPECTIVA”

W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z

x∉D, x∈wD, 

z∈D, z∈wD.

En definitiva: 
Además de las perspectivas duales …
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X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

D

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W
La copa x “w-está” en D
“W_PERSPECTIVA”

W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z

x∉D, x∈wD, 

z∈D, z∈wD.

Existen otras:
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X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

D

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W
La copa x “w-está” en D
“W_PERSPECTIVA”

W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z

x∉D, x∈wD, 

z∈D, z∈wD.

Existen otras:

 88



X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·
A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

(P(X),⊆,∩,∪)

A

C

B

DD

Wc

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D,D⊈B,B⊈D,B∩D,B∪D,…)

Referencial X

W

X

B

D

A

C

{x}·{x}·
{y}·

{z}·

(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)

B

X

(D⊇A, D⊉B, B⊉D,B∪D,B∩D,…)

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

x∉D, y∈D, z∈D

x∉D, y∈D, z∈D x∈wD, y∉wD, z∈wD

E⊈B, B⊈E
E⊑wB, B⊑wE/Interpretación del orden ⊆ 

como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

E

W

W

{x}·
DD

A B

{y}·

{z}·

EE

w

Wc

A B

C

D

⌀
X

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀, ⌀, X), c ) 
(P(X),⊑X,⊓X, ⊔X, X, ⌀), c )

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

(P(X),⊆), álgebra de subconjuntos ordinarios de X:

A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)] 
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (P(X),⊆)

D

⌀

X

A

B

C
… etc

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), c)

Sistema algebraico: 
Álgebra de Boole y 
complementación  

((P(X), ⊆,∩,∪, ⌀, X ), c )

 D⊑wA, A⊑wD/ /

D

X

, B⊓wD , B⊔wD,,…

A⊔wB=A⊓wcB=(A∩B)∪[Wc∩(A∪B)]

“w-pertenencia”: x∈wA ⇔ x∈A△W
La copa x “w-está” en D
“W_PERSPECTIVA”

W

la misma complementación:
El orden ⊑w tiene asociado un operador inf : 

y un operador sup :

⌀: pizarra blanca

W: pizarra “mezcla”

B

A⊓wB=W 

A⊔wB=Wc

A∩B=⌀ 
A∪B=X

z

x∉D, x∈wD, 

z∈D, z∈wD.

Existen otras:

··· etc
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⊑⌀-cadena de subconjuntos de E
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Cadena de subconjuntos de un referencial E

⊑E-cadena de subconjuntos de E
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⊑⌀-Cadena ⊑E-Cadena

No es ⊑⌀-cadena ni  ⊑E-cadena,

(P(X), ⊆)

X

⌀

W

Wc
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INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL Ejemplos
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La medida de W es insignificante comparada con la de A o con la de B.
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¿Pero y si W representa datos críticos no deseados  por ejemplo en un proceso de diagnóstico (industrial, médico,…)?

Wc: datos “buenos” 

A tiene menos datos “buenos” que B ¡Pero no tiene malos!

La medida de W es insignificante comparada con la de A o con la de B.
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“Perspectivas” en P(E): 
Ejemplos ilustrativos del isomorfismo 

 𝜑w(X) = X∆W en P(E)  
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con la complementación c : P(E)→P(E).
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(P(E), ∆) es un grupo abeliano, con elemento neutro ⌀ y tal que, ∀X∈P(E),  X coincide con su simétrico X-1: X∆X= ⌀ 
 Distributividad de la intersección:    X∩(Y∆Z) = (X∩Y)∆(X∩Z)   ∀(X,Y,Z) ∈ P(E)3
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Para W∈ P(E), la aplicación  𝜑w: P(E)→P(E) tal que 𝜑w(X) = X∆W es un isomorfismo entre las álgebras de Boole 
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Imágenes por el 
 isomorfismo de 

 algunos subretículos 
 distinguidos: 
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“w-contenido” del vacío. 

(Aquí, ⊑W es el orden 

 dual del orden ⊆)
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 algunos subretículos 
 distinguidos: 
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(P(E), ∆) es un grupo abeliano, con elemento neutro ⌀ y tal que, ∀X∈P(E),  X coincide con su simétrico X-1: X∆X= ⌀ 
 Distributividad de la intersección:    X∩(Y∆Z) = (X∩Y)∆(X∩Z). ∀(X,Y,Z) ∈ P(E)3. (P(E),∆,∩) es un anillo.


Para W∈ P(E), la aplicación  𝜑w: P(E)→P(E) tal que 𝜑w(X) = X∆W es un isomorfismo entre las álgebras de Boole  

(P(E),⊆) y (P(E),⊑W). Además: [𝜑w(X)]c= 𝜑w(Xc)  ∀X ∈ P(E)

Operador diferencia simétrica: X∆Y = (X∩Yc)∪(Xc∩Y)    ∀(X,Y) ∈ P(E)2         
X⊑WY ⇔ [(X∆W) ⊆ (Y∆W)] ⇔ (Y∩W ⊆ Y ⊆ B∪W)

(Un orden de actividad en P(E) asociado a W)

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀, E),c) Álgebra de Boole de las partes de E 

con la complementación c : P(E)→P(E).
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Aunque los “giros” en el grafo que representa el Álgebra de Boole  inicial (P(E),⊆), 
son los que parecen proporcionar buenos ejemplos de los efectos del operador 
diferencia simétrica A ⟶ A∆W; veremos que en realidad  la obtención del álgebra 
isomorfa (P(E),⊑W) responde más bien a “movimientos” relacionados con 
combinaciones de varias “simetrías”: 
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Nota. No obstante, nos parece más sugerente la interpretación inicial asociada a los “giros”, y es  

la que seguiremos utilizando en lo sucesivo en este trabajo.   
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Definición. A y B w-disjuntos si y solo si: 
                                   A⊓wB=W

 A y B son w-disjuntos, es decir: 
A⊓wB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)]=W, 

 si y solo si: 
(A∩B)⊆W⊆(A∪B), 

si y solo si: 
W ⊑BA , 

siy solo si: 
  W ⊑AB.
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Ejemplo. Órdenes de actividad ⊑W entre subconjuntos 
cualesquiera.(No necesariamente relacionados con imágenes)
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deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  
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También, el uso de cada uno de los recursos propios 
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Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.
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∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                          : 

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si A y B , (no relacionados por la inclusión  ⊆ ), 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B 

es “mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin 

embargo, si M y N tuviesen la misma interpretación, no 
podríamos relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB
N

M

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W) ⊆ (B △ W)

(A∩B) ∪[W∩(A∪B)] (A ∩ B) ∪[Wc∩(A∪B)],

 (A ∩ W  ⊇ B ∩ W ) & (A ∩ Wc ⊆ B ∩ Wc )

        A ⊑W B  ⇔  (A ∩ W ⊇ B ∩ W) & (A ∪ W) ⊆ (B ∪ W)
A ⊑W B  ⇔  (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W)  ⇔  A ∊ [(B ∩ W) , (B ∪ W)] 

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c )

Isomorfismo: 
𝜑W(A) = A∆ W

E

A

B

A y B, subconjuntos de E. (A⊈B, B⊈A)
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Isomorfismo: 
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E

A

B

A⊑WB

A y B, subconjuntos de E.

W

Perspectiva W

¡Una perspectiva patafísica!😊
E (A⊈B, B⊈A)
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Ejemplo: Marginando los números irracionales…
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Ejemplo: Marginando los números irracionales…

En la práctica sólo utilizamos números racionales, 
 (en realidad algún subconjunto finito de ellos…) 

Y aproximamos los irracionales mediante los anteriores. 
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ℝ 
, Números reales

ℚ , Números racionales 

ℚc , Números irracionales.

3 π√2
_

i1 q2i2
q1

······
1/2

?

···
ℝ

···
ℚc

···
ℚ
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ℝ2ℝ2 ℚ2

 q = (q1,q2) q = (q1,q2)
 x = (x1,x2)

𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)
x ∈ℝ2 

𝕨

 w3 = (i1,i2)   w3 = (i1,i2) 

  w2 = (i1,q2)   w2 = (i1,q2) 

  w1 = (q1,i2)   w1 = (q1,i2) 

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  

Aunque  una versión en ℝ2 parece más ilustrativa:
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ℝ2ℝ2 ℚ2

 q = (q1,q2) q = (q1,q2)
 x = (x1,x2)

 102

 ∪=

ℝ2 = ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)
x ∈ℝ2 

𝕨

 w3 = (i1,i2)   w3 = (i1,i2) 

  w2 = (i1,q2)   w2 = (i1,q2) 

  w1 = (q1,i2)   w1 = (q1,i2) 

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  
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ℝ2ℝ2 ℚ2

 q = (q1,q2) q = (q1,q2)
 x = (x1,x2)

 ∪=

ℝ2 = ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)
x ∈ℝ2 

Coordenadas cualesquiera Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

𝕨𝕨ℚ2ℝ2

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  

Aunque  una versión en ℝ2 parece más ilustrativa:

Si intentamos representar muchos pares (x1,x2) …
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Al menos una 

 coordenada 

irracional

Coordenadas cualesquiera

A

Sólo coordenadas 

 racionales

Al menos una 

 coordenada 

 racional

A

Sólo coordenadas 

 racionales
Al menos una 
 coordenada 

 irracional A

Sólo coordenadas 

 racionales

x ∈ℝ2 

Coordenadas cualesquiera Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

ℝ2 ℚ2 𝕨

𝕨𝕨ℚ2ℝ2

 ∪=

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  

Aunque  una versión en ℝ2 parece más ilustrativa:

Si intentamos representar muchos pares (x1,x2) …
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Al menos una 

 coordenada 

irracional

Coordenadas cualesquiera

A

Sólo coordenadas 

 racionales

Al menos una 

 coordenada 

 racional

A

Sólo coordenadas 

 racionales
Al menos una 
 coordenada 

 irracional A

Sólo coordenadas 

 racionales

x ∈ℝ2 

 q

 x

 w
 q

 q1

 w

 w1

 w
 q

Coordenadas cualesquiera Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

ℝ2 ℚ2 𝕨

𝕨𝕨ℚ2ℝ2

 ∪=

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  
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Coordenadas cualesquiera

A

Sólo coordenadas 

 racionales

Al menos una 

 coordenada 
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A

Sólo coordenadas 
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Al menos una 
 coordenada 

 irracional A

Sólo coordenadas 

 racionales

A

Coordenadas cualesquiera

Sólo coordenadas 

 racionales

Al menos una 

 coordenada 

 irracional

A ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 

 coordenada 

ir racional A ∩ 𝕨

Sólo coordenadas 

 racionalesAl menos una 
 coordenada 

 irracional

x ∈ℝ2 

 q

 x

 w
 q

 q1

 w

 w1

 w
 q

Coordenadas cualesquiera Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

ℝ2 ℚ2 𝕨

𝕨𝕨ℚ2ℝ2

 ∪=

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  

Aunque  una versión en ℝ2 parece más ilustrativa:

Si intentamos representar muchos pares (x1,x2) …
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ℝ2ℝ2 ℚ2

 q = (q1,q2) q = (q1,q2)
 x = (x1,x2)

 102

 ∪=

ℝ2 = ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)

Al menos una 

 coordenada 

irracional

Coordenadas cualesquiera

A

Sólo coordenadas 

 racionales

Al menos una 

 coordenada 

 racional

A

Sólo coordenadas 

 racionales
Al menos una 
 coordenada 

 irracional A

Sólo coordenadas 

 racionales

A

Coordenadas cualesquiera

Sólo coordenadas 

 racionales

Al menos una 

 coordenada 

 irracional

A ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 

 coordenada 

ir racional A ∩ 𝕨

Sólo coordenadas 

 racionalesAl menos una 
 coordenada 

 irracional

x ∈ℝ2 

 q

 x

 w
 q

 q1

 w

 w1

 w
 q

Coordenadas cualesquiera Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

Ac

Al menos una 

 coordenada 

 irracional

Sólo coordenadas 

 racionales

Coordenadas cualesquiera

Ac ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Ac ∩ 𝕨

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

ℝ2 ℚ2 𝕨

𝕨ℝ2 𝕨ℚ2ℝ2

 ∪=

(Pares (x1,x2) con al menos una 
 coordenada xi irracional).  
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También para el complementario…
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Un convenio de representación para  distinguir en ℝ2 

elementos que  pertenecen a ℚ2  de otros que están 

 en su complementario 𝕨……
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Ac

Al menos una 

 coordenada 

 irracional

Sólo coordenadas 

 racionales

Coordenadas cualesquiera

Ac ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Ac ∩ 𝕨

Al menos una 
 coordenada 

 irracional

A ∩ 𝕨

Sólo coordenadas 

 racionalesAl menos una 
 coordenada 

 irracional
A ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 

 coordenada 

ir racional

A

Coordenadas cualesquiera

Sólo coordenadas 

 racionales A ∩ 𝕨 

ℝ2 ℚ2 𝕨

= ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

ℝ 
, Números reales

ℚ , Números racionales 

ℚc , Números irracionales.

x ∈ℝ2 
ℝ2 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)
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ℝ2 ℚ2 𝕨

q

 w w

q x

A ∩ 𝕨

Sólo coordenadas 

 racionalesAl menos una 
 coordenada 

 irracional
A ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 

 coordenada 

ir racional

A

Coordenadas cualesquiera

Sólo coordenadas 

 racionales A ∩ 𝕨 

ℝ2 ℚ2 𝕨

= ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

ℝ 
, Números reales

ℚ , Números racionales 

ℚc , Números irracionales.

x ∈ℝ2 
ℝ2 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)
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ℝ2 ℚ2 𝕨

q

 w w

q x

A ∩ 𝕨

Sólo coordenadas 

 racionalesAl menos una 
 coordenada 

 irracional
A ∩ ℚ2 

Sólo coordenadas 
 racionales

Al menos una 

 coordenada 

ir racional

A

Coordenadas cualesquiera

Sólo coordenadas 

 racionales A ∩ 𝕨 

ℝ2 ℚ2 𝕨

= ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

ℝ 
, Números reales

ℚ , Números racionales 

ℚc , Números irracionales.

x ∈ℝ2 
ℝ2 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)

Textura “par de componentes racionales” q=(q1,q2)
Textura “al menos una componente irracional” 
w=(i1,q2) o w=(q1,i2) o w=(i1,i2)Textura “par de reales” x=(x1,x2)

Ganga?
Mena?
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ℝ2 ℚ2 𝕨

q

 w w

q x

A ∩ 𝕨 

 ∪=

 q

 x

 w
 q

 q1

 w

 w1

 w
 q

 ∪=
A ∩ ℚ2

A
A ∩ 𝕨 

ℝ2 ℚ2 𝕨

= ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

ℝ 
, Números reales

ℚ , Números racionales 

ℚc , Números irracionales.

x ∈ℝ2 
ℝ2 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)

Textura “par de componentes racionales” q=(q1,q2)
Textura “al menos una componente irracional” 
w=(i1,q2) o w=(q1,i2) o w=(i1,i2)Textura “par de reales” x=(x1,x2)

Ganga?
Mena?
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q

 w w

q x

A ∩ 𝕨 

 ∪=

 q

 x

 w
 q

 q1

 w

 w1

 w
 q

 ∪=
A ∩ ℚ2

A
A ∩ 𝕨 

q x

 w

q

 w

= ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 
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Textura “par de componentes racionales” q=(q1,q2)
Textura “al menos una componente irracional” 
w=(i1,q2) o w=(q1,i2) o w=(i1,i2)Textura “par de reales” x=(x1,x2)

Ganga?
Mena?
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q

 w w

q x

A ∩ 𝕨 

 ∪=

 q

 x

 w
 q

 q1

 w

 w1

 w
 q

 ∪=
A ∩ ℚ2

A
A ∩ 𝕨 

q x

 w

q

 w

= ℚ2 
∪ 𝕨, ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

ℝ 
, Números reales

ℚ , Números racionales 

ℚc , Números irracionales.

x ∈ℝ2 
ℝ2 𝕨 = (ℚXℚc )∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)

Ac Ac∩ ℚ2

Ac∩ 𝕨

Textura “par de componentes racionales” q=(q1,q2)
Textura “al menos una componente irracional” 
w=(i1,q2) o w=(q1,i2) o w=(i1,i2)Textura “par de reales” x=(x1,x2)

Ganga?
Mena?
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B
B ∩ ℚ2

B ∩ 𝕨

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

= ∪
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B

A

Bc Bc ∩ ℚ2
Bc ∩ 𝕨

B ∩ ℚ2

B ∩ 𝕨

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

= ∪
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B

A

ℝ2

= ∪

A ∩ ℚ2

B ∩ ℚ2

A ∩ W

B ∩ W

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

Intersección y unión (diagramas básicos):
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B

A

ℝ2

= ∪

A ∩ ℚ2

B ∩ ℚ2

A ∩ W

B ∩ W

=                                                ∪
A ∩ B

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

Intersección y unión (diagramas básicos):
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B

A

ℝ2

= ∪

A ∩ ℚ2

B ∩ ℚ2

A ∩ W

B ∩ W

=                                                ∪
A ∩ B

=                                                ∪A ∪ B

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ 

Intersección y unión (diagramas básicos):
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= ∪ 𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2

La w-intersección ⊓w, la w-unión ⊔w, la w-inclusión ⊑w 

(no tan evidentes desde la “perspectiva” que proporciona 𝕨)
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= ∪

B

A

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2
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B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

= ∪

B

A

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2
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B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

D

C A

C ⊓wD = C ∩ D

A

C ⊔wD = C ∪ D

= ∪

B

A

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2



 107

B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

D

C A

C ⊓wD = C ∩ D

A

C ⊔wD = C ∪ D

F

E A

E ⊔wF = E ∩ F

A

E⊓wF = E ∪ F

= ∪ 𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2



 107

B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

D

C A

C ⊓wD = C ∩ D

A

C ⊔wD = C ∪ D

F

E A

E ⊔wF = E ∩ F

A

E⊓wF = E ∪ F

F

C

F

C ⊔wF = CC⊓wF = F

= ∪ 𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2



 107

B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

D

C A

C ⊓wD = C ∩ D

A

C ⊔wD = C ∪ D

F

E A

E ⊔wF = E ∩ F

A

E⊓wF = E ∪ F

F

C

F

C ⊔wF = CC⊓wF = F

= ∪

F ⊑W C

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2



 107

B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

D

C A

C ⊓wD = C ∩ D

A

C ⊔wD = C ∪ D

F

E A

E ⊔wF = E ∩ F

A

E⊓wF = E ∪ F

F

C

F

C ⊔wF = CC⊓wF = F

F

A

A ⊔wF

A

A⊓wF

= ∪

F ⊑W C

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2



 107

B

A A

A ⊓wB

A

A ⊔wB

D

C A

C ⊓wD = C ∩ D

A

C ⊔wD = C ∪ D

F

E A

E ⊔wF = E ∩ F

A

E⊓wF = E ∪ F

F

C

F

C ⊔wF = CC⊓wF = F

F

A

A ⊔wF

A

A⊓wF

= ∪

B

C

C⊓wB C ⊔wB

𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2



Ac

AA

 108

Ac

Perspectiva asociada a W



Ac

AA

 108

A ∩ ℚ2

Ac ∩ 𝕨

Ac

= ∪

= ℚ2  
∪  𝕨ℝ2

Perspectiva asociada a W



Ac

AA

 108

A ∩ ℚ2

Ac ∩ 𝕨

A ∆ 𝕨∪ =

Ac

= ∪

= ℚ2  
∪  𝕨ℝ2

Perspectiva asociada a W



Ac

AA

 108

A ∩ ℚ2

Ac ∩ 𝕨

A ∆ 𝕨∪ =

Ac

W = (ℚ2)c =

= ∪

ℚ2 =

= ℚ2  
∪  𝕨ℝ2

Perspectiva asociada a W



Ac

AA

 108

A ∩ ℚ2

Ac ∩ 𝕨

A ∆ 𝕨∪ =

𝜑
𝕨 (A) = A  ∆ 𝕨

Ac

W = (ℚ2)c =

= ∪

ℚ2 =

= ℚ2  
∪  𝕨ℝ2

Perspectiva asociada a W



Ac

AA

 108

A ∩ ℚ2

Ac ∩ 𝕨

A ∆ 𝕨∪ =

Ac

𝜑
𝕨 (A  ∆ 𝕨) =(A  ∆ 𝕨)  ∆ 𝕨)

W = (ℚ2)c =

= ∪

ℚ2 =

= ℚ2  
∪  𝕨ℝ2

Perspectiva asociada a W
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= ∪ 𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2

M N
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= ∪ 𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2

M ⊓wN

M ⊔wN

M N
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= ∪ 𝕨 = (ℚXℚc) ∪ (ℚcXℚ) ∪ (ℚcXℚc)= (ℚ2)c ⊆ ℝ2

= ℚ2  
∪  𝕨,                  ℚ2 

∩ 𝕨 = ∅ ℝ2

M ⊓wN

M ⊔wN

M N

M ⊔ℚ2 N

M ⊓ℚ2

N
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( P(ℝ2), ⊆ ) 

W
WC

B

C

Bc

ℝ2

⌀, A, B, …, subconjuntos de ℝ2

{      ,      ,      ,      ,      , …,     }ℝ2⌀



⌀⌀
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( P(ℝ2), ⊆ ) 

W
WC

B

C

Bc

ℝ2

( A ⊑W B) ⇔      
                                                             (Todos los elementos de B con al menos una 

coordenada irracional, (tipos: (q1,i2), (i1,q2), (i1,i2) ),  

                                                                   pertenecen a A 
y 

                                                             todos los elementos de A con las dos     

                                                   coordenadas racionales,( tipo: (q1,q2) ), pertenecen a B). 

⌀, A, B, …, subconjuntos de ℝ2

{      ,      ,      ,      ,      , …,     }ℝ2⌀
⊑W



⌀
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⌀

( P(ℝ2), ⊆ ) 

W

( P(ℝ2), ⊑W ) WC

W
WC

B

C

Bc B

C

Bc

ℝ2

ℝ2

( A ⊑W B) ⇔      
                                                             (Todos los elementos de B con al menos una 

coordenada irracional, (tipos: (q1,i2), (i1,q2), (i1,i2) ),  

                                                                   pertenecen a A 
y 

                                                             todos los elementos de A con las dos     

                                                   coordenadas racionales,( tipo: (q1,q2) ), pertenecen a B). 

⌀, A, B, …, subconjuntos de ℝ2

{      ,      ,      ,      ,      , …,     }ℝ2⌀
⊑W



⌀
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⌀

( P(ℝ2), ⊆ ) 

W

( P(ℝ2), ⊑W ) WC

W
WC

X ⟶ X∆W
B

C

Bc B

C

Bc

ℝ2

ℝ2

…

B

⟶

B∆W

( A ⊑W B) ⇔      
                                                             (Todos los elementos de B con al menos una 

coordenada irracional, (tipos: (q1,i2), (i1,q2), (i1,i2) ),  

                                                                   pertenecen a A 
y 

                                                             todos los elementos de A con las dos     

                                                   coordenadas racionales,( tipo: (q1,q2) ), pertenecen a B). 

⌀, A, B, …, subconjuntos de ℝ2

{      ,      ,      ,      ,      , …,     }ℝ2⌀

A

⟶

A∆W

⊑W
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Extensión de los operadores w-intersección ⊓w y 

w-unión ⊔w a familias cualesquiera de 
subconjuntos (Ms)s∈S
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W

X



 111

W

X

M1

M2
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W

X

M1

M2

M1⊓wM2 = 
(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] 

M1⊓wM2
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W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

M1⊓wM2 = 
(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] 

M1⨆wM2

M1⨆wM2 = 

(M1∩M2 )∪[Wc∩(M1∪ M2)] 

M1⊓wM2
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W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

M1⊓wM2 = 
(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] 

M1⨆wM2

M1⨆wM2 = 

(M1∩M2 )∪[Wc∩(M1∪ M2)] 

M1⊓wM2
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W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

M1⊓wM2 = 
(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] 

M1⨆wM2

M1⊓wM2⊓wM3

M1⨆wM2 = 

(M1∩M2 )∪[Wc∩(M1∪ M2)] 

M1⊓wM2

?

M3



 111

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

M1⊓wM2 = 
(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] 

M1⨆wM2

M1⊓wM2⊓wM3

M1⨆wM2 = 

(M1∩M2 )∪[Wc∩(M1∪ M2)] 

M1⊓wM2⊓wM3 = 
(M1∩M2∩M3 )∪ 
          [W ∩(M1∪ M2∪ M3)] 

M1⊓wM2

M3
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M3

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

W

X

M1

M2

M1⊓wM2 = 
(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] 

M1⨆wM2

M1⊓wM2⊓wM3
M1⨆wM2⨆wM3

M1⨆wM2 = 

(M1∩M2 )∪[Wc∩(M1∪ M2)] 

M1⊓wM2⊓wM3 = 
(M1∩M2∩M3 )∪ 
          [W ∩(M1∪ M2∪ M3)] 

M1⨆wM2⨆wM3 = 
(M1∩M2∩M3 )∪ 

          [Wc∩(M1∪ M2∪ M3)] 

M1⊓wM2

M3

(formalización en la transparencia siguiente)



(P(X),⊑w) es un retículo completo distributivo 
y con la complementación, un Álgebra de Boole

 112



Proposición. Para todo W∈P(X), el Álgebra de Boole (P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc),c,) es tal que toda 

familia no vacía (Ms)s∈S de P(X) tiene elementos w-infimo ⊓wMs y w-supremo ⊔wMs tales que 

⊓wMs = (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)]= (∪Ms)∩[ W∪(∩Ms)], 

⊔wMs = ⊓wcMs =(∩Ms)∪[ Wc∩(∪Ms)]= (∪Ms)∩[ Wc∪(∩Ms)].
s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

M1⊓wM2⊓wM3

 112



Proposición. Para todo W∈P(X), el Álgebra de Boole (P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc),c,) es tal que toda 

familia no vacía (Ms)s∈S de P(X) tiene elementos w-infimo ⊓wMs y w-supremo ⊔wMs tales que 

⊓wMs = (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)]= (∪Ms)∩[ W∪(∩Ms)], 

⊔wMs = ⊓wcMs =(∩Ms)∪[ Wc∩(∪Ms)]= (∪Ms)∩[ Wc∪(∩Ms)].
s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

Demostración. Sea S≠∅ y sea (Ms)s∈S una familia de subconjuntos de X. 

 Demostremos primero que (⊓wMs) ⊑w Mk ∀k∈S: 

                                (Mk∩W) ⊆ [W∩(∪Ms)] ⊆ [ (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)] ]= ⊓wMs 

                         ⊓wMs = [ (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)] ] ⊆ [ Mk∪[ W∩(∪Ms)] ] ⊆ (Mk∪W).  

luego ⊓wMs es un minorante de la familia (Ms)s∈S en (P(X),⊑w). Demostremos ahora que es el 

 mayor de esos minorantes: 

Sea H otro minorante:  H⊑w Ms ∀s∈S. Entonces (Ms∩W) ⊆ H ⊆(Ms∪W) ∀s∈S, luego 

(⊓wMs)∩W=[(∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)] ]∩W=[ W∩(∪Ms)] =∪(Ms∩W) ⊆ H ,  y 

H ⊆ ∩(Ms∪W)= [ W∪(∩Ms)]=[ W∪(∪Ms)]∩[ W∪(∩Ms)]=[(∪Ms)∩[ W∪(∩Ms)]∪W=(⊓wMs)∪W, 

que demuestra que H⊑w (⊓wMs), es decir, esta última  es la mayor de los minorantes y por tanto el 

ínfimo (w-infimo) de la familia (Ms)s∈S . 

Un razonamiento análogo prueba que ⊔wMs es el w-supremo en (P(X),⊑w) de la familia (Ms)s∈S .∎ 

 

s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S

M1⊓wM2⊓wM3
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 mayor de esos minorantes: 

Sea H otro minorante:  H⊑w Ms ∀s∈S. Entonces (Ms∩W) ⊆ H ⊆(Ms∪W) ∀s∈S, luego 
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H ⊆ ∩(Ms∪W)= [ W∪(∩Ms)]=[ W∪(∪Ms)]∩[ W∪(∩Ms)]=[(∪Ms)∩[ W∪(∩Ms)]∪W=(⊓wMs)∪W, 

que demuestra que H⊑w (⊓wMs), es decir, esta última  es la mayor de los minorantes y por tanto el 

ínfimo (w-infimo) de la familia (Ms)s∈S . 

Un razonamiento análogo prueba que ⊔wMs es el w-supremo en (P(X),⊑w) de la familia (Ms)s∈S .∎ 

 

s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S

Corolario. Si definimos ⊓w∅=Wc y ⊔w∅=W, entonces (P(X),⊑w) es un retículo completo. 

(Se demuestra que es distributivo y con la complementación, es Álgebra de Boole completa). ∎

M1⊓wM2⊓wM3

 112
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                         ⊓wMs = [ (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)] ] ⊆ [ Mk∪[ W∩(∪Ms)] ] ⊆ (Mk∪W).  

luego ⊓wMs es un minorante de la familia (Ms)s∈S en (P(X),⊑w). Demostremos ahora que es el 

 mayor de esos minorantes: 

Sea H otro minorante:  H⊑w Ms ∀s∈S. Entonces (Ms∩W) ⊆ H ⊆(Ms∪W) ∀s∈S, luego 

(⊓wMs)∩W=[(∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)] ]∩W=[ W∩(∪Ms)] =∪(Ms∩W) ⊆ H ,  y 

H ⊆ ∩(Ms∪W)= [ W∪(∩Ms)]=[ W∪(∪Ms)]∩[ W∪(∩Ms)]=[(∪Ms)∩[ W∪(∩Ms)]∪W=(⊓wMs)∪W, 

que demuestra que H⊑w (⊓wMs), es decir, esta última  es la mayor de los minorantes y por tanto el 

ínfimo (w-infimo) de la familia (Ms)s∈S . 

Un razonamiento análogo prueba que ⊔wMs es el w-supremo en (P(X),⊑w) de la familia (Ms)s∈S .∎ 

 

s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S

Corolario. Si definimos ⊓w∅=Wc y ⊔w∅=W, entonces (P(X),⊑w) es un retículo completo. 

(Se demuestra que es distributivo y con la complementación, es Álgebra de Boole completa). ∎

M1⊓wM2⊓wM3

Nota. Es inmediato comprobar que se cumplen las leyes de Morgan: (⊓wMs )
c=(⊔wMs

c) ,… etc
s∈S s∈S
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Ilustración de algunas propiedades asociadas a 

los operadores w-intersección ⊓w y w-unión ⊔w
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E
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A ⨆WB

A ⨅VB

A ⨆VB

(P( E), ⊆)

∅

V

W

Relación entre pares de operadores 

(⨅W, ⨆W) y (⨅V, ⨆V)

A

B

E
W
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Relación entre pares de operadores 

(⨅W, ⨆W) y (⨅V, ⨆V)

(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)
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Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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Relación entre pares de operadores 

(⨅W, ⨆W) y (⨅V, ⨆V)

(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)
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Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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(A ⨅WB) ∪ (A ⨆WB) = (A ∪B)

E

A ⨅WB

∅

A ⨆WB

A ⨅VBA ⨆VB

(P( E), ⊑W)

W

Wc
E

∅

A ⨅WB
A ⨆WB

A ⨅VB

A ⨆VB

(P( E), ⊑V)

V

Vc

A

B

E
W

INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN ENTRE LAS DISTINTAS INTERSECCIONES 

 113

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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A∩B

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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Relación entre pares de operadores 
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(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)
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(A∩B) ⨅V(A∪B) = (A ⨅VB)

(A∩B) ⨆V(A∪B) = (A ⨆VB)

En particular, para V ∊ {∅, E }
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A∩B

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)

∀(A,B,W,V) ∊ P(E)4:

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)

∀(A,B,W,V) ∊ P(E)4:

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)
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(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)

Y para W ∊ {∅, E }

(A∩B) ⨅V(A∪B) = (A ⨅VB)

(A∩B) ⨆V(A∪B) = (A ⨆VB)

En particular, para V ∊ {∅, E }

(A ⨅WB) ∩ (A ⨆WB) = (A ∩B)

(A ⨅WB) ∪ (A ⨆WB) = (A ∪B)
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)

∀(A,B,W,V) ∊ P(E)4:

W⨅SV

A ⨅WB

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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S

Relación entre pares de operadores 

(⨅W, ⨆W) y (⨅V, ⨆V)

(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)

Y para W ∊ {∅, E }

(A∩B) ⨅V(A∪B) = (A ⨅VB)

(A∩B) ⨆V(A∪B) = (A ⨆VB)
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)

∀(A,B,W,V) ∊ P(E)4:

W⨅SV

A ⨅WB

A ⨅VB

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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Relación entre pares de operadores 

(⨅W, ⨆W) y (⨅V, ⨆V)

(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)

Y para W ∊ {∅, E }

(A∩B) ⨅V(A∪B) = (A ⨅VB)

(A∩B) ⨆V(A∪B) = (A ⨆VB)

En particular, para V ∊ {∅, E }
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)

∀(A,B,W,V) ∊ P(E)4:

W⨅SV

A ⨅WB

A ⨅VBA ⨅(W⨅SV)B

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).
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∅

V

W

A ⨅(W ⨅SV)B = (A ⨅WB) ⨅S(A ⨅VB)(*)∀(A,B,W,V,S) ∊ P(E)5:
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Relación entre pares de operadores 

(⨅W, ⨆W) y (⨅V, ⨆V)

(A ⨅WB) ⨅V(A ⨆WB) = (A ⨅VB)

(A ⨅WB) ⨆V(A ⨆WB) = (A ⨆VB)

Y para W ∊ {∅, E }

(A∩B) ⨅V(A∪B) = (A ⨅VB)

(A∩B) ⨆V(A∪B) = (A ⨆VB)

En particular, para V ∊ {∅, E }

(A ⨅WB) ∩ (A ⨆WB) = (A ∩B)

(A ⨅WB) ∪ (A ⨆WB) = (A ∪B)
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A ⨅WB = (A ⨅VB) ⨆V(A ⨅VW) ⨆V(B ⨅VW) = (A ⨆VB) ⨅V(A ⨆VW) ⨅V(B ⨆V W)

∀(A,B,W,V) ∊ P(E)4:

W⨅SV

Proposición(*)

(*)(Nota. Demostraciones incluidas en otras más generales más adelante).



 114

Operadores w-diferencia, w-diferencia simétrica y w-residuo
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A



W
E

B
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A

Definición.  

Llamaremos “w-diferencia” A - B a la diferencia del conjunto A menos el 

conjunto B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

A - B = A ⨅W Bc= (A ∩Bc)∪[W∩(A ∪Bc)]= 

(A -B)∪[W∩(B-A)c]=(A -B)∪[W∩(B→A)]= 

(A ∪Bc)∩[W∪(A∩Bc)]= (B -Ac)∩[W∪(A-B)]= 

(B →A)∩[W∪(A-B)]

  

W

W



W W

W
E

B
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A

Definición.  

Llamaremos “w-diferencia” A - B a la diferencia del conjunto A menos el 

conjunto B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

A - B = A ⨅W Bc= (A ∩Bc)∪[W∩(A ∪Bc)]= 

(A -B)∪[W∩(B-A)c]=(A -B)∪[W∩(B→A)]= 

(A ∪Bc)∩[W∪(A∩Bc)]= (B -Ac)∩[W∪(A-B)]= 

(B →A)∩[W∪(A-B)]

  

W

W

Definición.  
Llamaremos “w-diferencia simétrica” A ∆W B a la diferencia simétrica 

de los conjuntos A y B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

                           A ∆W B =[ A ⨅ WBc]⊔W[ Ac⨅ W B]=(A - B)⊔W(B - A)



W W

W
E

B
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A

2.  A ∆W B = (A ∆  B ∆ W)

 Proposición (*)

1. Si 𝜑W(A) = A∆ W, entonces  

𝜑W(A ∆  B) = 𝜑W(A) ∆W𝜑W(B)

Definición.  

Llamaremos “w-diferencia” A - B a la diferencia del conjunto A menos el 

conjunto B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

A - B = A ⨅W Bc= (A ∩Bc)∪[W∩(A ∪Bc)]= 

(A -B)∪[W∩(B-A)c]=(A -B)∪[W∩(B→A)]= 

(A ∪Bc)∩[W∪(A∩Bc)]= (B -Ac)∩[W∪(A-B)]= 

(B →A)∩[W∪(A-B)]

  

W

W

Definición.  
Llamaremos “w-diferencia simétrica” A ∆W B a la diferencia simétrica 

de los conjuntos A y B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

                           A ∆W B =[ A ⨅ WBc]⊔W[ Ac⨅ W B]=(A - B)⊔W(B - A)

(*)(Nota. Véanse trasparencias 190 y siguientes).



W W

W
E
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A

2.  A ∆W B = (A ∆  B ∆ W)

 Proposición (*)

1. Si 𝜑W(A) = A∆ W, entonces  

𝜑W(A ∆  B) = 𝜑W(A) ∆W𝜑W(B)

Definición.  

Llamaremos “w-diferencia” A - B a la diferencia del conjunto A menos el 

conjunto B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

A - B = A ⨅W Bc= (A ∩Bc)∪[W∩(A ∪Bc)]= 

(A -B)∪[W∩(B-A)c]=(A -B)∪[W∩(B→A)]= 

(A ∪Bc)∩[W∪(A∩Bc)]= (B -Ac)∩[W∪(A-B)]= 

(B →A)∩[W∪(A-B)]

  

W

W

Definición.  

Llamaremos “w-residuo” →w de ⨅W en el álgebra  

((P(E), ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc),c) al operador tal que : 

A →w B = Ac⊔WB= (Ac∩B)∪[Wc∩(Ac∪B)]= 

(B-A)∪[Wc∩(A→B)]=(Ac∪B)∩[Wc∪(Ac∩B)]= 

((A→B)∩[(B -A)∪Wc)].

Definición.  
Llamaremos “w-diferencia simétrica” A ∆W B a la diferencia simétrica 

de los conjuntos A y B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

                           A ∆W B =[ A ⨅ WBc]⊔W[ Ac⨅ W B]=(A - B)⊔W(B - A)

A →w B

(*)(Nota. Véanse trasparencias 190 y siguientes).
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A

2.  A ∆W B = (A ∆  B ∆ W)

 Proposición (*)

1. Si 𝜑W(A) = A∆ W, entonces  

𝜑W(A ∆  B) = 𝜑W(A) ∆W𝜑W(B)

Definición.  

Llamaremos “w-diferencia” A - B a la diferencia del conjunto A menos el 

conjunto B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

A - B = A ⨅W Bc= (A ∩Bc)∪[W∩(A ∪Bc)]= 

(A -B)∪[W∩(B-A)c]=(A -B)∪[W∩(B→A)]= 

(A ∪Bc)∩[W∪(A∩Bc)]= (B -Ac)∩[W∪(A-B)]= 

(B →A)∩[W∪(A-B)]

  

W

W

Definición.  

Llamaremos “w-residuo” →w de ⨅W en el álgebra  

((P(E), ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc),c) al operador tal que : 

A →w B = Ac⊔WB= (Ac∩B)∪[Wc∩(Ac∪B)]= 

(B-A)∪[Wc∩(A→B)]=(Ac∪B)∩[Wc∪(Ac∩B)]= 

((A→B)∩[(B -A)∪Wc)].

Definición.  

Llamaremos “w-equivalencia” ⟷w en el álgebra  

((P(E), ⊑W, ⨅W,⊔w, W, Wc),c) al operador tal que : 

A ⟷w B = (A →w B) ⨅W(B →w A)= 

(Ac⊔wB)⨅W[Bc⊔wA)]= (A ∆  B ∆ W)c= ( A ∆W B)c.

Definición.  
Llamaremos “w-diferencia simétrica” A ∆W B a la diferencia simétrica 

de los conjuntos A y B en el álgebra ((P(E), ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),c): 

                           A ∆W B =[ A ⨅ WBc]⊔W[ Ac⨅ W B]=(A - B)⊔W(B - A)
A ⟷W B

(*)(Nota. Véanse trasparencias 190 y siguientes).
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Expresión de A⊓wB y A⨆wB como unión (usual) de 
subconjuntos disjuntos
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M2

W

M1

X
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M2

W

M1

M1⊓wM2

M2

W

M1

=

X

M1⊓wM2 =(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)]

M1∩M2

M2

W

M1

W∩(M1∪M2)

∪
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Proposición. Sea S≠∅ y sea (Ms)s∈S una familia de subconjuntos de X. Demostremos que (⊓wMs) 

y (⨆wMs) pueden representarse mediante la unión de dos subconjuntos disjuntos: 

(⊓wMs)=[Wc∩(∩Ms)]∪[ W∩(∪Ms)], y (⨆wMs)=[W∩(∩Ms)]∪[ Wc∩(∪Ms)].  

Demostración En efecto, ∩Ms =X∩(∩Ms)= (Wc∪W)∩(∩Ms)=[Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∩Ms)],  

luego ⊓wMs= (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)]= [Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∩Ms)]∪[ W∩(∪Ms)]= 

[Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∪Ms)], pues [W∩(∩Ms)]⊆[ W∩(∪Ms)]. 

 Como (⨆wMs)=(⊓wcMs) y de (Wc)c=W, se deduce (⨆wMs)=[W∩(∩Ms)]∪[ Wc∩(∪Ms)].∎
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s∈S s∈S
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M1∩M2

M2

W

M1

W∩(M1∪M2)

∪



 115

Proposición. Sea S≠∅ y sea (Ms)s∈S una familia de subconjuntos de X. Demostremos que (⊓wMs) 

y (⨆wMs) pueden representarse mediante la unión de dos subconjuntos disjuntos: 

(⊓wMs)=[Wc∩(∩Ms)]∪[ W∩(∪Ms)], y (⨆wMs)=[W∩(∩Ms)]∪[ Wc∩(∪Ms)].  

Demostración En efecto, ∩Ms =X∩(∩Ms)= (Wc∪W)∩(∩Ms)=[Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∩Ms)],  

luego ⊓wMs= (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)]= [Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∩Ms)]∪[ W∩(∪Ms)]= 

[Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∪Ms)], pues [W∩(∩Ms)]⊆[ W∩(∪Ms)]. 

 Como (⨆wMs)=(⊓wcMs) y de (Wc)c=W, se deduce (⨆wMs)=[W∩(∩Ms)]∪[ Wc∩(∪Ms)].∎
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X

M1⊓wM2 =(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] =[Wc∩(M1∩M2 )]∪[W ∩(M1∪ M2)] ,

M1∩M2

(  [Wc∩(M1∩M2 )]∩[W ∩(M1∪ M2)]=∅  ).
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∪

Ilustración de la proposición:
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Nota. Esta representación es compatible con las definiciones: ⊓w∅=Wc y ⊔w∅=W, pues  

⊓w∅=Wc∩(∩∅)]∪[ W∩(∪∅)] =(Wc∩X)∪(W∩∅)=Wc, 

⨆w∅=⊓wc∅=W∩(∩∅)]∪[ Wc∩(∪∅)] =(W∩X)∪(Wc∩∅)=W.

Proposición. Sea S≠∅ y sea (Ms)s∈S una familia de subconjuntos de X. Demostremos que (⊓wMs) 

y (⨆wMs) pueden representarse mediante la unión de dos subconjuntos disjuntos: 

(⊓wMs)=[Wc∩(∩Ms)]∪[ W∩(∪Ms)], y (⨆wMs)=[W∩(∩Ms)]∪[ Wc∩(∪Ms)].  

Demostración En efecto, ∩Ms =X∩(∩Ms)= (Wc∪W)∩(∩Ms)=[Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∩Ms)],  

luego ⊓wMs= (∩Ms)∪[ W∩(∪Ms)]= [Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∩Ms)]∪[ W∩(∪Ms)]= 

[Wc∩(∩Ms)] ∪[W∩(∪Ms)], pues [W∩(∩Ms)]⊆[ W∩(∪Ms)]. 

 Como (⨆wMs)=(⊓wcMs) y de (Wc)c=W, se deduce (⨆wMs)=[W∩(∩Ms)]∪[ Wc∩(∪Ms)].∎
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M1⊓wM2 =(M1∩M2 )∪[W ∩(M1∪ M2)] =[Wc∩(M1∩M2 )]∪[W ∩(M1∪ M2)] ,
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Ilustración de la proposición:

w-inf del  
conjunto vacío

w-sup del  
conjunto vacío

inf del  
conjunto vacío

sup del  
conjunto vacío
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La relación de “w-pertenencia” ∊w en P(E) 



Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

 116

Al igual que la inclusión usual se define 
 mediante la pertenencia: 
                    (A⊆B) ⇔ (x ∈ A ⇒ X ∈ B), 

y dado que 

(A ⊑w B) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W )⇔ (x ∈ A∆W ⇒ x ∈ B∆W), 

proponemos las siguiente definiciones  
de “w-pertenencia” ∊w y su “negación” ∉w



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que (x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w ) (x ∉w A)⇔(x ∊wcA)
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Al igual que la inclusión usual se define 
 mediante la pertenencia: 
                    (A⊆B) ⇔ (x ∈ A ⇒ X ∈ B), 

y dado que 

(A ⊑w B) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W )⇔ (x ∈ A∆W ⇒ x ∈ B∆W), 

proponemos las siguiente definiciones  
de “w-pertenencia” ∊w y su “negación” ∉w

Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que (x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w ) (x ∉w A)⇔(x ∊wcA)
W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1∊w A

x3∊wA

x2∉w A

x4∉wA
x1x2

x3

x4

x1∊ A

x2∊ A

x3∉ A

x4∉ A
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Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que (x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(Ac△w)) 

⇔(x ∊Ac△w)⇔(x ∊w Ac).∎

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)
W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1∊w A

x3∊wA

x2∉w A

x4∉wA
x1x2

x3

x4

x1∊ A

x2∊ A

x3∉ A

x4∉ A
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Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(Ac△w)) 

⇔(x ∊Ac△w)⇔(x ∊w Ac).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)
W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1∊w A

x3∊wA

x2∉w A

x4∉wA
x1x2

x3

x4

x1∊ A

x2∊ A

x3∉ A

x4∉ A
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Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(Ac△w)) 

⇔(x ∊Ac△w)⇔(x ∊w Ac).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )⇔(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1∊w A

x3∊wA

x2∉w A

x4∉wA
x1x2

x3

x4

x1∊ A

x2∊ A

x3∉ A

x4∉ A
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Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)
(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A ⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(Ac△w)) 

⇔(x ∊Ac△w)⇔(x ∊w Ac).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )⇔(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

Proposición(*) . Se verifica:

W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1∊w A

x3∊wA

x2∉w A

x4∉wA
x1x2

x3

x4

x1∊ A

x2∊ A

x3∉ A

x4∉ A

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

 116

Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)
(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A ⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(Ac△w)) 

⇔(x ∊Ac△w)⇔(x ∊w Ac).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )⇔(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

Proposición(*) . Se verifica:

W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1∊w A

x3∊wA

x2∉w A

x4∉wA
x1x2

x3

x4

x1∊ A

x2∊ A

x3∉ A

x4∉ A

(x∊((A∪B)∩Wc)∪((Ac∪Bc)∩W))

Dem.A ⊑wB ⇔ ((A△w)⊆(A△w)) ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]. 

(x∊wA⨅wB)⇔x∊(A⨅wB)△w⇔(x∊(A∩B∩Wc)∪(Ac∩Bc∩W))
⇔(x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∩[(B∩Wc)∪(Bc∩W)])⇔ 
(x ∊( A△W )∩( B△W ))⇔(x ∊wA)&(x ∊w B).

(x∊wA⨆wB)⇔x∊(A⨆wB)△w⇔
⇔x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∪[(B∩Wc)∪(Bc∩W)]⇔
x∊((A△W )∪( B△W ))⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B).∎
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Es decir, x∊(A∪W)-(A∩W ). (Un “o” exclusivo: 

                                 “ó x pertenece a A ó x pertenece al contenido W del vacío”).

(*)(Continúa)
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(Continuación)

  Proposición(Auxiliar). Para todo par de familias no vacías (Ms)s∊S, (Ns)s∊S de subconjuntos,(subindicadas por el mismo 
conjunto de índices S), se verifica: 

(1)(**)  (∩(Ms)∪(∩Ns) ⊆ ∩(Ms∪Ns),   (∪Ms)∪(∪Ns) = ∪(Ms∪Ns). 
s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

(**) En general, la igualdad en la primera expresión no es cierta como muestra el siguiente ejemplo: M1={a,b,c,x,y}, M2={b,c,y}, N1={c,d,f}, N2={d,e,f,x,y}, 
       se verifica M1∩M2={b,c,y}, N1∩N2={d,f}, M1∪N1={a,b,c,d,f,x,y}, M2∪N2={b,c,d,e,f,x,y}; 
      luego (M1∪N1)∩(M2∪N2)={b,c,d,f,x,y}⊈{b,c,d,f,y}=(M1∩M2)∪(N1∩N2).

(2) Si existe w∈P(E) y unas familias (As)s∊S, (Bs)s∊S, incluidas en P(E) tales que Ms=As∩wc, Ns=Bs∩w  ∀s∊S, entonces 
la primera de las inclusiones también es una igualdad: 

           (∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)) = ∩((As∩wc)∪(Bs∩w)).  
s∊S s∊S s∊S
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(Continuación)

  Proposición(Auxiliar). Para todo par de familias no vacías (Ms)s∊S, (Ns)s∊S de subconjuntos,(subindicadas por el mismo 
conjunto de índices S), se verifica: 

(1)(**)  (∩(Ms)∪(∩Ns) ⊆ ∩(Ms∪Ns),   (∪Ms)∪(∪Ns) = ∪(Ms∪Ns). 
s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

(**) En general, la igualdad en la primera expresión no es cierta como muestra el siguiente ejemplo: M1={a,b,c,x,y}, M2={b,c,y}, N1={c,d,f}, N2={d,e,f,x,y}, 
       se verifica M1∩M2={b,c,y}, N1∩N2={d,f}, M1∪N1={a,b,c,d,f,x,y}, M2∪N2={b,c,d,e,f,x,y}; 
      luego (M1∪N1)∩(M2∪N2)={b,c,d,f,x,y}⊈{b,c,d,f,y}=(M1∩M2)∪(N1∩N2).

(2) Si existe w∈P(E) y unas familias (As)s∊S, (Bs)s∊S, incluidas en P(E) tales que Ms=As∩wc, Ns=Bs∩w  ∀s∊S, entonces 
la primera de las inclusiones también es una igualdad: 

           (∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)) = ∩((As∩wc)∪(Bs∩w)).  
s∊S s∊S s∊SDemostración.

(1)  ((Ms⊆(Ms∪Ns))&(Ns⊆(Ms∪Ns) ∀s∊S )⇒((∩Ms⊆∩(Ms∪Ns))&(∩Ns⊆∩(Ms∪Ns))⇒((∩Ms)∪(∩Ns)) ⊆∩(Ms∪Ns)).

       ((Ms⊆(Ms∪Ns))&(Ns⊆(Ms∪Ns) ∀s∊S )⇒((∪Ms⊆∪(Ms∪Ns))&(∪Ns⊆∪(Ms∪Ns))⇒((∪Ms)∪(∪Ns)) ⊆∪(Ms∪Ns)) 

       x∊∪(Ms∪Ns)⇒(∃k∊S: x∊Mk∪Nk ) y como (Mk⊆∪Ms) y Kk⊆∪Ns)), obtenemos finalmente x∊(∪Ms)∪(∪Ns) .

s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

s∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊S

s∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊S

(2)  (x∊∩((As∩wc)∪(Bs∩w))⇒(x∊(As∩wc)∪(Bs∩w) ∀s∊S ), luego, si x∊wc entonces(x∊(As∩wc) ∀s∊S ) o si x∊w entonces  (x∊(Bs∩w) ∀s∊S ), 

        es decir (x∊(∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)). ∎
s∊S

s∊Ss∊S
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Proposición .  Para todo subconjunto W y para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de subconjuntos incluida en P(E),   se verifica:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), es decir (⊓wAj )△w =∩(Aj△w). 

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w). 
j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

En particular, 
(x∊wA⊓wB)⇔(x ∊wA) & (x ∊w B), 

(x∊wA⨆wB)⇔(x ∊wA) ó (x ∊w B).

Como consecuencia de la proposición auxiliar anterior, se obtiene el siguiente resultado que incluye al de la última proposición en 
la transparencia anterior:

(Continuación)

  Proposición(Auxiliar). Para todo par de familias no vacías (Ms)s∊S, (Ns)s∊S de subconjuntos,(subindicadas por el mismo 
conjunto de índices S), se verifica: 

(1)(**)  (∩(Ms)∪(∩Ns) ⊆ ∩(Ms∪Ns),   (∪Ms)∪(∪Ns) = ∪(Ms∪Ns). 
s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

(**) En general, la igualdad en la primera expresión no es cierta como muestra el siguiente ejemplo: M1={a,b,c,x,y}, M2={b,c,y}, N1={c,d,f}, N2={d,e,f,x,y}, 
       se verifica M1∩M2={b,c,y}, N1∩N2={d,f}, M1∪N1={a,b,c,d,f,x,y}, M2∪N2={b,c,d,e,f,x,y}; 
      luego (M1∪N1)∩(M2∪N2)={b,c,d,f,x,y}⊈{b,c,d,f,y}=(M1∩M2)∪(N1∩N2).

(2) Si existe w∈P(E) y unas familias (As)s∊S, (Bs)s∊S, incluidas en P(E) tales que Ms=As∩wc, Ns=Bs∩w  ∀s∊S, entonces 
la primera de las inclusiones también es una igualdad: 

           (∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)) = ∩((As∩wc)∪(Bs∩w)).  
s∊S s∊S s∊SDemostración.

(1)  ((Ms⊆(Ms∪Ns))&(Ns⊆(Ms∪Ns) ∀s∊S )⇒((∩Ms⊆∩(Ms∪Ns))&(∩Ns⊆∩(Ms∪Ns))⇒((∩Ms)∪(∩Ns)) ⊆∩(Ms∪Ns)).

       ((Ms⊆(Ms∪Ns))&(Ns⊆(Ms∪Ns) ∀s∊S )⇒((∪Ms⊆∪(Ms∪Ns))&(∪Ns⊆∪(Ms∪Ns))⇒((∪Ms)∪(∪Ns)) ⊆∪(Ms∪Ns)) 

       x∊∪(Ms∪Ns)⇒(∃k∊S: x∊Mk∪Nk ) y como (Mk⊆∪Ms) y Kk⊆∪Ns)), obtenemos finalmente x∊(∪Ms)∪(∪Ns) .

s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

s∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊S

s∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊S

(2)  (x∊∩((As∩wc)∪(Bs∩w))⇒(x∊(As∩wc)∪(Bs∩w) ∀s∊S ), luego, si x∊wc entonces(x∊(As∩wc) ∀s∊S ) o si x∊w entonces  (x∊(Bs∩w) ∀s∊S ), 

        es decir (x∊(∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)). ∎
s∊S

s∊Ss∊S
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Proposición .  Para todo subconjunto W y para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de subconjuntos incluida en P(E),   se verifica:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), es decir (⊓wAj )△w =∩(Aj△w). 

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w). 
j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

En particular, 
(x∊wA⊓wB)⇔(x ∊wA) & (x ∊w B), 

(x∊wA⨆wB)⇔(x ∊wA) ó (x ∊w B).

Demostración.

(⨅wAj)△w=[(⨅wAj)∩Wc]∪[(⨅wAj)c∩W] = [(((∩Aj)∪(W∩(∪Aj)))∩Wc]∪[(((∪Aj
c)∩(Wc∪(∩Aj

c)))∩W]= [(∩Aj)∩Wc]∪[(∩Aj
c)∩W].

j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J

(x∊w ⨅wAj)⇔(x∊(⨅wAj)△w)⇔(x∊((∩Aj)∩Wc))∪((∩Aj
c)∩W))⇔(x∊∩[(Aj∩Wc)∪(Aj

c∩W)]) ⇔  

⇔( x∊∩[(Aj△w) ⇔ (∀k∊J: x∊(Ak△w)))⇔ (∀k∊J: x∊wAk) . 

j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J

j∊J

(i) 

(⨆wAj)△w=[(⨆wAj)∩Wc]∪[(⨆wAj)c∩W] = [(((∩Aj)∪(Wc∩(∪Aj)))∩Wc]∪[(((∪Aj
c)∩(W∪(∩Aj

c)))∩W]= [(∪Aj)∩Wc]∪[(∪Aj
c)∩W].

j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊Jj∊J

(x∊w ⨆wAj)⇔(x∊(⨆wAj)△w)⇔(x∊((∪Aj)∩Wc))∪((∪Aj
c)∩W))⇔(x∊((∪(Aj∩Wc)))∪((∪(Aj

c∩W)))⇔(x∊∪[(Aj∩Wc)∪(Aj
c∩W)]) ⇔  

⇔ ( x∊∪[(Aj△w)) ⇔ (∃k∊J: x∊(Ak△w))⇔ (∃k∊J: x∊wAk) .∎

j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J j∊J

j∊J

(ii) 

Como consecuencia de la proposición auxiliar anterior, se obtiene el siguiente resultado que incluye al de la última proposición en 
la transparencia anterior:

(Continuación)

  Proposición(Auxiliar). Para todo par de familias no vacías (Ms)s∊S, (Ns)s∊S de subconjuntos,(subindicadas por el mismo 
conjunto de índices S), se verifica: 

(1)(**)  (∩(Ms)∪(∩Ns) ⊆ ∩(Ms∪Ns),   (∪Ms)∪(∪Ns) = ∪(Ms∪Ns). 
s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

(**) En general, la igualdad en la primera expresión no es cierta como muestra el siguiente ejemplo: M1={a,b,c,x,y}, M2={b,c,y}, N1={c,d,f}, N2={d,e,f,x,y}, 
       se verifica M1∩M2={b,c,y}, N1∩N2={d,f}, M1∪N1={a,b,c,d,f,x,y}, M2∪N2={b,c,d,e,f,x,y}; 
      luego (M1∪N1)∩(M2∪N2)={b,c,d,f,x,y}⊈{b,c,d,f,y}=(M1∩M2)∪(N1∩N2).

(2) Si existe w∈P(E) y unas familias (As)s∊S, (Bs)s∊S, incluidas en P(E) tales que Ms=As∩wc, Ns=Bs∩w  ∀s∊S, entonces 
la primera de las inclusiones también es una igualdad: 

           (∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)) = ∩((As∩wc)∪(Bs∩w)).  
s∊S s∊S s∊SDemostración.

(1)  ((Ms⊆(Ms∪Ns))&(Ns⊆(Ms∪Ns) ∀s∊S )⇒((∩Ms⊆∩(Ms∪Ns))&(∩Ns⊆∩(Ms∪Ns))⇒((∩Ms)∪(∩Ns)) ⊆∩(Ms∪Ns)).

       ((Ms⊆(Ms∪Ns))&(Ns⊆(Ms∪Ns) ∀s∊S )⇒((∪Ms⊆∪(Ms∪Ns))&(∪Ns⊆∪(Ms∪Ns))⇒((∪Ms)∪(∪Ns)) ⊆∪(Ms∪Ns)) 

       x∊∪(Ms∪Ns)⇒(∃k∊S: x∊Mk∪Nk ) y como (Mk⊆∪Ms) y Kk⊆∪Ns)), obtenemos finalmente x∊(∪Ms)∪(∪Ns) .

s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S s∊S

s∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊S

s∊Ss∊Ss∊Ss∊Ss∊S

(2)  (x∊∩((As∩wc)∪(Bs∩w))⇒(x∊(As∩wc)∪(Bs∩w) ∀s∊S ), luego, si x∊wc entonces(x∊(As∩wc) ∀s∊S ) o si x∊w entonces  (x∊(Bs∩w) ∀s∊S ), 

        es decir (x∊(∩(As∩wc)∪(∩(Bs∩w)). ∎
s∊S

s∊Ss∊S



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)
(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔ (x ∊ A△wc) ⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(A△w)c) 

⇔(x ∉(A△w))⇔(x ∊Ac△w).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

Proposición . Se verifica:

(x∊((A∪B)∩Wc)∪((Ac∪Bc)∩W))

Dem.A⊑wB ⇔ ((A△w)⊆(A△w)) ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]. 

(x∊wA⨅wB)⇔x∊(A⨅wB)△w⇔(x∊(A∩B∩Wc)∪(Ac∩Bc∩W))
⇔(x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∩[(B∩Wc)∪(Bc∩W)])⇔ 
(x ∊( A△W )∩( B△W ))⇔(x ∊wA)&(x ∊w B).

(x∊wA⨆wB)⇔x∊(A⨆wB)△w⇔
⇔x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∪[(B∩Wc)∪(Bc∩W)]⇔
x∊((A△W )∪( B△W ))⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B).∎

W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1x2

x3

x4

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

 118



Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)
(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔ (x ∊ A△wc) ⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(A△w)c) 

⇔(x ∉(A△w))⇔(x ∊Ac△w).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

Proposición . Se verifica:

(x∊((A∪B)∩Wc)∪((Ac∪Bc)∩W))

Dem.A⊑wB ⇔ ((A△w)⊆(A△w)) ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]. 

(x∊wA⨅wB)⇔x∊(A⨅wB)△w⇔(x∊(A∩B∩Wc)∪(Ac∩Bc∩W))
⇔(x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∩[(B∩Wc)∪(Bc∩W)])⇔ 
(x ∊( A△W )∩( B△W ))⇔(x ∊wA)&(x ∊w B).

(x∊wA⨆wB)⇔x∊(A⨆wB)△w⇔
⇔x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∪[(B∩Wc)∪(Bc∩W)]⇔
x∊((A△W )∪( B△W ))⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B).∎

W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1x2

x3

x4

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

Luego la expresión 
general de la proposición:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J
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Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)
(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔ (x ∊ A△wc) ⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(A△w)c) 

⇔(x ∉(A△w))⇔(x ∊Ac△w).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

Proposición . Se verifica:

(x∊((A∪B)∩Wc)∪((Ac∪Bc)∩W))

Dem.A⊑wB ⇔ ((A△w)⊆(A△w)) ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]. 

(x∊wA⨅wB)⇔x∊(A⨅wB)△w⇔(x∊(A∩B∩Wc)∪(Ac∩Bc∩W))
⇔(x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∩[(B∩Wc)∪(Bc∩W)])⇔ 
(x ∊( A△W )∩( B△W ))⇔(x ∊wA)&(x ∊w B).

(x∊wA⨆wB)⇔x∊(A⨆wB)△w⇔
⇔x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∪[(B∩Wc)∪(Bc∩W)]⇔
x∊((A△W )∪( B△W ))⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B).∎

W

A △ w

A

E

E

W

A

E

A
W

A + w A - w

E

W

w - A

A

∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1x2

x3

x4

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

Luego la expresión 
general de la proposición:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

Corolario. Para todo subconjunto W y 
 para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de  
subconjuntos incluida en P(E), se 
 verifica:

(∩Aj )△w =⊓w(Aj△w), 

(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).
j∊J j∊J

j∊Jj∊J
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Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = (A∩wc)∪(Ac∩w) es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

Proposición . Se verifica:

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)
(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc) (x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

 Proposición . Se verifica: 

(x ∉w A)⇔ (x ∊ A△wc) ⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔(x ∊w Ac) 

⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w ) 

Dem.(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔(x ∊A△wc)⇔(x ∊(A△w)c)⇔(x ∊(A△w)c) 

⇔(x ∉(A△w))⇔(x ∊Ac△w).∎

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

(x ∉w A)⇔(x ∊wcA)

Dem. ((Wc∆W)=E)⇒(∀x∊E: (x ∊w Wc)); ((W∆W)=∅)⇒(∀x∊E: (x ∉w W)). 

(x ∊w E)⇔ (x ∊ E△w ) ⇔(x ∊ (E∩Wc)∪(∅∩W)) ⇔(x ∊ Wc). 

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ ∅△w ) ⇔(x ∊ W). 

(x ∊∅ A)⇔(x ∊ A△∅ )⇔(x ∊A); (x ∊E A)⇔(x ∊ A△E )⇔(x ∊Ac∩E))⇔(x ∊ Ac). 

(x ∊w A△w)⇔(x ∊ A△w△w)⇔ (x ∊A ). 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ (∊w A)△w)⇔ (x ∊ (A△w)△w)⇔ (x ∊ A). 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )(x ∊ w△A )⇔ (x ∊A w ).∎

Proposición . Se verifica:

(x∊((A∪B)∩Wc)∪((Ac∪Bc)∩W))

Dem.A⊑wB ⇔ ((A△w)⊆(A△w)) ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]. 

(x∊wA⨅wB)⇔x∊(A⨅wB)△w⇔(x∊(A∩B∩Wc)∪(Ac∩Bc∩W))
⇔(x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∩[(B∩Wc)∪(Bc∩W)])⇔ 
(x ∊( A△W )∩( B△W ))⇔(x ∊wA)&(x ∊w B).

(x∊wA⨆wB)⇔x∊(A⨆wB)△w⇔
⇔x∊[(A∩Wc)∪(Ac∩W)]∪[(B∩Wc)∪(Bc∩W)]⇔
x∊((A△W )∪( B△W ))⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B).∎
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∊wA={x/ x∊wA}= A△w
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

Luego la expresión 
general de la proposición:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

Demostración. Teniendo en cuenta que 
A△w△w=A, ∀A∊P(E) y la proposición 
anterior:    

Corolario. Para todo subconjunto W y 
 para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de  
subconjuntos incluida en P(E), se 
 verifica:

(∩Aj )△w =⊓w(Aj△w), 

(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).
j∊J j∊J

j∊Jj∊J

(∩Aj)△w =[∩(Aj △w△w)]△w = 
[∩((Aj △w)△w)]△w=([(⊓w(Aj △w)]△w)△w= 
[(⊓w(Aj △w)]△(w△w)=⊓w(Aj △w)△∅= 

⊓w(Aj △w).

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J
Un razonamiento análogo prueba que  
(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).∎

j∊J j∊J
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △
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yk
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y2

Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

Demostración. Teniendo en cuenta que 
A△w△w=A, ∀A∊P(E) y la proposición 
anterior:    

Corolario. Para todo subconjunto W y 
 para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de  
subconjuntos incluida en P(E), se 
 verifica:

(∩Aj )△w =⊓w(Aj△w), 

(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).
j∊J j∊J

j∊Jj∊J

(∩Aj)△w =[∩(Aj △w△w)]△w = 
[∩((Aj △w)△w)]△w=([(⊓w(Aj △w)]△w)△w= 
[(⊓w(Aj △w)]△(w△w)=⊓w(Aj △w)△∅= 

⊓w(Aj △w).

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J
Un razonamiento análogo prueba que  
(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).∎

j∊J j∊J
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∊wA={x/ x∊wA}= A△w
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

w
x1

xn

…

E

y1

yk

…

x2

y2

w

E
x1

y1 y2

yk

…

x2

xn

…

{x1}w= w+x1

w

E

y2

{y2}w =w-y2

y1

yk

…

x1

xn

…

x2

Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

w-singletones:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

Demostración. Teniendo en cuenta que 
A△w△w=A, ∀A∊P(E) y la proposición 
anterior:    

Corolario. Para todo subconjunto W y 
 para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de  
subconjuntos incluida en P(E), se 
 verifica:

(∩Aj )△w =⊓w(Aj△w), 

(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).
j∊J j∊J

j∊Jj∊J

(∩Aj)△w =[∩(Aj △w△w)]△w = 
[∩((Aj △w)△w)]△w=([(⊓w(Aj △w)]△w)△w= 
[(⊓w(Aj △w)]△(w△w)=⊓w(Aj △w)△∅= 

⊓w(Aj △w).

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J
Un razonamiento análogo prueba que  
(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).∎

j∊J j∊J
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∊wA={x/ x∊wA}= A△w

x1x2

x3

x4

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

Proposición.(*) Se verifica:(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), 

 A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E),  (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y)

x ∊wA

w
x1

xn

…

E

y1

yk

…

x2

y2

w

E
x1

y1 y2

yk

…

x2

xn

…

{x1}w= w+x1

w

E

y2

{y2}w =w-y2

y1

yk

…

x1

xn

…

x2

Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

w-singletones:

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

(*)            Transparencia siguiente

Demostración. Teniendo en cuenta que 
A△w△w=A, ∀A∊P(E) y la proposición 
anterior:    

Corolario. Para todo subconjunto W y 
 para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de  
subconjuntos incluida en P(E), se 
 verifica:

(∩Aj )△w =⊓w(Aj△w), 

(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).
j∊J j∊J

j∊Jj∊J

(∩Aj)△w =[∩(Aj △w△w)]△w = 
[∩((Aj △w)△w)]△w=([(⊓w(Aj △w)]△w)△w= 
[(⊓w(Aj △w)]△(w△w)=⊓w(Aj △w)△∅= 

⊓w(Aj △w).

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J
Un razonamiento análogo prueba que  
(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).∎

j∊J j∊J
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

Proposición.(*) Se verifica:(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), 

 A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E),  (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y)

x ∊wA

w
x1

xn

…

E

y1

yk

…

x2

y2

w

E
x1

y1 y2

yk

…

x2

xn

…

{x1}w= w+x1

w

E

y2

{y2}w =w-y2

y1

yk

…

x1

xn

…

x2

Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

w-singletones:

 ({x}w  es w-átomo 
 w-incluido en A)

(i) (x ∊w ⨅wAj)⇔ ∀k∊J:(x ∊wAk), 

 es decir (⊓wAj )△w=∩(Aj△w).

(ii) (x ∊w ⨆wAj)⇔ ∃k∊J:(x ∊wAk), 

es decir (⨆wAj )△w =∪(Aj△w).∎

j∊J

j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

(*)            Transparencia siguiente

Demostración. Teniendo en cuenta que 
A△w△w=A, ∀A∊P(E) y la proposición 
anterior:    

Corolario. Para todo subconjunto W y 
 para toda  familia  no vacía (Aj)j∊J de  
subconjuntos incluida en P(E), se 
 verifica:

(∩Aj )△w =⊓w(Aj△w), 

(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).
j∊J j∊J

j∊Jj∊J

(∩Aj)△w =[∩(Aj △w△w)]△w = 
[∩((Aj △w)△w)]△w=([(⊓w(Aj △w)]△w)△w= 
[(⊓w(Aj △w)]△(w△w)=⊓w(Aj △w)△∅= 

⊓w(Aj △w).

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J j∊J

j∊J
Un razonamiento análogo prueba que  
(∪Aj )△w =⨆w(Aj△w).∎

j∊J j∊J
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

Proposición.(*) Se verifica:(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), 

 A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E),  (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y)

x ∊wA

 Proposición(**) Sea w ⊆ E.  Si △w representa la w-diferencia simétrica 
 en el álgebra ((P(E) , ⊑w, ⨅W, ⨆W, W, Wc ), c), es decir: 

   A△wS=(A ⨅WSc) ⨆W(Ac⨅WS), entonces (1) A△wS=A∆S∆W
(2) A(∆w)SP = A∆wS∆wP = A∆S∆W∆P∆W 

= A∆S∆P =A∆sP
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S

w
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…
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Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

w-singletones:

A∆WS=A∆S∆W

A

S

W
W

 ({x}w  es w-átomo 
 w-incluido en A)

(*)            Transparencia siguiente,(**)
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(3) si  (∊w)s  representa la s-pertenencia en el álgebra (P(E) , ⊑w, ∊w,△w) 

  es decir: [x(∊w)sA]⇔[x∊w(A△wS)], entonces 
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

(x(∊w)sA) ⇔ (x∊sA )

Proposición.(*) Se verifica:(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), 

 A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E),  (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y)

x ∊wA

 Proposición(**) Sea w ⊆ E.  Si △w representa la w-diferencia simétrica 
 en el álgebra ((P(E) , ⊑w, ⨅W, ⨆W, W, Wc ), c), es decir: 

   A△wS=(A ⨅WSc) ⨆W(Ac⨅WS), entonces (1) A△wS=A∆S∆W
(2) A(∆w)SP = A∆wS∆wP = A∆S∆W∆P∆W 

= A∆S∆P =A∆sP
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Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

w-singletones:

A∆WS=A∆S∆W

A

S

W
W

 ({x}w  es w-átomo 
 w-incluido en A)

(*)            Transparencia siguiente,(**)
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(3) si  (∊w)s  representa la s-pertenencia en el álgebra (P(E) , ⊑w, ∊w,△w) 

  es decir: [x(∊w)sA]⇔[x∊w(A△wS)], entonces 
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

(x(∊w)sA) ⇔ (x∊sA )

Proposición.(*) Se verifica:(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), 

 A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E),  (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y)

x ∊wA

 Proposición(**) Sea w ⊆ E.  Si △w representa la w-diferencia simétrica 
 en el álgebra ((P(E) , ⊑w, ⨅W, ⨆W, W, Wc ), c), es decir: 

   A△wS=(A ⨅WSc) ⨆W(Ac⨅WS), entonces (1) A△wS=A∆S∆W

 (4) ∊s(∊w(A))=∊(w△s)(A),   ∊w(∊w(A))=A ,  

∊wc(∊w(A))=Ac

(2) A(∆w)SP = A∆wS∆wP = A∆S∆W∆P∆W 

= A∆S∆P =A∆sP

A∆S
A

S

w
x1

xn

…

E

y1

yk

…

x2

y2

w

E
x1

y1 y2

yk

…

x2

xn

…

{x1}w= w+x1

w

E

y2

{y2}w =w-y2

y1

yk

…

x1

xn

…

x2

Sean {x},{y},… átomos en (P(E),⊆ )  asociados a x, y,… ∊E y 

sea A(E) el subconjunto de los átomos. (Es decir, el 
subconjunto de P(E) formado por los singletones o 
subconjuntos unitarios de E). 
  La expresiones {x}w ,  {y}w , … representan los 

subconjuntos {x}△W, {y}△W, … , son los átomos de  

(P(E), ⊑w ) y que  llamaremos w-singletones. Se verifica:  

{z}w= {z}△W =[(W∪{z}) IF z∉W ; (W -{z}) IF z∊W ] 
                  = [(W + z) IF z∉W ; (W - z) IF z∊W ].

w-singletones:

A∆WS=A∆S∆W

A

S

W
W

 ({x}w  es w-átomo 
 w-incluido en A)

(*)            Transparencia siguiente,(**)

 118



 (6)  Si ∊w(A)=A ∀(A,W)∈P(E)2, entonces ∊s(∊w(A))=∊(w△s)(A),   ∊w(∊w(A))=A ,  ∊wc(∊w(A))=Ac.
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(5) Si  (∊w)s  representa la s-pertenencia en el álgebra (P(E) , ⊑w, ∊w,△w), 

 (es decir: [x(∊w)sA]⇔[x∊w(A△wS)]), entonces (x(∊w)sA) ⇔ (x∊sA ).

Proposición. Se verifica:  

(1)(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y) 

 (2) A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E), 

x ∊wA

A∆S
A

S

A∆WS=A∆S∆W

A

S

W
W

(3) Si △w representa la w-diferencia simétrica en el álgebra ((P(E) , ⊑w, ⨅W, ⨆W, W, Wc ), c), es decir: 

       A△wS=(A ⨅WSc) ⨆W(Ac⨅WS), entonces A△wS=A∆S∆W.

(4) A(∆w)SB =A∆sB   ∀(A,B,S,W)∈P(E)4.

(Continuación)
 ({x}w  es w-átomo 
 w-incluido en A)

=



 (6)  Si ∊w(A)=A ∀(A,W)∈P(E)2, entonces ∊s(∊w(A))=∊(w△s)(A),   ∊w(∊w(A))=A ,  ∊wc(∊w(A))=Ac.
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(5) Si  (∊w)s  representa la s-pertenencia en el álgebra (P(E) , ⊑w, ∊w,△w), 

 (es decir: [x(∊w)sA]⇔[x∊w(A△wS)]), entonces (x(∊w)sA) ⇔ (x∊sA ).

Proposición. Se verifica:  

(1)(x ∊wA)⇔({x}w ⊑wA), (x ∊w{x})⇔( x∉W),  (x ∊w{y}w)⇔(x=y) 

 (2) A=⨆w
{x}w  ∀A∈P(E), 

x ∊wA

 Demostración. 

A∆S
A

S

A∆WS=A∆S∆W

A

S

W
W

(3) Si △w representa la w-diferencia simétrica en el álgebra ((P(E) , ⊑w, ⨅W, ⨆W, W, Wc ), c), es decir: 

       A△wS=(A ⨅WSc) ⨆W(Ac⨅WS), entonces A△wS=A∆S∆W.

(4) A(∆w)SB =A∆sB   ∀(A,B,S,W)∈P(E)4.

(1)({x}w ⊑wA)⇔(({x}w△W)⊑wA)⇔(({x}△W△W)⊆(A△W))⇔{x}⊆(A△W)⇔x∈(A△W)⇔(x ∊wA) 

 (x ∊w{x})⇔x∈({x}△W)⇔x∈({x}∩Wc)∪({x}c∩W)⇔x∈Wc 

 (x ∊w{y}w)⇔(x ∊w{y}△W)⇔(x ∊{y}△W△W)⇔(x ∊{y})⇔(x =y).

(Continuación)
 ({x}w  es w-átomo 
 w-incluido en A)

(2) ⨆w
{x}w = ⨆w

({x}△W)=(∪{x})△W=(A△W)△W=A.
x ∊wA x ∊wA x∊A△W

(3) Sea △w  tal que A△wS=(A⨅WSc)⨆W(Ac⨅WS), entonces A△wS=[(A∩Sc)∪(W∩(A∪Sc)]⨆W[(Ac∩S)∪(W∩(Ac∪S)]= 

 [(A∩Sc)∪(W∩A)∪(W∪Sc)]∩[(Ac∩S)∪(W∩Ac)∪(W∩S)]∪[Wc∩((A∩Sc)∪(W∩A)∪(W∩Sc)∪(Ac∩S)∪(W∩Ac)∪(W∩S))]= 
((A∩S∩W)∪(Ac∩Sc∩W)∪(A∩Sc∩Wc)∪(Ac∩Wc∩S)= [(A∩W∩S)∪(Ac∩Sc∩W)]∪[(Ac∩Wc∩S)∪(A∩Wc∩Sc)]=  
[((A∩S)∪(Ac∩Sc))∩W]∪[((A∩Sc)∪(Ac∩S))∩Wc]=[((A∩Sc)∪(Ac∩S))c∩W]∪[((A∩Sc)∪(Ac∩S))∩Wc]= 

[(A△S)c∩W]∪[(A△S)∩Wc]=(A△S)△W.

(4) Según el resultado anterior: A(∆w)SB = A∆wB∆wS = A∆B∆W∆S∆W= A∆B∆W∆W∆S= A∆B∆S =A∆sB.

(5) [x(∊w)sA]⇔[x∊w(A△wS)]⇔[x∊(A△wS)△W]⇔[x∊(A△S△W)△W]⇔[x∊(A△S(△W△W) [x∊(A△S)]⇔(x∊sA).

 (6) [x∊s(∊w(A))]⇔[x∊(∊w(A))△S]⇔[x∊(A△W)△S]⇔[x∊(A△(W△S)]⇔[x∈(w△s)(A)].   

En particular: [x∊w(∊w(A))]⇔[x∈(w△w)(A)]⇔[x∈∅(A)]⇔[x∈(A)] , es decir, ∊w(∊w(A))=A. 

 Análogamente, [x∊wc(∊w(A))]⇔[x∈(wc△w)(A)]⇔[x∈E(A)]⇔[x∉(A)] , es decir, ∊wc(∊w(A))=Ac.∎

=
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Sobre la w-pertenencia ∊w y su relación con 
los w-átomos 



E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

los singletones {z} (átomos del álgebra  (P(E),⊆) ) son tales que :Si z∈E, 

E

{z}={z}∆∅= ∅+z

x1
x2

xn

…
y1 y2

yk

…



E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

los singletones {z} (átomos del álgebra  (P(E),⊆) ) son tales que :Si z∈E, 

E

{z}={z}∆∅= ∅+z

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…



A
E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

E

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 



A
E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

E

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 



A

A
E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

E

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).

(equivalente a({x2}⊆ A)),

Sea el subconjunto A={x2 , y2} 



A

A

A
E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

E

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…

(equivalente a({y2}⊆ A)). 

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).

(equivalente a({x2}⊆ A)),

Sea el subconjunto A={x2 , y2} 



A

A

A
E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

E

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…

(equivalente a({y2}⊆ A)). 

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).

(equivalente a({x2}⊆ A)),

Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

(equivalente a({x1}∩ A)=∅),

A



A

A

A
E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

 120

E

∅+xs , 

∅+yt

…

…

x1
x2

xn

…

{y1} {y2}

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

y1 y2

yk

…

(equivalente a({y2}⊆ A)). 

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).

(equivalente a({x2}⊆ A)),

Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

A

(equivalente a({x1}∩ A)=∅),

(equivalente a({y1}∩ A)=∅).

A



(equivalente a({x2}⊆ A)),

(equivalente a({y2}⊆ A)). 

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).

{y1} {y2}

w

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

, 

∅+yt …

 121

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,

x2

y2

Sea el subconjunto A={x2 , y2} 



(equivalente a({x2}⊆ A)),

(equivalente a({y2}⊆ A)). 

(x1∉A),(x2∈A),(x3∉A),…,(xn∉A),

(y1∉A),(y2∈A),(y3∉A),…,(yk∉A).

{y1} {y2}

w

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

, 

∅+yt …

 121

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,

Ax2

y2

Sea el subconjunto A={x2 , y2} 



{y1} {y2}

w

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

, 

∅+yt …

 121

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,

Ax2

y2

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 



{y1} {y2}

w

E
x1

E E

E E E

x2

xn

y1 y2

yk

{x1} {x2} {xn}

,{

}

,  … ,

,  … ,,

,

{yk}

 Conjunto de singletones: { {x1} ,{x2} ,…,{xn} ,{y1} ,{y2} ,…,{yk} }     ( xk∈E, ys∈E )

{z}w={z}∆W=({z}∩Wc)∪({z}c∩W) =⎨W+z si z∉W
W-z si z∈WSi z∈E, 

, 

∅+yt …

 121

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,

Ax2

y2

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 



{z}w={z}∆W=({z}∩Wc)∪({z}c∩W) =⎨W+z si z∉W
W-z si z∈WSi z∈E, 

 121

W-singletones {z}w (átomos del álgebra  (P(E),⊑w) ):

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,, 

W-yt …

W+xs

Ax2

y2

w

E
 Conjunto de W-singletones: { {x1}w ,{x2}w ,…,{xn}w ,{y1}w ,{y2}w ,…,{yk}w }     ( xk∉W, ys∈W )

w

E
x1

w

E

w

E

w

E

w

E

xn

y1

yk

{x1}w {x2}w {xn}w

,{

}

,  … ,

{y1}w {y2}w {yk}w

,  … ,,

y1 y2

yk

…
y1 y2

yk

…

y2

yk

… y1 y2

…

x2

y2y1

yk

…

y1

yk

…
y2

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 



{z}w={z}∆W=({z}∩Wc)∪({z}c∩W) =⎨W+z si z∉W
W-z si z∈WSi z∈E, 

 121

W-singletones {z}w (átomos del álgebra  (P(E),⊑w) ):

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,, 

W-yt …

W+xs

Ax2

y2

w

E
 Conjunto de W-singletones: { {x1}w ,{x2}w ,…,{xn}w ,{y1}w ,{y2}w ,…,{yk}w }     ( xk∉W, ys∈W )

w

E
x1

w

E

w

E

w

E

w

E

xn

y1

yk

{x1}w {x2}w {xn}w

,{

}

,  … ,

{y1}w {y2}w {yk}w

,  … ,,

y1 y2

yk

…
y1 y2

yk

…

y2

yk

… y1 y2

…

x2

y2y1

yk

…

y1

yk

…
y2

A

(equivalente a ({x2}w ⊑wA)),

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 



{z}w={z}∆W=({z}∩Wc)∪({z}c∩W) =⎨W+z si z∉W
W-z si z∈WSi z∈E, 

 121

W-singletones {z}w (átomos del álgebra  (P(E),⊑w) ):

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,, 

W-yt …

W+xs

Ax2

y2

w

E
 Conjunto de W-singletones: { {x1}w ,{x2}w ,…,{xn}w ,{y1}w ,{y2}w ,…,{yk}w }     ( xk∉W, ys∈W )

w

E
x1

w

E

w

E

w

E

w

E

xn

y1

yk

{x1}w {x2}w {xn}w

,{

}

,  … ,

{y1}w {y2}w {yk}w

,  … ,,

y1 y2

yk

…
y1 y2

yk

…

y2

yk

… y1 y2

…

x2

y2y1

yk

…

y1

yk

…
y2

A

(equivalente a ({x2}w ⊑wA)),

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

x2
A

(equivalente a ({y1}w ⊑wA)),

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 



{z}w={z}∆W=({z}∩Wc)∪({z}c∩W) =⎨W+z si z∉W
W-z si z∈WSi z∈E, 
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W-singletones {z}w (átomos del álgebra  (P(E),⊑w) ):

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,, 

W-yt …

W+xs

Ax2

y2

w

E
 Conjunto de W-singletones: { {x1}w ,{x2}w ,…,{xn}w ,{y1}w ,{y2}w ,…,{yk}w }     ( xk∉W, ys∈W )

w

E
x1

w

E

w

E

w

E

w

E

xn

y1

yk

{x1}w {x2}w {xn}w

,{

}

,  … ,

{y1}w {y2}w {yk}w

,  … ,,

y1 y2

yk

…
y1 y2

yk

…

y2

yk

… y1 y2

…

x2

y2y1

yk

…

y1

yk

…
y2

A

(equivalente a ({x2}w ⊑wA)),

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

x2
A

x2
A

(equivalente a({x1}w⊓w A)=W),
(equivalente a ({y1}w ⊑wA)),

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 



{z}w={z}∆W=({z}∩Wc)∪({z}c∩W) =⎨W+z si z∉W
W-z si z∈WSi z∈E, 
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W-singletones {z}w (átomos del álgebra  (P(E),⊑w) ):

x1

xn

…
w

E

y1

yk

…

E ={x1 , x2 ,…, xn , y1 , y2  ,…, yk }

Supongamos W⊆E  tal que: xk∉W, ys∈W,  

= Wc∪W

…

∅+xs ,, 

W-yt …

W+xs

Ax2

y2

w

E
 Conjunto de W-singletones: { {x1}w ,{x2}w ,…,{xn}w ,{y1}w ,{y2}w ,…,{yk}w }     ( xk∉W, ys∈W )

w

E
x1

w

E

w

E

w

E

w

E

xn

y1

yk

{x1}w {x2}w {xn}w

,{

}

,  … ,

{y1}w {y2}w {yk}w

,  … ,,

y1 y2

yk

…
y1 y2

yk

…

y2

yk

… y1 y2

…

x2

y2y1

yk

…

y1

yk

…
y2

x2
A

A

(equivalente a ({x2}w ⊑wA)),

(x1∉wA),(x2∈wA),(x3∉wA),…,(xn∉wA), 

(y1∈wA),(y2∉wA),(y3∈wA),…,(yk∈wA).
Sea el subconjunto A={x2 , y2} 

x2
A

x2
A

(equivalente a({x1}w⊓w A)=W),

(equivalente a({y2}w⊓w A)=W).
(equivalente a ({y1}w ⊑wA)),

(∈w=∉ en W, 

∈w=∈ en Wc) 
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Ilustración de la “w-pertenencia“ ∊w en 
imágenes binarias del plano digital
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Imagen que 
 representa 

 la pertenencia  
usual ∊ como 

 el operador 
 identidad,…

E
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La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 

 



Imagen que 
 representa 

 la pertenencia  
usual ∊ como 

 el operador 
 identidad,…

EE
W

 122

La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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Imagen que 
 representa 

 la pertenencia  
usual ∊ como 

 el operador 
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La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
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∊(X)=X   ∀X∊P(E). 

 



E

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

 221

C

La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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C

La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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C

La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 
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C

La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 

 



E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

···
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C

La pertenencia como “operador identidad” en P(E): 
∊(X)=X   ∀X∊P(E). 

 



E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

Cálculo de la w-pertenencia ∈w de estos subconjuntos 

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

Cálculo de la w-pertenencia ∈w de estos subconjuntos 

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:

Elegimos una perspectiva…
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E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

Imagen que 
 representa la 

w- pertenencia  
∊w(_) en 

 subconjuntos 
 E,W,A,…

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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Nuevo “operador w-pertenencia” en P(E): 
∊W(X)=X∆W   ∀X∊P(E). 

 

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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C
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Nuevo “operador w-pertenencia” en P(E): 
∊W(X)=X∆W   ∀X∊P(E). 

 

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

∅

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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∈w(E)

=∈w(W)

C

C



E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

∅
E

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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∈w(E)

=∈w(W)

∈w(A)

C

C



E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

∅
E E

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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∈w(A)
∈w(B)

C
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E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
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E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

∅
E E E

A

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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C
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A

E

C

A

E
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E
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E
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∅

EE
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“Perspectiva”

∅
E E E

A

E

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])
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E E E
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E E
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(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
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“Perspectiva”

∅
E E E

A

E E E

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
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∈w(E)

=∈w(W)

∈w(A)
∈w(B) ∈w(C)

∈w(∅)

∈w(Wc)

∈w(A∪C)

C

C



E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

“Perspectiva”

∅
E E E

A

E E EE

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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∈w(E)

=∈w(W)

∈w(A)
∈w(B) ∈w(C)

∈w(∅)

∈w(Wc)

∈w(A∪C) ∈w(A∪B∪C)

C

C



E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

E

∅

E
W

···

E

A

E

BC

A

E

C

A

E

B

E

A

E
Wc

∅

EE
W

∅
E E E

A

E E EE

∈w(M)=M∆W, es decir

(x∈wM)⇔(x∈M∆W)

(M⊑wN)⇔([∈w(M)]⊆[∈w(M)])

∅ ⊂ [∈w(C)] ⊂ W

W ⊑w C ⊑w ∅   !! 

 Comparación de conjuntos  
mediante la w-pertenencia:
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∈w(E)

=∈w(W)

∈w(A)
∈w(B) ∈w(C)

∈w(∅)

∈w(Wc)

∈w(A∪C) ∈w(A∪B∪C)

C

C
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Ejemplo de “w-pertenencia”



 123

ℝ2 ℚ2 𝕨
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A

ℝ2 ℚ2 𝕨

q1
w1

w2

q2 q1 ∊ A 

q2 ∉ A 

w1 ∊ A 

w2 ∉ A

≡( punto q=(q1,q2) del plano ℝ2 con las dos coordenadas racionales).

≡( punto w=(w1,w2) del plano ℝ2 con al menos una coordenada irracional).
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A ∆ 𝕨A

ℝ2 ℚ2 𝕨

q1 ∊w A 

q2 ∉w A 

w1 ∉w A 

w2 ∊w Aq1
w1

w2

q2

q1
w1

w2

q2
q1 ∊ A 

q2 ∉ A 

w1 ∊ A 

w2 ∉ A

“Localiza puntos qi con coordenadas 
 racionales en A y puntos wj con al menos 

 una coordenada irracional en Ac ”.
≡( punto q=(q1,q2) del plano ℝ2 con las dos coordenadas racionales).

≡( punto w=(w1,w2) del plano ℝ2 con al menos una coordenada irracional).
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A ∆ 𝕨A

ℝ2 ℚ2 𝕨

q1 ∊w A 

q2 ∉w A 

w1 ∉w A 

w2 ∊w Aq1
w1

w2

q2 q1 ∊w B 

q2 ∉w B 

w1 ∊w B 

w2 ∉w Bq1
w1

w2

q2

= B= B ∆ 𝕨

q1 ∊ A 

q2 ∉ A 

w1 ∊ A 

w2 ∉ A

“Localiza puntos qi con coordenadas 
 racionales en A y puntos wj con al menos 

 una coordenada irracional en Ac ”.
≡( punto q=(q1,q2) del plano ℝ2 con las dos coordenadas racionales).

≡( punto w=(w1,w2) del plano ℝ2 con al menos una coordenada irracional).
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A ∆ 𝕨A

ℝ2 ℚ2 𝕨

q1 ∊w A 

q2 ∉w A 

w1 ∉w A 

w2 ∊w Aq1
w1

w2

q2 q1 ∊w B 

q2 ∉w B 

w1 ∊w B 

w2 ∉w Bq1
w1

w2

q2

= B= B ∆ 𝕨

q1 ∊ A 

q2 ∉ A 

w1 ∊ A 

w2 ∉ A

A ∆ ℚ2

q1
w1

w2

q2

¡También hay gafas para irracionales…!
(Números)
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A ∆ 𝕨A

ℝ2 ℚ2 𝕨

q1 ∊w A 

q2 ∉w A 

w1 ∉w A 

w2 ∊w Aq1
w1

w2

q2 q1 ∊w B 

q2 ∉w B 

w1 ∊w B 

w2 ∉w Bq1
w1

w2

q2

= B= B ∆ 𝕨

q1 ∊ A 

q2 ∉ A 

w1 ∊ A 

w2 ∉ A

A ∆ ℚ2

q1
w1

w2

q2 q1 ∉ℚ2 A 

q2 ∊ℚ2 A 

w1 ∊ℚ2 A 

w2 ∉ℚ2 A

q1 ∊ℚ2 C 

q2 ∉ℚ2 C 

w1 ∊ℚ2 C 

w2 ∉ℚ2 C

q1 ∊ A 

q2 ∉ A 

w1 ∊ A 

w2 ∉ A

= C= C ∆ ℚ2



Ejemplo:

Expresión de A mediante la  w-pertenencia ∊w
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Listado de adjetivos extraído 
 del Post con la dirección: 

www.mejorartucv.com/  

 125 125
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LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS
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LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

 125 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

 125

Un ejemplo M de  
atributos positivos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

 125

Un ejemplo M de  
atributos positivos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

 125

Un ejemplo M de  
atributos positivos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

 125

Un ejemplo M de  
atributos positivos

Un ejemplo N de  
atributos negativos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

¿Descripción del subconjunto N  
 que no conviene hacer pública… ?  125

Un ejemplo M de  
atributos positivos

Un ejemplo N de  
atributos negativos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

¿Descripción del subconjunto N  
 que no conviene hacer pública… ?  125

Mediante  su complementario en W…

Un ejemplo M de  
atributos positivos

Un ejemplo N de  
atributos negativos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

N:=  No es Excéntrico, ni Resentido, ni  es Débil, 
 ni Terco, tampoco Aburrido, ni Raro y  no es 

 Influenciable .

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

 125

Mediante  su complementario en W…

¡Una descripción “cosmética” menos 
 impactante que la inicial!

Un ejemplo M de  
atributos positivos

Un ejemplo N de  
atributos negativos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz

W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

Definición de M: 
M:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 

 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual 

M

N:=  No es Excéntrico, ni Resentido, ni  es Débil, 
 ni Terco, tampoco Aburrido, ni Raro y  no es 

 Influenciable .

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

 125

Mediante  su complementario en W…

¡Una descripción “cosmética” menos 
 impactante que la inicial!

(Aunque sabemos como eres…)

Un ejemplo M de  
atributos positivos

Un ejemplo N de  
atributos negativos

 125



LISTADO DE ADJETIVOS PERSONALES NEGATIVOS

(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz
W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

A

N:=  No es Excéntrico, ni Resentido, ni  es Débil, 
 ni Terco, tampoco Aburrido, ni Raro y  no es 

 Influenciable .

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

 125

Mediante  su complementario en W…

¡Una descripción “cosmética” menos 
 impactante que la inicial!

Un ejemplo A=M⋃N  
de atributos positivos+ 

atributos negativos

 125



(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz
W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

A

(Ético ∈W A), (Colaborador ∈W A),…, (Puntual ∈W A), 

 (Excéntrico ∈W A),…, (Influenciable ∈W A),.

∈W(A) = A∆W = 
(A∩Wc)⋃(Ac∩W):

N:=  No es Excéntrico, ni Resentido, ni  es Débil, 
 ni Terco, tampoco Aburrido, ni Raro y  no es 

 Influenciable .

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

N:= Es Desleal, Hipócrita, Perezoso, Pesimista, Codicioso  
y también Egoísta, Inseguro, Rencoroso, Malhumorado, 
 Tramposo .

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

1 = E⋃W

 125

A∆W

Mediante  su complementario en W…

¡Una descripción “cosmética” menos 
 impactante que la inicial!

A expresado mediante M y  
el complementario de N en W

 125



(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz
W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

A

(Ético ∈W A), (Colaborador ∈W A),…, (Puntual ∈W A), 

 (Excéntrico ∈W A),…, (Influenciable ∈W A),.

∈W(A) = A∆W = 
(A∩Wc)⋃(Ac∩W):

N:=  No es Excéntrico, ni Resentido, ni  es Débil, 
 ni Terco, tampoco Aburrido, ni Raro y  no es 

 Influenciable .

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

A:=  Es Ético, Colaborador, Reflexivo, 
 Preciso, Negociador y también Diligente 
Constante y Puntual y

1 = E⋃W

Definición de A desde la perspectiva de W:

 125

A∆W

⎬⎨
¡Una descripción “cosmética” menos 
 impactante que la inicial!

A expresado mediante M y  
el complementario de N en W

 125😊



(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz
W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

A

(Ético ∈W A), (Colaborador ∈W A),…, (Puntual ∈W A), 

 (Excéntrico ∈W A),…, (Influenciable ∈W A),.

∈W(A) = A∆W = 
(A∩Wc)⋃(Ac∩W):

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

1 = E⋃W

Definición de A desde la perspectiva de W:

 125

A∆W

A:=  Ético∈WA, Colaborador∈WA, Reflexivo∈WA,Preciso∈WA, 

Negociador∈WA, Diligente∈WA, Constante∈WA, Puntual∈WA, 

Excéntrico∈WA Resentido∈WA, Débil∈WA, Terco∈WA, 

Aburrido∈WA, Raro∈WA , Influenciable∈WA. ⎬⎨
¡Una descripción “cosmética” menos 
 impactante que la inicial!del subconjunto A !  125😊



(Ético ∈ M), (Colaborador ∈ M),…,  

(Puntual ∈ M).

(Ético ∈∅M), (Colaborador ∈∅M),…,  

(Puntual ∈∅M).

E

· Diligente

· Colaborador

·Ético

· Constante

· Preciso

· Reflexivo

· Puntual

· Negociador

· Analítico

· Coherente

· Auténtico

· Previsor

·Leal

· Versado

· Constructivo
· Razonable

· Honesto

· Minucioso

· Exigente·Tenaz
W

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

A

(Ético ∈W A), (Colaborador ∈W A),…, (Puntual ∈W A), 

 (Excéntrico ∈W A),…, (Influenciable ∈W A),.

∈W(A) = A∆W = 
(A∩Wc)⋃(Ac∩W):

W

N

· Raro

· Influenciable

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

(Excéntrico ∈W N),…, 

 (Influenciable ∈W N).

(Excéntrico ∉ N),… 

, (Influenciable ∉ N).

· Raro

· Influenciable

W

· Aburrido
· Terco

· Excéntrico

· Resentido

· Débil

· Inseguro
· Codicioso

· Pesimista
· Hipócrita

· Tramposo

· Rencoroso

· Perezoso
· Desleal

· Malhumorado

· Egoista

1 = E⋃W
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A continuación la expresión de A mediante la 
w-unión  ⊔W de w-átomos {x}w en el Álgebra de 
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Es decir, al igual que

{Colaborador}W=(W ⋃ {Colaborador})=(W+Colaborador)

{Perezoso}W=(W ∩ {Perezoso}c)=(W-Perezoso)
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· · ·
A =[(W+Ético)∩…∩(W+Puntual)∩ 

                   ∩(W-Desleal)∩…∩(W-Tramposo)]⋃  

               ⋃[W∩[(W+Ético)⋃…⋃(W+Puntual)⋃ 

                    ⋃(W-Desleal)⋃…⋃(W-Tramposo)]]

{Colaborador}W=(W ⋃ {Colaborador})=(W+Colaborador)

{Perezoso}W=(W ∩ {Perezoso}c)=(W-Perezoso)

A = ⊔W{x}W
x∈WA

A es la “w-unión” de  los “w-singletones” {x}W 

 asociados a los elementos x de E1 que  
“w-pertenecen” a A:
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Un ejemplo gráfico : w-pertenencia ∈E 
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R. Magritte. “La condición humana”

MAR

W = Lienzo

MAR

· y1

· y2

· x1 · x2

· y1

· y2

· x1 · x2

 x1 ∈wMAR

x2 ∉wMAR

y1 ∉wMAR

y2 ∈wMAR
(∈W define el subconjunto mediante: (MAR ∆ W) )

Si {x}W = {x}∆W, se verifica: 
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x ∈
wMAR
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y2 ∉MAR
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∈(MAR) = MAR
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Subconjunto “MAR” de la imagen E El subconjunto “MAR” desde la perspectiva: 

( Es la perspectiva usual, que asociamos a ∅):

MAR = (MAR ∆ ∅)
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Sobre los átomos en ( P(X), ⊑W ), sobre el “w-contenido” de ∅ 

y  sobre una interpretación de ⊑W.
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X

Referencial X
     |X| = 78

X

W

Subconjunto W de E
        | W | = 27

Complementario Wc

X

Wc

Un subconjunto A de X
            |A| = 21

X

El subconjunto 𝜑W(A) = A△W
        d(A,W) = | A△W | = 26
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Referencial X

Átomos

Subconjunto binario

etc…



X

W

X

Wc
Subconjuntos W y Wc del referencial X P(X)∆ W = { A∆ W / A ∈ P(X) } = P(X)

 A ⨅WB  = (A ∪ B) ∩ [(A ∩ B) ∪ W)]

A⊑WB ⇔  (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W),   A ⨆WB  = A ⨅WcB
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Eliminando un  
punto de W…

O añadiendo un  
punto de Wc…

x es átomo de (P(X), ⊆, ∩, ∪, c, ∅, X) si solo si  x△W es átomo de (P(X), ⊑W, ⨅W, ⨆W, c, W, Wc)



X X

XXX

………

X

…

…

…

…

…

…

…
…

X

……

X
XX

Wc

…

…

… …
…

…

…

X

W

X

Wc

X

X

…

…
…

…

…

…

∅

X

…

…

… …

……

X

…

Subconjuntos W y Wc del referencial X P(X)∆ W = { A∆ W / A ∈ P(X) } = P(X)
 A ⨅WB  = (A ∪ B) ∩ [(A ∩ B) ∪ W)]

A⊑WB ⇔  (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W),   A ⨆WB  = A ⨅WcB

Átomos

 130

Eliminando un  
punto de W…

O añadiendo un  
punto de Wc…

Subconjuntos “w-binarios”

etc…
O añadiendo dos  
puntos de Wc…

Eliminando dos  
puntos de W…

O eliminando uno de 
 W y añadiendo otro de Wc…
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(Subconjuntos A tales que A⊆W 
y con el orden ”⊇” dual de “⊆”).
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(Subconjuntos A tales que 
 A∩W= ∅  y con el orden “⊆”).
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y con el orden “⊆”).
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Subconjunto W de E
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Referencial X
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WA A△W

A△W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

△ =



Sistema algebraico  ((P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X), c ) 

Sistema algebraico  ((P(X), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c )

Isom
orfism

o 𝜑
W (A) = A∆ W
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átomos

átomos



Sistema algebraico  ((P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X), c ) 

Sistema algebraico  ((P(X), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c )

Isom
orfism

o 𝜑
W (A) = A∆ W

 

 132

sea la medida sobre P(X): m(A)= |A|  (cardinal de A).

Sean A,B,W,…∊P(X)    y

La aplicación dm(A,B)= m(A△B) es una distancia en P(X).

WA A△W

A△W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

△ =

átomos

átomos
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sea la medida sobre P(X): m(A)= |A|  (cardinal de A).

Sean A,B,W,…∊P(X)    y

La aplicación dm(A,B)= m(A△B) es una distancia en P(X).

A ⊑W B ⟹ (A△W) ⊆ (B△W) ⟹ 

[m(A△W) ≤ m(B△W)] ⟹ [dm(A,W) ≤ dm(A,W)].

Una interpretación de la expresión A ⊑WB:

Esta interpretación también es válida en el caso 
En que A,B,… sean subconconjutos borrosos  
(o imágenes con tonos de gris), W es un nítido y 
m(A)= ∥A∥=A(x1)+A(x2)+…+A(x78) 

WA A△W

A△W=(Ac∩W)∪(A∩Wc)

△ =

“A difiere menos de W que B”

átomos

átomos



Relación de las imágenes directa g:P(E)→P(F) e inversa 

g-1:P(F)→P(E) de una función g:E→F  con las w-inclusiones 
⊑w, la w-uniones ⨆W y las w-intersecciones ⨅W en E y F.
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E

F

· x · y=g(x)

g

Función 
 puntual g  
de E en F:
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E

F
B

g(B)
A

g(A)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:



E

⌀

·

F

⌀

·

·
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                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
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·

g(B)
·g

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
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de E en F:



E

⌀

·

F

⌀

·

·

 133

E

F
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g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

K

g-1
g-1(K)

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 
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⌀

·
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Introducción de perspectivas w1 y w2;
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La función puntual g:E➝F no varía, pero aparecen 
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g
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·
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 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 
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La función puntual g:E➝F no varía, pero aparecen 
 nuevas extensiones: ĝŵ:P(E)➝P(F), ĝŵ-1:P(E)➝P(F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1
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c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·
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                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

CASO PARTICULAR 
 INTERESANTE:

E=F, g:E→E   y  
 W1= W2= W ∈ P(E)

En este caso, si “i” es la extensión 
a P(E) de la identidad iE:E→E 
en E, se verifica:  
ȋw= (𝜑w∘i∘𝜑w)=i   ∀w∈P(E).

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1
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((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c, ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·
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                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

¿?
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c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(Demostraciones)

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).
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w1

E

⌀
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                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1

 134

Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1

 134

Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1

 134

Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1

 134

Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(10)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

(10) ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E , ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.-1 -1 -1-1                                                                                 Demostración. ĝŵ(w2)=g(w2∆w2)∆w1= 

g(∅)∆w1 =∅∆w1=w1. Por otra parte, ĝŵ(w2
c)=(g(w2

c∆w2))∆w1=g(F)∆w1 =E∆w1 =w1
c. 

ĝŵ(Kc)=(g(Kc∆w2))∆w1=(g((K∆w2)c))∆w1=(g(K∆w2))c∆w1=(g(K∆w2)∆w1)c=(ĝŵ(K))c
.∎

-1

-1

-1 -1-1-1-1-1

-1 -1 -1

-1

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(10)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

(10) ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E , ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.-1 -1 -1-1

[A∆w1⊆g-1(g(A∆w1))]⇒[A∆w1⊆g-1((g(A∆w1))∆w2∆w2)]⇒ 

 [A∆w1⊆g-1(ĝŵ(A)∆w2)]⇒[A∆w1∆w1 ⊑
w1g-1(ĝŵ(A)∆w2)∆w1]⇒ 

A⊑w1ĝŵ
-1(ĝŵ(A)).

                                                                                 Demostración. ĝŵ(w2)=g(w2∆w2)∆w1= 

g(∅)∆w1 =∅∆w1=w1. Por otra parte, ĝŵ(w2
c)=(g(w2

c∆w2))∆w1=g(F)∆w1 =E∆w1 =w1
c. 

ĝŵ(Kc)=(g(Kc∆w2))∆w1=(g((K∆w2)c))∆w1=(g(K∆w2))c∆w1=(g(K∆w2)∆w1)c=(ĝŵ(K))c
.∎

-1

-1

-1 -1-1-1-1-1

-1 -1 -1

-1

(11)

 



                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1

 

Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(10)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

(10) ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E , ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.-1 -1 -1-1

[A∆w1⊆g-1(g(A∆w1))]⇒[A∆w1⊆g-1((g(A∆w1))∆w2∆w2)]⇒ 

 [A∆w1⊆g-1(ĝŵ(A)∆w2)]⇒[A∆w1∆w1 ⊑
w1g-1(ĝŵ(A)∆w2)∆w1]⇒ 

A⊑w1ĝŵ
-1(ĝŵ(A)).

                                                                                 Demostración. ĝŵ(w2)=g(w2∆w2)∆w1= 

g(∅)∆w1 =∅∆w1=w1. Por otra parte, ĝŵ(w2
c)=(g(w2

c∆w2))∆w1=g(F)∆w1 =E∆w1 =w1
c. 

ĝŵ(Kc)=(g(Kc∆w2))∆w1=(g((K∆w2)c))∆w1=(g(K∆w2))c∆w1=(g(K∆w2)∆w1)c=(ĝŵ(K))c
.∎

-1

-1

-1 -1-1-1-1-1

-1 -1 -1

-1

(11) (12)

[g(g-1(K∆w2))⊆K∆w2]⇒[g((g-1(K∆w2))∆w1∆w1)⊆K∆w2]⇒ 

 [g(ĝŵ-1(K)∆w1)⊆K∆w2]⇒[g(ĝŵ-1(A)∆w1)∆w2 ⊑
w2K∆w2∆w2]⇒ 

ĝŵ(ĝŵ
-1(K))⊑w2K.∎ 
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                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(10)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

(10) ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E , ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.-1 -1 -1-1

[A∆w1⊆g-1(g(A∆w1))]⇒[A∆w1⊆g-1((g(A∆w1))∆w2∆w2)]⇒ 

 [A∆w1⊆g-1(ĝŵ(A)∆w2)]⇒[A∆w1∆w1 ⊑
w1g-1(ĝŵ(A)∆w2)∆w1]⇒ 

A⊑w1ĝŵ
-1(ĝŵ(A)).

                                                                                 Demostración. ĝŵ(w2)=g(w2∆w2)∆w1= 

g(∅)∆w1 =∅∆w1=w1. Por otra parte, ĝŵ(w2
c)=(g(w2

c∆w2))∆w1=g(F)∆w1 =E∆w1 =w1
c. 

ĝŵ(Kc)=(g(Kc∆w2))∆w1=(g((K∆w2)c))∆w1=(g(K∆w2))c∆w1=(g(K∆w2)∆w1)c=(ĝŵ(K))c
.∎

-1

-1

-1 -1-1-1-1-1

-1 -1 -1

-1

(11) (12)

[g(g-1(K∆w2))⊆K∆w2]⇒[g((g-1(K∆w2))∆w1∆w1)⊆K∆w2]⇒ 

 [g(ĝŵ-1(K)∆w1)⊆K∆w2]⇒[g(ĝŵ-1(A)∆w1)∆w2 ⊑
w2K∆w2∆w2]⇒ 

ĝŵ(ĝŵ
-1(K))⊑w2K.∎ 

Resultados para la fun

Resultados análogos a los que cumplen las extensiones  

g:P(E)→P(F) y g-1:P(F)→P(E) de cualquier función g:E→F,  
que en consecuencia muestran  la coherencia de las definiciones:  

ĝŵ := 𝜑w2∘g∘𝜑w1  

   ĝŵ-1:= 𝜑w1∘g∘𝜑w2. 
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                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(10)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

(10) ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E , ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.-1 -1 -1-1

[A∆w1⊆g-1(g(A∆w1))]⇒[A∆w1⊆g-1((g(A∆w1))∆w2∆w2)]⇒ 

 [A∆w1⊆g-1(ĝŵ(A)∆w2)]⇒[A∆w1∆w1 ⊑
w1g-1(ĝŵ(A)∆w2)∆w1]⇒ 

A⊑w1ĝŵ
-1(ĝŵ(A)).

                                                                                 Demostración. ĝŵ(w2)=g(w2∆w2)∆w1= 

g(∅)∆w1 =∅∆w1=w1. Por otra parte, ĝŵ(w2
c)=(g(w2

c∆w2))∆w1=g(F)∆w1 =E∆w1 =w1
c. 

ĝŵ(Kc)=(g(Kc∆w2))∆w1=(g((K∆w2)c))∆w1=(g(K∆w2))c∆w1=(g(K∆w2)∆w1)c=(ĝŵ(K))c
.∎

-1

-1

-1 -1-1-1-1-1

-1 -1 -1

-1

(11) (12)

[g(g-1(K∆w2))⊆K∆w2]⇒[g((g-1(K∆w2))∆w1∆w1)⊆K∆w2]⇒ 

 [g(ĝŵ-1(K)∆w1)⊆K∆w2]⇒[g(ĝŵ-1(A)∆w1)∆w2 ⊑
w2K∆w2∆w2]⇒ 

ĝŵ(ĝŵ
-1(K))⊑w2K.∎ 

Resultados para la fun

Resultados análogos a los que cumplen las extensiones  

g:P(E)→P(F) y g-1:P(F)→P(E) de cualquier función g:E→F,  
que en consecuencia muestran  la coherencia de las definiciones:  

ĝŵ := 𝜑w2∘g∘𝜑w1  

   ĝŵ-1:= 𝜑w1∘g∘𝜑w2. 

Generalización.
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                                                                  Álgebras de Boole 

((P(E), ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1),c )                                                    ((P(F), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E

F
B

g(B)

                    Álgebras de Boole 

((P(E), ⊆,∩,∪, ⌀,E),c ) 

                              ((P(F), ⊆,∩,∪, ⌀,F),c )

A

g(A)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

K

g-1
g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Propiedades de las extensiones 

g(∪Aj) = ∪g(Aj),  g(∩Aj) ⊆ ∩g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de P(E), 

   
(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),   (g(A)-g(B))⊆ g(A-B),   g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1  g-1(K)
·

K·

A ⊆ g-1(g(A)) ∀A∈P(E)       g(g-1(K))⊆ K  ∀K∈P(K) 

g-1(∪Kj) = ∪g-1(Kj),  g-1(∩Kj) = ∩g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊆S)⇒(g-1(K)⊆ g-1(S)), (g-1(K)-g-1(S))= g-1(K-S),  

 g-1(Kc)=(g-1(K))c, g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes P(E), P(F):

 Imagen inversa 

g-1:

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g
g

g(A):={ y∈F / ∃x∈A: g(x)=y }  ∀A∈P(E)
g-1(K):={ x∈E / g(x)∈K } ∀K∈P(F)

Imagen directa  
g:P(E)➝P(F)

Función 
 puntual g  
de E en F:

ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)), (ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S),  

 ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(W2
c)=W1

c, ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

w2w1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),   (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w1 ĝŵ(A - B),  

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

w2 w1

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈P(E)       ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈P(K) -1 -1

-1
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Demostración

w2

(1) (A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)).

(1)

(2)(3)

(4)

Demostración. ĝŵ(⊔w1Aj)=((𝜑w2∘g∘𝜑w1)(⊔w1Aj))=((𝜑w2∘g)(𝜑w1(⊔w1Aj)))=((𝜑w2∘g)((⊔w1Aj)∆w1))= 

𝜑w2(g((⊔w1Aj)∆w1))=(g((⊔w1Aj)∆w1))∆w2=(g((∪Aj∆w1)))∆w2=(∪g(Aj∆w1))∆w2)= 

(⊔w2[g(Aj∆w1)∆w2)= ⊔w2ĝŵ(Aj).

j∈J j∈J

j∈J

j∈J j∈J

j∈J j∈J j∈J

j∈J j∈J

(Demostraciones)

(2) ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J
Demostración. (((⊓w1Aj)⊑

w1Ak) ∀k∈J)⇒((ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2ĝŵ(Ak)) ∀k∈J) ⇒( ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))).
j∈J j∈J j∈J j∈J

Demostración. (A⊑w1B)⇒((A∆w1)⊆(B∆w1))⇒(g(A∆w1)⊆g(B∆w1))⇒(g(A∆w1)∆w2 ⊑w2 g(B∆w1)∆w2)⇒ 

(ĝŵ(A) ⊑w2 ĝŵ(B)).

(3) ĝŵ(⊔w1Aj)=(⊔w2ĝŵ(Aj))  ∀(Aj)j∈J.  j∈J j∈J

                                                                 

((ĝŵ(A) - ĝŵ(B))∆w2)=((ĝŵ(A)⊓w2(ĝŵ(B))c)∆w2)=[(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))c∆w2)]= [(ĝŵ(A)∆w2)∩((ĝŵ(B))∆w2)c]= 

[(g(A∆w1)∆w2∆w2)∩(g(B∆w1)∆w2∆w2)c]=g(A∆w1)∩(g(B∆w1))c=g(A∆w1)-g(B∆w1) ⊆ g(A∆w1-B∆w1)=g((A∆w1)∩(B∆w1)
c)= 

g((A∆w1)∩(Bc∆w1))=g((A⊓w1Bc)∆w1)=g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2∆w2=(g((A⊓w1Bc)∆w1)∆w2)∆w2=ĝŵ((A⊓w1Bc)∆w2 ,=ĝŵ((A-B)∆w2 que prueba (4).

w2

w1

(5)

(6)

(7)(8)

(9)

(10)

(4) (ĝŵ(A) - ĝŵ(B))⊑w2 ĝŵ(A - B).w2 w1                                                                Demostración. Conocemos que para subconjuntos W,A,B de E y F y funciones g:E➝F se verifica: A∆w∆w=A,  

(A⊑wB)⇔((A∆w)⊆(B∆w)), (A∆w)c=(Ac∆w), (A⊓wB)∆w=(A∆w)∩(B∆w), ((g(A) -g(B)) ⊆ g(A - B)) y  ĝŵ(A)=g(A∆w1)∆w2 ; luego:

                                                                 

                                                           Demostración.((ĝŵ(K) - ĝŵ(S))∆w1)= 

((ĝŵ(K)⊓w1(ĝŵ(S))c)∆w1)=[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))c∆w1)]= 

[(ĝŵ(K)∆w1)∩((ĝŵ(S))∆w1)
c]=[(g-1(K∆w2)∆w1∆w1)∩(g-1(S∆w2)∆w1∆w1)

c]= 

g-1(K∆w2)∩(g-1(S∆w2))c=g-1(K∆w2)-g(S∆w2)=g-1(K∆w2-S∆w2)=g-1((K∆w2)∩(S∆w2)c)= 

g-1((K∆w2)∩(Sc∆w2))=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)=g-1((K⊓w2Sc)∆w2)∆w1∆w1= 

(g-1((K⊓w1Sc)∆w2)∆w1)∆w1=ĝŵ((K⊓w2Sc)∆w1 ,=ĝŵ((K-S)∆w1 que prueba (9).

w1

w1

-1-1

-1 -1 -1-1

-1 -1

-1 -1

(5) ĝŵ(W1)=W2. Demostración. ĝŵ(w1)=g(w1∆w1)∆w2=g(∅)∆w2 =∅∆w2=w2.∎

                                                         Demostración. (K⊑w2S)⇒((K∆w2)⊆(S∆w2))⇒ 

(g-1(K∆w2)⊆g(S∆w2))⇒(g-1(K∆w2)∆w1 ⊑w1g-1(S∆w2)∆w1)⇒(ĝŵ(K) ⊑w1 ĝŵ(S)).-1 -1

(6)(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊑w1ĝŵ(S)).-1-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊓w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊓w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊓w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊓w2Kj)∆w2)= 

𝜑w1(g-1(⊓w2Kj)∆w2))=(g-1((⊓w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∩Kj∆w2))∆w1= 

(∩g-1(Kj∆w2))∆w1=(⊓w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊓w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈Jj∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

                                                                Demostración. ĝŵ(⊔w2Kj)= 

((𝜑w1∘g-1∘𝜑w2)(⊔w2Kj))=((𝜑w1∘g-1)(𝜑w2(⊔w2Kj)))=((𝜑w1∘g-1)((⊔w2Kj)∆w2))= 

𝜑w1(g-1((⊔w2Kj)∆w2))=(g-1((⊔w2Kj)∆w2))∆w1=(g-1(∪Kj∆w2))∆w1= 

(∪g-1(Kj∆w2))∆w1)=(⊔w1[g-1(Kj∆w2)∆w1)= ⊔w1ĝŵ(Kj).

j∈J

j∈J j∈J

j∈J
j∈J

j∈J

j∈J

j∈J

j∈J j∈J j∈J

-1

-1

(7) ĝŵ(⊓w2Kj)=⊓w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(8) ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj) ∀(Kj)j∈J . 
-1-1

j∈J j∈J

(9)(ĝŵ(K) - ĝŵ(S))= ĝŵ(K - S).-1 w2-1-1 w1

(10) ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E , ĝŵ(Kc)=(ĝŵ(K))c.-1 -1 -1-1

[A∆w1⊆g-1(g(A∆w1))]⇒[A∆w1⊆g-1((g(A∆w1))∆w2∆w2)]⇒ 

 [A∆w1⊆g-1(ĝŵ(A)∆w2)]⇒[A∆w1∆w1 ⊑
w1g-1(ĝŵ(A)∆w2)∆w1]⇒ 

A⊑w1ĝŵ
-1(ĝŵ(A)).

                                                                                 Demostración. ĝŵ(w2)=g(w2∆w2)∆w1= 

g(∅)∆w1 =∅∆w1=w1. Por otra parte, ĝŵ(w2
c)=(g(w2

c∆w2))∆w1=g(F)∆w1 =E∆w1 =w1
c. 

ĝŵ(Kc)=(g(Kc∆w2))∆w1=(g((K∆w2)c))∆w1=(g(K∆w2))c∆w1=(g(K∆w2)∆w1)c=(ĝŵ(K))c
.∎

-1

-1

-1 -1-1-1-1-1

-1 -1 -1

-1

(11) (12)

[g(g-1(K∆w2))⊆K∆w2]⇒[g((g-1(K∆w2))∆w1∆w1)⊆K∆w2]⇒ 

 [g(ĝŵ-1(K)∆w1)⊆K∆w2]⇒[g(ĝŵ-1(A)∆w1)∆w2 ⊑
w2K∆w2∆w2]⇒ 

ĝŵ(ĝŵ
-1(K))⊑w2K.∎ 

Resultados para la fun

Resultados análogos a los que cumplen las extensiones  

g:P(E)→P(F) y g-1:P(F)→P(E) de cualquier función g:E→F,  
que en consecuencia muestran  la coherencia de las definiciones:  

ĝŵ := 𝜑w2∘g∘𝜑w1  

   ĝŵ-1:= 𝜑w1∘g∘𝜑w2. 

Generalización.
(a funciones de conjunto cualesquiera, 
no necesariamente ligadas a la extensión  
de funciones puntuales a las partes)
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ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

 135



ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ:(P(E),⊑w1
2)→(P(F),⊑w2)

g:(P(E),⊆)→(P(F),⊆)
(g cualquier función de conjunto)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w2

w1E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)
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ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ:(P(E),⊑w1
2)→(P(F),⊑w2)

g:(P(E),⊆)→(P(F),⊆)
(g cualquier función de conjunto)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w2

w1E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈P(E)
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ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ:(P(E),⊑w1
2)→(P(F),⊑w2)

g:(P(E),⊆)→(P(F),⊆)
(g cualquier función de conjunto)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w1E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈P(E)
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Casos particulares: 
W2 = ∅

Puesto que 𝜑W2(K)=𝜑∅(K)=K   ∀K∈P(F), 

si iF es la identidad en P(F), se verifica: 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 = iF∘g∘𝜑w1 =g∘𝜑w1 , es decir 

ĝŵ(A)=g(A∆w1) ∀A∈P(E) 



Análogamente, si  W1 = ∅: 

ĝŵ(A)=g(A)∆w2 ∀A∈P(E)

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ:(P(E),⊑w1
2)→(P(F),⊑w2)

g:(P(E),⊆)→(P(F),⊆)
(g cualquier función de conjunto)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w2

E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈P(E)
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Casos particulares: 
W2 = ∅

Puesto que 𝜑W2(K)=𝜑∅(K)=K   ∀K∈P(F), 

si iF es la identidad en P(F), se verifica: 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 = iF∘g∘𝜑w1 =g∘𝜑w1 , es decir 

ĝŵ(A)=g(A∆w1) ∀A∈P(E) 



Ejemplo: comparación de los valores  g(A) y ĝw(A) 
asociados a una función puntual g.
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(0,0)

ℝ2



136

(0,0)

ℝ2
k∈ℝ, 

(k,0)
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g(x,y) = (x+k,y) ∀(x,y)∈ℝ2,   g: ℝ2→ℝ2, 

(0,0)

ℝ2 ℝ2

(k,0)(0,0)

k∈ℝ, 

(k,0)

g(x,y)
(x,y)

g



A

A∈P( ℝ2),

136

g(x,y) = (x+k,y) ∀(x,y)∈ℝ2,   g: ℝ2→ℝ2, 

(0,0)

ℝ2 ℝ2

(k,0)(0,0)

k∈ℝ, 

(k,0)

g(x,y)
(x,y)

g



A

A∈P( ℝ2),
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g(x,y) = (x+k,y) ∀(x,y)∈ℝ2,   g: ℝ2→ℝ2, 

(0,0)

ℝ2 ℝ2

(k,0)(0,0)

g(A) = { g(x,y) / (x,y)∈A } = { (x+k,y) / (x,y)∈A }k∈ℝ, 

(k,0)

g(x,y)
(x,y)

g(A)

g



A

A∈P( ℝ2),
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g(x,y) = (x+k,y) ∀(x,y)∈ℝ2,   g: ℝ2→ℝ2, 

WW
(0,0)

ℝ2 ℝ2

(k,0)(0,0)

g(A) = { g(x,y) / (x,y)∈A } = { (x+k,y) / (x,y)∈A }k∈ℝ, 

(k,0)

g(x,y)
(x,y)

g(A)

g

W∈P( ℝ2)



A

A∈P( ℝ2),
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g(x,y) = (x+k,y) ∀(x,y)∈ℝ2,   g: ℝ2→ℝ2, 

WW
(0,0)

ℝ2 ℝ2

(k,0)(0,0)

g(A) = { g(x,y) / (x,y)∈A } = { (x+k,y) / (x,y)∈A }k∈ℝ, 

(k,0)

g(x,y)
(x,y)

g(A)

g(x,y)

A∆W g(A∆W)

ℝ2

(k,0)(0,0)

g

W∈P( ℝ2)

(0,0)

ℝ2

(x,y)

k

g



A

A∈P( ℝ2),
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Ejemplo: extensión ĉw:P(E)➝P(E) al álgebra (P(E),⊑w) 
de la complementación c:P(E)➝P(E) en (P(E),⊆).
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Proposición 
Para todo w∈P(E), La w-extensión ĉw  de la función 
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               = 

g(A)=Ac=g

= ĝŵ(A)
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Demostración. Teniendo en cuenta que (A∆W)c=(Ac∆W), 
si  c:P(E)→P(E) es la complementación en P(E),  
se verifica (A∆W)c∆W=(Ac∆W)∆W=Ac 
∀A∈P(E), es decir   ĉw= (𝜑w∘c∘𝜑w)=c   ∀w∈P(E).∎
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Expresión de la w-imágenes directa e inversa de una función 

mediante la w-pertenencia ∊w



 137

g:E→F , 
 W1 ∈ P(E), W2 ∈ P(F)

(y ∈ g(A)) ⇔ ( ∃x ∈ A: g(x)=y )

( x∈g-1(K) )⇔( g(x)∈K )

w2

w1

E

F
B

g(B)
A

g(A)

K

g-1
g-1(K)

 Imagen inversa:· x
· y=g(x)

g

Imagen directa:



 137

g:E→F , 
 W1 ∈ P(E), W2 ∈ P(F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa:

· x

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa:

 ĝŵ (K)   
-1

(y ∈w2 ĝŵ(A)) ⇔ ( ∃x ∈w1 A  : g(x)=y )

( x ∈w1 ĝŵ(K) )⇔( g(x) ∈w2 K )-1

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

· y=ĝŵ(x)

(y ∈ g(A)) ⇔ ( ∃x ∈ A: g(x)=y )

( x∈g-1(K) )⇔( g(x)∈K )

w2

w1

E

F
B

g(B)
A

g(A)

K

g-1
g-1(K)

 Imagen inversa:· x
· y=g(x)

g

Imagen directa:

(*)



 137
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Expresiones análogas que también avalan la coherencia de la definición  de “w-pertenencia” ∈w

(*)

(*) (Demostración en la transparencia siguiente)
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(1) (y ∈w2 ĝŵ(A)) ⇔ ( ∃x ∈w1 A  : g(x)=y )

(2) ( x ∈w1 ĝŵ(K) )⇔( g(x) ∈w2 K )-1

Proposición.  Para todo A∈P(E) y para todo Ŵ=(w1,w2)∈P(E)2, se verifica: 

(Continuación)
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(1) (y ∈w2 ĝŵ(A)) ⇔ ( ∃x ∈w1 A  : g(x)=y )

(2) ( x ∈w1 ĝŵ(K) )⇔( g(x) ∈w2 K )-1

Proposición.  Para todo A∈P(E) y para todo Ŵ=(w1,w2)∈P(E)2, se verifica: 

Demostración. (1)  (y ∈w2 ĝŵ(A)) ⇔ (y ∈ ĝŵ(A)∆w2 ) ⇔ (y ∈ g(A∆w1)∆w2∆w2 ) ⇔ 

 (y ∈ g(A∆w1)) ⇔ ( ∃x ∈ A∆w1 : g(x)=y ) ⇔ ( ∃x ∈w1 A  : g(x)=y ).

(2)  (x ∈w1 ĝŵ(K)) ⇔ (x ∈ ĝŵ(K)∆w1 ) ⇔ (x ∈ g-1(K∆w2)∆w1∆w1 ) ⇔ 

 (x ∈ g-1(K∆w2)) ⇔ ( g(x) ∈ K∆w2) ⇔( g(x) ∈w2 K ).∎

-1 -1

(Continuación)
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Ejemplo. Incorporación del término 
“vacío” en herramientas de gestión 
de recursos, ayuda a la decisión,…

Utilización del término “vacío” en el lenguaje 
 usual. (Véase transparencias 13 y 77) 
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Ejemplo. Incorporación del término 
“vacío” en herramientas de gestión 
de recursos, ayuda a la decisión,…
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En un sistema de gestión del uso 
 del agua acumulada en los 
 pantanos de la Comunidad Valenciana…
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EV ={AlBeConCrEsLapLo, AmBuFoMcrTo,  
ArElnGuLamUll, BeBenCoElrSi }= 

{ P1, P2, P3, P4 }

W
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Una agrupación y simplificación 
 del conjunto de pantanos según 
su capacidad en una época 
 determinada
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EV ={AlBeConCrEsLapLo, AmBuFoMcrTo,  
ArElnGuLamUll, BeBenCoElrSi }= 

{ P1, P2, P3, P4 }

W ¿Un subconjunto de pantanos “vacíos”?
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EV={AlBeConCrEsLapLo, AmBuFoMcrTo,  ArElnGuLamUll, BeBenCoElrSi }={ P1, P2, P3, P4 }
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Sistema de gestión de los recursos de EV. 

En su diseño se puede utilizar medidas borrosas: 

g: (P(EV),⊆)→ (ℝ+,≤)  ó g: (P(EV),⊆)→ ([0.1],≤),
que verifiquen propiedades como 
 g(∅)=0 ,g(EV)=1 , (A⊆B)⇒(g(A) ≤ g(B)),  

 g(A∪B)=max(g(A),g(B)), etc,…
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Si consideramos a P1 como  
unión de tres átomos:
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Si consideramos a P1 como  
unión de tres átomos:
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 Si lo que prima es el estado de las reservas de agua, entonces, (dado el carácter de 
“vacío” que tienen los pantanos incluidos en P1); “si la cuestión es la de extraer agua del 
grupo de pantanos de EV, para hacerlo parece mejor opción ( P3, P4 ) que (P1, P3, P4)”. 

Esta relación  puede ser una formalización del siguiente enunciado: 

(P1, P3, P4) ⊑W( P3, P4 )
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Por ejemplo:

Si consideramos a P1 como  
unión de tres átomos:
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Sistema de gestión de los recursos de EV. 
(Incorporación de “contenido de vacío”) 

Extensión de medidas borrosas: ĝw(A)=g(A∆W). 

ĝw: (P(EV),⊑W)→ (ℝ+,≤)  ó ĝw : (P(EV),⊑W)→ ([0.1],≤),
que, dependiendo de las propiedades de g, verificarán: 
 ĝw(W)=0 ,ĝw(Wc)=1 , (A⊑WB)⇒(ĝw(A) ≤ ĝw(B)),  

 ĝw(A⨆W B)=max(ĝw(A),ĝw(B)), etc,…

 Si lo que prima es el estado de las reservas de agua, entonces, (dado el carácter de 
“vacío” que tienen los pantanos incluidos en P1); “si la cuestión es la de extraer agua del 
grupo de pantanos de EV, para hacerlo parece mejor opción ( P3, P4 ) que (P1, P3, P4)”. 

Esta relación  puede ser una formalización del siguiente enunciado: 

(P1, P3, P4) ⊑W( P3, P4 )
Pantanos “vacíos”

Coherencia con las propiedades de las medidas 
 borrosas g, las probabilidades  Pr, etc:

P1={                           }Algar 
Crevillente

Escalona 
Belluz 

Loriguilla
Contreras 
La Pedrera

, ,

P1

Vista con detalle del “contenido” del vacío.
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Por ejemplo:

Si consideramos a P1 como  
unión de tres átomos:



d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

(P(EV),⊆) 
EV

⌀

d

dc
dc
b

dc
ba

c
ba

ba

a

c

b

dc
a

d
ba

c
a

d
b

c
b

d
a

Ev

W

P3

P1,P2

P1,P2,P3

P2

P1,P2,P4
P1,P3,P4

P2,P3,P4

P1,P3
P2,P3

P2,P4
P3,P4

P1,P4

P4
P1

Wc

P3

P1,P2

P1,P2,P3

P2

P1,P2,P4

P1,P3,P4

P2,P3,P4

P1,P3 P2,P3

P2,P4

P3,P4

P1,P4
P4

P1

Wc

W

(“Pantanos vacíos”) (“Pantanos vacíos”)
Escalona 

    Belluz       , 

Loriguilla

Contreras 

La Pedrera

Contreras 

La Pedrera
Algar 

Crevillente

Algar 

Crevillente

Escalona 

Belluz 

Loriguilla

Algar 

Crevillente

Escalona 

Belluz 

Loriguilla

Contreras 

La Pedrera

P1

⌀

Escalona 

    Belluz       , 

Loriguilla Contreras 

La Pedrera

Contreras 

La Pedrera

Algar 

Crevillente

Algar 

Crevillente Escalona 
Belluz 

Loriguilla

Algar 

Crevillente

Escalona 
Belluz 

Loriguilla

Contreras 

La Pedrera

P1

⌀

P(EV)={                                                                                                  }P2

P4P3

P1
EV

P4

A

P3

P1
B

, , ,  · · · ,
⌀

(P(EV),⊑W) 

EV={AlBeConCrEsLapLo, AmBuFoMcrTo,  ArElnGuLamUll, BeBenCoElrSi }={ P1, P2, P3, P4 }

Sistema de gestión de los recursos de EV. 
(Incorporación de “contenido de vacío”) 

Extensión de medidas borrosas: ĝw(A)=g(A∆W). 

ĝw: (P(EV),⊑W)→ (ℝ+,≤)  ó ĝw : (P(EV),⊑W)→ ([0.1],≤),
que, dependiendo de las propiedades de g, verificarán: 
 ĝw(W)=0 ,ĝw(Wc)=1 , (A⊑WB)⇒(ĝw(A) ≤ ĝw(B)),  

 ĝw(A⨆W B)=max(ĝw(A),ĝw(B)), etc,…

 Si lo que prima es el estado de las reservas de agua, entonces, (dado el carácter de 
“vacío” que tienen los pantanos incluidos en P1); “si la cuestión es la de extraer agua del 
grupo de pantanos de EV, para hacerlo parece mejor opción ( P3, P4 ) que (P1, P3, P4)”. 

Esta relación  puede ser una formalización del siguiente enunciado: 

(P1, P3, P4) ⊑W( P3, P4 )
Pantanos “vacíos”

Coherencia con las propiedades de las medidas 
 borrosas g, las probabilidades  Pr, etc:

O medidas nítidas  Prw  como extensiones 
 de probabilidades  usuales Pr:  

 Prw:(P(EV),⊑W)→ ([0.1],≤), (tal que Prw(A)=Pr(A∆W))
que verificarán: 

 Prw(W)=0 ,Prw(Wc)=1 , (A⊑WB)⇒(Prw(A) ≤ Prw(B)),  

 Prw(A⨆WB)=Prw(A)+Prw(B)-Prw(A⊓wB). 
O extensiones de las probabilidades condicionadas: 
 Prw*(A/B)=Prw(A⊓wB)/Prw(A), etc…

^

^

^

^ ^ ^ ^

^^^^

^ ^ ^

P1

Vista con detalle del “contenido” del vacío.
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Por ejemplo:



d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

(P(EV),⊆) 
EV

⌀

d

dc
dc
b

dc
ba

c
ba

ba

a

c

b

dc
a

d
ba

c
a

d
b

c
b

d
a

Ev

W

P3

P1,P2

P1,P2,P3

P2

P1,P2,P4
P1,P3,P4

P2,P3,P4

P1,P3
P2,P3

P2,P4
P3,P4

P1,P4

P4
P1

Wc

P3

P1,P2

P1,P2,P3

P2

P1,P2,P4

P1,P3,P4

P2,P3,P4

P1,P3 P2,P3

P2,P4

P3,P4

P1,P4
P4

P1

Wc

W

(“Pantanos vacíos”) (“Pantanos vacíos”)
Escalona 

    Belluz       , 

Loriguilla

Contreras 

La Pedrera

Contreras 

La Pedrera
Algar 

Crevillente

Algar 

Crevillente

Escalona 

Belluz 

Loriguilla

Algar 

Crevillente

Escalona 

Belluz 

Loriguilla

Contreras 

La Pedrera

P1

⌀

Escalona 

    Belluz       , 

Loriguilla Contreras 

La Pedrera

Contreras 

La Pedrera

Algar 

Crevillente

Algar 

Crevillente Escalona 
Belluz 

Loriguilla

Algar 

Crevillente

Escalona 
Belluz 

Loriguilla

Contreras 

La Pedrera

P1

⌀

P(EV)={                                                                                                  }P2

P4P3

P1
EV

P4

A

P3

P1
B

, , ,  · · · ,
⌀

(P(EV),⊑W) 

EV={AlBeConCrEsLapLo, AmBuFoMcrTo,  ArElnGuLamUll, BeBenCoElrSi }={ P1, P2, P3, P4 }

Sistema de gestión de los recursos de EV. 
(Incorporación de “contenido de vacío”) 

Extensión de medidas borrosas: ĝw(A)=g(A∆W). 

ĝw: (P(EV),⊑W)→ (ℝ+,≤)  ó ĝw : (P(EV),⊑W)→ ([0.1],≤),
que, dependiendo de las propiedades de g, verificarán: 
 ĝw(W)=0 ,ĝw(Wc)=1 , (A⊑WB)⇒(ĝw(A) ≤ ĝw(B)),  

 ĝw(A⨆W B)=max(ĝw(A),ĝw(B)), etc,…

 Si lo que prima es el estado de las reservas de agua, entonces, (dado el carácter de 
“vacío” que tienen los pantanos incluidos en P1); “si la cuestión es la de extraer agua del 
grupo de pantanos de EV, para hacerlo parece mejor opción ( P3, P4 ) que (P1, P3, P4)”. 

Esta relación  puede ser una formalización del siguiente enunciado: 

(P1, P3, P4) ⊑W( P3, P4 )
Pantanos “vacíos”

Coherencia con las propiedades de las medidas 
 borrosas g, las probabilidades  Pr, etc:

(Nota.Las “w-extensiones” ĝw  asociadas a “perspectivas w” 
 de  funciones g definidas como se ha señalado en 130. 
 Más adelante, veremos extensiones Prw  de probabilidades 
 y de probabilidades condicionadas Pr).

^

O medidas nítidas  Prw  como extensiones 
 de probabilidades  usuales Pr:  

 Prw:(P(EV),⊑W)→ ([0.1],≤), (tal que Prw(A)=Pr(A∆W))
que verificarán: 

 Prw(W)=0 ,Prw(Wc)=1 , (A⊑WB)⇒(Prw(A) ≤ Prw(B)),  

 Prw(A⨆WB)=Prw(A)+Prw(B)-Prw(A⊓wB). 
O extensiones de las probabilidades condicionadas: 
 Prw*(A/B)=Prw(A⊓wB)/Prw(A), etc…

^

^

^

^ ^ ^ ^

^^^^

^ ^ ^

P1
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Por ejemplo:
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?



 141

W

!

(Modificado)



 141

(Modificado)

Parece 
 conforme.

    Aunque no  
hayamos hablado  
    del vacío  
     cuántico…
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(Modificado)

Parece 
 conforme.

    Aunque no  
hayamos hablado  
    del vacío  
     cuántico…
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Órdenes de actividad en retículos de 
subconjuntos borrosos de un referencial X: 
⊑w-inclusión, ⊑w-intersección y ⊑w-unión 
entre subconjuntos L-borrosos A,B,… de un  
referencial X. Aplicación de w-pertenencia 

∈w:LX →LX.
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SIN TÍTULO 
(Mark Rothko, 1969)
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SIN TÍTULO 
(Mark Rothko, 1969)

Interpretación: 
¿Un subconjunto borroso A?



(P(X),⊑w,⊓w,⊔w)X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD

A B

B

{y}·

{z}·

CC

x∈wD1, y∉wD1, z∈wD1x∉D, y∈D, z∈D

(P(X),⊆,∩,∪)

D

A

C

B

{x}·
{y}·

{z}·

···

etc

(P(X),⊇,∪,∩)

(A⊆D, C⊆Ac, B∩D, B∪D,…)

⌀

Referencial X

X

D

A

C

B

etc

{x}·
{y}·

{z}·

F⊈B, B⊈F
Interpretación del orden ⊆ 
como una “perspectiva” del 
conjunto P(X) proporcionada 
 por el subconjunto ⌀:

F

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del conjun- 
to P(X) proporcionada 
 por el subconjunto X.

⌀

F

((P(X),⊑⌀,⊓⌀,⊔⌀,⌀, X), c )

(P(X),⊑X,⊓X,⊔X, c,X,⌀)

x∈wA ⇔ x∈A△W

Subconjuntos ordinarios de X:

Familia de álgebras: 

((P(X),⊑w))w∈P(X)

((P(X),⊑w,⊓w,⊔w, w,wc),c)

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

“w-pertenencia”:

C

D B

⌀

X

AWc

W

W

A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

A

X



C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

“w-pertenencia”:

C

D B

⌀

X

AWc

W

W

A⊑wB ⇔A△W ⊆ B△W 

  ⇔ B∩W ⊆ A ⊆ B∪W

A

·1

·0

X

0

1

Función característica



C w

Wc

 144

A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

“w-pertenencia”:

C

D B

⌀

X

A

⌀

X

W

O si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

A

·1

·0

X

0

1

Función característica

·

·0.4

0.8

generalizada



Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

W

Wc

“w-pertenencia”:

C

D B

⌀

X

A

⌀

X

W

O si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

W: pizarra “nítida”

A

·1

·0

X

0

1

Función característica

·

·0.4

0.8

generalizada

W



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

W

Wc

“w-pertenencia”:

F ·

F

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

O si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

A△W=(A·Wc)+(A’·W)

Orden de actividad
A

·1

·0

X

0

1

Función característica

·

·0.4

0.8

generalizada

W



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

W

Wc

“w-pertenencia”:

F ·

F ·

F

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

O si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

A△W=(A·Wc)+(A’·W)

Orden de actividad



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

W

Wc

“w-pertenencia”:

F ·

F ·

F

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

XO si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

A△W=(A·Wc)+(A’·W)

Orden de actividad



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

   Isomorfismo M→M△W, 
con M△W=(M·Wc)+(M’·W)

W

Wc

“w-pertenencia”:

F ·

F ·

F

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

XO si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

A△W=(A·Wc)+(A’·W)

Orden de actividad



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

   Isomorfismo M→M△W, 
con M△W=(M·Wc)+(M’·W)

W

Wc

“w-pertenencia”:

F ·

F ·

F

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

XO si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

A△W=(A·Wc)+(A’·W)

Orden de actividad



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

   Isomorfismo M→M△W, 
con M△W=(M·Wc)+(M’·W)

W

Wc

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

F ·

F ·

F

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

XO si L= [0,1] con la negación x’=1-x,

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

A△W=(A·Wc)+(A’·W)

Orden de actividad



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 
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⌀
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⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D
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Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )
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X

B

D
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{y}·
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BA
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{z}·

C1

Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 
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“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

F ·

F ·
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·B1
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·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A
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Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B
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Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X
⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:
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(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad
Hasta ahora, los resultados son análogos 
 a los que aparecen en el caso en el que 
 L(X) es un Álgebra de Boole…



X

B

D
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{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B
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DD1

BA
B1
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{z}·
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((L(X),⊑w))w∈P(X)
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(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 
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“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

W subconjunto borroso no nítido (no complementado).
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⌀
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W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 
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Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 
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Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]
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⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)
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 de X:
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(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)
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La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “nítida”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad
Hasta ahora, los resultados son análogos 
 a los que aparecen en el caso en el que 
 L(X) es un Álgebra de Boole…

Pero…
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D
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{z}·
B

{x}·
DD1

BA
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{y}·

{z}·
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((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.
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((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 
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⌀
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W
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  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D
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Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]
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⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)
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(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad
Hasta ahora, los resultados son análogos 
 a los que aparecen en el caso en el que 
 L(X) es un Álgebra de Boole…

Pero…
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{y}·
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C w
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Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

w·

W
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Interpretación de ⊇: una 
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to P(X) proporcionada 
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Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B
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    B1,C1,F,… 
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((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )
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Hasta ahora, los resultados son análogos 
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Pero…
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Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

⌀ X A
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w·

W

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)
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“perspectiva” del 
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to P(X) proporcionada 
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B
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Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
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⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”
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    B1,C1,F,… 

borrosos
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((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad
Hasta ahora, los resultados son análogos 
 a los que aparecen en el caso en el que 
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Pero…
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DD1
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(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w
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A⌀
B
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X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

⌀ X A
B

w·

W

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

W subconjunto borroso no nítido (no complementado).

F ·

F ·

F ·

F

·

A⊑wB  ⇔ 

B·W ≤ A ≤ B+W

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.

⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad

(“→” es operador implicación en L(X): 

W→Q = sup{S ∈ L(X) / W.S ≤ Q}, y

“∸“  el operador diferencia 

 o co-implicación en L(X) : 

Q ∸ W = inf{ U ∈ L(X) / Q ≤ W+U })

Maximales, los que verifican
)W→Q =Q∸W

Hasta ahora, los resultados son análogos 
 a los que aparecen en el caso en el que 
 L(X) es un Álgebra de Boole…

Pero…



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.
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que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 
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Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 
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inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.
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 de X:
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La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad

(“→” es operador implicación en L(X): 

W→Q = sup{S ∈ L(X) / W.S ≤ Q}, y

“∸“  el operador diferencia 

 o co-implicación en L(X) : 

Q ∸ W = inf{ U ∈ L(X) / Q ≤ W+U })

Maximales, los que verifican
)W→Q =Q∸W
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Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 
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C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

⌀ X A
B

w·

W

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

W subconjunto borroso no nítido (no complementado).

F ·

F ·

F ·

F

·

A⊑wB  ⇔ 

B·W ≤ A ≤ B+W

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.

⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad

(“→” es operador implicación en L(X): 

W→Q = sup{S ∈ L(X) / W.S ≤ Q}, y

“∸“  el operador diferencia 

 o co-implicación en L(X) : 

Q ∸ W = inf{ U ∈ L(X) / Q ≤ W+U })

Maximales, los que verifican
)W→Q =Q∸W



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

⌀ X A
B

w·

W

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

W subconjunto borroso no nítido (no complementado).

F ·

F ·

F ·

F

·

A⊑wB  ⇔ 

B·W ≤ A ≤ B+W

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.

⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad

(“→” es operador implicación en L(X): 

W→Q = sup{S ∈ L(X) / W.S ≤ Q}, y

“∸“  el operador diferencia 

 o co-implicación en L(X) : 

Q ∸ W = inf{ U ∈ L(X) / Q ≤ W+U })

Maximales, los que verifican
)W→Q =Q∸W



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

⌀ X A
B

w·

W

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

W subconjunto borroso no nítido (no complementado).

F ·

F ·

F ·

F

·

A⊑wB  ⇔ 

B·W ≤ A ≤ B+W

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

Si W no es complementado

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.

⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

Orden de actividad

(“→” es operador implicación en L(X): 

W→Q = sup{S ∈ L(X) / W.S ≤ Q}, y

“∸“  el operador diferencia 

 o co-implicación en L(X) : 

Q ∸ W = inf{ U ∈ L(X) / Q ≤ W+U })

Maximales, los que verifican
)W→Q =Q∸W



X

B

D

A

{x}·{x}·
{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc

 144

A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

((L(X), ≤ ,·,+, ⌀, X), ‘ ) con una negación fuerte 

⌀ X A
B

w·

W

“w-pertenencia”:(∈wA)(x)= (A△W)(x)

W subconjunto borroso no nítido (no complementado).

F ·

F ·

F ·

F

((L(X),⊑w))w∈L(X)

·

A⊑wB  ⇔ 

B·W ≤ A ≤ B+W

·B1

·D1

·C1

F⊑wB1, B1⊑wF/

Si W no es complementado

·B1

·D1
·C1

A· C

D

B

⌀

X

A

⌀

X

W

A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

Operador inf: A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

Operador sup: A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

X

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.

⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

X

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)

La negación inicial también 
es aquí negación fuerte.

W: pizarra “borrosa”

Subconjuntos  
    B1,C1,F,… 

borrosos

    Retículo distributivo: 

((L(X),⊑w,⊓w,⊔w, w, w’=wc),’ )

(“→” es operador implicación en L(X): 

W→Q = sup{S ∈ L(X) / W.S ≤ Q}, y

“∸“  el operador diferencia 

 o co-implicación en L(X) : 

Q ∸ W = inf{ U ∈ L(X) / Q ≤ W+U })

Maximales, los que verifican
)W→Q =Q∸W
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Ejemplos ilustrativos del isomorfismo 
 𝜑w(X) = X∆W en LE



 145

Ejemplos ilustrativos del isomorfismo 
 𝜑w(X) = X∆W en LE

(¡Únicamente si w es complementado con 
complemento  wc tal que wc=w’!). 



d

A

,

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀  145

b
dc

a
E

((L,≤),’ ) retículo distributivo completo con una negación fuerte 
’ : L→L tal que, si x ∈ L es complementado, entonces x’=xc.

E un referencial no vacío y ((LE,≤, ·,+,⌀, E),’ )  el retículo distributivo 

de subconjuntos L-borrosos de E.

E
(LE, ≤) 

W
WC

Ac

AA∆W

dc

W

, ,  · · ·

Nítidos: 



d

A

,

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀  145

b
dc

a
E

,  · · ·

((L,≤),’ ) retículo distributivo completo con una negación fuerte 
’ : L→L tal que, si x ∈ L es complementado, entonces x’=xc.

E un referencial no vacío y ((LE,≤, ·,+,⌀, E),’ )  el retículo distributivo 

de subconjuntos L-borrosos de E.

E
(LE, ≤) 

W
WC

Ac

AA∆W

F
dc
ba

B
c
a

B

c
a

dc

W

, ,  · · · ,  · · ·
b
dc

a
F

Nítidos: Borrosos propios: 



d

A

,

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀  145

b
dc

a
E

,  · · ·

X∆W = (X·Wc)+(X’·W)    ∀(X, W) ∈ LEXP(E)         

((L,≤),’ ) retículo distributivo completo con una negación fuerte 
’ : L→L tal que, si x ∈ L es complementado, entonces x’=xc.

E un referencial no vacío y ((LE,≤, ·,+,⌀, E),’ )  el retículo distributivo 

de subconjuntos L-borrosos de E.

E
(LE, ≤) 

W
WC

Ac

AA∆W

F
dc
ba

B
c
a

B

c
a

dc

W

, ,  · · · ,  · · ·
b
dc

a
F

Nítidos: Borrosos propios: 



d

A

,

⌀

d

dc

dc
b

dc
ba

c
ba

ba

a

c

b

dc
a

d
ba

c
a

d
b

c
b

d
ad

a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

d
a

c
b

a
d b

a
d

c a

c
b

d
c

b

d
c

b
a

a

b
c

d

b
a

c a

d b
d

c

⌀
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b
dc

a
E

W

E

(LE, ⊑W) WC

A

A∆W

Ac

,  · · ·

X∆W = (X·Wc)+(X’·W)    ∀(X, W) ∈ LEXP(E)         
F⊑WG ⇔ [(F∆W) ≤ (G∆W)] ⇔ (G·W ≤ F ≤ G+W)

(Orden de actividad)

((L,≤),’ ) retículo distributivo completo con una negación fuerte 
’ : L→L tal que, si x ∈ L es complementado, entonces x’=xc.

E un referencial no vacío y ((LE,≤, ·,+,⌀, E),’ )  el retículo distributivo 

de subconjuntos L-borrosos de E.

E
(LE, ≤) 

W
WC

Ac

AA∆W
F

dc
ba

F
dc
ba

B
c
a

B
c
a

B

c
a

dc

W

, ,  · · · ,  · · ·
b
dc

a
F

Nítidos: Borrosos propios: 

W subconjunto nítido



d

A

,

⌀

d

dc

dc
b

dc
ba

c
ba

ba

a

c

b

dc
a

d
ba

c
a

d
b

c
b

d
ad

a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

d
a

c
b

a
d b

a
d

c a

c
b

d
c

b

d
c

b
a

a

b
c

d

b
a

c a

d b
d

c

⌀
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b
dc

a
E

W

E

(LE, ⊑W) WC

X ⟶ X∆W

A

A∆W

Ac

,  · · ·

F∆W
b
d

a

X∆W = (X·Wc)+(X’·W)    ∀(X, W) ∈ LEXP(E)         
F⊑WG ⇔ [(F∆W) ≤ (G∆W)] ⇔ (G·W ≤ F ≤ G+W)

(Orden de actividad)

((L,≤),’ ) retículo distributivo completo con una negación fuerte 
’ : L→L tal que, si x ∈ L es complementado, entonces x’=xc.

E un referencial no vacío y ((LE,≤, ·,+,⌀, E),’ )  el retículo distributivo 

de subconjuntos L-borrosos de E.

E
(LE, ≤) 

W
WC

Ac

AA∆W
F

dc
ba

F
dc
ba

B
c
a

B
c
a

B

c
a

dc

W

,

B∆W
a

d

F∆W
a b

dB∆W
d

a

B∆W
d

a

F∆W
a b

d

,  · · · ,  · · ·
b
dc

a
F

Nítidos: Borrosos propios: 

W subconjunto nítido



d

A

,

⌀

d

dc

dc
b

dc
ba

c
ba

ba

a

c

b

dc
a

d
ba

c
a

d
b

c
b

d
ad

a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

d
a

c
b

a
d b

a
d

c a

c
b

d
c

b

d
c

b
a

a

b
c

d

b
a

c a

d b
d

c

⌀
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b
dc

a
E

W

E

(LE, ⊑W) WC

X ⟶ X∆W

A

A∆W

Ac

,  · · ·

F∆W
b
d

a

X∆W = (X·Wc)+(X’·W)    ∀(X, W) ∈ LEXP(E)         
F⊑WG ⇔ [(F∆W) ≤ (G∆W)] ⇔ (G·W ≤ F ≤ G+W)

(Orden de actividad)

((L,≤),’ ) retículo distributivo completo con una negación fuerte 
’ : L→L tal que, si x ∈ L es complementado, entonces x’=xc.

E un referencial no vacío y ((LE,≤, ·,+,⌀, E),’ )  el retículo distributivo 

de subconjuntos L-borrosos de E.

E
(LE, ≤) 

W
WC

Ac

AA∆W
F

dc
ba

F
dc
ba

B
c
a

B
c
a

B

c
a

dc

W

,

B∆W
a

d

F∆W
a b

dB∆W
d

a

B∆W
d

a

F∆W
a b

d

,  · · · ,  · · ·
b
dc

a
F

Nítidos: Borrosos propios: 

Imágenes por el 
 isomorfismo de 

 algunos subretículos 
 distinguidos: 



146



Con la relación de orden ≤ 
 usual entre imágenes, el   
conjunto de ellas es un  
retículo distributivo 
((LE,≤, ·,+,∅, E),’ ) con la 
negación que proporciona 
los negativos de las imágenes.

···

∅

·

·

·E

·W

·Wc · G

G’·
···

Retículo 
distributivo 
(LE,≤) de las 
imágenes en 

tonos de grises.

Perspectiva1. 
(usual)

Cadena L={0,…,255}

E subconjunto 
ordinario de ℤ2

Imagen binaria. (Nítido)

··

 146

Imágenes (binarias y con 
 tonos de grises).



Con la relación de orden ≤ 
 usual entre imágenes, el   
conjunto de ellas es un  
retículo distributivo 
((LE,≤, ·,+,∅, E),’ ) con la 
negación que proporciona 
los negativos de las imágenes.

···

∅

·

·

·E

·W

·Wc · G

G’·
···

Retículo 
distributivo 
(LE,≤) de las 
imágenes en 

tonos de grises.

Perspectiva1. 
(usual)

Cadena L={0,…,255}

E subconjunto 
ordinario de ℤ2

Imagen binaria. (Nítido)

··

 146

Con la relación de orden ≥ 
 dual de la anterior, el  
Retículo distributivo con  
la misma negación 
((LE,≥, +,·, E, ∅),’ ) es  
isomorfo, ( y por tanto 
 equivalente), a aquél. 
Representa  la misma  
estructura, contemplada ahora 
 desde “los negativos” de las 
 mismas imágenes.

E

·

·

G’·
G·

Wc·

·
···

Retículo 
dual del 
 anterior 
(LE,≥).

Perspectiva2 
(Los negativos de las  

imágenes de la usual)

Imagen binaria 
(Nítido)

·W ·
∅



Con la relación de orden ≤ 
 usual entre imágenes, el   
conjunto de ellas es un  
retículo distributivo 
((LE,≤, ·,+,∅, E),’ ) con la 
negación que proporciona 
los negativos de las imágenes.

···

∅

·

·

·E

·W

·Wc · G

G’·
···

Retículo 
distributivo 
(LE,≤) de las 
imágenes en 

tonos de grises.

Perspectiva1. 
(usual)

Cadena L={0,…,255}

E subconjunto 
ordinario de ℤ2

Imagen binaria. (Nítido)

··
Imagen 
binaria 
(Nítido)

W ¿                                ?

···

·
E

· Wc

∅·G’· G
··

·
Nueva perspectiva  

·
(Mezcla: en negativo + en positivo)

Retículo  
isomorfo a 

 los anteriores 
(LE, ⊑W).

 146

Con la relación de orden ≥ 
 dual de la anterior, el  
Retículo distributivo con  
la misma negación 
((LE,≥, +,·, E, ∅),’ ) es  
isomorfo, ( y por tanto 
 equivalente), a aquél. 
Representa  la misma  
estructura, contemplada ahora 
 desde “los negativos” de las 
 mismas imágenes.

Hemos justificado aquí que, para el conjunto 
 N(LE) de imágenes nítidas de LE, existe 
 una familia de órdenes (⊑w)w∈N(LE)  tales que 
 los correspondientes estructuras asociadas 
((LE,⊑w, ⨅w,⊔w,W, Wc),’ ), con la misma 
 negación, son también retículos isomorfos al 
 inicial ((LE,≤, ·,+,∅, E),’ ):

E

·

·

G’·
G·

Wc·

·
···

Retículo 
dual del 
 anterior 
(LE,≥).

Perspectiva2 
(Los negativos de las  

imágenes de la usual)

Imagen binaria 
(Nítido)

·W ·
∅



Y finalmente, cuando G∈ LE no es  una 
             imagen nítida: 
                Hemos probado que 
               también existe un orden ⊑G  
                del mismo tipo, aunque  
                  ahora sólo obtenemos 
                   un inf-semiretículo 
                    acotado (LE,⊑G, ⨅G, G).

Con la relación de orden ≤ 
 usual entre imágenes, el   
conjunto de ellas es un  
retículo distributivo 
((LE,≤, ·,+,∅, E),’ ) con la 
negación que proporciona 
los negativos de las imágenes.

···

∅

·

·

·E

·W

·Wc · G

G’·
···

Retículo 
distributivo 
(LE,≤) de las 
imágenes en 

tonos de grises.

Perspectiva1. 
(usual)

Cadena L={0,…,255}

E subconjunto 
ordinario de ℤ2

Imagen binaria. (Nítido)

··
Imagen 
binaria 
(Nítido)

W ¿                                ?

···

·
E

· Wc

∅·G’· G
··

·
Nueva perspectiva  

·
(Mezcla: en negativo + en positivo)

Retículo  
isomorfo a 

 los anteriores 
(LE, ⊑W).

G

G
Perspectiva 
  no nítida¡                 !

Imagen 
 en tonos 
 de grises

G’·
···

E

···
Maximales 

(son nítidos)· ··

···
∅ ·
Wc·

W ·
Inf-semiretículo 

(LE, ⊑G).

·

·
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Con la relación de orden ≥ 
 dual de la anterior, el  
Retículo distributivo con  
la misma negación 
((LE,≥, +,·, E, ∅),’ ) es  
isomorfo, ( y por tanto 
 equivalente), a aquél. 
Representa  la misma  
estructura, contemplada ahora 
 desde “los negativos” de las 
 mismas imágenes.

Hemos justificado aquí que, para el conjunto 
 N(LE) de imágenes nítidas de LE, existe 
 una familia de órdenes (⊑w)w∈N(LE)  tales que 
 los correspondientes estructuras asociadas 
((LE,⊑w, ⨅w,⊔w,W, Wc),’ ), con la misma 
 negación, son también retículos isomorfos al 
 inicial ((LE,≤, ·,+,∅, E),’ ):

E

·

·

G’·
G·

Wc·

·
···

Retículo 
dual del 
 anterior 
(LE,≥).

Perspectiva2 
(Los negativos de las  

imágenes de la usual)

Imagen binaria 
(Nítido)

·W ·
∅

No existe isomorfismo.
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Una aplicación de los órdenes del tipo ⊑S : 
¿Acumulación de imágenes “próximas” a una dada?
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G

S

Las imágenes G y S difieren:

?
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G

S

¿Interesados en localizar imágenes 
 próximas a una dada?

?
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G

S

¿Interesados en localizar imágenes 
 próximas a una dada?

?
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d(S,G) =¿Una medida de 

la diferencia: m(S△G)?

G

S

¿Interesados en localizar imágenes 
 próximas a una dada?
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Ejemplo. Órdenes de actividad ⊑W entre subconjuntos borrosos  
cualesquiera. (No necesariamente relacionados con imágenes)



((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A ∩ W  ⊇ B ∩ W ) & (A ∩ Wc ⊆ B ∩ Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

Isomorfismo: 
𝜑W(A) = A∆ W

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

(A∩B) ∪[W∩(A∪B)] (A ∩ B) ∪[Wc∩(A∪B)],

        A ⊑W B  ⇔  (A ∩ W ⊇ B ∩ W) & (A ∪ W) ⊆ (B ∪ W)
A ⊑W B  ⇔  (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W)  ⇔  A ∊ [(B ∩ W) , (B ∪ W)] 

⊆

( P(E), ⊆ )

 ( P(E), ⊑W )

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 
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((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A ∩ W  ⊇ B ∩ W ) & (A ∩ Wc ⊆ B ∩ Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

Isomorfismo: 
𝜑W(A) = A∆ W

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

La relación ⊑W  también se define en  la Lógica Borrosa (Fuzzy Logic): 

Si W es un crisp set y A, B, …son subconjuntos borrosos, los resultados anteriores siguen 
siendo válidos:

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

(A∩B) ∪[W∩(A∪B)] (A ∩ B) ∪[Wc∩(A∪B)],

        A ⊑W B  ⇔  (A ∩ W ⊇ B ∩ W) & (A ∪ W) ⊆ (B ∪ W)
A ⊑W B  ⇔  (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W)  ⇔  A ∊ [(B ∩ W) , (B ∪ W)] 

⊆

( P(E), ⊆ )

 ( P(E), ⊑W )

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 
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((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A ∩ W  ⊇ B ∩ W ) & (A ∩ Wc ⊆ B ∩ Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

Isomorfismo: 
𝜑W(A) = A∆ W

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

La relación ⊑W  también se define en  la Lógica Borrosa (Fuzzy Logic): 

Si W es un crisp set y A, B, …son subconjuntos borrosos, los resultados anteriores siguen 
siendo válidos:

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

(A∩B) ∪[W∩(A∪B)] (A ∩ B) ∪[Wc∩(A∪B)],

        A ⊑W B  ⇔  (A ∩ W ⊇ B ∩ W) & (A ∪ W) ⊆ (B ∪ W)
A ⊑W B  ⇔  (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W)  ⇔  A ∊ [(B ∩ W) , (B ∪ W)] 

⊆

( P(E), ⊆ )

 ( P(E), ⊑W )

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos
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( LE, ≤ )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A . W  ≥ B . W ) & (A . Wc ≤ B. Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

Isomorfismo: 
𝜑W(A) = A∆ W

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

La relación ⊑W  también se define en  la Lógica Borrosa (Fuzzy Logic): 

Si W es un crisp set y A, B, …son subconjuntos borrosos, los resultados anteriores siguen 
siendo válidos:

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

(A.B) +[W.(A+B)] (A . B) +[Wc.(A+B)]

        A ⊑W B  ⇔  (A . W ≥ B. W) & (A+ W) ≤ (B + W)
A ⊑W B  ⇔  (B . W) ≤ A ≤ (B + W)  ⇔  A ∊ [(B . W) , (B + W)] 

((L(E), ., +, ∅, E), ‘ )

≤

 ( LE, ⊑W )

A∆ W=A.Wc+A’.W
Las leyes  ⨅W y ⨆W son 
  uninormas y 
 nulnormas en (LE, ≤ ).

(L(E) ‘ )

((L(E), ≤ , ·, +,∅, E), c ) 

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos

Sustituyendo inclusión , intersección y unión  
por menor o igual, ínfimo y supremo…
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( LE, ≤ )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A . W  ≥ B . W ) & (A . Wc ≤ B. Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

Isomorfismo: 
𝜑W(A) = A∆ W

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

                         Si  W es borroso y no crisp set, entonces ( LE, ⊑W , ⨅W) es inf-semirretículo. 

La ley ⨅W,  considerada ahora como un operador en el retículo (LE, ≤ ), es una  nulnorma.  

no

no

si

nosi
(A.B) +[W.(A+B)] (A . B) +[Wc.(A+B)]

        A ⊑W B  ⇔  (A . W ≥ B. W) & (A+ W) ≤ (B + W)
A ⊑W B  ⇔  (B . W) ≤ A ≤ (B + W)  ⇔  A ∊ [(B . W) , (B + W)] 

((L(E), ., +, ∅, E), ‘ )

≤

 ( LE, ⊑W )

A∆ W=A.Wc+A’.W
Las leyes  ⨅W y ⨆W son 
  uninormas y 
 nulnormas en (LE, ≤ ).

(L(E) ‘ )

((L(E), ≤ , ·, +,∅, E), c ) 

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos

borrosos

Si W es ahora un subconjunto L-borroso propio…
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( LE, ≤ )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A . W  ≥ B . W ) & (A . Wc ≤ B. Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

                         Si  W es borroso y no crisp set, entonces ( LE, ⊑W , ⨅W) es inf-semirretículo. 

La ley ⨅W,  considerada ahora como un operador en el retículo (LE, ≤ ), es una  nulnorma.  

no

no

si

nosi
(A.B) +[W.(A+B)] (A . B) +[Wc.(A+B)]

        A ⊑W B  ⇔  (A . W ≥ B. W) & (A+ W) ≤ (B + W)
A ⊑W B  ⇔  (B . W) ≤ A ≤ (B + W)  ⇔  A ∊ [(B . W) , (B + W)] 

((L(E), ., +, ∅, E), ‘ )

≤

 ( LE, ⊑W )

T   W= W→T →

W→S= S    W→

(L(E) ‘ )

((L(E), ≤ , ·, +,∅, E), c ) 

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos

borrosos

Si W es ahora un subconjunto L-borroso propio…
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( LE, ≤ )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A . W  ≥ B . W ) & (A . Wc ≤ B. Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

                         Si  W es borroso y no crisp set, entonces ( LE, ⊑W , ⨅W) es inf-semirretículo. 

La ley ⨅W,  considerada ahora como un operador en el retículo (LE, ≤ ), es una  nulnorma.  

no

no

si

nosi
(A.B) +[W.(A+B)] (A . B) +[Wc.(A+B)]

        A ⊑W B  ⇔  (A . W ≥ B. W) & (A+ W) ≤ (B + W)
A ⊑W B  ⇔  (B . W) ≤ A ≤ (B + W)  ⇔  A ∊ [(B . W) , (B + W)] 

((L(E), ., +, ∅, E), ‘ )

≤

 ( LE, ⊑W )

T   W= W→T →

W→S= S    W→

(L(E) ‘ )

((L(E), ≤ , ·, +,∅, E), c ) 

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos

borrosos

E

W

W  nítido  
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( LE, ≤ )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A . W  ≥ B . W ) & (A . Wc ≤ B. Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

                         Si  W es borroso y no crisp set, entonces ( LE, ⊑W , ⨅W) es inf-semirretículo. 

La ley ⨅W,  considerada ahora como un operador en el retículo (LE, ≤ ), es una  nulnorma.  

no

no

si

nosi
(A.B) +[W.(A+B)] (A . B) +[Wc.(A+B)]

        A ⊑W B  ⇔  (A . W ≥ B. W) & (A+ W) ≤ (B + W)
A ⊑W B  ⇔  (B . W) ≤ A ≤ (B + W)  ⇔  A ∊ [(B . W) , (B + W)] 

((L(E), ., +, ∅, E), ‘ )

≤

 ( LE, ⊑W )

T   W= W→T →

W→S= S    W→

(L(E) ‘ )

((L(E), ≤ , ·, +,∅, E), c ) 

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos

borrosos

E

A

W

B

A⊑WB

W  nítido  , A, B, L-borrosos propios. ( A≰B, B≴A )
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( LE, ≤ )

((P(E), ⊆, ∩, ∪ ∅, E), c ) álgebra de las partes de E con la comple- 

mentación. En la figura, los puntos son subconjuntos ∅, A, B, 
W, Wc, M, N,… E y la inclusión ⊆  es la relación de orden entre ellos. 

 N ⊆ M

∅

E

N

M

Wc 

W

∅ E
M

N

((P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, W, Wc), c), donde Las leyes ⨅W, ⨆W vienen dadas 

 por: A⨅WB =                                       y A⨆W B =                                        
resulta una nueva álgebra de Boole isomorfa al álgebra de conjuntos 

inicial ((P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅, E), c). 

A

B
A⊑WB

Según esos criterios, una relación de orden A ⊑W B entre subconjuntos de 

recursos asociada a los subconjuntos  W  y Wc podría se la siguiente: 

 La relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva W ” : 

 A ⊑W B ⇔

_____________________________________________________________

 (A . W  ≥ B . W ) & (A . Wc ≤ B. Wc )

Referencial E: conjunto  de recursos que se 
pueden utilizar para resolver cierto tipo de 
problemas.

E

 El subconjunto Wc  representa:  
Mis recursos para resolver problemas: software,  
hardware, libros, experiencia, colaboradores, etc…  

Wc Wc 

Ejemplo: ¿Cuándo H ⊑W ∅? 
 Solución: 

Es equivalente a la inclusión H ⊆ W
¡Es mejor no hacer nada que utilizar sólo
recursos ajenos!
___________________________________

El utilizar recursos ajenos supone un coste no 
deseado. 

 Se busca un criterio ⊑W para ordenar subconjuntos  

de recursos teniendo en cuenta que utilizar los  
propios es positivo y negativo el utilizar ajenos.  
Además, es mejor utilizar el mayor número posible  
de mis recursos, pues ninguno es superfluo y la  
solución tiene menos coste.  
También, el uso de cada uno de los recursos propios 
 aumenta la experiencia, etc. 
Así, lo óptimo para resolver un problema:  

utilizar todos ( y únicamente) mis recursos Wc.  
Lo peor: utilizar todos (y únicamente) los recursos 

ajenos W. (Es decir, W ⊑WA ⊑W Wc   ∀A ∈ P(E) ).

Su complementario W está constituido por los 
recursos ajenos.

W

W
N

M

N⊑WM
M⊑WN

A⊆B
B⊆A

B

A

Si en la figura, A y B(no relacionados por la inclusión  ⊆ ) 
representan subconjuntos de recursos para resolver de dos 

formas distintas un mismo problema, es evidente que B es 

“mejor” que A, (A ⊑W B), pues con B se utilizan más 

recursos propios y menos ajenos que con A. ( Sin embargo, 

si M y N tuviesen la misma interpretación, no podríamos 
relacionarlos con el mismo criterio). 

___________________________________

AB

H

___________________________

La relación ⊑W  en función de 

  la diferencia simétrica:  

A ⊑W B  ⇔ (A △ W)    (B △ W)

                         Si  W es borroso y no crisp set, entonces ( LE, ⊑W , ⨅W) es inf-semirretículo. 

La ley ⨅W,  considerada ahora como un operador en el retículo (LE, ≤ ), es una  nulnorma.  

no

no

si

nosi
(A.B) +[W.(A+B)] (A . B) +[Wc.(A+B)]

        A ⊑W B  ⇔  (A . W ≥ B. W) & (A+ W) ≤ (B + W)
A ⊑W B  ⇔  (B . W) ≤ A ≤ (B + W)  ⇔  A ∊ [(B . W) , (B + W)] 

((L(E), ., +, ∅, E), ‘ )

≤

 ( LE, ⊑W )

T   W= W→T →

W→S= S    W→

(L(E) ‘ )

((L(E), ≤ , ·, +,∅, E), c ) 

La relación ⊑W  es un orden de actividad en                                        : 

borrosos

borrosos

E

A

W

B

A⊑WB

W  nítido  borroso, A, B, L-borrosos propios. ( A≰B, B≴A )
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Caracterización de w-disjuntos en ( LE , ≤ , ·, +, ∅, E ) 



 150

Definición. A y B  son w-disjuntos si y solo si: 
                              A⊓wB=W    

A

W

B

E

Nítidos



E

∅

M

( LE , ≤ , ·, +, ∅, E )
 150

Definición. A y B  son w-disjuntos si y solo si: 
                              A⊓wB=W    

A

W

B

E

(ó borrosos)

(A,B,W)∈(LE)3

Situaciones 
para A y B:



E

∅

M

( LE , ≤ , ·, +, ∅, E )
 150

Definición. A y B  son w-disjuntos si y solo si: 
                              A⊓wB=W    

A

B

A+B

A·B

A

W

B

E

(ó borrosos)

(A,B,W)∈(LE)3

Situaciones 
para A y B:



E

∅

M

( LE , ≤ , ·, +, ∅, E )
 150

Definición. A y B  son w-disjuntos si y solo si: 
                              A⊓wB=W    

A=A·B

B=A+B

A

W

B

E

(ó borrosos)

(A,B,W)∈(LE)3

Situaciones 
para A y B:Ó:



E

∅

M

( LE , ≤ , ·, +, ∅, E )
 150

Proposición. Sean L un retículo distributivo y acotado, E un referencial y sea  (A,B,W)∈(LE)3. 
Entonces   

(i) (A⊓wB=W)⇔(W∈[A·B, A+B]). 

(ii) Si existe wc, entonces (A⊔wB=Wc)⇔(Wc∈[A·B, A+B]). 

(iii)  [(A⊓wB=W)&(A⊔wB=Wc)]⇔[(A y B nítidos)&(Ac=B)]

Definición. A y B  son w-disjuntos si y solo si: 
                              A⊓wB=W    

W

A+B

A·B

A

W

B

E

(A,B,W)∈(LE)3

Se caracteriza los w-disjuntos en ( LE , ≤ , ·, +, ∅, E ):
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Demostración. (i) ⇒) Se verifica: W=A⊓wB=A·B+W(A+B),  

luego (A·B)·W=A·B  y (A+B)·W=A·B+W(A+B)=W, es decir 
A·B ≤ W ≤ (A+B). 
⇐) [A·B ≤ W ≤ (A+B)]⇒[A⊓wB=A·B+W(A+B)=W(A+B)=W.

(ii) Se demuestra utilizando el resultado anterior  para wc: 
Wc =A⊔wB=A⊓wcB.

(iii) Bajo las hipótesis, se verifica  {W,Wc}⊆[A·B, A+B] y 
en consecuencia  A·B ≤ ∅=W·Wc ≤ W+Wc=E ≤(A+B), que 
implica (A·B = ∅)&(E =A+B) y que demuestra que A y B son 
 nítidos tales que Ac=B.∎ 
.

Se caracteriza los w-disjuntos en ( LE , ≤ , ·, +, ∅, E ):
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(Nota. También equivalente a: W⊑AB). 



W-inclusión, W-intersección, W-unión y W-pertenencia 
en Subconjuntos Borrosos de ℝ y valorados en una cadena  
finita L={0, a, b, …, 1} o en la cadena  L=[0,1] ⊂ ℝ.

_
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Retículo distributivo de los subconjuntos borrosos de la recta completa  R=[–∞,+∞]: (([0,1]R, ≤, ·, +, ø, R), ’ ) con la  
negación extensiónpunto a punto  de la negación de Zadeh x’ = 1–x en [0,1].

_ __

Sea  W un subconjuntos borroso del retículo : ([0,1]R, ≤, ·, +, ø, R) y sea ([0,1]R , ⊑W, ⨅W, W ) el inf-semiretículo 

acotado asociado al orden de actividad ⊑W desde la perspectiva de W, en el que ⨅W representa el operador ínfimo.

___

Por ejemplo, si   A ,B y W son los correspondientes números triangulares o trapezoidales  que aparecen en las figuras,
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Por ejemplo, si   A ,B y W son los correspondientes números triangulares o trapezoidales  que aparecen en las figuras,
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AB

W

A⊑WB 

Ilustración de la w-inclusión  A⊑WB : 
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y  de  la W-intersección A⨅WB :
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Ilustración de la w-inclusión  A⊑WB : 
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Por ejemplo, si   A ,B y W son los correspondientes números triangulares o trapezoidales  que aparecen en las figuras,

A⨅WB

y  de  la W-intersección A⨅WB :

W crisp set, la  
W-intersección 
A⨅WB :  
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AB

W

A⊑WB 

Ilustración de la w-inclusión  A⊑WB : 

Si W es un “crisp set”, entonces el 
 inf-semiretículo asociado al orden ⊑W es un 
 retículo isomorfo  al inicial en el que la  
 aplicación ´ también es negación fuerte:  
(([0,1]R , ⊑W, ⨅W, ⨆W, W ,Wc), ‘ ).

_
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Por ejemplo, si   A ,B y W son los correspondientes números triangulares o trapezoidales  que aparecen en las figuras,

A⨅WB

y  de  la W-intersección A⨅WB :

 En este caso,  
 existe la 
“W-unión” y 
el resultado de 
 A⨆WB :  

W crisp set, la  
W-intersección 
A⨅WB :  
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Ilustración de la w-inclusión  A⊑WB : 
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A⊑WB 

Ilustración de la w-inclusión  A⊑WB : 

(A⨅WB)·(A⨆WB)=(A·B),    (A⨅WB)+(A⨆WB)=(A+B)

Si W es un “crisp set”, entonces el 
 inf-semiretículo asociado al orden ⊑W es un 
 retículo isomorfo  al inicial en el que la  
 aplicación ´ también es negación fuerte:  
(([0,1]R , ⊑W, ⨅W, ⨆W, W ,Wc), ‘ ).

_
A⨅WB
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A⊑WB 

Ilustración de la w-inclusión  A⊑WB : 

(A⨅WB)·(A⨆WB)=(A·B),    (A⨅WB)+(A⨆WB)=(A+B)

Si W es un “crisp set”, entonces el 
 inf-semiretículo asociado al orden ⊑W es un 
 retículo isomorfo  al inicial en el que la  
 aplicación ´ también es negación fuerte:  
(([0,1]R , ⊑W, ⨅W, ⨆W, W ,Wc), ‘ ).

_

(*)
(*) (Véase dos transparenciasmás adelante)
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El orden de actividad y su relación con algunos elementos distinguidos de la teoría de subconjuntos L-borrosos:

Sea ((L,≤),’) una cadena completa con una  negación fuerte y  
((LE , ≤, ·, +, ∅, E ), ‘ ) el álgebra de subconjuntos L-borrosos de E.

 Para L=[0,1], el orden desde la perspectiva  de W:  :

~W
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El orden de actividad y su relación con algunos elementos distinguidos de la teoría de subconjuntos L-borrosos:

Dado s∊ L, consideramos el subconjunto L-borroso constante   ∊ LE tal que: 

                                                       (x)=s  ∀x∊E~s

~s

Sea ((L,≤),’) una cadena completa con una  negación fuerte y  
((LE , ≤, ·, +, ∅, E ), ‘ ) el álgebra de subconjuntos L-borrosos de E.

B

 Para L=[0,1], el orden desde la perspectiva  de W:  :

A ⊑S B
~

s:~



 Para s=1/2, se recupera el orden de afinamiento (sharpened order) ≤’ en [0,1]E como 

el orden dual del orden ⊑1/2:  
                               

~

~s A
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 Para s=1/2, se recupera el orden de afinamiento (sharpened order) ≤’ en [0,1]E como 

el orden dual del orden ⊑1/2:  
                               

~

Dado A∊ LE y s∊ L, los subconjuntos de nivel As (level set) y de nivel 
estricto A*s  son respectivamente los subconjunto ordinarios de E 
 (crisp sets) tales que  As={x∊E/  A(x) ≥ s} y  A*s={x∊E/  A(x) ≰ s} 

As

~s A

Si L es cadena, se verifica  A ⊑SAs  , A ⊑SA*s   ∀s∊L,∀A∊LE~ ~
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Proposición. Se verifica: (A⨅WB)⨅S(A⨆WB)=(A⨅SB)  ∀(A,B)∈LE,  ∀(S,W)∈P(E)2. En particular: 
(A⨅WB)⨆S(A⨆WB)=(A⨆SB),(A⨅WB)·(A⨆WB)=(A·B), (A⨅WB)+(A⨆WB)=(A+B).
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(A⨅WB)⨆S(A⨆WB)=(A⨆SB),(A⨅WB)·(A⨆WB)=(A·B), (A⨅WB)+(A⨆WB)=(A+B).
Demostración. (A⨅WB)⨅S(A⨆WB)=(A·B+W·A+W·B))⨅S(A·B+Wc·A+Wc·B))= 
(A·B+W·A+W·B))·(A·B+Wc·A+Wc·B))+s·(A·B+W·A+W·B+A·B+Wc·A+Wc·B)= 
 A·B+s(A+B)=(A⨅SB).
Sustituyendo s por sc: (A⨅WB)⨆S(A⨆WB)=(A⨅WB)⨅Sc(A⨆WB)=(A⨅ScB)=(A⨆SB).

Si S=∅: (A⨅WB)·(A⨆WB)=(A·B), (A⨅WB)+(A⨆WB)=(A+B).∎



Proposición. Sean L una cadena acotada, E un referencial y A un L-borroso de L. Si s∈L  y As , 
As representan respectivamente el s-corte y el s-corte estricto asociados al par (A,s) , entonces se 
verifica: 

(1) A ⊑AS s,  A ⊑SAs . 
(2) A ⊑AS s,  A ⊑SAs , siendo s el L-borroso constante: s(x)=s ∀x∈E. 

~

~
~~

~

*

~ ~~~ **
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~

~
~~

~

*

~ ~~~ **
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Proposición. Se verifica: (A⨅WB)⨅S(A⨆WB)=(A⨅SB)  ∀(A,B)∈LE,  ∀(S,W)∈P(E)2. En particular: 
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 A·B+s(A+B)=(A⨅SB).
Sustituyendo s por sc: (A⨅WB)⨆S(A⨆WB)=(A⨅WB)⨅Sc(A⨆WB)=(A⨅ScB)=(A⨆SB).

Si S=∅: (A⨅WB)·(A⨆WB)=(A·B), (A⨅WB)+(A⨆WB)=(A+B).∎
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∊wA                      = A△w

A △ w
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E
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A
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w - A

A

W

x1

x3

Propiedades de la aplicación de 

 w-pertenencia ∊w:LE →LE  
Proposición. Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

x2

x4

∀x∊E: (x ∉w W)

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w ).∎

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((P(E) , ⊆, ∩, ∪, ∅, E ), c) como re-interpretación de la diferencia simétrica △

(x ∊w A△w)⇔ (x ∊A )

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

 (x ∉w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∉ A△w )

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) ( w-pertenencia) y   ∉w ⊆ E X P(E) (w-no pertenencia) 

 tales que 

(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)

x1∊ A

x2∊ A

x3∊ A/

x4∊ A/

x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/

={x/ x∊wA}
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((LE , ≤, ·, +, ∅, E ), ’ ) asociadas a un subconjunto nítido W

Sea L un retículo distributivo acotado con una negación fuerte ‘ y sea E un referencial ordinario. 
Si A y W son subconjuntos L-borrosos de E tales que W es complementado con complemento  Wc=W’, 

consideramos los subconjuntos L-borrosos asociados ∊wA (w-pertenencia) y ∉wA (w-no pertenencia) definidos por:  

(∊wA)(x)= (A △ w)(x)=(A·wc+A’·w)(x)=(A’(x) si x∊W; A(x) en otro caso),           (∉wA)=(∊wcA)
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Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∉w en ((LE , ≤, ·, +, ∅, E ), ’ ) asociadas a un subconjunto nítido W

∊w(A1 ⨆WA2)=(∊wA1)+(∊wA2)  ,     ∊w(A1 ⨅WA2)=(∊wA1)·(∊wA2)    ∀W∊P(E )  , ∀(A1,A2)∊LEXLE

 ∊w(A1 +A2)=(∊wA1) ⨆W(∊wA2)  ,     ∊w(A1 ·A2)=(∊wA1) ⨅W(∊wA2)    ∀W∊P(E )  , ∀(A1,A2)∊LEXLE

(A1 ⊑WA2 )⇔[(∊wA1) ⊑W(∊wA2)]
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 tales que 
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Proposición. se verifica:

(*) (Véase la transparencia siguiente)

(*)
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Proposición. Para todo (A,W)∊P(E)2 Se verifica: 

, (x ∊w A)⇔ (x ∊A w ).(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

∀x∊E: (x ∉w W) ( W juega el de “w-vacío”)

∀x∊E: (x ∊w Wc) ( Wc juega el papel de “w-universal”)(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)
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Proposición. Para todo (A,W)∊P(E)2 Se verifica: 

, (x ∊w A)⇔ (x ∊A w ).(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

∀x∊E: (x ∉w W) ( W juega el de “w-vacío”)

∀x∊E: (x ∊w Wc) ( Wc juega el papel de “w-universal”)(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)

Demostración. Estos resultados son inmediatos teniendo en cuenta las definiciones: ∊wA = A△w, ∉wA = ∊wcA  y las 

 propiedades de la diferencia simétrica △.∎
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∊w(A1 ⨆WA2)=(∊wA1)+(∊wA2)  ,     ∊w(A1 ⨅WA2)=(∊wA1)·(∊wA2)    ∀W∊P(E )  , ∀(A1,A2)∊LEXLE

 ∊w(A1 +A2)=(∊wA1) ⨆W(∊wA2)  ,     ∊w(A1 ·A2)=(∊wA1) ⨅W(∊wA2)    ∀W∊P(E )  , ∀(A1,A2)∊LEXLE

(A1 ⊑WA2 )⇔[(∊wA1) ⊑W(∊wA2)] , ∊w(∊w A)=A. 

Proposición. Para todo A∊LE y para todo nítido W∊N(LE), se verifica:

Proposición. Para todo (A,W)∊P(E)2 Se verifica: 

, (x ∊w A)⇔ (x ∊A w ).(x ∊w(∊w A))⇔ (x ∊ A)(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

A⊑wB ⇔[(x ∊wA)⇒(x ∊wB)]

∀x∊E: (x ∉w W) ( W juega el de “w-vacío”)

∀x∊E: (x ∊w Wc) ( Wc juega el papel de “w-universal”)(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∉ A)⇔ (x ∊ Ac)

Demostración. Estos resultados son inmediatos teniendo en cuenta las definiciones: ∊wA = A△w, ∉wA = ∊wcA  y las 

 propiedades de la diferencia simétrica △.∎

Y en el caso de subconjuntos L-borrosos:
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Demostración. Estos resultados son inmediatos teniendo en cuenta las definiciones: ∊wA = A△w, ∉wA = ∊wcA  y las 

 propiedades de la diferencia simétrica △.∎

Demostración. Estos resultados son inmediatos teniendo en cuenta las definiciones: (∊wA )(x)= (A△w)(x) ∀x∊E , 

 ∉wA = ∊wcA  y las propiedades de la diferencia simétrica △.∎

Y en el caso de subconjuntos L-borrosos:
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Ilustración  de alguna de las propiedades de las 
 inclusiones ⊑W y de las intersecciones ⨅W  



 157

INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 

        ( (A1 ∩ A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 ∪ A2 ) ⊑W B )  ,
                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).
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                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )
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En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )
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y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
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y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 
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y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )

En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  

    ( A ⊑W (B1 ∩ B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 ∪ B2 ) )  ,
                         (A ⊆  B1) & (A2 ⊆  B2 ) ⇒ 
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(A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE ,

y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )

En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ 
      ( A ⊑W1 ∩ W2 B ) & ( A ⊑W1 ∪ W2 B )   ∀ W1,W2 ∈ P(E).

E

B2
B1A

B1 ∪ B2 

W1

E

B

A

E

W

B

A1

A2

S

A1 ⨆SA2 



W

 157

INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 

        ( (A1 ∩ A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 ∪ A2 ) ⊑W B )  ,
                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )

En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  

    ( A ⊑W (B1 ∩ B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 ∪ B2 ) )  ,
                         (A ⊆  B1) & (A2 ⊆  B2 ) ⇒ 
      ( A ⊆  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ⊆  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE ,

y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )

En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ 
      ( A ⊑W1 ∩ W2 B ) & ( A ⊑W1 ∪ W2 B )   ∀ W1,W2 ∈ P(E).
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 

        ( (A1 ∩ A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 ∪ A2 ) ⊑W B )  ,
                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )

En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  

    ( A ⊑W (B1 ∩ B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 ∪ B2 ) )  ,
                         (A ⊆  B1) & (A2 ⊆  B2 ) ⇒ 
      ( A ⊆  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ⊆  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE ,

y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )

En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ 
      ( A ⊑W1 ∩ W2 B ) & ( A ⊑W1 ∪ W2 B )   ∀ W1,W2 ∈ P(E).
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 

        ( (A1 ∩ A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 ∪ A2 ) ⊑W B )  ,
                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )

En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  

    ( A ⊑W (B1 ∩ B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 ∪ B2 ) )  ,
                         (A ⊆  B1) & (A2 ⊆  B2 ) ⇒ 
      ( A ⊆  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ⊆  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE ,

y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )

En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ 
      ( A ⊑W1 ∩ W2 B ) & ( A ⊑W1 ∪ W2 B )   ∀ W1,W2 ∈ P(E).
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 

        ( (A1 ∩ A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 ∪ A2 ) ⊑W B )  ,
                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )

En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  

    ( A ⊑W (B1 ∩ B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 ∪ B2 ) )  ,
                         (A ⊆  B1) & (A2 ⊆  B2 ) ⇒ 
      ( A ⊆  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ⊆  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE ,

y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )

En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ 
      ( A ⊑W1 ∩ W2 B ) & ( A ⊑W1 ∪ W2 B )   ∀ W1,W2 ∈ P(E).
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(A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒ 

        ( (A1 ∩ A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 ∪ A2 ) ⊑W B )  ,
                           (A1 ⊆  B ) & (A2 ⊆ B ) ⇒
        ( (A1  ⨅S A2 ) ⊆  B ) & ( (A1  ⨆S A2 ) ⊆  B )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE ,
y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )

En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  

    ( A ⊑W (B1 ∩ B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 ∪ B2 ) )  ,
                         (A ⊆  B1) & (A2 ⊆  B2 ) ⇒ 
      ( A ⊆  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ⊆  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S ∈ P(E).

(A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE ,

y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )

En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ 
      ( A ⊑W1 ∩ W2 B ) & ( A ⊑W1 ∪ W2 B )   ∀ W1,W2 ∈ P(E).
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(A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 )  ∀(W, S, A, B) ∈ (LE )4

(*) (Véase demostraciones en la transparencia siguiente)

(*)
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(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:
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(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:
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INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.
(3) (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 · W2 B ) & ( A ⊑W1 + W2 B )   ∀ W1,W2.

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:
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INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.
(3) (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 · W2 B ) & ( A ⊑W1 + W2 B )   ∀ W1,W2.

(4) (A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 )  ∀(W, S, A, B) ∈ (LE )4

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:
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INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.
(3) (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 · W2 B ) & ( A ⊑W1 + W2 B )   ∀ W1,W2.

(4) (A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 )  ∀(W, S, A, B) ∈ (LE )4

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:

Demostración. (1) Teniendo en cuenta que (A1 ⨅SA2 ) = A1·A2 + S·(A1+A2) = (A1+A2 )·(S+A1·A2), 
 (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒(B·W ≤ A1 ≤ B+W)& (B·W ≤ A2 ≤ B+W) ⇒(B·W ≤ A1·A2  ≤  A1+A2 ≤ B+W)⇒
[(B·W ≤  A1·A2  ≤ (A1·A2 + S·(A1+A2)) = (A1+A2 )·(S+A1·A2) ≤ A1+A2 ≤ B+W]⇒[(B·W ≤ (A1 ⨅SA2 ) ≤ B+W] ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅.  
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INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.
(3) (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 · W2 B ) & ( A ⊑W1 + W2 B )   ∀ W1,W2.

(4) (A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 )  ∀(W, S, A, B) ∈ (LE )4

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:

Demostración. (1) Teniendo en cuenta que (A1 ⨅SA2 ) = A1·A2 + S·(A1+A2) = (A1+A2 )·(S+A1·A2), 
 (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒(B·W ≤ A1 ≤ B+W)& (B·W ≤ A2 ≤ B+W) ⇒(B·W ≤ A1·A2  ≤  A1+A2 ≤ B+W)⇒
[(B·W ≤  A1·A2  ≤ (A1·A2 + S·(A1+A2)) = (A1+A2 )·(S+A1·A2) ≤ A1+A2 ≤ B+W]⇒[(B·W ≤ (A1 ⨅SA2 ) ≤ B+W] ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅.  

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒(B1·W ≤ A ≤ B1+W)& (B2·W ≤ A ≤ B2+W) ⇒((B1·W+B2·W) ≤ A  ≤ (B1+W)·(B2+W))⇒ 
((B1+B2)·W ≤ A  ≤ (B1·B2+W))⇒ [(B1+B2)·(S+B1·B2)·W ≤ (B1+B2)·W ≤ A≤ (B1·B2+W) ≤ (B1·B2+ S·(B1+B2)+W))]⇒
[(B1 ⨅S B2 )·W ≤ (B1+B2)·W ≤ A ≤ (B1·B2+W) ≤ ((B1 ⨅S B2 ) +W))] ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅. 
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INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.
(3) (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 · W2 B ) & ( A ⊑W1 + W2 B )   ∀ W1,W2.

(4) (A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 )  ∀(W, S, A, B) ∈ (LE )4

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:

Demostración. (1) Teniendo en cuenta que (A1 ⨅SA2 ) = A1·A2 + S·(A1+A2) = (A1+A2 )·(S+A1·A2), 
 (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒(B·W ≤ A1 ≤ B+W)& (B·W ≤ A2 ≤ B+W) ⇒(B·W ≤ A1·A2  ≤  A1+A2 ≤ B+W)⇒
[(B·W ≤  A1·A2  ≤ (A1·A2 + S·(A1+A2)) = (A1+A2 )·(S+A1·A2) ≤ A1+A2 ≤ B+W]⇒[(B·W ≤ (A1 ⨅SA2 ) ≤ B+W] ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅.  

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒(B1·W ≤ A ≤ B1+W)& (B2·W ≤ A ≤ B2+W) ⇒((B1·W+B2·W) ≤ A  ≤ (B1+W)·(B2+W))⇒ 
((B1+B2)·W ≤ A  ≤ (B1·B2+W))⇒ [(B1+B2)·(S+B1·B2)·W ≤ (B1+B2)·W ≤ A≤ (B1·B2+W) ≤ (B1·B2+ S·(B1+B2)+W))]⇒
[(B1 ⨅S B2 )·W ≤ (B1+B2)·W ≤ A ≤ (B1·B2+W) ≤ ((B1 ⨅S B2 ) +W))] ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅. 

(3) Teniendo en cuenta que (A ⊑W B ) es equivalente a (A ⊑B W ), del apartado anterior se deduce para todo S: 

 (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ (A ⊑B W1) & (A ⊑B W2) ⇒ ( A ⊑B (W1 ⨅S W2 ) ) ⇒( A ⊑W1 ⨅sW2 B ).  

 En particular, si Sc = S’ , entonces , (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒( A ⊑W1 ⨅sc
W2 B )⇔( A ⊑W1 ⨆sW2 B ).



 158

INCLUSIÓN ASOCIADA A UN SUBCONJUNTO W DE UN REFERENCIAL E: RELACIÓN CON  LAS S-INTERSECCIONES 

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A ⊑W (B1  ⨆S B2 ) )
En particular, (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2 ) ⇒  ( A ⊑W (B1 · B2 ) ) & ( A ⊑W (B1 + B2 ) )  ,

                         (A ≤  B1) & (A2 ≤  B2 ) ⇒ ( A ≤  (B1 ⨅S B2 ) ) & ( A ≤  (B1 ⨆S B2 ) )   ∀ S complementado tal que Sc = S’.
(3) (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 ⨅sW2 B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( A ⊑W1 ⨆sW2 B )
En particular, (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒  ( A ⊑W1 · W2 B ) & ( A ⊑W1 + W2 B )   ∀ W1,W2.

(4) (A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 )  ∀(W, S, A, B) ∈ (LE )4

(1) (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B )  ∀ S ∈ LE , y si  S es complementado tal que Sc = S’, también ( (A1 ⨆SA2 ) ⊑W B )

En particular, (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒  ( (A1 · A2 ) ⊑W B ) & ( (A1 + A2 ) ⊑W B )  ,

                           (A1 ≤  B ) & (A2 ≤ B ) ⇒( (A1  ⨅S A2 ) ≤  B  ∀S) & (Si S es complementado tal que Sc = S’: (A1  ⨆S A2 ) ≤  B )  .

Proposición. En un álgebra de L-borrosos (LE, ≤ , ·, +,∅, E), ’ ) asociada a un retículo distributivo y acotado L,  se verifica:

Demostración. (1) Teniendo en cuenta que (A1 ⨅SA2 ) = A1·A2 + S·(A1+A2) = (A1+A2 )·(S+A1·A2), 
 (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒(B·W ≤ A1 ≤ B+W)& (B·W ≤ A2 ≤ B+W) ⇒(B·W ≤ A1·A2  ≤  A1+A2 ≤ B+W)⇒
[(B·W ≤  A1·A2  ≤ (A1·A2 + S·(A1+A2)) = (A1+A2 )·(S+A1·A2) ≤ A1+A2 ≤ B+W]⇒[(B·W ≤ (A1 ⨅SA2 ) ≤ B+W] ⇒  ( (A1 ⨅SA2 ) ⊑W B ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅.  

(2) (A ⊑W B1) & (A ⊑W B2) ⇒(B1·W ≤ A ≤ B1+W)& (B2·W ≤ A ≤ B2+W) ⇒((B1·W+B2·W) ≤ A  ≤ (B1+W)·(B2+W))⇒ 
((B1+B2)·W ≤ A  ≤ (B1·B2+W))⇒ [(B1+B2)·(S+B1·B2)·W ≤ (B1+B2)·W ≤ A≤ (B1·B2+W) ≤ (B1·B2+ S·(B1+B2)+W))]⇒
[(B1 ⨅S B2 )·W ≤ (B1+B2)·W ≤ A ≤ (B1·B2+W) ≤ ((B1 ⨅S B2 ) +W))] ⇒  ( A ⊑W (B1 ⨅S B2 ) ).
Los casos particulares se obtienen, el primero para S=∅ y el segundo para W=∅. 

(3) Teniendo en cuenta que (A ⊑W B ) es equivalente a (A ⊑B W ), del apartado anterior se deduce para todo S: 

 (A ⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇒ (A ⊑B W1) & (A ⊑B W2) ⇒ ( A ⊑B (W1 ⨅S W2 ) ) ⇒( A ⊑W1 ⨅sW2 B ).  

 En particular, si Sc = S’ , entonces , (A1 ⊑W B ) & (A2 ⊑W B ) ⇒( A ⊑W1 ⨅sc
W2 B )⇔( A ⊑W1 ⨆sW2 B ).

(4) Se verifica: (A1 ⨅SA2 )·W = (A1+A2 )·(S+A1·A2)·W ≤ (A1+A2 )·W ≤ (A1+A2 )·(W+A1·A2) = (A1 ⨅WA2 ); 
 y (A1 ⨅WA2 ) = (A1·A2 + W·(A1+A2)) ≤ (A1·A2 + W·(A1+A2) + S·(A1+A2) ) ≤ (A1·A2 + W + S·(A1+A2) ) = (A1 ⨅SA2 )+W.
 Hemos demostrado que (A1 ⨅SA2 )·W ≤ (A1 ⨅WA2 ) ≤ (A1 ⨅SA2 )+W, luego (A1 ⨅WA2 ) ⊑W(A1 ⨅SA2 ).∎  
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OTROS  OPERADORES ASOCIADOS A UN ORDEN DE ACTIVIDAD EN LE

Proposición. se verifica: 

(Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.
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E

A

B

OTROS  OPERADORES ASOCIADOS A UN ORDEN DE ACTIVIDAD EN LE

Proposición. se verifica: 

(Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.
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(Wc=W’)⟹(A△B)△W=(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B’+A’·B)’·W= 

                      (A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W+(A·A’+B·B’)·W, 

y si B’=Bc, entonces B·B’=⌀ y A·A’=A·A’·E=A·A’·(B+B’)=(A·A’·B+A·A’·B’) ≤ A·B+A’·B’, 

                    luego en consecuencia,  

                 (Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A·A’+S·S’)·W·[(A·S’+A’·S)·Wc+(A·S+A’·S’)·W] = 
                                                                      (A·A’S+A·A’·S’+A·S·S’+A’·S·S’)·W= 
                                                                      (A·A’+S·S’)·W, es decir 

                 (Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.∎

Dem. (Wc=W’)⟹A△(B△W)=A·(B·Wc+B’·W)’·+A’·(B·Wc+B’·W)= 

                      (B·Wc+B’·W)·A’+(B·W+B’·Wc)·A+B·B’·A= 

                      (A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W+B·B’·A

B·B’·A·[(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W]= 

     A·B·B’·Wc+A·A’·B·B’·Wc+A·B·B’·W+A·A’·B·B’·W= 

                       A·B·B’·Wc+A·B·B’·W=A·B·B’.∎

En consecuencia, (Wc=W’)⟹A△(B△W)=(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W

W
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A

B

OTROS  OPERADORES ASOCIADOS A UN ORDEN DE ACTIVIDAD EN LE

Proposición. se verifica: 

(Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.

 159



(Wc=W’)⟹(A△B)△W=(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B’+A’·B)’·W= 

                      (A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W+(A·A’+B·B’)·W, 

y si B’=Bc, entonces B·B’=⌀ y A·A’=A·A’·E=A·A’·(B+B’)=(A·A’·B+A·A’·B’) ≤ A·B+A’·B’, 

                    luego en consecuencia,  

                 (Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A·A’+S·S’)·W·[(A·S’+A’·S)·Wc+(A·S+A’·S’)·W] = 
                                                                      (A·A’S+A·A’·S’+A·S·S’+A’·S·S’)·W= 
                                                                      (A·A’+S·S’)·W, es decir 

                 (Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.∎

Dem. (Wc=W’)⟹A△(B△W)=A·(B·Wc+B’·W)’·+A’·(B·Wc+B’·W)= 

                      (B·Wc+B’·W)·A’+(B·W+B’·Wc)·A+B·B’·A= 

                      (A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W+B·B’·A

B·B’·A·[(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W]= 

     A·B·B’·Wc+A·A’·B·B’·Wc+A·B·B’·W+A·A’·B·B’·W= 

                       A·B·B’·Wc+A·B·B’·W=A·B·B’.∎

En consecuencia, (Wc=W’)⟹A△(B△W)=(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W

Dem.  (Wc=W’)⟹A△WB=(A⨅WB’)⨆W(A’⨅WB)=
[A·B’+W·(A+B’)]⨆W[A’·B+W·(A’+B)]= 

A·A’·B·B’+(A·A’·B’+A·B·B’+A·A’·B+A’·B·B’+A·A’+A·B+A’·B’+B·B’)·W+ 

[A·B’+W·(A+B’)+A’·B+W·(A’+B)]·Wc= 

(A·A’+A·B+A’·B’+B·B’)·W+(A·B’+A’·B)·Wc= (A△B)△W.∎

W
E

A

B

OTROS  OPERADORES ASOCIADOS A UN ORDEN DE ACTIVIDAD EN LE

Proposición. se verifica: 

(Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.

Proposición. se verifica: 

(Wc=W’)⟹A△WB=(A△B)△W
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(Wc=W’)⟹(A△B)△W=(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B’+A’·B)’·W= 

                      (A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W+(A·A’+B·B’)·W, 

y si B’=Bc, entonces B·B’=⌀ y A·A’=A·A’·E=A·A’·(B+B’)=(A·A’·B+A·A’·B’) ≤ A·B+A’·B’, 

                    luego en consecuencia,  

                 (Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A·A’+S·S’)·W·[(A·S’+A’·S)·Wc+(A·S+A’·S’)·W] = 
                                                                      (A·A’S+A·A’·S’+A·S·S’+A’·S·S’)·W= 
                                                                      (A·A’+S·S’)·W, es decir 

                 (Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.∎

Dem. (Wc=W’)⟹A△(B△W)=A·(B·Wc+B’·W)’·+A’·(B·Wc+B’·W)= 

                      (B·Wc+B’·W)·A’+(B·W+B’·Wc)·A+B·B’·A= 

                      (A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W+B·B’·A

B·B’·A·[(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W]= 

     A·B·B’·Wc+A·A’·B·B’·Wc+A·B·B’·W+A·A’·B·B’·W= 

                       A·B·B’·Wc+A·B·B’·W=A·B·B’.∎

En consecuencia, (Wc=W’)⟹A△(B△W)=(A·B’+A’·B)·Wc+(A·B+A’·B’)·W

Dem.  (Wc=W’)⟹A△WB=(A⨅WB’)⨆W(A’⨅WB)=
[A·B’+W·(A+B’)]⨆W[A’·B+W·(A’+B)]= 

A·A’·B·B’+(A·A’·B’+A·B·B’+A·A’·B+A’·B·B’+A·A’+A·B+A’·B’+B·B’)·W+ 

[A·B’+W·(A+B’)+A’·B+W·(A’+B)]·Wc= 

(A·A’+A·B+A’·B’+B·B’)·W+(A·B’+A’·B)·Wc= (A△B)△W.∎

Proposición. se verifica:A ⊑SB ⇔ A’⊑S’ B’ 

Dem   B·S ≤ A ≤ B+S ⇔ B’+S’ ≥ A’ ≥ B’·S’.∎

W
E

A

B

OTROS  OPERADORES ASOCIADOS A UN ORDEN DE ACTIVIDAD EN LE

Proposición. se verifica: 

(Sc=S’)& (Wc=W’)⟹(A△S)△W=A△(S△W)=A△(W△S)=(A△W)△S   para todo A de L.

Proposición. se verifica: 

(Wc=W’)⟹A△WB=(A△B)△W
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Extensiones ĝŵ y ĝŵ ,(asociadas a perspectivas W1 en LE  
y W2 en LF ), de las correspondientes  entre las partes 

 borrosas g:LE→LF y g-1:LF→LE de una función g:E→F

-1

g
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E F

g

Sea (L, ≤, ·,+,0,1) un retículo distributivo y acotado, E y F  
referenciales ordinarios no vacíos y (LE, ≤, ·,+,⌀,E),  
(LF, ≤, ·,+,⌀,F) los correspondientes retículos de L-borrosos.

(Cuestión abierta)
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E F

· x · y=g(x)

g

Nota:  
Utilizaremos la expresión, (en términos de la composición borrosa “Õ” 
 y de la relación característica “Rf” (nítida) de una función  
f:E➝F ), del “Principio de extensión de Zadeh“de una función f: 
La función f: LE➝LF es tal que f(A):=A Õ Rf  ∀A∈LE , siendo  
Rf la relación nitida: Rf(x,y)=(1 si y=f(x))&(0 en otro caso) 
y f(A)∈LF el L-borroso tal que, para y∈F: 

 f(A)(y)=(A Õ Rf)(y)= sup{A(x)·Rf(x,y)/x∈E}= 
sup{A(x) / y=f(x)}= supA(f-1({y}) 

Función 
 puntual  
de E en F:

g

Sea (L, ≤, ·,+,0,1) un retículo distributivo y acotado, E y F  
referenciales ordinarios no vacíos y (LE, ≤, ·,+,⌀,E),  
(LF, ≤, ·,+,⌀,F) los correspondientes retículos de L-borrosos.

Sea g una función puntual de E en F. 

(Cuestión abierta)
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E F

B
g(B)

A

g(A)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes borrosas de E y F ( LE,LF):

· x · y=g(x)

g

g

Nota:  
Utilizaremos la expresión, (en términos de la composición borrosa “Õ” 
 y de la relación característica “Rf” (nítida) de una función  
f:E➝F ), del “Principio de extensión de Zadeh“de una función f: 
La función f: LE➝LF es tal que f(A):=A Õ Rf  ∀A∈LE , siendo  
Rf la relación nitida: Rf(x,y)=(1 si y=f(x))&(0 en otro caso) 
y f(A)∈LF el L-borroso tal que, para y∈F: 

 f(A)(y)=(A Õ Rf)(y)= sup{A(x)·Rf(x,y)/x∈E}= 
sup{A(x) / y=f(x)}= supA(f-1({y}) 

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

g

Sea (L, ≤, ·,+,0,1) un retículo distributivo y acotado, E y F  
referenciales ordinarios no vacíos y (LE, ≤, ·,+,⌀,E),  
(LF, ≤, ·,+,⌀,F) los correspondientes retículos de L-borrosos.

Sea g una función puntual de E en F. 

(Cuestión abierta)
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E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes borrosas de E y F ( LE,LF):

· x · y=g(x)

g

g

Nota:  
Utilizaremos la expresión, (en términos de la composición borrosa “Õ” 
 y de la relación característica “Rf” (nítida) de una función  
f:E➝F ), del “Principio de extensión de Zadeh“de una función f: 
La función f: LE➝LF es tal que f(A):=A Õ Rf  ∀A∈LE , siendo  
Rf la relación nitida: Rf(x,y)=(1 si y=f(x))&(0 en otro caso) 
y f(A)∈LF el L-borroso tal que, para y∈F: 

 f(A)(y)=(A Õ Rf)(y)= sup{A(x)·Rf(x,y)/x∈E}= 
sup{A(x) / y=f(x)}= supA(f-1({y}) 

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

g

Sea (L, ≤, ·,+,0,1) un retículo distributivo y acotado, E y F  
referenciales ordinarios no vacíos y (LE, ≤, ·,+,⌀,E),  
(LF, ≤, ·,+,⌀,F) los correspondientes retículos de L-borrosos.

Sea g una función puntual de E en F. 

(Cuestión abierta)
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E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

Kg-1

g-1(K)

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes borrosas de E y F ( LE,LF):

 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LE

g-1(K):=K Õ (Rg)op = 

           (Rg) Õ K ∀K∈LF

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

g

¿?

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes borrosas de E y F ( LE,LF):

 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LE

g-1(K):=K Õ (Rg)op = 

           (Rg) Õ K ∀K∈LF

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Introducción de perspectivas NÍTIDAS w1 y w2;

g

¿?

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes borrosas de E y F ( LE,LF):

 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LE

g-1(K):=K Õ (Rg)op = 

           (Rg) Õ K ∀K∈LF

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Introducción de perspectivas NÍTIDAS w1 y w2;

g

¿?

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

   Extensiones g y g-1 de g:E➝F  a las partes borrosas de E y F ( LE,LF):

 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LE

g-1(K):=K Õ (Rg)op = 

           (Rg) Õ K ∀K∈LF

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

Introducción de perspectivas NÍTIDAS w1 y w2;

g

Composición usual de funciones 
(f∘h)(x)=f(h(x))

¿?

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

La función puntual g:E➝F no varía, pero aparecen 
 nuevas extensiones: ĝŵ:LE➝LF, ĝŵ-1:LE➝LF

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

g

¿?

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

CASO PARTICULAR 
 INTERESANTE:

E=F, g:E→E   y  
 W1= W2= W ∈ P(E)

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

En este caso, si “i” es la extensión 
a LE de la identidad iE:E→E 
en E, se verifica:  
ȋw= (𝜑w∘i∘𝜑w)=i   ∀w∈P(E).

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

g

B

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

¿?
ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

g

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)),  

ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),    

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

gw2

w1

E F

B
g(B)

A

g(A)

K

g-1

g-1(K)
 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

   ¿Y si los elementos w1, w2, (o uno de ellos), no son nítidos?

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)),  

ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),    

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

(Cuestión abierta)

 160



                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

gw2

w1

E F

B
g(B)

A

g(A)

K

g-1

g-1(K)
 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

   ¿Y si los elementos w1, w2, (o uno de ellos), no son nítidos?

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 

g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

En estos casos,…

Nota. Una posibilidad: 
Utilizando las familias de conjuntos de nivel (A𝛼)𝛼∈L ,  
(W𝛼)𝛼∈L,…,( o las estrictas (A*𝛼)𝛼∈L ,(W*𝛼)𝛼∈L ,…)  asociadas  
a los subconjuntos borrosos A,W,… ; ¿se podría entonces aplicar 
resultados de la extensión para subconjuntos ordinarios propuestos 
 en transparencias anteriores de este trabajo?.

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)),  

ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),    

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

gw2

w1

E F

B
g(B)

A

g(A)

K

g-1

g-1(K)
 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

   ¿Y si los elementos w1, w2, (o uno de ellos), no son nítidos?

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 

g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

En estos casos,…

Nota. Una posibilidad: 
Utilizando las familias de conjuntos de nivel (A𝛼)𝛼∈L ,  
(W𝛼)𝛼∈L,…,( o las estrictas (A*𝛼)𝛼∈L ,(W*𝛼)𝛼∈L ,…)  asociadas  
a los subconjuntos borrosos A,W,… ; ¿se podría entonces aplicar 
resultados de la extensión para subconjuntos ordinarios propuestos 
 en transparencias anteriores de este trabajo?.

Por ejemplo, para retículos distributivos y acotados (L, ≤) y/o para 
 funciones g:E➝F  (¿Quizá tales que su extensión g:LE➝LF vía Zadeh 
(g(A)=AÕ Rg ∀A∈LE) verifique, por ejemplo: (g(A))𝛼=(g(A𝛼)) ∀𝛼∈L? 

(siendo g(A𝛼) la extensión ordinaria de A𝛼: g(A𝛼)={g(x)/x∈A𝛼 }).

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 
g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)),  

ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),    

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

(Cuestión abierta)
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                                                                  Retículos distributivos 

((LE, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1 ),c )                                                    ((LF, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c ) 

                             

c c

w2

w1

E

⌀

·

F

⌀

·

·

E F

B
g(B)

A

g(A)

ŵ=(w2,w1) ∈ P(E)XP(F)

Kg-1

g-1(K)

𝜑w2

𝜑w2(K)
·

𝜑w2(S)=S∆W2

w1

w1
c

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·g

g-1  g-1(K)
·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀

A·

B

·

w1

w1
c

𝜑w1(S)=S∆W1𝜑w1

𝜑w1(A)
·

                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)

w2

w1

E

F
BA

K

ĝŵ

 Imagen inversa.

· x · y=g(x)

g

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

 ĝŵ    
-1

 Imagen directa.

 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  

g-1(∅)=∅, g-1(F)=E . 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ≤ g-1(g(A)) ∀A∈LE       g(g-1(K))≤ K  ∀K∈LF 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ĝŵ(A)
·

ĝŵ(B)
·

Imagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 

-1

-1

ĝŵ = 𝜑w1∘g∘𝜑w2
-1 -1

ĝŵ(K)-1·

gw2

w1

E F

B
g(B)

A

g(A)

K

g-1

g-1(K)
 Imagen inversa 

· x · y=g(x)

g

g

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

   ¿Y si los elementos w1, w2, (o uno de ellos), no son nítidos?

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 

g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

En estos casos,…

Nota. Una posibilidad: 
Utilizando las familias de conjuntos de nivel (A𝛼)𝛼∈L ,  
(W𝛼)𝛼∈L,…,( o las estrictas (A*𝛼)𝛼∈L ,(W*𝛼)𝛼∈L ,…)  asociadas  
a los subconjuntos borrosos A,W,… ; ¿se podría entonces aplicar 
resultados de la extensión para subconjuntos ordinarios propuestos 
 en transparencias anteriores de este trabajo?.

Por ejemplo, para retículos distributivos y acotados (L, ≤) y/o para 
 funciones g:E➝F  (¿Quizá tales que su extensión g:LE➝LF vía Zadeh 
(g(A)=AÕ Rg ∀A∈LE) verifique, por ejemplo: (g(A))𝛼=(g(A𝛼)) ∀𝛼∈L? 

(siendo g(A𝛼) la extensión ordinaria de A𝛼: g(A𝛼)={g(x)/x∈A𝛼 }).

Sugerencias: 1. En esas condiciones, en el caso 
más general de “perspectivas”: ŵ=(w1,w2)∈LEXLF, se 
podría buscar expresiones para extensiones 
 ĝŵ:(LE,⊑w1)➝(LF,⊑w2) utilizando por ejemplo  
 familias de otras extensiones,(ya analizadas en  
transparencias anteriores), como (ĝŵ𝛼(A))𝛼∈L ,  
donde ŵ𝛼=((w1)𝛼,(w2)𝛼)∈P(E)XP(F)) y  A∈LE:

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 
g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)),  

ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),    

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

···
(Cuestión abierta)
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⌀
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·

K·

w2·

w2· c

w2

F⌀

·

K·

w2·
c

E⌀
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                    Reticulos distributivos 

(LE, ≤, ·,+,⌀,E) 

                              (LF, ≤, ·,+,⌀,F)
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F
BA
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ĝŵ(A)

ĝŵ(B)
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-1
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 ĝŵ (K)   
-1

· x · y=g(x)

g

Propiedades de las extensiones 

g(∑Aj) = ∑g(Aj),  g(∏Aj) ≤ ∏g(Aj)   ∀(Aj)j∈J , familia de LE, 

   

(A≤B)⇒(g(A)≤ g(B)),     g(∅)=∅. 

j∈J j∈J j∈J j∈J

g-1(∑Kj) = ∑g-1(Kj),  g-1(∏Kj) = ∏g-1(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K ≤ S)⇒(g-1(K)≤ g-1(S))  
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j∈J j∈J j∈J j∈J
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·

ĝŵ(B)
·
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 puntual  
de E en F:

Propuestas ĝŵ y ĝŵ de 
 extensiones de g y de g : 
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-1 -1
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A

g(A)

K

g-1

g-1(K)
 Imagen inversa 

· x · y=g(x)
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g

g(A):=A Õ Rg  ∀A∈LEImagen directa  
g:LE➝LF

Función 
 puntual  
de E en F:

   ¿Y si los elementos w1, w2, (o uno de ellos), no son nítidos?

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 

g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

En estos casos,…

Nota. Una posibilidad: 
Utilizando las familias de conjuntos de nivel (A𝛼)𝛼∈L ,  
(W𝛼)𝛼∈L,…,( o las estrictas (A*𝛼)𝛼∈L ,(W*𝛼)𝛼∈L ,…)  asociadas  
a los subconjuntos borrosos A,W,… ; ¿se podría entonces aplicar 
resultados de la extensión para subconjuntos ordinarios propuestos 
 en transparencias anteriores de este trabajo?.

Por ejemplo, para retículos distributivos y acotados (L, ≤) y/o para 
 funciones g:E➝F  (¿Quizá tales que su extensión g:LE➝LF vía Zadeh 
(g(A)=AÕ Rg ∀A∈LE) verifique, por ejemplo: (g(A))𝛼=(g(A𝛼)) ∀𝛼∈L? 

(siendo g(A𝛼) la extensión ordinaria de A𝛼: g(A𝛼)={g(x)/x∈A𝛼 }).

Sugerencias: 1. En esas condiciones, en el caso 
más general de “perspectivas”: ŵ=(w1,w2)∈LEXLF, se 
podría buscar expresiones para extensiones 
 ĝŵ:(LE,⊑w1)➝(LF,⊑w2) utilizando por ejemplo  
 familias de otras extensiones,(ya analizadas en  
transparencias anteriores), como (ĝŵ𝛼(A))𝛼∈L ,  
donde ŵ𝛼=((w1)𝛼,(w2)𝛼)∈P(E)XP(F)) y  A∈LE:

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 
g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  
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j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 
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j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

···

···

2. U otras en las que sólo aparecen subconjuntos 
 ordinarios… etc

(Cuestión abierta)
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¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 

g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

En estos casos,…

Nota. Una posibilidad: 
Utilizando las familias de conjuntos de nivel (A𝛼)𝛼∈L ,  
(W𝛼)𝛼∈L,…,( o las estrictas (A*𝛼)𝛼∈L ,(W*𝛼)𝛼∈L ,…)  asociadas  
a los subconjuntos borrosos A,W,… ; ¿se podría entonces aplicar 
resultados de la extensión para subconjuntos ordinarios propuestos 
 en transparencias anteriores de este trabajo?.

Por ejemplo, para retículos distributivos y acotados (L, ≤) y/o para 
 funciones g:E➝F  (¿Quizá tales que su extensión g:LE➝LF vía Zadeh 
(g(A)=AÕ Rg ∀A∈LE) verifique, por ejemplo: (g(A))𝛼=(g(A𝛼)) ∀𝛼∈L? 

(siendo g(A𝛼) la extensión ordinaria de A𝛼: g(A𝛼)={g(x)/x∈A𝛼 }).

Sugerencias: 1. En esas condiciones, en el caso 
más general de “perspectivas”: ŵ=(w1,w2)∈LEXLF, se 
podría buscar expresiones para extensiones 
 ĝŵ:(LE,⊑w1)➝(LF,⊑w2) utilizando por ejemplo  
 familias de otras extensiones,(ya analizadas en  
transparencias anteriores), como (ĝŵ𝛼(A))𝛼∈L ,  
donde ŵ𝛼=((w1)𝛼,(w2)𝛼)∈P(E)XP(F)) y  A∈LE:

¿Propuestas ĝŵ y ĝŵ  de extensiones de 
g y de g  que sean coherentes? 

-1

-1

-1ĝŵ(⊔w2Kj) = ⊔w1ĝŵ(Kj),  ĝŵ(⊓w2Kj) = ⊓w1ĝŵ(Kj)   ∀(Kj)j∈J  

  

(K⊑w2S)⇒(ĝŵ(K)⊓w1ĝŵ(S)),  

ĝŵ(W2)=W1, ĝŵ(F)=E .

j∈Jj∈J j∈J j∈J

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1

Propiedades de las w-extensiones 

ĝŵ(⊔w1Aj) = ⊔w2ĝŵ(Aj),  ĝŵ(⊓w1Aj) ⊑w2(⊓w2ĝŵ(Aj))   ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w1B)⇒(ĝŵ(A)⊑w2 ĝŵ(B)),    

  ĝŵ(W1)=W2. 
 

j∈J j∈J j∈J j∈J

A ⊑w1ĝŵ(ĝŵ(A)) ∀A∈LE      ĝŵ(ĝŵ(K))⊑w2K  ∀K∈LF -1 -1

···

···

2. U otras en las que sólo aparecen subconjuntos 
 ordinarios… etc

(Cuestión abierta)
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Extensiones ĝŵ:(LE,⊑w1)➝(LF,⊑w2) asociadas a 
“perspectivas” ŵ=(w1,w2)∈LEXLF de cualquier 

función g:(LE,≤)→(LF,≤).  

 161



Extensiones ĝŵ:(LE,⊑w1)➝(LF,⊑w2) asociadas a 
“perspectivas” ŵ=(w1,w2)∈LEXLF de cualquier 

función g:(LE,≤)→(LF,≤).  

(Cuestión abierta)

 161



1. Caso en el que los elementos W1 y W2 

      son nítidos.

E

F
A

ĝŵ(A)

w2

w1

(Cuestión abierta)

 161



g:(LE,≤)→(LF,≤)
(g cualquier función entre L-borrosos)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

(Cuestión abierta)
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ĝŵ:(LE,⊑w1)→(LF,⊑w2)

g:(LE,≤)→(LF,≤)
(g cualquier función entre L-borrosos)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w2

w1E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈LE

𝜑wi(A)=A∆Wi=A’·wi+A·wi
c   ∀A∈LE

Su extensión desde las 
“perspectivas” w1 y w2:

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1
(Cuestión abierta)
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Puesto que 𝜑W2(K)=𝜑∅(K)=K   ∀K∈LF, 

si iF es la identidad en LF, se verifica: 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 = iF∘g∘𝜑w1 =g∘𝜑w1 , es decir 

ĝŵ(A)=g(A∆w1) ∀A∈LE 

ĝŵ:(LE,⊑w1)→(LF,⊑w2)

g:(LE,≤)→(LF,≤)
(g cualquier función entre L-borrosos)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w1E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈LE

Casos particulares: 
W2 = ∅

𝜑wi(A)=A∆Wi=A’·wi+A·wi
c   ∀A∈LE

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1
(Cuestión abierta)
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Puesto que 𝜑W2(K)=𝜑∅(K)=K   ∀K∈LF, 

si iF es la identidad en LF, se verifica: 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 = iF∘g∘𝜑w1 =g∘𝜑w1 , es decir 

ĝŵ(A)=g(A∆w1) ∀A∈LE 

Análogamente, si  W1 = ∅: 

ĝŵ(A)=g(A)∆w2 ∀A∈LE

ĝŵ:(LE,⊑w1)→(LF,⊑w2)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w2

E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈LE

Casos particulares: 
W2 = ∅

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1
(Cuestión abierta)
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Puesto que 𝜑W2(K)=𝜑∅(K)=K   ∀K∈LF, 

si iF es la identidad en LF, se verifica: 

ĝŵ= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 = iF∘g∘𝜑w1 =g∘𝜑w1 , es decir 

ĝŵ(A)=g(A∆w1) ∀A∈LE 

Análogamente, si  W1 = ∅: 

ĝŵ(A)=g(A)∆w2 ∀A∈LE

ĝŵ:(LE,⊑w1)→(LF,⊑w2)

E

F

B

g(B)

A

g(A)
g

w2

E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

ĝŵ(A)= (g(A∆w1))∆w2   ∀A∈LE

Casos particulares: 
W2 = ∅

w2

w1E

F

B

A

ĝŵ

ĝŵ(A)

ĝŵ(B)

2. ¿Y si alguno de los elementos W1 o W2 es un borroso propio?

(Cuestión abierta)

¿?
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Una Ilustración  del orden ⊑W , los 

operadores ⨅W, ⨆W y la pertenencia∊W  

en P(E) y LE



ISOMORFISMO ASOCIADO AL ORDEN DE ACTIVIDAD GENERADO POR UN ELEMENTO W COMPLEMENTADO

A⊑WB ⇔(B ∩ W ≤ A ≤ B ∪ W)

((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

B

 162

A ⊑WB



ISOMORFISMO ASOCIADO AL ORDEN DE ACTIVIDAD GENERADO POR UN ELEMENTO W COMPLEMENTADO

A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W)

((LE , ·, +, ∅, E), ’ )
A⊑WB ⇔(B ∩ W ≤ A ≤ B ∪ W)

((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

B

 162

A ⊑WB



ISOMORFISMO ASOCIADO AL ORDEN DE ACTIVIDAD GENERADO POR UN ELEMENTO W COMPLEMENTADO

A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W)

((LE , ·, +, ∅, E), ’ )
A⊑WB ⇔(B ∩ W ≤ A ≤ B ∪ W)

((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

A⊑W B ⇔ Ac⊑Wc Bc ⇔ Bc⊑W Ac 

B

 162

A ⊑WB

A⊑W B ⇔ A’⊑W’ B’



ISOMORFISMO ASOCIADO AL ORDEN DE ACTIVIDAD GENERADO POR UN ELEMENTO W COMPLEMENTADO

A ⨅WB=(A ∩ B) ∪[ w ∩(A ∪ B)]= 

(A ∪ B) ∩[ w ∪(A ∩ B)]= 

(A ∩ B) ∪(A ∩ W) ∪(B ∩ W)= 

(A ∪ B) ∩(A ∪ W) ∩(B ∪ W)

A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W)

((LE , ·, +, ∅, E), ’ )
A⊑WB ⇔(B ∩ W ≤ A ≤ B ∪ W)

((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

A⊑W B ⇔ Ac⊑Wc Bc ⇔ Bc⊑W Ac 

B

B

 162

A ⨅WB

A ⊑WB

B

A

B

A

A⊑W B ⇔ A’⊑W’ B’



ISOMORFISMO ASOCIADO AL ORDEN DE ACTIVIDAD GENERADO POR UN ELEMENTO W COMPLEMENTADO
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(A ∪ B) ∩(A ∪ W) ∩(B ∪ W)

A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W)

((LE , ·, +, ∅, E), ’ )
A⊑WB ⇔(B ∩ W ≤ A ≤ B ∪ W)

((P(E), ∩, ∪, ∅, E), c )

A⊑W B ⇔ Ac⊑Wc Bc ⇔ Bc⊑W Ac 

B

B
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A ⨅WB

A ⊑WB

B

A

B

A

A⊑W B ⇔ A’⊑W’ B’

A ⨅WB=(A · B) +[ w ·(A + B)]= 

(A + B) ·[ w +(A · B)]= 

(A · B) +(A · W) +(B · W)= 
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática.

Conclusiones y algunas cuestiones

1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

Conclusiones y algunas cuestiones
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la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

Conclusiones y algunas cuestiones
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Hemos visto…
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A ⊑W B ⇔
 (B·W ≤ A ≤ B+W)

A ⊑W B ⇔
(B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)

E

B

A

A ⊑W B 

W

E

B

A

A ⊑W B 

W

Subconjuntos ordinarios de E Subconjuntos borrosos de E

Relaciones de actividad ⊑W  y conjuntos.
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x ⊑w y ⇔
 (y·w ≤ x ≤ y+w)

0

1

(L, ≤, ·,+)

y.w

y+w

W
x

y

A continuación: 
3. Relaciones de actividad ⊑W en retículos.

0

1

(L, ≤, ·,+)

w=y.w

y=y+w

x,
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x ⊑w y ⇔
 (y·w ≤ x ≤ y+w)

0

1

(L, ≤, ·,+)

y.w

y+w

W
x

y

A continuación: 
3. Relaciones de actividad ⊑W en retículos.

0

1

(L, ≤, ·,+)

w=y.w

y=y+w

x,

“Perspectiva”

“Perspectiva”



Una extensión de los conceptos de soporte, núcleo 
y -familia de α-cortes en retículos Browerianos y 
dual-Browerianos.
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Nota1. Si *:LXL➝L es una ley interna en un referencial L, escribimos x*M={x*m / m∈M}⊆L 
∀x∈L ,∀M⊆L, M≠∅ y x*∅=∅.
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Nota2.  Si (L,≤,·,+,0,1) un retículo completo y M⊆L; escribimos ∏M y ∑M para representar los 
elementos ínfimo y supremo en L de M respectivamente. En particular: 

 ∏{x,y}=x·y,  ∑{x,y}=x+y, ∑{x}=x,  ∏∅=1  , ∑∅=0, ∏L=0  ,  ∑L=1.

Nota1. Si *:LXL➝L es una ley interna en un referencial L, escribimos x*M={x*m / m∈M}⊆L 
∀x∈L ,∀M⊆L, M≠∅ y x*∅=∅.
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Nota1. Si *:LXL➝L es una ley interna en un referencial L, escribimos x*M={x*m / m∈M}⊆L 
∀x∈L ,∀M⊆L, M≠∅ y x*∅=∅.

Nota3.  Sea (L,≤,·,+,0,1) un retículo distributivo y acotado. Entonces, si w∈L es complementado, 
sólo tiene un complemento wc en L. Sea N(L) el subconjunto de los elementos complementados: 
N(L)={w∈L / wc existe}. Es un {0,1}-subretículo completo (N(L),≤,·,+,0,1) de (L,≤,·,+,0,1), que es 
además, (con la complementación  c:(N(L)➝(N(L)), un Álgebra de Boole  ((N(L),≤,·,+,0,1),c ).
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N(L)={w∈L / wc existe}. Es un {0,1}-subretículo completo (N(L),≤,·,+,0,1) de (L,≤,·,+,0,1), que es 
además, (con la complementación  c:(N(L)➝(N(L)), un Álgebra de Boole  ((N(L),≤,·,+,0,1),c ).

Nota4.  Sea  (L,≤,·,+,0,1) un retículo completo broweriano y dual-broweriano, es decir, tal que: 
α·∑M=∑(α·M)  y   α+∏M = ∏(α+M) ∀α∊L,∀M⊆L. 

Un tal retículo es evidentemente distributivo. 



Consideremos en L el residuo “→.” (o implicación residuada) asociado al ínfimo “·” en (L,≤)  y el 
 co-residuo “∸” (o co-implicación residuada), asociado al supremo “+” en (L,≤): 

α→.𝛽=∑{ s∈L / α·s ≤ 𝛽 },    𝛽∸α=∏{ t∈L / 𝛽 ≤ α+t }  ∀(α,𝛽)∈LXL.
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α·∑M=∑(α·M)  y   α+∏M = ∏(α+M) ∀α∊L,∀M⊆L. 

Un tal retículo es evidentemente distributivo. 

Se verifica, entre otras, las siguientes propiedades: 
 (i) [(α·s ≤ 𝛽)⇔(s ≤(α→.𝛽))]; [(𝛽 ≤(α+t))⇔((𝛽∸α)≤ t)]. 
(ii) α→.𝛽=max{ s∈L / α·s ≤ 𝛽 },    𝛽∸α=min{ t∈L / 𝛽 ≤ α+t }  ∀(α,𝛽)∈LXL. 
(iii) [α→.(𝛽→.𝛾)]=[(α·𝛽)→.𝛾] ;   [(𝛾∸𝛽)∸α)]=[𝛾∸(𝛽+α)] ∀(α,𝛽,𝛾)∈LXLXL. 
(iv) (α1 ≤ α2)⇒([(α1→.𝛽) ≥ (α2→.𝛽)])&([(𝛽∸α1) ≥ (𝛽∸α2)]) ∀𝛽∈L  

(v) (𝛽1 ≤ 𝛽2)⇒([(α→.𝛽1) ≤ (α→.𝛽2)])&([(𝛽1∸α) ≤ (𝛽2∸α)]) ∀α∈L 

(vi) [(∑M)→.𝛽]=(∏M→.𝛽);  [α→.(∏M)]=(α→.∏M);  [𝛽∸(∏M)]=∑(𝛽∸M);  [(∑M)∸α]=∑(M∸α) 
            ∀(α,𝛽,M)∈LXLXP(L) .(vii) (α ≤ 𝛽)⇔[(α→.𝛽)=1]; (α ≥ 𝛽)⇔[(𝛽∸α)=0]. 

(viii)(0→.𝛽)=1=(α→.1) ;(𝛽∸1)=0=(0∸α); (1→.𝛽)=𝛽=(𝛽∸0) ∀(α,𝛽)∈LXL. 
(ix) (𝛽∸α) ≤(𝛽∸0)= 𝛽=(1→.𝛽)≤(α→.𝛽)  ∀(α,𝛽)∈LXL. 
(x)   α·(α→.𝛽)≤ 𝛽 ≤ α+(𝛽∸α) ∀(α,𝛽)∈LXL. 
  (Continúa)
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(Continuación)

Proposición. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano. Si w∈L es complementado, 
(w∈N(L)), entonces: w→.𝛽=wc+𝛽 ;   𝛽∸w=wc·𝛽  ∀𝛽∈L . En particular: (w→.0 )= (1∸w)=wc
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(Continuación)

Proposición. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano. Si w∈L es complementado, 
(w∈N(L)), entonces: w→.𝛽=wc+𝛽 ;   𝛽∸w=wc·𝛽  ∀𝛽∈L . En particular: (w→.0 )= (1∸w)=wc

Demostración. Las expresiones  w·(wc+𝛽)=0+w·𝛽 ≤ 𝛽 prueban que (wc+𝛽)∈{ s∈L / w·s ≤ 𝛽 }. Sea 
s tal que w·s ≤ 𝛽. Entonces (wc+𝛽)·s=wc·s+𝛽·s ≥ wc·s+w·s·s= wc·s+w·s =(wc+w)·s= s, que 
prueba que (wc+𝛽) ≥ s y en consecuencia que es el máximo de { s∈L / w·s ≤ 𝛽 } , luego coincide 
con w→.𝛽.
Por otra parte, de  w+(wc·𝛽)≥ w·𝛽+wc·𝛽 = 𝛽 se deduce que (wc·𝛽)∈{ t∈L / 𝛽 ≤ w+t }. Además,  
wc·𝛽+t=(wc+t)·(𝛽+t)≤(wc+t)·(w+t +t)=(wc+t)·(w+t)=t prueba que wc·𝛽 es el mínimo , es 
decir wc·𝛽=𝛽∸w.∎



Proposición. Si (L,≤,·,+,0,1) es una cadena, entonces 

                   (1)  α→.𝛽={                       ; 
𝛽   si α > 𝛽 
1   si α ≤ 𝛽 (2) 𝛽∸α={                       . 

0   si α ≥ 𝛽 
𝛽   si α < 𝛽
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prueba que (wc+𝛽) ≥ s y en consecuencia que es el máximo de { s∈L / w·s ≤ 𝛽 } , luego coincide 
con w→.𝛽.
Por otra parte, de  w+(wc·𝛽)≥ w·𝛽+wc·𝛽 = 𝛽 se deduce que (wc·𝛽)∈{ t∈L / 𝛽 ≤ w+t }. Además,  
wc·𝛽+t=(wc+t)·(𝛽+t)≤(wc+t)·(w+t +t)=(wc+t)·(w+t)=t prueba que wc·𝛽 es el mínimo , es 
decir wc·𝛽=𝛽∸w.∎

Demostración. (1) Si α > 𝛽 entonces { s∈L / α·s ≤ 𝛽 }={ s∈L / min(α,s) ≤ 𝛽 }=[0, 𝛽], luego 
α→.𝛽=max[0, 𝛽]=𝛽. Si α ≤ 𝛽 entonces { s∈L / min(α,s) ≤ 𝛽 }=[0, 1], luego α→.𝛽=1. 

(2) Si α ≥ 𝛽 entonces { t∈L / 𝛽 ≤ w+t }={ t∈L / 𝛽 ≤ max(α,t)}=[0,1], luego 𝛽∸α=min[0,1]=0. 
Si α < 𝛽 entonces { t∈L / 𝛽 ≤ max(α,t)}=[𝛽,1], luego 𝛽∸α=min[𝛽,1]=𝛽.∎



Ejemplos de los operadores “→.” y “∸” en 
retículos distributivos .
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N(L)={0,a,d,1}
1

0

a b

c d

(L,≤)

∸

1
0 a b c d 1

0 0 0 0 0 0 0
a a 0 a 0 a 0
b b b 0 0 0 0
c c b a 0 a 0
d d d d d 0 0
1 1 d 1 d a 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 d 1 d 1
b a a 1 1 1 1
c 0 a d 1 d 1
d a a c c 1 1
1 0 a b c d 1

α→.𝛽

0

1

a

b
c

(C,≤)

N(C)={0,1}

∸

1
0 a b c 1

0 0 0 0 0 0

a a 0 0 0 0

b b b 0 0 0

c c c c 0 0

1 1 1 1 1 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c 1

0 1 1 1 1 1

a 0 1 1 1 1

b 0 a 1 1 1

c 0 a b 1 1

1 0 a b c 1

α→.𝛽
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1=(1,1)

x=(1,0)0=(0,0)

y=(0,1)

([0,1]2,≤)

N([0,1]2)={0,x,y,1}

N(L)={0,a,d,1}
1

0

a b

c d

(L,≤)

∸

1
0 a b c d 1

0 0 0 0 0 0 0
a a 0 a 0 a 0
b b b 0 0 0 0
c c b a 0 a 0
d d d d d 0 0
1 1 d 1 d a 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 d 1 d 1
b a a 1 1 1 1
c 0 a d 1 d 1
d a a c c 1 1
1 0 a b c d 1

α→.𝛽

α=(α1,α2)

𝛽=(𝛽1,𝛽2)

α→.𝛽

𝛽∸α

0

1

a

b
c

(C,≤)

N(C)={0,1}

∸

1
0 a b c 1

0 0 0 0 0 0

a a 0 0 0 0

b b b 0 0 0

c c c c 0 0

1 1 1 1 1 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c 1

0 1 1 1 1 1

a 0 1 1 1 1

b 0 a 1 1 1

c 0 a b 1 1

1 0 a b c 1

α→.𝛽

0

([0,1],≤)

1

- x

- y

N([0,1])={0,1}
α→.𝛽={ 𝛽   si α > 𝛽 

1   si α ≤ 𝛽

𝛽∸α ={ 0   si α ≥ 𝛽 
𝛽   si α < 𝛽

x→.y=1, y→.x=x,… 
y∸x =y, x∸y =0,…



Extensión de los conceptos de “soporte”,  de “núcleo” y de 
“α-cortes”, a retículos browerianos y dual-browerianos  

cualesquiera mediante los residuos “→.” y “∸”.
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Definición. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano y sea  (N(L),≤,·,+,0,1),c ) el 
álgebra de Boole de sus elementos complementados w (con complemento wc). Entonces, llamaremos 
 soporte asociado a L, a la aplicación SUPP: (L,≤,·,+,0,1) → (N(L),≤,·,+,0,1),c ) definida por: 

SUPP(α)=∏{w∈N(L) / α ≤ w}  ∀α∈L.
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álgebra de Boole de sus elementos complementados w (con complemento wc). Entonces, llamaremos 
 soporte asociado a L, a la aplicación SUPP: (L,≤,·,+,0,1) → (N(L),≤,·,+,0,1),c ) definida por: 

SUPP(α)=∏{w∈N(L) / α ≤ w}  ∀α∈L.

Y llamaremos núcleo asociado a L, a la aplicación KER: (L,≤,·,+,0,1) → (N(L),≤,·,+,0,1),c ) 
definida por: 

               KER(α)=∑{w∈N(L) / w≤ α}  ∀α∈L.
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Y llamaremos núcleo asociado a L, a la aplicación KER: (L,≤,·,+,0,1) → (N(L),≤,·,+,0,1),c ) 
definida por: 

               KER(α)=∑{w∈N(L) / w≤ α}  ∀α∈L.
Nota. Como (N(L),≤,·,+,0,1) es {0,1}-subretículo completo de (L,≤,·,+,0,1), entonces para todo 
K⊆N(L) se verifica : (∏K ∈ N(L))&(∑K ∈ N(L)). En consecuencia podemos escribir: 

SUPP(α)=Min{w∈N(L) / α ≤ w}  ; KER(α)=Max{w∈N(L) / w≤ α}  ∀α∈L, 
y ∀α∈L:  KER(α) ≤ α ≤ SUPP(α). 

  



Proposición. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano. Se verifica: 
(i)    KER(α) ≤ α ≤ SUPP(α)  ∀α∈L;   (α∈N(L))⇔(KER(α)=α)⇔(SUPP(α)=α) . 

(ii)  (α1≤ α2) ⇒(KER(α1) ≤ KER(α2))&(SUPP(α1) ≤ SUPP(α2)). 

(iii)  KER(KER(α))=KER(α);   SUPP(SUPP(α))=SUPP(α) ∀α∈L,            
         KER(SUPP(α))=SUPP(α);   SUPP(KER(α))=KER(α) ∀α∈L. 

(iv) SUPP(α)= (KER(α→.0))c  ; KER(α)= (SUPP(1∸α))c  ∀α∈L. 

(v)    SUPP(∑M)=∑SUPP(M); KER(∏M)=∏KER(M) ∀M⊆L.
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Si α∈N(L), es evidente que α∈{w∈N(L) / α ≤ w} y α∈{w∈N(L) / w ≤ α}. Además, es elemento 
mínimo del primero y máximo del segundo, luego (KER(α)=α)&(SUPP(α)=α). Si KER(α)=α 
 o si SUPP(α)=α, es evidente que α∈N(L). 
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(ii)  (α1≤ α2) ⇒(KER(α1) ≤ KER(α2))&(SUPP(α1) ≤ SUPP(α2)). 

(iii)  KER(KER(α))=KER(α);   SUPP(SUPP(α))=SUPP(α) ∀α∈L,            
         KER(SUPP(α))=SUPP(α);   SUPP(KER(α))=KER(α) ∀α∈L. 

(iv) SUPP(α)= (KER(α→.0))c  ; KER(α)= (SUPP(1∸α))c  ∀α∈L. 

(v)    SUPP(∑M)=∑SUPP(M); KER(∏M)=∏KER(M) ∀M⊆L.
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Definición. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano y sea  (N(L),≤,·,+,0,1),c ) el 
álgebra de Boole de sus elementos complementados w (con complemento wc). Entonces, llamaremos 
 soporte asociado a L, a la aplicación SUPP: (L,≤,·,+,0,1) → (N(L),≤,·,+,0,1),c ) definida por: 

SUPP(α)=∏{w∈N(L) / α ≤ w}  ∀α∈L.

Y llamaremos núcleo asociado a L, a la aplicación KER: (L,≤,·,+,0,1) → (N(L),≤,·,+,0,1),c ) 
definida por: 

               KER(α)=∑{w∈N(L) / w≤ α}  ∀α∈L.

Demostración. (i) El elemento α es un minorante del subconjunto {w∈N(L) / α ≤ w} y un 
mayorante del subconjunto {w∈N(L) / w≤ α}, luego será menor o igual que el supremo del 
primero y mayor o igual que el ínfimo del segundo. Es decir: KER(α) ≤ α ≤ SUPP(α).  

(Continúa)

Nota. Como (N(L),≤,·,+,0,1) es {0,1}-subretículo completo de (L,≤,·,+,0,1), entonces para todo 
K⊆N(L) se verifica : (∏K ∈ N(L))&(∑K ∈ N(L)). En consecuencia podemos escribir: 

SUPP(α)=Min{w∈N(L) / α ≤ w}  ; KER(α)=Max{w∈N(L) / w≤ α}  ∀α∈L, 
y ∀α∈L:  KER(α) ≤ α ≤ SUPP(α). 
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(Continuación)

Demostración. (ii) Si(α1≤ α2) entonces(w ≤ α1)⇒(w ≤ α2), luego  

{w∈N(L) / w≤ α1}⊆{w∈N(L) / w≤ α2} y  en consecuencia sus supremos respectivos KER(α1) y 
KER(α2) verifican: KER(α1) ≤ KER(α2).

Por otra parte, para la misma hipótesis(α1≤ α2) se cumple (α2 ≤ w)⇒(α1 ≤ w), luego  

{w∈N(L) / α2 ≤ w}⊆{w∈N(L) / α1 ≤ w} y en consecuencia, los ínfimos respectivos SUPP(α2) y 
SUPP(α1) verifican (SUPP(α1) ≤ SUPP(α2)).

(iii) Como KER(α)∈N(L) y SUPP(α)∈N(L), del resultado demostrado en (i) se deduce 
trivialmente las igualdades de este apartado.

(iv) Demostremos en primer lugar que, ∀𝛼∈L: [(w∈N(L))&(α·wc=0)]⇔[(w∈N(L))&(w≤α)] y  

[(w∈N(L))&(1= wc+α)]⇔[(w∈N(L))&(α≤w)]. En efecto, supongamos que w∈N(L).  

Si α·wc=0 entonces α=α·1=α·(w+wc)=α·w+α·wc=α·w+0=α·w,  luego α ≤ w. Si partimos de esta 
última desigualdad: α·wc ≤ w·wc=0, luego α·wc=0. 
Si 1= wc+α,  entonces α=α+0=α+(w·wc)=(α+w)·(α+wc)=(α+w)·1=α+w,  luego w ≤ α. Si 
partimos de esta última desigualdad: 1=w+wc ≤ α+wc, luego α+wc=1. 

Se verifica: (KER(α→.0))c=(∑{w∈N(L) / w ≤(α→.0)})c=(∑{w∈N(L) / w·α=0)})c= 
∏{wc∈N(L) / w·α=0)}= ∏{s∈N(L) / sc·α=0)}= ∏{s∈N(L) / α ≤ s)}=SUPP(α).

Por otra parte: (SUPP(1∸α))c =(∏{w∈N(L) / (1∸α)≤ w})c=(∏{w∈N(L) / 1= w+α})c= 
∑{wc∈N(L) / 1= w+α)}= ∑{s∈N(L) / 1= sc+α)}= ∑{s∈N(L) / s ≤ α)}=KER(α).

(Continúa)
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Demostración. (v) Sea M⊆L. Escribimos: KER(M)={Ker(m) / m∈M }. Si M=∅ entonces   

       KER(∏∅)=KER(1)=1=∏∅=∏KER(∅). 

Sea M≠∅. Como ∏M ≤ m ∀m∈M, se verifica: KER(∏M) ≤ KER(m) ∀m∈M , es decir, 

KER(∏M)∈N(L) es minorante de KER(M)={KER(m)/ m∈M}⊆N(L). Sea 𝛾 otro minorante de 
este último: 
 𝛾 ≤ KER(m)  para todo m∈M. Como KER(m)=Max{w∈N(L) /w≤ m}, obtenemos 𝛾 ≤ KER(m)≤ m 

∀m∈M, luego 𝛾 ≤ ∏KER(M)≤ ∏M, es decir  𝛾 ≤ ∏KER(M)∈{w∈N(L) / w ≤ ∏M} , luego 

 𝛾 ≤ KER(∏M), que prueba que KER(∏M) es el mayor de los minorares de KER(M) y 
concluimos que KER(∏M) = ∏KER(M). 

(Continuación)

Por otra parte, Si M=∅ entonces   SUPP(∑∅)=SUPP(0)=0=∑∅=∑SUPP(∅). 

Y si M≠∅:  SUPP(∑M)=(KER((∑M)→.0))c=(KER(∏(M→.0)))c=(∏KER(M→.0))c= 

∑(KER(M→.0))c=∑SUPP(M).∎
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Corolario. (1)  Como aplicaciones  entre los retículos (L,≤,·,+,0,1) y (N(L),≤,·,+,0,1) el operador 
“KER” es una erosión morfológica  y el operador “SUPP” una dilatación morfológica. 
(2) Considerados ahora como aplicaciones de (L,≤,·,+,0,1) en sí mismo, son filtros morfológicos: 
El operador “KER” una apertura morfológica y el operador “SUPP” un cierre morfológico.∎

Demostración. (v) Sea M⊆L. Escribimos: KER(M)={Ker(m) / m∈M }. Si M=∅ entonces   

       KER(∏∅)=KER(1)=1=∏∅=∏KER(∅). 

Sea M≠∅. Como ∏M ≤ m ∀m∈M, se verifica: KER(∏M) ≤ KER(m) ∀m∈M , es decir, 

KER(∏M)∈N(L) es minorante de KER(M)={KER(m)/ m∈M}⊆N(L). Sea 𝛾 otro minorante de 
este último: 
 𝛾 ≤ KER(m)  para todo m∈M. Como KER(m)=Max{w∈N(L) /w≤ m}, obtenemos 𝛾 ≤ KER(m)≤ m 

∀m∈M, luego 𝛾 ≤ ∏KER(M)≤ ∏M, es decir  𝛾 ≤ ∏KER(M)∈{w∈N(L) / w ≤ ∏M} , luego 

 𝛾 ≤ KER(∏M), que prueba que KER(∏M) es el mayor de los minorares de KER(M) y 
concluimos que KER(∏M) = ∏KER(M). 

(Continuación)

Por otra parte, Si M=∅ entonces   SUPP(∑∅)=SUPP(0)=0=∑∅=∑SUPP(∅). 

Y si M≠∅:  SUPP(∑M)=(KER((∑M)→.0))c=(KER(∏(M→.0)))c=(∏KER(M→.0))c= 

∑(KER(M→.0))c=∑SUPP(M).∎



Implicación:   α→.𝛽={ 𝛽   si α > 𝛽 
1   si α ≤ 𝛽

Co-implicación:  𝛽∸α ={ 0   si α ≥ 𝛽 
𝛽   si α < 𝛽

1

x0

y

([0,1]2,≤)

N([0,1]2)={0,x,y,1}

N(L)={0,a,d,1}
1

0

a b

c d

(L,≤)

∸

1
0 a b c d 1

0 0 0 0 0 0 0
a a 0 a 0 a 0
b b b 0 0 0 0
c c b a 0 a 0
d d d d d 0 0
1 1 d 1 d a 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 d 1 d 1
b a a 1 1 1 1
c 0 a d 1 d 1
d a a c c 1 1
1 0 a b c d 1

α→.𝛽

α=(α1,α2)

𝛽=(𝛽1,𝛽2)

𝛾

𝝁

0

1

a

b
c

(C,≤)

N(C)={0,1}

∸

1
0 a b c 1

0 0 0 0 0 0
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b b b 0 0 0

c c c c 0 0

1 1 1 1 1 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c 1

0 1 1 1 1 1

a 0 1 1 1 1

b 0 a 1 1 1

c 0 a b 1 1

1 0 a b c 1

α→.𝛽

0

([0,1],≤)

1

- x

- y

N([0,1])={0,1}

x→.y=1, y→.x=x,… 
y∸x =y, x∸y =0,…

El núcleo “KER” y el soporte “SUPP” en los 
ejemplos  anteriores
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x KER SUPP
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KER(0)=0, KER(1)=1 

SUPP(x)=SUPP(y)=1 

KER(x)=KER(y)=0 

SUPP(0)=0, SUPP(1)=1 

KER(0)=0, KER(1)=1 
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x KER SUPP

0 0 0
a a a
b 0 d
c a 1
d d d
1 1 1
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a 0 1
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1 1 1

SUPP(α)=SUPP(𝛽)=1 

KER(α)=KER(𝛽)=0 

SUPP(𝛾)=1, SUPP(𝝁)=1 

KER(𝛾)=y, KER(𝝁)=x 

SUPP(x)=x, SUPP(y)=y 
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KER(0)=0, KER(1)=1 

SUPP(x)=SUPP(y)=1 
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Extensión de los conceptos de “α-corte” y  de “α-corte estricto” a 
retículos browerianos y dual-browerianos (L,≤) cualesquiera 

mediante los residuos “→.” y “∸” y el soporte y el núcleo en (L,≤).

 172



 172

Definiciones. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano y sea  (N(L),≤,·,+,0,1),c )  
el álgebra de Boole de sus elementos complementados w (con complemento wc). Entonces, para todo 
 par (x,α)∈LXL, llamaremos “α-corte” de x al elemento xα∈N(L) tal que: 

 xα=KER(α→.x)=∑{w∈N(L) / w ≤(α→.x)}=∑{w∈N(L) / w·α ≤ x)}. 

Lamaremos “α-corte estricto” de x al elemento x*α∈N(L) tal que: 

 x*α=SUPP(x∸α)=∏{w∈N(L) /(x∸α)≤ w}=∏{w∈N(L) / x ≤ (w+α)}.
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Definiciones. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano y sea  (N(L),≤,·,+,0,1),c )  
el álgebra de Boole de sus elementos complementados w (con complemento wc). Entonces, para todo 
 par (x,α)∈LXL, llamaremos “α-corte” de x al elemento xα∈N(L) tal que: 

 xα=KER(α→.x)=∑{w∈N(L) / w ≤(α→.x)}=∑{w∈N(L) / w·α ≤ x)}. 

Lamaremos “α-corte estricto” de x al elemento x*α∈N(L) tal que: 

 x*α=SUPP(x∸α)=∏{w∈N(L) /(x∸α)≤ w}=∏{w∈N(L) / x ≤ (w+α)}.
Proposición. Se verifica: 
(i)  (α ≤ x)⇒(xα=1); (x ≤ α)⇒(x*α=0).  

(ii)  (x ≤ y)⇒[(xα ≤ yα)&(x*α ≤ y*α)]  ∀α∈L. 

(iii)  (α ≤ 𝛽)⇒[(xα ≥ x𝛽)&(x*α ≥ x*𝛽)]  ∀x∈L. 

(iv)   x0=1; xx=1;  x1=KER(x); x*0=SUPP(x); x*x=0 ; x*1=0   ∀x∈L . 

(v)    x∑M=∏{xm / m∈M} ; x*∏M=∑{x*m / m∈M} ∀M⊆L    
(vi)     x∈N(L) ⇒ (x1= x*0=x).
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Definiciones. Sea (L,≤,·,+,0,1) completo, broweriano y dual-broweriano y sea  (N(L),≤,·,+,0,1),c )  
el álgebra de Boole de sus elementos complementados w (con complemento wc). Entonces, para todo 
 par (x,α)∈LXL, llamaremos “α-corte” de x al elemento xα∈N(L) tal que: 

 xα=KER(α→.x)=∑{w∈N(L) / w ≤(α→.x)}=∑{w∈N(L) / w·α ≤ x)}. 

Lamaremos “α-corte estricto” de x al elemento x*α∈N(L) tal que: 

 x*α=SUPP(x∸α)=∏{w∈N(L) /(x∸α)≤ w}=∏{w∈N(L) / x ≤ (w+α)}.
Proposición. Se verifica: 
(i)  (α ≤ x)⇒(xα=1); (x ≤ α)⇒(x*α=0).  

(ii)  (x ≤ y)⇒[(xα ≤ yα)&(x*α ≤ y*α)]  ∀α∈L. 

(iii)  (α ≤ 𝛽)⇒[(xα ≥ x𝛽)&(x*α ≥ x*𝛽)]  ∀x∈L. 

(iv)   x0=1; xx=1;  x1=KER(x); x*0=SUPP(x); x*x=0 ; x*1=0   ∀x∈L . 

(v)    x∑M=∏{xm / m∈M} ; x*∏M=∑{x*m / m∈M} ∀M⊆L    
(vi)     x∈N(L) ⇒ (x1= x*0=x).
Demostración. (i) Si α ≤ x: xα=KER(α→.x)=KER(1)=1. 
 Si x ≤ α: x*α=SUPP(x∸α)=SUPP(0)=0. 

(ii) (x ≤ y)⇒[(α→.x) ≤(α→.y)]⇒[KER(α→.x) ≤ KER(α→.y)]⇒[xα ≤ yα]. 

(x ≤ y)⇒[(x∸α) ≤(y∸α)]⇒[SUPP(x∸α) ≤SUPP((y∸α))]⇒[ x*α ≤  y*α].
(iii) (α ≤ 𝛽)⇒[(α→.x) ≥ (𝛽→.x)]⇒[KER(α→.x) ≥ KER((𝛽→.x)]⇒[xα ≥ x𝛽]. 

(α ≤ 𝛽)⇒[(x∸α) ≥ (x∸𝛽)]⇒[SUPP(x∸α) ≥ SUPP(x∸𝛽)]⇒[x*α ≥ x*𝛽].

(Continúa)

(iv)  x0=KER(0→.x)=1;  xx=KER(x→.x)=1;  x1=KER(1→.x)=KER(x);  
x*0=SUPP(x∸0)=SUPP(x) ; x*x=SUPP(x∸x)=SUPP(0)=0 ; x*1=SUPP(x∸1)=SUPP(0)=0 . 
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(Continuación)
Demostración. (v)   Para M=∅: x∑∅=x0=1=∏∅ =∏{xm / m∈∅}. Si M≠∅:  
x∑M=KER(∑M→.x)=KER(∏(M→.x))=∏KER(M→.x)=∏{KER(m→.x) / m∈M}=∏{xm / m∈M}.
Para M=∅: x*∏∅=x*1=0=∑∅ =∑{x*m / m∈∅}. Si M≠∅: 
x*

∏M=SUPP(x∸∏M)=SUPP(∑(x∸M))=∑SUPP(x∸M)=∑{SUPP(x∸m) / m∈M}=∑{x*m / m∈M}.
(vi)  Sea x∈N(L). Se verifica: x1=KER(1→.x)=KER(x)=x. Además, x*0= SUPP(x∸0)= 
SUPP(x)=x.∎
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(Continuación)
Demostración. (v)   Para M=∅: x∑∅=x0=1=∏∅ =∏{xm / m∈∅}. Si M≠∅:  
x∑M=KER(∑M→.x)=KER(∏(M→.x))=∏KER(M→.x)=∏{KER(m→.x) / m∈M}=∏{xm / m∈M}.
Para M=∅: x*∏∅=x*1=0=∑∅ =∑{x*m / m∈∅}. Si M≠∅: 
x*

∏M=SUPP(x∸∏M)=SUPP(∑(x∸M))=∑SUPP(x∸M)=∑{SUPP(x∸m) / m∈M}=∑{x*m / m∈M}.
(vi)  Sea x∈N(L). Se verifica: x1=KER(1→.x)=KER(x)=x. Además, x*0= SUPP(x∸0)= 
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Nota. Como se verifica ∀α∈L que: α·xα=α·KER(α→.x) ≤ α·(α→.x) ≤ x, entonces se cumple la 

desigualdad  ∑α·xα ≤ x  ∀S⊆L, ∀x∈L. También, de α+x*α= α+SUPP(x∸α) ≥ α+(x∸α) ≥ x, se 

deduce que ∏(α+x*α) ≥ x ∀S⊆L, ∀x∈L.
α∈S

α∈S
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α∈S

   Una CUESTIÓN ABIERTA relacionada con la nota anterior:
Conocemos que, en el caso de retículos (LE,≤,·,+,∅,E) de subconjuntos L-borrosos asociado a un 

retículo distributivo (L,≤,·,+,0,1), existe una familia S⊆LE, ( la formada por los L-borrosos 
constantes α tales que α(x)=α ∀x∈E), para la que se verifica: 

 ∑α·Aα = A = ∏(α+A*α) ∀A∈LE. (Teoremas de representación de L-borrosos mediante α-cortes)  .   

~ ~

~ ~
α∈L α∈L
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En esta línea, la cuestión es: Dado un retículo broweriano y dual-broweriano (L,≤,·,+,0,1),  
¿ existen subconjuntos propios S de L , (que sean por ejemplo minimales para la inclusión), tales 
que:         ∑α·xα = x = ∏(α+x*α)   ∀x∈L ?  

α∈S α∈S



Como veremos más adelante, la existencia de estas representaciones  de elementos x∈L mediante 
otros  nítidos xα , x*α (es decir, elementos en N(L)), ayudaría a la representación de los órdenes de 

actividad ⊑x asociados a elementos cualesquiera x∈L por otros órdenes ⊑xα,⊑x*α, con más 
propiedades asociadas al carácter de elementos complementados que tienen  tanto xα como  x*α . 
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(Véase ejemplo en la transparencia siguiente)



Ejemplo de representación en retículos (L,≤) de un elemento 

x∈L mediante una familia de “α-cortes” xα∈N(L).
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Álgebra de Boole (({0,𝛾, 𝛽, 1}, ≤), c)
Nítidos de (L, ≤):  N(L) = {0,𝛾, 𝛽, 1} Implicación residuo: 
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Ker(x)= ∑{w∈N(L) / w≤x} 
s-cortes: 

xs=Ker(s→x)

N(L)
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Expresión de cada uno de los elementos x∈ L mediante los elementos y∈M y los conjuntos de nivel xy ∈ N(L):
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s∈M
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M

N(L)

Expresión de cada uno de los elementos x∈ L mediante los elementos y∈M y los conjuntos de nivel xy ∈ N(L):

Es evidente que se caracteriza cualquier x ∈ L mediante la familia (xs)s ∈ M de elementos de N(L) pues:

Proposición. Sean x, z elementos de L tales que  x=∑xs·s  y z=∑zs·s. Entonces se verifica: 
 (x ≤ z)⇔(xs ≤ zs  ∀s∈M) 

s∈M s∈M

Demostración. ⇒). (x ≤ z)⇒[(s→X)≤(s→z) ∀s∈M]⇒[Ker(s→X)≤Ker(s→z) ∀s∈M]⇒(xs ≤ zs ∀s∈M). 

⇒). (xs ≤ zs ∀s∈M)⇒(xs·s ≤ zs·s ∀s∈M)⇒(∑xs·s ≤ ∑zs·s)⇒(x ≤ z).∎
s∈M s∈M

Corolario. Fijado el subconjunto M,  la familia (xs)s ∈ M  de subconjuntos nítidos tal que x=∑xs·s  caracteriza el elemento x: 

(x = z)⇔(xs = zs  ∀s∈M) 
s∈M

(Una representación  asociada a elementos s∈M⊂L
de cada x∈L mediante 𝛼-cortes xs∈N(L)):

x = x0·0+x𝜂·𝜂+x1·1=∑xs·s     (1)
s∈M



Nota. Como para todo x∈L se verifica: x0=Ker(0→x)=Ker(1)=1 y como además, el elemento x0·0=0  en (1) no influye en el 
 cálculo del supremo; se puede prescindir   del mismo en  M, es decir: x=∑xs·ss∈M-{0}
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Una interpretación (prescindiendo del 0): 
 si {𝜂, 1}⊂L juega el papel de una “base en L”,  

entonces (x𝜂 , x1)∈ N(L)2 juega el de 
una “upla de coordenadas nítidas”  
 de x ∈ L referidas a aquélla base.

Implicación residuo: 
x→y= ∑{k∈L / x·k≤y} 

Operador núcleo: 
Ker(x)= ∑{w∈N(L) / w≤x} 

s-cortes: 
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(M, ≤) =({0, 𝜂, 1}, ≤) es un
 {0,1}-subretículo de (L, ≤) tal que
 xy = x. ∀(x,y) ∈ (N(L)-{0})xM .

M
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de cada x∈L mediante 𝛼-cortes xs∈N(L)):

x = x0·0+x𝜂·𝜂+x1·1=∑xs·s     (1)
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M

0=(0,0)

1=(1,1)

𝛼=(𝛽,0)

𝛽=(𝛽,𝛽)𝛾=(𝛾,𝛾)

𝜂=(1,𝛾)
N(L)

(𝛽, 0)
(𝛽, 𝛽)

(0, 0)

(𝛾, 𝛾)
(1, 𝛾)
(1, 1)



Cuestiones abierta
s: 

¿Existe siem
pre u

na familia
 M ?. Si es así, ¿h

ay varias? 

Y si es así, ¿H
ay minimales Ṃ ((M⊆Ṃ) 

⇒(M
= Ṃ))?

 

Nota. Como para todo x∈L se verifica: x0=Ker(0→x)=Ker(1)=1 y como además, el elemento x0·0=0  en (1) no influye en el 
 cálculo del supremo; se puede prescindir   del mismo en  M, es decir: x=∑xs·ss∈M-{0}
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 {0,1}-subretículo de (L, ≤) tal que
 xy = x. ∀(x,y) ∈ (N(L)-{0})xM .
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N(L)

Expresión de cada uno de los elementos x∈ L mediante los elementos y∈M y los conjuntos de nivel xy ∈ N(L):
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Corolario. Fijado el subconjunto M,  la familia (xs)s ∈ M  de subconjuntos nítidos tal que x=∑xs·s  caracteriza el elemento x: 

(x = z)⇔(xs = zs  ∀s∈M) 
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x = x0·0+x𝜂·𝜂+x1·1=∑xs·s     (1)
s∈M-{0}

M

0=(0,0)

1=(1,1)

𝛼=(𝛽,0)

𝛽=(𝛽,𝛽)𝛾=(𝛾,𝛾)
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(𝛽, 0)
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(0, 0)
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Ejemplo de representación en retículos (L,≤) de un elemento 

x∈L mediante una familia de “α-cortes estrictos” x*s∈N(L).
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Álgebra de Boole (({0,𝛾, 𝛽, 1}, ≤), c)
Nítidos de (L, ≤):  N(L) = {0,𝛾, 𝛽, 1} Corresiduo “diferencia”: 

x∸y= ∏{k∈L / x≤y+k} 
Operador soporte: 

Supp(x)= ∏{w∈N(L) / x≤w} 
s-cortes estrictos: 
x*s=Supp(x∸s)

N(L)
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Álgebra de Boole (({0,𝛾, 𝛽, 1}, ≤), c)
Nítidos de (L, ≤):  N(L) = {0,𝛾, 𝛽, 1} Corresiduo “diferencia”: 

x∸y= ∏{k∈L / x≤y+k} 
Operador soporte: 

Supp(x)= ∏{w∈N(L) / x≤w} 
s-cortes estrictos: 
x*s=Supp(x∸s)

(Q, ≤) =({0, α, 1}, ≤) es un
 {0,1}-subretículo de (L, ≤) tal que
 xy = x. ∀(x,y) ∈ (N(L)-{1})xQ .

Q

N(L)

(En este caso no coincide con M 
 en la transparencia anterior)



𝛼 = 𝛽·𝛼·1 =(𝛽+0)·(0+𝛼)·(0+1) = (𝛼*0+0)·(𝛼*𝛼+𝛼)·(𝛼*1+1)
𝛽 = 𝛽·𝛽·1 =(𝛽+0)·(𝛽+𝛼)·(0+1) = (𝛽*0+0)·(𝛽*𝛼+𝛼)·(𝛽*1+1)
𝛾 = 𝛾·𝛾·1 =(𝛾+0)·(𝛾+𝛼)·(0+1) = (𝛾*0+0)·(𝛾*𝛼+𝛼)·(𝛾*1+1)
𝜂 = 1·𝜂·1 =(1+0)·(𝛾+𝛼)·(0+1) = (𝜂*0+0)·(𝜂*𝛼+𝛼)·(𝜂*1+1)

1 = 1·1·1 =(1+0)·(1+𝛼)·(0+1) = (1*0+0)·(1*𝛼+𝛼)·(1*1+1)

0 =0·𝛼·1 =(0+0)·(0+𝛼)·(0+1) = (0*0+0)·(0*𝛼+𝛼)·(0*1+1)
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Operador soporte: 

Supp(x)= ∏{w∈N(L) / x≤w} 
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(Q, ≤) =({0, α, 1}, ≤) es un
 {0,1}-subretículo de (L, ≤) tal que
 xy = x. ∀(x,y) ∈ (N(L)-{1})xQ .

Q

N(L)

Expresión de cada uno de los elementos x∈ L mediante los elementos y∈Q  y los conjuntos de nivel x*y ∈ N(L):

(En este caso no coincide con M 
 en la transparencia anterior)
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𝛾 = 𝛾·𝛾·1 =(𝛾+0)·(𝛾+𝛼)·(0+1) = (𝛾*0+0)·(𝛾*𝛼+𝛼)·(𝛾*1+1)
𝜂 = 1·𝜂·1 =(1+0)·(𝛾+𝛼)·(0+1) = (𝜂*0+0)·(𝜂*𝛼+𝛼)·(𝜂*1+1)

1 = 1·1·1 =(1+0)·(1+𝛼)·(0+1) = (1*0+0)·(1*𝛼+𝛼)·(1*1+1)

0 =0·𝛼·1 =(0+0)·(0+𝛼)·(0+1) = (0*0+0)·(0*𝛼+𝛼)·(0*1+1)
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Corolario. Fijado el subconjunto Q,  la familia (x*s)s ∈ Q  de subconjuntos nítidos tal que x=∏(x*s+s)  caracteriza el elemento x: 

(x = z)⇔(x*s = z*s  ∀s∈Q) 
s∈Q

(Una representación  asociada a elementos s∈Q⊂L
de cada x∈L mediante 𝛼-cortes estrictos x*s∈N(L)):

x = (x*0+0)·(x*𝛼+𝛼)·(x*1+1)=∏(x*s+s)     (2)
s∈Q

(En este caso no coincide con M 
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Nota. Como para todo x∈L se verifica: x*1=Ker(x∸1)=Ker(0)=0 y como además, el elemento x*1+1=1  en (2) no influye en el 

 cálculo del supremo; se puede prescindir   del mismo en  Q,, es decir: x=∏(x*s+s)
s∈Q-{1}
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(𝛽, 0)*
(𝛽, 𝛽)*

(0, 0)*

(𝛾, 𝛾)*
(1, 𝛾)*
(1, 1)*

0=(0,0)*

1=(1,1)*

𝛼=(𝛽,0)*

𝛽=(𝛽,𝛽)*
𝛾=(𝛾,𝛾)*

𝜂=(1,𝛾)*
N(L)
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Nota. Como para todo x∈L se verifica: x*1=Ker(x∸1)=Ker(0)=0 y como además, el elemento x*1+1=1  en (2) no influye en el 

 cálculo del supremo; se puede prescindir   del mismo en  Q,, es decir: x=∏(x*s+s)
s∈Q-{1}
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0

1

𝛼

𝛽
𝛾

𝜂

(L, ≤, ·, +,0,1) (Retículo broweriano)

Álgebra de Boole (({0,𝛾, 𝛽, 1}, ≤), c)
Nítidos de (L, ≤):  N(L) = {0,𝛾, 𝛽, 1}

Una interpretación (prescindiendo del 1): 
 si {0, 𝛼}⊂L juega el papel de una “base en L”,  

entonces (x*0 , x*𝛼)*∈ N(L)2 juega el de 
una “upla de coordenadas estrictas nítidas”  

 de x ∈ L referidas a aquélla base.

Corresiduo “diferencia”: 
x∸y= ∏{k∈L / x≤y+k} 

Operador soporte: 
Supp(x)= ∏{w∈N(L) / x≤w} 
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x*s=Supp(x∸s)

(Q, ≤) =({0, α, 1}, ≤) es un
 {0,1}-subretículo de (L, ≤) tal que
 xy = x. ∀(x,y) ∈ (N(L)-{1})xQ .

Q

N(L)

Expresión de cada uno de los elementos x∈ L mediante los elementos y∈Q  y los conjuntos de nivel x*y ∈ N(L):

Es evidente que se caracteriza cualquier x ∈ L mediante la familia (x*s)s ∈ Q de elementos de N(L) pues:
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de cada x∈L mediante 𝛼-cortes estrictos x*s∈N(L)):
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s∈Q -{1}

(En este caso no coincide con M 
 en la transparencia anterior)

(𝛽, 0)*
(𝛽, 𝛽)*

(0, 0)*

(𝛾, 𝛾)*
(1, 𝛾)*
(1, 1)*

0=(0,0)*

1=(1,1)*

𝛼=(𝛽,0)*

𝛽=(𝛽,𝛽)*
𝛾=(𝛾,𝛾)*

𝜂=(1,𝛾)*
N(L)

Q

¡Representación que 
coincide con la anterior!. 
¿Casualidad, o debido a 
 la “simetría dual” entre 
 M y Q? 



Cuestión abierta
: 

¿Existe siem
pre u

na familia
 Q ?. Si es así, ¿h

ay varias? 

Y si es así, ¿H
ay minimales Q ((Q ⊆Q) ⇒

(Q= Q))? 
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(Una representación  asociada a elementos s∈Q⊂L
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x = (x*0+0)·(x*𝛼+𝛼)·(x*1+1)=∏(x*s+s)     (2)
s∈Q -{1}

(En este caso no coincide con M 
 en la transparencia anterior)

(𝛽, 0)*
(𝛽, 𝛽)*

(0, 0)*

(𝛾, 𝛾)*
(1, 𝛾)*
(1, 1)*

0=(0,0)*

1=(1,1)*

𝛼=(𝛽,0)*

𝛽=(𝛽,𝛽)*
𝛾=(𝛾,𝛾)*

𝜂=(1,𝛾)*
N(L)

Q

¡Representación que 
coincide con la anterior!. 
¿Casualidad, o debido a 
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Las definiciones usuales de α-cortes Aα y de α-cortes 
estrictos A*α  asociados a subconjuntos L-borrosos, 
como casos particulares de los aquí presentados 
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Sea ((Lx ,≤x , ·x , +x , 0x , 1x))x∈E una familia de retículos browerianos subindicada por E y sea 

 (L, ≤ , · , + , 0 , 1) el retículo distributivo y acotado tal que L=XLx  es el producto 
XLx={A:E→∪Lx / A(x)∈Lx ∀x∈E}; “≤” es la relación de orden definida por 
 (A ≤ B)⇔(A(x) ≤x B(x) ∀x∈E), con los operadores ínf “·" y sup “+”:  

((A·B)(x)=(A(x)·x B(x)), (A+B)(x)=(A(x)+x B(x))   ∀x∈E)  
y con los elementos mínimo y máximo 0(x)=0x , 1(x)=1x  ∀x∈E.

x∈E

x∈E

x∈E
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El {0,1}-subretículo (N(L), ≤ , · , + , 0 , 1) del anterior formado por los elementos complementados 

N∈L tales que N(x)∈{0x , 1x }  ∀x∈E, es un Álgebra de Boole isomorfa a (P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅,E),c), por 

lo que si identificamos N∈N(L) con el subconjunto {x∈E / N(x)=1x}, se sumerge P(E) en L.

Sea ((Lx ,≤x , ·x , +x , 0x , 1x))x∈E una familia de retículos browerianos subindicada por E y sea 

 (L, ≤ , · , + , 0 , 1) el retículo distributivo y acotado tal que L=XLx  es el producto 
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y con los elementos mínimo y máximo 0(x)=0x , 1(x)=1x  ∀x∈E.

x∈E

x∈E

x∈E
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El {0,1}-subretículo (N(L), ≤ , · , + , 0 , 1) del anterior formado por los elementos complementados 

N∈L tales que N(x)∈{0x , 1x }  ∀x∈E, es un Álgebra de Boole isomorfa a (P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅,E),c), por 

lo que si identificamos N∈N(L) con el subconjunto {x∈E / N(x)=1x}, se sumerge P(E) en L.

Estas últimas tienen una expresión equivalente más simple:.

Proposición. Para todo par (A,B)∈LXL,  se verifica:  

(1) AB={x∈E / A(x) ≥x B(x)}.  (2) AB={x∈E / A(x) ≰x B(x)}. *

Así, podemos escribir ∀A∈L:   SUPP(A)=∩{M∈P(E) / A ≤ M},  KER(A)=∪{N∈P(E)/ N≤ A}; 

 y si B→A=∏{S∈L / B·S≤A}, A∸B= ∑{S∈L / A≤B+S}  ∀(A,B)∈LXL entonces :

  AB=KER(B→A)=∪{N∈ P(E)/ N ≤(B→A)}=∪{N∈ P(E)/ (N·B ≤ A)}, 
AB=SUPP(A∸B)=∩{M∈ P(E)/ (A∸B)≤M}=∩{M∈ P(E)/ A ≤ M+B}.*

Sea ((Lx ,≤x , ·x , +x , 0x , 1x))x∈E una familia de retículos browerianos subindicada por E y sea 

 (L, ≤ , · , + , 0 , 1) el retículo distributivo y acotado tal que L=XLx  es el producto 
XLx={A:E→∪Lx / A(x)∈Lx ∀x∈E}; “≤” es la relación de orden definida por 
 (A ≤ B)⇔(A(x) ≤x B(x) ∀x∈E), con los operadores ínf “·" y sup “+”:  

((A·B)(x)=(A(x)·x B(x)), (A+B)(x)=(A(x)+x B(x))   ∀x∈E)  
y con los elementos mínimo y máximo 0(x)=0x , 1(x)=1x  ∀x∈E.

x∈E

x∈E

x∈E



Demostración (1) Sea el subconjunto de P(E): K={N∈ P(E)/ (N·B ≤ A)} ⊆ P(E). Demostremos 

que Ň ={x∈E / A(x) ≥x B(x)} es el máximo de K en (P(E),⊆). Veamos en primer lugar que Ň 

pertenece a K. En efecto:  (Ň·B)(y)=[B(y) si A(y) ≥y B(y), 0y en otro caso] ≤y A(y) prueba que 
 Ň·B ≤ A. Demostremos que es el máximo. Sea N∈ P(E) tal que N·B ≤ A. Demostremos que 

N⊆Ň. Si x∈N entonces B(x)=(1x ·x B(x))=(N(x) ·x B(x)) ≤x  A(x), luego x∈Ň, que prueba que este 

último es el máximo de K y en consecuencia AB=Ň.  176

El {0,1}-subretículo (N(L), ≤ , · , + , 0 , 1) del anterior formado por los elementos complementados 

N∈L tales que N(x)∈{0x , 1x }  ∀x∈E, es un Álgebra de Boole isomorfa a (P(E), ⊆, ∩, ∪, ∅,E),c), por 

lo que si identificamos N∈N(L) con el subconjunto {x∈E / N(x)=1x}, se sumerge P(E) en L.

Estas últimas tienen una expresión equivalente más simple:.

Proposición. Para todo par (A,B)∈LXL,  se verifica:  

(1) AB={x∈E / A(x) ≥x B(x)}.  (2) AB={x∈E / A(x) ≰x B(x)}. *

(continúa)

Así, podemos escribir ∀A∈L:   SUPP(A)=∩{M∈P(E) / A ≤ M},  KER(A)=∪{N∈P(E)/ N≤ A}; 

 y si B→A=∏{S∈L / B·S≤A}, A∸B= ∑{S∈L / A≤B+S}  ∀(A,B)∈LXL entonces :

  AB=KER(B→A)=∪{N∈ P(E)/ N ≤(B→A)}=∪{N∈ P(E)/ (N·B ≤ A)}, 
AB=SUPP(A∸B)=∩{M∈ P(E)/ (A∸B)≤M}=∩{M∈ P(E)/ A ≤ M+B}.*

Sea ((Lx ,≤x , ·x , +x , 0x , 1x))x∈E una familia de retículos browerianos subindicada por E y sea 

 (L, ≤ , · , + , 0 , 1) el retículo distributivo y acotado tal que L=XLx  es el producto 
XLx={A:E→∪Lx / A(x)∈Lx ∀x∈E}; “≤” es la relación de orden definida por 
 (A ≤ B)⇔(A(x) ≤x B(x) ∀x∈E), con los operadores ínf “·" y sup “+”:  

((A·B)(x)=(A(x)·x B(x)), (A+B)(x)=(A(x)+x B(x))   ∀x∈E)  
y con los elementos mínimo y máximo 0(x)=0x , 1(x)=1x  ∀x∈E.

x∈E

x∈E

x∈E
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(Continuación)

(2) Sea el subconjunto de P(E): H={M∈ P(E)/ A ≤ M+B} ⊆ P(E). Demostremos que H, como 

subconjunto de (P(E), ⊆), tiene como mínimo el subconjunto Ṃ={x∈E / A(x) ≰x B(x)}. En efecto, 

veamos en primer lugar que Ṃ pertenece a H: 
  (B+Ṃ)(y)=[B(y) si A(y) ≤y B(y), 1y en otro caso] ≥y A(y) 

 prueba que (B+Ṃ) ≥ A, es decir, que  Ṃ∈H . Demostremos que es el mínimo de H para el 

orden ⊆. Sea M tal que A ≤ M+B. Como se verifica A≤ M+B, si x∉M entonces 

 A(x) ≤x (M(x)+B(x))=0+B(x), es decir, A(x) ≤x B(x) y en consecuencia x∉Ṃ. Hemos demostrado 

que Mc⊆Ṃc, que es equivalente a Ṃ⊆M. En conclusión, Ṃ es el mínimo y por tanto Ṃ=AB .∎*
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(Continuación)

(2) Sea el subconjunto de P(E): H={M∈ P(E)/ A ≤ M+B} ⊆ P(E). Demostremos que H, como 

subconjunto de (P(E), ⊆), tiene como mínimo el subconjunto Ṃ={x∈E / A(x) ≰x B(x)}. En efecto, 

veamos en primer lugar que Ṃ pertenece a H: 
  (B+Ṃ)(y)=[B(y) si A(y) ≤y B(y), 1y en otro caso] ≥y A(y) 

 prueba que (B+Ṃ) ≥ A, es decir, que  Ṃ∈H . Demostremos que es el mínimo de H para el 

orden ⊆. Sea M tal que A ≤ M+B. Como se verifica A≤ M+B, si x∉M entonces 

 A(x) ≤x (M(x)+B(x))=0+B(x), es decir, A(x) ≤x B(x) y en consecuencia x∉Ṃ. Hemos demostrado 

que Mc⊆Ṃc, que es equivalente a Ṃ⊆M. En conclusión, Ṃ es el mínimo y por tanto Ṃ=AB .∎*

De la proposición anterior se deduce el siguiente 

 Corolario. En un retículo  de subconjuntos L-borrosos (LE, ≤) asociado a un retículo broweriano 

(L,≤)), si para 𝛼∈L,  𝛼∈LE representa el L-borroso constante: 𝛼(x)= 𝛼  ∀x∈E, entonces: 

 Dado A∈LE, su 𝛼-corte A𝛼 y su 𝛼-corte estricto A*𝛼  son tales que:

~ ~

 A𝛼 =KER(𝛼→A), 
A*𝛼 =SUPP(A∸𝛼).

~
~
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(Continuación)

(2) Sea el subconjunto de P(E): H={M∈ P(E)/ A ≤ M+B} ⊆ P(E). Demostremos que H, como 

subconjunto de (P(E), ⊆), tiene como mínimo el subconjunto Ṃ={x∈E / A(x) ≰x B(x)}. En efecto, 

veamos en primer lugar que Ṃ pertenece a H: 
  (B+Ṃ)(y)=[B(y) si A(y) ≤y B(y), 1y en otro caso] ≥y A(y) 

 prueba que (B+Ṃ) ≥ A, es decir, que  Ṃ∈H . Demostremos que es el mínimo de H para el 

orden ⊆. Sea M tal que A ≤ M+B. Como se verifica A≤ M+B, si x∉M entonces 

 A(x) ≤x (M(x)+B(x))=0+B(x), es decir, A(x) ≤x B(x) y en consecuencia x∉Ṃ. Hemos demostrado 

que Mc⊆Ṃc, que es equivalente a Ṃ⊆M. En conclusión, Ṃ es el mínimo y por tanto Ṃ=AB .∎*

De la proposición anterior se deduce el siguiente 

 Corolario. En un retículo  de subconjuntos L-borrosos (LE, ≤) asociado a un retículo broweriano 

(L,≤)), si para 𝛼∈L,  𝛼∈LE representa el L-borroso constante: 𝛼(x)= 𝛼  ∀x∈E, entonces: 

 Dado A∈LE, su 𝛼-corte A𝛼 y su 𝛼-corte estricto A*𝛼  son tales que:

~ ~

 A𝛼 =KER(𝛼→A), 
A*𝛼 =SUPP(A∸𝛼).

~
~

 Demostración. Son casos particulares de los contemplados en la proposición anterior, 
cuando Lx=L ∀x∈E.∎ 



Los “α-cortes” en  ejemplos  anteriores
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1

x0

y

([0,1]2,≤)

N([0,1]2)={0,x,y,1}

N(L)={0,a,d,1}

1

0

a b

c d

(L,≤)

∸

1
0 a b c d 1

0 0 0 0 0 0 0
a a 0 a 0 a 0
b b b 0 0 0 0
c c b a 0 a 0
d d d d d 0 0
1 1 d 1 d a 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 d 1 d 1
b a a 1 1 1 1
c 0 a d 1 d 1
d a a c c 1 1
1 0 a b c d 1

α→.𝛽

α=(α1,α2)

𝛽=(𝛽1,𝛽2)

𝛾

𝝁

0

1

a

b
c

(C,≤)

N(C)={0,1}

∸

1
0 a b c 1

0 0 0 0 0 0

a a 0 0 0 0

b b b 0 0 0

c c c c 0 0

1 1 1 1 1 0

𝛽∸α
➝.
··

0 a b c 1

0 1 1 1 1 1

a 0 1 1 1 1

b 0 a 1 1 1

c 0 a b 1 1

1 0 a b c 1

α→.𝛽

0

([0,1],≤)

1

- x

- y

N([0,1])={0,1}

Implicación:   α→.𝛽={ 𝛽   si α > 𝛽 
1   si α ≤ 𝛽

Co-implicación:  𝛽∸α ={ 0   si α ≥ 𝛽 
𝛽   si α < 𝛽

x→.y=1, y→.x=x,… 
y∸x =y, x∸y =0,…

α→.𝛽

𝛽∸α
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x KER SUPP

0 0 0
a a a
b 0 d
c a 1
d d d
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α-cortes:
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0   si α > 𝛽

x*α={ 1   si α < 𝛽 
0   si α ≥ 𝛽

t

Implicación →.

(α1,α2)→.(t1,t2)={ 1=(1,1)  si (α1 ≤ t1)&(α2 ≤ t2) 
(t1,1)  si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
(1,t2)   si  (α1 ≤ t1)&(α2 > t2) 
0=(0,0)   si. (α1 > t1)&(α2 > t2)

(t1,t2)∸(α1,α2)={(t1,t2)   si (α1 < t1)&(α2 < t2) 
(t1,0)    si  (α1 < t1)&(α2 ≥ t2) 
(0,t2)    si  (α1 ≥ t1)&(α2 < t2) 
0=(0,0)     si. (α1 ≥ t1)&(α2 ≥ t2)

Co-implicación ∸

t2

t1

=(1,1)

=(1,0)

(0,1)=

(0,0)=



α-cortes:
(t1,t2)(α1,α2)={ 1=(1,1)  si (α1 ≤ t1)&(α2 ≤ t2) 

y=(0,1)  si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
x=(1,0)   si  (α1 ≤ t1)&(α2 > t2) 
0=(0,0)   si. (α1 > t1)&(α2 > t2)

(t1,t2)*
(α1,α2)={ 1=(1,1)    si (α1 ≤ t1)&(α2 ≤ t2) 

x=(1,0)    si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
 y=0,1)     si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
 0=0,0)     si. (α1 > t1)&(α2 > t2)
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c 0 a b 1 1

1 0 a b c 1

α→.𝛽

0

([0,1],≤)

1

- x

- y

N([0,1])={0,1}

Implicación:   α→.𝛽={ 𝛽   si α > 𝛽 
1   si α ≤ 𝛽

Co-implicación:  𝛽∸α ={ 0   si α ≥ 𝛽 
𝛽   si α < 𝛽

x→.y=1, y→.x=x,… 
y∸x =y, x∸y =0,…

α→.𝛽

𝛽∸α

α-cortes:

(x,α) 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0
a a 0 a 0 a 0
b d d 0 0 0 0
c 1 d a 0 a 0
d d d d d 0 0
1 1 d 1 d a 0

x*α
(x,α) 0 a b c d 1
0 1 d a 0 a 0
a 1 1 a a a a
b 1 d 1 d a 0
c 1 1 1 1 a a
d 1 d 1 d 1 d
1 1 1 1 1 1 1

xα

α-cortes: (x,α)

1
0 a b c 1

0 0 0 0 0 0

a 1 0 0 0 0

b 1 1 0 0 0

c 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 0

x*α
(x,α)

·

1
0 a b c 1

0 1 0 0 0 0

a 1 1 0 0 0

b 1 1 1 0 0

c 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

xα

α-cortes:
xα={1   si α ≤ 𝛽 

0   si α > 𝛽

x*α={ 1   si α < 𝛽 
0   si α ≥ 𝛽

t
S

s

t= ∑s·ts
s∈S

Implicación →.

(α1,α2)→.(t1,t2)={ 1=(1,1)  si (α1 ≤ t1)&(α2 ≤ t2) 
(t1,1)  si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
(1,t2)   si  (α1 ≤ t1)&(α2 > t2) 
0=(0,0)   si. (α1 > t1)&(α2 > t2)

(t1,t2)∸(α1,α2)={(t1,t2)   si (α1 < t1)&(α2 < t2) 
(t1,0)    si  (α1 < t1)&(α2 ≥ t2) 
(0,t2)    si  (α1 ≥ t1)&(α2 < t2) 
0=(0,0)     si. (α1 ≥ t1)&(α2 ≥ t2)

Co-implicación ∸

t2

t1

=(1,1)

=(1,0)

(0,1)=

(0,0)=



α-cortes:
(t1,t2)(α1,α2)={ 1=(1,1)  si (α1 ≤ t1)&(α2 ≤ t2) 

y=(0,1)  si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
x=(1,0)   si  (α1 ≤ t1)&(α2 > t2) 
0=(0,0)   si. (α1 > t1)&(α2 > t2)

(t1,t2)*
(α1,α2)={ 1=(1,1)    si (α1 ≤ t1)&(α2 ≤ t2) 

x=(1,0)    si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
 y=0,1)     si  (α1 > t1)&(α2 ≤ t2) 
 0=0,0)     si. (α1 > t1)&(α2 > t2)
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d d d
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y
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2. Si además de distributivo L es acotado, el operador ínfimo  ⨅w en(L, ⊑w ,⨅w ,W) es una nulnorma en el 
retículo (L, ≤ , ·, +, 0, 1).

3. Si L es distributivo y acotado y w∈L es complementado con complemento wc, entonces ⨅w es 
 también una uninorma idempotente en el retículo (L, ≤ , ·, +, 0, 1). 

     Además, el inf-semiretículo (L, ⊑w ,⨅w ,W) resulta ser un retículo distributivo y acotado 

     (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) con elemento máximo wc en el que el operador sup “⊔w ” asociado al 

     orden ⊑w  está definida por.  x ⊔wy=x ⨅wcy=x·y+wc·(x+y)    ∀(x,y)∈L2. 

     En consecuencia, “⊔w ” es también una nulnorma y una uninorma en (L, ≤ , ·, +, 0, 1). Retículo

4. Si L es distributivo y acotado, si ’:L→L es una negación fuerte en L y si w∈L es 

 complementado tal que wc=w’, entonces la relación de orden ⊑w puede expresarse 

 mediante el operador diferencia simétrica ∆: 

(x⊑wy)⇔( x∆w ≤ y∆w ). 

    dónde x∆w=x·wc+x’·w  ∀x∈L.  

    En este caso, ‘:L→L también es negación fuerte en (L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc) y  

   la aplicación  𝜑w(x)= x∆w ∀x∈L es un isomorfismo entre las álgebras  

                           ((L, ≤ , ·, +, 0, 1),’) y ((L, ⊑w ,⨅w ,⊔w ,W,Wc),’)

Si (L, ≤ , ·, +) es un retículo y si w∈L, se verifica: 

 1. la relación ⊑w tal que 

                                     (x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)], 

     es un preorden. Si L es distributivo es un orden (orden de actividad)  y en este 

caso (L, ⊑w ,⨅w ,w) es un inf-semiretículo  acotado en el que el operador  ínfimo  “⨅w ” 

viene dado por x⨅wy=x·y+w·(x+y)  ∀(x,y)∈L2, y en el que w es el elemento mínimo.

w
b

a
c

m

n

≤
w

b
a

c

m

n

⊑w

Semirretículo

Caso más favorable

Retículo

retículo 
isomorfo

v

v
v’

v

v w)  179

De nuevo la trasparencia 72 en la que se incluye la 
interpretación de los órdenes de actividad en retículos …

(Base de este trabajo).  Teorema.  
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b

a
c

m

n

≤
w

b
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m

n
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retículo 
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w-pertenencia de x

w-perspectiva en L

“contenido” de ∅

w-intersección en L 

w-unión en L 

w-inclusión en L

INTERPRETACIONES QUE 
HEMOS HECHO AQUÍ : 

(en el caso en el que L es distributivo)

Identificando en el retículo  
el mínimo “n” con el vacío 

 ∅ y ≤ con inclusión;

 “a” y “w” son parte 
 del vacío “n” en el inf- 
semiretículo con la 

inclusión ⊑w

(Base de este trabajo).  Teorema.  
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La relación ⊑W en retículos
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Proposición. La relación ⊑W es un pre-orden en L . 

Dem. Reflexiva: (A.W ≤ A ≤ A+W  ∀A ∈ L )⇒(A ⊑W A  ∀A ∈ L ).          Transitiva: [(A ⊑W B)& (B ⊑W C)]⇒ 

[(B.W ≤ A ≤ B+W)&(C.W ≤ B ≤ C+W)]⇒[(C.W=C·W·W ≤ B·W ≤ A)&(A ≤ B+W ≤ C+W+W=C+W)]⇒(C.W ≤ A ≤ C+W)⇒ 

(A ⊑W C).∎

Sea el retículo (L, ≤, ., +), con L ={A,B,…,W,…} y  ≤ un orden parcial. Aquí,  . es el  operador ínfimo y + el operador supremo.

 (A ⊑W B) ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W) es decir, A ∈ [B.W ,  B+W]Sea W ∈ L. Se define la nueva relación  binaria ⊑W en  L :
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Nota.La relación no es necesariamente antisimétrica, como   se comprueba con los siguientes ejemplos:

A

B

W

A·W=B·W

A+W=B+W

.

.
.

.
.

. .

.

.

.

BA W

A·W=B·W

A+W=B+W
En ambos casos Se verifica: 
A ≠ B, A ⊑W B y B ⊑W A.

En consecuencia, (L, ⊑W) no es en 
general un conjunto ordenado.

Si (L, ≤, ., +) tiene elemento mínimo 0, entonces (L, ⊑0)≡ (L, ≤). Si tiene elemento máximo 1, entonces (L, ⊑1)≡ (L, ≥).
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[L ]w={[A]w ,[B]w ,…} con el orden ([A]w ⊑[W] [B]w )⇔ (A ⊑W B). Aunque si L es distributivo, no es necesario:

Sea el retículo (L, ≤, ., +), con L ={A,B,…,W,…} y  ≤ un orden parcial. Aquí,  . es el  operador ínfimo y + el operador supremo.
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Proposición. Si L es un retículo distributivo, entonces la relación ⊑W es antisimétrica y en consecuencia, (L, ⊑W) es 

un conjunto ordenado. Además,  ese conjunto ordenado es un inf-semiretículo (L, ⊑W,⨅W) con elemento mínimo W y 

con operación w-ínfimo ⨅W tal que:  A⨅WB=A·B+W·(A+B)=(A+B)·(W+A·B)=A·B+A·W+B·W   ∀(A,B) ∈ L X L. 

Dem.   [(A ⊑W B)&(B ⊑W A)]⇔[(A.W = B.W)&(A+W=B+W)], luego A=A·(A+W)=A·(B+W)=A·B+A·W= A·B+B·W= 

B·(A+W)=B·(B+W)=B, que prueba que ⊑W es antisimétrica. Por tanto el pre-orden ⊑W es un orden en L. 

Se verifica: A·W ≤ W ≤A+W  ∀A∈L, que prueba que W ⊑W A  ∀A∈L y por tanto es elemento mínimo de L. 

De A·W ≤(A+B)·(W+A·B)=[A·B+W·(A+B)]≤ A+W se deduce que (A⨅WB) ⊑WA y por simetría, que (A⨅WB) ⊑W B. 

Si S es tal que S ⊑WA y S ⊑WA, entonces (A⨅WB)·W=[A·B+W·(A+B)]·W=(A+B)·W ≤ S ≤ (A+W)·(B+W)= 

=(A⨅WB)+W, es decir: S ⊑W(A⨅WB), que demuestra que (A⨅WB) es la mayor cota inferior para el orden ⊑W.∎ 
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Si (L, ≤, ., +) tiene elemento mínimo 0, entonces (L, ⊑0)≡ (L, ≤). Si tiene elemento máximo 1, entonces (L, ⊑1)≡ (L, ≥).

Como es habitual, con la equivalencia (A≡wB) ⇔[(A ⊑W B)&(B ⊑W A)] se obtiene el conjunto ordenado ([L ]w ,⊑[W]) de las clases            

[L ]w={[A]w ,[B]w ,…} con el orden ([A]w ⊑[W] [B]w )⇔ (A ⊑W B). Aunque si L es distributivo, no es necesario:

Sea el retículo (L, ≤, ., +), con L ={A,B,…,W,…} y  ≤ un orden parcial. Aquí,  . es el  operador ínfimo y + el operador supremo.

 (A ⊑W B) ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W) es decir, A ∈ [B.W ,  B+W]Sea W ∈ L. Se define la nueva relación  binaria ⊑W en  L :
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La relación ⊑W en un retículo

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 

Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 

p t

w*1 w*2 w*3 w*4

w

1 s

0

([L ]w ,⊑[W])

COMP≤(w)

w

s

tp

w*4w*3w*2w*1

0

1

(L, ≤)

    
Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎

COMP≤(w)

0

1

w
(L ,⊑W)

a
b

v

w

0
1

a

b

v
(L ,⊑v)

=0’=0c

=a’=ac

=b’

=w’

=1’=1c

= v’=vc

w

0

1

(L, ≤)

a

b
v

01

0

(L, ≤)

1

(L ,⊑1)



                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 
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La relación ⊑W en un retículo

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 

p t

w*1 w*2 w*3 w*4

w

1 s

0

([L ]w ,⊑[W])

w

s

tp

w*4w*3w*2w*1

0

1

(L, ≤)

    
Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 
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La relación ⊑W en un retículo

0

(L, ≤)Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 
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La relación ⊑W en un retículo01
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(L, ≤)Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 
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La relación ⊑W en un retículo
E

WWC

⌀
(L, ≤, ., +, 0, 1) 

(1)

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 
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                                     Teorema.(1) Si (L, ≤, ., +, 0, 1) es distributivo y W es complementado con complemento Wc, (único por la 

                                     distributividad), entonces el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) es un retículo distributivo con elemento 

                                     máximo wc, en el que el operador supremo ⨆W es tal que, ∀(A,B) ∈ L X L: 

A⨆WB=A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B)=(A+B)·(Wc+A·B)=A·B+A·Wc+B·Wc .

                                   (2) Si existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤), (involutiva: X’’=X ∀X∈ L y antítona  

para el orden ≤: A≤B⇒A’≥B’), y si W es complementado tal que  W’=Wc, entonces (‘) también es antítona para el  

orden ⊑W ,(A⊑WB⇒B’⊑WA’ ),  y consecuentemente negación fuerte  ‘ : (L, ⊑W) →(L, ⊑W).

(3) Bajo las hipótesis de (2), se verifica: (A ⊑W B) ⇔(A∆W ≤ B∆W), con X∆W=(X·Wc+X’·W) ∀X∈L. 
Además, la aplicación 𝜑w : L →L  tal que  𝜑w(X)=X∆W  ∀X∈L , es un isomorfismo entre los retículos 

 (L, ≤, ., +, 0, 1) y ( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc) que verifica: 𝜑w(X’)=[𝜑w(X)]’  ∀X∈ L . 

 182

La relación ⊑W en un retículo
E

WWC

⌀

E
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WC

⌀(L, ≤, ., +, 0, 1) 

( L ,⊑W,⨅W, ⨆W, W, Wc)

𝜑w

(3)

(1)

Proposición. Sea W* ∈ COMP≤(W). Se verifica: 

                     (1). A⊑W W*    ∀A∈L. 

                      (2).Si se verifica (W*⊑W S),  entonces también S ∈ COMP≤(W).  

Dem.(1).  Si W* es un complemento de W entonces: (W.W* =0 ≤ A ≤ 1=W+W*  ∀A ∈ L ), que prueba que A ⊑W W*  ∀A∈ L . 
(2). Sea S tal que W*⊑W S. Se verifica [(S.W ≤ W* ≤ S+W)&(W.W* =0)&(W+W* =1)]⇒[(S.W=S·W·W ≤ W*·W =0)&

(1=W+W* ≤ S+W +W=S+W)]; es decir, S·W=0 y S+W=1 que prueba que S ∈ COMP≤(W).∎

COMPLEMENTACIÓN, NEGACIONES FUERTES Y LA RELACIÓN ⊑W. 

Sea(L, ≤, ., +, 0, 1), sea W∈L  y sea COMP≤(W)={S / (W·S=0) & (W+S=1)} el subconjunto de sus complementos en (L, ≤). 
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Corolario. Si COMP≤(W)≠∅, entonces es una clase de 

equivalencia, (elemento del conjunto ordenado ([L ]w ,⊑W)), 
precisamente el máximo del mismo.∎
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(Demostración: transparencias siguientes) 
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Demostración. (1)  Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo distributivo y sea w ∈ L complementado con complemento wc.  

Sea ⊑W el orden de actividad asociado a w y sea ( L ,⊑W,⨅W, W) el inf-semiretículo asociado. demostremos que todo 

par (A,B)∈ L X L  tiene elemento supremo A⨆WB en ( L ,⊑W) y que A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B) es ese supremo. 

Para ello demostremos primero que es un mayorante:  A⊑W(A⨅Wc
B) y B⊑W(A⨅Wc

B). 

(A⨅Wc
B)·W=[A·B+Wc·(A+B)]·W=A·B·W ≤ A. 

(A⨅Wc
B)+W=[A·B+Wc·(A+B)+W] ≥ [A·B+Wc·(A+B)+W·(A+B)]=[A·B+(Wc+W)·(A+B)]= 

[A·B+(A+B)]=(A+B)≥A, que demuestran que  A⊑W(A⨅Wc
B). 

Por simetría y por la conmutabilidad del operador ⨅Wc
, también se verifica que A⊑W(A⨅Wc

B). 

Demostremos ahora que A⨅Wc
B es el menor de los mayorantes. Sea K otro: A⊑WK y B⊑WK. 

Entonces K·W ≤ A ≤ k+W y K·W ≤ B ≤ k+W, luego K·W ≤ A·B ≤ A+B ≤ k+W y por lo tanto 

K·W ≤ A·B ≤ [A·B +Wc·(A+B)] ≤ [A·B +(A+B)]= A+B ≤ k+W, que demuestra que (A⨅Wc
B)⊑WK 

y en consecuencia que (A⨅Wc
B) es el supremo A⨆WB del par (A,B) en el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) 

 y que este último es un retículo ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W) con elemento mínimo W. 

De A⨆WWc=A·Wc +Wc·(A+Wc)=A·Wc +Wc=Wc  ∀A ∈ L se deduce que Wc es el elemento máximo en ( L ,⊑W).
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Demostración. (1)  Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo distributivo y sea w ∈ L complementado con complemento wc.  

Sea ⊑W el orden de actividad asociado a w y sea ( L ,⊑W,⨅W, W) el inf-semiretículo asociado. demostremos que todo 

par (A,B)∈ L X L  tiene elemento supremo A⨆WB en ( L ,⊑W) y que A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B) es ese supremo. 

Para ello demostremos primero que es un mayorante:  A⊑W(A⨅Wc
B) y B⊑W(A⨅Wc

B). 

(A⨅Wc
B)·W=[A·B+Wc·(A+B)]·W=A·B·W ≤ A. 

(A⨅Wc
B)+W=[A·B+Wc·(A+B)+W] ≥ [A·B+Wc·(A+B)+W·(A+B)]=[A·B+(Wc+W)·(A+B)]= 

[A·B+(A+B)]=(A+B)≥A, que demuestran que  A⊑W(A⨅Wc
B). 

Por simetría y por la conmutabilidad del operador ⨅Wc
, también se verifica que A⊑W(A⨅Wc

B). 

Demostremos ahora que A⨅Wc
B es el menor de los mayorantes. Sea K otro: A⊑WK y B⊑WK. 

Entonces K·W ≤ A ≤ k+W y K·W ≤ B ≤ k+W, luego K·W ≤ A·B ≤ A+B ≤ k+W y por lo tanto 

K·W ≤ A·B ≤ [A·B +Wc·(A+B)] ≤ [A·B +(A+B)]= A+B ≤ k+W, que demuestra que (A⨅Wc
B)⊑WK 

y en consecuencia que (A⨅Wc
B) es el supremo A⨆WB del par (A,B) en el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) 

 y que este último es un retículo ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W) con elemento mínimo W. 

De A⨆WWc=A·Wc +Wc·(A+Wc)=A·Wc +Wc=Wc  ∀A ∈ L se deduce que Wc es el elemento máximo en ( L ,⊑W).

  Demostremos que ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. Sea (A,B,C)∈ L X L X L. 

A⨆W(B⨅WC)=[A·(B⨅WC)+Wc·(A+(B⨅WC))]=[A·(B·C+W·(B+C))+Wc·(A+B·C+W·(B+C)]= 

[A·B·C+A·B·W+A·C·W+A·Wc+B·C·Wc]. 

(A⨆WB)⨅W(A⨆WC)=[A·B+Wc·(A+B)]⨅W[A·C+Wc·(A+C)]=[A·B+Wc·(A+B)]·[A·C+Wc·(A+C)]+ 

                                                                                                 +W·[A·B+Wc·(A+B)+A·C+Wc·(A+C)]= 

 [A·B·C+A·B·Wc+A·B·C·Wc+A·C·Wc+A·B·C·Wc+A·Wc+A·C·Wc+A·B·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W]= 

 [A·B·C+A·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W], 
expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego se verifica la propiedad distributiva y en consecuencia 
( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. 
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Demostración. (1)  Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo distributivo y sea w ∈ L complementado con complemento wc.  

Sea ⊑W el orden de actividad asociado a w y sea ( L ,⊑W,⨅W, W) el inf-semiretículo asociado. demostremos que todo 

par (A,B)∈ L X L  tiene elemento supremo A⨆WB en ( L ,⊑W) y que A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B) es ese supremo. 

Para ello demostremos primero que es un mayorante:  A⊑W(A⨅Wc
B) y B⊑W(A⨅Wc

B). 

(A⨅Wc
B)·W=[A·B+Wc·(A+B)]·W=A·B·W ≤ A. 

(A⨅Wc
B)+W=[A·B+Wc·(A+B)+W] ≥ [A·B+Wc·(A+B)+W·(A+B)]=[A·B+(Wc+W)·(A+B)]= 

[A·B+(A+B)]=(A+B)≥A, que demuestran que  A⊑W(A⨅Wc
B). 

Por simetría y por la conmutabilidad del operador ⨅Wc
, también se verifica que A⊑W(A⨅Wc

B). 

Demostremos ahora que A⨅Wc
B es el menor de los mayorantes. Sea K otro: A⊑WK y B⊑WK. 

Entonces K·W ≤ A ≤ k+W y K·W ≤ B ≤ k+W, luego K·W ≤ A·B ≤ A+B ≤ k+W y por lo tanto 

K·W ≤ A·B ≤ [A·B +Wc·(A+B)] ≤ [A·B +(A+B)]= A+B ≤ k+W, que demuestra que (A⨅Wc
B)⊑WK 

y en consecuencia que (A⨅Wc
B) es el supremo A⨆WB del par (A,B) en el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) 

 y que este último es un retículo ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W) con elemento mínimo W. 

De A⨆WWc=A·Wc +Wc·(A+Wc)=A·Wc +Wc=Wc  ∀A ∈ L se deduce que Wc es el elemento máximo en ( L ,⊑W).

  Demostremos que ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. Sea (A,B,C)∈ L X L X L. 

A⨆W(B⨅WC)=[A·(B⨅WC)+Wc·(A+(B⨅WC))]=[A·(B·C+W·(B+C))+Wc·(A+B·C+W·(B+C)]= 

[A·B·C+A·B·W+A·C·W+A·Wc+B·C·Wc]. 

(A⨆WB)⨅W(A⨆WC)=[A·B+Wc·(A+B)]⨅W[A·C+Wc·(A+C)]=[A·B+Wc·(A+B)]·[A·C+Wc·(A+C)]+ 

                                                                                                 +W·[A·B+Wc·(A+B)+A·C+Wc·(A+C)]= 

 [A·B·C+A·B·Wc+A·B·C·Wc+A·C·Wc+A·B·C·Wc+A·Wc+A·C·Wc+A·B·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W]= 

 [A·B·C+A·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W], 
expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego se verifica la propiedad distributiva y en consecuencia 
( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. 
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Demostración. (1)  Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo distributivo y sea w ∈ L complementado con complemento wc.  

Sea ⊑W el orden de actividad asociado a w y sea ( L ,⊑W,⨅W, W) el inf-semiretículo asociado. demostremos que todo 

par (A,B)∈ L X L  tiene elemento supremo A⨆WB en ( L ,⊑W) y que A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B) es ese supremo. 

Para ello demostremos primero que es un mayorante:  A⊑W(A⨅Wc
B) y B⊑W(A⨅Wc

B). 

(A⨅Wc
B)·W=[A·B+Wc·(A+B)]·W=A·B·W ≤ A. 

(A⨅Wc
B)+W=[A·B+Wc·(A+B)+W] ≥ [A·B+Wc·(A+B)+W·(A+B)]=[A·B+(Wc+W)·(A+B)]= 

[A·B+(A+B)]=(A+B)≥A, que demuestran que  A⊑W(A⨅Wc
B). 

Por simetría y por la conmutabilidad del operador ⨅Wc
, también se verifica que A⊑W(A⨅Wc

B). 

Demostremos ahora que A⨅Wc
B es el menor de los mayorantes. Sea K otro: A⊑WK y B⊑WK. 

Entonces K·W ≤ A ≤ k+W y K·W ≤ B ≤ k+W, luego K·W ≤ A·B ≤ A+B ≤ k+W y por lo tanto 

K·W ≤ A·B ≤ [A·B +Wc·(A+B)] ≤ [A·B +(A+B)]= A+B ≤ k+W, que demuestra que (A⨅Wc
B)⊑WK 

y en consecuencia que (A⨅Wc
B) es el supremo A⨆WB del par (A,B) en el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) 

 y que este último es un retículo ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W) con elemento mínimo W. 

De A⨆WWc=A·Wc +Wc·(A+Wc)=A·Wc +Wc=Wc  ∀A ∈ L se deduce que Wc es el elemento máximo en ( L ,⊑W).

  Demostremos que ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. Sea (A,B,C)∈ L X L X L. 

A⨆W(B⨅WC)=[A·(B⨅WC)+Wc·(A+(B⨅WC))]=[A·(B·C+W·(B+C))+Wc·(A+B·C+W·(B+C)]= 

[A·B·C+A·B·W+A·C·W+A·Wc+B·C·Wc]. 

(A⨆WB)⨅W(A⨆WC)=[A·B+Wc·(A+B)]⨅W[A·C+Wc·(A+C)]=[A·B+Wc·(A+B)]·[A·C+Wc·(A+C)]+ 

                                                                                                 +W·[A·B+Wc·(A+B)+A·C+Wc·(A+C)]= 

 [A·B·C+A·B·Wc+A·B·C·Wc+A·C·Wc+A·B·C·Wc+A·Wc+A·C·Wc+A·B·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W]= 

 [A·B·C+A·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W], 
expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego se verifica la propiedad distributiva y en consecuencia 
( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. 
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Demostración. (1)  Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo distributivo y sea w ∈ L complementado con complemento wc.  

Sea ⊑W el orden de actividad asociado a w y sea ( L ,⊑W,⨅W, W) el inf-semiretículo asociado. demostremos que todo 

par (A,B)∈ L X L  tiene elemento supremo A⨆WB en ( L ,⊑W) y que A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B) es ese supremo. 

Para ello demostremos primero que es un mayorante:  A⊑W(A⨅Wc
B) y B⊑W(A⨅Wc

B). 

(A⨅Wc
B)·W=[A·B+Wc·(A+B)]·W=A·B·W ≤ A. 

(A⨅Wc
B)+W=[A·B+Wc·(A+B)+W] ≥ [A·B+Wc·(A+B)+W·(A+B)]=[A·B+(Wc+W)·(A+B)]= 

[A·B+(A+B)]=(A+B)≥A, que demuestran que  A⊑W(A⨅Wc
B). 

Por simetría y por la conmutabilidad del operador ⨅Wc
, también se verifica que A⊑W(A⨅Wc

B). 

Demostremos ahora que A⨅Wc
B es el menor de los mayorantes. Sea K otro: A⊑WK y B⊑WK. 

Entonces K·W ≤ A ≤ k+W y K·W ≤ B ≤ k+W, luego K·W ≤ A·B ≤ A+B ≤ k+W y por lo tanto 

K·W ≤ A·B ≤ [A·B +Wc·(A+B)] ≤ [A·B +(A+B)]= A+B ≤ k+W, que demuestra que (A⨅Wc
B)⊑WK 

y en consecuencia que (A⨅Wc
B) es el supremo A⨆WB del par (A,B) en el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) 

 y que este último es un retículo ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W) con elemento mínimo W. 

De A⨆WWc=A·Wc +Wc·(A+Wc)=A·Wc +Wc=Wc  ∀A ∈ L se deduce que Wc es el elemento máximo en ( L ,⊑W).

  Demostremos que ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. Sea (A,B,C)∈ L X L X L. 

A⨆W(B⨅WC)=[A·(B⨅WC)+Wc·(A+(B⨅WC))]=[A·(B·C+W·(B+C))+Wc·(A+B·C+W·(B+C)]= 

[A·B·C+A·B·W+A·C·W+A·Wc+B·C·Wc]. 

(A⨆WB)⨅W(A⨆WC)=[A·B+Wc·(A+B)]⨅W[A·C+Wc·(A+C)]=[A·B+Wc·(A+B)]·[A·C+Wc·(A+C)]+ 

                                                                                                 +W·[A·B+Wc·(A+B)+A·C+Wc·(A+C)]= 

 [A·B·C+A·B·Wc+A·B·C·Wc+A·C·Wc+A·B·C·Wc+A·Wc+A·C·Wc+A·B·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W]= 

 [A·B·C+A·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W], 
expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego se verifica la propiedad distributiva y en consecuencia 
( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. 
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Demostración. (1)  Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo distributivo y sea w ∈ L complementado con complemento wc.  

Sea ⊑W el orden de actividad asociado a w y sea ( L ,⊑W,⨅W, W) el inf-semiretículo asociado. demostremos que todo 

par (A,B)∈ L X L  tiene elemento supremo A⨆WB en ( L ,⊑W) y que A⨅Wc
B=A·B+Wc·(A+B) es ese supremo. 

Para ello demostremos primero que es un mayorante:  A⊑W(A⨅Wc
B) y B⊑W(A⨅Wc

B). 

(A⨅Wc
B)·W=[A·B+Wc·(A+B)]·W=A·B·W ≤ A. 

(A⨅Wc
B)+W=[A·B+Wc·(A+B)+W] ≥ [A·B+Wc·(A+B)+W·(A+B)]=[A·B+(Wc+W)·(A+B)]= 

[A·B+(A+B)]=(A+B)≥A, que demuestran que  A⊑W(A⨅Wc
B). 

Por simetría y por la conmutabilidad del operador ⨅Wc
, también se verifica que A⊑W(A⨅Wc

B). 

Demostremos ahora que A⨅Wc
B es el menor de los mayorantes. Sea K otro: A⊑WK y B⊑WK. 

Entonces K·W ≤ A ≤ k+W y K·W ≤ B ≤ k+W, luego K·W ≤ A·B ≤ A+B ≤ k+W y por lo tanto 

K·W ≤ A·B ≤ [A·B +Wc·(A+B)] ≤ [A·B +(A+B)]= A+B ≤ k+W, que demuestra que (A⨅Wc
B)⊑WK 

y en consecuencia que (A⨅Wc
B) es el supremo A⨆WB del par (A,B) en el inf-semiretículo ( L ,⊑W,⨅W, W) 

 y que este último es un retículo ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W) con elemento mínimo W. 

De A⨆WWc=A·Wc +Wc·(A+Wc)=A·Wc +Wc=Wc  ∀A ∈ L se deduce que Wc es el elemento máximo en ( L ,⊑W).

  Demostremos que ( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. Sea (A,B,C)∈ L X L X L. 

A⨆W(B⨅WC)=[A·(B⨅WC)+Wc·(A+(B⨅WC))]=[A·(B·C+W·(B+C))+Wc·(A+B·C+W·(B+C)]= 

[A·B·C+A·B·W+A·C·W+A·Wc+B·C·Wc]. 

(A⨆WB)⨅W(A⨆WC)=[A·B+Wc·(A+B)]⨅W[A·C+Wc·(A+C)]=[A·B+Wc·(A+B)]·[A·C+Wc·(A+C)]+ 

                                                                                                 +W·[A·B+Wc·(A+B)+A·C+Wc·(A+C)]= 

 [A·B·C+A·B·Wc+A·B·C·Wc+A·C·Wc+A·B·C·Wc+A·Wc+A·C·Wc+A·B·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W]= 

 [A·B·C+A·Wc+B·C·Wc+A·B·W+A·C·W], 
expresión que coincide con la del párrafo anterior, luego se verifica la propiedad distributiva y en consecuencia 
( L ,⊑W,⨅W,⨆W, W,Wc) es distributivo. 
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(Continúa)



(3)  Sea la aplicación 𝜑w : L →L  tal que 𝜑w(X)=X∆W=X·Wc+X’·W   ∀X∈L.  
La aplicación 𝜑w es una involución: 𝜑w(𝜑w(X))=(X∆W)∆W=X   ∀X∈L, luego es biyectiva tal que  𝜑w

-1= 𝜑w . 

Supongamos que A ≤ B,  que es equivalente a B’ ≤ A’. Entonces: 

𝜑w(B)·W =(B∆W)·W=(B·Wc+B’·W)·W = B’·W ≤ A’·W ≤ A·Wc+A’·W =𝜑w(A). 

𝜑w(B)+W =(B·Wc+B’·W)+W  ≥ (A·Wc+B’·W)+W  ≥ A·Wc+W ≥ A·Wc+A’·W = 𝜑w(A). 

En conclusión: 𝜑w(B)·W ≤ 𝜑w(A) ≤ 𝜑w(B)+W, que demuestra que 𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B). 

Supongamos ahora que  𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B). Entonces (B·Wc+B’·W)·W ≤ (A·Wc+A’·W) ≤ (B·Wc+B’·W)+W, 

y simplificando:  B’·W ≤ (A·Wc+A’·W) ≤ B·Wc+W, luego B’·W ·W ≤ (A·Wc+A’·W)·W y  

(A·Wc+A’·W)+W ≤ B·Wc+W+W, es decir B’·W ≤ A’·W  y  

A·Wc+W ≤ B·Wc+W. De esta última desigualdad obtenemos (A·Wc+W)·Wc ≤ (B·Wc+W)·Wc, que se reduce a 

 A·Wc ≤ B·Wc y su equivalencia B’+W ≤ A’+W, luego (B’+W)·Wc ≤ (A’+W)·Wc, es decir B’·Wc ≤ A’·Wc. 

luego B’·W + B’·Wc ≤ A’·W+ A’·Wc, equivalente  B’·(W +Wc )≤ A’·(W +Wc ), que prueba que B’ ≤ A’ y finalmente 
que A ≤ B. 

Hemos demostrado que (A ≤ B)⇔[𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B)],  es decir, que 𝜑w : (L, ≤) →(L, ⊑W)  es un isomorfismo.
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(2)  Supongamos que  existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤) y que W es complementado tal que W’=Wc. 

Para demostrar que también es negación fuerte en (L, ⊑W), basta probar que (A⊑W B)⇒(B’ ⊑WA’). 

En efecto; 

(A ⊑WB)⇔(A⨅WB=A)⇔[A·B+W·(A+B)=A]⇔[(A’+B’)·(W’+A’·B’)=A’]⇔[(A’+B’)·(Wc+A’·B’)=A’]⇔(A’⨆WB’=A’)⇔ 

⇔(B’ ⊑W A’).

Sea X ∈ L, entonces 𝜑w(X’)=X’∆W=X’·Wc+X’’·W =X’·Wc+X·W =(X+W)’+(X’+Wc)’=[ (x+W)·(X’+Wc) ]’ 

=(X·X’+X·Wc+X’·W+W·Wc)’=[(X·X’·(W+Wc)+X·Wc+X’·W]’=[X·X’·W+X·X’·Wc+X·Wc+X’·W]’=(X·Wc+X’·W)’= 

(X∆W)’=[𝜑w(X)]’.∎

Demostración. (continuación)



(3)  Sea la aplicación 𝜑w : L →L  tal que 𝜑w(X)=X∆W=X·Wc+X’·W   ∀X∈L.  
La aplicación 𝜑w es una involución: 𝜑w(𝜑w(X))=(X∆W)∆W=X   ∀X∈L, luego es biyectiva tal que  𝜑w

-1= 𝜑w . 

Supongamos que A ≤ B,  que es equivalente a B’ ≤ A’. Entonces: 

𝜑w(B)·W =(B∆W)·W=(B·Wc+B’·W)·W = B’·W ≤ A’·W ≤ A·Wc+A’·W =𝜑w(A). 
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(A·Wc+A’·W)+W ≤ B·Wc+W+W, es decir B’·W ≤ A’·W  y  

A·Wc+W ≤ B·Wc+W. De esta última desigualdad obtenemos (A·Wc+W)·Wc ≤ (B·Wc+W)·Wc, que se reduce a 

 A·Wc ≤ B·Wc y su equivalencia B’+W ≤ A’+W, luego (B’+W)·Wc ≤ (A’+W)·Wc, es decir B’·Wc ≤ A’·Wc. 

luego B’·W + B’·Wc ≤ A’·W+ A’·Wc, equivalente  B’·(W +Wc )≤ A’·(W +Wc ), que prueba que B’ ≤ A’ y finalmente 
que A ≤ B. 

Hemos demostrado que (A ≤ B)⇔[𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B)],  es decir, que 𝜑w : (L, ≤) →(L, ⊑W)  es un isomorfismo.
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(2)  Supongamos que  existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤) y que W es complementado tal que W’=Wc. 

Para demostrar que también es negación fuerte en (L, ⊑W), basta probar que (A⊑W B)⇒(B’ ⊑WA’). 

En efecto; 

(A ⊑WB)⇔(A⨅WB=A)⇔[A·B+W·(A+B)=A]⇔[(A’+B’)·(W’+A’·B’)=A’]⇔[(A’+B’)·(Wc+A’·B’)=A’]⇔(A’⨆WB’=A’)⇔ 

⇔(B’ ⊑W A’).

Sea X ∈ L, entonces 𝜑w(X’)=X’∆W=X’·Wc+X’’·W =X’·Wc+X·W =(X+W)’+(X’+Wc)’=[ (x+W)·(X’+Wc) ]’ 

=(X·X’+X·Wc+X’·W+W·Wc)’=[(X·X’·(W+Wc)+X·Wc+X’·W]’=[X·X’·W+X·X’·Wc+X·Wc+X’·W]’=(X·Wc+X’·W)’= 

(X∆W)’=[𝜑w(X)]’.∎

Demostración. (continuación)
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(3)  Sea la aplicación 𝜑w : L →L  tal que 𝜑w(X)=X∆W=X·Wc+X’·W   ∀X∈L.  
La aplicación 𝜑w es una involución: 𝜑w(𝜑w(X))=(X∆W)∆W=X   ∀X∈L, luego es biyectiva tal que  𝜑w
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𝜑w(B)·W =(B∆W)·W=(B·Wc+B’·W)·W = B’·W ≤ A’·W ≤ A·Wc+A’·W =𝜑w(A). 
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En conclusión: 𝜑w(B)·W ≤ 𝜑w(A) ≤ 𝜑w(B)+W, que demuestra que 𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B). 

Supongamos ahora que  𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B). Entonces (B·Wc+B’·W)·W ≤ (A·Wc+A’·W) ≤ (B·Wc+B’·W)+W, 

y simplificando:  B’·W ≤ (A·Wc+A’·W) ≤ B·Wc+W, luego B’·W ·W ≤ (A·Wc+A’·W)·W y  

(A·Wc+A’·W)+W ≤ B·Wc+W+W, es decir B’·W ≤ A’·W  y  

A·Wc+W ≤ B·Wc+W. De esta última desigualdad obtenemos (A·Wc+W)·Wc ≤ (B·Wc+W)·Wc, que se reduce a 

 A·Wc ≤ B·Wc y su equivalencia B’+W ≤ A’+W, luego (B’+W)·Wc ≤ (A’+W)·Wc, es decir B’·Wc ≤ A’·Wc. 

luego B’·W + B’·Wc ≤ A’·W+ A’·Wc, equivalente  B’·(W +Wc )≤ A’·(W +Wc ), que prueba que B’ ≤ A’ y finalmente 
que A ≤ B. 

Hemos demostrado que (A ≤ B)⇔[𝜑w(A) ⊑W 𝜑w(B)],  es decir, que 𝜑w : (L, ≤) →(L, ⊑W)  es un isomorfismo.
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(2)  Supongamos que  existe una negación fuerte ‘: (L, ≤) →(L, ≤) y que W es complementado tal que W’=Wc. 

Para demostrar que también es negación fuerte en (L, ⊑W), basta probar que (A⊑W B)⇒(B’ ⊑WA’). 

En efecto; 

(A ⊑WB)⇔(A⨅WB=A)⇔[A·B+W·(A+B)=A]⇔[(A’+B’)·(W’+A’·B’)=A’]⇔[(A’+B’)·(Wc+A’·B’)=A’]⇔(A’⨆WB’=A’)⇔ 

⇔(B’ ⊑W A’).

Sea X ∈ L, entonces 𝜑w(X’)=X’∆W=X’·Wc+X’’·W =X’·Wc+X·W =(X+W)’+(X’+Wc)’=[ (x+W)·(X’+Wc) ]’ 

=(X·X’+X·Wc+X’·W+W·Wc)’=[(X·X’·(W+Wc)+X·Wc+X’·W]’=[X·X’·W+X·X’·Wc+X·Wc+X’·W]’=(X·Wc+X’·W)’= 

(X∆W)’=[𝜑w(X)]’.∎

Nota . Por ser 𝜑w : (L, ≤) →(L, ⊑W) un isomorfismo, se verifica 𝜑w(X·Y)= 𝜑w(X)⨅W𝜑w(Y) y 𝜑w(X+Y)= 𝜑w(X)⊔W𝜑w(Y) 

para todo par (X,Y)∈L XL. 
Además, como 𝜑w

-1= 𝜑w , también se verifica: 𝜑w(X⨅WY)= 𝜑w(X)·𝜑w(Y) y 𝜑w(X⊔WY)= 𝜑w(X)+𝜑w(Y).

Demostración. (continuación)
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Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)
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Nota  En un retículo distributivo ((L ≤),’) con una negación 
 fuerte  ‘: L ➝L, si N(L) representa el conjunto de elementos 
 complementados K,S,… de L  tales que K’=Kc, S’=Sc,…; 
  podemos asociar  a todo  A∈L, los elementos de N(L): 

SUPP(A)=inf{K∈N(L) / A≤K} 

KER(A)=sup{S∈N(L) / S≤A}.
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)

W

A·B

B

A

A+B

A∆B

= A⨅WB

Nota  En un retículo distributivo ((L ≤),’) con una negación 
 fuerte  ‘: L ➝L, si N(L) representa el conjunto de elementos 
 complementados K,S,… de L  tales que K’=Kc, S’=Sc,…; 
  podemos asociar  a todo  A∈L, los elementos de N(L): 

SUPP(A)=inf{K∈N(L) / A≤K} 

KER(A)=sup{S∈N(L) / S≤A}.
Se verifica: 
KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A) ∀A∈L 
(A∈N(L))⇔(A=SUPP(A))⇔(A=KER(A)) 

SUPP(A∩B)=SUPP(A)∩SUPP(B), ∀(A,B)∈L2 
KER(A∪B)=KER(A)∪ KER(B), ∀(A,B)∈L2 

(A ≤ B)⇒(SUPP(A)≤SUPP(B))&(KER(A)≤KER(B)) 

SUPP(SUPP(A))=SUPP(A),  
KER(KER(A))=KER(A) ∀A∈L
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)

W

A·B

B

A

A+B

A∆B

= A⨅WB

Nota  En un retículo distributivo ((L ≤),’) con una negación 
 fuerte  ‘: L ➝L, si N(L) representa el conjunto de elementos 
 complementados K,S,… de L  tales que K’=Kc, S’=Sc,…; 
  podemos asociar  a todo  A∈L, los elementos de N(L): 

SUPP(A)=inf{K∈N(L) / A≤K} 

KER(A)=sup{S∈N(L) / S≤A}.
Se verifica: 
KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A) ∀A∈L 
(A∈N(L))⇔(A=SUPP(A))⇔(A=KER(A)) 

SUPP(A∩B)=SUPP(A)∩SUPP(B), ∀(A,B)∈L2 
KER(A∪B)=KER(A)∪ KER(B), ∀(A,B)∈L2 

(A ≤ B)⇒(SUPP(A)≤SUPP(B))&(KER(A)≤KER(B)) 

SUPP(SUPP(A))=SUPP(A),  
KER(KER(A))=KER(A) ∀A∈L

De estos resultados se  
deduce que SUPP y KER, 
como aplicaciones de 
(L ≤) en (N(L),≤), son  
respectivamente una 
erosión y una dilatación 
morfológicas.
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Corolario. Si W también es complementado con complemento Wc, entonces  

A⨅WB=A·B+(W·A)∆(W·B) 
y   A⨆WB=A·B+Wc·(A∆B)=A·B+(Wc·A)∆(Wc·B).  (2) 

En particular, en un Álgebra de Boole ((L, ≤, ., +, 0, 1),c) , (1) y (2) son válidas ∀(A,B,W)∈L3 .∎

Demostración. (A∆B)+A·B=(A∆B)+A·B+A·B=A·Bc+Ac·B+A·B+A·B=A·(Bc+B)+(Ac+A)·B=A+B, 

luego A⨅WB=A·B+W·(A+B)=A·B+W·((A∆B)+A·B)=A·B+W·(A∆B)+W·(A·B)= A·B+W·(A∆B).∎

Proposición. En un retículo distributivo (L, ≤, ., +, 0, 1), si A y B son elementos de L complementados con complementos 

 Ac y Bc respectivamente , entonces para todo W∈L se verifica: 

A⨅WB=A·B+W·(A∆B), con A∆B=A·Bc+Ac·B.    (1)

W
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B

A

A+B

A∆B

= A⨅WB

Nota  En un retículo distributivo ((L ≤),’) con una negación 
 fuerte  ‘: L ➝L, si N(L) representa el conjunto de elementos 
 complementados K,S,… de L  tales que K’=Kc, S’=Sc,…; 
  podemos asociar  a todo  A∈L, los elementos de N(L): 

SUPP(A)=inf{K∈N(L) / A≤K} 

KER(A)=sup{S∈N(L) / S≤A}.
Se verifica: 
KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A) ∀A∈L 
(A∈N(L))⇔(A=SUPP(A))⇔(A=KER(A)) 

SUPP(A∩B)=SUPP(A)∩SUPP(B), ∀(A,B)∈L2 
KER(A∪B)=KER(A)∪ KER(B), ∀(A,B)∈L2 

(A ≤ B)⇒(SUPP(A)≤SUPP(B))&(KER(A)≤KER(B)) 

SUPP(SUPP(A))=SUPP(A),  
KER(KER(A))=KER(A) ∀A∈L

De estos resultados se  
deduce que SUPP y KER, 
como aplicaciones de 
(L ≤) en (N(L),≤), son  
respectivamente una 
erosión y una dilatación 
morfológicas.

También, SUPP y KER, (ahora 
como aplicaciones de (L ≤) 
 en (L,≤)), son una apertura 
y un cierre morfológico 
respectivamente.
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Otras propiedades asociadas a los operadores 

 w-intersección ⊓w y w-unión ⊔w
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(Nota. En lo que sigue se prueba, en un caso más general, los  resultados mencionados en las transparencias 111-112).

Sea ( L , ≤ , ·, +, 0, 1 ) un retículo distributivo y acotado. Para w ∊ L sea el orden de actividad asociado 

 tal que( x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)] y sea ⨅w el  ínfimo para ese orden tal que x ⨅wy = x·y+w·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2

Si s es complementado con complemento sc, entonces x⊔sy= x ⨅scy = x·y+sc·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2 es el operador sup asociado al 

  orden ⊑s, por lo que (L,⊑s ,⨅s ,⊔s ,s, sc) es un retículo acotado con mínimo s y máximo sc, que resulta ser distributivo. 
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(Nota. En lo que sigue se prueba, en un caso más general, los  resultados mencionados en las transparencias 111-112).

Sea ( L , ≤ , ·, +, 0, 1 ) un retículo distributivo y acotado. Para w ∊ L sea el orden de actividad asociado 

 tal que( x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)] y sea ⨅w el  ínfimo para ese orden tal que x ⨅wy = x·y+w·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2

Si s es complementado con complemento sc, entonces x⊔sy= x ⨅scy = x·y+sc·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2 es el operador sup asociado al 

  orden ⊑s, por lo que (L,⊑s ,⨅s ,⊔s ,s, sc) es un retículo acotado con mínimo s y máximo sc, que resulta ser distributivo. 

Proposición. Si s es complementado con complemento sc, entonces ∀(x, y, w)∊L3 se verifica:  

   (1)  x ⨅Wy =(x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]. 

   (2)  x ⨅Wy = (x ⨆sy) ⨅s[w ⨆s( x ⨅sy)]. 

   (3)  x ⨅Wy = (x ⨅sy) ⨆s(x ⨅sw) ⨆s(y ⨅sw). 

   (4)  x ⨅Wy = (x ⨆sy) ⨅s(x ⨆sw) ⨅s(y ⨆sw). 
   (5)  Si además w es complementado:  

          x  ⨆Wy = (x ⨅sy) ⨆s[wc ⨅s( x ⨆sy)].



Demostración. (1)                                 (x ⨅sy)=x·y+s·(x+y)=x·y+s·x+s·y , 

 [w ⨅s( x ⨆sy)]=[w·(x·y+sc·(x+y))]+s·[w+x·y+sc·(x+y)]=x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s+0, 

luego (x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]=(x·y+s·x+s·y)⨆s(x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)= 

(x·y+s·x+s·y)·(x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)+sc·(x·y+s·x+s·y+x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)= 
x·y·w+x·y·sc·w+x·y·sc·w+x·y·s·w+x·y·s+x·y·s·w+0+0+x·s·w+x·y·s+x·y·s·w +0+0+y·s·w+x·y·s+ 

x·y·sc+0+0+x·y·sc·w+x·sc·w+y·sc·w+0+0=x·y·w+x·y·(s+sc)+(x+y)·s·w+(x+y)·sc·w= 

x·y·w+x·y+(x+y)·(s+sc)·w=x·y+(x+y)·w=(x ⨅sy).
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(Nota. En lo que sigue se prueba, en un caso más general, los  resultados mencionados en las transparencias 111-112).

Sea ( L , ≤ , ·, +, 0, 1 ) un retículo distributivo y acotado. Para w ∊ L sea el orden de actividad asociado 

 tal que( x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)] y sea ⨅w el  ínfimo para ese orden tal que x ⨅wy = x·y+w·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2

Si s es complementado con complemento sc, entonces x⊔sy= x ⨅scy = x·y+sc·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2 es el operador sup asociado al 

  orden ⊑s, por lo que (L,⊑s ,⨅s ,⊔s ,s, sc) es un retículo acotado con mínimo s y máximo sc, que resulta ser distributivo. 

(2)  Por la propiedad distributiva:  x ⨅Wy = (x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]=[(x ⨅sy) ⨆sw] ⨅s[(x ⨅sy) ⨆s( x ⨆sy)]= 

[(x ⨅sy) ⨆sw] ⨅s(x ⨆sy).

(3) y (4) Evidentes a partir de las anteriores y teniendo en cuenta la distributividad.

(5) Si existe wc entonces: 

x  ⨆Wy =x ⨅Wcy =(x ⨅sy) ⨆s[wc ⨅s( x ⨆sy)].∎

Proposición. Si s es complementado con complemento sc, entonces ∀(x, y, w)∊L3 se verifica:  

   (1)  x ⨅Wy =(x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]. 

   (2)  x ⨅Wy = (x ⨆sy) ⨅s[w ⨆s( x ⨅sy)]. 

   (3)  x ⨅Wy = (x ⨅sy) ⨆s(x ⨅sw) ⨆s(y ⨅sw). 

   (4)  x ⨅Wy = (x ⨆sy) ⨅s(x ⨆sw) ⨅s(y ⨆sw). 
   (5)  Si además w es complementado:  

          x  ⨆Wy = (x ⨅sy) ⨆s[wc ⨅s( x ⨆sy)].



Demostración. (1)                                 (x ⨅sy)=x·y+s·(x+y)=x·y+s·x+s·y , 

 [w ⨅s( x ⨆sy)]=[w·(x·y+sc·(x+y))]+s·[w+x·y+sc·(x+y)]=x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s+0, 

luego (x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]=(x·y+s·x+s·y)⨆s(x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)= 
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x·y·w+x·y+(x+y)·(s+sc)·w=x·y+(x+y)·w=(x ⨅sy).
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(Nota. En lo que sigue se prueba, en un caso más general, los  resultados mencionados en las transparencias 111-112).

Sea ( L , ≤ , ·, +, 0, 1 ) un retículo distributivo y acotado. Para w ∊ L sea el orden de actividad asociado 

 tal que( x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)] y sea ⨅w el  ínfimo para ese orden tal que x ⨅wy = x·y+w·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2

Si s es complementado con complemento sc, entonces x⊔sy= x ⨅scy = x·y+sc·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2 es el operador sup asociado al 

  orden ⊑s, por lo que (L,⊑s ,⨅s ,⊔s ,s, sc) es un retículo acotado con mínimo s y máximo sc, que resulta ser distributivo. 

(2)  Por la propiedad distributiva:  x ⨅Wy = (x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]=[(x ⨅sy) ⨆sw] ⨅s[(x ⨅sy) ⨆s( x ⨆sy)]= 

[(x ⨅sy) ⨆sw] ⨅s(x ⨆sy).

(3) y (4) Evidentes a partir de las anteriores y teniendo en cuenta la distributividad.

(5) Si existe wc entonces: 

x  ⨆Wy =x ⨅Wcy =(x ⨅sy) ⨆s[wc ⨅s( x ⨆sy)].∎

Proposición. Si s es complementado con complemento sc, entonces ∀(x, y, w)∊L3 se verifica:  

   (1)  x ⨅Wy =(x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]. 

   (2)  x ⨅Wy = (x ⨆sy) ⨅s[w ⨆s( x ⨅sy)]. 

   (3)  x ⨅Wy = (x ⨅sy) ⨆s(x ⨅sw) ⨆s(y ⨅sw). 
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          x  ⨆Wy = (x ⨅sy) ⨆s[wc ⨅s( x ⨆sy)].

Nota. El apartado (1) concuerda con la propiedad 
de que cualquier “perspectiva” w1 es independiente 

de las asociadas a elementos w con complemento wc. 

( L , ⊑w1)

( L , ≤)



Demostración. (1)                                 (x ⨅sy)=x·y+s·(x+y)=x·y+s·x+s·y , 

 [w ⨅s( x ⨆sy)]=[w·(x·y+sc·(x+y))]+s·[w+x·y+sc·(x+y)]=x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s+0, 

luego (x ⨅sy) ⨆s[w ⨅s( x ⨆sy)]=(x·y+s·x+s·y)⨆s(x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)= 

(x·y+s·x+s·y)·(x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)+sc·(x·y+s·x+s·y+x·y·w+x·sc·w+y·sc·w+s·w+x·y·s)= 
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(Nota. En lo que sigue se prueba, en un caso más general, los  resultados mencionados en las transparencias 111-112).

Sea ( L , ≤ , ·, +, 0, 1 ) un retículo distributivo y acotado. Para w ∊ L sea el orden de actividad asociado 

 tal que( x⊑wy)⇔[(y·w)≤ x ≤ (y+w)] y sea ⨅w el  ínfimo para ese orden tal que x ⨅wy = x·y+w·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2

Si s es complementado con complemento sc, entonces x⊔sy= x ⨅scy = x·y+sc·(x+y) ∀(x,y) ∊ L2 es el operador sup asociado al 
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Nota. El apartado (1) concuerda con la propiedad 
de que cualquier “perspectiva” w1 es independiente 

de las asociadas a elementos w con complemento wc. 

( L , ⊑w1)

( L , ≤)

( L , ⊑w)

≡ ( L , (⊑w)w1)

Coinciden

(Continúa)
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x ⨅(w ⨅
sv)y = (x ⨅wy) ⨅s(x ⨅vy)(9)  ∀(x,y,w,v,s) ∊L5:

 Si s es complementado con complemento sc,  entonces ∀(x, y, w)∊L3 se verifica 

   (3)   (x ⨅sy) ⨅w(x ⨆sy) = (x ⨅wy).

x ⨅(w·v)y = (x ⨅wy)·(x ⨅vy);(10)  En particular, para s ∊ {0, 1}: ∀(x,y,w,v) ∊L4: x ⨅(w +v)y = (x ⨅wy)+(x ⨅vy)

x ⨅(s·v)y = (x ·y) ⨅s(x ⨅vy);(11)  En particular, para w ∊ {0, 1}: ∀(x,y,s,v) ∊L4: x ⨅(s+v)y = (x+y) ⨅s(x ⨅vy).

(w ⨅sv)·y = (w ·y) ⨅s(v ·y);(12)  En particular, para x ∊ {0, 1}: ∀(y,s,w,v) ∊L4: (w ⨅sv)+y = (w +y) ⨅s(v +y).

En particular, para w ∊ {0, 1}:  

  (5)  (x ⨅sy) · (x ⨆sy) = (x·y).       (6) (x ⨅sy)+(x ⨆sy) = (x+y). 

   Y para  s =0: 

  (7)  (x·y) ⨅w(x+y) = (x ⨅wy).       (8) (x·y) ⨆w(x+y) = (x ⨆wy).

Proposición. (1). Distributividad entre leyes  ⨅w, ⨅s : ∀(x, y ,z, s, w)∊L5 se verifica : (x ⨅wy)⨅sz=(x ⨅sz) ⨅w(y ⨅sz)

(2). En particular, si wc existe: ∀(x, y ,z, s)∊L4 se verifica : (x ⨆wy)⨅sz=(x ⨅sz) ⨆w(y ⨅sz).

Si sc existe: ∀(x, y ,z, w)∊L4 se verifica : (x ⨅wy)⨆sz=(x ⨆sz) ⨅w(y ⨆sz)

(4)  Si además existe wc también  

               (x ⨅sy) ⨆w(x ⨆sy) = (x ⨆wy).

(Continuación)
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Si sc existe: ∀(x, y ,z, w)∊L4 se verifica : (x ⨅wy)⨆sz=(x ⨆sz) ⨅w(y ⨆sz)

(4)  Si además existe wc también  

               (x ⨅sy) ⨆w(x ⨆sy) = (x ⨆wy).

(Continuación)
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(Continuación)
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(4)  Si además existe wc también  

               (x ⨅sy) ⨆w(x ⨆sy) = (x ⨆wy).

(Continuación)

(3) Sea s con complemento sc. Entonces (x ⨅sy) ⨅w(x ⨆sy) = (x·y+s·x+s·y)⨅w(x·y+sc·x+sc·y)= 
(x·y+sc·x·y+sc·x·y+s·x·y+0+0+s·x·y+0+0)+w·(x·y+s·x+s·y+x·y+sc·x+sc·y)=x·y+w·(x·y +x+y)=x·y+w·(x+y)=(x ⨅wy).
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Proposición. (1). Distributividad entre leyes  ⨅w, ⨅s : ∀(x, y ,z, s, w)∊L5 se verifica : (x ⨅wy)⨅sz=(x ⨅sz) ⨅w(y ⨅sz)

(2). En particular, si wc existe: ∀(x, y ,z, s)∊L4 se verifica : (x ⨆wy)⨅sz=(x ⨅sz) ⨆w(y ⨅sz).

Si sc existe: ∀(x, y ,z, w)∊L4 se verifica : (x ⨅wy)⨆sz=(x ⨆sz) ⨅w(y ⨆sz)

(2) si existe wc entonces (x ⨆wy) ⨅s z=(x ⨅wcy)⨅s z=(x ⨅sz) ⨅wc(y ⨅sz)=(x ⨅sz) ⨆w(y ⨅sz). 

Si existe sc entonces (x ⨅wy) ⨆s z=(x ⨅wy) ⨅sc z=(x ⨅scz) ⨅w(y ⨅scz)=(x ⨆sz) ⨅w(y ⨆sz).

(4) Si existen  sc y wc entonces (x ⨅sy) ⨆w(x ⨆sy) = (x ⨅sy) ⨅wc(x ⨆sy)= (x ⨅wcy)=(x ⨆wy).
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(Continuación)

(3) Sea s con complemento sc. Entonces (x ⨅sy) ⨅w(x ⨆sy) = (x·y+s·x+s·y)⨅w(x·y+sc·x+sc·y)= 
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(Continúa)



 188

x ⨅(w ⨅
sv)y =X·y+(w ⨅sv)·(x+y)=X·y+[w ·v+s·(v+w)]·(x+y)=X·y+x·w·v+x·s·v+x·s·w+y·w·v+y·s·v+y·s·w, 

(x ⨅wy) ⨅s(x ⨅vy)=(x·y+w·x+w·y)⨅s(x·y+v·x+v·y)=(x·y+w·x+w·y)·(x·y+v·x+v·y)+ 
s·(x·y+w·x+w·y+x·y+v·x+v·y )=x·y+x·y·v+x·y·v+w·x·y+v·w·x+v·w·y+w·x·y+v·w·x·y+v·w·y+ 
s·x·y+s·w·x+s·w·y+s·x·y+s·v·x+s·v·y

En particular, para w =0:  
                      (5)  (x ⨅sy) · (x ⨆sy) =(x ⨅sy) ⨅0 (x ⨆sy) = (x ⨅0 y)= (x·y). 

Y para w=1: (6)(x ⨅sy)+(x ⨆sy) =(x ⨅sy) ⨅1 (x ⨆sy) = (x ⨅1 y)=(x+y). 

Y para  s =0: (7)  (x·y) ⨅w(x+y) =(x ⨅0y) ⨅w(x ⨆0y)=(x ⨅wy).  

                        (8) (x·y) ⨆w(x+y) = (x ⨅0y) ⨆w(x ⨆0y)=(x ⨆wy). 

Demostración. (Continuación) 

(9) ∀(x,y,w,v,s) ∊L5:
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s·(x·y+w·x+w·y+x·y+v·x+v·y )=x·y+x·y·v+x·y·v+w·x·y+v·w·x+v·w·y+w·x·y+v·w·x·y+v·w·y+ 
s·x·y+s·w·x+s·w·y+s·x·y+s·v·x+s·v·y

x ⨅(w·v)y = (x ⨅wy)·(x ⨅vy);(10)  En particular, para s ∊ {0, 1}: ∀(x,y,w,v) ∊L4: x ⨅(w +v)y = (x ⨅wy)+(x ⨅vy).

x ⨅(s·v)y = (x ·y) ⨅s(x ⨅vy);(11)  En particular, para w ∊ {0, 1}: ∀(x,y,s,v) ∊L4: x ⨅(s+v)y = (x+y) ⨅s(x ⨅vy).

(w ⨅sv)·y = (w ·y) ⨅s(v ·y);(12) En particular, para x ∊ {0, 1}: ∀(y,s,w,v) ∊L4: (w ⨅sv)+y = (w +y) ⨅s(v +y).∎

En particular, para w =0:  
                      (5)  (x ⨅sy) · (x ⨆sy) =(x ⨅sy) ⨅0 (x ⨆sy) = (x ⨅0 y)= (x·y). 

Y para w=1: (6)(x ⨅sy)+(x ⨆sy) =(x ⨅sy) ⨅1 (x ⨆sy) = (x ⨅1 y)=(x+y). 

Y para  s =0: (7)  (x·y) ⨅w(x+y) =(x ⨅0y) ⨅w(x ⨆0y)=(x ⨅wy).  

                        (8) (x·y) ⨆w(x+y) = (x ⨅0y) ⨆w(x ⨆0y)=(x ⨆wy). 

Demostración. (Continuación) 

(9) ∀(x,y,w,v,s) ∊L5:



Nota. Sea ‘:L➝L una negación fuerte en un retículo distributivo (L,≤,·,+,0,1). Hemos visto que la diferencia simétrica ∆ :LXL➝L 
es el operador tal que x ∆ y=x·y’+x’·y ∀(x,y)∈LXL.  
En lo que nos concierne,  en este trabajo el resultado x ∆ y  tiene un interés especial: cuando al menos uno de los dos elementos 
x ó y es complementado y su complemento coincide con su negación.(Es decir, xc=x’  ó  yc=y’  ó ambas). En estos casos,  
x ∆ y=x·y’+xc·y,  ó  x ∆ y=x·yc+x’·y  ó  x ∆ y=x·yc+xc·y. 

En esta línea, sean   w, s  complementados con complementos wc=w’ , sc=s’ . Sabemos que tanto (L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc) como  

(L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc) son retículos isomorfos a (L,≤,·,+,0,1), ( y son por tanto distributivos).  Los isomorfismos correspondientes  

 𝜑w:(L,≤)➝(L, ⊑w) y 𝜑s:(L,≤)➝(L, ⊑s)  son tales que 𝜑w(x)=x∆ w,  𝜑s(x)=x∆ s ∀x∈L; y que  

son involuciones: 𝜑w=(𝜑w)-1, 𝜑s=(𝜑s)
-1 y conmutan con la composición: 𝜑w∘𝜑s=𝜑s∘𝜑w . 

Además, la negación ‘:L➝L en (L,≤) también lo es en (L, ⊑w) y en (L, ⊑s). El subconjunto 

de L: N(L)={v∈L / vc existe y vc=v’}={0,1,s,sc,w,wc,…} forma distintas Álgebras de Boole 

isomorfas ((N(L),≤,·,+,0,1),c), (N(L), ⊑w, ⨅w,⊔w, w, wc),c), (N(L), ⊑s, ⨅s,⊔s, S,Sc),c),… 

e incluidas respectivamente en ((L,≤,·,+,0,1),’), ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc),’),… etc.
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En particular, para w =0:  
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e incluidas respectivamente en ((L,≤,·,+,0,1),’), ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc),’),… etc. w

wc

s

sc

0

1

(L,⊑s)w

wc

s

sc

0

1

(L,≤)

w

wc

s

sc
0

1(L,⊑w)
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x ⨅(w ⨅
sv)y =X·y+(w ⨅sv)·(x+y)=X·y+[w ·v+s·(v+w)]·(x+y)=X·y+x·w·v+x·s·v+x·s·w+y·w·v+y·s·v+y·s·w, 

(x ⨅wy) ⨅s(x ⨅vy)=(x·y+w·x+w·y)⨅s(x·y+v·x+v·y)=(x·y+w·x+w·y)·(x·y+v·x+v·y)+ 
s·(x·y+w·x+w·y+x·y+v·x+v·y )=x·y+x·y·v+x·y·v+w·x·y+v·w·x+v·w·y+w·x·y+v·w·x·y+v·w·y+ 
s·x·y+s·w·x+s·w·y+s·x·y+s·v·x+s·v·y

x ⨅(w·v)y = (x ⨅wy)·(x ⨅vy);(10)  En particular, para s ∊ {0, 1}: ∀(x,y,w,v) ∊L4: x ⨅(w +v)y = (x ⨅wy)+(x ⨅vy).

x ⨅(s·v)y = (x ·y) ⨅s(x ⨅vy);(11)  En particular, para w ∊ {0, 1}: ∀(x,y,s,v) ∊L4: x ⨅(s+v)y = (x+y) ⨅s(x ⨅vy).

(w ⨅sv)·y = (w ·y) ⨅s(v ·y);(12) En particular, para x ∊ {0, 1}: ∀(y,s,w,v) ∊L4: (w ⨅sv)+y = (w +y) ⨅s(v +y).∎

En particular, para w =0:  
                      (5)  (x ⨅sy) · (x ⨆sy) =(x ⨅sy) ⨅0 (x ⨆sy) = (x ⨅0 y)= (x·y). 

Y para w=1: (6)(x ⨅sy)+(x ⨆sy) =(x ⨅sy) ⨅1 (x ⨆sy) = (x ⨅1 y)=(x+y). 

Y para  s =0: (7)  (x·y) ⨅w(x+y) =(x ⨅0y) ⨅w(x ⨆0y)=(x ⨅wy).  

                        (8) (x·y) ⨆w(x+y) = (x ⨅0y) ⨆w(x ⨆0y)=(x ⨆wy). 

Demostración. (Continuación) 

(9) ∀(x,y,w,v,s) ∊L5:

𝜑w

𝜑w
s

𝜑s

=𝜑s∘𝜑w

s w

Es evidente que las estructuras ((L, ⊑w), ’) y ((L, ⊑s), ’) son isomorfas con 

el isomorfismo 𝜑w=𝜑w∘𝜑s=𝜑s∘𝜑w =𝜑s   .
(Continúa)

N(L)={0,1,s,sc,w,wc,…}⊆L
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Operadores w-diferencia, w-diferencia simétrica y w-implicación



OTROS  OPERADORES ASOCIADOS A UN ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN RETÍCULO DISTRIBUTIVO Y ACOTADO  CON NEGACIÓN  FUERTE ((L,≤,·,+,0,1)),’) 
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Si (L,≤,·,+,0,1),’ ) es un retículo acotado y distributivo con una negación fuerte ‘:L➝L. la diferencia x-y es el elemento: 

x·y’. Si y es complementado tal que y’=yc entonces x-y=x·yc . Si w es complementado tal que wc=w’,  entonces  

((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),’ ) es una estructura  isomorfa  a la inicial (L,≤,·,+,0,1), ’ ). 

Sea y complementado con complemento yc. Llamaremos “w-diferencia”  

 x - y a la diferencia del elemento x menos el elemento y en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc), ’ ): 

 x - y =(x ⨅wy’)  ∀(x,y)∈LXL. En particular, si yc existe e yc=y’:  x - y =x ⨅w yc= (x ·yc)+[w·(x +yc)]= 

(x -y)+[w·(y-x)’]=(x -y)+[w·(y→x)]= (x +yc)·[w+(x·yc)].  (Siendo (y→x)=(yc+x) ). 

Si x también es complementado entonces x - y=(y -xc)·[w+(x-y)]=(y →x)·[w+(x-y)]
W

W

WW
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Si (L,≤,·,+,0,1),’ ) es un retículo acotado y distributivo con una negación fuerte ‘:L➝L. la diferencia x-y es el elemento: 

x·y’. Si y es complementado tal que y’=yc entonces x-y=x·yc . Si w es complementado tal que wc=w’,  entonces  

((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),’ ) es una estructura  isomorfa  a la inicial (L,≤,·,+,0,1), ’ ). 

Sea y complementado con complemento yc. Llamaremos “w-diferencia”  

 x - y a la diferencia del elemento x menos el elemento y en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc), ’ ): 

 x - y =(x ⨅wy’)  ∀(x,y)∈LXL. En particular, si yc existe e yc=y’:  x - y =x ⨅w yc= (x ·yc)+[w·(x +yc)]= 

(x -y)+[w·(y-x)’]=(x -y)+[w·(y→x)]= (x +yc)·[w+(x·yc)].  (Siendo (y→x)=(yc+x) ). 

Si x también es complementado entonces x - y=(y -xc)·[w+(x-y)]=(y →x)·[w+(x-y)]
W

W

WW

Sea w complementado con complemento wc=w’. Llamaremos “w-diferencia 

 simétrica ” x ∆w y en el álgebra ((L, ⊑w, ⨅w, ⊔w, w, wc), ’ ) a la operación: 

                           x ∆w y =[ x ⨅wy’ ]⊔w[ x’ ⨅w y]  ∀(x,y)∈LXL .  
Casos distinguidos en este trabajo: los que, además, al menos uno  
de los elementos es complementado. Si sc es el complemento de s: 

x ∆w s =[ x ⨅wsc ]⊔w[ x’ ⨅w s]  ∀x∈L.
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Si (L,≤,·,+,0,1),’ ) es un retículo acotado y distributivo con una negación fuerte ‘:L➝L. la diferencia x-y es el elemento: 

x·y’. Si y es complementado tal que y’=yc entonces x-y=x·yc . Si w es complementado tal que wc=w’,  entonces  

((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),’ ) es una estructura  isomorfa  a la inicial (L,≤,·,+,0,1), ’ ). 

Sea y complementado con complemento yc. Llamaremos “w-diferencia”  

 x - y a la diferencia del elemento x menos el elemento y en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc), ’ ): 

 x - y =(x ⨅wy’)  ∀(x,y)∈LXL. En particular, si yc existe e yc=y’:  x - y =x ⨅w yc= (x ·yc)+[w·(x +yc)]= 

(x -y)+[w·(y-x)’]=(x -y)+[w·(y→x)]= (x +yc)·[w+(x·yc)].  (Siendo (y→x)=(yc+x) ). 

Si x también es complementado entonces x - y=(y -xc)·[w+(x-y)]=(y →x)·[w+(x-y)]
W

W

WW

Llamaremos “w-implicación” →w  en el álgebra  
((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) al operador tal que ∀(x,y)∈LXL : 

x →w y = x’⊔wy= (x’·y)+[wc·(x’+y)]. Si x es complementado: 

x →w y =(y-x)’+[wc·(x→y)]=(xc+y)·[wc+(xc·y)]= 

((x→y)·[(y -x)+wc)].

Sea w complementado con complemento wc=w’. Llamaremos “w-diferencia 

 simétrica ” x ∆w y en el álgebra ((L, ⊑w, ⨅w, ⊔w, w, wc), ’ ) a la operación: 

                           x ∆w y =[ x ⨅wy’ ]⊔w[ x’ ⨅w y]  ∀(x,y)∈LXL .  
Casos distinguidos en este trabajo: los que, además, al menos uno  
de los elementos es complementado. Si sc es el complemento de s: 

x ∆w s =[ x ⨅wsc ]⊔w[ x’ ⨅w s]  ∀x∈L.
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Si (L,≤,·,+,0,1),’ ) es un retículo acotado y distributivo con una negación fuerte ‘:L➝L. la diferencia x-y es el elemento: 

x·y’. Si y es complementado tal que y’=yc entonces x-y=x·yc . Si w es complementado tal que wc=w’,  entonces  

((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc),’ ) es una estructura  isomorfa  a la inicial (L,≤,·,+,0,1), ’ ). 

Sea y complementado con complemento yc. Llamaremos “w-diferencia”  

 x - y a la diferencia del elemento x menos el elemento y en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W, ⊔w, W, Wc), ’ ): 

 x - y =(x ⨅wy’)  ∀(x,y)∈LXL. En particular, si yc existe e yc=y’:  x - y =x ⨅w yc= (x ·yc)+[w·(x +yc)]= 

(x -y)+[w·(y-x)’]=(x -y)+[w·(y→x)]= (x +yc)·[w+(x·yc)].  (Siendo (y→x)=(yc+x) ). 

Si x también es complementado entonces x - y=(y -xc)·[w+(x-y)]=(y →x)·[w+(x-y)]
W

W

WW

Llamaremos “w-implicación” →w  en el álgebra  
((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) al operador tal que ∀(x,y)∈LXL : 

x →w y = x’⊔wy= (x’·y)+[wc·(x’+y)]. Si x es complementado: 

x →w y =(y-x)’+[wc·(x→y)]=(xc+y)·[wc+(xc·y)]= 

((x→y)·[(y -x)+wc)].

Llamaremos “w-equivalencia” ⟷w en el álgebra  

((L, ⊑W, ⨅W,⊔w, W, Wc), ’ ) al operador tal que ∀(x,y)∈LXL : 

x ⟷w y = (x →w y) ⨅w(y →w x)= (x’⊔wy)⨅w[y’⊔wx)]= 

 (x ∆  y ∆ w)’= ( x ∆w y)’.

Sea w complementado con complemento wc=w’. Llamaremos “w-diferencia 

 simétrica ” x ∆w y en el álgebra ((L, ⊑w, ⨅w, ⊔w, w, wc), ’ ) a la operación: 

                           x ∆w y =[ x ⨅wy’ ]⊔w[ x’ ⨅w y]  ∀(x,y)∈LXL .  
Casos distinguidos en este trabajo: los que, además, al menos uno  
de los elementos es complementado. Si sc es el complemento de s: 

x ∆w s =[ x ⨅wsc ]⊔w[ x’ ⨅w s]  ∀x∈L.
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(Continuación) 

Si s∈N(L), en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) determinada por el retículo (L, ⊑W) y la negación fuerte  ’:L➝L,  

existe una “diferencia simétrica”  que representamos mediante ∆w y que viene dada por: 
 x∆wy=(x⨅Wy’)⊔W(x’⨅Wy) ∀(x,y)∈LXL.
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(Continuación) 

(i)      x∆wy=(x∆y)∆w     ∀w∈N(L), ∀(x,y)∈LXL 

(ii)     x∆wy=(x∆sy)∆sw   ∀(w,s)∈N(L)XN(L), ∀(x,y)∈LXL, es decir la diferencia simétrica en (L, ⊑W)  puede calcularse desde  

          cualquier álgebra ((L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc), ’ ) isomorfa a la inicial ((L,≤,·,+,0,1), ’ ). 

(iii)   Si s∈N(L) y 𝜑s
w=𝜑w∘𝜑s , entonces   x∆sw = 𝜑s

w(x) ∀x∈L , es decir  𝜑w∘𝜑s  es  el isomorfismo  𝜑s
w entre  las  

          álgebras ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) y ((L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc), ’ ).

Si s∈N(L), en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) determinada por el retículo (L, ⊑W) y la negación fuerte  ’:L➝L,  

existe una “diferencia simétrica”  que representamos mediante ∆w y que viene dada por: 
 x∆wy=(x⨅Wy’)⊔W(x’⨅Wy) ∀(x,y)∈LXL.

Proposición.  Si (L, ≤, ·,+, 0, 1), ’ ) es distributivo con negación fuerte  y  x∆y=x·y’+x’·y, se verifica:

(v)  Propiedades: w∆wx =x,  wc∆wx=x’ , 0∆wx= w∆x,  1∆wx= (0∆wx)’=w∆x’= wc∆x   ∀(w,x)∈N(L)XL,  
                            s∆ws =w,  sc∆ws=wc  ∀(w,s)∈N(L)XN(L).

(iv)   Si L es cadena L=C o un producto de cadenas L=XCx  ( en particular si L=CE), entonces 

𝜑s
w(x ∆sy) =(x ∆wy)= [𝜑s

w(x)∆w𝜑s
w(y)] ; 𝜑w(x ∆ y) = [𝜑w(x)∆w𝜑w(y)]  ∀(x,y)∈LXL. 

x∈E
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(Continuación) 

(i) x∆wy=(x⨅Wy’)⊔W(x’⨅Wy)=(x·y’+w·x+w·y’)⊔W(x’·y+w·x’+w·y)=(x·y’+w·x+w·y’)·(x’·y+w·x’+w·y)+ 

     wc·(x·y’+w·x+w·y’+x’·y+w·x’+w·y)=x·x’·y·y’+x·x’·y’·w+x·y·y’·w+x·x’·y·w+x·x’·w+x·y·w+x’·y·y’·w+x’·y’·w+y·y’·w+ 
     x·y’·wc+0+0+x’·y·wc+0+0=x·x’·y·y’·(w+wc)+x·x’·w+y·y’·w+x·y·w+x’·y’·w+x·y’·wc+x’·y·wc= 
     x·x’·y·y’·w+x·x’·y·y’·wc+x·x’·w+y·y’·w+x·y·w+x’·y’·w+x·y’·wc+x’·y·wc=(x·x’+y·y’+x·y+x’·y’)·w+(x·y’+x’·y)·wc= 
    (x·y’+x’·y)’·w+(x·y’+x’·y)·wc =(x∆y)’·w+(x∆y)·wc=(x∆y)∆w.

(i)      x∆wy=(x∆y)∆w     ∀w∈N(L), ∀(x,y)∈LXL 

(ii)     x∆wy=(x∆sy)∆sw   ∀(w,s)∈N(L)XN(L), ∀(x,y)∈LXL, es decir la diferencia simétrica en (L, ⊑W)  puede calcularse desde  

          cualquier álgebra ((L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc), ’ ) isomorfa a la inicial ((L,≤,·,+,0,1), ’ ). 

(iii)   Si s∈N(L) y 𝜑s
w=𝜑w∘𝜑s , entonces   x∆sw = 𝜑s

w(x) ∀x∈L , es decir  𝜑w∘𝜑s  es  el isomorfismo  𝜑s
w entre  las  

          álgebras ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) y ((L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc), ’ ).

Si s∈N(L), en el álgebra ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc), ’ ) determinada por el retículo (L, ⊑W) y la negación fuerte  ’:L➝L,  

existe una “diferencia simétrica”  que representamos mediante ∆w y que viene dada por: 
 x∆wy=(x⨅Wy’)⊔W(x’⨅Wy) ∀(x,y)∈LXL.

Proposición.  Si (L, ≤, ·,+, 0, 1), ’ ) es distributivo con negación fuerte  y  x∆y=x·y’+x’·y, se verifica:

Demostración. 

(ii) (x∆sy)∆sw=((x∆sy)∆w)∆s=(((x∆y)∆s)∆w)∆s=(((x∆y)∆w)∆s)∆s=((x∆y)∆w)=x∆wy.

(iii)  Para todo x∈L:  x∆sw=(x∆w)∆s=𝜑w(x)∆s=𝜑s(𝜑w(x))=(𝜑s∘𝜑w)(x)=(𝜑w∘𝜑s)(x)=𝜑s
w(x), luego 𝜑s

w  es el isomorfismo 

         𝜑s
w : ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc),’)➝((L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc),’). 

(iv)   𝜑s
w(x ∆sy) =(x ∆sy)∆sw=x∆wy.  Por otra parte,  𝜑s

w(x)∆w𝜑s
w(y)= [𝜑s

w(x)∆𝜑s
w(y)]∆w=[((x∆w)∆s)∆(y∆w)∆s)]∆w= 

 [((x∆w)∆s)∆(y∆w)∆w)]∆s=(((x∆w)∆s)∆y)∆s=(((x∆w)∆s)∆s)∆y=(x∆w)∆y=(w∆x)∆y=w∆(x∆y)=(x∆y)∆w=x∆wy. 

 Para s=0, x ∆sy=𝜑w(x ∆y)= 𝜑0
w(x ∆0y) =𝜑0

w(x)∆w𝜑0
w(y)=𝜑w(x)∆w𝜑w(y).

(v)  Propiedades: w∆wx =x,  wc∆wx=x’ , 0∆wx= w∆x,  1∆wx= (0∆wx)’=w∆x’= wc∆x   ∀(w,x)∈N(L)XL,  
                            s∆ws =w,  sc∆ws=wc  ∀(w,s)∈N(L)XN(L).

(iv)   Si L es cadena L=C o un producto de cadenas L=XCx  ( en particular si L=CE), entonces 

𝜑s
w(x ∆sy) =(x ∆wy)= [𝜑s

w(x)∆w𝜑s
w(y)] ; 𝜑w(x ∆ y) = [𝜑w(x)∆w𝜑w(y)]  ∀(x,y)∈LXL. 

x∈E

(v)  Todas estas igualdades se deducen de la siguiente: x∆wy=(x∆y)∆w     ∀w∈N(L), ∀(x,y)∈LXL.∎
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(Continuación) 
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(iii)  Para todo x∈L:  x∆sw=(x∆w)∆s=𝜑w(x)∆s=𝜑s(𝜑w(x))=(𝜑s∘𝜑w)(x)=(𝜑w∘𝜑s)(x)=𝜑s
w(x), luego 𝜑s

w  es el isomorfismo 

         𝜑s
w : ((L, ⊑W, ⨅W,⊔W, W, Wc),’)➝((L, ⊑s, ⨅s,⊔s, S, Sc),’). 

(iv)   𝜑s
w(x ∆sy) =(x ∆sy)∆sw=x∆wy.  Por otra parte,  𝜑s

w(x)∆w𝜑s
w(y)= [𝜑s

w(x)∆𝜑s
w(y)]∆w=[((x∆w)∆s)∆(y∆w)∆s)]∆w= 

 [((x∆w)∆s)∆(y∆w)∆w)]∆s=(((x∆w)∆s)∆y)∆s=(((x∆w)∆s)∆s)∆y=(x∆w)∆y=(w∆x)∆y=w∆(x∆y)=(x∆y)∆w=x∆wy. 

 Para s=0, x ∆sy=𝜑w(x ∆y)= 𝜑0
w(x ∆0y) =𝜑0

w(x)∆w𝜑0
w(y)=𝜑w(x)∆w𝜑w(y).

(v)  Propiedades: w∆wx =x,  wc∆wx=x’ , 0∆wx= w∆x,  1∆wx= (0∆wx)’=w∆x’= wc∆x   ∀(w,x)∈N(L)XL,  
                            s∆ws =w,  sc∆ws=wc  ∀(w,s)∈N(L)XN(L).

(iv)   Si L es cadena L=C o un producto de cadenas L=XCx  ( en particular si L=CE), entonces 

𝜑s
w(x ∆sy) =(x ∆wy)= [𝜑s

w(x)∆w𝜑s
w(y)] ; 𝜑w(x ∆ y) = [𝜑w(x)∆w𝜑w(y)]  ∀(x,y)∈LXL. 

x∈E

(v)  Todas estas igualdades se deducen de la siguiente: x∆wy=(x∆y)∆w     ∀w∈N(L), ∀(x,y)∈LXL.∎

Nota1.Si L es producto de cadenas: 𝜑s
w=𝜑w∘𝜑s=𝜑w∆s
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(Continuación) 
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Ejemplos:  relaciones de actividad en retículos 
no distributivos.



Retículo acotado  
 no distributivo. 

0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo
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Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)

W

0

1

A

B

(L, ⊑A, ⨅A, ⨆A, A, W) 

W

0

1
A

B
(L, ⊑B, ⨅B, ⨆B, B, W) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0) 

0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 
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Sí son conjuntos ordenados:



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)

W

0

1

A

B

(L, ⊑A, ⨅A, ⨆A, A, W) 

W

0

1
A

B
(L, ⊑B, ⨅B, ⨆B, B, W) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0) 

0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 
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=1 ∸ W

=W→0

= 

1∸A=1-B 

=A→0=B→0= 
Ac=Bc

etc

Sí son conjuntos ordenados:



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)

0 1

B
A

W

([L], ⊑[w])

 Conjunto [L] de clases de 
equivalencia.  
([L], ⊑[w]) es un conjunto ordenado.

W

0

1

A

B

(L, ⊑A, ⨅A, ⨆A, A, W) 

W

0

1
A

B
(L, ⊑B, ⨅B, ⨆B, B, W) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0) 

0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 
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=1 ∸ W

=W→0

= 

1∸A=1-B 

=A→0=B→0= 
Ac=Bc

etc

Sí son conjuntos ordenados:



W

0

1

AB

(L, ≤, ., +, 0, 1) 
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo



Retículo acotado  
 no distributivo. 

W

0

1

AB

(L, ≤, ., +, 0, 1) 
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

W

0

1

AB

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

0 1

BA

W

(L, ⊑W)

0 1

B
A

W

([L], ⊑W)

 Conjunto [ L] de clases de 
equivalencia.  
([L], ⊑[w]) es un conjunto ordenado.

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo no distributivo
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El orden ⊑w y las operaciones ⊓w,⊔w en retículos 
distributivos completos
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Proposición. Sea (L, ≤, ., +, 0, 1) un retículo completo Broweriano y dual-Broweriano  y sea w∈L. 

(1) El inf-semiretículo (L,⊑w,⊓w,w) es tal que toda familia no vacía (Ms)s∈S de L tiene elemento 

w-infimo ⊓wMs que viene dado por 

⊓wMs = (infMs)+[ W·(supMs)]= (supMs)·[ W+(infMs)],   

(2) Si en (L, ≤) existe una negación fuerte ‘: L➝L y w es complementado tal que  wc=w’, entonces  
(Ms)s∈S tiene  w-supremo ⊔wMs en el retículo (L,⊑w,⊓w,⊔w,w, wc), ’ ): 

⊔wMs = ⊓wcMs =(infMs)+[ Wc·inf(supMs)]= (supMs)·[ Wc+(infMs)]. 

s∈S

s∈S

s∈S

s∈Ss∈S

s∈S s∈Ss∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S



Demostración. (1) Sea S≠∅ y sea (Ms)s∈S una familia de elementos de L. 

 Demostremos primero que (⊓wMs) ⊑w Mk ∀k∈S: 
                                (Mk·W) ≤ [W·(supMs)] ≤ [ (infMs)+[ W·(supMs)] ]= ⊓wMs 

                         ⊓wMs = [ (infMs)+[ W·(supMs)] ] ≤ [ Mk+[ W·(supMs)] ] ≤ (Mk+W). 

luego ⊓wMs es un minorante de la familia (Ms)s∈S en (L,⊑w). Demostremos ahora que es el 
 mayor de esos minorantes: 

Sea H otro minorante:  H⊑w Ms ∀s∈S. Entonces (Ms·W) ≤ H ≤ (Ms+W) ∀s∈S, luego  (⊓wMs)·W = 

[(infMs)+[ W·(supMs)] ]·W=[ W·(supMs)] =sup(Ms·W) ≤ H ,  y 
H ≤ inf(Ms+W)= [ W+(infMs)]=[ W+(supMs)]∩[ W+(∩Ms)]=[(supMs)·[ W+(infMs)]

+W=(⊓wMs)∪W, 
que demuestra que H⊑w (⊓wMs), es decir, esta última  es la mayor de los minorantes y por tanto el 
ínfimo (w-infimo) de la familia (Ms)s∈S . 

Un razonamiento análogo prueba que ⊔wMs es el w-supremo en (P(X),⊑w) de la familia (Ms)s∈S .∎ 

 

s∈S

s∈Ss∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S

s∈S
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s∈S s∈S

s∈S

s∈S
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s∈S

s∈Ss∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S

s∈S

s∈S

s∈S
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s∈S

s∈S

s∈S

s∈Ss∈S

s∈S s∈Ss∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S

Corolario. Si definimos ⊓w∅=Wc y ⊔w∅=W, entonces (P(X),⊑w) es un retículo completo. 

(Con la complementación, es Álgebra de Boole completa). ∎
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s∈Ss∈S

s∈S

s∈S s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S
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⊔wMs = ⊓wcMs =(infMs)+[ Wc·inf(supMs)]= (supMs)·[ Wc+(infMs)]. 

s∈S

s∈S

s∈S

s∈Ss∈S

s∈S s∈Ss∈S s∈S

s∈S s∈S

s∈S

s∈S

Corolario. Si definimos ⊓w∅=Wc y ⊔w∅=W, entonces (P(X),⊑w) es un retículo completo. 

(Con la complementación, es Álgebra de Boole completa). ∎
Nota. Es inmediato comprobar que se cumplen las leyes de Morgan: (⊓wMs )

c=(⊔wMs
c) ,… etc

s∈S s∈S



Expresión de A⊓wB y A⨆wB como supremo (usual) 
de elementos disjuntos

 194



1

0

L

 194

M2

M1

M1·M2

(M1+M2)

Si (L, ≤ ,· ,+) es un retículo completo Broweriano y dual-Broweriano



1

0

L

 194

M2

M1

M1·M2

(M1+M2)

Si (L, ≤ ,· ,+) es un retículo completo Broweriano y dual-Broweriano

W

Wc

y si w tiene complemento wc:



W

1

0

Wc

L

1

0

L
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M1⊓wM2 =(M1·M2 )+[W ·(M1+ M2)]

=M1⊓wM2M2

M1

M1·M2

(M1+M2)

W·(M1+M2)
W

1

0

Wc

L

= +
M2

M1 (M1+M2)

M2

M1

W·(M1+M2)

Si (L, ≤ ,· ,+) es un retículo completo Broweriano y dual-Broweriano

W

Wc

y si w tiene complemento wc:

M1·M2

(M1·M2 )·[W ·(M1+ M2)]≠0.



Proposición. Sea S≠∅ y sea (Ms)s∈S una familia de elementos de L. Demostremos que (⊓wMs) y 

(⨆wMs) pueden representarse mediante el supremo de dos elementos disjuntos (con ínfimo igual a 0): 
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Nota. Esta representación es compatible con las definiciones: ⊓w∅=Wc y ⊔w∅=W, pues  
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Ejemplo en álgebra:  relaciones de actividad en retículos 
de subgrupos.
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Ejemplo: grupos diédricos.
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Ejemplo: grupos diédricos.
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Dummit, David S.; Foote, Richard M. (2004). 
Abstract Algebra (3rd edición). John Wiley & Sons

https://es.wikipedia.org/wiki/John_Wiley_%26_Sons
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Ejemplo: grupos diédricos.

Grupo diedral Dih4 

https://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_diedral
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( L, ≤ ) retículo, (no distributivo),
de subgrupos de Dih4

Ejemplo: grupos diédricos.
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( L, ≤ )

Ejemplo: grupos diédricos.
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( L, ≤ )

Ejemplo: grupos diédricos.

Si      es un grupo diédrico:
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( L, ≤ )

(x ⊑  y) ⇔( y·   ≤ x ≤ y+   )Ejemplo: grupos diédricos.

( L, ⊑  ) conjunto pre-ordenado.

Si      es un grupo diédrico:
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( [L]  , ⊑  )

( L, ≤ )

(x ⊑  y) ⇔( y·   ≤ x ≤ y+   )Ejemplo: grupos diédricos.

COMP≤(    )
( L, ⊑  ) conjunto pre-ordenado.
( [L]  , ⊑  ) conjunto ordenado de

clases de equivalencia.

Máximo
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( [L]  , ⊑  )

( [L]  , ⊑  )

( L, ≤ )

(x ⊑  y) ⇔( y·   ≤ x ≤ y+   )Ejemplo: grupos diédricos.

( L, ⊑  ) conjunto pre-ordenado.
( [L]  , ⊑  ) conjunto ordenado de

clases de equivalencia.

Máximo

Máximo

COMP≤(    )
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( [L]  , ⊑  )

( L, ≤ )

(x ⊑  y) ⇔( y·   ≤ x ≤ y+   )Ejemplo: grupos diédricos.

( L, ⊑  ) conjunto pre-ordenado.
( [L]  , ⊑  ) conjunto ordenado de

clases de equivalencia.

Maximales

Máximo

Máximo
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( [L]  , ⊑  )

( L, ≤ )

(x ⊑  y) ⇔( y·   ≤ x ≤ y+   )Ejemplo: grupos diédricos.

( L, ⊑  ) conjunto pre-ordenado.
( [L]  , ⊑  ) conjunto ordenado de

clases de equivalencia.

Maximales

Máximo

Máximo

?

En una transparencia 
 anterior…
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Una interpretación de las relaciones de actividad  
en Retículos de Conceptos.



G referencial de objetos, M de atributos y  R ⊆GXM, relación de incidencia. (G,M,R), contexto.
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Ejemplo
A cada K⊆G, (subconjunto de objetos), se 

le asocia el subconjunto de atributos K1⊆M, (su derivado): 
K1={ x∈M / (∀k∈K): kRx }

A cada N⊆M, (subconjunto de atributos), se 
le asocia el subconjunto de objetos N2⊆G, (su derivado): 

N2={ y∈G / (∀n∈N): yRn }
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<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )
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Retículo de conceptos

<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Aplicaciones 
Una herramienta para la Inteligencia Artificial: 

Análisis de datos cualitativos,  
representación y descubrimiento de conocimiento, 

gestión de la información, 
Sistemas inteligentes,  

aprendizaje asistido por computador, 
… 



G referencial de objetos, M de atributos y  R ⊆GXM, relación de incidencia. (G,M,R), contexto.
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Ejemplo
A cada K⊆G, (subconjunto de objetos), se 

le asocia el subconjunto de atributos K1⊆M, (su derivado): 
K1={ x∈M / (∀k∈K): kRx }

A cada N⊆M, (subconjunto de atributos), se 
le asocia el subconjunto de objetos N2⊆G, (su derivado): 

N2={ y∈G / (∀n∈N): yRn }
K={(J),(S),(U)}  K1=[(df),(wm)}

N=[(df),(wm)} N2={(J),(S),(U),(Ne),(P)} 

A={(Ea),(Ma)}  A1=[(ss),(dn),(wm)}
B=[(ss),(dn),(wm)}   B2={(Ea),(Ma)}

<A, B> concepto del contexto del ejemplo

𝓛={<A,B> / (A1=B)&(B2=A)} conjunto de conceptos del contexto (G,M,R). 

⇔(B⊇D)
Prop. (𝓛, ≼) es un retículo (𝓛,⋏,⋎,≼):

<A,B>⋏<C,D>=<A∩C, (B∪D)21> 
<A,B>⋎<C,D>=<(A∪C)12 ,B∩D>.

Def. <A,B>∈ P(G)X P(M)es un concepto del contexto(G,M,R) si 
 A1=B y B2=A

A es la extensión del concepto <A,B> y B su intensión o comprensión.

Def.  <A,B> y <C,D> conceptos: 
(<A,B>≼<C,D>)⇔(A⊆C) 

Retículo de conceptos

<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Retículo de Conceptos 
 y Lógica Borrosa:

Aplicaciones 
Una herramienta para la Inteligencia Artificial: 

Análisis de datos cualitativos,  
representación y descubrimiento de conocimiento, 

gestión de la información, 
Sistemas inteligentes,  

aprendizaje asistido por computador, 
… 



Sea un retículo completo ((L, ≤, +, 0, 1),’), (posiblemente con una negación fuerte ‘), sea (↝, *) 
un par formado por una implicación y una t-norma  en L (posiblemente constituyendo un 
par residuado) y sean X un referencial de objetos, Y un referencial de atributos. 

 Sean (LX, ≤, ·, +, ∅, X) y (LY, ≤,·, +, ∅, Y) los retículos de subconjuntos L-borrosos A,B,… de 

X e Y en los que ≤, · , + son el orden y las leyes inf y sup en LX: 
  A ≤ B ⇔ A(z) ≤ B(z),        (A·B)(z) = A(z)·B(z),      
(A+B)(z) = A(z) + B(z)        ∀z ∈X ó a Y.

 Sea R una relación de incidencia L-borrosa R ∈ LX✕Y.
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RETÍCULOS DE CONCEPTOS BORROSOS

Consideremos el L-contexto (L, X, Y, R). 

X
Y

L R
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RETÍCULOS DE CONCEPTOS BORROSOS

Si  A, B ∈ LX , si (A◁R)(y) = inf {A(x)↝R(x, y) /x ∈ X}  ∀y ∈ Y y Si A1 = A◁R y B2 = B◁Rop,  entonces el  

par < A, B > ∈ LXxLX es  un concepto L-borroso del L-contexto,   si y solo si:  (B = A1) & (A = B2)                                                                      

Consideremos el L-contexto (L, X, Y, R). 

X
Y

L R
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Sea un retículo completo ((L, ≤, +, 0, 1),’), (posiblemente con una negación fuerte ‘), sea (↝, *) 
un par formado por una implicación y una t-norma  en L (posiblemente constituyendo un 
par residuado) y sean X un referencial de objetos, Y un referencial de atributos. 

 Sean (LX, ≤, ·, +, ∅, X) y (LY, ≤,·, +, ∅, Y) los retículos de subconjuntos L-borrosos A,B,… de 

X e Y en los que ≤, · , + son el orden y las leyes inf y sup en LX: 
  A ≤ B ⇔ A(z) ≤ B(z),        (A·B)(z) = A(z)·B(z),      
(A+B)(z) = A(z) + B(z)        ∀z ∈X ó a Y.

 Sea R una relación de incidencia L-borrosa R ∈ LX✕Y.
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RETÍCULOS DE CONCEPTOS BORROSOS

Si  A, B ∈ LX , si (A◁R)(y) = inf {A(x)↝R(x, y) /x ∈ X}  ∀y ∈ Y y Si A1 = A◁R y B2 = B◁Rop,  entonces el  

par < A, B > ∈ LXxLX es  un concepto L-borroso del L-contexto,   si y solo si:  (B = A1) & (A = B2)                                                                      
El subconjunto 𝓛 de LXxLX cuyos elementos son los conceptos L-borrosos < A, B >, < C, D >, … , es un 

retículo (𝓛, ≼, ⋏,⋎) en el que el orden ≼ y los operadores inf (⋏) y sup (⋎) son tales que: 

                                                                       (< A, B > ≼ < C, D >) ⇔ (A ≤ C) ⇔ (D ≤ B), 

                                                                          < A, B > ⋏ < C, D > = < A·C ,  (B + D)21 > ,  
                                                                             < A, B > ⋎ < C, D > = < (A + C)12 ,  B·D > .

Consideremos el L-contexto (L, X, Y, R). 

X
Y

L R

 Medina, J.—Ojeda-Aciego, M.—Ruiz-Calvino, J. ˜ :
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 In: Proceedings of the 5th International Conference Formal Concept Analysis
 (ICFCA 2007), Lecture Notes in Artificial Intelligence, 2007, pp. 97–209.
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EJEMPLO. RETÍCULO DE CONCEPTOS BORROSOS

↝

L cadena con par residuado 

(0, 0.1, …, 0.9, 1}, ≤, ⊺2, ↝L)
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EJEMPLO. RETÍCULO DE CONCEPTOS BORROSOS

↝

L cadena con par residuado 

(0, 0.1, …, 0.9, 1}, ≤, ⊺2, ↝L)
Referencial con orden 

borroso (X, R)
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borroso (X, R)
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L-contexto  ({0, 0.1, …, 0.9, 1}, X, Y, R)  con  Y = X
con la negación x’=1-x.

((LX , ·, +,∅, X),’  ) retículo de L-borrosos de X
 junto con la negación fuerte extensión de la anterior . 



EJEMPLO. RETÍCULO DE CONCEPTOS BORROSOS

↝

L cadena con par residuado 

(0, 0.1, …, 0.9, 1}, ≤, ⊺2, ↝L)
Referencial con orden 

borroso (X, R)

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) el retículo de conceptos L-borrosos asociado al L-contexto.

(𝓛, ≼, ⋏,⋎)
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EJEMPLO. RETÍCULO DE CONCEPTOS BORROSOS

         < A1, B1 > = < 1/x1 + 1/x2 + 0.9/x3 +1/x4 +1/x5 + 0.4/x6  ,   0.6/x5  >  
        es un concepto L-borroso del retículo (𝓛, ≼, ⋏,⋎).

>< ,

Por ejemplo:

↝

L cadena con par residuado 

(0, 0.1, …, 0.9, 1}, ≤, ⊺2, ↝L)
Referencial con orden 

borroso (X, R)

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) el retículo de conceptos L-borrosos asociado al L-contexto.

<        ,          >

(𝓛, ≼, ⋏,⋎)
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L-contexto  ({0, 0.1, …, 0.9, 1}, X, Y, R)  con  Y = X
con la negación x’=1-x.

Concepto L-borroso

((LX , ·, +,∅, X),’  ) retículo de L-borrosos de X
 junto con la negación fuerte extensión de la anterior . 



Es decir:                                                                   

Relación de actividad en 𝓛:         < A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ [< C, D >)⋏< W,V >] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W,V >]         
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RELACIONES DE ACTIVIDAD ⊑<W,V> EN  RETÍCULOS (𝓛, ≼, ⋏,⋎) DE CONCEPTOS NÍTIDOS O BORROSOS

< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ (C∩W) ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12 < A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ (C·W) ≤ A ≤ (C + W)12

(Para contextos con subconjuntos ordinarios o nítidos) (Para contextos con subconjuntos borrosos)
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En general, ⊑<W,V>  es una relación de preorden. Si el retículo de conceptos (𝓛, ≼, ⋏,⋎) es  distributivo, entonces (𝓛, ⊑<W,V>) es un 

conjunto ordenado, concretamente un inf-semirretículo con elemento mínimo  <W,V>  y con la ley ⨅<W,V> definida por: 

 Si además, <W,V> es complementado en (𝓛, ≼, ⋏,⋎) con complemento <W,V>* , el inf-semirretículo (𝓛, ⊑<W,V>, ⨅<W,V>) es 

retículo (𝓛, ⊑<W,V>, ⨅<W,V>, ⨆<W,V>) . En este caso, el supremo ⨆<W,V> viene dado por  

                                     <A, B> ⨆<W,V><C, D> = (<A, B>⋏<C, D>)⋎[<W,V>*⋏(<A, B>⋎<C, D>)] (nítidos o borrosos)

  <A, B> ⨅<W,V><C, D> = (<A, B>⋏<C, D>)⋎ [<W,V>⋏(<A, B>⋎<C, D>)] = < [(A∩C ) ∪ (W∩(A ∪ C)12)]12 , (B ∪ D)21∩(V ∪ (B∩D)21 )> (nítidos) 

 <A, B> ⨅<W,V><C, D> = (<A, B>⋏<C, D>)⋎ [<W,V>⋏(<A, B>⋎<C, D>)] = < [A·C + W·(A + C)12)]12 ,  (B + D)21·(V + (B·D)21) > (borrosos) 



Interpretación de < A, B > ⊑<W,V>< C, D >:
“< A, B > es un concepto intermedio entre 

los conceptos < W,V > y < C, D >”.

“El concepto < A, B > difiere menos de 

 < W,V > que el concepto < C, D >”.
 201

RELACIONES DE ACTIVIDAD ⊑<W,V> EN  RETÍCULOS (𝓛, ≼, ⋏,⋎) DE CONCEPTOS NÍTIDOS O BORROSOS

<W,V> (        ,         )

(        ,         )

<W,V>

<A, B>

<C, D>

<A, B>

<C, D>

⊑<W,V>≼



Ejemplos de relaciones de actividad en 
 Retículos de Conceptos
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R. Wille (1982)
Contexto de los Planetas
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R. Wille (1982)

<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas (válido hasta 2006)
(Fecha en la que Plutón  
dejó de ser planeta)

(No distributivo)
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R. Wille (1982)

<(  J,S), grande>
<(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,  ), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,  ), satélite>

<(T, Ma), …>

<(  J,S,U ,N,  ), lejano>

(𝓛   , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )
<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas

pequeño

En la actualidad:

(P)

(válido hasta 2006)
(Fecha en la que Plutón  
dejó de ser planeta)

(No distributivo)
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<(  J,S), grande>
<(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,  ), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,  ), satélite>

<(T, Ma), …>

<(  J,S,U ,N,  ), lejano>

(𝓛   , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )
<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Contexto de los Planetas

pequeño

En la actualidad:

(P)

(válido hasta 2006)
(Fecha en la que Plutón  
dejó de ser planeta)

(No distributivo)
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<(  J,S), grande>
<(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,  ), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,  ), satélite>

<(T, Ma), …>

<(  J,S,U ,N,  ), lejano>

(𝓛   , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )
<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Contexto de los Planetas

pequeño

En la actualidad:

(P)

< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12

<A, B> ⊑<(P), …><C, D> ⇔ C ∩ (P) ⊆ A ⊆ (C ∪ (P))12

(válido hasta 2006)
(Fecha en la que Plutón  
dejó de ser planeta)

(No distributivo)
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<(  J,S), grande>
<(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,  ), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,  ), satélite>

<(T, Ma), …>

<(  J,S,U ,N,  ), lejano>

(𝓛   , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )
<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

<(P), …>

<∅, …>

<(T, Ma,P), …>
<(  J,S,U ,N,P), lejano>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(T, Ma), …>

<(Me,V), satélite>
<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(  J,S), grande>
<(U,,N), medio>

([𝓛]
(P)

 ⊑<(P), …>,  ⨅<(P), …>)
(Inf-semirretículo)

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Contexto de los Planetas

pequeño

En la actualidad:

(P)

< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12

<A, B> ⊑<(P), …><C, D> ⇔ C ∩ (P) ⊆ A ⊆ (C ∪ (P))12

(válido hasta 2006)
(Fecha en la que Plutón  
dejó de ser planeta)

(No distributivo)
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Perspectiva: Objeto Plutón



<(  J,S), grande>
<(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,  ), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,  ), satélite>

<(T, Ma), …>

<(  J,S,U ,N,  ), lejano>

(𝓛   , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )
<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

<(P), …>

<∅, …>

<(T, Ma,P), …>
<(  J,S,U ,N,P), lejano>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(T, Ma), …>

<(Me,V), satélite>
<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(  J,S), grande>
<(U,,N), medio>

([𝓛]
(P)

 ⊑<(P), …>,  ⨅<(P), …>)
(Inf-semirretículo)

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Contexto de los Planetas

pequeño

En la actualidad:

(P)

< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12

<A, B> ⊑<(P), …><C, D> ⇔ C ∩ (P) ⊆ A ⊆ (C ∪ (P))12

(válido hasta 2006)
(Fecha en la que Plutón  
dejó de ser planeta)

(No distributivo)
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<(P), pequeño, lejano, satélite>

<∅, …>

<(T, Ma,P), pequeño, satélite>
<(  J,S,U ,N,P), lejano, satélite>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(T, Ma), pequeño, próximo, satélite>

<(Me,V), satélite, pequeño, próximo>
<(Me,V,T,Ma), próximo, pequeño>

<(  J,S), grande, lejano, satélite>
<(U,,N), medio, lejano, satélite>

([𝓛]
(P)

 ⊑<(P), …>,  ⨅<(P), …>)
(Inf-semirretículo)

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])
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< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12

<A, B> ⊑<(P), …><C, D> ⇔ C ∪ (P) ⊆ A ⊆ (C ∪ (P))12

Perspectiva: Objeto Plutón



<(P), pequeño, lejano, satélite>

<∅, …>

<(T, Ma,P), pequeño, satélite>
<(  J,S,U ,N,P), lejano, satélite>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(T, Ma), pequeño, próximo, satélite>

<(Me,V), satélite, pequeño, próximo>
<(Me,V,T,Ma), próximo, pequeño>

<(  J,S), grande, lejano, satélite>
<(U,,N), medio, lejano, satélite>

([𝓛]
(P)

 ⊑<(P), …>,  ⨅<(P), …>)
(Inf-semirretículo)

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(U,,N), medio> (lejano, satélite)

<(  J,S), grande> (lejano, satélite)

<∅, pequeño, medio, grande, próximo, lejano, satélite, satélite >

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>  

<(T, Ma), pequeño, próximo, satélite>

<(P), pequeño, lejano, satélite>

<(Me,V,T,Ma), próximo>  ( pequeño)
<(Me,V), satélite>  (pequeño, próximo)

<(T, Ma,P), pequeño, satélite>

<(  J,S,U ,N,P), lejano> (satélite)

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite> 
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< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12

<A, B> ⊑<(P), …><C, D> ⇔ C ∪ (P) ⊆ A ⊆ (C ∪ (P))12

Perspectiva: Objeto Plutón



<(P), pequeño, lejano, satélite>

<∅, …>

<(T, Ma,P), pequeño, satélite>
<(  J,S,U ,N,P), lejano, satélite>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(T, Ma), pequeño, próximo, satélite>

<(Me,V), satélite, pequeño, próximo>
<(Me,V,T,Ma), próximo, pequeño>

<(  J,S), grande, lejano, satélite>
<(U,,N), medio, lejano, satélite>

([𝓛]
(P)

 ⊑<(P), …>,  ⨅<(P), …>)
(Inf-semirretículo)

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(U,,N), medio> (lejano, satélite)

<(  J,S), grande> (lejano, satélite)

<∅, pequeño, medio, grande, próximo, lejano, satélite, satélite >

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>  

<(T, Ma), pequeño, próximo, satélite>

<(P), pequeño, lejano, satélite>

<(Me,V,T,Ma), próximo>  ( pequeño)
<(Me,V), satélite>  (pequeño, próximo)

<(T, Ma,P), pequeño, satélite>

<(  J,S,U ,N,P), lejano> (satélite)

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite> 

 203
< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆ A ⊆ (C ∪ W)12

<A, B> ⊑<(P), …><C, D> ⇔ C ∪ (P) ⊆ A ⊆ (C ∪ (P))12

Una posible interpretación: 
Comparación de monografías  
sobre planetas atendiendo a  
sus diferencias con (P).

Perspectiva: Objeto Plutón



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

 204



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

 204

Planetas sin satélite:



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma),           >

<(T, Ma,P),            >

<(P), …>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛      , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

<(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

 204

Planetas sin satélite:



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma),           >

<(T, Ma,P),            >

<(P), …>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛      , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

pequeño

próximo

(Me,V)
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Planetas sin satélite:



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma),           >

<(T, Ma,P),            >

<(P), …>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛      , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

pequeño

próximo

(Me,V)

 204< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆A  ⊆ (C ∪W)12

<A, B> ⊑<(Me,V), …><C, D> ⇔ C ∩ (Me,V) ⊆ A ⊆ (C ∪ (Me,V))12

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Perspectiva: Objetos sin satélite

Planetas sin satélite:



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

<(Me,V), satélite>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma), …>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>
<(  J,S), grande>
<(U,,N), medio>

<(T, Ma,P), …>
<(P), …>

([𝓛]
(Me,V)

,  ⊑<(Me,V), satélite>,  ⨅<(Me,V), satélite>,  ⨆<(Me,V), satélite>)
(Retículo distributivo)

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma),           >

<(T, Ma,P),            >

<(P), …>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛      , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

pequeño

próximo

(Me,V)

 204< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆A  ⊆ (C ∪W)12

<A, B> ⊑<(Me,V), …><C, D> ⇔ C ∩ (Me,V) ⊆ A ⊆ (C ∪ (Me,V))12

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Perspectiva: Objetos sin satélite

Planetas sin satélite:



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

<(Me,V), satélite>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma), …>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>
<(  J,S), grande>
<(U,,N), medio>

<(T, Ma,P), …>
<(P), …>

([𝓛]
(Me,V)

,  ⊑<(Me,V), satélite>,  ⨅<(Me,V), satélite>,  ⨆<(Me,V), satélite>)
(Retículo distributivo)

Contexto de los Planetas válido hasta 2006

<(  J,S), grande>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(T, Ma),           >

<(T, Ma,P),            >

<(P), …>

<(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛      , ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

pequeño

próximo

(Me,V)

 204< A, B > ⊑<W,V>< C, D > ⇔ C ∩ W ⊆A  ⊆ (C ∪W)12

<A, B> ⊑<(Me,V), …><C, D> ⇔ C ∩ (Me,V) ⊆ A ⊆ (C ∪ (Me,V))12

Pre-orden de actividad: (< A, B >  ⊑<W,V> < C, D >) ⇔([< C, D >⋏< W, V > ] ≼ < A, B > ≼ [< C, D >⋎< W, V >])

Perspectiva: Objetos sin satélite

(Nota: aunque en este caso aparece  
un retículo distributivo, en general  
sólo se puede hablar de inf-semiretículo) 
 

Planetas sin satélite:



<(  J,S), grande><(Me,V), satélite>

<(Me,V,T,Ma,P), pequeño>

<(Me,V,T,Ma, J,S,U ,N,P), ∅>

<(Me,V,T,Ma), próximo>

<(U,,N), medio>

<∅, …>

<(T,Ma, J,S,U ,N,P), satélite>

<(P), …>
<(T, Ma), …>

<(T, Ma,P), …> <(  J,S,U ,N,P), lejano>

(𝓛, ≼, ⋏,⋎) (Retículo de Conceptos )

<(Me,V), satélite>

<∅, …>
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¿Comparación de monografías  
sobre planetas atendiendo a  
sus diferencias con (Me,V)?.

Perspectiva: Objetos sin satélite
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Órdenes de actividad ⊑W  en retículos distributivos 



0

1
(L, ≤)

0

1
(L, ≤)

B

W

0

1
(L, ≤)

B.W

B+W

La relación ⊑W en un retículo distributivo

 (A ⊑W B) ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)

W

B

A

W

B
AA
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A ∈ [ B.W ,   B+W ]
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W

B

A
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B
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(L, ⊑W)

B.WB+W

W

B

A

0

1

(L, ⊑W)

B

W

A

0

1

(L, ⊑W)

W

B

A
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A ∈ [ B.W ,   B+W ]
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1

S

0

A

B

T

(L, ≥, +, ., 1, 0)

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado



 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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(L, ≥, +, ., 1, 0)

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado



 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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S

0

A

B

T

(L, ≥, +, ., 1, 0)

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado

Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

1 ∸ S=0’=0c=0→0= 1 ∸ 0 =

=1’=1c=S→0

1

S=A’

0

B=T’

T=B’

A=S’

S

0

B

1

A

T

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)
(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

etc
(L, ⊑S, ⨅S, S) 

S

0

B

1

A

T

(L, ⊑T, ⨅T, T) 



1

a
b

c
d

0

≤ = ⊑0

(L, ≤,·, +, 0, 1)

=ac

=b’

=c’
=dc=d’

=0’

=1’

=0c

=1c
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado



1

a
b

c
d

0

≤ = ⊑0

(L, ≤,·, +, 0, 1)

=ac

=b’

=c’
=dc=d’

=0’
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 (L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)

1

a

b

c

d

0

⊑d

1a

b

c

d0 ⊑b

1

a
b

c

d

0

⊑1= ≥

1

a

b

c

d

0⊑a

1
a

b

c

d
0

⊑c

x⊑wy ⇔ (y . w ≤ x ≤ y + w)

(L, ⊑d, ⨅d, ⨆d, d, a)

(L, ⊑a, ⨅a, ⨆a, a, d)

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

(L, ⊑b, ⨅b, b)

(L, ⊑c, ⨅c, c)

=a’

=b→0

1 ∸ 0=0→0= =1 ∸b

1 ∸ 1=1→0= =c→0

=1 ∸ c

Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado(L, ≤,·, +, 0, 1)
1

a
b

c
d

0
≤ = ⊑0

e

f
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado(L, ≤,·, +, 0, 1)
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a
b

c
d

0
≤ = ⊑0

e

f

1a

b f

d

0

c

e

⊑d

1

a

b

c

d

0

⊑f
f

e

c

0

1
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b

c

d
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 ⊑1=

e
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1 c

b

e

f

0

d

⊑e

a

0
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e

d

c
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⊑c
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f
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b

1

d

⊑a

e

1

a

b

c

d

0

⊑b

f

e
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado(L, ≤,·, +, 0, 1)
1

a
b
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0
≤ = ⊑0

e

f

1a

b f
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1
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b
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d
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⊑f
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e
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a

b

1

d

⊑a

e

1

a

b

c

d

0

⊑b

f

e

c El w-contenido del elemento “0”  es un 
 retículo incluido en el 

 conjunto ordenado(L,⊑w).
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado(L, ≤,·, +, 0, 1)
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c Elementos maximales



 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo no acotado

Retículo distributivo no 
finito y no  acotado. 

(L, ≤, ., +) 
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sa

b
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e

…

…
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo no acotado

a
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo no acotado
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Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo no acotado
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s→a= a ∸ s =a (⊑s-maximal)
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Otras propiedades de los órdenes de actividad
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ORDEN DE ACTIVIDAD EN RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS CON UNA NEGACIÓN FUERTE

Demostración. De la definición  

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. ∎

E

B

A ⊑W B 

W

A

E

B

A ⊑B W 

W

A

Proposición. Se verifica: A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. 
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Si ‘ es una negación fuerte en L, y B es complementado tal que Bc=B’ entonces, para todo A 
y para todo W: 

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W) ⇔ A⊑B𝜔 ⇔ [(A △ B) ≤(B △ W)].∎

Demostración. De la definición  

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. ∎
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W

A

Proposición. Se verifica: A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. 

Nota. 



Si ‘ es una negación fuerte en L, las proposiciones siguientes (i) y (ii) son equivalentes: 

  (i) A⊑𝜔B, (ii) A’⊑𝜔’
B’. Y si además, 𝜔’ = 𝜔c entonces ambas son equivalentes a 

 (iii) B’⊑𝜔A’. (En consecuencia, la aplicación ‘ también es una negación fuerte en 

(L,⊑𝜔)). 
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                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. ∎

E

B

A ⊑W B 

W

A

E

B

A ⊑B W 

W

A

Proposición. Se verifica: A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. 

Nota. 

Proposición. 



Si ‘ es una negación fuerte en L, las proposiciones siguientes (i) y (ii) son equivalentes: 

  (i) A⊑𝜔B, (ii) A’⊑𝜔’
B’. Y si además, 𝜔’ = 𝜔c entonces ambas son equivalentes a 

 (iii) B’⊑𝜔A’. (En consecuencia, la aplicación ‘ también es una negación fuerte en 

(L,⊑𝜔)). 
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Si ‘ es una negación fuerte en L, y B es complementado tal que Bc=B’ entonces, para todo A 
y para todo W: 

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W) ⇔ A⊑B𝜔 ⇔ [(A △ B) ≤(B △ W)].∎

Demostración. De la definición  

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. ∎

E

B

A ⊑W B 

W

A

E

B

A ⊑B W 

W

A

Proposición. Se verifica: A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔. 

Nota. 

Proposición. 

𝛼 ⨅𝜔 𝛽 = (𝛼 · 𝛽) + (𝛼 · 𝜔) + (𝛽 · 𝜔) = 

                (𝛼 · 𝛽) + [(𝛼 + 𝛽)· 𝜔] =  
                (𝛼 + 𝛽) · (𝛼 + 𝜔) · (𝛽 + 𝜔) = 
                (𝛼 + 𝛽) ·[(𝛼 · 𝛽) + 𝜔]       ∀ (𝛼 , 𝛽) ∈ P2.∎

𝛼 ⊔𝜔 𝛽 = (𝛼 · 𝛽) + (𝛼 · 𝜔c) + (𝛽 ·  𝜔c) = 

                (𝛼 · 𝛽) + [(𝛼 + 𝛽)·  𝜔c] =  
                (𝛼 + 𝛽) · (𝛼 +  𝜔c) · (𝛽 +  𝜔c) = 
                (𝛼 + 𝛽) ·[(𝛼 · 𝛽) + 𝜔c]       ∀ (𝛼 , 𝛽) ∈ P2.∎

(Demostraciones en la transparencia siguiente)

Distintas expresiones para ⨅𝜔  y para ⊔𝜔:
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ORDEN DE ACTIVIDAD EN RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS CON UNA NEGACIÓN FUERTE

De la definición  

                  A⊑wB ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑w B ⇔ A⊑BW. ∎

Proposición. 

(Continuación)
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                  A⊑wB ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  
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Proposición. 

Proposición. 

(Continuación)



Si “ ‘ “ es una negación fuerte en L, las proposiciones siguientes (i) y (ii) son equivalentes: 

  (i) A⊑wB, (ii) A’⊑w’
B’. Y si además, W’ = Wc entonces ambas son equivalentes a 

 (iii) B’⊑wA’. (En consecuencia, la aplicación ‘ también es una negación fuerte en 

(L,⊑w)). 
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Si ‘ es una negación fuerte en L, y B es complementado tal que Bc=B’ entonces, para todo A 
y para todo W: 

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W) ⇔ A⊑BW ⇔ [(A △ B) ≤(B △ W)].∎

De la definición  

                  A⊑wB ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑w B ⇔ A⊑BW. ∎

Proposición. 

Proposición. 

Proposición. 

Demostración. (i) A⊑wB ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W) ⇔ ((B + W)’  ≤  A’  ≤  (B . W)’) ⇔ 

(B’ . W’  ≤  A’  ≤  B’ + W’) ⇔ A’⊑w’B’. 

(ii) Si entonces  A⊑wB ⇔[(A △ B) ≤(B △ W)] ⇔[(B △ W)’ ≤(A △ W)’] ⇔[(B’ △ W) ≤(A’ △ W)]⇔ 

B’⊑wA’.∎

Nota. Si W’ = Wc, (L,⊑w,W, wc) es un retículo acotado. La aplicación ‘:L L es involutiva y según  

la proposición anterior verifica A⊑wB ⇔B’⊑wA’, luego es negación fuerte en (L,⊑w,W, wc).

(Continuación)



Sea ((L,·,+, 0, 1), ‘ ) un retículo distributivo con una negación fuerte ‘ y sea W tal que W’=Wc . Si ((L,⊑W,⨅W, W, Wc), ‘ ) es el 

retículo  isomorfo al inicial desde la perspectiva w; y si para s∈L,(⊑W)S representa en este último retículo el orden desde la 

perspectiva de S tal que  A(⊑W)SB ⇔ (B ⨅WS)⊑WA ⊑W (B ⨆WS), entonces
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Proposición.  Para todo W de L  tal que W’=Wc y para todo S de L, 

 el inf-semirretículo (L, (⊑W)S) coincide con (L, ⊑S), es decir :  

A(⊑W)SB ⇔ A⊑SB 

Sea ((L,·,+, 0, 1), ‘ ) un retículo distributivo con una negación fuerte ‘ y sea W tal que W’=Wc . Si ((L,⊑W,⨅W, W, Wc), ‘ ) es el 

retículo  isomorfo al inicial desde la perspectiva w; y si para s∈L,(⊑W)S representa en este último retículo el orden desde la 
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retículo  isomorfo al inicial desde la perspectiva w; y si para s∈L,(⊑W)S representa en este último retículo el orden desde la 
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S

A

B

(L,≤)

W

Por ejemplo, si s también es 
 complementado tal que s’=sc: 
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retículo  isomorfo al inicial desde la perspectiva w; y si para s∈L,(⊑W)S representa en este último retículo el orden desde la 

perspectiva de S tal que  A(⊑W)SB ⇔ (B ⨅WS)⊑WA ⊑W (B ⨆WS), entonces

W

S

A

B

A

B

A
B

(L,⊑W)(L,≤)

W

S

W

S

(L,(⊑W)S)

(L,⊑S)

W S

⇔

A

B

Por ejemplo, si s también es 
 complementado tal que s’=sc: 

 214



⌀

⌀

⌀

⌀
Proposición.  Para todo W de L  tal que W’=Wc y para todo S de L, 

 el inf-semirretículo (L, (⊑W)S) coincide con (L, ⊑S), es decir :  

A(⊑W)SB ⇔ A⊑SB 

A(⊑W)SB ⇔ 

(B⨅WS) ⊑W A ⊑W(B⨆WS)⇔ 

(B⨅WS)△W ≤ A△W ≤ (B⨆WS)△W⇔ 

[B·S+W·(B+S)]△W ≤ A△W ≤ [B·S+Wc·(B+S)]△W⇔ 

 {[B·S+W·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(Wc+B’·S’)·W } ≤ 

(A·Wc+A’·W) ≤ 
{[B·S+Wc·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(W+B’·S’)·W }, 

Simplificando estas últimas desigualdades, se obtiene: 

(B·S·Wc+B’·S’·W) ≤ (A·Wc+A’·W) ≤ [(B+S)·Wc+(B’+S’)·W]. 

Componiendo  las desigualdades anteriores con  WC y con W, 
 utilizando el operador isótono  “ínfimo” · en L y simplificando: 

(*) B·S·Wc ≤ A·Wc ≤(B+S)·Wc    &   (**) B’·S’·W ≤ A’·W ≤ (B’+S’)·W. 
Y por la “negación fuerte” ‘ ,(operador antítono en L que cumple 

 las leyes de Morgan), obtenemos a partir de la primera (*): 
B’+S’+W ≥ A’+W ≥ B’·S’+W, 

y de éstas,  con el operador “ínfimo” · con Wc: 

 (***) (B’+S’)·Wc ≥ A’·Wc ≥ B’·S’·Wc. 
De las desigualdades (***)  y de las que aparecen en (**), 

 utilizando el operador isótono  “supremo” + en L, se obtiene 

B’·S’·(W+Wc) ≤ A’·(W+Wc) ≤ (B’+S’)·(W+Wc), 
es decir: B’·S’ ≤ A’ ≤ (B’+S’), 

y finalmente, de nuevo por la “negación fuerte” ‘: 

 B·S ≤ A ≤ B+S, que demuestra que A⊑SB.

Demostración

A⊑SB ⇔[B·S ≤ A ≤ (B+S)] ⇔[B’·S’ ≤ A’ ≤ (B’+S’)] 

y en consecuencia 

[B·S·Wc ≤ A·Wc ≤ (B+S)·Wc]  &  [B’·S’·W ≤ A’·W ≤ (B’+S’)·W] 

de lo que se deduce 
(*) B·S·Wc+B’·S’·W ≤ A·Wc +A’·W ≤ (B+S)·Wc+(B’+S’)·W, 

y teniendo en cuenta que W·Wc=0 y que  
(P+Q)·P·Q=P·Q , (P+Q)+P·Q=(P+Q), 

de las desigualdades (*) se deducen estas otras: 

{[B·S+W·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(Wc+B’·S’)·W } ≤ 

(A·Wc+A’·W) ≤ 
{[B·S+Wc·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(W+B’·S’)·W }, 

que son equivalentes a  

[B·S+W·(B+S)]△W ≤ A△W ≤ [B·S+Wc·(B+S)]△W, 

es decir  

(B⨅WS)△W ≤ A△W ≤(B⨆WS)△W 

que equivalen a 

(B⨅WS) ⊑W A ⊑W(B⨆WS) y que demuestran que 

 A(⊑W)SB.∎

Sea ((L,·,+, 0, 1), ‘ ) un retículo distributivo con una negación fuerte ‘ y sea W tal que W’=Wc . Si ((L,⊑W,⨅W, W, Wc), ‘ ) es el 

retículo  isomorfo al inicial desde la perspectiva w; y si para s∈L,(⊑W)S representa en este último retículo el orden desde la 

perspectiva de S tal que  A(⊑W)SB ⇔ (B ⨅WS)⊑WA ⊑W (B ⨆WS), entonces
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W
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Por ejemplo, si s también es 
 complementado tal que s’=sc: 
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Corolario.  Para W tal que W’=Wc y para todo S, el operador ínfimo (⨅W)S  en el inf-semirretículo (L, (⊑W)S, (⨅W)S) coincide con ⨅S:  

A(⨅W)SB = A⨅SB 

Y si además S’=Sc los  operadores ínfimo (⨅W)S y supremo (⨆W)S en el ahora  retículo ((L, (⊑W)S, (⨅W)S, (⨆W)S) coinciden con ⨅S y ⨆S :  

A(⨅W)SB = A⨅SB,   A(⨆W)SB = A⨆SB.   
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Corolario.  Para W tal que W’=Wc y para todo S, el operador ínfimo (⨅W)S  en el inf-semirretículo (L, (⊑W)S, (⨅W)S) coincide con ⨅S:  
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Y si además S’=Sc los  operadores ínfimo (⨅W)S y supremo (⨆W)S en el ahora  retículo ((L, (⊑W)S, (⨅W)S, (⨆W)S) coinciden con ⨅S y ⨆S :  

A(⨅W)SB = A⨅SB,   A(⨆W)SB = A⨆SB.   

Proposición 

Se verifica: 

                                                                       (A⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇔(A ⊑W1+W2 B) & (A ⊑W1·W2 B)  
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(*) Es un caso particular de un resultado cuya  
demostración aparece  en una transparencia anterior.
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Por ejemplo, en el caso L=P(E)
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Se verifica: 

                                                                       (A⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇔(A ⊑W1+W2 B) & (A ⊑W1·W2 B)  

Un resultado más general: 

Si S es tal que Sc=S’, entonces 

(A⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇔(A ⊑(W1⨆S
W2) B) & (A ⊑(W1⨅S

W2) B)  

W1·W2

A ⊑W1·W2B 

Por ejemplo, en el caso L=P(E)
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(*) Es un caso particular de un resultado cuya  
demostración aparece  en una transparencia anterior.
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El orden de actividad desde distintas perspectivas
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El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :
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((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte.

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc y N(L) ⊆C(L) el subconjunto de 

tales elementos. Entonces:

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

= = = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :

w
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Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces, ∀(x,y) ∈ L 2 :

x⨅wy=(x⨅vy)⨆v[w⨅v(x⨆vy)]= 

             (x⨆vy)⨅v[w⨆v(x⨅vy)]

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

x⨅wy=(x.y)+[w.(x+y)]= 

             (x+y).[w+(x.y)] ∀(x,y) ∈ L 2

= = = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :

w



 216

((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte.

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc y N(L) ⊆C(L) el subconjunto de 

tales elementos. Entonces:

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces, ∀(x,y) ∈ L 2 :

x⨅wy=(x⨅vy)⨆v[w⨅v(x⨆vy)]= 

             (x⨆vy)⨅v[w⨆v(x⨅vy)]

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

x⨅wy=(x.y)+[w.(x+y)]= 

             (x+y).[w+(x.y)] ∀(x,y) ∈ L 2

=

…

= = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :

w

(*) Resultado cuya demostraciones aparecen  
 en transparencias anteriores.
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Maximales en el inf-semiretículo (LE, ⊑W, ⨅W, W)
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(L, ≤, ., +, 0, 1) retículo tal que 

  ∀(w,q) ∈ L existen: 

max{x ∈ L / w.x ≤ q} ∈ L 

min{y ∈ L / q ≤ w+y} ∈ L

 (L, ⊆)

0

1

n

m

sc
sa

b



w

0
1

m

n

a

b

s

sc
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(L, ≤, ., +, 0, 1) retículo tal que 

  ∀(w,q) ∈ L existen: 

max{x ∈ L / w.x ≤ q} ∈ L 

min{y ∈ L / q ≤ w+y} ∈ L

                            entonces w→0 es  el complemento wc de w y  

también el máximo de (L, ⊑W) (único ⊑W-maximal).
   Nota.  Si (w→0)= (1∸w)

 (L, ⊆)

0

1

n

m

sc
sa

b

Semi-retículo 

(L, ⊑W, ⨅
W

, W)

w



w

0
1

m

n

a

b

s

sc
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Implicación: 

 w→q=sup{x ∈ L / w.x ≤ q}=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

(L, ≤, ., +, 0, 1) retículo tal que 

  ∀(w,q) ∈ L existen: 

max{x ∈ L / w.x ≤ q} ∈ L 

min{y ∈ L / q ≤ w+y} ∈ L

                            entonces w→0 es  el complemento wc de w y  

también el máximo de (L, ⊑W) (único ⊑W-maximal).
   Nota.  Si (w→0)= (1∸w)

q∸w=inf{y ∈ L / q ≤ w+y}=min{y ∈ L / q ≤ w+y}

Co-implicación o diferencia: 

Sean los operadores →, (implicación), y  
∸ , (co-implicación o diferencia), definidos por :

 (L, ⊆)

0

1

n

m

sc
sa

b

Semi-retículo 

(L, ⊑W, ⨅
W

, W)

w



w

0
1

m

n

a

b

s

sc
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Implicación: 

 w→q=sup{x ∈ L / w.x ≤ q}=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

(L, ≤, ., +, 0, 1) retículo tal que 

  ∀(w,q) ∈ L existen: 

max{x ∈ L / w.x ≤ q} ∈ L 

min{y ∈ L / q ≤ w+y} ∈ L

                            entonces w→0 es  el complemento wc de w y  

también el máximo de (L, ⊑W) (único ⊑W-maximal).
   Nota.  Si (w→0)= (1∸w)

q∸w=inf{y ∈ L / q ≤ w+y}=min{y ∈ L / q ≤ w+y}

Co-implicación o diferencia: 

Sean los operadores →, (implicación), y  
∸ , (co-implicación o diferencia), definidos por :

 (L, ⊆)

0

1

n

m

sc
sa

b

Semi-retículo 

(L, ⊑W, ⨅
W

, W)

[(p.w ≤ q )⇔( w ≤ p→q)] & [( q ≤ p+w)⇔(p∸q ≤ w)]
En un retículo broweriano y dual broweriano (y en particular en uno finito y distributivo), 
se verifica:

Es evidente que se verifica: (q∸w)≤ q ≤ (w→q)   ∀(q, w)∈L2.

w



w

0
1

m

n

a

b

s

sc
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Maximales en (L, ⊑W)

Implicación: 

 w→q=sup{x ∈ L / w.x ≤ q}=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

(L, ≤, ., +, 0, 1) retículo tal que 

  ∀(w,q) ∈ L existen: 

max{x ∈ L / w.x ≤ q} ∈ L 

min{y ∈ L / q ≤ w+y} ∈ L

Proposición. Se verifica la equivalencia: 

    [(w→q)= (q∸w)] ⇔ [q es un maximal en (L, ⊑W) ( ⊑W-maximal)].

                            entonces w→0 es  el complemento wc de w y  

también el máximo de (L, ⊑W) (único ⊑W-maximal).
   Nota.  Si (w→0)= (1∸w)

Supongamos que además,(w→q)=(q∸w), luego x=(w→q)=(q∸w)=q, 
es decir q es maximal en (L, ⊑W). 
Recíprocamente, sea q maximal en (L, ⊑W).  Entonces 

[(q∸w) ≤ x ≤(w→q)]⇔(q ⊑Wx)⟹(q=x), luego 

 [(q∸w) ≤ (q∸w) ≤ (w→q)]⇔[q ⊑W(q∸w)] ⟹[q= (q∸w)], y 

 [(q∸w) ≤ (w→q) ≤ (w→q)]⇔[q ⊑W(w→q)]⟹[q= (w→q)],  

lo que demuestra las igualdades q= (q∸w)= ((w→q).∎ 

Entonces w.x ≤ q ≤ w+x que es equivalente a (q∸w) ≤ x ≤(w→q). 
Sea x∈ L tal que  q ⊑Wx.

Demostración.    

q∸w=inf{y ∈ L / q ≤ w+y}=min{y ∈ L / q ≤ w+y}

Co-implicación o diferencia: 

Sean los operadores →, (implicación), y  
∸ , (co-implicación o diferencia), definidos por :

 (L, ⊆)

0

1

n

m

sc
sa

b

W→S= S∸W

W→T =T∸W

Semi-retículo 

(L, ⊑W, ⨅
W

, W)

[(p.w ≤ q )⇔( w ≤ p→q)] & [( q ≤ p+w)⇔(p∸q ≤ w)]
En un retículo broweriano y dual broweriano (y en particular en uno finito y distributivo), 
se verifica:

Es evidente que se verifica: (q∸w)≤ q ≤ (w→q)   ∀(q, w)∈L2.

w



Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado

S

0

A

B

Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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1



Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado

S

0

A

B

Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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1 1 ∸ 0=0c=0→0=
1 ∸ S=

=S→A

1 ∸ B=

B→0=

1 ∸A=

A→0=

1 ∸ 1=1c=1→0= 

=S→1

A ∸ S=

Si w es complementado con complemento wc, 
 entonces, 

 ∀p∈L : (w→p)=(wc+p)  y ∀q∈L : (q ∸ w)= q·wc  

 En particular,  el elemento máximo wc del 
retículo  (L, ⊑w ),(y por tanto el único maximal 

del mismo), es tal que wc=(w→0)=(1 ∸ w).

En un retículo distributivo, si w no es 

 complementado, los elementos w→q  

tales que (w→q)= (q ∸ w) ( y por tanto  

iguales a q),  son los elementos maximales 

 del inf-semirretículo (L, ⊑W ).

Operador implicación → en L: 

w→q = sup{x ∈ L / w.x ≤ q}

Operador diferencia o co-implicación ∸ en L : 
q ∸ w = inf{y ∈ L / q ≤ w+y}

Además, w→0 es maximal  de (L, ⊑W ) 

si se verifica (w→0) =(1 ∸ w).

etc



Ejemplo: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado

S

0

A

B

Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)

 218

1 1 ∸ 0=0c=0→0=
1 ∸ S=

=S→A

1 ∸ B=

B→0=

1 ∸A=

A→0=

1 ∸ 1=1c=1→0= 

S

A

B

1

0

0

A

B

1
S

S

0

B

1

A

S

1

A

B

0

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

(L, ⊑S, ⨅S, S) 

=S→1

A ∸ S=

Si w es complementado con complemento wc, 
 entonces, 

 ∀p∈L : (w→p)=(wc+p)  y ∀q∈L : (q ∸ w)= q·wc  

 En particular,  el elemento máximo wc del 
retículo  (L, ⊑w ),(y por tanto el único maximal 

del mismo), es tal que wc=(w→0)=(1 ∸ w).

En un retículo distributivo, si w no es 

 complementado, los elementos w→q  

tales que (w→q)= (q ∸ w) ( y por tanto  

iguales a q),  son los elementos maximales 

 del inf-semirretículo (L, ⊑W ).

Operador implicación → en L: 

w→q = sup{x ∈ L / w.x ≤ q}

Operador diferencia o co-implicación ∸ en L : 
q ∸ w = inf{y ∈ L / q ≤ w+y}

Además, w→0 es maximal  de (L, ⊑W ) 

si se verifica (w→0) =(1 ∸ w).

etc

(L, ⊑B, ⨅B, B) (L, ⊑A, ⨅A, A) 



 219

Distintas expresiones de los órdenes de actividad 
 en retículos distributivos



ORDEN DE ACTIVIDAD EN RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS CON UNA NEGACIÓN FUERTE
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)1. En general:
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)

2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es  
tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c] 

                                                                                 

1. En general:

Proposición
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)

2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es  
tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c] 

                                                                                 

1. En general:

1

w
𝛽

𝛼
wc

0

≤

1

w

𝛽

𝛼

wc

0
⊑𝜔

=𝛼·𝜔c= 

𝛽·𝜔c

=𝛼·𝜔

 = 𝛽.𝜔

Proposición
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)

2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es  
tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c] 

                                                                                 

1. En general:

w→q=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

q ∸ w=min{y ∈ L / q ≤ w+y}

5. Si L es completo broweriano y dual broweriano, (en particular si es finito y distributivo),  entonces 

                                                                          [(𝛼 ∸ 𝛽) ≤ 𝜔 ≤(𝛽→𝛼)] ⇔[(𝛼 ∸ 𝜔) ≤ 𝛽 ≤(𝜔 →𝛼)]𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔

1

w
𝛽

𝛼
wc

0

≤

1

w

𝛽

𝛼

wc

0
⊑𝜔

=𝛼·𝜔c= 

𝛽·𝜔c

=𝛼·𝜔

 = 𝛽.𝜔

Proposición

Proposición

(*) (Véase la transparencia siguiente)

(*)
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)1. En general, en un retículo distributivo y acotado:
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Proposición. 2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c]

 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)1. En general, en un retículo distributivo y acotado:
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Proposición. 2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c]

 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)1. En general, en un retículo distributivo y acotado:

Demostración. 2.   (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔) ⇒ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)] ⇒ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&((𝛼+𝜔 )·𝜔c≤ (𝛽+𝜔)·𝜔c)] ⇒ 

[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c≤ 𝛽·𝜔c)]. Supongamos ahora que (𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c). Entonces (𝛼 + 𝜔)=(𝛼·(𝜔c+𝜔)+𝜔)=(𝛼·𝜔c+𝛼·𝜔+𝜔)= 

(𝛼·𝜔c+𝜔)≤( 𝛽·𝜔c+𝜔)=(𝛽·𝜔c+𝛽·𝜔+𝜔))=(𝛽·(𝜔c+𝜔)+𝜔)=(𝛽 + 𝜔). Luego [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c≤ 𝛽·𝜔c)]⇒ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽+𝜔).

 3.   (Demostración en una transparencia anterior). 

 4.   (𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c=(𝛼 + 𝜔).(𝛼c+𝜔c)=𝛼.𝜔c+𝛼c.𝜔=𝛼 ∆ 𝜔. Análogamente,(𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c=𝛽 ∆ 𝜔, y por el apartado 

anterior, se verifica 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c].∎ 
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Proposición. 2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c]

 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)1. En general, en un retículo distributivo y acotado:

Demostración. 2.   (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔) ⇒ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)] ⇒ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&((𝛼+𝜔 )·𝜔c≤ (𝛽+𝜔)·𝜔c)] ⇒ 

[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c≤ 𝛽·𝜔c)]. Supongamos ahora que (𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c). Entonces (𝛼 + 𝜔)=(𝛼·(𝜔c+𝜔)+𝜔)=(𝛼·𝜔c+𝛼·𝜔+𝜔)= 

(𝛼·𝜔c+𝜔)≤( 𝛽·𝜔c+𝜔)=(𝛽·𝜔c+𝛽·𝜔+𝜔))=(𝛽·(𝜔c+𝜔)+𝜔)=(𝛽 + 𝜔). Luego [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c≤ 𝛽·𝜔c)]⇒ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽+𝜔).

 3.   (Demostración en una transparencia anterior). 

 4.   (𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c=(𝛼 + 𝜔).(𝛼c+𝜔c)=𝛼.𝜔c+𝛼c.𝜔=𝛼 ∆ 𝜔. Análogamente,(𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c=𝛽 ∆ 𝜔, y por el apartado 

anterior, se verifica 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c].∎ 

  

p→q=sup{x ∈ L / p.x ≤ q} =max{x ∈ L / p.x ≤ q}

q ∸ p=min{y ∈ L / q ≤ p+y}=min{y ∈ L / q ≤ p+y}
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Proposición. 2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que el complemento de 𝜔 es tal que 𝜔c= 𝜔’  y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c]
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Demostración. 2.   (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔) ⇒ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)] ⇒ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&((𝛼+𝜔 )·𝜔c≤ (𝛽+𝜔)·𝜔c)] ⇒ 

[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c≤ 𝛽·𝜔c)]. Supongamos ahora que (𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c). Entonces (𝛼 + 𝜔)=(𝛼·(𝜔c+𝜔)+𝜔)=(𝛼·𝜔c+𝛼·𝜔+𝜔)= 

(𝛼·𝜔c+𝜔)≤( 𝛽·𝜔c+𝜔)=(𝛽·𝜔c+𝛽·𝜔+𝜔))=(𝛽·(𝜔c+𝜔)+𝜔)=(𝛽 + 𝜔). Luego [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c≤ 𝛽·𝜔c)]⇒ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽+𝜔).

Demostración. 5.   (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔) ⇔ [(𝜔≤(𝛽→𝛼)))&(𝜔 ≥( 𝛼 ∸ 𝛽))] ⇔[(𝛼 ∸ 𝛽) ≤ 𝜔 ≤(𝛽→𝛼)]. 

(𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔) ⇔ [(𝛽≤(𝜔→𝛼)))&(𝛽 ≥( 𝛼 ∸𝜔))] ⇔[(𝛼 ∸ 𝜔) ≤ 𝛽≤(𝜔→𝛼)].∎

 3.   (Demostración en una transparencia anterior). 

 4.   (𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c=(𝛼 + 𝜔).(𝛼c+𝜔c)=𝛼.𝜔c+𝛼c.𝜔=𝛼 ∆ 𝜔. Análogamente,(𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c=𝛽 ∆ 𝜔, y por el apartado 

anterior, se verifica 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛽 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c].∎ 

  

[(𝛼 ∸ 𝛽) ≤ 𝜔 ≤(𝛽→𝛼)] ⇔[(𝛼 ∸ 𝜔) ≤ 𝛽 ≤(𝜔 →𝛼)]𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔

Proposición   5. Si L es completo broweriano y dual broweriano, (en particular si es finito y distributivo),  entonces 

p→q=sup{x ∈ L / p.x ≤ q} =max{x ∈ L / p.x ≤ q}

q ∸ p=min{y ∈ L / q ≤ p+y}=min{y ∈ L / q ≤ p+y}
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Proposición   5. 

Si L es completo broweriano y dual broweriano, (en particular si es finito y distributivo),  entonces 
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Relación de actividad en producto de retículos. Sea ((Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x))x∈E 

una familia de retículos distributivos y acotados subindicada por E≠∅ y sea 

(L, ≤, · ,+, 0, 1) el retículo producto distributivo y acotado tal que: 

                           L= XLx={ 𝜇: X →∪Lx / 𝜇(x)∈Lx  ∀x∈E } 

con el orden ≤ , los operadores · ,+ y las cotas 0 , 1  tales que, ∀x∈E : 

(𝜇 ≤𝜓)⇔[𝜇(x) ≤x𝜓(x)], (𝜇 · 𝜓)(x)=[𝜇(x)·x𝜓(x)]  , (𝜇+𝜓)(x)=[𝜇(x)+x𝜓(x)] 

                                             0(x)=0x , 1(x)=1x . 

x∈Ex∈E
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                                             0(x)=0x , 1(x)=1x . 

x∈Ex∈E

Proposición .(1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. El orden de actividad ⊑𝜔  

en el retículo producto (L, ≤, ⋏ ,⋎, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔(x)·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “inf“ en (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔c(x) ·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “sup” en (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x x

x

x x



(L, ≤)

0

1
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en el retículo producto (L, ≤, ⋏ ,⋎, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔(x)·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “inf“ en (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔c(x) ·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “sup” en (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x x

x

x x



(L1, ≤1)

(01, 02)

(11, 12)

(L2, ≤2)

(L, ≤)

0

1

ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO PRODUCTO DE RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS

.w

Ejemplo (producto L1✕L2  

de dos cadenas).

Mínimo para el orden ⊑w

.w

(L, ⊑w)

≤

0
1

≥

Inf-semirretículo 

w2

w.

w1
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Relación de actividad en producto de retículos. Sea ((Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x))x∈E 

una familia de retículos distributivos y acotados subindicada por E≠∅ y sea 

(L, ≤, · ,+, 0, 1) el retículo producto distributivo y acotado tal que: 

                           L= XLx={ 𝜇: X →∪Lx / 𝜇(x)∈Lx  ∀x∈E } 

con el orden ≤ , los operadores · ,+ y las cotas 0 , 1  tales que, ∀x∈E : 

(𝜇 ≤𝜓)⇔[𝜇(x) ≤x𝜓(x)], (𝜇 · 𝜓)(x)=[𝜇(x)·x𝜓(x)]  , (𝜇+𝜓)(x)=[𝜇(x)+x𝜓(x)] 

                                             0(x)=0x , 1(x)=1x . 

x∈Ex∈E

Proposición .(1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. El orden de actividad ⊑𝜔  

en el retículo producto (L, ≤, ⋏ ,⋎, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔(x)·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “inf“ en (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔c(x) ·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “sup” en (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x x

x

x x



(L1, ≤1)

(01, 02)

(11, 12)

(L2, ≤2)

(L, ≤)

0

1

ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO PRODUCTO DE RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS

.w

(L1✕L2, ⊑w)

(≤1, ≤2)
(≥1, ≤2)

(≥1, ≥2)
(≥1, ≤2)

Ejemplo (producto L1✕L2  

de dos cadenas).

Mínimo para el orden ⊑w

.w

(L, ⊑w)

≤

0
1

≥

Inf-semirretículo 

w2

w.

w1
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Relación de actividad en producto de retículos. Sea ((Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x))x∈E 

una familia de retículos distributivos y acotados subindicada por E≠∅ y sea 

(L, ≤, · ,+, 0, 1) el retículo producto distributivo y acotado tal que: 

                           L= XLx={ 𝜇: X →∪Lx / 𝜇(x)∈Lx  ∀x∈E } 

con el orden ≤ , los operadores · ,+ y las cotas 0 , 1  tales que, ∀x∈E : 

(𝜇 ≤𝜓)⇔[𝜇(x) ≤x𝜓(x)], (𝜇 · 𝜓)(x)=[𝜇(x)·x𝜓(x)]  , (𝜇+𝜓)(x)=[𝜇(x)+x𝜓(x)] 

                                             0(x)=0x , 1(x)=1x . 

x∈Ex∈E

Proposición .(1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. El orden de actividad ⊑𝜔  

en el retículo producto (L, ≤, ⋏ ,⋎, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔(x)·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “inf“ en (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔c(x) ·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “sup” en (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x x

x

x x



(L1, ≤1)

(01, 02)

(11, 12)

(L2, ≤2)

(L, ≤)

0

1

ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO PRODUCTO DE RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS

.w

(L1✕L2, ⊑w)

(≤1, ≤2)
(≥1, ≤2)

(≥1, ≥2)
(≥1, ≤2)

Ejemplo (producto L1✕L2  

de dos cadenas).

Mínimo para el orden ⊑w

.w

(L, ⊑w)

≤

0
1

≥

Inf-semirretículo 

w2

w.

w1
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(01,02)(11,12)

(L1✕L2, ⊑w)

(L1✕L2, ⊑w)

Relación de actividad en producto de retículos. Sea ((Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x))x∈E 

una familia de retículos distributivos y acotados subindicada por E≠∅ y sea 

(L, ≤, · ,+, 0, 1) el retículo producto distributivo y acotado tal que: 

                           L= XLx={ 𝜇: X →∪Lx / 𝜇(x)∈Lx  ∀x∈E } 

con el orden ≤ , los operadores · ,+ y las cotas 0 , 1  tales que, ∀x∈E : 

(𝜇 ≤𝜓)⇔[𝜇(x) ≤x𝜓(x)], (𝜇 · 𝜓)(x)=[𝜇(x)·x𝜓(x)]  , (𝜇+𝜓)(x)=[𝜇(x)+x𝜓(x)] 

                                             0(x)=0x , 1(x)=1x . 

x∈Ex∈E

Proposición .(1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. El orden de actividad ⊑𝜔  

en el retículo producto (L, ≤, ⋏ ,⋎, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔(x)·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “inf“ en (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x)]= 

                    [𝜇(x) ·x 𝜓(x)]+x 𝜔c(x) ·x [𝜇(x) +x 𝜓(x)]  ∀x∈E, 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “sup” en (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x x

x

x x (*) (Véase las transparencias siguientes)

(*)



ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO PRODUCTO DE RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS

Proposición .(1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. El orden de actividad ⊑𝜔  

en el retículo producto (L, ≤, · ,+, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x) ∀x∈E ]. 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “𝜔(x)-inf“ en el inf-semirretículo (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x) ∀x∈E ]. 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “𝜔(x)-sup” en  el retículo (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x

x

x x

x
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ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO PRODUCTO DE RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS

Proposición .(1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. El orden de actividad ⊑𝜔  

en el retículo producto (L, ≤, · ,+, 0, 1) es tal que: 

                               (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔[𝜇(x) ⊑𝜔(x) 𝜓(x) ∀x∈E], 

siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad en (Lx ,≤x ,·x ,+x , 0x, 1x) asociado a  𝜔(x)∈Lx.

x

x

(2) En particular, el orden de  actividad ⊑𝜔 en LE asociado al subconjunto 

 L-borroso 𝜔 de E, es tal que 

                             (A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E].

(3) La ley ⨅𝜔 en (L, ⊑𝜔) viene dada por (𝜇 ⨅𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x) ∀x∈E ]. 

siendo ⨅𝜔(x)el operador “𝜔(x)-inf“ en el inf-semirretículo (Lx , ⊑𝜔(x)). 

(4) Y si 𝜔 es complementado con complemento  𝜔c, el operador 

⊔𝜔 es tal que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x) ∀x∈E ]. 

siendo ⊔𝜔(x)el operador “𝜔(x)-sup” en  el retículo (Lx , ⊑𝜔(x)).

x

x

x

x x

x

 222

Demostración. (1) Sea (𝜔,𝜇,𝜓)∈L3. Se verifica la siguiente cadena de  equivalencias:   

 (𝜇 ⊑𝜔 𝜓)⇔ (𝜓·𝜔 ≤ 𝜇 ≤ 𝜓+𝜔)⇔ [(𝜓·𝜔)(x) ≤x
 𝜇(x) ≤x(𝜓+𝜔)(x) ∀x∈E]⇔ 

[(𝜓(x)·x 𝜔(x)) ≤x
 𝜇(x) ≤x(𝜓(x)+x 𝜔(x)) ∀x∈E]⇔ [𝜇(x) ⊑𝜔(x)𝜓(x) ∀x∈E].                               

(2) L=LE es un caso particular de retículo producto que se obtiene cuando Lx=L ∀x∈E , luego 

(A ⊑𝜔 B)⇔[A(x) ⊑𝜔(x) B(x) ∀x∈E], siendo ⊑𝜔(x) el orden de actividad asociado a 𝜔(x)∈L.

(Continúa)
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(Continuación)

(3) Sea S(𝜔𝜇𝜓)∈L tal que S(𝜔𝜇𝜓)(x)=𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x)=[𝜇(x)·x 𝜓(x)+x(𝜔(x)·x(𝜇(x)+x 𝜓(x))) ] ∀x∈E. 

Demostremos que es un minorante del subconjunto  {𝜇,𝜓}  en (L, ⊑𝜔): 

Para cada x∈E:  𝜇(x)·x 𝜔(x)≤x (𝜇(x)·x 𝜔(x))+x(𝜓(x)·x 𝜔(x))+x(𝜇(x)·x 𝜓(x))=S(𝜔𝜇𝜓)(x); 
                           S(𝜔𝜇𝜓)(x)=[(𝜇(x)+x 𝜓(x))·x(𝜔(x)+x(𝜇(x))·x (𝜔(x)+x(𝜇(x)) ] ≤x (𝜔(x)+x(𝜇(x)), 
                          es decir [𝜇(x)·x 𝜔(x) ≤x S(𝜔𝜇𝜓)(x) ≤x 𝜇(x)+x𝜔(x) ∀x∈E], equivalente a 

                          [𝜇(x) ⊑𝜔(x) S(𝜔𝜇𝜓)(x) ∀x∈E], lo que demuestra que   [S(𝜔𝜇𝜓) ⊑
𝜔 𝜇]. Por simetría, 

                          intercambiando en la demostración anterior 𝜇 y 𝜓, se obtiene [S(𝜔𝜇𝜓) ⊑
𝜔 𝜓]. Concluimos  

                          que S(𝜔𝜇𝜓) es un minorante de ambos en (L, ⊑𝜔). Demostremos que es el mínimo. 

                         Sea G otro minorante: [G ⊑𝜔 𝜇]&[G ⊑𝜔 𝜓]. Entonces [(G(x)⊑𝜔(x)𝜇(x))&(G(x)⊑𝜔(x)𝜓(x)) ∀x∈E], 
                           luego para cada x, G(x) es un minorante de {𝜇(x),𝜓(x)} en (Lx ,≤x ) y en consecuencia  

                           [ G(x) ⊑𝜔(x)(𝜇(x) ⨅𝜔(x)𝜓(x))=S(𝜔𝜇𝜓)(x) ∀x∈E ], que demuestra que [G ⊑𝜔S(𝜔𝜇𝜓)] y que por  

                           tanto, S(𝜔𝜇𝜓) es el supremo de {𝜇,𝜓} en (L, ⊑𝜔): S(𝜔𝜇𝜓) =(𝜇 ⨅𝜔𝜓). 

x

x x

x x

x

(4) Un razonamiento análogo al realizado en el apartado anterior, demuestra que si 𝜔 es complementado con 

complemento  𝜔c, el operador ⊔𝜔 tal  que (𝜇 ⊔𝜔𝜓)(x)=[𝜇(x) ⊔𝜔(x)𝜓(x) ∀x∈E ] es el supremo del subconjunto  

{𝜇,𝜓}  en (L, ⊑𝜔).∎
x



 (L, ≤) = (L, ⊑(01, 02))
(01, 02) 
Mínimo

Máximo
 (11, 12)
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 (L, ≤) = (L, ⊑(01, 02))
(01, 02) 
Mínimo

Máximo
 (11, 12)

a ⊑𝜔b

a

b

a

b a

b

a

b

a

b
a

b

a

b

 (L, ⊑(w1, 02))  (L, ⊑(01, w2))  (L, ⊑(w1, w2))

 (L, ⊑(w1, w2))  (L, ⊑(v1, v2))  (L, ⊑(w1, w2))

Maximal 
  (11, 12)

(w1, 02) 
Mínimo

Maximal 
(01, 12)

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(v1, v2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(01, w2)

b
a ba

b
a b

a

b

a

 224



 (L, ≤) = (L, ⊑(01, 02))
(01, 02) 
Mínimo

Máximo
 (11, 12)

a ⊑𝜔b

a

b

a

b a

b

a

b

a

b
a

b

a

b

ab

a

b

a

b

a

b

 (L, ⊑(w1, 02))  (L, ⊑(01, w2))  (L, ⊑(w1, w2))

 (L, ⊑(w1, w2))  (L, ⊑(v1, v2))  (L, ⊑(w1, w2))

Maximal 
  (11, 12)

(w1, 02) 
Mínimo

Maximal 
(01, 12)

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(v1, v2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(01, w2)

b
a ba

b
a b

a

b

a

 224



 (L, ≤) = (L, ⊑(01, 02))
(01, 02) 
Mínimo

Máximo
 (11, 12)

a ⊑𝜔b

a

b

a

b a

b

a

b

a

b
a

b

a

b

ab

a

b

a

b

a

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

 (L, ⊑(w1, 02))  (L, ⊑(01, w2))  (L, ⊑(w1, w2))

 (L, ⊑(w1, w2))  (L, ⊑(v1, v2))  (L, ⊑(w1, w2))

Maximal 
  (11, 12)

(w1, 02) 
Mínimo

Maximal 
(01, 12)

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(v1, v2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(01, w2)

b
a ba

b
a b

a

b

a
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b
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b
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b

a

b
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b

a

b

ab

a

b

a

b

a

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
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Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)
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(01, 12)
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  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(01, w2)

b
a ba

b
a b

a

b

a
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Maximal 
  (11, 12)

Maximal 
(01, 12)

(01, 02) (11, 02)

(w1, 12)

Mínimo
(w1, 02)

El elemento mínimo (01, 02) en (L, ≤)   
no es maximal en (L, ⊑(w1, 02)).  
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b
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b
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  (11, 12)
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Mínimo
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(01, 12)

(L, ⊑(v1, v2))
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(v1, v2)

 (01, 02)
 
Maximal Maximal

 (11, 02)

Maximal Maximal 

 (11, 12)
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b
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b
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a
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Maximal 
  (11, 12)
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(01, 12)

(01, 02) (11, 02)

(w1, 12)

Mínimo
(w1, 02)

(01, 12)

(L, ⊑(v1, v2))

Mínimo

(v1, v2)

 (01, 02)
 
Maximal Maximal

 (11, 02)

Maximal Maximal 

 (11, 12)

El elemento mínimo (01, 02) en (L, ≤)   
no es maximal en (L, ⊑(w1, 02)).  

El elemento mínimo (01, 02) en (L, ≤)   
si es maximal en (L, ⊑(v1, v2)).  



 (L, ≤) = (L, ⊑(01, 02))
(01, 02) 
Mínimo

Máximo
 (11, 12)

a ⊑𝜔b

(01, 12)

 (11, 02) 

(w1, w2)

  (11, 12)

 (01, 02) 

(v1, v2)

 (L, ⊑(w1, w2))

 (L, ⊑(v1, v2))

a

b

a

b a

b

a

b

a

b
a

b

a

b

ab

a

b

a

b

a

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

 (L, ⊑(w1, 02))  (L, ⊑(01, w2))  (L, ⊑(w1, w2))
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Mínimo
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Maximal 
(01, 12)
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Maximal 
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  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(v1, v2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(w1, w2)

Maximal 
(01, 12)

 (01, 02) 
Maximal 

Maximal 
  (11, 12)

 (11, 02) 
Maximal 

Mínimo
(01, w2)

b
a ba

b
a b

a

b

a
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Comparación de órdenes de actividad.

Maximal 
  (11, 12)

Maximal 
(01, 12)

(01, 02) (11, 02)

(w1, 12)

Mínimo
(w1, 02)

(01, 12)

(L, ⊑(v1, v2))

Mínimo

(v1, v2)

 (01, 02)
 
Maximal Maximal

 (11, 02)

Maximal Maximal 

 (11, 12)

El elemento mínimo (01, 02) en (L, ≤)   
no es maximal en (L, ⊑(w1, 02)).  

El elemento mínimo (01, 02) en (L, ≤)   
si es maximal en (L, ⊑(v1, v2)).  

(⊑(v1, v2) ≼ ⊑(v1, v2)) ⇔ ((v1, v2)  ≤ (w1, w2))

 Una ordenación de la familia (⊑(w1, w2))(w1, w2) ∈ L :
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Tema abierto: “Perspectivas” y Multisets.
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El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

Sea U un referencial tal que U ≠ ∅.  Sea ( ℕ, ≤ ) la cadena de números naturales ℕ={0,1,…,n,…} 
con el orden usual. Consideremos el conjunto ordenado (ℕU, ≤) determinado por las aplicaciones 
A:U→ℕ, B:U→ℕ, …, (los multisets o msets de U),  con el orden extensión puntual del anterior: 

(A ≤ B )⇔ (A(x) ≤ B(x))  ∀x∈U .
(ℕU, ≤) es retículo distributivo, en el que el ínfimo A∧B  y el supremo A∨B de los multisets A  y B 
vienen dados por (A∧B)(x) = min(A(x), B(x)) ; (A∨B)(x) = max(A(x),B(x))   ∀x∈U. 
(ℕU, ≤,∧,∨) está acotado inferiormente  por el multiset ∅ tal que ∅(x)=0∈ℕ  ∀x∈U.
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El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

Sea U un referencial tal que U ≠ ∅.  Sea ( ℕ, ≤ ) la cadena de números naturales ℕ={0,1,…,n,…} 
con el orden usual. Consideremos el conjunto ordenado (ℕU, ≤) determinado por las aplicaciones 
A:U→ℕ, B:U→ℕ, …, (los multisets o msets de U),  con el orden extensión puntual del anterior: 

(A ≤ B )⇔ (A(x) ≤ B(x))  ∀x∈U .

∅

[x]
[y]

[yy]
[yyy]

[yyyy]

[xxxx]

[xxx]

[xx] [xy]

[xxy]

[xxxy]

[xxxxy]

[xxyy]

[xxyyyyy]

[xxxxxyyyyyy][xxxxxxxyyy]

Retículo de msets: 
(ℕ{x,y}

, ≤)

(ℕU, ≤) es retículo distributivo, en el que el ínfimo A∧B  y el supremo A∨B de los multisets A  y B 
vienen dados por (A∧B)(x) = min(A(x), B(x)) ; (A∨B)(x) = max(A(x),B(x))   ∀x∈U. 
(ℕU, ≤,∧,∨) está acotado inferiormente  por el multiset ∅ tal que ∅(x)=0∈ℕ  ∀x∈U.
Una representación de los elementos A de ( ℕU, ≤ ): si A(x)=2, A(y)=o, A(z)=1, A(t)=3, … ; 
escribimos A≡[xxzttt…] etc.

Ejemplo Si U={x,y}:
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El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

Sea U un referencial tal que U ≠ ∅.  Sea ( ℕ, ≤ ) la cadena de números naturales ℕ={0,1,…,n,…} 
con el orden usual. Consideremos el conjunto ordenado (ℕU, ≤) determinado por las aplicaciones 
A:U→ℕ, B:U→ℕ, …, (los multisets o msets de U),  con el orden extensión puntual del anterior: 
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(ℕU, ≤) es retículo distributivo, en el que el ínfimo A∧B  y el supremo A∨B de los multisets A  y B 
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Una representación de los elementos A de ( ℕU, ≤ ): si A(x)=2, A(y)=o, A(z)=1, A(t)=3, … ; 
escribimos A≡[xxzttt…] etc. ó A≡[x2zt3…] etc.

Ejemplo Si U={x,y}:



225

El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

Sea U un referencial tal que U ≠ ∅.  Sea ( ℕ, ≤ ) la cadena de números naturales ℕ={0,1,…,n,…} 
con el orden usual. Consideremos el conjunto ordenado (ℕU, ≤) determinado por las aplicaciones 
A:U→ℕ, B:U→ℕ, …, (los multisets o msets de U),  con el orden extensión puntual del anterior: 

(A ≤ B )⇔ (A(x) ≤ B(x))  ∀x∈U .
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Retículo de msets: 
(ℕ{x,y}

, ≤)

(ℕU, ≤) es retículo distributivo, en el que el ínfimo A∧B  y el supremo A∨B de los multisets A  y B 
vienen dados por (A∧B)(x) = min(A(x), B(x)) ; (A∨B)(x) = max(A(x),B(x))   ∀x∈U. 
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Una representación de los elementos A de ( ℕU, ≤ ): si A(x)=2, A(y)=o, A(z)=1, A(t)=3, … ; 
escribimos A≡[xxzttt…] etc. ó A≡[x2zt3…] etc.

A=(A0, A1, A2,···)= 
(U ,{x,y},{x},{x},∅,∅,···)

Ejemplo. Si A=[x3y]:

Todo mset A de ( ℕU, ≤ ) tiene asociada la familia de n-cortes (An)n∈ℕ que lo caracteriza:  
An={x∈U / A(x)≥n} ∀n∈ℕ    y A(x)=max{k∈ℕ /x∈An}  ∀x∈U.

A

Ejemplo Si U={x,y}:
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El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

( P(U), ⊆ ) es isomorfo a un subretículo acotado de ( ℕU, ≤ ): identificamos  {x,y,z} con [xyz] etc. 

Sea U un referencial tal que U ≠ ∅.  Sea ( ℕ, ≤ ) la cadena de números naturales ℕ={0,1,…,n,…} 
con el orden usual. Consideremos el conjunto ordenado (ℕU, ≤) determinado por las aplicaciones 
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vienen dados por (A∧B)(x) = min(A(x), B(x)) ; (A∨B)(x) = max(A(x),B(x))   ∀x∈U. 
(ℕU, ≤,∧,∨) está acotado inferiormente  por el multiset ∅ tal que ∅(x)=0∈ℕ  ∀x∈U.

(P({x,y}), ⊆)

Una representación de los elementos A de ( ℕU, ≤ ): si A(x)=2, A(y)=o, A(z)=1, A(t)=3, … ; 
escribimos A≡[xxzttt…] etc. ó A≡[x2zt3…] etc.

A=(A0, A1, A2,···)= 
(U ,{x,y},{x},{x},∅,∅,···)

Ejemplo. Si A=[x3y]:

Todo mset A de ( ℕU, ≤ ) tiene asociada la familia de n-cortes (An)n∈ℕ que lo caracteriza:  
An={x∈U / A(x)≥n} ∀n∈ℕ    y A(x)=max{k∈ℕ /x∈An}  ∀x∈U.

Ejemplo Si U={x,y}:
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El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

Inf-semirretículo acotado 
(ℕU,⊑W) con el orden ⊑W de  
la “perspectiva” W∈ℕU: 
(A ⊑W B)⇔(B∧W≤A≤B∨W) 
   ⇔(An ⊑Wn Bn   ∀n∈ℕ) 
⇔(An ∆ Wn ⊆Bn ∆ Wn ∀n∈ℕ).

( P(U), ⊆ ) es isomorfo a un subretículo acotado de ( ℕU, ≤ ): identificamos  {x,y,z} con [xyz] etc. 

Sea U un referencial tal que U ≠ ∅.  Sea ( ℕ, ≤ ) la cadena de números naturales ℕ={0,1,…,n,…} 
con el orden usual. Consideremos el conjunto ordenado (ℕU, ≤) determinado por las aplicaciones 
A:U→ℕ, B:U→ℕ, …, (los multisets o msets de U),  con el orden extensión puntual del anterior: 

(A ≤ B )⇔ (A(x) ≤ B(x))  ∀x∈U .

∅

[x]
[y]

[yy]
[yyy]

[yyyy]

[xxxx]

[xxx]

[xx] [xy]

[xxy]

[xxxy]

[xxxxy]

[xxyy]

[xxyyyyy]

[xxxxxyyyyyy][xxxxxxxyyy]

∅

[x]
[y]

[y2]
[y3]

[y4]

[x4]

[x3]

[x2] [xy]

[x2y]

[x3y]

[x4y]

[x2y2]

[x2y5]

[x5y6][x7y3]

Retículo de msets: 
(ℕ{x,y}

, ≤)

(ℕU, ≤) es retículo distributivo, en el que el ínfimo A∧B  y el supremo A∨B de los multisets A  y B 
vienen dados por (A∧B)(x) = min(A(x), B(x)) ; (A∨B)(x) = max(A(x),B(x))   ∀x∈U. 
(ℕU, ≤,∧,∨) está acotado inferiormente  por el multiset ∅ tal que ∅(x)=0∈ℕ  ∀x∈U.

W

(P({x,y}), ⊆)

(ℕ{x,y}
, ⊑

{x,y}
)

∅

[x]

[x2]

[x3]

[x4] [x4y]

[x7y3]
[x5y6]

[xy]

[y]

[y2]

[y3]

[y4]

[xy2]

[xy3]

[xy4]

[x2y]

[x3y] [x2y2]

[x2y5]

W

Una representación de los elementos A de ( ℕU, ≤ ): si A(x)=2, A(y)=o, A(z)=1, A(t)=3, … ; 
escribimos A≡[xxzttt…] etc. ó A≡[x2zt3…] etc.

A=(A0, A1, A2,···)= 
(U ,{x,y},{x},{x},∅,∅,···)

Ejemplo. Si A=[x3y]:

Todo mset A de ( ℕU, ≤ ) tiene asociada la familia de n-cortes (An)n∈ℕ que lo caracteriza:  
An={x∈U / A(x)≥n} ∀n∈ℕ    y A(x)=max{k∈ℕ /x∈An}  ∀x∈U.

Ejemplo Si U={x,y}:
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El orden ⊑W  en retículos de “Multisets”

En (ℕU, ≤) se define una operación “suma” utilizando la usual adición en ℕ : 
(A+B)(x)=A(x)+B(x) ∀x∈U. 
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vienen dados por (A∧B)(x) = min(A(x), B(x)) ; (A∨B)(x) = max(A(x),B(x))   ∀x∈U. 
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Una representación de los elementos A de ( ℕU, ≤ ): si A(x)=2, A(y)=o, A(z)=1, A(t)=3, … ; 
escribimos A≡[xxzttt…] etc. ó A≡[x2zt3…] etc.

A=(A0, A1, A2,···)= 
(U ,{x,y},{x},{x},∅,∅,···)
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Ejemplo Si U={x,y}:



 226

Tema abierto: “Perspectivas” y Rough sets.



“Perspectivas” en Rough Sets 
asociadas a un subconjunto w

 226
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“Rough sets” asociados al orden ⊑W

Consideremos el par (U,R) determinado por  un referencial finito U y una relación de tolerancia 

R en U. ( es decir R ⊆ UXU reflexiva y simétrica). 

Si x∈U,, R(x) representará el subconjunto: R(x)={y∈U / xRy}. 

Sean (R↓)  y (R↑) operadores en P(U) tales que:  

        (R↓)(A)={x∈U / R(x) ⊆ A}, (R↑)(A)={x∈U / R(x)∩A≠∅}  ∀A∈P(U). 

(R↓)(A) es la “R-aproximación inferior de A” y (R↑)(A) la “R-aproximación superior de A”. 

Se verifica: [(R↓)(A)]⊆ A ⊆ [(R↑)(A)]   ∀A∈P(U).   
Un par (A1 , A2)∈P(U)XP(U) es un “Rough set” (conjunto rugoso, conjunto aproximado) en 

(U,R), si existe A∈P(U) tal que: [A1=(R↓)(A)]&[A2=(R↑)(A)].
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Rough set: (A1 , A2)
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Si consideramos ahora una “perspectiva” W en U…

“R-aproximaciones” y “Rough sets” en el álgebra (((P(U), ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c), R) 
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               = ({x∈U / R(x) ⊆ (A∆ W)})∆ W = ({x∈U / [(R(x))∆ W] ⊑W A})∆ W   ∀A∈P(X). 

 Análogamente, para la “RW-aproximación superior” (R↑)w :, si (R↑): P(U) →P(U)  es la 
 “R-aproximación superior”, entonces: 
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^

^

^

^
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¿Imperfección, ruido,…?



“Perspectivas” nítidas  en 
Fuzzy Rough Sets

 227



Consideremos el par (U,R) determinado por  un referencial finito U y una relación de tolerancia 
L-borrosa R en U. ( es decir R ∈ LUXU reflexiva y simétrica). 
Si (x,y)∈UXU,, R(x,y)∈L es el grado de tolerancia entre x e y.  

Si →· es la implicación  residuo  de “·” en L, sean (R↓) 

 y (R↑) operadores en LU  tales que:  

   (R↓)(A)(y)=inf{R(x,y) →· A(x) / x∈U}, (R↑)(A)=sup{R(x,y)·A(x) / x∈U}  ∀A∈ LU. 

(R↓)(A) es la “R-aproximación inferior de A” y (R↑)(A) la “R-aproximación superior de A”. 

Se verifica: [(R↓)(A)] ≤ A ≤ [(R↑)(A)]   ∀A∈ LU.   

Un par (A1 , A2)∈ LU X LU es un “Fuzzy Rough set” (conjunto rugoso borroso, conjunto 

aproximado borroso) en (U,R), si existe A∈ LU tal que: [A1=(R↓)(A)]&[A2=(R↑)(A)].
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“Fuzzy Rough sets” asociados al orden ⊑W
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Borroso A

Borrosos 
 A1 , A2

Se verifica: (R↓)(A)=Rop⊳A,   (R↑)(A)=Rop◦A , ∀A∈ LU.   
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Un par (A1 , A2)∈ LU X LU es un “Fuzzy Rough set” (conjunto rugoso borroso, conjunto 

aproximado borroso) en (U,R), si existe A∈ LU tal que: [A1=(R↓)(A)]&[A2=(R↑)(A)].
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“Fuzzy Rough sets” asociados al orden ⊑W

(U,R)

(R↑)(A)

(R↓)(A)

A
W

A1

A2

Fuzzy Rough set: (A1 , A2)

W

Si consideramos ahora una “perspectiva” nítida W en U…

Nítido W

Borroso A

Borrosos 
 A1 , A2

Se verifica: (R↓)(A)=Rop⊳A,   (R↑)(A)=Rop◦A , ∀A∈ LU.   



Consideremos el par (U,R) determinado por  un referencial finito U y una relación de tolerancia 
L-borrosa R en U. ( es decir R ∈ LUXU reflexiva y simétrica). 
Si (x,y)∈UXU,, R(x,y)∈L es el grado de tolerancia entre x e y.  

Si →· es la implicación  residuo  de “·” en L, sean (R↓) 

 y (R↑) operadores en LU  tales que:  

   (R↓)(A)(y)=inf{R(x,y) →· A(x) / x∈U}, (R↑)(A)=sup{R(x,y)·A(x) / x∈U}  ∀A∈ LU. 
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Un par (A1 , A2)∈ LU X LU es un “Fuzzy Rough set” (conjunto rugoso borroso, conjunto 

aproximado borroso) en (U,R), si existe A∈ LU tal que: [A1=(R↓)(A)]&[A2=(R↑)(A)].
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“Fuzzy Rough sets” asociados al orden ⊑W

(U,R)

(R↑)(A)

(R↓)(A)

A
W

A1

A2

Fuzzy Rough set: (A1 , A2)

W

Si consideramos ahora una “perspectiva” nítida W en U…

“R-aproximaciones” y “Fuzzy Rough sets” en el álgebra (((LU, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c), R) 

La “RW-aproximación inferior” (R↓)w: LU →LU en ((LU, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c) es tal que ∀A∈ LU : 

(R↓)w(A)=(𝜑w∘(R↓)∘𝜑w)(A)=𝜑w(Rop⊳𝜑w(A))=[Rop⊳(A∆W)]∆W, 

(R↑)w(A)=(𝜑w∘(R↑)∘𝜑w)(A)=𝜑w(Rop◦𝜑w(A))=[Rop◦(A∆W)]∆W .   ^

^

Nítido W

Borroso A

Borrosos 
 A1 , A2

Se verifica: (R↓)(A)=Rop⊳A,   (R↑)(A)=Rop◦A , ∀A∈ LU.   



Consideremos el par (U,R) determinado por  un referencial finito U y una relación de tolerancia 
L-borrosa R en U. ( es decir R ∈ LUXU reflexiva y simétrica). 
Si (x,y)∈UXU,, R(x,y)∈L es el grado de tolerancia entre x e y.  

Si →· es la implicación  residuo  de “·” en L, sean (R↓) 

 y (R↑) operadores en LU  tales que:  

   (R↓)(A)(y)=inf{R(x,y) →· A(x) / x∈U}, (R↑)(A)=sup{R(x,y)·A(x) / x∈U}  ∀A∈ LU. 

(R↓)(A) es la “R-aproximación inferior de A” y (R↑)(A) la “R-aproximación superior de A”. 

Se verifica: [(R↓)(A)] ≤ A ≤ [(R↑)(A)]   ∀A∈ LU.   

Un par (A1 , A2)∈ LU X LU es un “Fuzzy Rough set” (conjunto rugoso borroso, conjunto 

aproximado borroso) en (U,R), si existe A∈ LU tal que: [A1=(R↓)(A)]&[A2=(R↑)(A)].
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“Fuzzy Rough sets” asociados al orden ⊑W

(U,R)

(R↑)(A)

(R↓)(A)

A
W

A1

A2

Fuzzy Rough set: (A1 , A2)

W

Si consideramos ahora una “perspectiva” nítida W en U…

“R-aproximaciones” y “Fuzzy Rough sets” en el álgebra (((LU, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c), R) 

La “RW-aproximación inferior” (R↓)w: LU →LU en ((LU, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c) es tal que ∀A∈ LU : 

(R↓)w(A)=(𝜑w∘(R↓)∘𝜑w)(A)=𝜑w(Rop⊳𝜑w(A))=[Rop⊳(A∆W)]∆W, 

(R↑)w(A)=(𝜑w∘(R↑)∘𝜑w)(A)=𝜑w(Rop◦𝜑w(A))=[Rop◦(A∆W)]∆W .   ^

^

[(R↓)w(A)] ⊑W A ⊑W [(R↑)w(A)]   ∀A∈ LU ^ ^

Nítido W

Borroso A

Borrosos 
 A1 , A2

Se verifica: (R↓)(A)=Rop⊳A,   (R↑)(A)=Rop◦A , ∀A∈ LU.   

Se verifica:

Si (A1 , A2) es un Fuzzy Rough set, entonces(𝜑w(A1), 𝜑w(A2)) también lo es.



Consideremos el par (U,R) determinado por  un referencial finito U y una relación de tolerancia 
L-borrosa R en U. ( es decir R ∈ LUXU reflexiva y simétrica). 
Si (x,y)∈UXU,, R(x,y)∈L es el grado de tolerancia entre x e y.  

Si →· es la implicación  residuo  de “·” en L, sean (R↓) 

 y (R↑) operadores en LU  tales que:  

   (R↓)(A)(y)=inf{R(x,y) →· A(x) / x∈U}, (R↑)(A)=sup{R(x,y)·A(x) / x∈U}  ∀A∈ LU. 

(R↓)(A) es la “R-aproximación inferior de A” y (R↑)(A) la “R-aproximación superior de A”. 

Se verifica: [(R↓)(A)] ≤ A ≤ [(R↑)(A)]   ∀A∈ LU.   

Un par (A1 , A2)∈ LU X LU es un “Fuzzy Rough set” (conjunto rugoso borroso, conjunto 

aproximado borroso) en (U,R), si existe A∈ LU tal que: [A1=(R↓)(A)]&[A2=(R↑)(A)].
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“Fuzzy Rough sets” asociados al orden ⊑W

(U,R)

(R↑)(A)

(R↓)(A)

A
W

A1

A2

Fuzzy Rough set: (A1 , A2)

W

Si consideramos ahora una “perspectiva” nítida W en U…

“R-aproximaciones” y “Fuzzy Rough sets” en el álgebra (((LU, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c), R) 

La “RW-aproximación inferior” (R↓)w: LU →LU en ((LU, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c) es tal que ∀A∈ LU : 

(R↓)w(A)=(𝜑w∘(R↓)∘𝜑w)(A)=𝜑w(Rop⊳𝜑w(A))=[Rop⊳(A∆W)]∆W, 

(R↑)w(A)=(𝜑w∘(R↑)∘𝜑w)(A)=𝜑w(Rop◦𝜑w(A))=[Rop◦(A∆W)]∆W .   ^

^

[(R↓)w(A)] ⊑W A ⊑W [(R↑)w(A)]   ∀A∈ LU ^ ^

(Cuestión 

       
 abierta

)

Nítido W

Borroso A

Borrosos 
 A1 , A2

Se verifica: (R↓)(A)=Rop⊳A,   (R↑)(A)=Rop◦A , ∀A∈ LU.   

Se verifica:

Si (A1 , A2) es un Fuzzy Rough set, entonces(𝜑w(A1), 𝜑w(A2)) también lo es.

¿Imperfección, ruido,…?



“Perspectivas” asociadas a un 
Rough Set  (W▼,W▲)
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(U,R)

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 



 228

(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(A▼,A▲)

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 
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(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(A▼,A▲)

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

Orden en  RS:  [(A▼, A▲) ≤ (B▼, B▲)]⇔[(A▼ ⊆ B▼)&(A▲ ⊆ B▲)] ( ó  [(A▼ ≤ B▼)&(A▲ ≤ B▲)] ).

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 
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(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(W▼,W▲) (A▼,A▲)

W▼

W▲ 

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

Perspectiva: 

(W▼,W▲)∈RS

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

W▼

W▲ 

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

Orden en  RS:  [(A▼, A▲) ≤ (B▼, B▲)]⇔[(A▼ ⊆ B▼)&(A▲ ⊆ B▲)] ( ó  [(A▼ ≤ B▼)&(A▲ ≤ B▲)] ).

Si el conjunto ordenado ( RS, ≤ ) es un retículo distributivo ( RS, ≤ ,∧ ,∨), se puede definir 

“perspectivas” asociadas a órdenes de actividad ⊑(W▼,W▲):

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 
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(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(W▼,W▲) (A▼,A▲)

W▼

W▲ 

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

Perspectiva: 

(W▼,W▲)∈RS

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

W▼

W▲ 

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

Orden en  RS:  [(A▼, A▲) ≤ (B▼, B▲)]⇔[(A▼ ⊆ B▼)&(A▲ ⊆ B▲)] ( ó  [(A▼ ≤ B▼)&(A▲ ≤ B▲)] ).

Si el conjunto ordenado ( RS, ≤ ) es un retículo distributivo ( RS, ≤ ,∧ ,∨), se puede definir 

“perspectivas” asociadas a órdenes de actividad ⊑(W▼,W▲):

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 



[(A▼, A▲) ⊑(W▼,W▲)(B▼, B▲)]⇔ 

                [(W▼, W▲)∧(B▼, B▲)] ≤ (A▼, A▲) ≤ [(W▼, W▲)∨(B▼, B▲)] 
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(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(W▼,W▲) (A▼,A▲)

W▼

W▲ 

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

Perspectiva: 

(W▼,W▲)∈RS

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

W▼

W▲ 

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

Orden en  RS:  [(A▼, A▲) ≤ (B▼, B▲)]⇔[(A▼ ⊆ B▼)&(A▲ ⊆ B▲)] ( ó  [(A▼ ≤ B▼)&(A▲ ≤ B▲)] ).

Si el conjunto ordenado ( RS, ≤ ) es un retículo distributivo ( RS, ≤ ,∧ ,∨), se puede definir 

“perspectivas” asociadas a órdenes de actividad ⊑(W▼,W▲):

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 

Y con el operador ínfimo: [(A▼, A▲) ⊓(W▼,W▲)(B▼, B▲)]= 
                [(A▼, A▲)∧(B▼, B▲)] ∨[(W▼, W▲)∧[(A▼, A▲)∨(B▼, B▲)]] 



[(A▼, A▲) ⊑(W▼,W▲)(B▼, B▲)]⇔ 

                [(W▼, W▲)∧(B▼, B▲)] ≤ (A▼, A▲) ≤ [(W▼, W▲)∨(B▼, B▲)] 
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(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(W▼,W▲) (A▼,A▲)

W▼

W▲ 

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

Perspectiva: 

(W▼,W▲)∈RS

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

W▼

W▲ 

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

Orden en  RS:  [(A▼, A▲) ≤ (B▼, B▲)]⇔[(A▼ ⊆ B▼)&(A▲ ⊆ B▲)] ( ó  [(A▼ ≤ B▼)&(A▲ ≤ B▲)] ).

Si el conjunto ordenado ( RS, ≤ ) es un retículo distributivo ( RS, ≤ ,∧ ,∨), se puede definir 

“perspectivas” asociadas a órdenes de actividad ⊑(W▼,W▲):

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 

Y si  es complementado: 
(W▼,W▲) con complemento  

(W▼,W▲)c  : 

Y con el operador ínfimo: [(A▼, A▲) ⊓(W▼,W▲)(B▼, B▲)]= 
                [(A▼, A▲)∧(B▼, B▲)] ∨[(W▼, W▲)∧[(A▼, A▲)∨(B▼, B▲)]] 

[(A▼, A▲) ⊔(W▼,W▲)(B▼, B▲)]= 

      [(A▼, A▲) ⊓(W▼,W▲)c
(B▼, B▲)]

(Cuestión 

       
 abierta

)



[(A▼, A▲) ⊑(W▼,W▲)(B▼, B▲)]⇔ 

                [(W▼, W▲)∧(B▼, B▲)] ≤ (A▼, A▲) ≤ [(W▼, W▲)∨(B▼, B▲)] 
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(R↑)(A)

A

(R↓)(A)

(U,R) (U,R)

(W▼,W▲) (A▼,A▲)

W▼

W▲ 

RS ={ (A▼, A▲) / ∃A : [A▼=(R↓)(A)]&[A▲=(R↓)(A)] }, subconjunto de P(U)XP(U)  ( ó de LU X LU ). 

Perspectiva: 

(W▼,W▲)∈RS

(U , R) Un referencial finito U con una relación  reflexiva R ⊆ UXU  (ó   L-borrosa R ∈ LUXU).

W▼

W▲ 

(R↓)(A)= Rop⊳A,   (R↑)(A)= Rop◦A , ∀A∈P(U)  ( ó ∀A ∈ LU ).

“R-aproximaciones inferior  y superior” de subconjuntos A∈P(U)  ( ó  L-borrosos A ∈ LU ).

Orden en  RS:  [(A▼, A▲) ≤ (B▼, B▲)]⇔[(A▼ ⊆ B▼)&(A▲ ⊆ B▲)] ( ó  [(A▼ ≤ B▼)&(A▲ ≤ B▲)] ).

Si el conjunto ordenado ( RS, ≤ ) es un retículo distributivo ( RS, ≤ ,∧ ,∨), se puede definir 

“perspectivas” asociadas a órdenes de actividad ⊑(W▼,W▲):

“(W▼, W▲)-aproximaciones” en Rough sets . Álgebras del tipo: (RS, ⊑(W▼,W▲), ⊓(W▼,W▲) , (W▼, W▲) ) 

Y si  es complementado: 
(W▼,W▲) con complemento  

(W▼,W▲)c  : 

Y con el operador ínfimo: [(A▼, A▲) ⊓(W▼,W▲)(B▼, B▲)]= 
                [(A▼, A▲)∧(B▼, B▲)] ∨[(W▼, W▲)∧[(A▼, A▲)∨(B▼, B▲)]] 

[(A▼, A▲) ⊔(W▼,W▲)(B▼, B▲)]= 

      [(A▼, A▲) ⊓(W▼,W▲)c
(B▼, B▲)]

(Cuestión 

       
 abierta

)

¿Imperfección o ruido que no se  
puede determinar nítidamente?
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Tema abierto: “Perspectivas”, Birretículos y Trirretículos.



Una relación entre órdenes de actividad y ciertos birretículos 
asociados a retículos distributivos

 230
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)

f
(V,≤,·,+,c)

t

≤



Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)

f
(V,≤,·,+,c)

t

≤



(V,⊑   )
f

Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)

f

⊤ ⊥

t

f
(V,≤,·,+,c)

t

≤



(V,≤t ,·t ,+t ,c)
(V,⊑   )

f

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)

f

⊤ ⊥

t

f
(V,≤,·,+,c)

=

t

≤ x’=xc



(V,≤t ,·t ,+t ,c)
(V,⊑   )

f

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)

f

⊤ ⊥

t
=(V,≤k).

f
(V,≤,·,+,c)

=

(V,≤k ,·k ,+k ,c)
=

t

≤ x’=xc



(V,≤t ,·t ,+t ,c)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)

f

⊤ ⊥

t
=(V,≤k).

f (V,≤k ,·k ,+k ,c) t

≤ x’=xc



(V,≤t ,·t ,+t ,c)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f (V,≤k ,·k ,+k ,c) t

≤

⊑f  

x’=xc



 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f

 230

Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

t

≤

⊑f  

x’=xc
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≤, ⊑f



 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

t

≤

⊑f  

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:
Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

≤

≤

⊑f  

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:
Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f

 f
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V1,⊑   )                     

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

≤

⊑f 

≤

⊑f  

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:
Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

x’=xc

S

(“¬t x“: simétrico de “x” 
con respecto al eje “S”) 

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:
Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

(“x’ “: simétrico de “x” 
con respecto a “  c ”) 

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:
Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

(“¬k x“: simétrico de “x” 
con respecto al eje “R”) 

R

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

(“x’ “: simétrico de “x” 
con respecto a “  c ”) 

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

¬k a = d  ,  ¬k d = a ,
¬k b  =  e  , ¬k e  = b  ,

¬k c  = c  .

¬k ⊤ = ⊥  , ¬k ⊥ = ⊤ ,

¬k f  =  f   , ¬k t  =  t  ,

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:
Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

≤T

VXV
⊥ f

f ⊥

⊥⊤

f  f
f t

t t
⊤⊥

⊤ t

t f

t ⊤⊤ f

⊥ t

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

¬k a = d  ,  ¬k d = a ,
¬k b  =  e  , ¬k e  = b  ,

¬k c  = c  .

¬k ⊤ = ⊥  , ¬k ⊥ = ⊤ ,

¬k f  =  f   , ¬k t  =  t  ,

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:

3. Birreetículo producto four⊙four

≤K

(                           )
(              )x y z s≤K ⇔ 

(          )x ≤t z(          ) y ≤k s&

(                           )
x y z s≤T ⇔ (              )

(          )x ≤t z(          ) s ≤k y&f ⊤

⊤⊤

⊥⊥

t ⊥

Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

four⊙four = (VXV, ≤T, ≤K,¬T)

≤T

VXV
⊥ f

f ⊥

⊥⊤

f  f
f t

t t
⊤⊥

⊤ t

t f

t ⊤⊤ f

⊥ t

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

¬k a = d  ,  ¬k d = a ,
¬k b  =  e  , ¬k e  = b  ,

¬k c  = c  .

¬k ⊤ = ⊥  , ¬k ⊥ = ⊤ ,

¬k f  =  f   , ¬k t  =  t  ,

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:

3. Birreetículo producto four⊙four

≤K

(                           )
(              )x y z s≤K ⇔ 

(          )x ≤t z(          ) y ≤k s&

(                           )
x y z s≤T ⇔ (              )

(          )x ≤t z(          ) s ≤k y&

x y = y x¬T

f ⊤

⊤⊤

⊥⊥

t ⊥

Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

four⊙four = (VXV, ≤T, ≤K,¬T)

≤T

VXV
⊥ f

f ⊥

⊥⊤

f  f
f t

t t
⊤⊥

⊤ t

t f

t ⊤⊤ f

⊥ t

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

¬k a = d  ,  ¬k d = a ,
¬k b  =  e  , ¬k e  = b  ,

¬k c  = c  .

¬k ⊤ = ⊥  , ¬k ⊥ = ⊤ ,

¬k f  =  f   , ¬k t  =  t  ,

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:

3. Birreetículo producto four⊙four

≤K

(                           )
(              )x y z s≤K ⇔ 

(          )x ≤t z(          ) y ≤k s&

(                           )
x y z s≤T ⇔ (              )

(          )x ≤t z(          ) s ≤k y&

x y = y x¬T

f ⊤

⊤⊤

⊥⊥

t ⊥

El orden como “perspectiva” en  
(VXV, ≤K): 

Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f

 230

Birretículo(*) four = (V, ≤t, ≤k, ¬t) =

⊤

⊥

⊤

⊥

a b

c

d e

four⊙four = (VXV, ≤T, ≤K,¬T)

≤T

VXV
⊥ f

f ⊥

⊥⊤

f  f
f t

t t
⊤⊥

⊤ t

t f

t ⊤⊤ f

⊥ t

⊥ f

f ⊥

⊥⊤

f  f

f t

t t

⊤⊥

⊤ t

t f

f ⊤

t ⊤

⊤ f

⊥ t

t ⊥

⊥⊥

⊤⊤

1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f

Con la ≤t-negación ¬t :

= ≤t

= ≤k

 ¬k⊤ = ⊥  ,  ¬k ⊥ = ⊤  ,

¬k  f  =  f   ,  ¬k  t  =  t .

(V,≤t,≤k,¬t)

(Distributivo)

f

2. Retículo distributivo 
 y acotado(V1 ,≤)

t

t

= ≤k≤

= ≤t⊑f 

≤

⊑f  

¬k a = d  ,  ¬k d = a ,
¬k b  =  e  , ¬k e  = b  ,

¬k c  = c  .

¬k ⊤ = ⊥  , ¬k ⊥ = ⊤ ,

¬k f  =  f   , ¬k t  =  t  ,

x’=xc

 la ≤k-negación ¬k=𝜑⊥∘¬t∘𝜑⊥:

3. Birreetículo producto four⊙four

≤K

(                           )
(              )x y z s≤K ⇔ 

(          )x ≤t z(          ) y ≤k s&

(                           )
x y z s≤T ⇔ (              )

(          )x ≤t z(          ) s ≤k y&

x y = y x¬T

f ⊤

⊤⊤

⊥⊥

t ⊥

El orden como “perspectiva” en  
(VXV, ≤K): 

Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤
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≤, ⊑f



¬t ⊤ = ⊤  , ¬t ⊥ = ⊥ ,

¬t f  =  t   , ¬t t  =  f  ,

¬t a = b  ,  ¬t d = e ,
¬t b  =  a  , ¬t e  = d  ,

¬t c  = c  .

Con la ≤t-negación ¬t :

 ¬t⊤ = ⊤  ,  ¬t ⊥ = ⊥  ,

¬t  f  = t   ,  ¬t  t  =  f .

Birretículo  nine = (V1, ≤t, ≤k, ¬t) =
(V1, ≤,⊑  , ¬t)f(Distributivo)

=(V,≤t).
Perspectiva “ f ”: 
Retículo (V,⊑   )                     

 f

Orden de actividad: 
(x ⊑  y)⇔y· f ≤ x ≤ y+f                    

 f
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1. Retículo distributivo 
 y acotado(V,≤)=(V,≤k).

f

(V, ≤,⊑  , ¬t)  f
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3. Birreetículo producto four⊙four

≤K

(                           )
(              )x y z s≤K ⇔ 

(          )x ≤t z(          ) y ≤k s&

(                           )
x y z s≤T ⇔ (              )

(          )x ≤t z(          ) s ≤k y&

x y = y x¬T

f ⊤

⊤⊤

⊥⊥

t ⊥

El orden como “perspectiva” en  
(VXV, ≤K): 

Orden de actividad desde la perspectiva      : 

(      ⊑K          ) ⇔        ·K       ≤K       ≤K       +K                    f ⊤ f ⊤ f ⊤x y z s z s z sx y

f ⊤
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f fz zx

⊤ ⊤s sy

Equivalente a su vez a: 
   (     ≤t     )&(    ≤k    ),                 x z ys

es decir: ≤T = ⊑K
f ⊤

=⊑K
f ⊤

(VXV,      , ≤K,¬T)⊑K
f ⊤

Si 𝜑⊥(x)=x∆t ⊥ = x’·t   ⊥ +t x·t  ⊤

(*)  Distributive bilattices from the perspective of natural duality theory
L. M. Cabrer and H. A. Priestley Algebra Univers. 73 (2015) 103–141
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≤, ⊑f



Sobre los maximales en los 

inf-semiretículos (XLx ,⊑w)   
asociados a productos de 

cadenas  

x∈E
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Nota1. Sea (L,≤) una cadena acotada. Si L=[0,1]⊂ℝ o L=[0,1]⊂ℚ , se puede considerar en ella 
la diferencia usual como ley de composición parcial: si 𝛼 ≥ 𝛽 entonces  𝛼-𝛽∈L. En particular, 
fijando 𝛼=1, se obtiene una negación fuerte en L: 𝛽’=1-𝛽 ∀𝛽∈L. 
 Si L es finita, identificándola con n+1={0,1,…,n}, también tiene a la diferencia 𝛼-𝛽 como ley 
parcial del mismo tipo; y para 𝛼=n se obtiene la negación fuerte,(ahora la única), 𝛽’=n-𝛽 ∀𝛽∈L.
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Nota2. Sea E un referencial y sea ((Lx, ≤x, minx, maxx, 0x, 1x),’x)x∈E una colección de cadenas 
acotadas con negación fuerte, sub-indicada por E. Si  XLx={A:E →∪Lx / A(x)∈Lx ∀x∈E}
representa el conjunto producto de la familia (Lx)x∈E y si ≤  es la relación de  orden en XLx tal que 
(A ≤ B)⇔(A(x)≤xB(x) ∀x∈E), entonces   ( XLx , ≤, ·, +, 0, 1),’ ) es un  retículo distributivo y  
acotado con negación fuerte en el que A·B y A+B son respectivamente los operadores sup e inf 
dados por:(A·B)(x)=minx(A(x),B(x)), (A+B)(x)=maxx(A(x),B(x)) ∀x∈E, los símbolos 0 y 1 
representan respectivamente los elementos mínimo y máximo: 0(x)=0x , 1(x)=1x ∀x∈E 
y ’:XLx→XLx es la aplicación tal que (A’)(x)=(A(x))’x ∀x∈E, que es negación fuerte en el retículo.
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parcial del mismo tipo; y para 𝛼=n se obtiene la negación fuerte,(ahora la única), 𝛽’=n-𝛽 ∀𝛽∈L.

Nota3. Si <x representa el orden estricto en Lx tal que 𝛼<x 𝛽⇔(𝛼≤x 𝛽)&(𝛼≠𝛽), dado A∈XLx le 
asociamos dos subconjuntos de E; su soporte: SUPP(A)={x∈E/ 0x<x A(x)}={x∈E/ 0x≠ A(x)} y su 
núcleo: KER(A)={y∈E /A(y)=1y}. Se verifica: SUPP(A’)=(KER(A))c   ∀A∈XLx

x∈E

x∈E
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parcial del mismo tipo; y para 𝛼=n se obtiene la negación fuerte,(ahora la única), 𝛽’=n-𝛽 ∀𝛽∈L.

Nota4. Diremos que un elemento N∈XLx es nítido si N(x)∈{0x, 1x} ∀x∈E. Los nítidos están 
caracterizados por SUPP(N)=KER(N)=N. El conjunto de elementos nítidos es subretículo de XLx, 
que, con la restricción de la negación, resulta ser un Álgebra de Boole isomorfa a la de los 
subconjuntos de E: (P(E),⊆,∩, ∪,∅, E), c) por lo que , identificando un subconjunto N de E con el 
nítido: fN(x)=1x si x∈N y fN(y)=0y si y∉N, consideraremos el álgebra de Boole de los 
subconjuntos de E sumergida en XLx .En esa línea, se identifica los nítidos 0x y 1x con ∅ y con E 
respectivamente y además, podemos escribir: KER(A)≤ A ≤ SUPP(A) ∀A∈XLx . 
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Nota5. En particular, si Lx=L ∀x∈E y todas las negaciones ’x también coinciden con ‘:L→L, el 
conjunto    XLx es la clase de L-borrosos de E: XLx≡LE={A/A:E →L} y ( LE, ≤, ·, +, ∅, E),’ ) es el 
retículo distributivo y acotado de L-borrosos de E con una negación tal que, si N∈LE es nítido, 
entonces Nc=N’.

x∈E x∈E

Nota3. Si <x representa el orden estricto en Lx tal que 𝛼<x 𝛽⇔(𝛼≤x 𝛽)&(𝛼≠𝛽), dado A∈XLx le 
asociamos dos subconjuntos de E; su soporte: SUPP(A)={x∈E/ 0x<x A(x)}={x∈E/ 0x≠ A(x)} y su 
núcleo: KER(A)={y∈E /A(y)=1y}. Se verifica: SUPP(A’)=(KER(A))c   ∀A∈XLx

x∈E

x∈E



 232

Proposición. Si ((Lx, ≤x, minx, maxx, 0x, 1x))x∈E es una colección de cadenas acotadas subindicadas 
por el referencial E, si XLx={A:E →∪Lx / A(x)∈Lx ∀x∈E} es el retículo distributivo acotado producto, 
y si  (XLx , ⊑w, W) es el inf-semirretículo con elemento mínimo W asociado al orden de actividad ⊑w 
determinado por el L-borroso W∈ XLx, entonces

x∈Ex∈E

x∈E

x∈E

todo maximal M de ese inf-semirretículo  (XLx , ⊑w, W)  es un nítido y se verifica: 
                         Maximales((XLx , ⊑w))={ M∈P(E) / [SUPP(W)]c ⊆M ⊆[KER(W)]c } ⊆ P(E)

x∈E

x∈E

Maximales· · ·
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Proposición. Si ((Lx, ≤x, minx, maxx, 0x, 1x))x∈E es una colección de cadenas acotadas subindicadas 
por el referencial E, si XLx={A:E →∪Lx / A(x)∈Lx ∀x∈E} es el retículo distributivo acotado producto, 
y si  (XLx , ⊑w, W) es el inf-semirretículo con elemento mínimo W asociado al orden de actividad ⊑w 
determinado por el L-borroso W∈ XLx, entonces

x∈Ex∈E

x∈E

x∈E

todo maximal M de ese inf-semirretículo  (XLx , ⊑w, W)  es un nítido y se verifica: 
                         Maximales((XLx , ⊑w))={ M∈P(E) / [SUPP(W)]c ⊆M ⊆[KER(W)]c } ⊆ P(E)

x∈E

x∈E
Demostración. Sea M∈P(E) tal que [SUPP(W)]c ⊆M ⊆[KER(W)]c . Supongamos que M⊑wS para 

algún S∈XLx . Entonces M(x)⊑w(x)S(x) ∀x∈E. Por hipótesis, si x∉M entonces x∈SUPP(W), es decir, 

 0x <x W(x). Por lo tanto: 0x=M(x)⊑w(x)S(x), por lo que minx(S(x),W(x))≤x 0x y en consecuencia 
S(x)=0x. En resumen (M(x)=0x)⇒ (S(x)=0x).

x∈E

Sea x∈M. Por hipótesis, x∉KER(W) y en consecuencia W(x)<x  1x , luego 1x=M(x)⊑w(x)S(x), por lo que 
 1x≤x maxx(S(x),W(x)) y en consecuencia S(x)=1x, que prueba que (M(x)=1x)⇒(S(x)=1x) y  que 

concluye la igualdad M=S, es decir, M es maximal en el inf-semirretículo (XLx ,⊑w,W).
x∈E

Sea ahora un elemento cualquiera H∈XLx. Demostremos que existe al menos un MH∈P(E) tal que  

[SUPP(W)]c ⊆MH ⊆[KER(W)]c (*) y H⊑wMH
(**)

 . Sea MH tal que:  
 MH(x)=[0x si (H(x)≤xW(x))&(0x<xW(x)) ; MH(x)=1x en otro caso]. Demostremos que MH verifica (*) y (**). 
Si x∉ MH entonces MH(x)=0x y por tanto 0x<xW(x) y M(x)≤xW(x). En consecuencia, por una parte 
x∈SUPP(W) y por otra, (MH(x)·xW(x))= 0x  ≤x H(x) ≤x W(x)=(W(x)+x 0x) , luego [SUPP(W)]c ⊆ MH  y 

H(x)⊑w(x)MH(x). Supongamos ahora que y∈ MH , equivalente a MH(y)=1y . Entonces ((W(y)=0y) ó 
(W(y)<yH(y)). En el primer caso, y∉KER(W), o lo que es equivalente y∈(KER(W))c. Además 

 (H(y)≤y 1y)⇔(H(y) ≤y MH(y))⇔(H(y) ⊑0y MH(y))⇔(H(y) ⊑W(y) MH(y)). 

Para el segundo caso:(W(y)<yH(y)),(además de y∉KER(H)), se verifica  
 (MH(y)·yW(y))=(1y ·y W(y))= W(y) <y H(y) ≤y 1y = (1y+y W(y)) = (MH(y)+y W(y)), es decir 
H(y)⊑W(y)MH(y). En conclusión, MH es tal que cumple  (*) y (**) por lo que los únicos maximales de 

(XLx,⊑w) son los elementos M del subconjunto: { M∈P(E) / [SUPP(W)]c ⊆M ⊆[KER(W)]c }.∎  

x∈E

x∈E

Maximales· · ·
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∅

{x}{y}

{x,y}

B

B(y)/y

B(x)/x

( [0,1]E, ≤ )

Ejemplos
E={x,y},

L=[0,1].

B=B(x)/x+B(y)/y
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{y}

{x,y}

∅

{x}

W(x)/x

B

B(y)/y

B(x)/x

W

W(y)/y

( [0,1]E, ≤ )

1/x+w(y)/y

∅

{x}{y}

{x,y}

W

W(y)/y
W(x)/x

B

B(y)/y

B(x)/x

( [0,1]E, ≤ )

Ejemplos
W=W(x)/x+W(y)/yE={x,y},


L=[0,1].

B=B(x)/x+B(y)/y
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{y}

{x,y}

∅

{x}

W(x)/x

B

B(y)/y

B(x)/x

W

W(y)/y

( [0,1]E, ≤ )

1/x+w(y)/y

∅

{x}{y}

{x,y}

W

W(y)/y
W(x)/x

B

B(y)/y

B(x)/x

( [0,1]E, ≤ )

Ejemplos

SUPP(W)={x,y}, 
KER(W)=∅

W=W(x)/x+W(y)/yE={x,y},

L=[0,1].

B=B(x)/x+B(y)/y
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{y}

w

∅{x,y}

B

( [0,1]E, ⊑w)
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( [0,1]E, ≤ )

W(y)/y

1/x+w(y)/y W(x)/x+1/y
W(x)/x

Maximales( [0,1]E, ⊑w)={ S∈P(E) / (SUPP(W))c⊆ S ⊆(KER(W))c }=[(SUPP(W))c, (KER(W))c]⊆ P(E). 

En este caso,  (SUPP(W))c=∅ y (KER(W))c={x,y}=E, luego Maximales( [0,1]E, ⊑w)=P(E)={∅,{x},{y},{x,y}}
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B=B(x)/x+B(y)/y
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∅

W1

{y}

{x}
{x,y}

B

( [0,1]E, ⊑w1)

( [0,1]E, ≤ )

1/x+W1(y)/y

SUPP(W)={x,y}, 
KER(W)=∅

W=W(x)/x+W(y)/y

SUPP(W1)={y}, 
KER(W1)=∅

W1=0/x+W1(y)/y

E={x,y},

L=[0,1].

B=B(x)/x+B(y)/y



Caso XLx = LE: relación de los órdenes de actividad ⊑W en LE con las familias (⊑W𝛼)𝛼∈L de 

órdenes de actividad en P(E) asociadas a los familias (W𝛼)𝛼∈L de 𝛼-cortes W𝛼 ∈ P(E) de 
x∈E

 234



 234

Proposición.  Sea (L,≤, min, max) una cadena y E un referencial.  Sean A∈LE ,  B∈LE y  W∈LE 

subconjuntos L-borrosos de E. Si (A𝛼)𝛼∈L , (B𝛼)𝛼∈L y (W𝛼)𝛼∈L son las familias correspondientes de 

sus 𝛼-cortes, entonces:  

(A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L) 
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Proposición.  Sea (L,≤, min, max) una cadena y E un referencial.  Sean A∈LE ,  B∈LE y  W∈LE 

subconjuntos L-borrosos de E. Si (A𝛼)𝛼∈L , (B𝛼)𝛼∈L y (W𝛼)𝛼∈L son las familias correspondientes de 

sus 𝛼-cortes, entonces:  

(A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L) 

Demostración. La expresión A ⊑WB es equivalente a (B·W ≤ A ≤ B+W), y como (B·W)𝛼=(B𝛼∩W𝛼 ) 

para todo 𝛼∈L, obtenemos que (B·W ≤ A)⇔ ((B·W)𝛼 ⊆ A𝛼  ∀𝛼∈L)⇔((B𝛼∩W𝛼) ⊆A𝛼  ∀𝛼∈L). 

Por otra parte, al ser (L,≤) una cadena(*), también se verifica que (B+W)𝛼=B𝛼∪W𝛼  ∀𝛼∈L, luego 

 (A ≤ B+W)⇔ (A𝛼 ⊆ (B+W)𝛼  ∀𝛼∈L)⇔(A𝛼 ⊆(B𝛼∪W𝛼) ∀𝛼∈L). En consecuencia: 

(A ⊑WB) ⇔((B𝛼∩W𝛼) ⊆ A𝛼 ⊆(B𝛼∪W𝛼)   ∀𝛼∈L)⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L).∎
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Proposición.  Sea (L,≤, min, max) una cadena y E un referencial.  Sean A∈LE ,  B∈LE y  W∈LE 

subconjuntos L-borrosos de E. Si (A𝛼)𝛼∈L , (B𝛼)𝛼∈L y (W𝛼)𝛼∈L son las familias correspondientes de 

sus 𝛼-cortes, entonces:  

(A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L) 

(*)Si (L,≤) es un retículo distributivo cualquiera,( no necesariamente cadena),sólo se puede 
asegurar que (B+W)𝛼⊇(B𝛼∪W𝛼)  ∀𝛼∈L; aunque sí se cumple el siguiente resultado parcial:

Demostración. La expresión A ⊑WB es equivalente a (B·W ≤ A ≤ B+W), y como (B·W)𝛼=(B𝛼∩W𝛼 ) 

para todo 𝛼∈L, obtenemos que (B·W ≤ A)⇔ ((B·W)𝛼 ⊆ A𝛼  ∀𝛼∈L)⇔((B𝛼∩W𝛼) ⊆A𝛼  ∀𝛼∈L). 

Por otra parte, al ser (L,≤) una cadena(*), también se verifica que (B+W)𝛼=B𝛼∪W𝛼  ∀𝛼∈L, luego 

 (A ≤ B+W)⇔ (A𝛼 ⊆ (B+W)𝛼  ∀𝛼∈L)⇔(A𝛼 ⊆(B𝛼∪W𝛼) ∀𝛼∈L). En consecuencia: 

(A ⊑WB) ⇔((B𝛼∩W𝛼) ⊆ A𝛼 ⊆(B𝛼∪W𝛼)   ∀𝛼∈L)⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L).∎

Proposición.  Sea (L,≤) un retículo distributivo  y E un referencial.  Sean A∈LE, B∈LE y  W∈LE 

subconjuntos L-borrosos de E. Se verifica: 

(1) Si W es nítido entonces (A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑W B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W) ⊆ (B𝛼∆W)   ∀𝛼∈L). 

(2)  Si B es nítido entonces (A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑B W𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆B) ⊆ (W𝛼∆B)   ∀𝛼∈L).
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Proposición.  Sea (L,≤, min, max) una cadena y E un referencial.  Sean A∈LE ,  B∈LE y  W∈LE 

subconjuntos L-borrosos de E. Si (A𝛼)𝛼∈L , (B𝛼)𝛼∈L y (W𝛼)𝛼∈L son las familias correspondientes de 

sus 𝛼-cortes, entonces:  

(A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L) 

(*)Si (L,≤) es un retículo distributivo cualquiera,( no necesariamente cadena),sólo se puede 
asegurar que (B+W)𝛼⊇(B𝛼∪W𝛼)  ∀𝛼∈L; aunque sí se cumple el siguiente resultado parcial:

Demostración. La expresión A ⊑WB es equivalente a (B·W ≤ A ≤ B+W), y como (B·W)𝛼=(B𝛼∩W𝛼 ) 

para todo 𝛼∈L, obtenemos que (B·W ≤ A)⇔ ((B·W)𝛼 ⊆ A𝛼  ∀𝛼∈L)⇔((B𝛼∩W𝛼) ⊆A𝛼  ∀𝛼∈L). 

Por otra parte, al ser (L,≤) una cadena(*), también se verifica que (B+W)𝛼=B𝛼∪W𝛼  ∀𝛼∈L, luego 

 (A ≤ B+W)⇔ (A𝛼 ⊆ (B+W)𝛼  ∀𝛼∈L)⇔(A𝛼 ⊆(B𝛼∪W𝛼) ∀𝛼∈L). En consecuencia: 

(A ⊑WB) ⇔((B𝛼∩W𝛼) ⊆ A𝛼 ⊆(B𝛼∪W𝛼)   ∀𝛼∈L)⇔(A𝛼 ⊑W𝛼 B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W𝛼) ⊆ (B𝛼∆W𝛼)   ∀𝛼∈L).∎

Proposición.  Sea (L,≤) un retículo distributivo  y E un referencial.  Sean A∈LE, B∈LE y  W∈LE 

subconjuntos L-borrosos de E. Se verifica: 

(1) Si W es nítido entonces (A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑W B𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆W) ⊆ (B𝛼∆W)   ∀𝛼∈L). 

(2)  Si B es nítido entonces (A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑B W𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆B) ⊆ (W𝛼∆B)   ∀𝛼∈L).

Demostración. (1) Para que sirva como demostración el razonamiento empleado en la proposición 
anterior, bastará demostrar que, en el caso en que W es nítido, se verifica (B+W)𝛼⊆(B𝛼∪W𝛼) ∀𝛼∈L. 

Si 𝛼=0 evidente. Si 𝛼≠0: (x∈(B+W)𝛼)⇒((B+W)(x)≥𝛼)⇒((B(x)≥𝛼)ó (W(x)=1))⇒ 

((x∈B𝛼)ó (x∈W))⇒((x∈B𝛼)ó (x∈W𝛼))⇒(x∈(B𝛼∪W𝛼)).
 (2) Sea B nítido. entonces, de (A ⊑WB) ⇔ (A ⊑BW) y del apartado anterior,  se deduce que 
(A ⊑WB) ⇔(A𝛼 ⊑B W𝛼   ∀𝛼∈L)⇔( (A𝛼∆B) ⊆ (W𝛼∆B)   ∀𝛼∈L).∎



Un ejemplo que ilustra la caracterización en (LE, ≤) de la relación A⊑WD  mediante las 
correspondientes familias de 𝛼-cortes: (W𝛼)𝛼∈L , (A𝛼)𝛼∈L , (D𝛼)𝛼∈L y la de órdenes de 
actividad (⊑W𝛼)𝛼∈L
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E un subconjunto acotado de ℝ2.

L ={ 0, 𝛼 ,𝛽 ,1} cadena  0 < 𝛼 < 𝛽 < 1 de escala de grises
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,

E un subconjunto acotado de ℝ2.

L ={ 0, 𝛼 ,𝛽 ,1} cadena  0 < 𝛼 < 𝛽 < 1 de escala de grises

LE el subconjunto de sus imágenes en tonos de grises A: E→L. (Incluidas las binarias).
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L ={ 0, 𝛼 ,𝛽 ,1} cadena  0 < 𝛼 < 𝛽 < 1 de escala de grises

LE el subconjunto de sus imágenes en tonos de grises A: E→L. (Incluidas las binarias).

(LE ≤, ·, +, ∅, E),’) el retículo distributivo acotado de esas imágenes con la “inclusión”: 

(A ≤ B)⇔ (A(x) ≤ B(x)   ∀x∈E )
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LE el subconjunto de sus imágenes en tonos de grises A: E→L. (Incluidas las binarias).

(LE ≤, ·, +, ∅, E),’) el retículo distributivo acotado de esas imágenes con la “inclusión”: 

(A ≤ B)⇔ (A(x) ≤ B(x)   ∀x∈E )
Si 𝜅∈L, A𝜅 representa el 𝜅-corte, (imagen binaria), asociada a A∈LE: A𝜅 = {x∈E / A(x) ≥ 𝜅}; 

y 𝜅∈LE  representa la imagen “constante” tal que 𝜅(x) = 𝜅  ∀x∈E. ~ ~
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aunque:



Ejemplo (ilustrado con  puntos del retículo)
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∅

{x}{y}

{x,y}

A

A(y)/y
A(x)/x

(LE,≤)

Sea L=[0,1] y E={x,y}. El retículo (LE, ≤) de subconjuntos borrosos 
 A=A(x)/x+A(y)/y  de E.



 237

∅

{x}{y}

{x,y}

∅
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{x,y}

A

A(y)/y
A(x)/x

(LE,≤) (P(E), ⊆)

Sea L=[0,1] y E={x,y}. El retículo (LE, ≤) de subconjuntos borrosos 
 A=A(x)/x+A(y)/y  de E.

Álgebra de Boole (P(E), ⊆)  
incluida en el retículo anterior 

(subconjuntos nítidos):
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{x,y}

(P(E), ⊑{x})

Sea L=[0,1] y E={x,y}. El retículo (LE, ≤) de subconjuntos borrosos 
 A=A(x)/x+A(y)/y  de E.

Álgebra de Boole (P(E), ⊆)  
incluida en el retículo anterior 

(subconjuntos nítidos):

Y Álgebras de Boole (P(E), ⊑W) isomorfas 
 a la anterior ( w∈{{x},{y},{x,y}} ):

=(P(E), ⊑∅)
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=(P(E), ⊑∅)
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 Borroso no nítido 
w=w(x)/x+w(y)/y

=(P(E), ⊑∅)

Maximales

Mínimo

(Nítidos N tales que: 

 
                          (Sop(W))c⊆N ⊆(Ker(W))c)
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W𝛼 =E={x,y}   ∀𝛼∈L: 0 ≤ 𝛼 ≤ min(w(x),w(y))=w(x)
W𝛼 ={y}   ∀𝛼∈L: min(w(x),w(y))=w(x) < 𝛼 ≤ max(w(x),w(y))=w(y)
W𝛼 =∅   ∀𝛼∈L: max(w(x),w(y))=w(y) < 𝛼 ≤ 1

W𝛼=

∅ {x,y}

∅{x,y}
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W𝛼 =E={x,y}   ∀𝛼∈L: 0 ≤ 𝛼 ≤ min(w(x),w(y))=w(x)
W𝛼 ={y}   ∀𝛼∈L: min(w(x),w(y))=w(x) < 𝛼 ≤ max(w(x),w(y))=w(y)
W𝛼 =∅   ∀𝛼∈L: max(w(x),w(y))=w(y) < 𝛼 ≤ 1

A𝛼 =E={x,y}   ∀𝛼∈L: 0 ≤ 𝛼 ≤ min(A(x),A(y))=A(x)
A𝛼 ={y}   ∀𝛼∈L: min(A(x),A(y))=A(x) < 𝛼 ≤ max(A(x),A(y))=A(y)
A𝛼 =∅   ∀𝛼∈L: max(A(x),A(y))=A(y) < 𝛼 ≤ 1

W𝛼=

∅ {x,y}

∅{x,y}
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W𝛼 =E={x,y}   ∀𝛼∈L: 0 ≤ 𝛼 ≤ min(w(x),w(y))=w(x)
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W𝛼 =∅   ∀𝛼∈L: max(w(x),w(y))=w(y) < 𝛼 ≤ 1

A𝛼 =E={x,y}   ∀𝛼∈L: 0 ≤ 𝛼 ≤ min(A(x),A(y))=A(x)
A𝛼 ={y}   ∀𝛼∈L: min(A(x),A(y))=A(x) < 𝛼 ≤ max(A(x),A(y))=A(y)
A𝛼 =∅   ∀𝛼∈L: max(A(x),A(y))=A(y) < 𝛼 ≤ 1

B𝛼 =E={x,y}   ∀𝛼∈L: 0 ≤ 𝛼 ≤ B(y)
B𝛼 ={x}   ∀𝛼∈L: B(y) < 𝛼 ≤ B(x)

B𝛼 =∅   ∀𝛼∈L: B(x) < 𝛼 ≤ 1

W𝛼=

∅ {x,y}

∅{x,y}
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W𝛼=

∅ {x,y}
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0<B(y)<w(x)<w(x)<A(x)<A(y), 
A(y)<B(x)<B(y)<w(y)<1,

luego   
para 0≤ 𝛼<B(y): (A𝛼=E, B𝛼=E,W𝛼=E)&(E⊑EE), 

para (B(y)≤ 𝛼<w(x): A𝛼=E, B𝛼={x},W𝛼=E)&(E⊑E{x}), 

para w(x)≤ 𝛼≤A(x): A𝛼=E, B𝛼={x},W𝛼={y})&(E⊑{y}{x}), 

para A(x)< 𝛼<A(y): A𝛼={y}, B𝛼={x},W𝛼={y})&({y}⊑{y}{x}), 

para A(y)≤ 𝛼 ≤ B(x): A𝛼=∅, B𝛼={x},W𝛼={y})&(∅⊑{y}{x}), 

para B(x)< 𝛼 ≤ B(y): A𝛼=∅, B𝛼=∅,W𝛼={y})&(∅⊑{y}∅), 

para B(y)< 𝛼 ≤1: A𝛼=∅, B𝛼=∅,W𝛼=∅)&(∅⊑∅∅).
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0<B(y)<w(x)<w(x)<A(x)<A(y), 
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luego   
para 0≤ 𝛼<B(y): (A𝛼=E, B𝛼=E,W𝛼=E)&(E⊑EE), 

para (B(y)≤ 𝛼<w(x): A𝛼=E, B𝛼={x},W𝛼=E)&(E⊑E{x}), 

para w(x)≤ 𝛼≤A(x): A𝛼=E, B𝛼={x},W𝛼={y})&(E⊑{y}{x}), 
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  Es decir: A𝛼⊑W𝛼B𝛼   ∀𝛼∈[0,1] 



Órdenes de actividad en otros ejemplos distinguidos de 
retículos distributivos: 
Caso de  retículos de intervalos de retículos distributivos
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 239

1

a

b

0

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 
Retículo distributivo 
con negación fuerte

=0’

=b’

=a’

=1’
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1

a

b

0

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 

Intervalo de (L,≤): [a]=[a,a], con a≤a .
__ I(L) conjunto de intervalos con el orden y los operadores sup e inf  asociados: 

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 
Retículo distributivo 
con negación fuerte

[a,a]≤[b,b]⇔ (a≤a)&(b≤b) 
_ _ _ _

[a,a].[b,b]= [a.b, a.b] 
_ _ __

[a,a]+[b,b]= [a+b, a+b] 
_ _ _ _

[a,a]’=[a’,a’] (si existe negación en L). 
_ _

=0’

=b’

=a’

=1’
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1
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b

0

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 

1
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b
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[0,b]

(I(L),≤,.,+,’, 0, 1) 
 Retículo distributivo

[0,a]

[0,1]

[b,1]
[a,1]

Intervalo de (L,≤): [a]=[a,a], con a≤a .
__ I(L) conjunto de intervalos con el orden y los operadores sup e inf  asociados: 

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 
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con negación fuerte

(( I(L),≤,.,+, 0, 1),’ ) 
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con negación fuerte

[a,a]≤[b,b]⇔ (a≤a)&(b≤b) 
_ _ _ _

[a,a].[b,b]= [a.b, a.b] 
_ _ __

[a,a]+[b,b]= [a+b, a+b] 
_ _ _ _

[a,a]’=[a’,a’] (si existe negación en L). 
_ _

(L,≤) es {0,1}-subrretículo de (I(L),≤), (identificando x ∈ L con [x,x] ∈ I(L))
=0’

=b’

=a’

=1’
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=1’

=0’
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=[0,a]’
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=[a,1]’

=[b,1]’

=[0,b]’
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1
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((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 

1
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_ _

Orden de actividad en(I(L),≤): 

 ([x]⊑[w][y] )⇔  

         ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w])

(L,≤) es {0,1}-subrretículo de (I(L),≤), (identificando x ∈ L con [x,x] ∈ I(L))
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1

a

b

0

[0,b]

[0,a]

[0,1]

[b,1]

[a,1]

(I(L),⊑b, ⨅b, ⨆b,’, b, a) 

 Retículo distributivo 

isomorfo a (I(L),≤)

Orden de actividad en(I(L),≤): 

 ([x]⊑[w][y] )⇔  

         ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w])
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⊑,b-maximal (máximo) 
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1a
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[0,b]

[0,a]

[0,1]

[b,1]

[a,1]

(I(L), ⊑[0,b], ⨅[0,b],[0,b]) 

 Inf-semirretículo

1

a

b
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[0,b]
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[a,1]
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1
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b

0

((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 

1

a

b

0

[0,b]

(I(L),≤,.,+,’, 0, 1) 
 Retículo distributivo

[0,a]

[0,1]

[b,1]
[a,1]

Intervalo de (L,≤): [a]=[a,a], con a≤a .
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((L,≤,.,+, 0, 1),’ ) 
Retículo distributivo 
con negación fuerte
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1a

b0

[0,b]

[0,a]

[0,1]

[b,1]

[a,1]

(I(L), ⊑[0,b], ⨅[0,b],[0,b]) 

 Inf-semirretículo

1

a

b

0

[0,b]

[0,a]

[0,1]

[b,1]

[a,1]

(I(L),⊑b, ⨅b, ⨆b,’, b, a) 
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(L,≤) es {0,1}-subrretículo de (I(L),≤), (identificando x ∈ L con [x,x] ∈ I(L))

⊑[0,b]-maximales 

⊑,b-maximal (máximo) 
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Un caso distinguido de la teoría de Conjuntos Borrosos: 
“Sharpened order” como dual de un orden de actividad
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ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO DE INTERVALOS DE UN RETÍCULO DISTRIBUTIVO

1

a

b

0
(L,≤,.,+,’, 0,1) 
Retículo distributivo

1

a

b

0

[0,b]

(I(L),≤,.,+,’, 0,1) 
 Retículo distributivo

[0,a]

[0,1]

[b,1]
[a,1]

Orden de actividad en(I(L),≤): ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_
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Si [w]=[0,1], el orden de actividad ⊑[0,1] es  

la restricción de la inclusión de conjuntos ⊇  

a  I(L): ( [x]⊑[0,1][y]⇔[x] ⊇ [y] )

1a b0

[0,b][0,a]

[0,1]

[b,1][a,1]

(I(L), ⊑[0,1], ⨅[0,1],[0,1])  

Es el Inf-semirretículo (I(L), ⊇, ∪) 
con elemento mínimo [0,1] y con L 
como conjunto de maximales 
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[b,1]
[a,1]
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_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_
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 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
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_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_

Orden Dual: 
“Sharpened order”  

en retículos  
distributivos.
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 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_

Orden Dual: 
“Sharpened order”  

en retículos  
distributivos.

[0,b][0,a]

[0,1]

[b,1][a,1]

1a b
0
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Si [w]=[0,1], el orden de actividad ⊑[0,1] es  
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[0,b] [0,a]
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[b,1] [a,1]

1 ab
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[0,1]

[b,1][a,1]

(I(L), ⊑[0,1], ⨅[0,1],[0,1])  

Es el Inf-semirretículo (I(L), ⊇, ∪) 
con elemento mínimo [0,1] y con L 
como conjunto de maximales 

ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO DE INTERVALOS DE UN RETÍCULO DISTRIBUTIVO

1

a

b

0
(L,≤,.,+,’, 0,1) 
Retículo distributivo

1

a

b

0

[0,b]

(I(L),≤,.,+,’, 0,1) 
 Retículo distributivo

[0,a]

[0,1]

[b,1]
[a,1]

Orden de actividad en(I(L),≤): ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_

Orden Dual: 
“Sharpened order”  

en retículos  
distributivos.

[0,b] [0,a]

[0,1]

[b,1] [a,1]

1 ab
0

(*) (Véase la transparencia siguiente)

(*)
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el orden de actividad en(I(L),≤) tal que: ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

      verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_

Proposición. Sea (L, ≤) es un retículo distributivo y sea (I(L),≤) el retículo de sus intervalos cerrados.

Los órdenes de actividad en (I(L),≤, ·,+,0,1 ) se reducen a órdenes del mismo tipo en (L, ≤, ·,+,0,1 ):
(Continuación)
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el orden de actividad en(I(L),≤) tal que: ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

      verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_

Proposición. Sea (L, ≤) es un retículo distributivo y sea (I(L),≤) el retículo de sus intervalos cerrados.

Los órdenes de actividad en (I(L),≤, ·,+,0,1 ) se reducen a órdenes del mismo tipo en (L, ≤, ·,+,0,1 ):

Demostración. ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w])⇔ ([y.w, y.w ]≤ [x, x] ≤ [y+w, y+w])⇔ 

((y.w ≤ x ≤ y+w)&(y.w ≤ x ≤ y+w))⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)).∎

_
_ _ _

_
_ _

__
_

_____
__

_

(Continuación)
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En la literatura sobre conjuntos L-borrosos, un caso importante aparece en  

el caso en que L es el retículo I(C) de intervalos de una cadena C…
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

[W]=[Wp,Wq]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq)

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

[W]=[Wp,Wq]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq)

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

[W]=[Wp,Wq]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]

Otras perspectivas…



0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

( I( C ), ⊑[w*])

0
[0,1]x

Ws[0,Wq]

[W*]

Wq 1

[y]

Wp

[Wp,1]

[W*]=[Wp,Ws]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]

Otras perspectivas…



0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

( I( C ), ⊑[w*])

0
[0,1]x

Ws[0,Wq]

[W*]

Wq 1

[y]

Wp

[Wp,1]

[W*]=[Wp,Ws]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

Maximales(I(C), ⊑[w*])={0, x, w4, [0,1], 1}

⊑[w*]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]

Otras perspectivas…



0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

[0,Wq]
0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

( I( C ), ⊑[w*])

0
[0,1]x

Ws[0,Wq]

[W*]

Wq 1

[y]

Wp

[Wp,1]

[W*]=[Wp,Ws]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

Maximales(I(C), ⊑[w*])={0, x, w4, [0,1], 1} ( I( C ), ⊑[0,wq] )

0

[0,1]
x

Wq

[0,Wq]

Wp

1

[y]

[Wp,1]

Ws

⊑[w*]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]

Otras perspectivas…



0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

[0,Wq]
0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

( I( C ), ⊑[w*])

0
[0,1]x

Ws[0,Wq]

[W*]

Wq 1

[y]

Wp

[Wp,1]

[W*]=[Wp,Ws]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

Maximales(I(C), ⊑[w*])={0, x, w4, [0,1], 1} ( I( C ), ⊑[0,wq] )

0

[0,1]
x

Wq

[0,Wq]

Wp

1

[y]

[Wp,1]

Ws

⊑[0,wq]-maximales ⊑[w*]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]
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Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)
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[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]

Órdenes de actividad en I(C): 
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Órdenes de actividad en I(C): 
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⇔(ap ⊑wp bp)&(aq ⊑wq bq) (Nota. wp y wq  NO son maximales).

0

1[0,1]

[0,Wq]

[Wp ,1]

[y]

               Con la identificación: 
               x≡[x,x]  ∀x∈C, se puede 
               considerar a la cadena 
               C≡(0<wp<x<wq<ws<1) 
               incluida en el retículo 

               de sus intervalos ( I(C),≤).

x

Wq

Wp

Ws

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

ws

[W]

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

x

[W]
[y]

Wp
Wq

[Wp ,1]

[0,Wq]

1

Ws

( I( C ), ⊑[w*])

0
[0,1]x

Ws[0,Wq]

[W*]

Wq 1

[y]

Wp

[Wp,1]

[W*]=[Wp,Ws]

C={ 0, a1, …,ap , …, 1}

Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,

 el retículo distributivo 
(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 

(con negación fuerte), es:

⊑[w]-maximales 

⊑[w*]-maximales 

Maximales(I(C), ⊑[w*])={0, x, w4, [0,1], 1} ( I( C ), ⊑[0,wq] )

0

[0,1]
x

Wq

[0,Wq]

Wp

1

[y]

[Wp,1]

Ws

⊑[0,wq]-maximales 

1
0

[0,1]

Wp
x Wq z

⊑[0,1]-maximales 

( I( C ), ⊑[w])

0

[0,1]

[w*]

[y]
Wp

Wq

[Wp ,1]
[0,Wq] 1

ws

x ([r]⊑[0,1][t])⇔([r]⊇[t])

⊑[w*]-maximales 

[W]=[Wp,Wq]

( I( C ), ⊑[0,1] )
( I( C ), ⊑x )

Otras perspectivas…



0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]

[0,1]

0

1[0,1]

x
Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]

0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[Wp ,1]

[0,Wq]

[y]

[0,Wq]
0

1[0,1]

x

Wq

Wp

Ws

[0,Wq]

[Wp ,1]

[W*]

[y]

 242

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I(C), ≤ ) de intervalos de una cadena finita ( C, ≤ )

I(C)={ [a]=[ap,aq] / (ap ≤ aq) } 
 (ao=0, an=1)

Maximales(I(C), ⊑[w])={0, x,[0,1], 1}

([a]≤[b])⇔((ap≤bp)&(aq≤bq)), [a]·[b]=[min(ap,bp),min(aq,bq)], 

[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]
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(( I(C),≤,.,+, 0, 1),’ ), 
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 (ao=0, an=1)
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[a]+[b]=[max(ap,bp),max(aq,bq)], [ap,aq]’=[1-aq,1-ap]
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 (ao=0, an=1)
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Ejemplo. Si C es una cadena con cardinal|C|=6, entonces,
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(con negación fuerte), es:
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( I( C ), ⊑[0,1] )
( I( C ), ⊑x )

es decir: ( I( C ), ⊑x )≡(I(C), ≤ ).

Nota. Los maximales de I(C)  
son elementos pertenecientes al 

subconjunto { [x,x] / x∈C }∪{ [0,1] }.

Otras perspectivas…



[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) } ([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]
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[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) } ([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).
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[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) } ([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)
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[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) } ([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
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[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) } ([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

( I( [0, 1] ), ⊑[w])

 243



[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 
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[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 
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Otras perspectivas…



[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

Otras perspectivas…



[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

⊑[0,w2]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q
]

1/
2

[q
]’

[r
,1

-r]
(r

≤1
/2

)

0
1

[0
,1

]

0
1

[0,1]

x

[y]

[W]

[0,W2][W1 ,1]

W1W2

[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q
]

1/
2

[q
]’

[r
,1

-r]
(r

≤1
/2

)

0
1

[0
,1

]

0
1

[0,1]

x

[y]

[W]

[0,W2][W1 ,1]

W1W2

[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

⊑[w*]-maximales 

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q
]

1/
2

[q
]’

[r
,1

-r]
(r

≤1
/2

)

0
1

[0
,1

]

0
1

[0,1]

x

[y]

[W]

[0,W2][W1 ,1]

W1W2

[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2 Con la identificación: 
x≡[x,x]  ∀x∈[0,1], se 
considera la cadena 
([0,1]),≤) incluida en 
 el retículo de intervalos 

( I([0,1]),≤).

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

⊑[w*]-maximales 

En este caso: 
([r]⊑[0,1][t])⇔([r]⊇[t]). (Inclusión usual de conjuntos) 

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q
]

1/
2

[q
]’

[r
,1

-r]
(r

≤1
/2

)

0
1

[0
,1

]

0
1

[0,1]

x

[y]

[W]

[0,W2][W1 ,1]

W1W2

[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

⊑[w*]-maximales 

Se verifica: 

([a] ⊑0[b])⇔([a] ≤ [b]) 

⇔((ap ≤ bp)&(aq ≤ bq))

( I([0, 1]), ⊑x )≡(I([0, 1]), ≤ ).

En este caso: 
([r]⊑[0,1][t])⇔([r]⊇[t]). (Inclusión usual de conjuntos) 

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q
]

1/
2

[q
]’

[r
,1

-r]
(r

≤1
/2

)

0
1

[0
,1

]

0
1

[0,1]

x

[y]

[W]

[0,W2][W1 ,1]

W1W2

[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

⊑[w*]-maximales 

⊑0-maximal único (máximo) 

Se verifica: 

([a] ⊑0[b])⇔([a] ≤ [b]) 

⇔((ap ≤ bp)&(aq ≤ bq))

( I([0, 1]), ⊑x )≡(I([0, 1]), ≤ ).

En este caso: 
([r]⊑[0,1][t])⇔([r]⊇[t]). (Inclusión usual de conjuntos) 

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])= 

{0, 1,[0,1]}

Maximales(I([0,1], ⊑[0,1])=]0,1[

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

Maximales(I([0,1], ⊑0])={1}

w2 NO es maximal.

Otras perspectivas…



[q
]

1/
2

[q
]’

[r
,1

-r]
(r

≤1
/2

)

0
1

[0
,1

]

0
1

[0,1]

x

[y]

[W]

[0,W2][W1 ,1]

W1W2

[q]

1/2

[q]’

[r,1-r]
(r≤1/2)

1

[w]=[w1,w2] 

[0,1]
0

W2

[W1 ,1][0,W2]

W1

Órdenes de actividad ⊑[w] en el retículo ( I([0,1]), ≤ ) de intervalos de la cadena ( [0,1], ≤ ) 

(( I([0,1]),≤,.,+, 0, 1),’ ) 

 Retículo distributivo 
con negación fuerte.

0

1[0,1]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x
x

[z]
[t]

[s]

[y]

I([0,1])={[a]=[a1,a2] / (0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1) }

Maximales(I([0,1], ⊑[w])={0,1,[0,1]} ∪ ]w1,w2[

([a]≤[b])⇔((a1≤b1)&(a2≤b2)), [a]·[b]=[min(a1,b1),min(a2,b2)], 

[a]+[b]=[max(a1,b1),max(a2,b2)], [a1,a2]’=[1-a2,1-a1]

0

1[0,1]

0

1[0,1]

x
[y]

[W]=[W1,W2]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

Órdenes de actividad en I([0,1]): 

([a] ⊑[w][b])⇔(([b]·[w]) ≤ [a] ≤ ([b]+[w]))
⇔(a1 ⊑w1 b1)&(a2 ⊑w2 b2)

(Nota. w1 y w2 NO son maximales).

( I( [0, 1] ), ⊑[w])
⊑w-maximales 

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t] [s]

x

( I( [0, 1] ), ⊑[0,w2] )

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

0

1[0,1]

[W]
[0,W2]

[W1 ,1]

W1

W2

[y]

[z]

[t]
[s]

x

⊑[0,w2]-maximales 

( I( [0, 1] ), ⊑x)

W2

[W1 ,1]

x

[z]

[t]

[s]

[y]
[w]

[0,1]

W1

[W1 ,1]

x

1

0

⊑[w*]-maximales 
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[W]

[0,W2]

1

W2

[0 ,1]

0
x

[t]

[y]

[s]

[z]
[w1]

⊑[w*]-maximales 

⊑0-maximal único (máximo) 

Se verifica: 

([a] ⊑0[b])⇔([a] ≤ [b]) 

⇔((ap ≤ bp)&(aq ≤ bq))

( I([0, 1]), ⊑x )≡(I([0, 1]), ≤ ).

En este caso: 
([r]⊑[0,1][t])⇔([r]⊇[t]). (Inclusión usual de conjuntos) 

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])= 

{0, 1,[0,1]}

Maximales(I([0,1], ⊑[0,1])=]0,1[

Maximales(I([0,1], ⊑[0,w2])={1} ∪ [0,w2[

Maximales(I([0,1], ⊑0])={1}

w2 NO es maximal.

Nota. Los maximales de (I([0,1], ⊑0]) son elementos pertenecientes al 
subconjunto { [x,x] / x∈[0,1] }∪{ [0,1] }.

Otras perspectivas…



El orden de actividad en retículos que son álgebras 
de Heyting y retículos browerianos: (L, ⊑𝜔) como 
semiretículo o como retículo completo 

 244



OPERADORES ASOCIADOS AL ORDEN DE ACTIVIDAD:CÁLCULO DE SUPREMOS E ÍNFIMOS

 244

Por ejemplo: 

       (L,≤) =([0,1]ℝ2
, ≤)

ℝ2
1

0

Supremos e ínfimos de subconjuntos cualesquiera M de (L, ⊑𝜔). 



  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}                                                                                                              , entonces 
        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

OPERADORES ASOCIADOS AL ORDEN DE ACTIVIDAD:CÁLCULO DE SUPREMOS E ÍNFIMOS

 244

Por ejemplo: 

       (L,≤) =([0,1]ℝ2
, ≤)

ℝ2
1

0⨅𝜔M =

Supremos e ínfimos de subconjuntos cualesquiera M de (L, ⊑𝜔). 

(evidentemente,(L,≤) 
 es distributivo)



  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}                                                                                                              , entonces 
        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 
existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 
             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

OPERADORES ASOCIADOS AL ORDEN DE ACTIVIDAD:CÁLCULO DE SUPREMOS E ÍNFIMOS

 244

Por ejemplo: 

       (L,≤) =([0,1]ℝ2
, ≤)

ℝ2
1

0⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

(*)  inf 𝜔M = infM + 𝜔.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔.supM =  𝜔c.infM + 𝜔.supM 
      sup𝜔M =  inf 𝜔cM = infM + 𝜔c.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔c.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔c.supM =  𝜔.infM + 𝜔c.supM

(*)

(*)

Supremos e ínfimos de subconjuntos cualesquiera M de (L, ⊑𝜔). 

(evidentemente,(L,≤) 
 es distributivo)



  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}                                                                                                              , entonces 
        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 
existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 
             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅
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Nota. inf 𝜔∅= 𝜔c.inf∅ + 𝜔.sup∅= 𝜔c.1 + 𝜔.0=𝜔c,  sup𝜔∅= 𝜔.inf∅ + 𝜔c.sup∅= 𝜔.1+ 𝜔c.0=𝜔

Por ejemplo: 

       (L,≤) =([0,1]ℝ2
, ≤)

ℝ2
1

0⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

(**)

(**)

(***) (Véase la transparencia 
 siguiente)

(***)

(*)  inf 𝜔M = infM + 𝜔.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔.supM =  𝜔c.infM + 𝜔.supM 
      sup𝜔M =  inf 𝜔cM = infM + 𝜔c.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔c.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔c.supM =  𝜔.infM + 𝜔c.supM

(*)

(*)

Supremos e ínfimos de subconjuntos cualesquiera M de (L, ⊑𝜔). 

(evidentemente,(L,≤) 
 es distributivo)



  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}                                                                                                              , entonces 
        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

Si ᾱ es una tupla (𝛼1, 𝛼2, …, 𝛼k), con k ∈ {1,2,…}, podemos interpretar  
⨅𝜔M = inf𝜔 como un operador de agregación desde “la perspectiva” proporcionada por 
𝜔: 

n≥1

(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 
existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 
             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅
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Nota. inf 𝜔∅= 𝜔c.inf∅ + 𝜔.sup∅= 𝜔c.1 + 𝜔.0=𝜔c,  sup𝜔∅= 𝜔.inf∅ + 𝜔c.sup∅= 𝜔.1+ 𝜔c.0=𝜔

Por ejemplo: 

       (L,≤) =([0,1]ℝ2
, ≤)

ℝ2
1

0⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

(**)

(**)

(***) (Véase la transparencia 
 siguiente)

(***)

(*)  inf 𝜔M = infM + 𝜔.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔.supM =  𝜔c.infM + 𝜔.supM 
      sup𝜔M =  inf 𝜔cM = infM + 𝜔c.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔c.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔c.supM =  𝜔.infM + 𝜔c.supM

(*)

(*)

Supremos e ínfimos de subconjuntos cualesquiera M de (L, ⊑𝜔). 

(evidentemente,(L,≤) 
 es distributivo)

Nota.

L. Fung and K. Fu, An axiomatic approach to rational decision-making in a fuzzy environment,
in: Fuzzy  Sets  and  their  Applications  to  Cognitive  and  Decision  Processes
(K.  Tanaka,  L.Zadeh, K. Fu and M. Shimura, eds.), Academic Press, 1975, pp. 227–256.Que será de tipo “centro” o “mediana”.



  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}                                                                                                              , entonces 
        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

Si ᾱ es una tupla (𝛼1, 𝛼2, …, 𝛼k), con k ∈ {1,2,…}, podemos interpretar  
⨅𝜔M = inf𝜔 como un operador de agregación desde “la perspectiva” proporcionada por 
𝜔: 

n≥1

(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 
existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 
             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅
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Nota. inf 𝜔∅= 𝜔c.inf∅ + 𝜔.sup∅= 𝜔c.1 + 𝜔.0=𝜔c,  sup𝜔∅= 𝜔.inf∅ + 𝜔c.sup∅= 𝜔.1+ 𝜔c.0=𝜔

Por ejemplo: 

       (L,≤) =([0,1]ℝ2
, ≤)

ℝ2
1

0⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

 Proposición. Se verifica un resultado de acotación de ⨅SM en (L,⊑𝜔), para cualquier ∀S ∈LE: 

                                           [x ⊑𝜔B) ∀ x ∈ M)]  ⇒ [( ( ⨅SM ) ⊑𝜔 B ) ∀S ∈LE]

(**)

(**)

(***) (Véase la transparencia 
 siguiente)

(***)

(*)  inf 𝜔M = infM + 𝜔.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔.supM =  𝜔c.infM + 𝜔.supM 
      sup𝜔M =  inf 𝜔cM = infM + 𝜔c.supM = (𝜔c+𝜔).infM + 𝜔c.supM = 𝜔c.infM+𝜔.infM + 𝜔c.supM =  𝜔.infM + 𝜔c.supM

(*)

(*)

Supremos e ínfimos de subconjuntos cualesquiera M de (L, ⊑𝜔). 

(evidentemente,(L,≤) 
 es distributivo)

(***)

Nota.

L. Fung and K. Fu, An axiomatic approach to rational decision-making in a fuzzy environment,
in: Fuzzy  Sets  and  their  Applications  to  Cognitive  and  Decision  Processes
(K.  Tanaka,  L.Zadeh, K. Fu and M. Shimura, eds.), Academic Press, 1975, pp. 227–256.Que será de tipo “centro” o “mediana”.



(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 

existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 

             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

                                                                                                              , entonces 

        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅⨅𝜔M =

⨆𝜔M =
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(***)



(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 

existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 

             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

                                                                                                              , entonces 

        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

 245

Demostración. (1) Sea w∊L y sea M un subconjunto de L no vacío. Denotemos por (⨅wM)∊L al 

elemento  asociado al par (w,M) tal que  ⨅wM=(infM+w·supM). Demostremos que ⨅wM es el 

ínfimo de M en el inf-semiretículo (L,⊑w), es decir que ⨅wM=infwM.

(***)



(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 

existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 

             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

                                                                                                              , entonces 

        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

Para ello, demostremos primero que ⨅wM es un minorante de M en (L, ⊑w): 

Si x∊M, se verifica que: w·x ≤ (infM+w·x)=(infM·x+w·supM·x)= (⨅wM)·x ≤ (⨅wM). 

Por otra parte, para x∊M se verifica que: ⨅wM=(⨅wM)·x=(infM+w·supM)·x ≤ (x+w·supM)·x=x≤ x+w. En 

conclusión, se verifica que (w·x ≤ (⨅wM) ≤ (x+w) ∀x∊M) o lo que es equivalente:  (((⨅wM) ⊑w x) ∀x∊M).  

Demostremos ahora que es el mayor de los minorantes. Sea s∊L otro minorante en (L, ⊑w): (s⊑wx) ∀x∊M). 

Por hipótesis, ((w·x ≤ s ≤ w+x) ∀x∊M), luego   si (w·M)={w·x/x∊M} y (w+M)={w+x/x∊M},  obtenemos 

sup(w·M)=sup{w·x /x∊M} ≤ s,  s≤ inf{w+x /x∊M}=inf(w+M) y finalmente: 

(⨅wM)·w=(infM+w·supM)·w=w·supM=sup(w·M)≤s≤ inf(w+M)=w+infM=w(infM+w·supM)=w+(⨅wM) 

 que prueba que s⊑w(⨅wM), es decir, que (⨅wM) es el máximo de los minorantes de M y en consecuencia su 

ínfimo ⨅wM=infwM.
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Demostración. (1) Sea w∊L y sea M un subconjunto de L no vacío. Denotemos por (⨅wM)∊L al 

elemento  asociado al par (w,M) tal que  ⨅wM=(infM+w·supM). Demostremos que ⨅wM es el 

ínfimo de M en el inf-semiretículo (L,⊑w), es decir que ⨅wM=infwM.

(***)



(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 

existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 

             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

                                                                                                              , entonces 

        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

Para ello, demostremos primero que ⨅wM es un minorante de M en (L, ⊑w): 

Si x∊M, se verifica que: w·x ≤ (infM+w·x)=(infM·x+w·supM·x)= (⨅wM)·x ≤ (⨅wM). 

Por otra parte, para x∊M se verifica que: ⨅wM=(⨅wM)·x=(infM+w·supM)·x ≤ (x+w·supM)·x=x≤ x+w. En 

conclusión, se verifica que (w·x ≤ (⨅wM) ≤ (x+w) ∀x∊M) o lo que es equivalente:  (((⨅wM) ⊑w x) ∀x∊M).  

Demostremos ahora que es el mayor de los minorantes. Sea s∊L otro minorante en (L, ⊑w): (s⊑wx) ∀x∊M). 

Por hipótesis, ((w·x ≤ s ≤ w+x) ∀x∊M), luego   si (w·M)={w·x/x∊M} y (w+M)={w+x/x∊M},  obtenemos 

sup(w·M)=sup{w·x /x∊M} ≤ s,  s≤ inf{w+x /x∊M}=inf(w+M) y finalmente: 

(⨅wM)·w=(infM+w·supM)·w=w·supM=sup(w·M)≤s≤ inf(w+M)=w+infM=w(infM+w·supM)=w+(⨅wM) 

 que prueba que s⊑w(⨅wM), es decir, que (⨅wM) es el máximo de los minorantes de M y en consecuencia su 

ínfimo ⨅wM=infwM.
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Demostración. (1) Sea w∊L y sea M un subconjunto de L no vacío. Denotemos por (⨅wM)∊L al 

elemento  asociado al par (w,M) tal que  ⨅wM=(infM+w·supM). Demostremos que ⨅wM es el 

ínfimo de M en el inf-semiretículo (L,⊑w), es decir que ⨅wM=infwM.

(***)



(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 

existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 

             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

                                                                                                              , entonces 

        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

Para ello, demostremos primero que ⨅wM es un minorante de M en (L, ⊑w): 

Si x∊M, se verifica que: w·x ≤ (infM+w·x)=(infM·x+w·supM·x)= (⨅wM)·x ≤ (⨅wM). 

Por otra parte, para x∊M se verifica que: ⨅wM=(⨅wM)·x=(infM+w·supM)·x ≤ (x+w·supM)·x=x≤ x+w. En 

conclusión, se verifica que (w·x ≤ (⨅wM) ≤ (x+w) ∀x∊M) o lo que es equivalente:  (((⨅wM) ⊑w x) ∀x∊M).  

Demostremos ahora que es el mayor de los minorantes. Sea s∊L otro minorante en (L, ⊑w): (s⊑wx) ∀x∊M). 

Por hipótesis, ((w·x ≤ s ≤ w+x) ∀x∊M), luego   si (w·M)={w·x/x∊M} y (w+M)={w+x/x∊M},  obtenemos 

sup(w·M)=sup{w·x /x∊M} ≤ s,  s≤ inf{w+x /x∊M}=inf(w+M) y finalmente: 

(⨅wM)·w=(infM+w·supM)·w=w·supM=sup(w·M)≤s≤ inf(w+M)=w+infM=w(infM+w·supM)=w+(⨅wM) 

 que prueba que s⊑w(⨅wM), es decir, que (⨅wM) es el máximo de los minorantes de M y en consecuencia su 

ínfimo ⨅wM=infwM.
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Demostración. (1) Sea w∊L y sea M un subconjunto de L no vacío. Denotemos por (⨅wM)∊L al 

elemento  asociado al par (w,M) tal que  ⨅wM=(infM+w·supM). Demostremos que ⨅wM es el 

ínfimo de M en el inf-semiretículo (L,⊑w), es decir que ⨅wM=infwM.

(***)
(2) Sea w∊L  complementado con complemento wc y sea M un subconjunto no vacío de L. Un 

razonamiento análogo al del apartado anterior prueba que el elemento  (⊔wM)∊L:
⊔wM=supwM=  infwc

M= (infM+wc·supM), 

es el supremo de M en el ahora retículo (L, ⊑w).∎



(2) Si además, 𝜔  es complementado con complemento 𝜔c, entonces para todo M 

existe sup𝜔M en (L,⊑𝜔) y se verifica: 

              sup𝜔M=  inf𝜔
c
M= (infM+𝜔c·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅

  Proposición.(1) Sea (L, ≤) un retículo completo (L, ≤,·, +) tal que ∀𝛼 y ∀M ≠ ∅ : 

             𝛼·supM = sup{𝛼·m/ m ∈ M}, 𝛼 + infM = inf{𝛼 + m/ m ∈ M}

En este caso, si definimos: inf𝜔∅ = 𝜔c, sup𝜔∅ = 𝜔, se verifica que 

             (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔, ⨆𝜔, 𝜔, 𝜔c ) es un retículo completo.

                                                                                                              , entonces 

        el inf-semirretículo (L, ⊑𝜔, ⨅𝜔 , 𝜔 ) es completo con operador inf𝜔 :

 inf𝜔M= (infM+𝜔·supM) ∀𝜔∈L, ∀M⊆L,  M ≠ ∅⨅𝜔M =

⨆𝜔M =

Para ello, demostremos primero que ⨅wM es un minorante de M en (L, ⊑w): 

Si x∊M, se verifica que: w·x ≤ (infM+w·x)=(infM·x+w·supM·x)= (⨅wM)·x ≤ (⨅wM). 

Por otra parte, para x∊M se verifica que: ⨅wM=(⨅wM)·x=(infM+w·supM)·x ≤ (x+w·supM)·x=x≤ x+w. En 

conclusión, se verifica que (w·x ≤ (⨅wM) ≤ (x+w) ∀x∊M) o lo que es equivalente:  (((⨅wM) ⊑w x) ∀x∊M).  

Demostremos ahora que es el mayor de los minorantes. Sea s∊L otro minorante en (L, ⊑w): (s⊑wx) ∀x∊M). 

Por hipótesis, ((w·x ≤ s ≤ w+x) ∀x∊M), luego   si (w·M)={w·x/x∊M} y (w+M)={w+x/x∊M},  obtenemos 

sup(w·M)=sup{w·x /x∊M} ≤ s,  s≤ inf{w+x /x∊M}=inf(w+M) y finalmente: 

(⨅wM)·w=(infM+w·supM)·w=w·supM=sup(w·M)≤s≤ inf(w+M)=w+infM=w(infM+w·supM)=w+(⨅wM) 

 que prueba que s⊑w(⨅wM), es decir, que (⨅wM) es el máximo de los minorantes de M y en consecuencia su 

ínfimo ⨅wM=infwM.
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Demostración. (1) Sea w∊L y sea M un subconjunto de L no vacío. Denotemos por (⨅wM)∊L al 

elemento  asociado al par (w,M) tal que  ⨅wM=(infM+w·supM). Demostremos que ⨅wM es el 

ínfimo de M en el inf-semiretículo (L,⊑w), es decir que ⨅wM=infwM.

 Proposición. Se verifica un resultado de acotación de ⨅SM en (L,⊑𝜔), para cualquier ∀s ∈LE: 

                       [x ⊑𝜔b) ∀ x ∈ M)]  ⇒ [( ( ⨅SM ) ⊑𝜔 b ) ∀s ∈LE] 

  

(***)
(2) Sea w∊L  complementado con complemento wc y sea M un subconjunto no vacío de L. Un 

razonamiento análogo al del apartado anterior prueba que el elemento  (⊔wM)∊L:
⊔wM=supwM=  infwc

M= (infM+wc·supM), 

es el supremo de M en el ahora retículo (L, ⊑w).∎

Demostración. [x ⊑𝜔b) ∀ x ∈ M)]  ⇒  [b·w ≤ x ≤ b+w   ∀ x ∈ M)] ⇒  
  [b·w ≤ infM ≤ (infM+s·supM)=(supM·(s+infM)) ≤ supM ≤ (b+w)  ∀s ∈LE] ⇒ 

 [b·w ≤ ( ⨅SM ) ≤ (b+w) ] ⇒ ( ⨅SM ) ⊑𝜔 b.∎



Relación Ȓŵ  entre los retículos  (L1,⊑W1) y (L2,⊑W2) 
 obtenida de otra R entre  los retículos (L1,≤1) y (L2,≤2). 
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·w1
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w2·

w2· c

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

 Álgebras determinadas por retículos distributivos 
 con una negación fuerte, un nítido fijo y un 
 operador diferencia simétrica: 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i)  i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li
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                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li
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Relación:
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 Álgebras determinadas por retículos distributivos 
 con una negación fuerte, un nítido fijo y un 
 operador diferencia simétrica: 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i)  i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

·
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 Álgebras determinadas por retículos distributivos 
 con una negación fuerte, un nítido fijo y un 
 operador diferencia simétrica: 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i)  i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

·
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·

Al introducir “perspectivas” w1 en L1 y w2 en L2 , ¿cómo extender de 
forma coherente la relación R a otra Ȓŵ  ahora  entre los retículos 
(L1 , ⊑

W1) y (L2 , ⊑
W2)?

?
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                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i)  i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación binaria R ⊆L1XL2: 
 xRy  ⇔ (x, y)∈R

   Definición.  

 Su extensión  Ȓŵ12
⊆L1XL2  es: 

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

·

t·
s
·r

·

R ⊆L1XL2

·

t·

h
·

Al introducir “perspectivas” w1 en L1 y w2 en L2 , ¿cómo extender de 
forma coherente la relación R a otra Ȓŵ  ahora  entre los retículos 
(L1 , ⊑

W1) y (L2 , ⊑
W2)?

Una propuesta:

?
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 Álgebras determinadas por retículos distributivos 
 con una negación fuerte, un nítido fijo y un 
 operador diferencia simétrica: 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i)  i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación binaria R ⊆L1XL2: 
 xRy  ⇔ (x, y)∈R

   Definición.  

 Su extensión  Ȓŵ12
⊆L1XL2  es: 

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

·
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Ȓŵ12
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 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación binaria R ⊆L1XL2: 
 xRy  ⇔ (x, y)∈R

   Definición.  

 Su extensión  Ȓŵ12
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 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li
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(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

(Ȓŵ12
)op

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)



 246

                             Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

11

01

·

12

02

·

·

𝜑w2

𝜑w2(y)
·

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·

w2·
c

11

01

x

·

m ·

w1

w1
c

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

𝜑w1(x)
·

q·

r·

Relación:

x·

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

y
·

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

 Álgebras determinadas por retículos distributivos 
 con una negación fuerte, un nítido fijo y un 
 operador diferencia simétrica: 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i)  i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación binaria R ⊆L1XL2: 
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(R⊆S)⇒((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)), 
(R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)), (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^ ^

Si R y S son relaciones de L1 en L2  entonces, 
para todo  ŵ12 =(w1 ,w2)∈N(L1)XN(L2) : 

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)
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⇔ [(x△1W1) R (y△2W2)]

Ȓŵ12
 ⊆L1XL2 

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))] 

si ŵij  = (wi , wj), se verifica:                                            

(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

(Ȓŵ12
)op

(R⊆S)⇒((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)), 
(R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)), (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^ ^

Si R y S son relaciones de L1 en L2  entonces, 
para todo  ŵ12 =(w1 ,w2)∈N(L1)XN(L2) : 

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)

Nota. Como x△iWi△iWi=x  ∀(x,Wi)∈LiXN(Li) para 
 toda R  y todo par (w1,w2)∈N(L1)XN(L2) se verifica 

 la equivalencia [(x△1W1)(Ȓŵ12)(y△2W2)]⇔(xRy).
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Composición Ȓŵ12
∘ŝŵ23  de las extensiones en retículos (L1,⊑Wi), 

de  relaciones R y S entre retículos  (L1,≤i). 
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11

01

·

12

02

·

·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
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11

01

·

12

02

·

··

y
·

Relación R:

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

·

v
·

Relación S:

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3
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11

01

·

12

02

·

··

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

·

v
·x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3
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                                                       Nuevas álgebras de Heyting completas, posiblemente  con las mismas negaciones  ’1, ’2 , ’3 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 )                ((L3, ⊑w3,⊓w3,⊔w3, W3,W3),’3 )                         

                             

cc c

11

01

·

12

02

·

··

y
·

𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c

11

01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

·

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3
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11

01

·

12

02

·

··

y
·

ŵ12=(w1,w2) ∈ L1XL2

𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c

11

01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

· ŵ23=(w2,w3) ∈ L2XL3

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3

Extensión ŝŵ23 
de la relación S:

Extensión Ȓŵ12
de la relación R:

 y(ŝŵ23
)z ⇔ [(𝜑w2(y)) S (𝜑w3(z))]

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]
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11

01

·

12

02

·

··

y
·

ŵ12=(w1,w2) ∈ L1XL2

𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c

11

01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

· ŵ23=(w2,w3) ∈ L2XL3

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3

Extensión ŝŵ23 
de la relación S:

Extensión Ȓŵ12
de la relación R:

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

 y(ŝŵ23
)z ⇔ [(𝜑w2(y)) S (𝜑w3(z))]

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]
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11

01

·

12

02

·

··

y
·

ŵ12=(w1,w2) ∈ L1XL2

𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c

11

01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

· ŵ23=(w2,w3) ∈ L2XL3

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3

Extensión ŝŵ23 
de la relación S:

Extensión Ȓŵ12
de la relación R:

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

 y(ŝŵ23
)z ⇔ [(𝜑w2(y)) S (𝜑w3(z))]

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

ŵ13=(w1,w3) ∈ N(L1)XN(L3)
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02
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··

y
·

ŵ12=(w1,w2) ∈ L1XL2

𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c
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01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

· ŵ23=(w2,w3) ∈ L2XL3

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3

Extensión ŝŵ23 
de la relación S:

Extensión Ȓŵ12
de la relación R:

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

?

?

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

 y(ŝŵ23
)z ⇔ [(𝜑w2(y)) S (𝜑w3(z))]

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

ŵ13=(w1,w3) ∈ N(L1)XN(L3)
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·
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𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
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w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c
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01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1
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·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

· ŵ23=(w2,w3) ∈ L2XL3

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)
R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3

Extensión ŝŵ23 
de la relación S:

Extensión Ȓŵ12
de la relación R:

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

?

?

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

 y(ŝŵ23
)z ⇔ [(𝜑w2(y)) S (𝜑w3(z))]

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

ŵ13=(w1,w3) ∈ N(L1)XN(L3)
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·
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y
·

ŵ12=(w1,w2) ∈ L1XL2

𝜑w2

𝜑w2(y)=y ∆2W2

w1

w1
c

w2·

w2· c

w2

1202

·

y·
𝜑w2(y)
·

w2·
c

11

01

𝜑w1(x)

x

·

w1

w1
c

·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

𝜑w1

y
·

 Álgebras de Heyting  Li completas con una negación fuerte  ’2 ,  un nítido fijo  wi y un operador diferencia  ∆i:  

   ((L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1)   ((L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )   ((L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 12),’3 ,w3 , ∆3

 )  

13

03

·

· ŵ23=(w2,w3) ∈ L2XL3

𝜑w3

𝜑w3(y)=y ∆3W3

w3

1303

·

w3·
c

w3·

w3
c

v
·

z·

𝜑w2(y)
· 𝜑w3(z)

·

𝜑w3(z)
·

z·

𝜑w1(x)·

x·

(L1, ≤1) (L2, ≤2) (L3, ≤3)

·

y
·

R∘S ⊆L1XL3 

 Relación R∘S : (xRz) ⇔(∃y ∈L2  /  xRySz)

R ⊆L1XL2

S ⊆L2XL3

Extensión ŝŵ23 
de la relación S:

Extensión Ȓŵ12
de la relación R:

(R∘S)ŵ13
^

Ȓŵ12
∘ŝŵ23

(R∘S)ŵ13
^ Ȓŵ12

∘ŝŵ23
= ∀(w1,w2,w3)

 y(ŝŵ23
)z ⇔ [(𝜑w2(y)) S (𝜑w3(z))]

x(Ȓŵ12
)y ⇔ [(𝜑w1(x)) R (𝜑w2(y))]

ŵ13=(w1,w3) ∈ N(L1)XN(L3)

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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(2) (Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2). ^

 Proposición. (1) Si R y S son relaciones de L1 en L2  y si ŵij=(wi ,wj)∈N(L1)XN(L2), se verifica: 

(R⊆S)⇒((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)), ((R=S)⇔((Ȓŵ12
)=(ŝŵ12

)).
(R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)), (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^ ^

(3) Si R es una relación de L1 en L2, S otra de L2 en L3 y R∘S es la relación de L1 en L3  
compuesta de ambas, entonces se verifica: (R∘S)ŵ13

=Ȓŵ12∘ŝŵ23 
∀(w1,w2,,w3)∈N(L1)XN(L2)XN(L2). ^



Supongamos que [x ((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)) y]. Entonces  
[x ((Ȓŵ12

)∩(ŝŵ12
)) y]⇒[x(Ȓŵ12

)y]&[x(ŝŵ12
)y]⇒[(x△1W1) R(y△2W2)]& [(x△1W1) S(y△2W2)]⇒ 

[(x△1W1) (R∩S)(y△2W2)]⇒[x (R∩S)ŵ12
 y], que termina la prueba de (R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)). ^ ^

(3) Supongamos que  R es una relación de L1 en L2, S otra de L2 en L3 y R∘S es la 
relación de L1 en L3  compuesta de ambas. Entonces: 
[x((R∘S)ŵ13

)z]⇔[(x△1W1)(R∘S)(z△3W3)]⇔(∃y∈L2 :[(x△1W1)Ry]&[yS(z△3W3)])⇔ 

(∃y*∈L2: [(x△1w1)R(y*△2w2)]&[(y*△2w2)S(z△3w3)])⇔(∃y*∈L2: [x(Ȓŵ12
)y*]&[y*(Ȓŵ12

) z]⇔ 

[x(Ȓŵ12∘ŝŵ23
)y].∎

^
y*=y△2W2
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(2) (Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2). ^

 Proposición. (1) Si R y S son relaciones de L1 en L2  y si ŵij=(wi ,wj)∈N(L1)XN(L2), se verifica: 

(R⊆S)⇒((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)), ((R=S)⇔((Ȓŵ12
)=(ŝŵ12

)).
(R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)), (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^ ^

(3) Si R es una relación de L1 en L2, S otra de L2 en L3 y R∘S es la relación de L1 en L3  
compuesta de ambas, entonces se verifica: (R∘S)ŵ13

=Ȓŵ12∘ŝŵ23 
∀(w1,w2,,w3)∈N(L1)XN(L2)XN(L2). ^

Demostración.  
(1) Por la hipótesis(R⊆S): [(x△1w1)R(y△2w2)]⇒[(x△1w1)S(y△2w2)], es decir [x Ȓŵ12 y]⇒[x ŝŵ12 y], 

luego ((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)). De este resultado y de (Qop)op=Q, se desprende que ((R=S)⇔((Ȓŵ12)=(ŝŵ12)). 

También, del resultado anterior se deduce que (R∩S)ŵ12
⊆((Ȓŵ12

)∩(ŝŵ12
)) y ((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
))⊆(R∪S)ŵ12

.^ ^

Un razonamiento análogo prueba que (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^

(2) [y (Ȓŵ12
)opx]⇔ [x (Ȓŵ12

)y]⇔[(x△1W1) R(y△2W2)]⇔[(y△1W2)(Rop)(x△2W1)]⇔[y(Rop)ŵ21
 x].^



Supongamos que [x ((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)) y]. Entonces  
[x ((Ȓŵ12

)∩(ŝŵ12
)) y]⇒[x(Ȓŵ12

)y]&[x(ŝŵ12
)y]⇒[(x△1W1) R(y△2W2)]& [(x△1W1) S(y△2W2)]⇒ 

[(x△1W1) (R∩S)(y△2W2)]⇒[x (R∩S)ŵ12
 y], que termina la prueba de (R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)). ^ ^

(3) Supongamos que  R es una relación de L1 en L2, S otra de L2 en L3 y R∘S es la 
relación de L1 en L3  compuesta de ambas. Entonces: 
[x((R∘S)ŵ13

)z]⇔[(x△1W1)(R∘S)(z△3W3)]⇔(∃y∈L2 :[(x△1W1)Ry]&[yS(z△3W3)])⇔ 

(∃y*∈L2: [(x△1w1)R(y*△2w2)]&[(y*△2w2)S(z△3w3)])⇔(∃y*∈L2: [x(Ȓŵ12
)y*]&[y*(Ȓŵ12

) z]⇔ 

[x(Ȓŵ12∘ŝŵ23
)y].∎

^
y*=y△2W2
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(2) (Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2). ^

 Proposición. (1) Si R y S son relaciones de L1 en L2  y si ŵij=(wi ,wj)∈N(L1)XN(L2), se verifica: 

(R⊆S)⇒((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)), ((R=S)⇔((Ȓŵ12
)=(ŝŵ12

)).
(R∩S)ŵ12

=((Ȓŵ12
)∩(ŝŵ12

)), (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^ ^

(3) Si R es una relación de L1 en L2, S otra de L2 en L3 y R∘S es la relación de L1 en L3  
compuesta de ambas, entonces se verifica: (R∘S)ŵ13

=Ȓŵ12∘ŝŵ23 
∀(w1,w2,,w3)∈N(L1)XN(L2)XN(L2). ^

Demostración.  
(1) Por la hipótesis(R⊆S): [(x△1w1)R(y△2w2)]⇒[(x△1w1)S(y△2w2)], es decir [x Ȓŵ12 y]⇒[x ŝŵ12 y], 

luego ((Ȓŵ12
)⊆(ŝŵ12

)). De este resultado y de (Qop)op=Q, se desprende que ((R=S)⇔((Ȓŵ12)=(ŝŵ12)). 

También, del resultado anterior se deduce que (R∩S)ŵ12
⊆((Ȓŵ12

)∩(ŝŵ12
)) y ((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
))⊆(R∪S)ŵ12

.^ ^

Un razonamiento análogo prueba que (R∪S)ŵ12
=((Ȓŵ12

)∪(ŝŵ12
)).^

(2) [y (Ȓŵ12
)opx]⇔ [x (Ȓŵ12

)y]⇔[(x△1W1) R(y△2W2)]⇔[(y△1W2)(Rop)(x△2W1)]⇔[y(Rop)ŵ21
 x].^

Notas. Los resultados de (1) son más generales: (∩Ri)ŵ12
=∩((Ȓ)ŵ12

)i ,(∪Ri)ŵ12
=∪((Ȓ)ŵ12

)i  para toda familia (Ri)i∈J  de relaciones. ^ ^
i∈Ji∈J i∈Ji∈J

 De (3) se deduce que en el caso L1=L2=L y ŵ=(w,w), si R0=IL ,(relación identidad en L), y Rn=(Rn-1∘R) se verifica: 

  (Rn)ŵ=(Ȓŵ)n   ∀n∈ℕ . ^



la relación extensión  Ȓŵ12 
de una relación R en un mismo 

retículo: (L1,≤1)=(L1,≤1). 
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Sea L1=L2 y sea w1 =w2=w :

R

Ȓŵ

Sea R una relación en L1 

y sea Ȓŵ  su extensión con  

ŵ=(w,w)∈N(L1)XN(L1) 

 x(Ȓŵ)y ⇔ [(𝜑w(x)) R (𝜑w(y))]
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Sea L1=L2 y sea w1 =w2=w :

En este caso,  si IL1 es la  

relación identidad en L1 , 
se verifica (IL1)ŵ =IL1

^

Y para todo w1∈N(L1) 

 y para toda  relación R⊆L1XL1: 

(Ȓŵ)ŵ=R^

R

Ȓŵ

Sea R una relación en L1 

y sea Ȓŵ  su extensión con  

ŵ=(w,w)∈N(L1)XN(L1) 

 x(Ȓŵ)y ⇔ [(𝜑w(x)) R (𝜑w(y))]

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)
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Sea L1=L2 y sea w1 =w2=w :

Entonces la relación Ȓŵ “hereda” propiedades de R:

Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: 

(IL1⊆R)⇒(IL1⊆ Ȓŵ)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

En este caso,  si IL1 es la  

relación identidad en L1 , 
se verifica (IL1)ŵ =IL1

^

Y para todo w1∈N(L1) 

 y para toda  relación R⊆L1XL1: 

(Ȓŵ)ŵ=R^

Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es: 

(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es: 

((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

R

Ȓŵ

Sea R una relación en L1 

y sea Ȓŵ  su extensión con  

ŵ=(w,w)∈N(L1)XN(L1) 

 x(Ȓŵ)y ⇔ [(𝜑w(x)) R (𝜑w(y))]

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)

(*)
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Sea L1=L2 y sea w1 =w2=w :

Entonces la relación Ȓŵ “hereda” propiedades de R:

Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: 

(IL1⊆R)⇒(IL1⊆ Ȓŵ)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

En este caso,  si IL1 es la  

relación identidad en L1 , 
se verifica (IL1)ŵ =IL1

^

Y para todo w1∈N(L1) 

 y para toda  relación R⊆L1XL1: 

(Ȓŵ)ŵ=R^

Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es: 

(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es: 

((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

Si R es antisimétrica,  Ȓŵ también lo es: 
[(xRy)&(yRx)⇒(x=y)]⇒ 

[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)] 

∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

R

Ȓŵ

Sea R una relación en L1 

y sea Ȓŵ  su extensión con  

ŵ=(w,w)∈N(L1)XN(L1) 

 x(Ȓŵ)y ⇔ [(𝜑w(x)) R (𝜑w(y))]

etc…

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)

(*) (*)
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Sea L1=L2 y sea w1 =w2=w :

Entonces la relación Ȓŵ “hereda” propiedades de R:

Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: 

(IL1⊆R)⇒(IL1⊆ Ȓŵ)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

En este caso,  si IL1 es la  

relación identidad en L1 , 
se verifica (IL1)ŵ =IL1

^

Y para todo w1∈N(L1) 

 y para toda  relación R⊆L1XL1: 

(Ȓŵ)ŵ=R^

Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es: 

(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es: 

((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ)   ∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

Si R es antisimétrica,  Ȓŵ también lo es: 
[(xRy)&(yRx)⇒(x=y)]⇒ 

[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)] 

∀ŵ=(w, w)∈N(L1)XN(L1) .

R

Ȓŵ

Sea R una relación en L1 

y sea Ȓŵ  su extensión con  

ŵ=(w,w)∈N(L1)XN(L1) 

 x(Ȓŵ)y ⇔ [(𝜑w(x)) R (𝜑w(y))]

etc…

((Clref(R))ŵ=Clref(Ȓŵ), 

(Cltran(R))ŵ=Cltran(Ȓŵ),

…)

^
^

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)

(*) (*)

(*)
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Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,+k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación fuerte y  

sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), entonces:  

(1) Para toda relación R∈L1XL2 se verifica: (Ȓŵ
12
)ŵ12

=R .^
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Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,+k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación fuerte y  

sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), entonces:  

(1) Para toda relación R∈L1XL2 se verifica: (Ȓŵ
12
)ŵ12

=R .^

Demostración.  Se verifica: [ x((Ȓŵ
12
)ŵ12

)y] ⇔[(x△1w1)(Ȓŵ
12
)(y△2w2)] ⇔ 

[(x△1w1△1w1)(R)(y△2w2△2w2)]⇔[xRy].∎

^
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Proposición. Sea ( (L, ≤ ,· ,+, 0, 1), ’ ) un retículo distributivo y acotado con una negación fuerte 
y sea ŵ=(w,w)∈N(L)XN(L). Se verifica:  
 (1)  Si IL es  la identidad en L, ( es decir:(x ILy)⇔(x=y)), entonces: (IL)ŵ =IL . 

(2) Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: (IL⊆R)⇒(IL⊆ Ȓŵ). 

(3) Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es:(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op). 

(4) Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es:((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ).

^

Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,+k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación fuerte y  

sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), entonces:  

(1) Para toda relación R∈L1XL2 se verifica: (Ȓŵ
12
)ŵ12

=R .^

Demostración.  Se verifica: [ x((Ȓŵ
12
)ŵ12

)y] ⇔[(x△1w1)(Ȓŵ
12
)(y△2w2)] ⇔ 

[(x△1w1△1w1)(R)(y△2w2△2w2)]⇔[xRy].∎

^

(5) Si R es antisimétrica,  Ȓŵ también lo es:[(xRy)&(yRx)⇒(x=y)]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]

En el caso en que L1=L2=L:
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Proposición. Sea ( (L, ≤ ,· ,+, 0, 1), ’ ) un retículo distributivo y acotado con una negación fuerte 
y sea ŵ=(w,w)∈N(L)XN(L). Se verifica:  
 (1)  Si IL es  la identidad en L, ( es decir:(x ILy)⇔(x=y)), entonces: (IL)ŵ =IL . 

(2) Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: (IL⊆R)⇒(IL⊆ Ȓŵ). 

(3) Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es:(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op). 

(4) Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es:((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ).

^

^Demostración. (1) Se verifica: [ x((IL)ŵ)y] ⇔[(x△w)(IL)(y△w)]⇔[(x△w)=(y△w)]⇔(x=y). 

Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,+k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación fuerte y  

sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), entonces:  

(1) Para toda relación R∈L1XL2 se verifica: (Ȓŵ
12
)ŵ12

=R .^

Demostración.  Se verifica: [ x((Ȓŵ
12
)ŵ12

)y] ⇔[(x△1w1)(Ȓŵ
12
)(y△2w2)] ⇔ 

[(x△1w1△1w1)(R)(y△2w2△2w2)]⇔[xRy].∎

^

(5) Si R es antisimétrica,  Ȓŵ también lo es:[(xRy)&(yRx)⇒(x=y)]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]

En el caso en que L1=L2=L:

(2) Si R es reflexiva, se verifica: (IL⊆R)⇒((IL)ŵ⊆ Ȓŵ)⇒(IL⊆ Ȓŵ); luego Ȓŵ también lo es. ^
(3) Si R es simétrica, se verifica: (R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Rop)ŵ)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op); luego Ȓŵ también lo es. ^

(4) Si R es transitiva: ((R∘R)⊆R)⇒((R∘R)ŵ⊆Ȓŵ)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ); luego Ȓŵ también lo es. ^

(5) Si R es antisimétrica [(xRy)&(yRx)⇒(x=y)] ⇒[R∩Rop⊆IL] ⇒[(R∩Rop)ŵ⊆(IL)ŵ] ⇒ 

(Ȓŵ∩(Ȓŵ)op)⊆(IL)ŵ]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]⇒[ Ȓŵ es antisimétrica].∎

^ ^



 250Nota.   Las propiedades demostradas implican otras entre clausuras reflexivas, transitivas, 

etc.: ((Clref(R))ŵ=Clref(Ȓŵ), (Cltran(R))ŵ=Cltran(Ȓŵ), …^^

Proposición. Sea ( (L, ≤ ,· ,+, 0, 1), ’ ) un retículo distributivo y acotado con una negación fuerte 
y sea ŵ=(w,w)∈N(L)XN(L). Se verifica:  
 (1)  Si IL es  la identidad en L, ( es decir:(x ILy)⇔(x=y)), entonces: (IL)ŵ =IL . 

(2) Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: (IL⊆R)⇒(IL⊆ Ȓŵ). 

(3) Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es:(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op). 

(4) Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es:((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ).

^

^Demostración. (1) Se verifica: [ x((IL)ŵ)y] ⇔[(x△w)(IL)(y△w)]⇔[(x△w)=(y△w)]⇔(x=y). 

Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,+k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación fuerte y  

sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), entonces:  

(1) Para toda relación R∈L1XL2 se verifica: (Ȓŵ
12
)ŵ12

=R .^

Demostración.  Se verifica: [ x((Ȓŵ
12
)ŵ12

)y] ⇔[(x△1w1)(Ȓŵ
12
)(y△2w2)] ⇔ 

[(x△1w1△1w1)(R)(y△2w2△2w2)]⇔[xRy].∎

^

(5) Si R es antisimétrica,  Ȓŵ también lo es:[(xRy)&(yRx)⇒(x=y)]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]

En el caso en que L1=L2=L:

(2) Si R es reflexiva, se verifica: (IL⊆R)⇒((IL)ŵ⊆ Ȓŵ)⇒(IL⊆ Ȓŵ); luego Ȓŵ también lo es. ^
(3) Si R es simétrica, se verifica: (R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Rop)ŵ)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op); luego Ȓŵ también lo es. ^

(4) Si R es transitiva: ((R∘R)⊆R)⇒((R∘R)ŵ⊆Ȓŵ)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ); luego Ȓŵ también lo es. ^

(5) Si R es antisimétrica [(xRy)&(yRx)⇒(x=y)] ⇒[R∩Rop⊆IL] ⇒[(R∩Rop)ŵ⊆(IL)ŵ] ⇒ 

(Ȓŵ∩(Ȓŵ)op)⊆(IL)ŵ]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]⇒[ Ȓŵ es antisimétrica].∎

^ ^



 250Nota.   Las propiedades demostradas implican otras entre clausuras reflexivas, transitivas, 

etc.: ((Clref(R))ŵ=Clref(Ȓŵ), (Cltran(R))ŵ=Cltran(Ȓŵ), …^^

Proposición. Sea ( (L, ≤ ,· ,+, 0, 1), ’ ) un retículo distributivo y acotado con una negación fuerte 
y sea ŵ=(w,w)∈N(L)XN(L). Se verifica:  
 (1)  Si IL es  la identidad en L, ( es decir:(x ILy)⇔(x=y)), entonces: (IL)ŵ =IL . 

(2) Si R es reflexiva,  Ȓŵ también lo es: (IL⊆R)⇒(IL⊆ Ȓŵ). 

(3) Si R es simétrica,  Ȓŵ también lo es:(R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op). 

(4) Si R es transitiva,  Ȓŵ también lo es:((R∘R)⊆R)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ).

^

^Demostración. (1) Se verifica: [ x((IL)ŵ)y] ⇔[(x△w)(IL)(y△w)]⇔[(x△w)=(y△w)]⇔(x=y). 

Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,+k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación fuerte y  

sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), entonces:  

(1) Para toda relación R∈L1XL2 se verifica: (Ȓŵ
12
)ŵ12

=R .^

Demostración.  Se verifica: [ x((Ȓŵ
12
)ŵ12

)y] ⇔[(x△1w1)(Ȓŵ
12
)(y△2w2)] ⇔ 

[(x△1w1△1w1)(R)(y△2w2△2w2)]⇔[xRy].∎

^

(5) Si R es antisimétrica,  Ȓŵ también lo es:[(xRy)&(yRx)⇒(x=y)]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]

En el caso en que L1=L2=L:

(2) Si R es reflexiva, se verifica: (IL⊆R)⇒((IL)ŵ⊆ Ȓŵ)⇒(IL⊆ Ȓŵ); luego Ȓŵ también lo es. ^
(3) Si R es simétrica, se verifica: (R=Rop)⇒(Ȓŵ=(Rop)ŵ)⇒(Ȓŵ=(Ȓŵ)op); luego Ȓŵ también lo es. ^

(4) Si R es transitiva: ((R∘R)⊆R)⇒((R∘R)ŵ⊆Ȓŵ)⇒((Ȓŵ∘Ȓŵ)⊆Ȓŵ); luego Ȓŵ también lo es. ^

(5) Si R es antisimétrica [(xRy)&(yRx)⇒(x=y)] ⇒[R∩Rop⊆IL] ⇒[(R∩Rop)ŵ⊆(IL)ŵ] ⇒ 

(Ȓŵ∩(Ȓŵ)op)⊆(IL)ŵ]⇒[(xȒŵy)&(yȒŵx)⇒(x=y)]⇒[ Ȓŵ es antisimétrica].∎

^ ^

Nota. Estos resultados prueban que si R⊆LXL 
es una semejanza, una equivalencia, un orden,…, 
entonces Ȓŵ también es del mismo tipo.



Relación L-borrosa Ȓŵ  obtenida de otra L-borrosa R entre  
(L1,≤1) y (L2,≤2) y asociada a un par de “perspectivas”(w1,w2). 
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11

01

·

12

02

·

·

 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·
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11

01

·

12

02

·

·

 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…
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11

01

·

12

02

·

·

 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c
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·

 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

Relación L-borrosa Ȓŵ12
:

 Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las 
 mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

𝜑w2(y)=y ∆2W2

12

02

·
w2

w2·
c

11

01

w1

w1
c

𝜑w1(z)·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

x·

y
·

𝜑w1(t)·

·

·

·

𝜑w2(y)
·

𝜑w1(x)
·

𝜑w2(h)
·

𝜑w2(s)
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

Ȓŵ12
 ∈ L

L1XL2
 

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)) 

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c

Nota. para toda R  y todo par 
 (w1,w2)∈N(L1)XN(L2)  
se verificala igualdad: 

 Ȓŵ12
( x△1W1, y△2W2)=R(x,y).
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 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

Relación L-borrosa Ȓŵ12
:

 Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las 
 mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

𝜑w2(y)=y ∆2W2

12

02

·
w2

w2·
c

11

01

w1

w1
c

𝜑w1(z)·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

x·

y
·

𝜑w1(t)·

·

·

·

𝜑w2(y)
·

𝜑w1(x)
·

𝜑w2(h)
·

𝜑w2(s)
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

Ȓŵ12
 ∈ L

L1XL2
 

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)) 

(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c

(Ȓŵ12
)’ =(R’)ŵ12

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

Nota. para toda R  y todo par 
 (w1,w2)∈N(L1)XN(L2)  
se verificala igualdad: 

 Ȓŵ12
( x△1W1, y△2W2)=R(x,y).
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 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

Relación L-borrosa Ȓŵ12
:

 Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las 
 mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

𝜑w2(y)=y ∆2W2

12

02

·
w2

w2·
c

11

01

w1

w1
c

𝜑w1(z)·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

x·

y
·

𝜑w1(t)·

·

·

·

𝜑w2(y)
·

𝜑w1(x)
·

𝜑w2(h)
·

𝜑w2(s)
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

Ȓŵ12
 ∈ L

L1XL2
 

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)) 

(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c Relación L-borrosa S:

S ∈ L
L2XL3 

S(y,k) ∈ L,  

S(y,m) ∈ L , 
S(r,p) ∈ L , 

…

13

03

·

m
·

k
·

p
·

(L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 13),’3 ,w3 , ∆3
 )

(Ȓŵ12
)’ =(R’)ŵ12

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

Nota. para toda R  y todo par 
 (w1,w2)∈N(L1)XN(L2)  
se verificala igualdad: 

 Ȓŵ12
( x△1W1, y△2W2)=R(x,y).
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 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

Relación L-borrosa Ȓŵ12
:

 Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las 
 mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

𝜑w2(y)=y ∆2W2

12

02

·
w2

w2·
c

11

01

w1

w1
c

𝜑w1(z)·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

x·

y
·

𝜑w1(t)·

·

·

·

𝜑w2(y)
·

𝜑w1(x)
·

𝜑w2(h)
·

𝜑w2(s)
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

Ȓŵ12
 ∈ L

L1XL2
 

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)) 

(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c Relación L-borrosa S:

S ∈ L
L2XL3 

S(y,k) ∈ L,  

S(y,m) ∈ L , 
S(r,p) ∈ L , 

…

13

03

·

m
·

k
·

p
·

(L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 13),’3 ,w3 , ∆3
 )

𝜑w3(m)
·

𝜑w3(p)
·

𝜑w3(k)
·

w3··

13

w3
c

03

w3·

w3
c

ŵ
23

=(w2,w32) ∈ L2XL3

 ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 )c

(Ȓŵ12
)’ =(R’)ŵ12

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

Nota. para toda R  y todo par 
 (w1,w2)∈N(L1)XN(L2)  
se verificala igualdad: 

 Ȓŵ12
( x△1W1, y△2W2)=R(x,y).
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 Álgebras determinadas por un retículo con negación 

( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

Relación L-borrosa Ȓŵ12
:

 Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las 
 mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

𝜑w2(y)=y ∆2W2

12

02

·
w2

w2·
c

11

01

w1

w1
c

𝜑w1(z)·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

x·

y
·

𝜑w1(t)·

·

·

·

𝜑w2(y)
·

𝜑w1(x)
·

𝜑w2(h)
·

𝜑w2(s)
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

Ȓŵ12
 ∈ L

L1XL2
 

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)) 

(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c Relación L-borrosa S:

S ∈ L
L2XL3 

S(y,k) ∈ L,  

S(y,m) ∈ L , 
S(r,p) ∈ L , 

…

13

03

·

m
·

k
·

p
·

(L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 13),’3 ,w3 , ∆3
 )

𝜑w3(m)
·

𝜑w3(p)
·

𝜑w3(k)
·

w3··

13

w3
c

03

w3·

w3
c

ŵ
23

=(w2,w32) ∈ L2XL3

 R∘S ∈ L
L1XL3 , R⊲S ∈ L

L1XL3 

∀(x,m)∈ L1XL3: 

(R∘S)(x,m)=supL{R(x,y)·S(y,m) / y ∈ L2}∈L 

(R⊲S)(x,m)=infL{R(x,y)→S(y,m) / y ∈ L2}∈L  

 ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 )c

(Ȓŵ12
)’ =(R’)ŵ12

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

Nota. para toda R  y todo par 
 (w1,w2)∈N(L1)XN(L2)  
se verificala igualdad: 

 Ȓŵ12
( x△1W1, y△2W2)=R(x,y).
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( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’) y por retículos distributivos 

 con una negación fuerte ’i , un nítido fijo wi  y un 
 operador diferencia simétrica ∆i : 

                    (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2,… 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 )

Para i∈{1,2} 

wi∈N(Li), es decir,  t.q. tiene complemento y (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Relación L-borrosa R:

·

t·

z s
·r

·
·

t·

h
·

Relación L-borrosa Ȓŵ12
:

 Nuevas álgebras determinadas por retículos  distributivos, posiblemente con las 
 mismas negaciones  ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 

                             

cc

𝜑w2(y)=y ∆2W2

12

02

·
w2

w2·
c

11

01

w1

w1
c

𝜑w1(z)·

𝜑w1(x)=x ∆1W1

x·

y
·

𝜑w1(t)·

·

·

·

𝜑w2(y)
·

𝜑w1(x)
·

𝜑w2(h)
·

𝜑w2(s)
·

R ∈ L
L1XL2 

R(x,y) ∈ L,  

R(t,s) ∈ L , 
R(t,y) ∈ L , 

…

Ȓŵ12
 ∈ L

L1XL2
 

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)) 

(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^

ŵ
12

=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2)

w1 w2
c

w2·

·

w1
c Relación L-borrosa S:

S ∈ L
L2XL3 

S(y,k) ∈ L,  

S(y,m) ∈ L , 
S(r,p) ∈ L , 

…

13

03

·

m
·

k
·

p
·

(L3, ≤3 ,·3 ,+3 , 03 , 13),’3 ,w3 , ∆3
 )

𝜑w3(m)
·

𝜑w3(p)
·

𝜑w3(k)
·

w3··

13

w3
c

03(R∘S)ŵ13
^ = Ȓŵ12

∘ŝŵ23

w3·

w3
c

ŵ
23

=(w2,w32) ∈ L2XL3

 R∘S ∈ L
L1XL3 , R⊲S ∈ L

L1XL3 

∀(x,m)∈ L1XL3: 

(R∘S)(x,m)=supL{R(x,y)·S(y,m) / y ∈ L2}∈L 

(R⊲S)(x,m)=infL{R(x,y)→S(y,m) / y ∈ L2}∈L  

(Véase la transparencia siguiente)

 ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 )c

(Ȓŵ12
)’ =(R’)ŵ12

∀(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) ^
= Ȓŵ12

⊲ŝŵ23
(R⊲S)ŵ13^

Nota. para toda R  y todo par 
 (w1,w2)∈N(L1)XN(L2)  
se verificala igualdad: 

 Ȓŵ12
( x△1W1, y△2W2)=R(x,y).
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 252

  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  



 252

  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  

Demostración. Sea t∊{f(s) / s∊M}, entonces existe s∊M tal que f(s)=t, es decir  tal que f(𝜑𝜑-1(s))=t. Sea k=𝜑-1(s)∊F. 

Entonces se verifica que t=f(s)=(f∘𝜑)(k), luego t∊{(f∘𝜑)(k) / k∊F}, que prueba la inclusión {f(s) / s∊F} ⊊ {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. 

Sea ahora el conjunto {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. Si g=f∘𝜑, utilizando el  resultado anterior para g: F→L y para 𝜑-1:F→F , deducimos que  

{(f∘𝜑)(k) / k∊F}={g(k) / k∊F} ⊊ {(g∘𝜑-1)(s) / s∊F} = {(f∘𝜑∘𝜑-1)(s) / s∊F}= {f(s) / s∊F}, que concluye la igualdad de conjuntos. ∎
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  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  

Demostración. Sea t∊{f(s) / s∊M}, entonces existe s∊M tal que f(s)=t, es decir  tal que f(𝜑𝜑-1(s))=t. Sea k=𝜑-1(s)∊F. 

Entonces se verifica que t=f(s)=(f∘𝜑)(k), luego t∊{(f∘𝜑)(k) / k∊F}, que prueba la inclusión {f(s) / s∊F} ⊊ {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. 

Sea ahora el conjunto {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. Si g=f∘𝜑, utilizando el  resultado anterior para g: F→L y para 𝜑-1:F→F , deducimos que  

{(f∘𝜑)(k) / k∊F}={g(k) / k∊F} ⊊ {(g∘𝜑-1)(s) / s∊F} = {(f∘𝜑∘𝜑-1)(s) / s∊F}= {f(s) / s∊F}, que concluye la igualdad de conjuntos. ∎
Sean (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2, 3 retículos distributivos y acotados con negación fuerte y con nítidos respectivos wi en cada uno 

de ellos. Sean  ((Li, ⊑
wi,⊓wi,⊔wi, Wi,Wi  ), ’i ), i=1,2, 3 los correspondientes retículos asociados a las “perspectivas” wi . 

Sea( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’ ) otro retículo con negación que utilizaremos como espacio de valoración de relaciones borrosas asociadas a los ( Li, ≤i).

c

Consideramos las relaciones borrosas  R ∈ LL1XL2   y   S ∈ LL2XL3. Las composiciones R∘S  y R∘S son tales que,  ∀(x,z)∈ L1XL3: 
(R∘S)(x,z)=supL{ R(x,y)·S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L, (R⊲S)(x,z)=infL{ R(x,y)→S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L .
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  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  

Demostración. Sea t∊{f(s) / s∊M}, entonces existe s∊M tal que f(s)=t, es decir  tal que f(𝜑𝜑-1(s))=t. Sea k=𝜑-1(s)∊F. 

Entonces se verifica que t=f(s)=(f∘𝜑)(k), luego t∊{(f∘𝜑)(k) / k∊F}, que prueba la inclusión {f(s) / s∊F} ⊊ {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. 

Sea ahora el conjunto {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. Si g=f∘𝜑, utilizando el  resultado anterior para g: F→L y para 𝜑-1:F→F , deducimos que  

{(f∘𝜑)(k) / k∊F}={g(k) / k∊F} ⊊ {(g∘𝜑-1)(s) / s∊F} = {(f∘𝜑∘𝜑-1)(s) / s∊F}= {f(s) / s∊F}, que concluye la igualdad de conjuntos. ∎
Sean (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2, 3 retículos distributivos y acotados con negación fuerte y con nítidos respectivos wi en cada uno 

de ellos. Sean  ((Li, ⊑
wi,⊓wi,⊔wi, Wi,Wi  ), ’i ), i=1,2, 3 los correspondientes retículos asociados a las “perspectivas” wi . 

Sea( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’ ) otro retículo con negación que utilizaremos como espacio de valoración de relaciones borrosas asociadas a los ( Li, ≤i).

c

Consideramos las relaciones borrosas  R ∈ LL1XL2   y   S ∈ LL2XL3. Las composiciones R∘S  y R∘S son tales que,  ∀(x,z)∈ L1XL3: 
(R∘S)(x,z)=supL{ R(x,y)·S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L, (R⊲S)(x,z)=infL{ R(x,y)→S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L .

Las correspondientes extensiones en ((Li, ⊑wi,⊓wi,⊔wi, Wi,Wi  ), ’i ), i=1,2, 3 asociadas a  
ŵ

12
=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2) y ŵ

12
=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2) son las relaciones L-borrosas Ȓŵ12

 , ŝŵ23
 , (R∘S)ŵ13 

,( R⊲S)ŵ13  
tales que:    

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)),   (ŝŵ23

)(y,z)= S(𝜑w2(y), 𝜑w3(z)),   (R∘S)ŵ13
(x,z)= (R∘S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z)),  

(R⊲S)ŵ13
(x,z)= (R⊲S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z)) ∀(x,y,z)∈ L1XL2XL3. . 

^
^

^

^



Proposición .  Para R ∈ LL1XL2   y   S ∈ LL2XL  y  ∀(w1, w2, w3)∈N(L1)XN(L2)XN(L3) se verifica:                                                                                                                             

(i) (R∘S)ŵ13
=(Ȓŵ12

∘ ŝŵ23
) , (ii) (R⊲ S)ŵ13

=(Ȓŵ12
⊲ ŝŵ23

) ^ ^
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  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  
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Demostración.

  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  

Demostración. Sea t∊{f(s) / s∊M}, entonces existe s∊M tal que f(s)=t, es decir  tal que f(𝜑𝜑-1(s))=t. Sea k=𝜑-1(s)∊F. 

Entonces se verifica que t=f(s)=(f∘𝜑)(k), luego t∊{(f∘𝜑)(k) / k∊F}, que prueba la inclusión {f(s) / s∊F} ⊊ {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. 

Sea ahora el conjunto {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. Si g=f∘𝜑, utilizando el  resultado anterior para g: F→L y para 𝜑-1:F→F , deducimos que  

{(f∘𝜑)(k) / k∊F}={g(k) / k∊F} ⊊ {(g∘𝜑-1)(s) / s∊F} = {(f∘𝜑∘𝜑-1)(s) / s∊F}= {f(s) / s∊F}, que concluye la igualdad de conjuntos. ∎
Sean (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2, 3 retículos distributivos y acotados con negación fuerte y con nítidos respectivos wi en cada uno 

de ellos. Sean  ((Li, ⊑
wi,⊓wi,⊔wi, Wi,Wi  ), ’i ), i=1,2, 3 los correspondientes retículos asociados a las “perspectivas” wi . 

Sea( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’ ) otro retículo con negación que utilizaremos como espacio de valoración de relaciones borrosas asociadas a los ( Li, ≤i).

c

Consideramos las relaciones borrosas  R ∈ LL1XL2   y   S ∈ LL2XL3. Las composiciones R∘S  y R∘S son tales que,  ∀(x,z)∈ L1XL3: 
(R∘S)(x,z)=supL{ R(x,y)·S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L, (R⊲S)(x,z)=infL{ R(x,y)→S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L .

Las correspondientes extensiones en ((Li, ⊑wi,⊓wi,⊔wi, Wi,Wi  ), ’i ), i=1,2, 3 asociadas a  
ŵ

12
=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2) y ŵ

12
=(w1,w2) ∈ N(L1)XN(L2) son las relaciones L-borrosas Ȓŵ12

 , ŝŵ23
 , (R∘S)ŵ13 

,( R⊲S)ŵ13  
tales que:    

(Ȓŵ12
)(x,y)= R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y)),   (ŝŵ23

)(y,z)= S(𝜑w2(y), 𝜑w3(z)),   (R∘S)ŵ13
(x,z)= (R∘S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z)),  

(R⊲S)ŵ13
(x,z)= (R⊲S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z)) ∀(x,y,z)∈ L1XL2XL3. . 

^
^

^

^

Como consecuencia de la proposición auxiliar anterior, se obtiene los siguientes resultados para todo (x,z)∈ L1XL3: 

(i) (R∘S)ŵ13
(x,z)=(R∘S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z))= supL{ R(𝜑w1(x),y)·S(y,𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }=  

                            supL{ R(𝜑w1(x),𝜑w2(y))·S(𝜑w2(y),𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }= supL{ Ȓŵ12
(x,y)·ŝŵ23

(y,z) / y ∈ L2 } =(Ȓŵ12
∘ ŝŵ23

)(x,z).  

(ii) (R⊲S)ŵ13
(x,z)=(R⊲S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z))= infL{ R(𝜑w1(x),y)→S(y,𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }=  

                           infL{ R(𝜑w1(x),𝜑w2(y))→S(𝜑w2(y),𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }= infL{ Ȓŵ12
(x,y)→ŝŵ23

(y,z) / y ∈ L2 } =(Ȓŵ12
∘ ŝŵ23

)(x,z). ∎

^

^



Proposición .  Para R ∈ LL1XL2   y   S ∈ LL2XL  y  ∀(w1, w2, w3)∈N(L1)XN(L2)XN(L3) se verifica:                                                                                                                             

(i) (R∘S)ŵ13
=(Ȓŵ12

∘ ŝŵ23
) , (ii) (R⊲ S)ŵ13

=(Ȓŵ12
⊲ ŝŵ23

) ^ ^
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Demostración.

  Proposición (Auxiliar). Si M y N son conjuntos no vacíos, si f: F→L es una función y si 𝜑:F→F es una aplicación biyectiva, 
entonces se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

           {f(s) / s∊F} = {(f∘𝜑)(k) / k∊F}  

Demostración. Sea t∊{f(s) / s∊M}, entonces existe s∊M tal que f(s)=t, es decir  tal que f(𝜑𝜑-1(s))=t. Sea k=𝜑-1(s)∊F. 

Entonces se verifica que t=f(s)=(f∘𝜑)(k), luego t∊{(f∘𝜑)(k) / k∊F}, que prueba la inclusión {f(s) / s∊F} ⊊ {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. 

Sea ahora el conjunto {(f∘𝜑)(k) / k∊F}. Si g=f∘𝜑, utilizando el  resultado anterior para g: F→L y para 𝜑-1:F→F , deducimos que  

{(f∘𝜑)(k) / k∊F}={g(k) / k∊F} ⊊ {(g∘𝜑-1)(s) / s∊F} = {(f∘𝜑∘𝜑-1)(s) / s∊F}= {f(s) / s∊F}, que concluye la igualdad de conjuntos. ∎
Sean (( Li, ≤i ,·i ,+i , 0i , 1i),’i ,wi , ∆i), i=1,2, 3 retículos distributivos y acotados con negación fuerte y con nítidos respectivos wi en cada uno 

de ellos. Sean  ((Li, ⊑
wi,⊓wi,⊔wi, Wi,Wi  ), ’i ), i=1,2, 3 los correspondientes retículos asociados a las “perspectivas” wi . 

Sea( L, ≤ ,· ,+ , 0 , 1),’ ) otro retículo con negación que utilizaremos como espacio de valoración de relaciones borrosas asociadas a los ( Li, ≤i).

c

Consideramos las relaciones borrosas  R ∈ LL1XL2   y   S ∈ LL2XL3. Las composiciones R∘S  y R∘S son tales que,  ∀(x,z)∈ L1XL3: 
(R∘S)(x,z)=supL{ R(x,y)·S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L, (R⊲S)(x,z)=infL{ R(x,y)→S(y,z) / y ∈ L2 } ∈ L .
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tales que:    
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^

^

^

Como consecuencia de la proposición auxiliar anterior, se obtiene los siguientes resultados para todo (x,z)∈ L1XL3: 

(i) (R∘S)ŵ13
(x,z)=(R∘S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z))= supL{ R(𝜑w1(x),y)·S(y,𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }=  

                            supL{ R(𝜑w1(x),𝜑w2(y))·S(𝜑w2(y),𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }= supL{ Ȓŵ12
(x,y)·ŝŵ23

(y,z) / y ∈ L2 } =(Ȓŵ12
∘ ŝŵ23

)(x,z).  

(ii) (R⊲S)ŵ13
(x,z)=(R⊲S)(𝜑w1(x), 𝜑w3(z))= infL{ R(𝜑w1(x),y)→S(y,𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }=  

                           infL{ R(𝜑w1(x),𝜑w2(y))→S(𝜑w2(y),𝜑w3(z)) / y ∈ L2 }= infL{ Ȓŵ12
(x,y)→ŝŵ23

(y,z) / y ∈ L2 } =(Ȓŵ12
∘ ŝŵ23

)(x,z). ∎

^

^

Proposición .  Para R ∈ LL1XL2   y  ∀(w1, w2)∈N(L1)XN(L2) se verifica:                                                                                                                             

(iii) (Ȓŵ12
)’ =(R’ )ŵ12

    (iv)(Ȓŵ12
)op=(Rop)ŵ21

^^
Demostración.(iii) (Ȓŵ12

)’(x,y)= [(Ȓŵ12
)(x,y)]’=[R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y))]’=R’(𝜑w1(x), 𝜑w2(y))=(R’)ŵ12

(x,y). 

(iv) (Ȓŵ12
)op(y,x)= (Ȓŵ12

)(x,y)=R(𝜑w1(x), 𝜑w2(y))=Rop(𝜑w2(y), 𝜑w1(x))=(Rop)ŵ21
(y,x).∎

^
^



Función ĝŵ  entre los retículos  (L1,⊑W1) y (L2,⊑W2) 
 obtenida de otra g entre  los retículos (L1,≤1)y (L2,≤2). 
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11

01

·

12

02

·

·w1

w1
c

w2·

w2· c

 Álgebras de Heyting completas con una negación fuerte, 
 un nítido fijo y un operador diferencia: 

                    ( L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1) 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 ) 

Si M⊆Li , ∑iM  y ∏iM representan supremos e ínfimos de M en Li

Para i∈{1,2} 

wi∈Li  t.q.  (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li
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𝜑w1(x)=x ∆1W1
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·
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 Álgebras de Heyting completas con una negación fuerte, 
 un nítido fijo y un operador diferencia: 

                    ( L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1) 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 ) 

Si M⊆Li , ∑iM  y ∏iM representan supremos e ínfimos de M en Li

Para i∈{1,2} 

wi∈Li  t.q.  (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li
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                                 Nuevas álgebras de Heyting completas, posiblemente con las mismas negaciones ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 
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 Álgebras de Heyting completas con una negación fuerte, 
 un nítido fijo y un operador diferencia: 

                    ( L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1) 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 ) 

Si M⊆Li , ∑iM  y ∏iM representan supremos e ínfimos de M en Li

Para i∈{1,2} 

wi∈Li  t.q.  (wi)’i=(wi)c 
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                                 Nuevas álgebras de Heyting completas, posiblemente con las mismas negaciones ’1  y ’2 

((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 )                                                    ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),’2 ) 
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Posibles propiedades de la función g: 

g(∑1xj) = ∑2g(xj),  g(∏1xj) = ∏2g(xj)   ∀(xj)j∈J   

(x ≤1 y)⇒(g(x) ≤2 g(y)), g(01)=02 , g(11)=12 ,… 
j∈Jj∈J j∈J j∈J

 Álgebras de Heyting completas con una negación fuerte, 
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                    ( L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 01 , 11),’1 ,w1 , ∆1) 

                                                                                             (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12),’2 ,w2 , ∆2
 ) 

Si M⊆Li , ∑iM  y ∏iM representan supremos e ínfimos de M en Li

Para i∈{1,2} 

wi∈Li  t.q.  (wi)’i=(wi)c 

zi ∆i Wi =(zi ·i (wi)c) +i (z’ ·i wi)   ∀ zi ∈Li

Casos particulares: 

w1=0 : ĝŵ12 = 𝜑w2∘g 

w2=0 : ĝŵ12
=g∘𝜑w1

Relación Rg asociada a la función g: 
 xRgy  ⇔ y=g(x)

es decir, 
𝜑w2(y)=g(𝜑w1(x))

y en consecuencia 
y=𝜑w2(𝜑w2(y))= 

𝜑w2(g(𝜑w1(x))),

por lo que la propuesta 

 para la extensión ĝŵ12
 es

ĝŵ12
= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

Se verifica: 𝜑w2∘ĝŵ12
= g∘𝜑w1  ,  ĝŵ12

∘𝜑w1= 𝜑w2∘g  ,  

y  𝜑w2∘ĝŵ12
∘𝜑w1=g, es decir:  (ĝŵ12

)ŵ12
= g^ (*)(Véase transparencias 

 siguientes)

(*)

(*)

(*)

Luego, según se ha visto, su extensión 

 es:  x(Rg)ŵ12
y ⇔ 𝜑w1(x)Rg𝜑w2(y),^
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(2) [g(∑1xj)=∑2g(xj)]⇒[ĝŵ12
(⊔w1xj) = ⊔w2ĝŵ12

(xj)],1 2j∈Jj∈Jj∈Jj∈J

Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,∏k ,+k ,∑k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación 

fuerte y sean ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) y ((Lk , ⊑
wk ,⊓wk

 ,⊓wk

 ,⊔wk
 ,⊔wk, 0k , 1k ),’k)k∈{1,2}  los dos 

correspondientes retículos asociados a las perspectivas (w1,w2). Entonces:  
Para toda función g: L1➝L2 , sea ĝŵ12

= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 su extensión asociada a ŵ12. Se verifica:

k k k k k

(3) [g(∏1xj)=∏2g(xj)]⇒[ĝŵ12
(∏w1xj) = ∏w2ĝŵ12

(xj)],
1 2j∈Jj∈Jj∈Jj∈J

(1)Si g es isótona de (L1, ≤1) en (L2, ≤2) , ĝŵ12
 también lo es de (L1, ⊑w1) en (L2, ⊑w2): 

 [(x ≤1 y)⇒(g(x) ≤2 g(y))]⇒[(x⊑w1y)⇒(ĝŵ12
(x)⊑w2 ĝŵ12

(y))],
1 2

1 2

(4) [g(01)=02]⇒[ĝŵ12
(W1)=W2] , [g(11)=12]⇒[ĝŵ12

(Wc)=Wc]1 2

(5) (ĝŵ12
)ŵ12

= g .^



(4)Si  g(01)=02  entonces:  ĝŵ12
(w1)=g(w1∆1w1)∆2w2=g(01)∆2w2=02∆2w2=w2. 

     Si  g(11)=12  entonces: ĝŵ12
(wc

1)=g(wc
1∆1w1)∆2w2=g(11)∆2w2=12∆2w2=Wc

2.
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(2) [g(∑1xj)=∑2g(xj)]⇒[ĝŵ12
(⊔w1xj) = ⊔w2ĝŵ12

(xj)],1 2j∈Jj∈Jj∈Jj∈J

Proposición. Sean ((Lk, ≤k ,·k ,∏k ,+k ,∑k , 0k , 1k),’k)k∈{1,2} dos retículos distributivos con negación 

fuerte y sean ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) y ((Lk , ⊑
wk ,⊓wk

 ,⊓wk

 ,⊔wk
 ,⊔wk, 0k , 1k ),’k)k∈{1,2}  los dos 

correspondientes retículos asociados a las perspectivas (w1,w2). Entonces:  
Para toda función g: L1➝L2 , sea ĝŵ12

= 𝜑w2∘g∘𝜑w1 su extensión asociada a ŵ12. Se verifica:

k k k k k

(3) [g(∏1xj)=∏2g(xj)]⇒[ĝŵ12
(∏w1xj) = ∏w2ĝŵ12

(xj)],
1 2j∈Jj∈Jj∈Jj∈J

(1)Si g es isótona de (L1, ≤1) en (L2, ≤2) , ĝŵ12
 también lo es de (L1, ⊑w1) en (L2, ⊑w2): 

 [(x ≤1 y)⇒(g(x) ≤2 g(y))]⇒[(x⊑w1y)⇒(ĝŵ12
(x)⊑w2 ĝŵ12

(y))],
1 2

1 2

(4) [g(01)=02]⇒[ĝŵ12
(W1)=W2] , [g(11)=12]⇒[ĝŵ12

(Wc)=Wc]1 2

(5) (ĝŵ12
)ŵ12

= g .^

Demostración.(1) [(x⊑w1y)⇒[(x∆1w1 ≤1 y∆1w1)]⇒[(g(x∆1w1) ≤2 g(y∆1w1))]⇒ 

[(g(x∆1w1)∆2w2 ⊑w1 g(y∆1w1)∆2w2)]⇒[ĝŵ12
(x) ⊑w1 ĝŵ12

(y).

1

2 2

(2)  ĝŵ12
(⊔w1xj)= g((⊔w1xj)∆1w1)∆2w2= g((∑1(xj∆1w1))∆2w2=((∑2g(xj∆1w1))∆2w2= 

(⊔w2(g(xj∆1w1)∆2w2)= ⊔w2(ĝŵ12
(xj)).

1
j∈J

1

22

j∈J j∈J j∈J

j∈Jj∈J

(3)  ĝŵ12
(∏w1xj)= g((∏w1xj)∆1w1)∆2w2= g((∏1(xj∆1w1))∆2w2=((∏2g(xj∆1w1))∆2w2= 

(∏w2(g(xj∆1w1)∆2w2)=∏w2(ĝŵ12
(xj)).

1
j∈J

1

22

j∈J j∈J j∈J

j∈Jj∈J

^(5) [(ĝŵ12
)ŵ12

](x)= ((ĝŵ12
)(x∆1w1))∆2w2= (g(x∆1w1∆1w1)∆2w2)∆2w2=g(x).∎
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Otras propiedades de ĝŵ  entre los retículos (L1,⊑W1) y (L2,⊑W2) 
en función de g entre  los retículos (L1,≤1)y (L2,≤2). 
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Posibles propiedades de una función g: 

 g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2) 

g es inyectiva: (x ≠ y)⇒(g(x) ≠ g(y)) 

g es suprayectiva: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=g(x) 

g es biyectiva, (tiene inversa g-1)

Propiedades correspondientes  de sus ŵ12-extensiones ĝŵ12 : 

ĝŵ: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2), ’2 ) 

ĝŵ es inyectiva: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)) 

ĝŵ es suprayectiva: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x) 

ĝŵ es biyectiva (y su inversa verifica:  ( ĝŵ12
)-1=(g-1)ŵ21 ) .

^

c c

ĝŵ12
= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ŵ12=(w2,w1) ∈ L1XL2

ŵ12
=

ŵ12

ĝŵ12
=

ĝŵ12

ĝŵ12

ĝŵ12



ĝŵ12
= 𝜑w∘g∘𝜑w

En particular, si L1=L2=L y w1=w2=w : 
y si g=i (identidad enL, i(x)=x  ∀x ∈ L) 

o si g=’ (negación fuerte en L: g(x)=x’ ∀x ∈ L)
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Posibles propiedades de una función g: 

 g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2) 

g es inyectiva: (x ≠ y)⇒(g(x) ≠ g(y)) 

g es suprayectiva: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=g(x) 

g es biyectiva, (tiene inversa g-1)

Propiedades correspondientes  de sus ŵ12-extensiones ĝŵ12 : 

ĝŵ: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2), ’2 ) 

ĝŵ es inyectiva: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)) 

ĝŵ es suprayectiva: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x) 

ĝŵ es biyectiva (y su inversa verifica:  ( ĝŵ12
)-1=(g-1)ŵ21 ) .

^

c c

ĝŵ12
= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ŵ12=(w2,w1) ∈ L1XL2

ŵ12=(w,w) ∈ LXL las extensiones  i ŵ y ‘ŵ en L con  ŵ=(w,w) de i y ‘ son ellas mismas : 

i ŵ=i (  i ŵ(x)=x  ∀x ∈ L) 

‘ŵ=’ (  ‘ŵ(x)=x’ ∀x ∈ L)

^ ^

^ ^

^ ^

ŵ12
=

ŵ12

ĝŵ12
=

ĝŵ12

ĝŵ12

ĝŵ12



ĝŵ12
= 𝜑w∘g∘𝜑w

En particular, si L1=L2=L y w1=w2=w : 
y si g=i (identidad enL, i(x)=x  ∀x ∈ L) 

o si g=’ (negación fuerte en L: g(x)=x’ ∀x ∈ L)
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Posibles propiedades de una función g: 

 g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2) 

g es inyectiva: (x ≠ y)⇒(g(x) ≠ g(y)) 

g es suprayectiva: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=g(x) 

g es biyectiva, (tiene inversa g-1)

Propiedades correspondientes  de sus ŵ12-extensiones ĝŵ12 : 

ĝŵ: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2), ’2 ) 

ĝŵ es inyectiva: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)) 

ĝŵ es suprayectiva: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x) 

ĝŵ es biyectiva (y su inversa verifica:  ( ĝŵ12
)-1=(g-1)ŵ21 ) .

^

c c

ĝŵ12
= 𝜑w2∘g∘𝜑w1

ŵ12=(w2,w1) ∈ L1XL2

ŵ12=(w,w) ∈ LXL las extensiones  i ŵ y ‘ŵ en L con  ŵ=(w,w) de i y ‘ son ellas mismas : 

i ŵ=i (  i ŵ(x)=x  ∀x ∈ L) 

‘ŵ=’ (  ‘ŵ(x)=x’ ∀x ∈ L)

^ ^

^ ^

^ ^

(*)

ŵ12
=

ŵ12

ĝŵ12
=

ĝŵ12

ĝŵ12

ĝŵ12

(*)(Véase transparencias 
   siguientes)
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Proposición . Sea una función g entre dos retículos distributivos acotados con negación fuerte g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2). 

Sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), con N(Lk)={w∈Lk / wc existe y wc=w’k} y sea  ĝŵ12
: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1

c), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2
c), 

’2 ) la correspondiente extensión de g tal que ĝŵ12
(x)=(g(x∆1w1))∆2w2  ∀x∈L1 , entonces: 

(1) Si g es inyectiva entonces ĝŵ12  también lo es: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)). 

(2) Si g es suprayectiva entonces ĝŵ12  también lo es: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x). 

(3) Si g es biyectiva entonces ĝŵ12  también lo es, y su inversa ( ĝŵ21
)-1es tal que ( ĝŵ12

)-1=(g-1)ŵ21 ).^
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Proposición . Sea una función g entre dos retículos distributivos acotados con negación fuerte g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2). 

Sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), con N(Lk)={w∈Lk / wc existe y wc=w’k} y sea  ĝŵ12
: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1

c), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2
c), 

’2 ) la correspondiente extensión de g tal que ĝŵ12
(x)=(g(x∆1w1))∆2w2  ∀x∈L1 , entonces: 

(1) Si g es inyectiva entonces ĝŵ12  también lo es: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)). 

(2) Si g es suprayectiva entonces ĝŵ12  también lo es: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x). 

(3) Si g es biyectiva entonces ĝŵ12  también lo es, y su inversa ( ĝŵ21
)-1es tal que ( ĝŵ12

)-1=(g-1)ŵ21 ).^

Demostración. (1) (x ≠ y)⇒ (x∆1w1 ≠ y∆1w1)⇒ (g(x∆1w1)≠g( y∆1w1))⇒(((g(x∆1w1)))∆2w2≠(g( y∆1w1)))∆2w2)⇒ (ĝŵ12
(x)≠ĝŵ12( y)).

(2) Sea y∈L2  y consideremos y*=y∆2w2. Entonces existe x*∈L1 tal que y*=g(x*), luego: 

(y*=g(x*))⇒ (y*∆2w2=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*∆1w1∆1w1)∆2w2)⇒ (y=ĝŵ12
(x*∆1w1)), es decir,  

existe en L1 un elemento x=x*∆1w1 tal que y=ĝŵ12
(x).

(3) Es consecuencia de los dos apartados anteriores.∎



^ ^

^ ^

las extensiones  i ŵ y ‘ŵ en L con  ŵ=(w,w) de i y ‘ son ellas mismas : 

i ŵ=i (  i ŵ(x)=x  ∀x ∈ L), 

‘ŵ=’ (  ‘ŵ(x)=x’ ∀x ∈ L).

^ ^
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Proposición. Si L1=L2=L y w1=w2=w  y si g=i (identidad enL, i(x)=x  ∀x ∈ L) o si g=’ (negación fuerte en L: g(x)=x’ ∀x ∈ L), entonces

Proposición . Sea una función g entre dos retículos distributivos acotados con negación fuerte g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2). 

Sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), con N(Lk)={w∈Lk / wc existe y wc=w’k} y sea  ĝŵ12
: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1

c), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2
c), 

’2 ) la correspondiente extensión de g tal que ĝŵ12
(x)=(g(x∆1w1))∆2w2  ∀x∈L1 , entonces: 

(1) Si g es inyectiva entonces ĝŵ12  también lo es: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)). 

(2) Si g es suprayectiva entonces ĝŵ12  también lo es: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x). 

(3) Si g es biyectiva entonces ĝŵ12  también lo es, y su inversa ( ĝŵ21
)-1es tal que ( ĝŵ12

)-1=(g-1)ŵ21 ).^

Demostración. (1) (x ≠ y)⇒ (x∆1w1 ≠ y∆1w1)⇒ (g(x∆1w1)≠g( y∆1w1))⇒(((g(x∆1w1)))∆2w2≠(g( y∆1w1)))∆2w2)⇒ (ĝŵ12
(x)≠ĝŵ12( y)).

(2) Sea y∈L2  y consideremos y*=y∆2w2. Entonces existe x*∈L1 tal que y*=g(x*), luego: 

(y*=g(x*))⇒ (y*∆2w2=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*∆1w1∆1w1)∆2w2)⇒ (y=ĝŵ12
(x*∆1w1)), es decir,  

existe en L1 un elemento x=x*∆1w1 tal que y=ĝŵ12
(x).

(3) Es consecuencia de los dos apartados anteriores.∎



^ ^

^ ^

las extensiones  i ŵ y ‘ŵ en L con  ŵ=(w,w) de i y ‘ son ellas mismas : 

i ŵ=i (  i ŵ(x)=x  ∀x ∈ L), 

‘ŵ=’ (  ‘ŵ(x)=x’ ∀x ∈ L).

^ ^

 256

Proposición. Si L1=L2=L y w1=w2=w  y si g=i (identidad enL, i(x)=x  ∀x ∈ L) o si g=’ (negación fuerte en L: g(x)=x’ ∀x ∈ L), entonces

Proposición . Sea una función g entre dos retículos distributivos acotados con negación fuerte g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2). 

Sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), con N(Lk)={w∈Lk / wc existe y wc=w’k} y sea  ĝŵ12
: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1

c), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2
c), 

’2 ) la correspondiente extensión de g tal que ĝŵ12
(x)=(g(x∆1w1))∆2w2  ∀x∈L1 , entonces: 

(1) Si g es inyectiva entonces ĝŵ12  también lo es: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)). 

(2) Si g es suprayectiva entonces ĝŵ12  también lo es: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x). 

(3) Si g es biyectiva entonces ĝŵ12  también lo es, y su inversa ( ĝŵ21
)-1es tal que ( ĝŵ12

)-1=(g-1)ŵ21 ).^

Demostración. (1) (x ≠ y)⇒ (x∆1w1 ≠ y∆1w1)⇒ (g(x∆1w1)≠g( y∆1w1))⇒(((g(x∆1w1)))∆2w2≠(g( y∆1w1)))∆2w2)⇒ (ĝŵ12
(x)≠ĝŵ12( y)).

(2) Sea y∈L2  y consideremos y*=y∆2w2. Entonces existe x*∈L1 tal que y*=g(x*), luego: 

(y*=g(x*))⇒ (y*∆2w2=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*∆1w1∆1w1)∆2w2)⇒ (y=ĝŵ12
(x*∆1w1)), es decir,  

existe en L1 un elemento x=x*∆1w1 tal que y=ĝŵ12
(x).

(3) Es consecuencia de los dos apartados anteriores.∎

Demostración. i ŵ(x)=((i(x∆w)))∆w)=((x∆w))∆w)=x ∀x ∈ L.  (x)’ŵ en=(((x∆w)’)∆w)=((x’∆w))∆w)=x’ ∀x ∈ L.∎ ^ ^



^ ^

^ ^

las extensiones  i ŵ y ‘ŵ en L con  ŵ=(w,w) de i y ‘ son ellas mismas : 

i ŵ=i (  i ŵ(x)=x  ∀x ∈ L), 

‘ŵ=’ (  ‘ŵ(x)=x’ ∀x ∈ L).

^ ^
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Proposición. Si L1=L2=L y w1=w2=w  y si g=i (identidad enL, i(x)=x  ∀x ∈ L) o si g=’ (negación fuerte en L: g(x)=x’ ∀x ∈ L), entonces

Proposición . Sea una función g entre dos retículos distributivos acotados con negación fuerte g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2). 

Sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), con N(Lk)={w∈Lk / wc existe y wc=w’k} y sea  ĝŵ12
: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1

c), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2
c), 

’2 ) la correspondiente extensión de g tal que ĝŵ12
(x)=(g(x∆1w1))∆2w2  ∀x∈L1 , entonces: 

(1) Si g es inyectiva entonces ĝŵ12  también lo es: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)). 

(2) Si g es suprayectiva entonces ĝŵ12  también lo es: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x). 

(3) Si g es biyectiva entonces ĝŵ12  también lo es, y su inversa ( ĝŵ21
)-1es tal que ( ĝŵ12

)-1=(g-1)ŵ21 ).^

Demostración. (1) (x ≠ y)⇒ (x∆1w1 ≠ y∆1w1)⇒ (g(x∆1w1)≠g( y∆1w1))⇒(((g(x∆1w1)))∆2w2≠(g( y∆1w1)))∆2w2)⇒ (ĝŵ12
(x)≠ĝŵ12( y)).

(2) Sea y∈L2  y consideremos y*=y∆2w2. Entonces existe x*∈L1 tal que y*=g(x*), luego: 

(y*=g(x*))⇒ (y*∆2w2=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*∆1w1∆1w1)∆2w2)⇒ (y=ĝŵ12
(x*∆1w1)), es decir,  

existe en L1 un elemento x=x*∆1w1 tal que y=ĝŵ12
(x).

(3) Es consecuencia de los dos apartados anteriores.∎

Demostración. i ŵ(x)=((i(x∆w)))∆w)=((x∆w))∆w)=x ∀x ∈ L.  (x)’ŵ en=(((x∆w)’)∆w)=((x’∆w))∆w)=x’ ∀x ∈ L.∎ ^ ^

Definición. Sean (L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 0, 11) y (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 0, 12) dos retículos distributivos acotados y sea 𝛉 ⊆L1XL2 una relación binaria de L1 en L2. 

Diremos que 𝛉 es congruente de (L1, ≤1) en (L2, ≤2) si: 

(x𝛉y)&(z𝛉 t)⇒ [(x·1z)𝛉(y·2t)]&[(x+1z)𝛉(y+2t)]. (*)

(*) Nota. Si (L1, ≤1)=(L2, ≤2)=(L, ≤) y 𝛉 es de equivalencia, entonces esta expresión es equivalente a decir que 𝛉 es congruencia en el retículo (L,≤).



^ ^

^ ^

las extensiones  i ŵ y ‘ŵ en L con  ŵ=(w,w) de i y ‘ son ellas mismas : 

i ŵ=i (  i ŵ(x)=x  ∀x ∈ L), 

‘ŵ=’ (  ‘ŵ(x)=x’ ∀x ∈ L).

^ ^
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Proposición. Si L1=L2=L y w1=w2=w  y si g=i (identidad enL, i(x)=x  ∀x ∈ L) o si g=’ (negación fuerte en L: g(x)=x’ ∀x ∈ L), entonces

Proposición . Sea una función g entre dos retículos distributivos acotados con negación fuerte g: ((L1, ≤1 ,·1 ,+1),’1 ) → ((L2, ≤2 ,·2 ,+2),’2). 

Sea ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2), con N(Lk)={w∈Lk / wc existe y wc=w’k} y sea  ĝŵ12
: ((L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1

c), ’1 ) → ((L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2
c), 

’2 ) la correspondiente extensión de g tal que ĝŵ12
(x)=(g(x∆1w1))∆2w2  ∀x∈L1 , entonces: 

(1) Si g es inyectiva entonces ĝŵ12  también lo es: (x ≠ y)⇒(ĝŵ12
(x) ≠ ĝŵ12

(y)). 

(2) Si g es suprayectiva entonces ĝŵ12  también lo es: ∀y∈L2  ∃x∈L1 : y=ĝŵ12
(x). 

(3) Si g es biyectiva entonces ĝŵ12  también lo es, y su inversa ( ĝŵ21
)-1es tal que ( ĝŵ12

)-1=(g-1)ŵ21 ).^
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(y*=g(x*))⇒ (y*∆2w2=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*)∆2w2)⇒ (y=g(x*∆1w1∆1w1)∆2w2)⇒ (y=ĝŵ12
(x*∆1w1)), es decir,  

existe en L1 un elemento x=x*∆1w1 tal que y=ĝŵ12
(x).

(3) Es consecuencia de los dos apartados anteriores.∎

Demostración. i ŵ(x)=((i(x∆w)))∆w)=((x∆w))∆w)=x ∀x ∈ L.  (x)’ŵ en=(((x∆w)’)∆w)=((x’∆w))∆w)=x’ ∀x ∈ L.∎ ^ ^

Definición. Sean (L1, ≤1 ,·1 ,+1 , 0, 11) y (L2, ≤2 ,·2 ,+2 , 0, 12) dos retículos distributivos acotados y sea 𝛉 ⊆L1XL2 una relación binaria de L1 en L2. 

Diremos que 𝛉 es congruente de (L1, ≤1) en (L2, ≤2) si: 

(x𝛉y)&(z𝛉 t)⇒ [(x·1z)𝛉(y·2t)]&[(x+1z)𝛉(y+2t)]. (*)

Demostración. Supongamos que (x 𝛉ŵ12 y)&(z 𝛉ŵ12 t), equivalente a: [(x∆w1)𝛉(y∆w2)]&[(z∆w1)𝛉(t∆w2)], luego  

([(x∆w1)·1(z∆w1)]𝛉[(y∆w2)·2(t∆w2)])&([(x∆w1)+1(z∆w1)]𝛉[(y∆w2)+2(t∆w2)]) equivalente a su vez a 

([(x⊓w1z)∆w1)]𝛉[(y⊓w2 t)∆w2)])&([(x⊔w1z)∆w1)]𝛉[(y⊔w2 t)∆w2)])que prueba finalmente que: 

((x⊓w1z) 𝛉ŵ12(y⊓w2 t))&(x⊔w1z) 𝛉ŵ12(y⊔w2 t) que prueba el enunciado.∎  

^ ^

^ ^

Proposición . Si ŵ12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) y 𝛉ŵ12⊆L1XL2  es la correspondiente extensión de  asociada a los retículos  

(L1, ⊑w1,⊓w1,⊔w1, W1,W1))  y (L2, ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2) entonces : 

 [𝛉 es congruente de (L1, ≤1) en (L2, ≤2)]⇒[𝛉ŵ12 es congruente de (L1, ⊑w1) en (L2, ⊑w2)]

^

c c

^

(*) Nota. Si (L1, ≤1)=(L2, ≤2)=(L, ≤) y 𝛉 es de equivalencia, entonces esta expresión es equivalente a decir que 𝛉 es congruencia en el retículo (L,≤).
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c c

^

Corolario. Si 𝛉 ⊆LXL es una congruencia en el retículo distributivo y acotado (L, ≤ ,· ,+ , 0, 1) y ŵ=(w,w)∈N(L)XN(L) entonces, la correspondiente 

extensión asociada  𝛉ŵ⊆LXL  es congruencia en el retículo (L, ⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc).∎^

(*) Nota. Si (L1, ≤1)=(L2, ≤2)=(L, ≤) y 𝛉 es de equivalencia, entonces esta expresión es equivalente a decir que 𝛉 es congruencia en el retículo (L,≤).



 257

Extensiones ȋŵ  y (’)ŵ       de la función identidad i:L→ L y de 

una negación fuerte (’):L→ L respectivamente. 

^
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UN CASO PARTICULAR: (L1 , ≤1)=(L2 , ≤2)=(L , ≤) 
 con una negación fuerte ’:L→ L.  Sea N(L)⊆L tal que 

N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}



1

0

·

1

0

·

·
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                  Retículo distributivo con negación fuerte 

((L, ≤,+,·, 0,1),’ )                                    ((L, ≤,+,·, 0,1),’ )

·

A
·

B·
g(A)
·

g(B)
·

UN CASO PARTICULAR: (L1 , ≤1)=(L2 , ≤2)=(L , ≤) 
 con una negación fuerte ’:L→ L.  Sea N(L)⊆L tal que 

N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}

Sea g:L→L y sea w∈N(L). 
Para ŵ=(w,w)∈LXL , la función extensión  ĝŵ:L→ L 
 de g al retículo (L , ⊑w) responde al siguiente esquema:

g



                                                                  Retículo distributivo con negación fuerte 

(L, ⊑w,⊓w,⊔w, W,Wc ),’)                                                   ((L, ⊑w,⊓w,⊔w, W,Wc),’ ) 
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UN CASO PARTICULAR: (L1 , ≤1)=(L2 , ≤2)=(L , ≤) 
 con una negación fuerte ’:L→ L.  Sea N(L)⊆L tal que 

N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)} Si g=i, siendo i:L→L la identidad 
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Veamos el caso en que g es una 
 negación fuerte en (L , ≤).
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UN CASO PARTICULAR: (L1 , ≤1)=(L2 , ≤2)=(L , ≤) 
 con una negación fuerte ’:L→ L.  Sea N(L)⊆L tal que 

N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)} Si g=i, siendo i:L→L la identidad 
 en L, es evidente que se verifica  

ȋw = (𝜑w∘i∘𝜑w)=i   ∀w∈N(L).

w∈N’(L) 

(w’=wc)

ĝŵ = 𝜑w∘g∘𝜑w  ,                                                      luego 

  ĝŵ(A)=[g(A∆W)]∆W 

Sea g:L→L y sea w∈N(L). 
Para ŵ=(w,w)∈LXL , la función extensión  ĝŵ:L→ L 
 de g al retículo (L , ⊑w) responde al siguiente esquema:

  ∀A∈L , ∀w∈N(L)

ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑w

g

Veamos el caso en que g es una 
 negación fuerte en (L , ≤).

Proposición. Si L es distributivo y si 
W∈N’(L) entonces se verifica: 

 (A∆W)’ =(A’∆W)   ∀A∈L  

Demostración. (A∆W)’ =(A·Wc+A’·W)’= 
(A’+W)·(A+Wc)=A’·A+A’·Wc+A·W+W·Wc 

=A’·A·1+A’·Wc+A·W+0 = 
A’·A·(W+Wc)+A’·Wc+A·W= 
A’·A·W+A’·A·Wc+A’·Wc+A·W= 
 (A’·A·W+A·W)+(A’·A·Wc+A’·Wc)= 
 (A·W+A’·Wc)=(A’∆W).∎ 
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ĝŵ = 𝜑w∘g∘𝜑w  ,                                                      luego 

  ĝŵ(A)=[g(A∆W)]∆W 

Sea g:L→L y sea w∈N(L). 
Para ŵ=(w,w)∈LXL , la función extensión  ĝŵ:L→ L 
 de g al retículo (L , ⊑w) responde al siguiente esquema:

  ∀A∈L , ∀w∈N(L)

ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑w

g

Veamos el caso en que g es una 
 negación fuerte en (L , ≤).

Proposición. Si L es distributivo y si 
W∈N’(L) entonces se verifica: 

 (A∆W)’ =(A’∆W)   ∀A∈L  

Demostración. (A∆W)’ =(A·Wc+A’·W)’= 
(A’+W)·(A+Wc)=A’·A+A’·Wc+A·W+W·Wc 

=A’·A·1+A’·Wc+A·W+0 = 
A’·A·(W+Wc)+A’·Wc+A·W= 
A’·A·W+A’·A·Wc+A’·Wc+A·W= 
 (A’·A·W+A·W)+(A’·A·Wc+A’·Wc)= 
 (A·W+A’·Wc)=(A’∆W).∎ 

Corolario. Si g es una negación fuerte  
 ’:L→ L, coincide con su extensión: 

   ĝŵ =(’)ŵ = (𝜑w∘(’)∘𝜑w)=(’)  ∀w∈N(L)
^

Demostración. ĝŵ(A)=(A)( ’ )ŵ =  

(A∆W)’∆W=(A’∆W)∆W=A’.∎

^



 258

Ejemplo de función  ĝw   
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g(x)=x2

ℚ nºs racionales 𝕎=ℚc nºs irracionales
Textura: nº real “x”

Textura: nº racional “q” 
Textura: nº irracional “i”  

 
Texturas :

 nº irracional + 
                 nº racional  ó 
                  nº racional + 
                 nº irracional. 

g(i)=i2g(q)=q2

g(x)=x2
g:ℝ→ℝ

g:P(ℝ)→P(ℝ) 
(función de  

las imágenes))
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g(x)=x2

g( A )={ f(x) / x∈A }={ x2 / x∈A }  ∀A∈P(ℝ)

g( [0,1] )={ x2 / x∈[0,1] } =[0,1]
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 nº irracional + 
                 nº racional  ó 
                  nº racional + 
                 nº irracional. 

g(i)=i2g(q)=q2

g( [0,1]∩ℚ )={ x2 / x∈[0,1]∩ℚ } ⊂( [0,1]∩ℚ )

g( [0,1]∩𝕎 )={ x2 / x∈[0,1]∩𝕎 } ⊂[0,1]

g(x)=x2
g:ℝ→ℝ

g:P(ℝ)→P(ℝ) 
(función de  

las imágenes))



0             1
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(función de  

las imágenes))
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g(x)=x2
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0             1A

g(x)=x2
g:ℝ→ℝ

g:P(ℝ)→P(ℝ) 
(función de  

las imágenes))



g(x)=x2
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0             1

0             1

1

g( A∆𝕎 )

0             1A
 A∆𝕎= ( A∩ℚ )∪( Ac∩𝕎 )=[0,1]
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las imágenes))
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0             1

0             1

1

g( A∆𝕎 )
g( A∆𝕎 )

( g( A∆𝕎 ) )c

( g( A∆𝕎 ) )c ∩𝕎

g( A∆𝕎 )∩ℚ  

g( A∆𝕎 )∆𝕎  ĝw(A)

0             1A

0             1

0             1

0             1

0             1

0             1

 A∆𝕎= ( A∩ℚ )∪( Ac∩𝕎 )=[0,1]

g(x)=x2
g:ℝ→ℝ

g:P(ℝ)→P(ℝ) 
(función de  

las imágenes))
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Algunas propiedades de la extensión ĝŵ  de una función g 

definida en un producto de retículos (L1XL2, ≤12). 



ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑w12

w12=(w1 ,w2)∈(L1XL2) 

ŵ=(w12 ,w)∈(L1XL2)XL

t

(w12,w)

(w12,w)

0

w12

w12
c

w12

w12

x

t

(x)

0
1

x

w12 w12

w12

x

y

y

y

x
t

w12
c

1

t

w12

Ejemplo3’: Su w-extensión +ŵ 

Si w1 =w2 =w:   +ŵ =⊔w (w-supremo en (L, ⊑w), 

es decir:  +ŵ(x, y)=(x⊔wy)=x · y+wc ·(x+y)  ∀(x,y)∈LXL. 

^

^

^
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Funciones g tipo operaciones binarias: 
 g: ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) → ((L, ≤ ,· ,+,o,1),’ )



ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑w12

w12=(w1 ,w2)∈(L1XL2) 

ŵ=(w12 ,w)∈(L1XL2)XL

t
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w12
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w12 w12
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w12
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t

w12

Ejemplo3’: Su w-extensión +ŵ 
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es decir:  +ŵ(x, y)=(x⊔wy)=x · y+wc ·(x+y)  ∀(x,y)∈LXL. 

^

^

^
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Funciones g tipo operaciones binarias: 
 g: ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) → ((L, ≤ ,· ,+,o,1),’ )

ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑w12

w12=(w1 ,w2)∈(L1XL2) 

ŵ=(w12 ,w)∈(L1XL2)XL

Sus ŵ-extensiones ĝŵ : 

ĝŵ: ((L1XL2, ⊑w12  , ⊓w12,⊔w12, w12 , w12 ), ’12 ) → ((L, ⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc), ’ )c
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t

(w12,w)

(w12,w)

0

w12

w12
c

w12

w12

x

t

(x)

0
1

x

w12 w12

w12

x

y

y

y

x
t

w12
c

1

t

w12

Ejemplo3’: Su w-extensión +ŵ 

Si w1 =w2 =w:   +ŵ =⊔w (w-supremo en (L, ⊑w), 
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^

^

^
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ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑(w,w)

Funciones g tipo operaciones binarias: 
 g: ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) → ((L, ≤ ,· ,+,o,1),’ )

ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑w12

w12=(w1 ,w2)∈(L1XL2) 

ŵ=(w12 ,w)∈(L1XL2)XL

ŵ=((w,w),w) ∈ LXLXL

Ejemplo1: (L1=L, L2=N(L))y g diferencia simétrica: 

△: ((LXN(L), ≤ ,· ,+ ,  0, 1),’ ) → ((L, ≤ ,· ,+,0,1),’ ) 

tal que △(x, s)=x△s=x·sc+x’·s   ∀(x, s)∈LXN(L). 

Sus ŵ-extensiones ĝŵ : 

ĝŵ: ((L1XL2, ⊑w12  , ⊓w12,⊔w12, w12 , w12 ), ’12 ) → ((L, ⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc), ’ )c

(*) Ejemplo1’: Su w-extensión △ŵ 

Si w1 =w2 =w:   △ŵ=△w (w-diferencia simétrica en (L, ⊑w), 

es decir: △ŵ(x, s)=(x△ws)=(x△s△w)   ∀(x, s)∈LXN(L). 

^

^

^

(*) Véase la transparencia siguiente.
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^

^
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ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑(w,w)

Funciones g tipo operaciones binarias: 
 g: ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) → ((L, ≤ ,· ,+,o,1),’ )
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Ejemplo2: (L1=L2=L) y g=(·) (ínfimo en L) . 

g(x, y)=x · y   ∀(x, y)∈LXL. 
Ejemplo2’: Su w-extensión ·ŵ 

Si w1 =w2 =w:   ·ŵ =⊓w (la extensión de (·) es el w-ínfimo en (L, ⊑w), 

es decir:    ·ŵ(x, y)=(x⊓wy)=x · y+w ·(x+y)   ∀(x, y)∈LXL. 
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^

^

(*) Véase la transparencia siguiente.
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ĝŵ= 𝜑w∘g∘𝜑(w,w)
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^

^

^

Ejemplo3: (L1=L2=L) y g=(+) (supremo en L) . 
g(x, y)=x + y   ∀(x, y)∈LXL. 

Ejemplo3’: Su w-extensión +ŵ 
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^

^

^

(*) Véase la transparencia siguiente.

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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Sobre la extensión ∆ŵ  de la función diferencia simétrica ∆  
y de otras operaciones distinguidas en un retículo L. 

^
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Sean ((L1, ≤1 ,·1 ,+1,o1,11), ’1 ), ((L2, ≤2 ,·2 ,+2,o2,12), ’2) y ((L, ≤ ,· ,+,o,1), ’ ) retículos distributivos y acotados con negaciones fuertes. Sea 

((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) el retículo producto de los dos primeros con el orden, las operaciones y  los extremos definidos como es usual: 

[(x,y) ≤12(z,t)]⇔[(x ≤1 y)&(z ≤2 t)];  [(x,y)·12(z,t)=(x·1z, y·2t), (x,y)+12(z,t)=(x+1z, y+2t), (x,y)’12=(x’1,y’2), 0=(o1,o2), 1=(11,12). 

Entonces, si w12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) obtenemos el orden de actividad y las operaciones asociadas para elementos (x,y), (z,t) de L1XL2 : 

[(x,y) ⊑w12(z,t)]⇔[(x⊑w1z)&(y⊑w2t)]; [(x,y) ⊓w12(z,t)=(x⊓w1z, y⊓w2t),(x,y) ⊔w12(z,t)=(x⊔w1z, y⊔w2t)]; w12 =(w1,w2).c c c
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Si ∆1 y ∆2 son las diferencias simétricas en L1  y L2 respectivamente, entonces la diferencia simétrica en el producto L1XL2 es tal que, para  

todo par de elementos de L1XL2: (x,y)∆12(z,t)=(x,y)·12(z,t)’12+12(x,y)’12·12(z,t)=(x·1z’1+1x’1·1z , y·2t’2+2y’2·2t )=(x∆1 z , y∆2t).



 261

Sean ((L1, ≤1 ,·1 ,+1,o1,11), ’1 ), ((L2, ≤2 ,·2 ,+2,o2,12), ’2) y ((L, ≤ ,· ,+,o,1), ’ ) retículos distributivos y acotados con negaciones fuertes. Sea 

((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) el retículo producto de los dos primeros con el orden, las operaciones y  los extremos definidos como es usual: 

[(x,y) ≤12(z,t)]⇔[(x ≤1 y)&(z ≤2 t)];  [(x,y)·12(z,t)=(x·1z, y·2t), (x,y)+12(z,t)=(x+1z, y+2t), (x,y)’12=(x’1,y’2), 0=(o1,o2), 1=(11,12). 
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[(x,y) ⊑w12(z,t)]⇔[(x⊑w1z)&(y⊑w2t)]; [(x,y) ⊓w12(z,t)=(x⊓w1z, y⊓w2t),(x,y) ⊔w12(z,t)=(x⊔w1z, y⊔w2t)]; w12 =(w1,w2).c c c

Son elementos que determinan la estructura ((L1XL2, ⊑w12  , ⊓w12,⊔w12, w12 , w12 ), ’12 ) isomorfa a ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) y que justifican la 
siguiente: 

c

Si ∆1 y ∆2 son las diferencias simétricas en L1  y L2 respectivamente, entonces la diferencia simétrica en el producto L1XL2 es tal que, para  

todo par de elementos de L1XL2: (x,y)∆12(z,t)=(x,y)·12(z,t)’12+12(x,y)’12·12(z,t)=(x·1z’1+1x’1·1z , y·2t’2+2y’2·2t )=(x∆1 z , y∆2t).

Definición. Dada una función g: ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1), ’12 , ∆12) → ((L, ≤ ,· ,+,o,1), ’, ∆) y los elementos w12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) y w∈N(L); 

su extensión ĝŵ: ((L1XL2, ⊑w12  , ⊓w12,⊔w12, w12 , w12 ), ’12 ) → ((L, ⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc), ’ )  con ŵ=(w12 ,w), viene dada por: 

 ĝŵ((x,y))=(g((x∆1w1 , y∆2w2)))∆w  ∀(x, y)∈L1XL2 . 
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Ejemplo1: (L1=L, L2=N(L))y g diferencia simétrica: 

△: ((LXN(L), ≤ ,· ,+ ,  0, 1),’ ) → ((L, ≤ ,· ,+,0,1),’ ) 

tal que △(x, s)=x△s=x·sc+x’·s   ∀(x, s)∈LXN(L). 

Ejemplo1’: Su w-extensión △ŵ 

Si w1 =w2 =w:   △ŵ=△w (w-diferencia simétrica en (L, ⊑w), 

es decir: △ŵ(x, s)=(x△ws)=(x△s△w)   ∀(x, s)∈LXN(L). 

^

^

^
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Nota. Un caso particular distinguido: cuando (L1=L2=L) la aplicación g:LXL →L es una operación binaria en el retículo L.
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Son elementos que determinan la estructura ((L1XL2, ⊑w12  , ⊓w12,⊔w12, w12 , w12 ), ’12 ) isomorfa a ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1),’12 ) y que justifican la 
siguiente: 

c

Si ∆1 y ∆2 son las diferencias simétricas en L1  y L2 respectivamente, entonces la diferencia simétrica en el producto L1XL2 es tal que, para  

todo par de elementos de L1XL2: (x,y)∆12(z,t)=(x,y)·12(z,t)’12+12(x,y)’12·12(z,t)=(x·1z’1+1x’1·1z , y·2t’2+2y’2·2t )=(x∆1 z , y∆2t).

Definición. Dada una función g: ((L1XL2, ≤12 ,·12 ,+12 , 0, 1), ’12 , ∆12) → ((L, ≤ ,· ,+,o,1), ’, ∆) y los elementos w12=(w1,w2)∈N(L1)XN(L2) y w∈N(L); 

su extensión ĝŵ: ((L1XL2, ⊑w12  , ⊓w12,⊔w12, w12 , w12 ), ’12 ) → ((L, ⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc), ’ )  con ŵ=(w12 ,w), viene dada por: 

 ĝŵ((x,y))=(g((x∆1w1 , y∆2w2)))∆w  ∀(x, y)∈L1XL2 . 

Ejemplo3’: Su w-extensión +ŵ 

Si w1 =w2 =w:   +ŵ =⊔w (w-ínfimo en (L, ⊑w), 

es decir:    +ŵ(x, y)=(x⊔wy)=x · y+w c·(x+y) ∀(x, y)∈LXL. 

^

^

^

Nota. Un caso particular distinguido: cuando (L1=L2=L) la aplicación g:LXL →L es una operación binaria en el retículo L.

Ejemplo4: Si g es la diferencia (-) tal que  
 x-s=x·sc  ∀(x, s)∈LXN(L),.

Ejemplo4’: Su w-extensión -ŵ 

Si w1 =w2 =w:   -ŵ =⊔w (w-diferencia en (L, ⊑w), 

es decir:   -ŵ(x, y)=(x-y)=x⊓wyc= x · y c+w·(x+yc) ∀(x, y)∈LXL. 

^

^

^

w
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Ejemplo1: (L1=L, L2=N(L))y g diferencia simétrica: 
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^

^
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^

^
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Nota. Un caso particular distinguido: cuando (L1=L2=L) la aplicación g:LXL →L es una operación binaria en el retículo L.

Ejemplo4: Si g es la diferencia (-) tal que  
 x-s=x·sc  ∀(x, s)∈LXN(L),.

Ejemplo5: Si g=(➝) es la implicación tal que 
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Ejemplo4’: Su w-extensión -ŵ 
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^

^

^

w

Ejemplo5’: Su w-extensión ➝ŵ 

Si w1 =w2 =w:   ➝ŵ =(➝) (w-implicación en (L, ⊑w), 

es decir:    ➝ŵ(x, y)=y➝x=(yc⊔wx)=x · y c+wc·(x+yc) ∀(x, y)∈LXL. 

^

^

^

w

w



 262

Sobre la extensión de los residuos de los operadores 
inf y sup  
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Proposición. Sea L retículo broweriano y dual broweriano, sea  ŵ=((w,w),w) con  w ∈N(L). Se verifica: 

(1) Si ↝ es el residuo del operador ínfimo (·) en (L,≤):  x ↝ y=sup{k∈L / x·k ≤ y }   ∀(x, y)∈LXL, entonces, su extensión  

      (↝ŵ) coincide con (↝), (siendo (↝) el w-residuo de ⊓w en (L, ⊑w) tal que  x↝y=⊔w{r∈L / (x⊓wr) ⊑w y }  ∀(x, y)∈LXL ),  

      es decir:(x↝ŵy)=(x↝y)   ∀(x, y)∈LXL. 

     En particular: (s↝ŵy)=(s↝ y)=(sc⊔wy)   ∀(s, y)∈N(L)XL. 

(2) Si ∸ es el co-residuo del operador supremo (+) en (L,≤):  x ∸ y=inf{k∈L / x≤ y+k }   ∀(x, y)∈LXL, entonces su extensión 

      (∸ ŵ)coincide con ( -), (siendo (-) el w-coresiduo de ⊔w en (L, ⊑w) tal que x-y=⊓w{r∈L / x ⊑w (x⊔wr)}  ∀(x, y)∈LXL ), 

      es decir: (x∸ŵ y)=(x-y)   ∀(x, y)∈LXL.         

      En particular:(s-ŵ y)=(s-y)=(sc⊓wy)  ∀(x, y)∈N(L)XL. 

^

w

^

^

w
^

w

w

w w w

w

^

w

^

w

^

w



Demostración. (1) [x(↝ ŵ)y]=𝜑w[𝜑w(x)(↝)𝜑w(y)]=[(x∆w)(↝)(y∆w)]∆w =[sup{k∆w∈L /(x∆w)·(k∆w) ≤(y∆w) }]∆w = 

(⊔w
{k∆w∆w∈L /(x⊓wk)∆w ≤(y∆w) })=(⊔w

{k∈L /(x⊓wk) ⊑wy })=[x(↝)y]. 

En particular, si s es complementado tal que sc=s’, entonces, para todo y,  el residuo (s↝ y)=(sc⊔wy), luego por el apartado anterior, 

también (s(↝ ŵ) y)=(sc⊔wy).

w

^

^

w
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^

w

^

^

w
^

w

w

w w w

w

^

w

^

w

^

w

(2) La demostración de este apartado es análoga a la del anterior.∎ 
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Ejemplo. Comportamiento de las 
familias (Aα)α∊L y (A*α)α∊L  de los 
subconjuntos ordinarios de nivel de un 
L-borroso A, de su núcleo KER(A) y de 
su soporte SUPP(A),  en el álgebra de 

Boole (P(E),⊑W, ⨅W, ⨆W),C)



Ejemplo de expresión de la w-pertenencia de un L-
borroso  mediante su familia de 𝛼-cortes  
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Sea A:E→L un subconjunto L-borroso y (Aα)α∈L ,  ( A*α)α∈L las familias de 
 sus α-cortes y α-cortes estrictos respectivamente:  

Aα ={ x∊E / A(x)≥ α } ,   A*α ={ x∊E / A(x)≤ α }/



Dado A∊LE, consideremos las aplicaciones asociadas A:(L,≤)→(P(E), ⊆) y A*:(L,≤)→(P(E),⊆) 
definidas por: A(α)=Aα , A*(α)=A*α     ∀α∈L.
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Se verifica que A(supM )=∩A(α )= ⨆E A(α ) , A*(infM)=∪A*(α)=⨅EA*(α)   ∀M ⊆ L , luego A y 
A*son respectivamente, erosión y dilatación morfológicas entre los retículos(L, ≤) y (P(E), ⊑E)≡(P(E), ⊇). 
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Nota. ∆L es la diferencia 
simétrica en (L,≤): 
s ∆L k= s’·k+s·kc ; 

∆𝜕 es la  
diferencia simétrica 

 en (P(E), ⊑E)≡(P(E), ⊇) :  
A ∆𝜕 B=(A∪wc)∩(Ac∪w)= 

(Ac∆ w)=(A ∆ w)c, 
 y ∆LE

   es la  
diferencia simétrica 

 en (LE, ≤):  
A ∆LE W= A’·W+A·Wc.
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A*son respectivamente, erosión y dilatación morfológicas entre los retículos(L, ≤) y (P(E), ⊑E)≡(P(E), ⊇). 

α∈M α∈M α∈M α∈M

(*)(Demostrado  
anteriormente)

(*)

Nota. ∆L es la diferencia 
simétrica en (L,≤): 
s ∆L k= s’·k+s·kc ; 

∆𝜕 es la  
diferencia simétrica 

 en (P(E), ⊑E)≡(P(E), ⊇) :  
A ∆𝜕 B=(A∪wc)∩(Ac∪w)= 

(Ac∆ w)=(A ∆ w)c, 
 y ∆LE

   es la  
diferencia simétrica 

 en (LE, ≤):  
A ∆LE W= A’·W+A·Wc.



Dado A∊LE, consideremos las aplicaciones asociadas A:(L,≤)→(P(E), ⊆) y A*:(L,≤)→(P(E),⊆) 
definidas por: A(α)=Aα , A*(α)=A*α     ∀α∈L.
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Sea A:E→L un subconjunto L-borroso y (Aα)α∈L ,  ( A*α)α∈L las familias de 
 sus α-cortes y α-cortes estrictos respectivamente:  
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^^
^

^
En particular, si  k=0 las expresiones anteriores se reducen a 
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^
^

W
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~ ~ ~
~ ~ ~ ~ ~ ~
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~ ~
~ ~ ~

~ ~ ~

^
^

α∊L-{0} α∊L-{1}
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α∊L-{1} α∊L-{1} α∊L-{1}

α’~

(nítido)

α~
1/2
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Se verifica que A(supM )=∩A(α )= ⨆E A(α ) , A*(infM)=∪A*(α)=⨅EA*(α)   ∀M ⊆ L , luego A y 
A*son respectivamente, erosión y dilatación morfológicas entre los retículos(L, ≤) y (P(E), ⊑E)≡(P(E), ⊇). 

α∈M α∈M α∈M α∈M

(*)(Demostrado  
anteriormente)

(*)

Nota. ∆L es la diferencia 
simétrica en (L,≤): 
s ∆L k= s’·k+s·kc ; 

∆𝜕 es la  
diferencia simétrica 

 en (P(E), ⊑E)≡(P(E), ⊇) :  
A ∆𝜕 B=(A∪wc)∩(Ac∪w)= 

(Ac∆ w)=(A ∆ w)c, 
 y ∆LE
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diferencia simétrica 

 en (LE, ≤):  
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Extensiones del núcleo KER(A) y del soporte 
SUPP(A) de un subconjunto L-borroso A en 
el álgebra (P(E),⊑W, ⨅W, ⨆W,W,WC),C)
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NÚCLEO



                                        KER:(LE,≤)→(P(E), ⊆)   tal que KER(A)={x∈E / A(x)=1}=A1  ∀A∈LE 

                                                                                  KER(A·B)=KER(A)∩KER(B), KER(∏As)=∩KER(As)  ∀S conjunto de índices. (KER es una erosión morfológica) 
                                                     

s∊S s∊S
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A

NÚCLEO

L = [0,1] y E = ℝ

1
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s∊S s∊S
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A

·KER(A)

NÚCLEO
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A

·KER(A)

NÚCLEO

L = [0,1] y E = ℝ

1

¡(P(E),⊆) incluido 
 en (LE,≤))!
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(KER:(LE,≤)→ (LE, ≤  )),

A

                                                                                                A≤B⇒(KER(A)⊆KER(B)), KER(KER(A))=KER(A), KER(A)≤A ∀A∈LE (KER es apertura en (LE,≤))

·KER(A)

NÚCLEO

L = [0,1] y E = ℝ

1

¡(P(E),⊆) incluido 
 en (LE,≤))!



       SUPP:(LE,≤)→(P(E), ⊆),   tal que SUPP(A)={x∈E / A(x)>0}=A*0  ∀A∈LE 

    SUPP(A+B)=SUPP(A)∪SUPP(B), SUPP(∑As)=∪SUPP(As) ∀S conjunto de índices.(SUPP es una dilatación)  

s∊S s∊S
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·KER(A)

NÚCLEO

SOPORTE
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¡(P(E),⊆) incluido 
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Sea W∈LE tal que W’=Wc . Las álgebras((LE , ≤, ·, +,∅, E),’) 

y (LE,⊑W, ⨅W, ⨆W,W,WC), ’ ) son isomorfas.

(KER:(LE,≤)→ (LE, ≤  )),

(SUPP:(LE,≤)→ (LE,≤)) ,

A

SUPP(A)

                                                                                                A≤B⇒(KER(A)⊆KER(B)), KER(KER(A))=KER(A), KER(A)≤A ∀A∈LE (KER es apertura en (LE,≤))

·KER(A)

                                                                                                A≤B⇒(SUPP(A)⊆SUPP(B)), SUPP(SUPP(A))=SUPP(A), A ≤ SUPP(A)  ∀A∈LE  (SUPP es cierre en(LE,≤))

KER(M)=SUPP(M)=M ∀M∈P(E)   

NÚCLEO

SOPORTE

L = [0,1] y E = ℝ

1

¡(P(E),⊆) incluido 
 en (LE,≤))!



       SUPP:(LE,≤)→(P(E), ⊆),   tal que SUPP(A)={x∈E / A(x)>0}=A*0  ∀A∈LE 

    SUPP(A+B)=SUPP(A)∪SUPP(B), SUPP(∑As)=∪SUPP(As) ∀S conjunto de índices.(SUPP es una dilatación)  

s∊S s∊S

                                        KER:(LE,≤)→(P(E), ⊆)   tal que KER(A)={x∈E / A(x)=1}=A1  ∀A∈LE 
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s∊S s∊S
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Ker(w,w)(A)=[𝜑W∘KER∘𝜑k](A) =[KER(A∆W)]∆W, ^
Las extensiones 
 asociadas a W: 

Supp(w,w):(LE,⊑W)→ (P(E),⊑W))^Ker(w,w):(LE,⊑W)→ (P(E),⊑W)),^ tales que

∀A∈LE
Supp(w,w)(A)=[𝜑W∘SUPP∘𝜑k](A) =[SUPP(A∆W)]∆W ^
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NÚCLEO

SOPORTE

L = [0,1] y E = ℝ

1

¡(P(E),⊆) incluido 
 en (LE,≤))!
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∀A∈LE
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Ker(w,w)(M)=Supp(w,w)(M)=M  ∀M∈P(E),  ^ ^(i)

Ker(w,w)(A) ⊑W A ⊑W Supp(w,w)(A)   ∀A∈LE  ^ ^(ii)
Ker(w,w)(⨅WAs)=⨅WKer(w,w)(As) , Supp(w,w)(⨆WAs)= ⨆Supp(w,w)(As) ∀S conjunto de índices^ ^ ^ ^

s∊S s∊S s∊S s∊S
(iii)

Ker(w,w)[Ker(w,w)(A)]=Ker(w,w)(A),^ ^ ^ Supp(w,w)[Supp(w,w)(A)]=Supp(w,w)(A)^ ^ ^ ∀A∈LE  ∀M∈P(E)   (iv)

KER(M)=SUPP(M)=M ∀M∈P(E)   

NÚCLEO

SOPORTE

L = [0,1] y E = ℝ

1

¡(P(E),⊆) incluido 
 en (LE,≤))!



       SUPP:(LE,≤)→(P(E), ⊆),   tal que SUPP(A)={x∈E / A(x)>0}=A*0  ∀A∈LE 

    SUPP(A+B)=SUPP(A)∪SUPP(B), SUPP(∑As)=∪SUPP(As) ∀S conjunto de índices.(SUPP es una dilatación)  

s∊S s∊S

                                        KER:(LE,≤)→(P(E), ⊆)   tal que KER(A)={x∈E / A(x)=1}=A1  ∀A∈LE 

                                                                                  KER(A·B)=KER(A)∩KER(B), KER(∏As)=∩KER(As)  ∀S conjunto de índices. (KER es una erosión morfológica) 
                                                     

s∊S s∊S
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Las extensiones 
 asociadas a W: 
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Supp(w,w)(A)=[𝜑W∘SUPP∘𝜑k](A) =[SUPP(A∆W)]∆W ^

Proposición. Se verifica: 

Ker(w,w)(M)=Supp(w,w)(M)=M  ∀M∈P(E),  ^ ^(i)

Ker(w,w)(A) ⊑W A ⊑W Supp(w,w)(A)   ∀A∈LE  ^ ^(ii)
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s∊S s∊S s∊S s∊S
(iii)

Ker(w,w)[Ker(w,w)(A)]=Ker(w,w)(A),^ ^ ^ Supp(w,w)[Supp(w,w)(A)]=Supp(w,w)(A)^ ^ ^ ∀A∈LE  ∀M∈P(E)   (iv)

Es decir, Ker(w,w) es erosión morfológica de (LE,⊑W) en (P(E),⊑W) y apertura morfológica en (LE,⊑W) y

Supp(w,w) es dilatación morfológica de (LE,⊑W) en (P(E),⊑W) y cierre morfológico en (LE,⊑W).

^

^

KER(M)=SUPP(M)=M ∀M∈P(E)   

NÚCLEO

SOPORTE

L = [0,1] y E = ℝ

1

¡(P(E),⊆) incluido 
 en (LE,≤))!

(*)
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Proposición. Se verifica: 

Ker(w,w)(M)=Supp(w,w)(M)=M  ∀M∈P(E),  ^ ^(i)
Ker(w,w)(A) ⊑W A ⊑W Supp(w,w)(A)   ∀A∈LE  , ∀M∈P(E)  ^ ^(ii)

Ker(w,w)(⨅WAs)=⨅WKer(w,w)(As) , Supp(w,w)(⨆WAs)= ⨆WSupp(w,w)(As) ∀S conjunto de índices^ ^ ^ ^
s∊S s∊S s∊S s∊S

(iii)

Ker(w,w)[Ker(w,w)(A)]=Ker(w,w)(A),^ ^ ^ Supp(w,w)[Supp(w,w)(A)]=Supp(w,w)(A)^ ^ ^ ∀A∈LE  ∀M∈P(E)   (iv)

Demostración. (i) Si M∈P(E): Ker(w,w)(M)=[𝜑w∘KER∘𝜑k](M)=[KER(M∆W)]∆W=(M∆W)∆W=M. 

 También, si M∈P(E): Supp(w,w)(M)=[𝜑W∘SUPP∘𝜑k](M)=[SUPP(M∆W)]∆W=(M∆W)∆W=M. 

^

^

(ii)  [KER(A) ≤A≤ SUPP(A) ]⇒[Ker(w,w)(A) ⊑W A ⊑W Supp(w,w)(A)].    ^ ^

 (iii)  [KER(⨅As)= ∩KER(As)]⇒[Ker(w,w)(⨅WAs)=⨅WKer(w,w)(As)]. 

          [SUPP(∑As)= ∪SUPP(As)]⇒[Supp(w,w)(⨆WAs)=⨆WSupp(w,w)(As)].

^ ^
^ ^

s∊S s∊S s∊S s∊S

s∊Ss∊Ss∊S
s∊S

(iv) Del apartado (i) se deduce inmediatamente que  Ker(w,w)[Ker(w,w)(A)]=Ker(w,w)(A) y  

que  Supp(w,w)[Supp(w,w)(A)]=Supp(w,w)(A).∎  

^ ^ ^
^ ^ ^
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Conexión con otros términos en la literatura: 
Orden de Actividad y “Relación de Intermediación”
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Relación de Intermediación (Betweenness relation): concepto relacionado 
con la teoría de retículos (Lattice Theory) ( Principales trabajos: entre 1917 y 1959)



ORDEN DE ACTIVIDAD Y RELACIÓN DE INTERMEDIACIÓN

x ⊑W y  ⇔  (y · W  ≤  x  ≤  y + W)  

           ⇔ x  ⊑y · W (y+w) 
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En un retículo distributivo y  acotado(L, ≤, ., +, 0, 1),  se define la relación de intermediación (betweenness) 

  como la relación ternaria B ⊆ L3  tal que:

(x, y, z)∈B ⇔ (x·y)+(y·z)=y=(x+y)·(y+z)
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En un retículo distributivo y acotado (L, ≤, ., +, 0, 1),  las dos proposiciones siguientes 

son equivalentes: 

(i) x ⊑w y 

(ii)(w, x, y)∈B 
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(L, ≤)
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y.W

y+WW
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W
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Recopilación de algunas propiedades de las inclusiones ⊑W  
y de sus intersecciones ⨅W

  y uniones ⨆W
 asociadas 



ESTRUCTURA ASOCIADA AL ORDEN DE ACTIVIDAD GENERADO POR UN ELEMENTO W

(L , ≤, ·, +) retículo distributivo.

 272
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Para cada W ∈ L, se define la relación de 

 orden de actividad ⊑W: 

  A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W).

Por ejemplo, si L =[0,1]E:
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Ley de composición ⨅W en L:   A ⨅WB =A·B+W·(A+B)   ∀(A,B,W) ∈ L 3, 

Se verifica: A⊑WB ⇔(A ⨅WB =A) (⨅W es la ley ínfimo en el conjunto ordenado 

 (L, ⊑W) que resulta ser inf-semiretículo (L, ⊑W, ⨅W).

Para cada W ∈ L, se define la relación de 

 orden de actividad ⊑W: 

  A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W).

En el caso L =[0,1]E:
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(L , ≤, ·, +) retículo distributivo.
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W es elemento absorbente para la ley ⨅W 

 ∀(A,W) ∈ L 2 :  

A ⨅WW =W ⨅WA =W. Es el elemento 

mínimo del conjunto ordenado (L, ⊑W).

Ley de composición ⨅W en L:   A ⨅WB =A·B+W·(A+B)   ∀(A,B,W) ∈ L 3, 

Se verifica: A⊑WB ⇔(A ⨅WB =A) (⨅W es la ley ínfimo en el conjunto ordenado 

 (L, ⊑W) que resulta ser inf-semiretículo (L, ⊑W, ⨅W).

Para cada W ∈ L, se define la relación de 

 orden de actividad ⊑W: 

  A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W).
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 Si L es acotado con elementos mínimo 0, máximo 1 y si Wc es complemento de W: 

  La ley A ⨆WB = A ⨅WcB =A·B+Wc·(A+B)  es tal que 
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Distributividad de las leyes del tipo ⨅W  
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 ‘  y W complementado es tal que tal que Wc=W’, entonces la aplicación   
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W es elemento absorbente para la ley ⨅W 
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Se verifica: A⊑WB ⇔(A ⨅WB =A) (⨅W es la ley ínfimo en el conjunto ordenado 

 (L, ⊑W) que resulta ser inf-semiretículo (L, ⊑W, ⨅W).

Para cada W ∈ L, se define la relación de 

 orden de actividad ⊑W: 

  A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W).
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𝜑W : ((L , ≤, ·, + ,  0, 1),  ’ ) → ((L, ⊑W, ⨅W, ⨆W , W, Wc), ’ ) tal que  

𝜑W(A)=A△W = (A . Wc)+(A’. W) es un isomorfismo entre ambas estructuras 

y      A⊑WB ⇔(A△W ≤ B△W),        𝜑W(A´)=[𝜑W(A)]´   ∀A ∈ L.

Si L =[0,1]E:
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Isomorfos

E

E
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 orden de actividad ⊑W: 

  A⊑WB ⇔(B·W ≤ A ≤ B+W).

En conclusión, si Wc es complemento de W, entonces (L, ⊑W, ⨅W, ⨆W,W,Wc) 

es un retículo distributivo con elemento mínimo W y elemento máximo Wc. 
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∀(W,V,X) ∈ L 3: 

A⊑WB ⇒(A ⨅VX)⊑W(B ⨅VX), es decir, para todo par (W,V)  

la ley ⨅V es isótona para el orden ⊑W 

Si W es complementado y V∈L,  el operador ⨅V 
es una  nulnorma,(con elemento absorbente 
 V), en el retículo distributivo 

 (L, ⊑W, ⨅W, ⨆W,W,Wc). 
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A⊑WB ⇒(A ⨅VX)⊑W(B ⨅VX), es decir, para todo par (W,V)  
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Si W es complementado y V∈L,  el operador ⨅V 
es una  nulnorma,(con elemento absorbente 
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 (L, ⊑W, ⨅W, ⨆W,W,Wc). 

Para cada W ∈ L y para cada S ∈ L  tal que 

S’=Sc , se verifica: 

  A⊑WB ⇔[(B ⨅SW) ⊑S A ⊑S (B⨆SW)].
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es un retículo distributivo con elemento mínimo W y elemento máximo Wc. 
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𝜑W : ((L , ≤, ·, + ,  0, 1),  ’ ) → ((L, ⊑W, ⨅W, ⨆W , W, Wc), ’ ) tal que  
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A⊑WB ⇒(A ⨅VX)⊑W(B ⨅VX), es decir, para todo par (W,V)  
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(A y B son W-disjuntos)
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Relación entre filtros e ideales principales de los retículos 
(L,≤) y de (L, ⊑W).



W

Por ejemplo L=P(E): 
  E

Wc

Retículo distributivo(L, ≤) y W∈L complementado tal que wc=w’
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W

Por ejemplo L=P(E): 
  E

Wc

0

Wc

W

1

A

C

B

(L, ≤)

Retículo distributivo(L, ≤) y W∈L complementado tal que wc=w’
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 C

A

B



W

Por ejemplo L=P(E): 
  E

Wc

0

Wc

W

1

A

C

B

(L, ≤)

A1

≤Wc = 

{A/A≤Wc}

A1

Retículo distributivo(L, ≤) y W∈L complementado tal que wc=w’
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C
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(L, ≤)

A1

≤Wc = 

{A/A≤Wc}

A1
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≤W = 

{B/B≤W}

B1

 C

A

B B1



W
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  E
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0
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W

1

A

C

B

(L, ≤)

A1
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{A/A≤Wc}

C1
A1
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≤W = 

{B/B≤W}

B1

 C
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B B1

C1
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C
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En   ≤W : 

B1 ⊑WB⇔ B1≥B 

≤W =  ⊑W0 

B1
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  E

Wc

0

Wc

W

1

A

C

B

(L, ≤)

A1

≤Wc = 

{A/A≤Wc}

C1

C1

A1

En   ≤Wc : 

A ⊑WA1 ⇔ A≤A1  
 ≤Wc=  ⊑W0  

A1

En   ≤W : 

B1 ⊑WB⇔ B1≥B 

≤W =  ⊑W0 

B1

≤Wc = 

{D/Wc≤D}

C1

≤W = 

{H/B≤H}

H
H1

D

D1

W

E

H

W

E

H1

Retículo distributivo(L, ≤) y W∈L complementado tal que wc=w’ Retículo(L, ⊑W)
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≤W = 

{B/B≤W}

B1

 C

A

B B1

C1



0

Wc

W

A

C

1

B
(L, ⊑W)

0

Wc

W

1

C

(L, ≤)

≤Wc = 

{D/Wc≤D} 

≤Wc =   ⊑W1

C1

≤W = 

{H/H≤W} 

≤W =  ⊑W1

H

H1

D D1

0

Wc

W

1

C

(L, ≤)

D

D1

W

Por ejemplo L=P(E): 
  E

Wc

0

Wc

W

1

A

C

B

(L, ≤)

A1

≤Wc = 

{A/A≤Wc}

C1

C1

A1

En   ≤Wc : 

A ⊑WA1 ⇔ A≤A1  
 ≤Wc=  ⊑W0  

A1

En   ≤W : 

B1 ⊑WB⇔ B1≥B 

≤W =  ⊑W0 

B1

≤Wc = 

{D/Wc≤D}

C1

≤W = 

{H/B≤H}

H
H1

D

D1

W

E

H

W

E

H1

Subretículos de (L, ≤) en las que el orden ⊑W coincide con ≤ o con su opuesto ≥. 

Retículo distributivo(L, ≤) y W∈L complementado tal que wc=w’ Retículo(L, ⊑W)
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≤W = 

{B/B≤W}

B1

 C

A

B B1

C1
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Algunas observaciones para el  

cómputo del orden  ⊑W en [0,1]E.  
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En general, si se conoce un algoritmo para la determinación de un álgebra determinada por un retículo acotado 
distributivo con negación fuerte  ( L, ≤, ·, +, 0, 1), ’ ); entonces, si w es nítido, para el cómputo del álgebra 

 isomorfa ( L, ⊑w
, ⊓w, ⊔w, w, wc ), ’ )  podemos utilizar las equivalencias: 

 (𝛼 ⊑
W 𝛽)⇔(𝜑w(𝛼) ≤ 𝜑w(𝛽))⇔(𝛼∆w ≤ 𝛽∆w)⇔((𝛼·wc +𝛼’·w) ≤ (𝛽·wc +𝛽’·w))).  

No obstante, como parte de la relación ⊑
w 

coincide con la inicial ≤ o con superación  dual ≥ en L, puede simplificarse  pares 
su determinación, tal como ilustramos a continuación.
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

E·W=∅

W

E

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~



 277

E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =Ec

Para L={0,1}, Álgebra de Boole: (P(E+W), ⊆),   

con ∅, W, E, A, Ac,… pertenecientes a P(E+W).

Wc=

A

W

E

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

B+S ⊑W B~ ~~

∀B∈[0,1]E  & ∀S∈[0,1]W~ ~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

([0,1]E, ≤, ·,+) es 
sub-retículo de 
([0,1]E+W, ≤, ·,+).

B+S ⊑W B~ ~~

∀B∈[0,1]E  & ∀S∈[0,1]W~ ~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

([0,1]E, ≤, ·,+) es 
sub-retículo de 
([0,1]E+W, ≤, ·,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es subretículo de   

 ([0,1]E+W,⊑W,⨅W, ⨆W).
B+S ⊑W B~ ~~

∀B∈[0,1]E  & ∀S∈[0,1]W~ ~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E
E+W

o

Eo

o
∅

Wo

Bo
~

Ao

Ac

o

S
o~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ E=Wc  y  ∅ ≤ N ≤ E=Wc:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≤ N~ ~ ~ ~

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

([0,1]E, ≤, ·,+) es 
sub-retículo de 
([0,1]E+W, ≤, ·,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es 
subretículo de 
([0,1]E+W, ≤, · ,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es subretículo de   

 ([0,1]E+W,⊑W,⨅W, ⨆W).

([0,1]W, ≥, ·, +) es subretículo de   

 ([0,1]E+W, ⊑W, ⨅W, ⨆W).

B+S ⊑W B~ ~~

∀B∈[0,1]E  & ∀S∈[0,1]W~ ~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E
E+W

o

Eo

o
∅

Wo

Bo
~

Ao

Ac

o

S
o~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ E=Wc  y  ∅ ≤ N ≤ E=Wc:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≤ N~ ~ ~ ~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ W=Ec  y  ∅ ≤ N ≤ W=Ec:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≥ N~ ~ ~ ~

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

([0,1]E, ≤, ·,+) es 
sub-retículo de 
([0,1]E+W, ≤, ·,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es 
subretículo de 
([0,1]E+W, ≤, · ,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es subretículo de   

 ([0,1]E+W,⊑W,⨅W, ⨆W).

([0,1]W, ≥, ·, +) es subretículo de   

 ([0,1]E+W, ⊑W, ⨅W, ⨆W).

B+S ⊑W B~ ~~

∀B∈[0,1]E  & ∀S∈[0,1]W~ ~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E

W

E

E+W
o

Eo

o
∅

Wo

Bo
~

Ao

Ac

o

S
o~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ E=Wc  y  ∅ ≤ N ≤ E=Wc:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≤ N~ ~ ~ ~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ W=Ec  y  ∅ ≤ N ≤ W=Ec:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≥ N~ ~ ~ ~

Si M y N son tales que 
E=Wc ≤ M ≤ E+W  y  E=Wc ≤ N ≤ E+W:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≤ N~ ~ ~ ~

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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E+W
o

Eo

Wo

o
∅

Ao

E·W=∅

Ac
o =EcBo

~

Para L=[0,1], Retículo distributivo: ([0.1]E+W, ≤),   
con ∅, W, E, A, Ac,B, … pertenecientes a [0.1]E+W.~

([0,1]E, ≤, ·,+) es 
sub-retículo de 
([0,1]E+W, ≤, ·,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es 
subretículo de 
([0,1]E+W, ≤, · ,+).

([0,1]W, ≤, ·,+) es subretículo de   

 ([0,1]E+W,⊑W,⨅W, ⨆W).

([0,1]W, ≥, ·, +) es subretículo de   

 ([0,1]E+W, ⊑W, ⨅W, ⨆W).

B+S ⊑W B~ ~~

∀B∈[0,1]E  & ∀S∈[0,1]W~ ~

S
o

~

Wc=

B~

A

S~

W

E

W

E

E+W
o

Eo

o
∅

Wo

Bo
~

Ao

Ac

o

S
o~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ E=Wc  y  ∅ ≤ N ≤ E=Wc:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≤ N~ ~ ~ ~

Si M y N son tales que 
∅ ≤ M ≤ W=Ec  y  ∅ ≤ N ≤ W=Ec:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≥ N~ ~ ~ ~

Si M y N son tales que 
E=Wc ≤ M ≤ E+W  y  E=Wc ≤ N ≤ E+W:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≤ N~ ~ ~ ~

Si M y N son tales que 
E=Wc ≤ M ≤ E+W  y  E=Wc ≤ N ≤ E+W:

~ ~

~ ~

M ⊑W N ⇔ M ≥ N~ ~ ~ ~

(A (sin tilde): nítido, B (con tilde): borroso propio) ~
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Soluciones de inecuaciones en (P(E), ⊑W) y (LE, ⊑W)



A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 278



A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 278

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 278

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

 278

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A∩Wc ⊆B∩Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:
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A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB
A∩Wc ⊆B∩Wc

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

 278

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

 278

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

 278

W no es el único subconjunto para el que se cumple A⊑WB:
W1

A⊑W1B

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

 “⊑W-inecuaciones”

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

W no es el único subconjunto para el que se cumple A⊑WB:

 Solución de una inecuación

W1

A⊑W1B

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

 “⊑W-inecuaciones”

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

 Solución de una inecuación

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

Antes resolvemos…

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

 Solución de una inecuación

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

 Solución de una inecuación

¿? X

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?
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Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

 Solución de una inecuación

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?
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Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

 Solución de una inecuación

¿?

Y

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

 Solución de una inecuación

¿?

Y

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



Como es equivalente a  

(Y ⊑Wc
A),

E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A∩Wc,  A∪Wc]

 Solución de una inecuación

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



Como es equivalente a  

(Y ⊑Wc
A),

E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A∩Wc,  A∪Wc]

 Solución de una inecuación

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



Como es equivalente a  

(Y ⊑Wc
A),

E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A∩Wc,  A∪Wc]

 Solución de una inecuación

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB
?

A y B datos , W incógnita:



Como es equivalente a  

(Y ⊑Wc
A),

E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A∩Wc,  A∪Wc]

 Solución de una inecuación

Como es equivalente a  

(A ⊑BZ),

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB

¿?

Z

A y B datos , W incógnita:



Como es equivalente a  

(Y ⊑Wc
A),

E

W

Wc

A

B

A

B

A

B

Bc

A

B

A

B

Ac

A

E

E

B

A

A⊆B
B⊆A

A⊆B
B⊆A

B∩W ⊆A∩W

A⊑WB

A⊑WB⇔ (A△W ⊆ B△W)⇔ [(B∩W ⊆ A∩W)&(A∩Wc ⊆ B∩Wc)]  

A∩Wc ⊆B∩Wc

⇔ (B∩W ⊆ A ⊆ B∪W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

B

W
A

Wc

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos ordinarios

(P(E), ⊆ , ∩, ∪, c, ∅, E)

 Un subconjunto W 
solución:

¿Papel de W?

 278

Datos 
(W,B) ∈ P(E)XP(E)

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B∩W,  B∪W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A∩Wc,  A∪Wc]

Soluciones 

Z ∈ [A∩Bc,  A∪Bc]

 Solución de una inecuación

Como es equivalente a  

(A ⊑BZ),

Datos 
(A,B) ∈ P(E)XP(E)

X ∈ P(E) incógnita

Datos 
(A,W) ∈ P(E)XP(E)

A⊑WB

A y B datos , W incógnita:



E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

 W también “borroso propio”

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

 W también “borroso propio”

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Inecuación   

X ⊑W B

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

 W también “borroso propio”

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B·W,  B+W]

Inecuación   

X ⊑W B

X ∈ P(E) incógnita

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

 W también “borroso propio”

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B·W,  B+W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

X ∈ P(E) incógnita

Datos 

(A,W) ∈ LEX LE

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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¡ Equivalente a (Y ⊑Wc
A) 

 sólo si W es “crisp set! 

Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B·W,  B+W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A·Wc,  A+Wc]

X ∈ P(E) incógnita

Datos 

(A,W) ∈ LEX LE

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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¡ Equivalente a (Y ⊑Wc
A) 

 sólo si W es “crisp set! 

Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B·W,  B+W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A·Wc,  A+Wc]

Datos 

(A,B) ∈ LE X LE

X ∈ P(E) incógnita

Datos 

(A,W) ∈ LEX LE

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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¡ Equivalente a (Y ⊑Wc
A) 

 sólo si W es “crisp set! 

Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B·W,  B+W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A·Wc,  A+Wc]

Como es equivalente a  

(A ⊑BZ) si B es crisp set,

Datos 

(A,B) ∈ LE X LE

X ∈ P(E) incógnita

Datos 

(A,W) ∈ LEX LE

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B



A

B

A

B

B

W
A

Wc

B.W ≤ A.W≤ A

A⊑WB

A⊑WB ⇔ (B.W ≤ A.W)&(A.Wc ≤ B.Wc)

A≤ A+W ≤ B+W

⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
⊑Wes un  “orden de actividad”

W’

E

W

E

B

A

A ≤ B
B ≤ A

A

B’

A

B

A’

A

E

A ≤ B
B ≤ A

Órdenes ⊑W entre 

 subconjuntos borrosos 

( (LE, ≤, ., +, ∅, E), ’ )
(Imágenes como  
subconjunto L-borrosos)
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¡ Equivalente a (Y ⊑Wc
A) 

 sólo si W es “crisp set! 

Datos 

(W,B) ∈LE X LE

 “⊑W-inecuaciones”

Soluciones 
X ∈ [B·W,  B+W]

Inecuación 

A ⊑W Y
Y ∈ P(E) incógnita

Inecuación 

A ⊑Z B
Z ∈ P(E) incógnita

Inecuación   

X ⊑W B

Soluciones 

Y ∈ [A·Wc,  A+Wc]

Soluciones 

Z ∈ [A·Bc,  A+Bc]

Como es equivalente a  

(A ⊑BZ) si B es crisp set,

Datos 

(A,B) ∈ LE X LE

X ∈ P(E) incógnita

Datos 

(A,W) ∈ LEX LE

 A y B “borrosos propios” 
            (no “crisp sets”)

A

B

B

Cuestión abierta: ¿Soluciones de A⊑Z B
  para A,B,Z borrosos propios (no nítidos)?
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
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4. Aplicación de los órdenes de actividad  ⊑W 

 en el análisis de mapas de riesgos y en el 
de mapas con isolíneas o curvas de nivel.
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Búsqueda en la Web: plano, zona peligrosa, aludes,…
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INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E

Mexico

Búsqueda en la Web: plano, zona peligrosa, aludes,…

 283



Mexico

Búsqueda en la Web: plano, zona peligrosa, aludes,…

: PASO A IMÁGENES CON TONOS DE GRIS
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INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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Las zonas A, B, C,… , son subconjuntos de puntos de cada uno de los planos.
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W: conjunto de zonas peligrosas, 
 o de riesgo,…

INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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Las zonas A, B, C,… , son subconjuntos de puntos de cada uno de los planos.
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W: conjunto de zonas peligrosas, 
 o de riesgo,…

INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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Las zonas A, B, C,… , son subconjuntos de puntos de cada uno de los planos. 
  Propósito: Obtener  
una ordenación de las zonas teniendo en consideración: 

1. La seguridad es  prioritaria. 
2. Contando con la observación anterior, esa ordenación debe expresarse mediante una relación 

entre conjuntos con el siguiente criterio:  
    - Minimizar la parte de cada zona A, B,… que esté incluida en el conjunto de riesgo W. 

- Maximizar la parte de las mismas que no esté incluida en W.
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INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E



El referencial E de puntos del plano del IGC. 
P(E) conjunto de zonas de ese plano. 

W unión de las zonas coloreadas.
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El referencial E de puntos del plano del IGC. 
P(E) conjunto de zonas de ese plano. 

W unión de las zonas coloreadas.

Por ahora, prescindimos de niveles 
de riesgo: suponemos que W  es un 
subconjunto ordinario.

INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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que también es equivalente a : 
(1)  A ∆ W  ⊆  B ∆ W
(2) (B ∩ W) ⊆ A ⊆ (B ∪ W) , es decir, ⊑W es orden de actividad.

Relación ⊑W  “inclusión desde la perspectiva de W ” : 

A ⊑W B ⇔
(A ∩ W  ⊇ B ∩ W )&(A ∩ Wc ⊆ B ∩ Wc )   , 

  

El referencial E de puntos del plano del IGC. 
P(E) conjunto de zonas de ese plano. 

W unión de las zonas coloreadas.

 La zona A separa las zonas B y la de riesgo W.

Por ahora, prescindimos de niveles 
de riesgo: suponemos que W  es un 
subconjunto ordinario.

La zonas A  y B son tales que A ⊑W B

A

B

INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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INTRODUCCIÓN  DE LA INCLUSIÓN ⊑W EN CLASES L(E) DE SUBCONJUNTOS L-BORROSOS  DE UN REFERENCIAL E. (CASO GENERAL)
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Relación ⊑W  “inclusión condicionada por W ” : 

A ⊑W B ⇔                   
(A ∩ W  ⊇ B ∩ W )&(A ∩ W’ ⊆ B ∩ W’ ).

W
Subconjunto L-borroso

?

INTRODUCCIÓN  DE LA INCLUSIÓN ⊑W EN CLASES L(E) DE SUBCONJUNTOS L-BORROSOS  DE UN REFERENCIAL E. (CASO GENERAL)
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Relación ⊑W  “inclusión condicionada por W ” : 
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W
Subconjunto L-borroso

?

INTRODUCCIÓN  DE LA INCLUSIÓN ⊑W EN CLASES L(E) DE SUBCONJUNTOS L-BORROSOS  DE UN REFERENCIAL E. (CASO GENERAL)
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En el retículo (LE, ≤, · ,+, ∅, E) de los subconjuntos L-borrosos asociados a 
un retículo distributivo y acotado L, el orden ⊑W  “inclusión asociada al 

subconjunto borroso W ”, vendrá dado por el orden de actividad:
                   A ⊑W B ⇔ (B · W) ≤ A ≤ (B +W), 

∅

 E

W

W’ A

A’
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En el retículo (LE, ≤, · ,+, ∅, E) de los subconjuntos L-borrosos asociados a 
un retículo distributivo y acotado L, el orden ⊑W  “inclusión asociada al 

subconjunto borroso W ”, vendrá dado por el orden de actividad:
                   A ⊑W B ⇔ (B · W) ≤ A ≤ (B +W), 
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 E

W

W’ A

A’

W’

∅  E

W

A

A’

(LE, ⊑W, ⨅W, W) es inf-semirretículo con elemento mínimo W  y tal 

que A ⨅W B = (A · B) + (A · W) + (B · W)



Relación ⊑W  “inclusión condicionada por W ” : 

A ⊑W B ⇔                   
(A ∩ W  ⊇ B ∩ W )&(A ∩ W’ ⊆ B ∩ W’ ).

W
Subconjunto L-borroso

?

INTRODUCCIÓN  DE LA INCLUSIÓN ⊑W EN CLASES L(E) DE SUBCONJUNTOS L-BORROSOS  DE UN REFERENCIAL E. (CASO GENERAL)

El operador ⨅W es nulnorma idempotente en (LE, ≤).
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En el retículo (LE, ≤, · ,+, ∅, E) de los subconjuntos L-borrosos asociados a 
un retículo distributivo y acotado L, el orden ⊑W  “inclusión asociada al 

subconjunto borroso W ”, vendrá dado por el orden de actividad:
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Otros ejemplos de mapas con zonas 
de riesgo o con zonas distinguidas 
por alguna circunstancia… 

 289



 289



 289

Peligro de incendios
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Peligro de incendios
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Peligro de incendios
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Peligro de incendios

Predicciones del riesgo de nuevos casos de coronavirus

etc…
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Una interpretación  de ⊑W 
en mapas de isolíneas:
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Una interpretación  de ⊑W 
en mapas de isolíneas:

Subconjuntos A,B,C,…
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Una interpretación  de ⊑W 
en mapas de isolíneas:

A ⊑W B, C ⨅W D, etc…

W

W

(Subconjuntos borrosos)

Subconjuntos A,B,C,…



 291

Detalle de un ejemplo: 
Órdenes de actividad asociados a  
curvas de nivel o  mapas de isolíneas 



Distancias en días desde Londres
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Distancias en días desde Londres

G
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A
C

B

D

E K

H

F

A, B,C,… subconjuntos nítidos o L-borrosos con la inclusión usual.

 F ⊆ G
H ⊆K

A ⊈B
D ⊈ E



Distancias en días desde Londres

G
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W

A
C

B

D

E K

H

F

A, B,C,… subconjuntos nítidos o L-borrosos con la inclusión usual.

Subconjunto nitido W∈P(E)

 F ⊆ G
H ⊆K

A ⊈B
D ⊈ E



Distancias en días desde Londres

G
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W

A
C

B

D

E K

H

F

A ⊑W B

G ⊑W F

H ⊑W K

D ⊑W E

A, B,C,… subconjuntos nítidos o L-borrosos con la inclusión usual.

Subconjunto nitido W∈P(E)El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 

La perspectiva asociada a “w” ,(más de 20 días) y ejemplos de “w-inclusiones”. 

 F ⊆ G
H ⊆K

A ⊈B
D ⊈ E

E



E

K

H

A
C

B

G

D

E

F

El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 
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W puede ser un subconjunto borroso: W∈[0,1]E

E

K

H
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C

B

G

D

W

E

1

0.6

0.8

F

El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 
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W puede ser un subconjunto borroso: W∈[0,1]E
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F

El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 

En la actualidad también tiene interés el uso de mapas de lineas  isócronas:
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W puede ser un subconjunto borroso: W∈[0,1]E
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0.6

0.8

F

El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 

En la actualidad también tiene interés el uso de mapas de lineas  isócronas:
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W puede ser un subconjunto borroso: W∈[0,1]E

E

K

H

A
C

B

G

D

W

E

1

0.6

0.8

F

El orden ⊑W  en mapas de isolíneas En cada uno de ellos  puede considerarse “inclusión con perspectiva”…

E

D

A

B C

D

F

G

A ⊑W B

G ⊑W F

H ⊑W K

D ⊑W E

etc…

De nuevo, posibles “w-inclusiones”:

M

T

W W

W
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Otro ejemplo: Isócronas en las provincias de la Comunidad de Aragón (Spain): 
Zaragoza, Huesca, Teruel.
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Otro ejemplo: Isócronas en las provincias de la Comunidad de Aragón (Spain): 
Zaragoza, Huesca, Teruel.



 293Una agregación de la información de los tres mapas:

Otro ejemplo: Isócronas en las provincias de la Comunidad de Aragón (Spain): 
Zaragoza, Huesca, Teruel.



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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(Huesca)



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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(Huesca)



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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(Huesca) +(Zaragoza)



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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(Huesca) +(Zaragoza)



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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(Huesca) +(Zaragoza) +(Teruel)



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 

 294

A

E

D

B

(Huesca) +(Zaragoza) +(Teruel)



El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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W

A

E

D

B

(Huesca)

E ⊑W D

+(Zaragoza) +(Teruel)
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 295

: subconjunto borroso definido utilizando las isócronas
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 295

: subconjunto borroso definido utilizando las isócronas



La contaminación lumínica como zona de riesgo Wc. 
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Ejemplo



 297



 297
Wc: zona con poca contaminación lumínica (en negro y en azul).



B
A
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Clasificación de zonas, A, B, … según la contaminación.

Wc: zona con poca contaminación lumínica (en negro y en azul).
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AB

B ⊑W A  (ó A ⊑Wc
B): “A es una zona con menos contaminación lumínica que B”.

 298
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Una posible aplicación de los órdenes de actividad en el 
marco de la  Extracción de Conocimiento a partir de datos: 
Procesos de “gentrificación”



GENTRIFICACIÓN

(Wikipedia)  300



GENTRIFICACIÓN

(Wikipedia)  300
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GENTRIFICACIÓN (continuación)
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GENTRIFICACIÓN (continuación)
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GENTRIFICACIÓN (continuación)
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GENTRIFICACIÓN (continuación)
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GENTRIFICACIÓN (continuación)

Constituirán la 
 “perspectiva” W}
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GENTRIFICACIÓN (continuación)
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GENTRIFICACIÓN (continuación)
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GENTRIFICACIÓN (continuación)



Objetivo: incorporación de los órdenes de actividad  ⊑W y las 

 nul-normas  ⨅W en el análisis de estos procesos de gentrificación:

 303

GENTRIFICACIÓN (continuación)



(P(E), ⊑W)

E

E
E

(L(E), ⊑W)

Inf-semirretículos:

 304

¿GENTRIFICACIÓN Y ORDEN DE ACTIVIDAD?



(P(E), ⊑W)

A

W

E

E
E

(L(E), ⊑W)

Inf-semirretículos:

 304

¿GENTRIFICACIÓN Y ORDEN DE ACTIVIDAD?

?  (tema abierto)

B

A⊑WB, B⊑WA, A⊑WB, … etc /



Morfología Matemática en (P(X),⊑W): 
filtros “w-morfológicos”.

 305



Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) retículo broweriano completo con una negación fuerte.

 305

Sea w∈L complementado y  tal que w’=wc.
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Sea w∈L complementado y  tal que w’=wc.
Consideremos la aplicación 𝜑w: L →L  tal que  𝜑w(x)=x ∆ w=x·wc+x’·w   ∀x∈L.  

Esta aplicación es una involución: 𝜑w
2 =i (i la identidad en L). Por lo tanto es 

biyectiva tal que 𝜑w
-1=𝜑w . 

𝜑w: L → L 



Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) retículo broweriano completo con una negación fuerte.

Sea ⊑W es la relación en L tal que(x ⊑W y)⇔(y·w ≤ x ≤ y+w). Al ser(L, ≤,·,+, 0, 1) retículo 

distributivo, se verifica que ⊑W es una relación de orden: el orden de actividad asociado a w.  
 Se verifica que (x ≤ y)⇔[𝜑w(x) ⊑W 𝜑w(x)] y en consecuencia,(x ⊑W y)⇔[𝜑w(x) ≤ 𝜑w(x)].

 305
(L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc)

Sea w∈L complementado y  tal que w’=wc.
Consideremos la aplicación 𝜑w: L →L  tal que  𝜑w(x)=x ∆ w=x·wc+x’·w   ∀x∈L.  

Esta aplicación es una involución: 𝜑w
2 =i (i la identidad en L). Por lo tanto es 

biyectiva tal que 𝜑w
-1=𝜑w . 

𝜑w: L → L 



(L, ⊑W) resulta ser retículo isomorfo al inicial (L, ≤), (siendo 𝜑w:(L, ≤)→(L, ⊑W) isomorfismo 

entre retículos). En consecuencia, (L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc) también es broweriano completo con 

mínimo w y máximo wc y siendo los operadores ínfimo x⊓wy=x·y+w·(x+y) y supremo 

x⊔wy=x·y+wc·(x+y)  ∀(x,y)∈L2 . 

El isomorfismo  verifica 𝜑w(x’)=[𝜑w(x)]’ ∀x∈L  y la aplicación  ‘: L →L también es negación 

fuerte en  el retículo (L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc).

Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) retículo broweriano completo con una negación fuerte.

Sea ⊑W es la relación en L tal que(x ⊑W y)⇔(y·w ≤ x ≤ y+w). Al ser(L, ≤,·,+, 0, 1) retículo 

distributivo, se verifica que ⊑W es una relación de orden: el orden de actividad asociado a w.  
 Se verifica que (x ≤ y)⇔[𝜑w(x) ⊑W 𝜑w(x)] y en consecuencia,(x ⊑W y)⇔[𝜑w(x) ≤ 𝜑w(x)].
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Sea w∈L complementado y  tal que w’=wc.
Consideremos la aplicación 𝜑w: L →L  tal que  𝜑w(x)=x ∆ w=x·wc+x’·w   ∀x∈L.  
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𝜑w: L → L 

ĝw

Sea w∈L complementado y  tal que w’=wc.
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-1=𝜑w . 
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                                            Definimos la 

 aplicación asociada ĝw: L →L mediante: 
 ĝw=𝜑w∘g∘𝜑w , es decir 

ĝw(x)=𝜑w(g(𝜑w(x)))   ∀x∈L.
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𝜑w: L → L 

(L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc)

Sea w∈L complementado y  tal que w’=wc.
Consideremos la aplicación 𝜑w: L →L  tal que  𝜑w(x)=x ∆ w=x·wc+x’·w   ∀x∈L.  
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biyectiva tal que 𝜑w
-1=𝜑w . 
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                                            Definimos la 

 aplicación asociada ĝw: L →L mediante: 
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g: L → L 
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Hay  propiedades de g en el álgebra((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) que ĝw también verifica, ahora en el 
álgebra ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc), ’ ):  
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Proposición. Se verifica: 
(1) Si g es isótona en (L, ≤) entonces  ĝw es isótona en (L, ⊑W): 
Si (x ≤ y)⇒(g(x) ≤ g(y)), entonces (z ⊑W t)⇒(ĝw(z) ⊑W ĝw(t)). 

(2) Si g es antítona en (L, ≤) entonces  ĝw es antítona en (L, ⊑W): 
Si (x ≤ y)⇒(g(x) ≥ g(y)), entonces (z ⊑W t)⇒(ĝw(z) ⊒W ĝw(t)). (Siendo (a ⊒W b)⇔(b ⊑W a)). 

(3) Si g(0)=0 entonces ĝw(w)=w  y si g(1)=1 entonces ĝw(wc)=wc. 

(4) Si g(inf M)=inf g(M) entonces ĝw(⊓wM) =⊓wĝw(M), siendo f(M)={f(m) / m∈M}. 

(5) Si g(sup M)=sup g(M) entonces ĝw(⊔wM) =⊔wĝw(M).

Hay  propiedades de g en el álgebra((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) que ĝw también verifica, ahora en el 
álgebra ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc), ’ ):  

(*)(Algunas ya demostradas y 
 otras inmediatas)

(*)
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W
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(5) Si g(sup M)=sup g(M) entonces ĝw(⊔wM) =⊔wĝw(M).

Hay  propiedades de g en el álgebra((L, ≤,·,+, 0, 1), ‘ ) que ĝw también verifica, ahora en el 
álgebra ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc), ’ ):  

Otras propiedades que comparten g y ĝw : 
Proposición. Se verifica: 
(6) Si g(x) ≤ x , entonces ĝw(x) ⊑W x. 
(7) Si x ≤ g(x), entonces x ⊑W ĝw(x). 

(8) Si g2(x)≤ g(x), entonces ĝw
2(x) ⊑W ĝw(x) y si g2(x)= g(x) entonces ĝw

2(x)= ĝw(x). 
(9) Si g(x’)= (g(x))’, entonces ĝw(x’)= (ĝw(x))’. 
(10) Si g es biyectiva entonces ĝw también lo es  y para las inversas  se verifica (g-1)w=ĝw

-1. 

(11) Si x = g(x) entonces 𝜑w(x)=ĝw(𝜑w(x)), en particular: ((0=g(0))⇒(w=ĝw(w))). 
(12) Si g(x·y)=g(x)·g(y) entonces ĝw(x⊓wy)=ĝw(x)⊓wĝw(y). 

(13) Si g(x+y)=g(x)+g(y) entonces ĝw(x⊔wy)=ĝw(x)⊔wĝw(y). 

 (14) Si g(x·y)=g(x) entonces ĝ(𝜑w(x)⊓w𝜑w(y))=ĝ(𝜑w(x)).

^

(*)(Algunas ya demostradas y 
 otras inmediatas)

(*)

(*)
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Sean(L, ≤,·,+, 0, 1), (L1 , ≤1 , ·1 ,+1 , 01 , 11) y (L2 , ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12) retículos completos. 
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Extensión de La Morfología Matemática al marco 
 general de los retículos (L1,≤1),(L2,≤2),… 
Aparecen ahora los operadores morfológicos básicos,  

(erosión y dilatación), como aplicaciones f:Li → Lj  
que transforman un elemento A de (Li, ≤i) en otro  
f(A) de (Lj, ≤j).

Sean(L, ≤,·,+, 0, 1), (L1 , ≤1 , ·1 ,+1 , 01 , 11) y (L2 , ≤2 ,·2 ,+2 , 02 , 12) retículos completos. 

Una aplicación 𝜉: L1 →L2 es una erosión morfológica  si: 
(1e)   𝜉(inf1M)=inf2𝜉(M)   ∀M∈P(L1). 
Una aplicación 𝛿: L2→L1 es una dilatación morfológica si: 
(1d) 𝛿(sup2N)=sup1𝛿(N)   ∀N∈P(L2). 
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Una aplicación f: L →L es un filtro morfológico si: 

(1f) es isótona: (x ≤ y)⇒(f(x) ≤ f(y)), (2f) es idempotente: f2(x)=f(x) ∀x∈L.  

Un aplicación 𝛾: L →L es una apertura morfológica si: 
(1a) Es un filtro morfológico, (2a) es anti-extensiva: 𝛾(x)≤ x   ∀x∈L. 
Una aplicación 𝜙: L →L es una cierre morfológico si: 
(1c) Es un filtro morfológico, (2c) es extensiva: x ≤ 𝜙(x)   ∀x∈L.
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(*)
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Como consecuencia de una proposición anterior y de las definiciones de operadores morfológicos, 
tenemos el siguiente resultado:

Teorema. Se verifica: 

(1) Si 𝜉: L →L  es una erosión morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜉 w=𝜑w∘𝜉∘𝜑w  es erosión morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).  

(2)Si 𝛿: L →L  es una dilatación morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

      w’=wc, entonces   𝛿w=𝜑w∘𝛿∘𝜑w  es dilatación morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(3) Si 𝛾: L →L  es una apertura morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

 w’=wc,  entonces   𝛾w=𝜑w∘𝛾∘𝜑w  es apertura morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(4) Si 𝜙: L →L es un cierre morfológico en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜙w=𝜑w∘𝜙∘𝜑w  es cierre morfológico en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).

^ 

^

^

^

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)



 308

Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Como consecuencia de una proposición anterior y de las definiciones de operadores morfológicos, 
tenemos el siguiente resultado:

Teorema. Se verifica: 

(1) Si 𝜉: L →L  es una erosión morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜉 w=𝜑w∘𝜉∘𝜑w  es erosión morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).  

(2)Si 𝛿: L →L  es una dilatación morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

      w’=wc, entonces   𝛿w=𝜑w∘𝛿∘𝜑w  es dilatación morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(3) Si 𝛾: L →L  es una apertura morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 
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^ 

^

^

^

Ejemplo:  
Sea ((L, ≤,∧,∨, 0, 1),’) el Álgebra de Boole ((P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X),c) de las partes del conjunto de 

imágenes de X=R2 o de X=Z2 (aquí el operador + se utiliza para la suma usual x+y de puntos 

del plano R2 o Z2, y el operador - tanto para la diferencia x-y como para el opuesto -x de x∈P(X)). 
  En este caso, los operadores morfológicos erosión 𝜉B y dilatación 𝛿B asociados a un elemento 
estructurante B∈P(X), así como los filtros correspondientes apertura 𝛾B  y cierre 𝜙B , son: 
(er) Erosión 𝜉B por el elemento estructurante B:  𝜉B(A) ={x∈X / (B)x⊆A}  ∀A∈P(X),  
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(ap) Apertura 𝛾B por el elemento estructurante B: 𝛾B=𝛿B∘𝜉B . 
(ci) Cierre por el elemento estructurante B: 𝜙B=𝜉B∘𝛿B . 

˘
˘

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

Operadores morfológicos en (P(R2),⊑W) o en (P(Z2),⊑W) 
obtenidos mediante  “perspectivas” W. 
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^
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˘
˘

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)



 308

Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Ejemplo:  
Sea ((L, ≤,∧,∨, 0, 1),’) el Álgebra de Boole ((P(X), ⊆, ∩, ∪, ∅, X),c) de las partes del conjunto de 

imágenes de X=R2 o de X=Z2 (aquí el operador + se utiliza para la suma usual x+y de puntos 

del plano R2 o Z2, y el operador - tanto para la diferencia x-y como para el opuesto -x de x∈P(X)). 
  En este caso, los operadores morfológicos erosión 𝜉B y dilatación 𝛿B asociados a un elemento 
estructurante B∈P(X), así como los filtros correspondientes apertura 𝛾B  y cierre 𝜙B , son: 
(er) Erosión 𝜉B por el elemento estructurante B:  𝜉B(A) ={x∈X / (B)x⊆A}  ∀A∈P(X),  
        siendo  S = {-s / s∈S} y Nx={n+x / n∈N}. 
(di) Dilatación 𝛿B por el elemento estructurante B: 𝛿B(A) ={x∈X / Bx∩A≠∅}  ∀A∈P(X). 
(ap) Apertura 𝛾B por el elemento estructurante B: 𝛾B=𝛿B∘𝜉B . 
(ci) Cierre por el elemento estructurante B: 𝜙B=𝜉B∘𝛿B . 

˘
˘

Erosión morfológica Dilatación morfológica

Apertura morfológica Cierre morfológico

Ejemplo de los efectos de la erosión, la dilatación y los  filtros morfológicos apertura y cierre en(P(ℝ2
),⊆)

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)
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Erosión morfológica Dilatación morfológica

Apertura morfológica Cierre morfológico
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(*)(Véase transparencias 
 siguientes)
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˘
˘

Teorema. Se verifica: 

(1) Si 𝜉B: P(X) →P(X)  es la erosión morfológica por B en ((P(X), ⊆ , ∩,∪, ∅, X),c) y w∈P(X) 

entonces la erosión morfológica (𝜉B)w: P(X) →P(X) en ((P(X), ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),c) es tal que 

(𝜉B)w(A)=(𝜑w∘𝜉B∘𝜑w)(A)=𝜑w({x∈X / (B)x ⊆ 𝜑w(A)}=𝜑w({x∈X / 𝜑w((B)x) ⊑W A})= 

               = ({x∈X / (B)x ⊆ (A∆ W)})∆ W = ({x∈X / [((B)x)∆ W] ⊑W A})∆ W   ∀A∈P(X). 

(2) Análogamente, para la dilatación, si 𝛿B: P(X) →P(X)  es la dilatación por B, entonces: 
(𝛿B)w(A)=(𝜑w∘𝛿B∘𝜑w)(A)=𝜑w({x∈X / Bx∩𝜑w(A)≠∅})=𝜑w({x∈X /𝜑w(Bx)⊓wA≠W})= 

                         = ({x∈X / Bx∩𝜑w(A)≠∅})∆ W=({x∈X / 𝜑w(Bx)⊓wA≠W})∆ W   ∀A∈P(X).  

(3) La apertura: 𝛾*=(𝛿B)w∘(𝜉B)w=(𝜑w∘𝛿B∘𝜑w)∘(𝜑w∘𝛿B∘𝜑w)=(𝜑w∘𝛿B∘𝜉B∘𝜑w)=𝜑w∘𝛾B∘𝜑w=(𝛾B)w 

(4) El cierre: 𝜙*=(𝜉B)w∘(𝛿B)w=(𝜑w∘𝛿B∘𝜑w)∘(𝜑w∘𝛿B∘𝜑w)=(𝜑w∘𝛿B∘𝜉B∘𝜑w)=𝜑w∘𝜙B∘𝜑w=(𝜙B)w 

^

^

^

^

^ ^

^

˘ ˘

˘ ˘

^

^

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)



Ejemplo de los efectos de los  w-filtros morfológicos 
apertura y cierre en(P(ℝ2),⊑W)
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Filtros en (P(ℝ2),⊆)    (1) En el álgebra (P(ℝ2),⊑W), los operadores 𝛾B y 𝜙B son pues 
 filtros básicos usuales, con características conocidas y 
con experiencia en el tipo de aplicaciones prácticas en las 
 que se han utilizado con resultados eficientes.    

   (2) Aunque no son filtros morfológicos  en ( P( ℝ2 ), ⊆ ), tienen 
   una característica interesante y sugerente en esta última: su  
   efecto sobre una imagen responde al esquema 

 (filtro-sobre W, filtro-dual sobre Wc);  
 características que pueden constituir una ampliación del conjunto 
    de herramientas eficientes usuales de la Morfología Matemática. 

^ ^

(¿Filtros con efecto “sal-pimienta?)



‘Ordenes de actividad  en el tratamiento de imágenes médicas
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,

W (rojo)

W (púrpura)

W (cian)
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,

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)
A

A

A

A

B

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)

B

B

B

W (rojo)

W (púrpura)

W (cian)
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,

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)
A

A

A

A

B

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)

Zonas A, B,… (subconjuntos borrosos)

B

B

B

W (rojo)

W (púrpura)

W (cian)

Si el análisis de este tipo de imágenes, (en las que aparece una zona distinguida W), está 
fundamentalmente dirigido a la comparación de partes A, B,… de la misma; en lugar de la 
inclusión usual A⊆B,…, parece que aporta más información el uso los órdenes  de actividad:  

M⊑WN,…, como herramienta de comparación de zonas próximas a W, que la interesecan, etc.
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Cuestión abierta



Teorema. Se verifica: 

(1) Si 𝜉: L →L  es una erosión morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜉 w=𝜑w∘𝜉∘𝜑w  es erosión morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).  

(2)Si 𝛿: L →L  es una dilatación morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

      w’=wc, entonces   𝛿w=𝜑w∘𝛿∘𝜑w  es dilatación morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(3) Si 𝛾: L →L  es una apertura morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

 w’=wc,  entonces   𝛾w=𝜑w∘𝛾∘𝜑w  es apertura morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(4) Si 𝜙: L →L es un cierre morfológico en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜙w=𝜑w∘𝜙∘𝜑w  es cierre morfológico en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).

^ 

^

^

^
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W



Teorema. Se verifica: 

(1) Si 𝜉: L →L  es una erosión morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜉 w=𝜑w∘𝜉∘𝜑w  es erosión morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).  

(2)Si 𝛿: L →L  es una dilatación morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

      w’=wc, entonces   𝛿w=𝜑w∘𝛿∘𝜑w  es dilatación morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(3) Si 𝛾: L →L  es una apertura morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

 w’=wc,  entonces   𝛾w=𝜑w∘𝛾∘𝜑w  es apertura morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(4) Si 𝜙: L →L es un cierre morfológico en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜙w=𝜑w∘𝜙∘𝜑w  es cierre morfológico en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).

^ 

^

^

^
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Operadores morfológicos en (LR2,⊑W) o en (LZ2  ,⊑W) obtenidos 
mediante  “perspectivas” W. 



Teorema. Se verifica: 

(1) Si 𝜉: L →L  es una erosión morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜉 w=𝜑w∘𝜉∘𝜑w  es erosión morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).  

(2)Si 𝛿: L →L  es una dilatación morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

      w’=wc, entonces   𝛿w=𝜑w∘𝛿∘𝜑w  es dilatación morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(3) Si 𝛾: L →L  es una apertura morfológica en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

 w’=wc,  entonces   𝛾w=𝜑w∘𝛾∘𝜑w  es apertura morfológica en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’). 

(4) Si 𝜙: L →L es un cierre morfológico en ((L, ≤,·,+, 0, 1),’) y w es complementado tal que 

w’=wc, entonces  𝜙w=𝜑w∘𝜙∘𝜑w  es cierre morfológico en ((L, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’).

^ 

^

^

^
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Ejemplo: Consideremos un álgebra (L, ≤, ·, +, 0, 1),’ , (∗,→∗)) determinada por un retículo 
distributivo con negación fuerte y con un par residuado (∗,→∗). 

Sea el álgebra correspondiente (LX, ≤, ·, +, ∅, X),’,R,(◦ ,⊳)) de los subconjuntos L-borrosos de 

X=R2 o de X=Z2 junto con una relación R∈LXXX y las operaciones: 

 (R◦A)(y)=supL{R(y,x)∗A(x) / x∈X} y(R⊳A)(y)=infL{R(y,x)→∗A(x) / x∈X} ∀y∈X, ∀A∈LX.

Operadores morfológicos en (LR2,⊑W) o en (LZ2  ,⊑W) obtenidos 
mediante  “perspectivas” W. 
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Ejemplo: Consideremos un álgebra (L, ≤, ·, +, 0, 1),’ , (∗,→∗)) determinada por un retículo 
distributivo con negación fuerte y con un par residuado (∗,→∗). 

Sea el álgebra correspondiente (LX, ≤, ·, +, ∅, X),’,R,(◦ ,⊳)) de los subconjuntos L-borrosos de 

X=R2 o de X=Z2 junto con una relación R∈LXXX y las operaciones: 

 (R◦A)(y)=supL{R(y,x)∗A(x) / x∈X} y(R⊳A)(y)=infL{R(y,x)→∗A(x) / x∈X} ∀y∈X, ∀A∈LX.

Operadores morfológicos en (LR2,⊑W) o en (LZ2  ,⊑W) obtenidos 
mediante  “perspectivas” W. 

En este caso, los operadores morfológicos erosión 𝜉R:LX→LXy dilatación 𝛿R:LX→LX asociados al 
elemento estructurante R, vienen dados por:

𝜉R = Rop⊳A ,  𝛿R = R◦A    ∀A∈LX
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Ejemplo: Consideremos un álgebra (L, ≤, ·, +, 0, 1),’ , (∗,→∗)) determinada por un retículo 
distributivo con negación fuerte y con un par residuado (∗,→∗). 

Sea el álgebra correspondiente (LX, ≤, ·, +, ∅, X),’,R,(◦ ,⊳)) de los subconjuntos L-borrosos de 

X=R2 o de X=Z2 junto con una relación R∈LXXX y las operaciones: 

 (R◦A)(y)=supL{R(y,x)∗A(x) / x∈X} y(R⊳A)(y)=infL{R(y,x)→∗A(x) / x∈X} ∀y∈X, ∀A∈LX.

En este caso, los operadores morfológicos erosión 𝜉R:LX→LXy dilatación 𝛿R:LX→LX asociados al 
elemento estructurante R, vienen dados por:

(𝜉R )w=𝜑w(Rop⊳𝜑w(A))=[Rop⊳(A∆W)]∆W,  (𝛿R )W=𝜑w(R◦𝜑w(A))=[R◦(A∆W)]∆W  ^ ^

Y si W∈N(LX) es un nítido  que proporciona una “perspectiva” en LX, las correspondientes 
extensiones (𝜉R )w  y (𝛿R )w  de  esos operadores a ((LX, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’) son:^ ^

𝜉R = Rop⊳A ,  𝛿R = R◦A    ∀A∈LX
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Ejemplo: Consideremos un álgebra (L, ≤, ·, +, 0, 1),’ , (∗,→∗)) determinada por un retículo 
distributivo con negación fuerte y con un par residuado (∗,→∗). 

Sea el álgebra correspondiente (LX, ≤, ·, +, ∅, X),’,R,(◦ ,⊳)) de los subconjuntos L-borrosos de 

X=R2 o de X=Z2 junto con una relación R∈LXXX y las operaciones: 
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En este caso, los operadores morfológicos erosión 𝜉R:LX→LXy dilatación 𝛿R:LX→LX asociados al 
elemento estructurante R, vienen dados por:

(𝜉R )w=𝜑w(Rop⊳𝜑w(A))=[Rop⊳(A∆W)]∆W,  (𝛿R )W=𝜑w(R◦𝜑w(A))=[R◦(A∆W)]∆W  ^ ^

Y si W∈N(LX) es un nítido  que proporciona una “perspectiva” en LX, las correspondientes 
extensiones (𝜉R )w  y (𝛿R )w  de  esos operadores a ((LX, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’) son:^ ^
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Operadores morfológicos asociados al orden ⊑W

Ejemplo: Consideremos un álgebra (L, ≤, ·, +, 0, 1),’ , (∗,→∗)) determinada por un retículo 
distributivo con negación fuerte y con un par residuado (∗,→∗). 

Sea el álgebra correspondiente (LX, ≤, ·, +, ∅, X),’,R,(◦ ,⊳)) de los subconjuntos L-borrosos de 

X=R2 o de X=Z2 junto con una relación R∈LXXX y las operaciones: 

 (R◦A)(y)=supL{R(y,x)∗A(x) / x∈X} y(R⊳A)(y)=infL{R(y,x)→∗A(x) / x∈X} ∀y∈X, ∀A∈LX.

En este caso, los operadores morfológicos erosión 𝜉R:LX→LXy dilatación 𝛿R:LX→LX asociados al 
elemento estructurante R, vienen dados por:

(𝜉R )w=𝜑w(Rop⊳𝜑w(A))=[Rop⊳(A∆W)]∆W,  (𝛿R )W=𝜑w(R◦𝜑w(A))=[R◦(A∆W)]∆W  ^ ^

Y si W∈N(LX) es un nítido  que proporciona una “perspectiva” en LX, las correspondientes 
extensiones (𝜉R )w  y (𝛿R )w  de  esos operadores a ((LX, ⊑W,⊓w,⊔w, w, wc),’) son:^ ^

𝜉R = Rop⊳A ,  𝛿R = R◦A    ∀A∈LX

(¡Cuestión abierta!)
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Relación entre los órdenes de actividad 
 y las funciones de medida
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Introducción: ejemplo



A cada subconjunto A se le asigna un valor: v(A) = |A|. 
Cada jugador extrae un item, anota su valor y lo devuelve. 
El proceso se repite hasta que uno de ellos alcance o supere 
un valor establecido. 
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA

a

c
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b
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ab
acbc

abc
∅

P(E)



abc

∅ 0

3

A cada subconjunto A se le asigna un valor: v(A) = |A|. 
Cada jugador extrae un item, anota su valor y lo devuelve. 
El proceso se repite hasta que uno de ellos alcance o supere 
un valor establecido. 
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA
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A cada subconjunto A se le asigna un valor: v(A) = |A|. 
Cada jugador extrae un item, anota su valor y lo devuelve. 
El proceso se repite hasta que uno de ellos alcance o supere 
un valor establecido. 
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA

a

c

b

E

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)



a b c

ab ac bc

abc

∅ 0

1

2

3

A cada subconjunto A se le asigna un valor: v(A) = |A|. 
Cada jugador extrae un item, anota su valor y lo devuelve. 
El proceso se repite hasta que uno de ellos alcance o supere 
un valor establecido. 

 v(A ∪B) + v(A∩B) = v(A) + v(B)   
(E, (P(E), ⊆), v) espacio de medida

A ⊆ B⇒ v(A) ≤ v(B)
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA
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A cada subconjunto A se le asigna un valor: v(A) = |A|. 
Cada jugador extrae un item, anota su valor y lo devuelve. 
El proceso se repite hasta que uno de ellos alcance o supere 
un valor establecido. 

• ((P(E), ⊆, ∩, ∪, c , ∅, E), c )                       

 v(A ∪B) + v(A∩B) = v(A) + v(B)   
(E, (P(E), ⊆), v) espacio de medida

A ⊆ B⇒ v(A) ≤ v(B)
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA
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ab ac bc
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3

A cada subconjunto A se le asigna un valor: v(A) = |A|. 
Cada jugador extrae un item, anota su valor y lo devuelve. 
El proceso se repite hasta que uno de ellos alcance o supere 
un valor establecido. 

• ((P(E), ⊆, ∩, ∪, c , ∅, E), c )                       

 v(A ∪B) + v(A∩B) = v(A) + v(B)   
(E, (P(E), ⊆), v) espacio de medida

A ⊆ B⇒ v(A) ≤ v(B)
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Como el juego parece demasiado simple,  
 proponemos cambiar las reglas del juego:

Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
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ab ac bc

abc
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
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   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 
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   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________
va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 
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Ok
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 
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   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________
va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) ({c} ⊆ {a,c}) &(va({c}) = 2)&(va({a,c}) = 1)

!!
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(va({c})≤ va({a,c})) /
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!
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Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
 

⇔ (A ∆ {a}) ⊆ (B ∆ {a}) ⇔
[(A ∩ {a}) ⊇ (B ∩ {a})] & [(A ∪ {a}) ⊆ (B ∪ {a})] ⇔
(B ∩ {a}) ⊆ A ⊆ (B ∪ {a}) “orden de actividad”

a

b c

ab ac

bc

abc

∅

a

c

b

Ε

a b c

ab ac bc

abc

∅ 0

1

2

3

   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________

A ⊑{a}B ⇔
 [(A ∪ {a}) - (A ∩ {a})] ⊆ [(B ∪ {a}) - (B ∩ {a})]

⊑?

va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)
⊑?
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
 

⇔ (A ∆ {a}) ⊆ (B ∆ {a}) ⇔
[(A ∩ {a}) ⊇ (B ∩ {a})] & [(A ∪ {a}) ⊆ (B ∪ {a})] ⇔
(B ∩ {a}) ⊆ A ⊆ (B ∪ {a}) “orden de actividad”

a

b c

ab ac

bc

abc
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b

Ε

a b c

ab ac bc

abc

∅ 0
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2

3

   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________

A ⊑{a}B ⇔
 [(A ∪ {a}) - (A ∩ {a})] ⊆ [(B ∪ {a}) - (B ∩ {a})]

⊑?

 • ((P( E), ⊑{a}, ⨅{a} ⨆{a} ,{a}, {a}c ), c )

va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)
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Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
 

⇔ (A ∆ {a}) ⊆ (B ∆ {a}) ⇔
[(A ∩ {a}) ⊇ (B ∩ {a})] & [(A ∪ {a}) ⊆ (B ∪ {a})] ⇔
(B ∩ {a}) ⊆ A ⊆ (B ∪ {a}) “orden de actividad”

a

b c

ab ac

bc

abc

∅

a

c

b

Ε

a b c

ab ac bc

abc

∅ 0

1

2

3

• Átomos en (P(E),⊑{a}) : { {a, b}, {a, c}, ∅}

   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________

A ⊑{a}B ⇔
 [(A ∪ {a}) - (A ∩ {a})] ⊆ [(B ∪ {a}) - (B ∩ {a})]

⊑? • A ⨅{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a})]
• A ⨆{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a}c] = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {b, c}]

⨆?, ⨅?

 • ((P( E), ⊑{a}, ⨅{a} ⨆{a} ,{a}, {a}c ), c )

va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)
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¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
 

⇔ (A ∆ {a}) ⊆ (B ∆ {a}) ⇔
[(A ∩ {a}) ⊇ (B ∩ {a})] & [(A ∪ {a}) ⊆ (B ∪ {a})] ⇔
(B ∩ {a}) ⊆ A ⊆ (B ∪ {a}) “orden de actividad”

a

b c

ab ac

bc

abc

∅

a

c

b

Ε

a b c

ab ac bc

abc

∅ 0

1

2

3

• Átomos en (P(E),⊑{a}) : { {a, b}, {a, c}, ∅}

• {a, b} separa {a} de {b}

Centro o mediana  

m({a}, {b}, {a, b})  = {b} ⨅{a}{a, b} = {a, b}

   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________

A ⊑{a}B ⇔
 [(A ∪ {a}) - (A ∩ {a})] ⊆ [(B ∪ {a}) - (B ∩ {a})]

⊑? • A ⨅{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a})]
• A ⨆{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a}c] = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {b, c}]

⨆?, ⨅?

 • ((P( E), ⊑{a}, ⨅{a} ⨆{a} ,{a}, {a}c ), c )

va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)
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¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
 

⇔ (A ∆ {a}) ⊆ (B ∆ {a}) ⇔
[(A ∩ {a}) ⊇ (B ∩ {a})] & [(A ∪ {a}) ⊆ (B ∪ {a})] ⇔
(B ∩ {a}) ⊆ A ⊆ (B ∪ {a}) “orden de actividad”

a

b c

ab ac

bc

abc

∅

a

c

b

Ε

a b c

ab ac bc

abc

∅ 0

1

2

3

• Átomos en (P(E),⊑{a}) : { {a, b}, {a, c}, ∅}

• {a, b} separa {a} de {b}

Centro o mediana  

m({a}, {b}, {a, b})  = {b} ⨅{a}{a, b} = {a, b}

   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________

A ⊑{a}B ⇔
 [(A ∪ {a}) - (A ∩ {a})] ⊆ [(B ∪ {a}) - (B ∩ {a})]

⊑? • A ⨅{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a})]
• A ⨆{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a}c] = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {b, c}]

⨆?, ⨅?

 • ((P( E), ⊑{a}, ⨅{a} ⨆{a} ,{a}, {a}c ), c )

va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)

 316

Peor resultado
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

Volvemos a cambiar  las reglas del juego:

¿Existen relaciones alternativas para 
 la inclusión y operaciones alternativas 
 a la unión e intersección tales que hagan 
 que va sea un tipo de “medida”?, 

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



A cada subconjunto A se le asigna un valor va : 

va(A) = |A| + 1 si a no está en A. (Se favorece la ausencia de a)   

 va(A) = |A| - 1 si a está en A. (Se penaliza la presencia de a) 

            ( va(A) = |A△{a}| = |A ∪ {a}| - |A ∩ {a}| ) 

______________________________________
 

⇔ (A ∆ {a}) ⊆ (B ∆ {a}) ⇔
[(A ∩ {a}) ⊇ (B ∩ {a})] & [(A ∪ {a}) ⊆ (B ∪ {a})] ⇔
(B ∩ {a}) ⊆ A ⊆ (B ∪ {a}) “orden de actividad”

a

b c

ab ac

bc

abc

∅

a

c

b

Ε

a b c

ab ac bc

abc

∅ 0

1

2

3

• Átomos en (P(E),⊑{a}) : { {a, b}, {a, c}, ∅}

• {a, b} separa {a} de {b}

Centro o mediana  

m({a}, {b}, {a, b})  = {b} ⨅{a}{a, b} = {a, b}

   (va como función cardinal condicionado por {a}) 

                  A ⊑?B⇒ va(A) ≤ va(B)  
 va(A ⨆?B) + va(A ⨅?B) = va(A) + va(B)  
(E, (P(E), ⊑?), va) espacio de medida? 

______________________________

A ⊑{a}B ⇔
 [(A ∪ {a}) - (A ∩ {a})] ⊆ [(B ∪ {a}) - (B ∩ {a})]

⊑? • A ⨅{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a})]
• A ⨆{a}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a}c] = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {b, c}]

⨆?, ⨅?

 • ((P( E), ⊑{a}, ⨅{a} ⨆{a} ,{a}, {a}c ), c )

va(A ∪ B) + va(A ∩ B) = va(A) + va(B) 

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)

 316

Peor resultado

Mejor resultado

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

Volvemos a cambiar  las reglas del juego:

¡¡Ésta si es válida!!

¡¡La inclusión usual 
 no es válida!!



a

b

Ε

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)

vab(A)= |A| + 2   si ni a y ni b están en A. 

vab(A)= |A|         si a está en A y b no está en A.  

vab(A)= |A|         si b está en A y a no está en A. 

vab(A)= |A| - 2    si a y b están en A.  

( vab(A) = |A△{a, b}| = |A ∪ {a, b}| - |A ∩ {a, b}|)

c

 317

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



a

b

Ε

a

b

c

ab
acbc

abc
∅

P(E)

vab(A)= |A| + 2   si ni a y ni b están en A. 

vab(A)= |A|         si a está en A y b no está en A.  

vab(A)= |A|         si b está en A y a no está en A. 

vab(A)= |A| - 2    si a y b están en A.  

( vab(A) = |A△{a, b}| = |A ∪ {a, b}| - |A ∩ {a, b}|)

A ⊑{a, b}B ⇔
 [(A ∪ {a, b}) - (A ∩ {a, b})] ⊆ [(B ∪ {a, b}) - (B ∩ {a, b})] ⇔
 (A ∆ {a, b}) ⊆ (B ∆ {a, b}) ⇔
[(A ∩ {a, b}) ⊇ (B ∩ {a, b})] & [(A ∪ {a, b}) ⊆ (B ∪ {a, b})] ⇔
(B ∩ {a, b}) ⊆ A ⊆(B ∪ {a, b})

 vab(A ⨆{a, b}B) + vab(A ⨅{a, b}B) =vab(A) + vab(B)   
(E, (P(E), ⊑{a, b}), vab) espacio de medida? 

A ⊑{a, b}B ⇒ vab(A) ≤ vab(B)

c

 317
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a

b

Ε

a b

c

ab

ac bc

abc

∅

0
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b
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ab
acbc

abc
∅

P(E)
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vab(A)= |A| + 2   si ni a y ni b están en A. 

vab(A)= |A|         si a está en A y b no está en A.  

vab(A)= |A|         si b está en A y a no está en A. 

vab(A)= |A| - 2    si a y b están en A.  

( vab(A) = |A△{a, b}| = |A ∪ {a, b}| - |A ∩ {a, b}|)

• ((P( E), ⊑{a, b}, ⨅{a, b}, ⨆{a, b} ,{a, b}, {a, b}c ), c )

A ⊑{a, b}B ⇔
 [(A ∪ {a, b}) - (A ∩ {a, b})] ⊆ [(B ∪ {a, b}) - (B ∩ {a, b})] ⇔
 (A ∆ {a, b}) ⊆ (B ∆ {a, b}) ⇔
[(A ∩ {a, b}) ⊇ (B ∩ {a, b})] & [(A ∪ {a, b}) ⊆ (B ∪ {a, b})] ⇔
(B ∩ {a, b}) ⊆ A ⊆(B ∪ {a, b})

 vab(A ⨆{a, b}B) + vab(A ⨅{a, b}B) =vab(A) + vab(B)   
(E, (P(E), ⊑{a, b}), vab) espacio de medida? 

A ⊑{a, b}B ⇒ vab(A) ≤ vab(B)

c

 317
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Ε

a b
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ab

ac bc

abc
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∅

P(E)

1

3

vab(A)= |A| + 2   si ni a y ni b están en A. 

vab(A)= |A|         si a está en A y b no está en A.  

vab(A)= |A|         si b está en A y a no está en A. 

vab(A)= |A| - 2    si a y b están en A.  

( vab(A) = |A△{a, b}| = |A ∪ {a, b}| - |A ∩ {a, b}|)

• ((P( E), ⊑{a, b}, ⨅{a, b}, ⨆{a, b} ,{a, b}, {a, b}c ), c )

• A ⨅{a, b}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a, b})]
• A ⨆{a, b}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a, b}c)] = A ⨅{c}B

A ⊑{a, b}B ⇔
 [(A ∪ {a, b}) - (A ∩ {a, b})] ⊆ [(B ∪ {a, b}) - (B ∩ {a, b})] ⇔
 (A ∆ {a, b}) ⊆ (B ∆ {a, b}) ⇔
[(A ∩ {a, b}) ⊇ (B ∩ {a, b})] & [(A ∪ {a, b}) ⊆ (B ∪ {a, b})] ⇔
(B ∩ {a, b}) ⊆ A ⊆(B ∪ {a, b})

 vab(A ⨆{a, b}B) + vab(A ⨅{a, b}B) =vab(A) + vab(B)   
(E, (P(E), ⊑{a, b}), vab) espacio de medida? 

A ⊑{a, b}B ⇒ vab(A) ≤ vab(B)

Complementación: la misma  c  que en (P( E), ⊆ )

c
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vab(A)= |A| + 2   si ni a y ni b están en A. 

vab(A)= |A|         si a está en A y b no está en A.  

vab(A)= |A|         si b está en A y a no está en A. 

vab(A)= |A| - 2    si a y b están en A.  

( vab(A) = |A△{a, b}| = |A ∪ {a, b}| - |A ∩ {a, b}|)

• ((P( E), ⊑{a, b}, ⨅{a, b}, ⨆{a, b} ,{a, b}, {a, b}c ), c )

• A ⨅{a, b}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a, b})]
• A ⨆{a, b}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a, b}c)] = A ⨅{c}B

A ⊑{a, b}B ⇔
 [(A ∪ {a, b}) - (A ∩ {a, b})] ⊆ [(B ∪ {a, b}) - (B ∩ {a, b})] ⇔
 (A ∆ {a, b}) ⊆ (B ∆ {a, b}) ⇔
[(A ∩ {a, b}) ⊇ (B ∩ {a, b})] & [(A ∪ {a, b}) ⊆ (B ∪ {a, b})] ⇔
(B ∩ {a, b}) ⊆ A ⊆(B ∪ {a, b})

 vab(A ⨆{a, b}B) + vab(A ⨅{a, b}B) =vab(A) + vab(B)   
(E, (P(E), ⊑{a, b}), vab) espacio de medida? 

A ⊑{a, b}B ⇒ vab(A) ≤ vab(B)

Complementación: la misma  c  que en (P( E), ⊆ )

a b c

ab ac bc

abc

∅

c
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vab(A)= |A| + 2   si ni a y ni b están en A. 

vab(A)= |A|         si a está en A y b no está en A.  

vab(A)= |A|         si b está en A y a no está en A. 

vab(A)= |A| - 2    si a y b están en A.  

( vab(A) = |A△{a, b}| = |A ∪ {a, b}| - |A ∩ {a, b}|)

• ((P( E), ⊑{a, b}, ⨅{a, b}, ⨆{a, b} ,{a, b}, {a, b}c ), c )

• A ⨅{a, b}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a, b})]
• A ⨆{a, b}B = (A ∩ B) ∪ [(A ∪ B) ∩ {a, b}c)] = A ⨅{c}B

A ⊑{a, b}B ⇔
 [(A ∪ {a, b}) - (A ∩ {a, b})] ⊆ [(B ∪ {a, b}) - (B ∩ {a, b})] ⇔
 (A ∆ {a, b}) ⊆ (B ∆ {a, b}) ⇔
[(A ∩ {a, b}) ⊇ (B ∩ {a, b})] & [(A ∪ {a, b}) ⊆ (B ∪ {a, b})] ⇔
(B ∩ {a, b}) ⊆ A ⊆(B ∪ {a, b})

 vab(A ⨆{a, b}B) + vab(A ⨅{a, b}B) =vab(A) + vab(B)   
(E, (P(E), ⊑{a, b}), vab) espacio de medida? 

A ⊑{a, b}B ⇒ vab(A) ≤ vab(B)

Complementación: la misma  c  que en (P( E), ⊆ )

a b c

ab ac bc

abc

∅

c
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En general:
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 318

w-medidas



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)
Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A

m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B) ∀(A,B)

ℝ+
0

m(B) m(A)  319

Se verifica: A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B), 
ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A

m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B) ∀(A,B)

ℝ+
0

m(B) m(A)  319

Se verifica: A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B), 
ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B) ∀(A,B)

ℝ+
0

m(B) m(A)  319

Se verifica: A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B), 
ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



Más general: mW(A ⨅SB) + mW(A ⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B)∈P(E)4.^ ^^^

E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B) ∀(A,B)

ℝ+
0
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Se verifica: A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B), 
ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

Se verifica: A ⊑W B⇒ mW(A) ≤ mW(B).^ ^

       Y además: mW(A ⨅WB) + mW(A ⨆WB) = mW(A ∩ B) + mW(A ∪B) = mW(A) + mW(B),^ ^ ^ ^ ^ ^
(*) (Proposición en la si- 
guiente transparencia)

Para W ∊ P(E) sea mW : P(E) → ℝ+ definida mediante mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = i∘m∘𝜑w = m∘𝜑w, es decir, tal 

que mW(A) = m(A△W) = m((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))   ∀A ∊ P(E).

^

^

^

Nota.



Más general: mW(A ⨅SB) + mW(A ⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B)∈P(E)4.^ ^^^

E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B) ∀(A,B)

ℝ+
0
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Se verifica: A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B), 
ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

Se verifica: A ⊑W B⇒ mW(A) ≤ mW(B).^ ^

       Y además: mW(A ⨅WB) + mW(A ⨆WB) = mW(A ∩ B) + mW(A ∪B) = mW(A) + mW(B),^ ^ ^ ^ ^ ^

mW(W) = 0, mW(Wc) = m(E), mW(∅) = m(W), mW(E) = m(Wc).^ ^ ^ ^

(P( E), ⊆, mW)

A ⨅WB

A ⨆WB E

∅

B

Wc

A ⨅WB

A ⨆WB

(P( E), ⊑W, mW)
W

A ∩ B

A ∪B

A 

^

^

(*) (Proposición en la si- 
guiente transparencia)

(**)  Kevin H. Knuth (2009). Measuring on Lattices
AIP Conference Proceedings 1193, 132 (2009);
 https://doi.org/10.1063/1.3275606

(**)

Para W ∊ P(E) sea mW : P(E) → ℝ+ definida mediante mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = i∘m∘𝜑w = m∘𝜑w, es decir, tal 

que mW(A) = m(A△W) = m((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))   ∀A ∊ P(E).

^

^

^

mW : P(E) → ℝ+ no es medida en (P(E), ⊆). 
mW : P(E) → ℝ+ sí es medida en el álgebra de Boole (P(E), ⊑W)
^

^

(En general)

⋎

Nota.

https://doi.org/10.1063/1.3275606


Más general: mW(A ⨅SB) + mW(A ⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B)∈P(E)4.^ ^^^

E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B) ∀(A,B)
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Se verifica: A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B), 
ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .

Se verifica: A ⊑W B⇒ mW(A) ≤ mW(B).^ ^

       Y además: mW(A ⨅WB) + mW(A ⨆WB) = mW(A ∩ B) + mW(A ∪B) = mW(A) + mW(B),^ ^ ^ ^ ^ ^

mW(W) = 0, mW(Wc) = m(E), mW(∅) = m(W), mW(E) = m(Wc).^ ^ ^ ^

(P( E), ⊆, mW)

A ⨅WB

A ⨆WB E

∅

B

Wc

A ⨅WB

A ⨆WB

(P( E), ⊑W, mW)
W

A ∩ B

A ∪B

A 

^

^

 ¿w-medida?

(*) (Proposición en la si- 
guiente transparencia)

(**)  Kevin H. Knuth (2009). Measuring on Lattices
AIP Conference Proceedings 1193, 132 (2009);
 https://doi.org/10.1063/1.3275606

(**)

Para W ∊ P(E) sea mW : P(E) → ℝ+ definida mediante mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = i∘m∘𝜑w = m∘𝜑w, es decir, tal 

que mW(A) = m(A△W) = m((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))   ∀A ∊ P(E).

^

^

^

mW : P(E) → ℝ+ no es medida en (P(E), ⊆). 
mW : P(E) → ℝ+ sí es medida en el álgebra de Boole (P(E), ⊑W)
^

^

(En general)

⋎

Nota.

https://doi.org/10.1063/1.3275606
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B) ∈ P(E)4.^ ^^^

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B) ∈ P(E)4.^ ^^^

Demostración.

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^

  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩Wc] -m(A∩B)∩Wc) +
2· m(Ac∩Bc∩W) + m[(Ac∪Bc)∩W] -m(Ac∩Bc∩W)

^^
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Demostración.

Luego,

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^

  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩Wc] -m(A∩B)∩Wc) +
2· m(Ac∩Bc∩W) + m[(Ac∪Bc)∩W] -m(Ac∩Bc∩W)

^^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B) ∈ P(E)4.^ ^^^

Demostración.

Luego,

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^

  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩Wc] -m(A∩B)∩Wc) +
2· m(Ac∩Bc∩W) + m[(Ac∪Bc)∩W] -m(Ac∩Bc∩W)

^^
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Demostración.

Luego,

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^

  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩Wc] -m(A∩B)∩Wc) +
2· m(Ac∩Bc∩W) + m[(Ac∪Bc)∩W] -m(Ac∩Bc∩W)

^^
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Demostración.

Luego,

m(A∩Wc) + m(B∩Wc) -m(A∩B∩Wc) + m(Ac∩Bc∩W) + m(Ac∩W) + m(Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩W)
=  m(A∩B∩Wc) +

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^

  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩Wc] -m(A∩B)∩Wc) +
2· m(Ac∩Bc∩W) + m[(Ac∪Bc)∩W] -m(Ac∩Bc∩W)

^^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B) ∈ P(E)4.^ ^^^

Demostración.

Luego,

m(A∩Wc) + m(B∩Wc) -m(A∩B∩Wc) + m(Ac∩Bc∩W) + m(Ac∩W) + m(Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩W)
=  m(A∩B∩Wc) +

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



                            mW(A⨆SB) = mW[(A∩B) ∪ (Sc∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))△W] =^ ^

  m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B)))∩Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc)))∩W)] =  

m[(((A∩B)∪(Sc∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(S∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩Sc∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩S∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m[(A∩B)∩Wc] + m[(A∪B)∩Sc∩Wc] - m(A∩B∩Sc∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩S∩W] + m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩S∩W) .

  m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc) ∪ (((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =  

m[(((A∩B)∪(S∩(A∪B))) ∩ Wc)] + m[(((Ac∪Bc)∩(Sc∪(Ac∩Bc))) ∩ W)] =
m[(A∩B∩Wc) ∪ ((A∪B)∩S∩Wc)] + m[((Ac∪Bc)∩Sc∩W) ∪ (Ac∩Bc∩W)] =

m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩S∩Wc] - m(A∩B∩S∩Wc) +
m[(Ac∪Bc)∩Sc∩W] +m(Ac∩Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩Sc∩W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A∩B) ∪ (S∩(A∪B))] = m[((A∩B)∪(S∩(A∪B)))△W] =^ ^

  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A∩B∩Wc) + m[(A∪B)∩Wc] -m(A∩B)∩Wc) +
2· m(Ac∩Bc∩W) + m[(Ac∪Bc)∩W] -m(Ac∩Bc∩W)

^^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)  ∀(W, S, A, B) ∈ P(E)4.^ ^^^

Demostración.

Luego,

m(A∩Wc) + m(B∩Wc) -m(A∩B∩Wc) + m(Ac∩Bc∩W) + m(Ac∩W) + m(Bc∩W) -m(Ac∩Bc∩W)
=  m(A∩B∩Wc) +

m[(A∩Wc)∪(Ac∩W)] + m[(B∩Wc)∪(Bc∩W)] = m(A△W) + m(B△W) = mW(A) + mW(B).∎^ ^

= 

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S los órdenes de actividad asociados a los subconjuntos W y S de E.  
Si m: P(E)→ℝ+ es una medida en (P(E), ⊆) y mW : P(E) → ℝ+ es la correspondiente función 
 mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al Álgebra de Boole (P(E), ⊑W), entonces se verifica:

^
^



Una versión más general de la proposición anterior :

 321
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Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
Supremo en LE 

Suma en [0,+∞[ 
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)



  m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =  
m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’·B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·Sc·Wc)] + m[((A’+B’)·S·W)+(A’·B’·W)] =

m[(A·B)·Wc] + m[(A+B)·Sc·Wc] - m(A·B·Sc·Wc) +
m[(A’+B’)·S·W] + m(A’·B’·W) -m(A’·B’·S·W) .

                            mW(A⨆SB) = mW[(A·B)+(Sc·(A+B))] = m[((A·B)+(Sc·(A+B)))△W] =^ ^

 321

                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^
Demostración. Se verifica:

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Suma en [0,+∞[ 

Supremo en LE 

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)



  m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =  
m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’·B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·Sc·Wc)] + m[((A’+B’)·S·W)+(A’·B’·W)] =

m[(A·B)·Wc] + m[(A+B)·Sc·Wc] - m(A·B·Sc·Wc) +
m[(A’+B’)·S·W] + m(A’·B’·W) -m(A’·B’·S·W) .

                            mW(A⨆SB) = mW[(A·B)+(Sc·(A+B))] = m[((A·B)+(Sc·(A+B)))△W] =^ ^

  m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =  

m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·S·Wc)] + m[((A’+B’)·Sc·W)+(A’·B’·W)] =

m(A·B·Wc) + m[(A+B)·S·Wc] - m(A·B·S·Wc) +
m[(A’+B’)·Sc·W] + m(A’·B’·W) - m(A’·B’·Sc·W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A·B)+(S·(A+B))] = m[((A·B)+(S·(A+B)))△W] =^ ^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^
Demostración. Se verifica:

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Suma en [0,+∞[ 

Supremo en LE 

Supremo en LE 
Suma en [0,+∞[ 

Por otra parte: 

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)



  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A·B·Wc) + m[(A+B)·Wc] -m(A·B)·Wc) +
2· m(A’·B’·W) + m[(A’+B’)·W] - m(A’·B’·W)

^^

  m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =  
m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’·B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·Sc·Wc)] + m[((A’+B’)·S·W)+(A’·B’·W)] =

m[(A·B)·Wc] + m[(A+B)·Sc·Wc] - m(A·B·Sc·Wc) +
m[(A’+B’)·S·W] + m(A’·B’·W) -m(A’·B’·S·W) .

                            mW(A⨆SB) = mW[(A·B)+(Sc·(A+B))] = m[((A·B)+(Sc·(A+B)))△W] =^ ^

  m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =  

m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·S·Wc)] + m[((A’+B’)·Sc·W)+(A’·B’·W)] =

m(A·B·Wc) + m[(A+B)·S·Wc] - m(A·B·S·Wc) +
m[(A’+B’)·Sc·W] + m(A’·B’·W) - m(A’·B’·Sc·W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A·B)+(S·(A+B))] = m[((A·B)+(S·(A+B)))△W] =^ ^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^
Demostración. Se verifica:

Luego,

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Suma en [0,+∞[ 

Supremo en LE 

Ínfimo en LE Producto en [0,+∞[ 

Supremo en LE 
Suma en [0,+∞[ 

Por otra parte: 

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)



  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A·B·Wc) + m[(A+B)·Wc] -m(A·B)·Wc) +
2· m(A’·B’·W) + m[(A’+B’)·W] - m(A’·B’·W)

^^

  m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =  
m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’·B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·Sc·Wc)] + m[((A’+B’)·S·W)+(A’·B’·W)] =

m[(A·B)·Wc] + m[(A+B)·Sc·Wc] - m(A·B·Sc·Wc) +
m[(A’+B’)·S·W] + m(A’·B’·W) -m(A’·B’·S·W) .

                            mW(A⨆SB) = mW[(A·B)+(Sc·(A+B))] = m[((A·B)+(Sc·(A+B)))△W] =^ ^

  m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =  

m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·S·Wc)] + m[((A’+B’)·Sc·W)+(A’·B’·W)] =

m(A·B·Wc) + m[(A+B)·S·Wc] - m(A·B·S·Wc) +
m[(A’+B’)·Sc·W] + m(A’·B’·W) - m(A’·B’·Sc·W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A·B)+(S·(A+B))] = m[((A·B)+(S·(A+B)))△W] =^ ^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^
Demostración. Se verifica:

Luego,

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Suma en [0,+∞[ 

Supremo en LE 

Ínfimo en LE Producto en [0,+∞[ 

Supremo en LE 
Suma en [0,+∞[ 

Por otra parte: 

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)



  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A·B·Wc) + m[(A+B)·Wc] -m(A·B)·Wc) +
2· m(A’·B’·W) + m[(A’+B’)·W] - m(A’·B’·W)

^^

  m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =  
m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’·B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·Sc·Wc)] + m[((A’+B’)·S·W)+(A’·B’·W)] =

m[(A·B)·Wc] + m[(A+B)·Sc·Wc] - m(A·B·Sc·Wc) +
m[(A’+B’)·S·W] + m(A’·B’·W) -m(A’·B’·S·W) .

                            mW(A⨆SB) = mW[(A·B)+(Sc·(A+B))] = m[((A·B)+(Sc·(A+B)))△W] =^ ^

  m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =  

m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·S·Wc)] + m[((A’+B’)·Sc·W)+(A’·B’·W)] =

m(A·B·Wc) + m[(A+B)·S·Wc] - m(A·B·S·Wc) +
m[(A’+B’)·Sc·W] + m(A’·B’·W) - m(A’·B’·Sc·W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A·B)+(S·(A+B))] = m[((A·B)+(S·(A+B)))△W] =^ ^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^
Demostración. Se verifica:

Luego,

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Suma en [0,+∞[ 

Supremo en LE 

Ínfimo en LE Producto en [0,+∞[ 

Supremo en LE 
Suma en [0,+∞[ 

Por otra parte: 

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)

m(A·Wc) + m(B·Wc) - m(A·B·Wc) + m(A’·B’·W) + m(A’·W) + m(B’·W) - m(A’·B’·W)
=  m(A·B·Wc) +



  mW(A ⨅SB) + mW(A⨆SB) = 2· m(A·B·Wc) + m[(A+B)·Wc] -m(A·B)·Wc) +
2· m(A’·B’·W) + m[(A’+B’)·W] - m(A’·B’·W)

^^

  m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =  
m[(((A·B)+(Sc·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’·B’)·(S+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·Sc·Wc)] + m[((A’+B’)·S·W)+(A’·B’·W)] =

m[(A·B)·Wc] + m[(A+B)·Sc·Wc] - m(A·B·Sc·Wc) +
m[(A’+B’)·S·W] + m(A’·B’·W) -m(A’·B’·S·W) .

                            mW(A⨆SB) = mW[(A·B)+(Sc·(A+B))] = m[((A·B)+(Sc·(A+B)))△W] =^ ^

  m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)+(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =  

m[(((A·B)+(S·(A+B)))·Wc)] + m[(((A’+B’)·(Sc+(A’·B’)))·W)] =
m[(A·B·Wc)+((A+B)·S·Wc)] + m[((A’+B’)·Sc·W)+(A’·B’·W)] =

m(A·B·Wc) + m[(A+B)·S·Wc] - m(A·B·S·Wc) +
m[(A’+B’)·Sc·W] + m(A’·B’·W) - m(A’·B’·Sc·W) .

                           mW(A⨅SB) = mW[(A·B)+(S·(A+B))] = m[((A·B)+(S·(A+B)))△W] =^ ^
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                       mW(A⨅SB) + mW(A⨆SB) = mW(A) + mW(B)   ∀(W, S)∈(N(LE))2   ∀(A, B) ∈ (LE)2.^ ^^^
Demostración. Se verifica:

Luego,

= 

m[(A·Wc)+(A’·W)] + m[(B·Wc)+(B’·W)] = m(A△W) + m(B△W) = mW(A) + mW(B).∎^ ^

Proposición. Sean ⊑W y ⊑S órdenes de actividad asociados a W y S pertenecientes a N(LE), ( es 

decir tales que Wc=W’, Sc=S’). Si m: (LE, ≤) →ℝ+ verifica (*) y mW : (LE, ⊑W) → ℝ+ es la 

correspondiente función mW = 𝜑0∘m∘𝜑w = m∘𝜑w  asociada al retículo (LE, ⊑W), entonces:

^
^

Suma en [0,+∞[ 

Supremo en LE 

Ínfimo en LE Producto en [0,+∞[ 

Supremo en LE 
Suma en [0,+∞[ 

Por otra parte: 

Sea una función m:(LE, ≤,·,+,0,1),’)→ℝ+ tal que m(A·B) + m(A+B) = m(A) + m(B)    ∀(A, B)∈(LE)2.
(*)

m(A·Wc) + m(B·Wc) - m(A·B·Wc) + m(A’·B’·W) + m(A’·W) + m(B’·W) - m(A’·B’·W)
=  m(A·B·Wc) +



Orden de actividad y cardinalidad 
 de subconjuntos borrosos

 322



 322

Hemos mencionado la definición de cardinal borrosos: 

Sea E un referencial de cardinal finito: |E|<+∞ , sea ([0,1]E, ≤),’) el retículo de sus subconjuntos 

borrosos con una negación fuerte y  sea ∥.∥:[0,1]E➝ [0,+∞] la  aplicación “cardinal borroso” tal 
que, (si ∑ representa la “suma” usual en [0,+∞[), viene dada por 

   ∥A∥=∑A(x)=∑A(x)   ∀A∈[0,1]E. 

Es una aplicación entre retículos (concretamente entre el retículo ([0,1]E, ≤) y la cadena 

 ([0,+∞], ≤)). Si W∈[0,1]E  es nítido entonces  ∥A∥=|A|.

x∈E x∈Sop(A)Suma en [0,+∞[ 
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Hemos mencionado la definición de cardinal borrosos: 

Sea E un referencial de cardinal finito: |E|<+∞ , sea ([0,1]E, ≤),’) el retículo de sus subconjuntos 

borrosos con una negación fuerte y  sea ∥.∥:[0,1]E➝ [0,+∞] la  aplicación “cardinal borroso” tal 
que, (si ∑ representa la “suma” usual en [0,+∞[), viene dada por 

   ∥A∥=∑A(x)=∑A(x)   ∀A∈[0,1]E. 

Es una aplicación entre retículos (concretamente entre el retículo ([0,1]E, ≤) y la cadena 

 ([0,+∞], ≤)). Si W∈[0,1]E  es nítido entonces  ∥A∥=|A|.

x∈E x∈Sop(A)

 Definición.Sea E un referencial finito y sean 0∈[0,1] y  W un nítido de E,(wc=w’). Llamaremos 

 “w-cardinalidad” ∥A∥(w,0) de A∈[0,1]E a la extensión  de ∥A∥ desde la perspectiva de W. Es decir: 

 ∥A∥(w,0)=∥A∆W∥∆o=∥A∆W∥=∥A·Wc+A’·W∥=∥A·Wc∥+∥A’·W∥=∑A(x)+∑A’(x). 
x∈Wx∈Wc

^

^

 Nota1. Si ‘:[0,1]➝ [0,1] es la negación de Zadeh tal que s’=1-s  ∀s∈[0,1] entonces: 

 ∥A∥(w,0)=∑A(x)+∑(1-A(x))=∑A(x)+|W|-∑A(x))=∥A∥+|W|-2∑A(x)). 
x∈Wx∈Wc x∈Wc x∈W x∈W

^

Supremo en [0,1]E Suma en [0,+∞[ 

Suma en [0,+∞[ 
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 ([0,+∞], ≤)). Si W∈[0,1]E  es nítido entonces  ∥A∥=|A|.

x∈E x∈Sop(A)

 Definición.Sea E un referencial finito y sean 0∈[0,1] y  W un nítido de E,(wc=w’). Llamaremos 

 “w-cardinalidad” ∥A∥(w,0) de A∈[0,1]E a la extensión  de ∥A∥ desde la perspectiva de W. Es decir: 

 ∥A∥(w,0)=∥A∆W∥∆o=∥A∆W∥=∥A·Wc+A’·W∥=∥A·Wc∥+∥A’·W∥=∑A(x)+∑A’(x). 
x∈Wx∈Wc

^

^

 Nota1. Si ‘:[0,1]➝ [0,1] es la negación de Zadeh tal que s’=1-s  ∀s∈[0,1] entonces: 

 ∥A∥(w,0)=∑A(x)+∑(1-A(x))=∑A(x)+|W|-∑A(x))=∥A∥+|W|-2∑A(x)). 
x∈Wx∈Wc x∈Wc x∈W x∈W

^
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Ejemplos: Órdenes de actividad y probabilidad (1)



Consideremos el referencial E: “Un cuadrado de área 1 en el plano”. 
Sea B la clase de subconjuntos A, B, C,…   de E con área

E

B

A
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Consideremos el referencial E: “Un cuadrado de área 1 en el plano”. 
Sea B la clase de subconjuntos A, B, C,…   de E con área                                                                                                  , y sea 
la función de probabilidad en B:

E

B

A

Pr(A) = “área de A”, 
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD (C ⊆ A) ⇒ (Pr(C) ≤ Pr(A))

A ∩B
A∪B

C

Pr(B) = “área de B”,  Pr(C) = “área de C”…  

Pr(A∪B) + Pr(A∩B) = Pr(A) + Pr(B)  ∀(A, B)∈ BXB 
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E
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. .A B
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Pr(A) = “área de A”, 
Sea W tal que
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Por ejemplo:
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Pr(W) = 0

(                      , Pr)
Álgebra de sucesos 
 asociada:
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Utilizando el elemento distinguido W, 

 un “giro” en la presentación 
 del dibujo que representa el álgebra…
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Sea B la clase de subconjuntos A, B, C,…   de E con área                                                                                                  , y sea 
la función de probabilidad en B:

E

B

A

Pr(A) = “área de A”, 
Sea W tal que

 324

W
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 un “giro” en la presentación 
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Sea B la clase de subconjuntos A, B, C,…   de E con área                                                                                                  , y sea 
la función de probabilidad en B:

E

A

Pr(A) = “área de A”, 
Sea W tal que
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= Pr(A)

∀A∈ B se verifica Pr(A ∩ W) = 0

Pr =

Luego en este caso  particular, también: Pr(A⊔wB) + Pr(A⊓wB) = Pr(A) + Pr(B)  ∀(A, B)∈ BXB 
∀A∈ B 

(C ⊆ A) ⇒ (Pr(C) ≤ Pr(A))
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Pr(B) = “área de B”,  Pr(C) = “área de C”…  
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(B, ⊑W,⨅W,⨆W, Pr(W,0)=Pr)^

Wc. Wc.
Y ahora una reinterpretación de la 

 misma.(Fundamentada en el 
 concepto de “orden de actividad” ⊑W  

y en su relación con el operador 
 “diferencia simétrica”): 
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Y ahora una reinterpretación de la 
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(                      , Pr)

(S⊆W)⇒(Pr(S) = 0)

(Es la intersección A∩B  y 
 “algo más”:  \\…) 
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En general:   (D ⊑wA) ⇒ (Pr(W,0)(D) ≤ Pr(W,0)(A)).^ ^

A ⨆WB

(Es “algo menos”              que la unión A∪B) \\…
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 La w- extensión asociada a (W,0) es  Pr(W,0)(A) = Pr(A△W)△0 = Pr(A△W), es decir^

= Pr(A)

∀A∈ B se verifica Pr(A ∩ W) = 0

Pr =

Luego en este caso  particular, también: Pr(A⊔wB) + Pr(A⊓wB) = Pr(A) + Pr(B)  ∀(A, B)∈ BXB 
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   (D ⊑wA) ⇒ (Pr(D) ≤ Pr(A)).

Es decir: Pr(W,0) =^

Pr(B) = “área de B”,  Pr(C) = “área de C”…  

D ⊑wA
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D ⊈ A, A ⊈ D 

Pr(A∪B) + Pr(A∩B) = Pr(A) + Pr(B)  ∀(A, B)∈ BXB 

Luego en este caso  particular: mn
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Y ⊑W A
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A∩B
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.

A ⊆ X

Y ⊆ A.S

A⨆WB
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(B, ⊑W,⨅W,⨆W, Pr(W,0)=Pr)^
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.S

A∪B.
A∩B
.

(S⊆W)⇒(S⊑W∅)

(A ⊑W X)⇔(A∆W ⊆ A∆W)

Pr(W) = 0

(A∩W ⊆ D ⊆ A∪W)

A⨅WB=(A∩B)∪[W∩(A∪B)]

(                      , Pr)

(S⊆W)⇒(Pr(S) = 0)

(Es la intersección A∩B  y 
 “algo más”:  \\…) 

.D D.
..

.

B

C

A

En general:   (D ⊑wA) ⇒ (Pr(W,0)(D) ≤ Pr(W,0)(A)).^ ^

En conclusión, aunque con 
inclusiones y operaciones 

asociadas distintas, las 
Álgebras de Sucesos 

(B, ⊑W, ⨅W, ⨆W,c , Pr(W,0) = Pr) 
y (B, ⊆, ∩,∪,c , Pr) parecen  

equivalentes. 



Aunque en realidad, E y W son imágenes digitalizadas y  W no tiene 
área nula ( y en consecuencia Pr(W) ≠ 0): 
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 
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Normalizamos para que Pr(E) = 1.000

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 
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Píxel5

Píxel1

Normalizamos para que Pr(E) = 1.000

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2

Píxel3

Píxel4
…



E

W

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 
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Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Normalizamos para que Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2

Píxel3

Píxel4
…



E A

W

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 
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Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 

A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Normalizamos para que Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2

Píxel3

Píxel4
…
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Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 

A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Normalizamos para que Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

A△W

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

Subconjunto diferencia  simétrica A△W:
 “Una visión de A desde la perspectiva que 

proporciona W”.

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2

Píxel3

Píxel4
…

Pr(W,0)(A) = Pr(A△W)△0 = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))^

Pr(W,0)(A)=Pr(A△W) = 

0,127 > Pr(A)  
^
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E
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Pr : P(E) → [0,1] es probabilidad en el álgebra de Boole (P(E), ⊆)
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A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 
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A△W
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Si B es subconjunto de E: 

B

Subconjunto diferencia  simétrica A△W:
 “Una visión de A desde la perspectiva que 

proporciona W”.

.

.

.

.E

∅

Wc

W

(E, ⊆, ∩, ∪, Pr)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD
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Pr : P(E) → [0,1] es probabilidad en el álgebra de Boole (P(E), ⊆)
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(E, ⊑W, ⨅W, ⨆W, mW= Pr(W,0))
^

(**)  Kevin H. Knuth (2009). Measuring on Lattices
AIP Conference Proceedings 1193, 132 (2009);
 https://doi.org/10.1063/1.3275606

W queda 
 “dentro de lo  
imposible”…

https://doi.org/10.1063/1.3275606
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(**)  Kevin H. Knuth (2009). Measuring on Lattices
AIP Conference Proceedings 1193, 132 (2009);
 https://doi.org/10.1063/1.3275606

El suceso B representado 
en E verifica B∩W=∅,
 es decir B ⊆ Wc, luego 

Pr(W,0)(B)=Pr(B△W) = 
Pr(B∩Wc) + Pr(Bc∩W) = 
Pr(B) + Pr(W) > Pr(B).

^

W queda 
 “dentro de lo  
imposible”…

https://doi.org/10.1063/1.3275606
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…
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(**)  Kevin H. Knuth (2009). Measuring on Lattices
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El suceso B representado 
en E verifica B∩W=∅,
 es decir B ⊆ Wc, luego 

Pr(W,0)(B)=Pr(B△W) = 
Pr(B∩Wc) + Pr(Bc∩W) = 
Pr(B) + Pr(W) > Pr(B).

^

C

El suceso C verifica 
 C ⊆ W, luego 
Pr(W,0)(C)=Pr(C△W) = 
Pr(C∩Wc) + Pr(Cc∩W) = 
Pr(W-C) =  Pr(W) - Pr( C).

^

https://doi.org/10.1063/1.3275606
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Ejemplos: Órdenes de actividad y probabilidad (2)



 1



 2



Álgebras de sucesos asociadas a lanzamiento de monedas

{     } suceso:  obtener cara en un lanzamiento

Pero…

{    } suceso: obtener cruz en un lanzamiento 
U={{  },{  }}

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

https://youtu.be/HH7tTR2Nv5E

Experiencia: “lanzar una moneda normal al aire una vez”.

Puede ocurrir:
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 2



 3



 4



 5



 6



2α + ξ = 1

  {   } suceso obtener canto en un lanzamiento

       y Pr({  }) = ξ   
ξ es tal que 0< ξ < α < 1/2. (Según la experiencia: ξ ≈ 1/6000 )

Álgebras de sucesos asociadas a lanzamiento de monedas

Álgebra de sucesos asociada:
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Pr(         ) = Pr(       ) = α{   }{   }

 {     } suceso:  obtener cara en un lanzamiento

Pero…

{    } suceso: obtener cruz en un lanzamiento 
U={{  },{  }}

(P(E1), ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E)

Pr1(C) = Pr1(+) = α(1+ ξ + ξ2+ ξ3+ …) = α/(1-ξ) = α/2α =1/2   (independiente de los valores α y ξ).

Pr1(    ) = 0∅
(  ) ( ) ( )( )( ) ( ) …)(E1  =   {          ,            ,                ,               ,                ,                 ,  …,                }

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Nuevo espacio de eventos:

E1  = C ∪ + ∪     … )} {(

Experiencia: “lanzar una moneda normal al aire una vez”.

  Suponiendo que “cara” y “cruz” son equiprobables:

C = {        ,           ,             , …}(  ) ( )( ) + = {        ,           ,             , …}( ) ( ) ( )

Desde  el punto de vista práctico, los sucesos importantes son los asociados al protocolo necesario para comenzar el partido; es decir: 
lanzamientos  sucesivos hasta conseguir cara o cruz. (Y si es posible, con el mínimo “ruido” asociado a la obtención de “canto”). 

Pero…

Lo deseable sería cumplir el protocolo con un único lanzamiento, por lo que el suceso W “no deseado” más  amplio estaría formado 

por uplas que comienzan por algún resultado “canto”:   …)(( ) ( ) ( )( )W = {          ,           ,           ,          , …,          }.

Espacio de eventos:  E =                {   } {   } }{ }{,,

Interés del árbitro: experimento aleatorio,( asociado al protocolo), “ lanzar una moneda hasta obtener cara o cruz”.

El peor  suceso: 

 
(“La pesadilla del árbitro”)
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¡En este subretículo (≈22) es 
donde están las situaciones 

más favorables…!

Cualquier otra situación 
comprende “ruido” asociado  

a la obtención del suceso “canto"
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¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !
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Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)
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¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !

W Hecho

Con el orden de actividad 
 ⊑W, ésto se consigue…

Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)
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Sucesos 

 ahora “dentro” de 
    lo imposible.¡Lo peor 

        de lo peor!. Siempre 
          hay que repetir.  

                  ¡E incluye la 
                            “pesadilla”!

☺

    = {          ,           ,           ,          , …,          }…)(( ) ( ) ( )( )
¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !

W Hecho

Aquí, sucesos para los 
 que puede que alguna vez haya 

 que repetir el lanzamiento…

Con el orden de actividad 
 ⊑W, ésto se consigue…

Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)
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    = {          ,           ,           ,          , …,          }…)(( ) ( ) ( )( )
¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !

W

  Me quedaría sólo con esta zona,, 
aunque se pierda mucha 

información y se modifique otra: 

Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

Pr1(w,0)(A) =Pr1(A∆W)∆0 = Pr1(A∆W)^
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    = {          ,           ,           ,          , …,          }…)(( ) ( ) ( )( )
¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !

W

  Me quedaría sólo con esta zona,, 
aunque se pierda mucha 

información y se modifique otra: 

Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Podemos exigir menos. Consideraremos  
sólo una perspectiva que evite lo peor de lo 
peor: ¡ la “pesadilla”  
(Aunque prefiero el anterior asociado a W, este 
caso parece que se ajusta más a la experiencia).    

 … )} ! W1 = {(

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

Pr1(w,0)(A) =Pr1(A∆W)∆0 = Pr1(A∆W)^
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    = {          ,           ,           ,          , …,          }…)(( ) ( ) ( )( )
¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !

W

  Me quedaría sólo con esta zona,, 
aunque se pierda mucha 

información y se modifique otra: 

Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

Pr1(w,0)(A) =Pr1(A∆W)∆0 = Pr1(A∆W)^

¿Unas gafas  
“anti-pesadilla”?
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    = {          ,           ,           ,          , …,          }…)(( ) ( ) ( )( )
¡ Cómo me gustaría que este suceso y todos los 
 contenidos en él, fuesen todos: IMPOSIBLES !

W

Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Álgebra de sucesos ((P(E1),⊆,∩,∪,⌀,E1, c),Pr1)

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora un único  
suceso “dentro” de lo 
 imposible:¡Lo peor 

        de lo peor: la pesadilla!

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

Pr1(w,0)(A) =Pr1(A∆W)∆0 = Pr1(A∆W)^

¿Unas gafas  
“anti-pesadilla”?
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Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora, si prescindimos de esta 
 parte, la información que se 
 pierde no es relevante, pues 

los sucesos suprimidos  
son los que contienen a W1. 

Además, la medida  asociada  
Pr1(w1,0) no aporta nueva 

 información, pues  
Pr1(W1)=0 y en 

 consecuencia 

Pr1(w1,0)(A)=Pr1(A) ∀A∈P(E1).

^

^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^
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Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora, si prescindimos de esta 
 parte, la información que se 
 pierde no es relevante, pues 

los sucesos suprimidos  
son los que contienen a W1. 

Además, la medida  asociada  
Pr1(w1,0) no aporta nueva 

 información, pues  
Pr1(W1)=0 y en 

 consecuencia 

Pr1(w1,0)(A)=Pr1(A) ∀A∈P(E1).

^

^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^
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Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora, si prescindimos de esta 
 parte, la información que se 
 pierde no es relevante, pues 

los sucesos suprimidos  
son los que contienen a W1. 

Además, la medida  asociada  
Pr1(w1,0) no aporta nueva 

 información, pues  
Pr1(W1)=0 y en 

 consecuencia 

Pr1(w1,0)(A)=Pr1(A) ∀A∈P(E1).

^

^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^
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Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora, si prescindimos de esta 
 parte, la información que se 
 pierde no es relevante, pues 

los sucesos suprimidos  
son los que contienen a W1. 

Además, la medida  asociada  
Pr1(w1,0) no aporta nueva 

 información, pues  
Pr1(W1)=0 y en 

 consecuencia 

Pr1(w1,0)(A)=Pr1(A) ∀A∈P(E1).

^

^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

(2) Pero ¿qué se puede decir en el caso (A⋢WB)&(B⋢WA)?

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^
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Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora, si prescindimos de esta 
 parte, la información que se 
 pierde no es relevante, pues 

los sucesos suprimidos  
son los que contienen a W1. 

Además, la medida  asociada  
Pr1(w1,0) no aporta nueva 

 información, pues  
Pr1(W1)=0 y en 

 consecuencia 

Pr1(w1,0)(A)=Pr1(A) ∀A∈P(E1).

^

^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

(2) Pero ¿qué se puede decir en el caso (A⋢WB)&(B⋢WA)?

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

Veamos que la medida Pr(w,0),(Pr(M∆N) es semidistancia d(M,N)), 
 tal que Pr(w,0)(A)=Pr(A∆W) ∀A∈P(E), puede interpretarse como 
 elemento de comparación es este caso.(No trivial si Pr(W)≠0).

^
^

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^
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Ahora, con el orden de actividad ⊑W1:

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Ahora, si prescindimos de esta 
 parte, la información que se 
 pierde no es relevante, pues 

los sucesos suprimidos  
son los que contienen a W1. 

Además, la medida  asociada  
Pr1(w1,0) no aporta nueva 

 información, pues  
Pr1(W1)=0 y en 

 consecuencia 

Pr1(w1,0)(A)=Pr1(A) ∀A∈P(E1).

^

^

Se pierde algún suceso cuya  
consideración parece razonable ,tal 

como : “obtener cara en el tercer  
        lanzamiento” (            ), etc… {( )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

(2) Pero ¿qué se puede decir en el caso (A⋢WB)&(B⋢WA)?

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

Veamos que la medida Pr(w,0),(Pr(M∆N) es semidistancia d(M,N)), 
 tal que Pr(w,0)(A)=Pr(A∆W) ∀A∈P(E), puede interpretarse como 
 elemento de comparación es este caso.(No trivial si Pr(W)≠0).

^
^

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^

Definición. Llamaremos w-preferencia a la relación ≻w  tal que:  
(B≻w A)⇔(Pr(w,0)(A) ≤ Pr(w,0)(B))⇔(Pr(A∆W) ≤ Pr(A∆W))^ ^

la relación ≻w   es un preorden en  P(E).
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Hay diferencias entre la 
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(2) Pero ¿qué se puede decir en el caso (A⋢WB)&(B⋢WA)?

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

Veamos que la medida Pr(w,0),(Pr(M∆N) es semidistancia d(M,N)), 
 tal que Pr(w,0)(A)=Pr(A∆W) ∀A∈P(E), puede interpretarse como 
 elemento de comparación es este caso.(No trivial si Pr(W)≠0).

^
^

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^

Nota. la información que proporciona ≻w es coherente con la del orden 
 ⊑W, ya que (A ⊑WB) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W)⇒(Pr1(w,0)(A) ≤ Pr1(w,0)(B)). 

    Por lo tanto: (A⊑WB)⇒(B≻w A).

^^

Definición. Llamaremos w-preferencia a la relación ≻w  tal que:  
(B≻w A)⇔(Pr(w,0)(A) ≤ Pr(w,0)(B))⇔(Pr(A∆W) ≤ Pr(A∆W))^ ^

la relación ≻w   es un preorden en  P(E).
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Nota. la información que proporciona ≻w es coherente con la del orden 
 ⊑W, ya que (A ⊑WB) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W)⇒(Pr1(w,0)(A) ≤ Pr1(w,0)(B)). 

    Por lo tanto: (A⊑WB)⇒(B≻w A).
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si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

Veamos que la medida Pr(w,0),(Pr(M∆N) es semidistancia d(M,N)), 
 tal que Pr(w,0)(A)=Pr(A∆W) ∀A∈P(E), puede interpretarse como 
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Pr1(W1
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c)=1-ξ , Pr1(w1,0)(W1
c)=1
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C ≡ “cara” 
+ ≡ “cruz” 
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Nota. la información que proporciona ≻w es coherente con la del orden 
 ⊑W, ya que (A ⊑WB) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W)⇒(Pr1(w,0)(A) ≤ Pr1(w,0)(B)). 

    Por lo tanto: (A⊑WB)⇒(B≻w A).

^^

Definición. Llamaremos w-preferencia a la relación ≻w  tal que:  
(B≻w A)⇔(Pr(w,0)(A) ≤ Pr(w,0)(B))⇔(Pr(A∆W) ≤ Pr(A∆W))^ ^

la relación ≻w   es un preorden en  P(E).
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Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

(2) Pero ¿qué se puede decir en el caso (A⋢WB)&(B⋢WA)?

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

Veamos que la medida Pr(w,0),(Pr(M∆N) es semidistancia d(M,N)), 
 tal que Pr(w,0)(A)=Pr(A∆W) ∀A∈P(E), puede interpretarse como 
 elemento de comparación es este caso.(No trivial si Pr(W)≠0).

^
^

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^

A={(|C), (||C),(||+)}; B={ (C),(||C),(|||C) } 
Ac={ (C),(+),(|+),(|||C),(|||+),…,(|||…) }  
Bc={(+),(|C),(|+),(||+),(|||+),(||||C),…,(|||…)} 

C={ (C),(|C),(||C),… }; +={ (+),(|+),(||+),… } 
Cc={(+),(|+),(||+),…,(|||…) } 

+c={(C),(|C),(||C),…,(|||…) } 
N={(C),(+),(||C),(||+),(||||C),(||||+),… } 
M={(|C),(|+),(|||C),(|||+),(|||||C),(|||||+),… } 
S={(||C),(||+),(|||C),(|||+),(||||C),(||||+),… } 
R={(C), (+),(|C),(|+)} 
Q={(|C),(|+),(||C),(||+),(|||C),(|||+),…}

E1={ (C),(+),(|C),(|+),(||C),(||+),…,(|||…) } 
W={ (|C),(|+),(||C),(||+),…,(|||…) } 

Wc={ (C),(+) } 
W1={ (|||…) } 

W1
c={(C),(+),(|C),(|+),(||C),(||+),… }

Pr1(E1)=1, Pr1(w,0)(E1)=1-ξ , Pr1(w1,0)(E1)=1 

Pr1(W)=ξ , Pr1(w,0)(W)=0 , Pr1(w1,0)(W)=ξ 

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 , Pr1(w1,0)(Wc)=1-ξ  
Pr1(W1)=0 , Pr1(w,0)(W1)=ξ , Pr1(w1,0)(W1)=0 

Pr1(W1
c)=1 , Pr1(w,0)(W1

c)=1-ξ , Pr1(w1,0)(W1
c)=1

^ ^
^^

^ ^

^^

^ ^

A

B

N

M
S

R

Q

C ≡ “cara” 
+ ≡ “cruz” 
| ≡ “canto”

Nota. la información que proporciona ≻w es coherente con la del orden 
 ⊑W, ya que (A ⊑WB) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W)⇒(Pr1(w,0)(A) ≤ Pr1(w,0)(B)). 

    Por lo tanto: (A⊑WB)⇒(B≻w A).

^^

Definición. Llamaremos w-preferencia a la relación ≻w  tal que:  
(B≻w A)⇔(Pr(w,0)(A) ≤ Pr(w,0)(B))⇔(Pr(A∆W) ≤ Pr(A∆W))^ ^

la relación ≻w   es un preorden en  P(E).

Ejemplos. A∆W={(|||C),(|||+),…,(|||…) }, Pr(A∆W)=ξ3.

B∆W={ (C),(|C),(|+),(||+),(|||+),(||||C),…,(|||…) }, 

 Pr(B∆W)=(2ξ4-ξ3-ξ2+2)/2
C∆W={ (C),(|C),(|+),(||+),(|||+),… }, Pr(C∆W)=(1+ξ-ξ2)/2

+∆W={ (+),(|+),(|C),(||C),(|||C),… }, Pr(+∆W)=(1+ξ-ξ2)/2

N∆W={ (C),(+),(|C),(|||C),(|||+),(|||…) }, Pr(N∆W)=(1-ξ)(1+ξ3)

M∆W={(||C),(||+),(|||…) }, Pr(M∆W)=ξ2(1-ξ)
S∆W={(|C),(|+),(|||…) }, Pr(S∆W)=ξ(1-ξ)

R∆W={ (C),(+),(||C),(||+),…,(|||…) }, Pr(R∆W)=1-ξ+ξ2 

Q∆W={(|||…) }, Pr(Q∆W)=0 

Pr({(C)})=Pr({(+)})=(1-ξ)/2
Pr({(C)}∆W)=Pr({(+)}∆W)=(1+ξ)/2
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    Por lo tanto: (A⊑WB)⇒(B≻w A).
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N∆W={ (C),(+),(|C),(|||C),(|||+),(|||…) }, Pr(N∆W)=(1-ξ)(1+ξ3)

M∆W={(||C),(||+),(|||…) }, Pr(M∆W)=ξ2(1-ξ)
S∆W={(|C),(|+),(|||…) }, Pr(S∆W)=ξ(1-ξ)

R∆W={ (C),(+),(||C),(||+),…,(|||…) }, Pr(R∆W)=1-ξ+ξ2 

Q∆W={(|||…) }, Pr(Q∆W)=0 
Para ξ ≤ 0.352 se verifica: 
1=Pr(Wc∆W)>Pr(B∆W)>Pr(R∆W)>Pr({(C)}∆W)>Pr(N∆W)> 
Pr(C∆W)=Pr(+∆W)>Pr(S∆W)>Pr(M∆W)>Pr(A∆W)>Pr(Q∆W)=0.

Pr({(C)})=Pr({(+)})=(1-ξ)/2
Pr({(C)}∆W)=Pr({(+)}∆W)=(1+ξ)/2
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.

.

.

.

.

.
.
. .
.

.

E

∅

W1
c

W1

W

Wc
(P(E),  ⊆ )

C +

{   } {   }

E1

(P(E1),  ⊆ )

{(   )}

{(    ) }

..

.

.

E1

∅

(P(E1), ⊑W )W1

+
C

W1
c

Wc

W

.
.

..

E1

∅

(P(E1), ⊑W1 )

W

W1

+C

Wc

Wc
1

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 ^

Pr1(∅)=0 ,  Pr1(w,0)(∅)=ξ ^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

Pr1(    )=(1-ξ)/2 Pr1(w,0)(    )=(1+ξ)/2  ,{(    )} {(    )}^

{(    )} {(    )}

{(    )}

Hay diferencias entre la 
probabilidad Pr1 y la medida Pr1(w,0): ^

(2) Pero ¿qué se puede decir en el caso (A⋢WB)&(B⋢WA)?

(1) El orden parcial ⊑W ya aporta información cuando se puede comparar sucesos, pues: 
A⊑WB indica que, desde la perspectiva del suceso “más denostado” W, B es el más alejado, luego 

si W representa “lo peor”, entonces: “ el suceso B es preferible al suceso A” .

Veamos que la medida Pr(w,0),(Pr(M∆N) es semidistancia d(M,N)), 
 tal que Pr(w,0)(A)=Pr(A∆W) ∀A∈P(E), puede interpretarse como 
 elemento de comparación es este caso.(No trivial si Pr(W)≠0).

^
^

¿Qué tipo de información parece que aportan 
  las Álgebra del tipo ((P(E), ⊑W, W, Wc, c), Pr1(W,0))?^

A={(|C), (||C),(||+)}; B={ (C),(||C),(|||C) } 
Ac={ (C),(+),(|+),(|||C),(|||+),…,(|||…) }  
Bc={(+),(|C),(|+),(||+),(|||+),(||||C),…,(|||…)} 

C={ (C),(|C),(||C),… }; +={ (+),(|+),(||+),… } 
Cc={(+),(|+),(||+),…,(|||…) } 

+c={(C),(|C),(||C),…,(|||…) } 
N={(C),(+),(||C),(||+),(||||C),(||||+),… } 
M={(|C),(|+),(|||C),(|||+),(|||||C),(|||||+),… } 
S={(||C),(||+),(|||C),(|||+),(||||C),(||||+),… } 
R={(C), (+),(|C),(|+)} 
Q={(|C),(|+),(||C),(||+),(|||C),(|||+),…}

E1={ (C),(+),(|C),(|+),(||C),(||+),…,(|||…) } 
W={ (|C),(|+),(||C),(||+),…,(|||…) } 

Wc={ (C),(+) } 
W1={ (|||…) } 

W1
c={(C),(+),(|C),(|+),(||C),(||+),… }

Pr1(E1)=1, Pr1(w,0)(E1)=1-ξ , Pr1(w1,0)(E1)=1 

Pr1(W)=ξ , Pr1(w,0)(W)=0 , Pr1(w1,0)(W)=ξ 

Pr1(Wc)=1-ξ ,  Pr1(w,0)(Wc)=1 , Pr1(w1,0)(Wc)=1-ξ  
Pr1(W1)=0 , Pr1(w,0)(W1)=ξ , Pr1(w1,0)(W1)=0 

Pr1(W1
c)=1 , Pr1(w,0)(W1

c)=1-ξ , Pr1(w1,0)(W1
c)=1

^ ^
^^

^ ^

^^

^ ^

A

B

N

M
S

R

Q

C ≡ “cara” 
+ ≡ “cruz” 
| ≡ “canto”

Nota. la información que proporciona ≻w es coherente con la del orden 
 ⊑W, ya que (A ⊑WB) ⇔ (A∆W ⊆ B∆W)⇒(Pr1(w,0)(A) ≤ Pr1(w,0)(B)). 

    Por lo tanto: (A⊑WB)⇒(B≻w A).

^^

Definición. Llamaremos w-preferencia a la relación ≻w  tal que:  
(B≻w A)⇔(Pr(w,0)(A) ≤ Pr(w,0)(B))⇔(Pr(A∆W) ≤ Pr(A∆W))^ ^

la relación ≻w   es un preorden en  P(E).

Ejemplos. A∆W={(|||C),(|||+),…,(|||…) }, Pr(A∆W)=ξ3.

B∆W={ (C),(|C),(|+),(||+),(|||+),(||||C),…,(|||…) }, 

 Pr(B∆W)=(2ξ4-ξ3-ξ2+2)/2
C∆W={ (C),(|C),(|+),(||+),(|||+),… }, Pr(C∆W)=(1+ξ-ξ2)/2

+∆W={ (+),(|+),(|C),(||C),(|||C),… }, Pr(+∆W)=(1+ξ-ξ2)/2

N∆W={ (C),(+),(|C),(|||C),(|||+),(|||…) }, Pr(N∆W)=(1-ξ)(1+ξ3)

M∆W={(||C),(||+),(|||…) }, Pr(M∆W)=ξ2(1-ξ)
S∆W={(|C),(|+),(|||…) }, Pr(S∆W)=ξ(1-ξ)

R∆W={ (C),(+),(||C),(||+),…,(|||…) }, Pr(R∆W)=1-ξ+ξ2 

Q∆W={(|||…) }, Pr(Q∆W)=0 
Para ξ ≤ 0.352 se verifica: 
1=Pr(Wc∆W)>Pr(B∆W)>Pr(R∆W)>Pr({(C)}∆W)>Pr(N∆W)> 
Pr(C∆W)=Pr(+∆W)>Pr(S∆W)>Pr(M∆W)>Pr(A∆W)>Pr(Q∆W)=0.
Luego una cadena de preferencias sería la siguiente: 
 Wc ≻w B ≻w R ≻w  [{(C)} ≡w{(+)}] ≻w N ≻w [C ≡w+] ≻w  S ≻w M ≻w A ≻w Q.

Pr({(C)})=Pr({(+)})=(1-ξ)/2
Pr({(C)}∆W)=Pr({(+)}∆W)=(1+ξ)/2
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Una reflexión sugerida por el ejemplo anterior…
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Una reflexión sugerida por el ejemplo anterior…
El ejemplo anecdótico utilizado en las transparencias anteriores sugiere 
una posibilidad interesante quizá más rigurosa; ¿puede que en alguna 
situación asociada a una experiencia aleatoria  estemos trabajando 
con Álgebras de Sucesos B ⊆  P(E) que no reflejan exactamente las 
condiciones asociadas a ese experimento?
 (Por ejemplo si estamos intentando modelizar un experimento 
complejo en el que es difícil o imposible comprender todas las 
ocurrencias; o si hay un aspecto dinámico en el experimento, de forma 
que con posterioridad aparezcan nuevos resultados; o si trabajamos con 
demasiada simplificación por falta de medios; o si decidimos prescindir 
de sucesos muy muy raros con probabilidad prácticamente cero,… etc).
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Una reflexión sugerida por el ejemplo anterior…
El ejemplo anecdótico utilizado en las transparencias anteriores sugiere 
una posibilidad interesante quizá más rigurosa; ¿puede que en alguna 
situación asociada a una experiencia aleatoria  estemos trabajando 
con Álgebras de Sucesos B ⊆  P(E) que no reflejan exactamente las 
condiciones asociadas a ese experimento?
 (Por ejemplo si estamos intentando modelizar un experimento 
complejo en el que es difícil o imposible comprender todas las 
ocurrencias; o si hay un aspecto dinámico en el experimento, de forma 
que con posterioridad aparezcan nuevos resultados; o si trabajamos con 
demasiada simplificación por falta de medios; o si decidimos prescindir 
de sucesos muy muy raros con probabilidad prácticamente cero,… etc).
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¿Tiene alguna utilidad en estas situaciones la consideración de los órdenes 
parciales ⊑W  y las “w-extensiones” Pr(W,0)  de funciones de probabilidad Pr ?  ^Cuestión abierta



Una reflexión sugerida por el ejemplo anterior…
El ejemplo anecdótico utilizado en las transparencias anteriores sugiere 
una posibilidad interesante quizá más rigurosa; ¿puede que en alguna 
situación asociada a una experiencia aleatoria  estemos trabajando 
con Álgebras de Sucesos B ⊆  P(E) que no reflejan exactamente las 
condiciones asociadas a ese experimento?
 (Por ejemplo si estamos intentando modelizar un experimento 
complejo en el que es difícil o imposible comprender todas las 
ocurrencias; o si hay un aspecto dinámico en el experimento, de forma 
que con posterioridad aparezcan nuevos resultados; o si trabajamos con 
demasiada simplificación por falta de medios; o si decidimos prescindir 
de sucesos muy muy raros con probabilidad prácticamente cero,… etc).

 329Ilustramos esta idea con otro ejemplo simple.

¿Tiene alguna utilidad en estas situaciones la consideración de los órdenes 
parciales ⊑W  y las “w-extensiones” Pr(W,0)  de funciones de probabilidad Pr ?  ^Cuestión abierta
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Ejemplos: Órdenes de actividad y probabilidad (3)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

a b c, , ,{E = }
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

a b c, , ,{E = }

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  }

Por ejemplo:

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,
w

⌀
,

(por ahora no se contempla)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}
Por ejemplo:

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,
w

⌀
,



 331A B C

AB AC
BC

⌀

ABC

Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}
Por ejemplo:

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}
(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

Modoficamos el espacio de eventos: pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

Modoficamos el espacio de eventos: pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

b

w
c
a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
AW⌀ , , · · · ,

w w w

W

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

,(que ahora no es  
suceso imposible).

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

b

w
c
a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
AW⌀ , , · · · ,

w w w

W

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

,(que ahora no es  
suceso imposible).

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b

w
c
a

ABC

c
aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

b

w
c
a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
AW⌀ , , · · · ,

w w w

W

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

(P(E+w), ⊆)

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   
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AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).
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pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1
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⌀
,

(P(E+w), ⊆)

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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ABC
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,, · · ·a
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, · · · ,
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a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E), ⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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ABC
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,, · · ·a
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, · · · ,
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a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
AW⌀ , , · · · ,
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E), ⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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,, · · ·a
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, · · · ,

b

w
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a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
AW⌀ , , · · · ,
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

“Parece imposible” recibir sólo ruido…
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

“Parece imposible” recibir sólo ruido…
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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ABC
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,, · · ·a
A

, · · · ,
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a

ABCW
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

“Parece imposible” recibir sólo ruido…
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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ABC
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,, · · ·a
A

, · · · ,
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w
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a

ABCW

c
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

pr1w(M)=pr1(M∆W)=pr1((M∩Wc)∪(Mc∩W))=pr1(M∩Wc)+pr1(Mc∩W)):^

“Parece imposible” recibir sólo ruido…
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b

w
c
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ABC
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aAC

,, · · ·a
A

, · · · ,

b

w
c
a

ABCW

c
aACW

,, · · ·a
AW⌀ , , · · · ,
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

pr1w(M)=pr1(M∆W)=pr1((M∩Wc)∪(Mc∩W))=pr1(M∩Wc)+pr1(Mc∩W)):^

pr1w(⌀)=𝜀, pr1w(A)=pr1w(B)=pr1w(C)=(1+2𝜀)/3,  
pr1w(AB)=pr1w(AC)=pr1w(BC)=(2+𝜀)/3, pr1w(ABC)=1 
pr1w(W)=0,  pr1w(AW)=pr1w(BW)=pr1w(CW)=(1-𝜀)/3, 
pr1w(ABW)=pr1w(ACW)=pr1w(BCW)=2(1-𝜀)/3, pr1w(ABCW)=(1-𝜀)

^ ^ ^

^ ^ ^ ^
^ ^ ^ ^
^ ^ ^

^

^

“Parece imposible” recibir sólo ruido…
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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a

ABCW
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aACW
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

pr1w(M)=pr1(M∆W)=pr1((M∩Wc)∪(Mc∩W))=pr1(M∩Wc)+pr1(Mc∩W)):^

pr1w(⌀)=𝜀, pr1w(A)=pr1w(B)=pr1w(C)=(1+2𝜀)/3,  
pr1w(AB)=pr1w(AC)=pr1w(BC)=(2+𝜀)/3, pr1w(ABC)=1 
pr1w(W)=0,  pr1w(AW)=pr1w(BW)=pr1w(CW)=(1-𝜀)/3, 
pr1w(ABW)=pr1w(ACW)=pr1w(BCW)=2(1-𝜀)/3, pr1w(ABCW)=(1-𝜀)

^ ^ ^

^ ^ ^ ^
^ ^ ^ ^
^ ^ ^

^

^

((P(E+w),⊑W,⨅w,⨆w,⌀,E+w, c),pr1w ))^
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)

W ⊑W⌀

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

,(que ahora está incluido 
en el suceso imposible).

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

pr1w(M)=pr1(M∆W)=pr1((M∩Wc)∪(Mc∩W))=pr1(M∩Wc)+pr1(Mc∩W)):^

pr1w(⌀)=𝜀, pr1w(A)=pr1w(B)=pr1w(C)=(1+2𝜀)/3,  
pr1w(AB)=pr1w(AC)=pr1w(BC)=(2+𝜀)/3, pr1w(ABC)=1 
pr1w(W)=0,  pr1w(AW)=pr1w(BW)=pr1w(CW)=(1-𝜀)/3, 
pr1w(ABW)=pr1w(ACW)=pr1w(BCW)=2(1-𝜀)/3, pr1w(ABCW)=(1-𝜀)
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Supongamos que E = {a,b,c} es el espacio de eventos asociados 
al experimento aleatorio de recibir tres tipos de mensajes, en 
principio sin ningún tipo de ruido, ni de interferencia, etc.

Álgebra de sucesos asociada a E: 

(i) P(E)= {⌀,A,B,C,AB,AC,BC,ABC} con la inclusión ⊆ ,   
y las operaciones usuales ∩, ∪ y la complementación:   

Sucesos:  A≡(recepción de “a”), B≡(recepción de “b”) 
C≡(recepción de “c”), AB≡(recepción de “a“ ó “b”), 
AC≡(recepción de “a“ ó “c”), BC≡(recepción de “b“ ó “c”), 
y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
pr1(AB)=pr1(AC)=pr1(BC)=2(1-𝜀)/3,  
pr1(AW)=pr1(BW)=pr1(CW)=(1+2𝜀)/3, pr1(ABC)=(1-𝜀) 
pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1

 ⌀c=ABC, Ac=B,  Bc=AC,  Cc=AB, 
ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:

Suceso seguro

Suceso  
imposible

}                                       ,(raro, con  
una probabilidad 𝜀>0  pero muy  
pequeña: 𝜀 << 1/3).E+w=

(iii ) Pero supongamos que en repeticiones de la experiencia,  
SI que ocurre el evento W≡(” recibir ruido”).

b
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1

w

⌀
,

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

(BW) ⊑WB, (CW) ⊑W(ACW), (CW) ⊑W(BC), B ⊑W(BC), etc,…

((P(E),⊆,∩,∪,⌀,E, c),pr)
W ⊑W⌀

,

(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

,(que ahora está incluido 
en el suceso imposible).

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

pr1w(M)=pr1(M∆W)=pr1((M∩Wc)∪(Mc∩W))=pr1(M∩Wc)+pr1(Mc∩W)):^

pr1w(⌀)=𝜀, pr1w(A)=pr1w(B)=pr1w(C)=(1+2𝜀)/3,  
pr1w(AB)=pr1w(AC)=pr1w(BC)=(2+𝜀)/3, pr1w(ABC)=1 
pr1w(W)=0,  pr1w(AW)=pr1w(BW)=pr1w(CW)=(1-𝜀)/3, 
pr1w(ABW)=pr1w(ACW)=pr1w(BCW)=2(1-𝜀)/3, pr1w(ABCW)=(1-𝜀)

^ ^ ^

^ ^ ^ ^
^ ^ ^ ^
^ ^ ^

^

^

((P(E+w),⊑W,⨅w,⨆w,⌀,E+w, c),pr1w ))^
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
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(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^
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pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^
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y el suceso seguro ABC≡(recepción de “a“ ó “b“ ó “c”):

Finalmente, puede definirse el suceso imposible mediante un 
evento W∉E con lo que: ∅≡(que ocurra “w”).

pr1(⌀)=0, pr1(A)=pr1(B)=pr1(C)=(1-𝜀)/3, pr1(W)=𝜀   
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pr1(ABW)=pr1(ACW)=pr1(BCW)=(2+𝜀)/3, pr1(ABCW)=1
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ABc=C, ACc=B, BCc=A, ABCc=⌀

a b c, , ,{E = w Evento W:“recibir ruido”        
  

(ii) Sin pérdida de generalidad, supondremos que los sucesos 
elementales son equiprobables e independientes dos a dos,  
en consecuencia obtenemos la probabilidad pr: E ➝[0,1]:
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Ahora, bajo la hipótesis de que W es independiente de los otros 
 sucesos, aparece la función de probabilidad pr1: E+w➝[0,1]:

pr(⌀)=0, pr(A)=pr(B)=pr(C)=1/3, 

pr(AB)=pr(AC)=pr(BC)=2/3, pr(ABC)=1
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(iv ) Introducimos en P(E+w) una valoración asociada al evento W:
“Propuesta de ordenación de mensajes con el siguiente criterio:  
(a). La ausencia de ruido tiene un aspecto positivo y (b) La presencia de 
 ruido en los eventos lo tiene negativo.  

La relación ⊑W parece una candidata apropiada para representar esta  
situación:

((P(E+w),⊆,∩,∪,⌀,E+w, c),pr1)

Nota. Para simplificar, 
 escribimos pr1w en lugar 
 de pr1(w,0)^

^

pr1(w,0)(A) =pr1(A∆W)∆0=pr1(A∆W)^

pr1w(M)=pr1(M∆W)=pr1((M∩Wc)∪(Mc∩W))=pr1(M∩Wc)+pr1(Mc∩W)):^

pr1w(⌀)=𝜀, pr1w(A)=pr1w(B)=pr1w(C)=(1+2𝜀)/3,  
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pr1w(W)=0,  pr1w(AW)=pr1w(BW)=pr1w(CW)=(1-𝜀)/3, 
pr1w(ABW)=pr1w(ACW)=pr1w(BCW)=2(1-𝜀)/3, pr1w(ABCW)=(1-𝜀)
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^ ^ ^ ^
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((P(E+w),⊑W,⨅w,⨆w,⌀,E+w, c),pr1w ))^
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Órdenes de actividad y probabilidad condicionada. 
(Una definición de “w-probabilidad condicionada”)
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Sea E finito no vacío  y sea (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) el Álgebra de Boole 
 correspondiente junto con el operador “diferencia simétrica”. 
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Sea m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c). 

Sea E finito no vacío  y sea (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) el Álgebra de Boole 
 correspondiente junto con el operador “diferencia simétrica”. 
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Sea m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c). 

Sea E finito no vacío  y sea (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) el Álgebra de Boole 
 correspondiente junto con el operador “diferencia simétrica”. 

Si A∈P(E) es tal que m(A)≠0, entonces se define una nueva medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c): 

 m[A]:P(E)➝ℝ+ tal que m[A](B)= m(B∩A)/m(A)  ∀B∈P(E). 
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Sea m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c). 

Sea E finito no vacío  y sea (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) el Álgebra de Boole 
 correspondiente junto con el operador “diferencia simétrica”. 

Si A∈P(E) es tal que m(A)≠0, entonces se define una nueva medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c): 

 m[A]:P(E)➝ℝ+ tal que m[A](B)= m(B∩A)/m(A)  ∀B∈P(E). 

Esta nueva medida “m[A]“ resulta ser una probabilidad. En el caso en que “m” también lo sea, 
(m≡Pr), en la bibliografía especializada la nueva probabilidad “Pr[A]“ aparece con el nombre de 
“Probabilidad condicionada”.(En este caso, se representa el valor “Pr[A](B)” mediante “Pr(B/A)” ). 
Además, si Pr(B/A)=Pr(B), los sucesos A y B son independientes y verifican la igualdad que 
los caracteriza: Pr(B∩A)= Pr(A)·Pr(B).
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Sea m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c). 

Sea E finito no vacío  y sea (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) el Álgebra de Boole 
 correspondiente junto con el operador “diferencia simétrica”. 

Si A∈P(E) es tal que m(A)≠0, entonces se define una nueva medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c): 

 m[A]:P(E)➝ℝ+ tal que m[A](B)= m(B∩A)/m(A)  ∀B∈P(E). 

Esta nueva medida “m[A]“ resulta ser una probabilidad. En el caso en que “m” también lo sea, 
(m≡Pr), en la bibliografía especializada la nueva probabilidad “Pr[A]“ aparece con el nombre de 
“Probabilidad condicionada”.(En este caso, se representa el valor “Pr[A](B)” mediante “Pr(B/A)” ). 
Además, si Pr(B/A)=Pr(B), los sucesos A y B son independientes y verifican la igualdad que 
los caracteriza: Pr(B∩A)= Pr(A)·Pr(B).
Sea W un subconjunto en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y sea (P(E),⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc, c) el Álgebra de Boole 
isomorfa a la anterior y asociada a la “perspectiva W”.
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Sea m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c). 

Sea E finito no vacío  y sea (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) el Álgebra de Boole 
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Sea W un subconjunto en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y sea (P(E),⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc, c) el Álgebra de Boole 
isomorfa a la anterior y asociada a la “perspectiva W”.

Por analogía, a cualquier “w-medida” m*: P(E)➝ℝ+ en (P(E),⊑w,⊓w,⊔w, W, Wc, c) y a cualquier 
A∈P(E) tal que m*(A)≠0,  se le puede asociar la correspondiente “w-medida condicionada”: 

m*
[A]:P(E)➝ℝ+ tal que m*

[A](B)= m*(B⊓wA)/m*(A)  ∀B∈P(E).
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A∈P(E) tal que m*(A)≠0,  se le puede asociar la correspondiente “w-medida condicionada”: 

m*
[A]:P(E)➝ℝ+ tal que m*

[A](B)= m*(B⊓wA)/m*(A)  ∀B∈P(E).

(Que podríamos llamar “w-probabilidad”, pues m*
[A](Wc)=1). Además, si m* es también una   

“w-probabilidad”, (m*=Pr*), escribimos: Pr*
[A](B)= Pr*(B/A)= Pr*(B⊓wA)/Pr*(A)   ∀B∈P(E) ).
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(Continúa)
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que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^
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En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^
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En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:
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(Continuación)

que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:
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que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:
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(Continuación)

que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:
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(Continuación)

que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:

P̂rŵ
(w-probabilidad)

E w

(probabilidad)

Pr

(condicionada)

Pr
[A]

((P(E), ⊑w2,⊓w2,⊔w2, W2,W2),c )c

((P(E), ⊆,∩,∪,∅,E),c )

Pr(B)

Pr(B/A)

B

, Pr

A

Pr(A)≠0
, Pr( _ /A)

 , Prŵ^

Pr(B∆W)

Un esquema de los elementos 
que intervienen en el cálculo de 

la “w-probabilidad condicionada” 
(Pr(w,0))(B/A):^

ŵ =(w,0)∈EX[0,1]

ŵ=(w,0) ∈ P(E)XP(F)

Pr

E

⌀

··w

wc

E⌀

w

wc

B
·

A
·

(P(E),⊆)

Álgebra de Boole 1

0

Pr
[A]

=Pr(_ /A)

1

0

B·

Prŵ^

1

0

Álgebra de Boole 
(P(E),⊑w)



 334

(Continuación)

que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:

P̂rŵ
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(Continuación)

que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^

Estamos en condiciones de dar la siguiente:
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(Continuación)

que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^
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que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 
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que es una “w-medida”, (concretamente “w-probabilidad”), en (P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c).

Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^
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concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
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asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^
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Si m: P(E)➝ℝ+ una medida en (P(E),⊆,∩,∪,∅,E,c) y m(w,0) es la correspondiente “w-extensión” 

m(w,0): P(E)➝ℝ+  tal que: m(w,0)(B)=m(B∆W) ∀B∈P(E),^ ^

Sea A∈P(E) tal que  m(w,0)(A)≠0, ( es decir, m(A∆W)≠ 0), entonces  la correspondiente  

“w-probabilidad condicionada”  (m(w,0))[A]: P(E)➝ℝ+ es tal que: 

(m(w,0))[A](B)= m(w,0)(B⊓wA)/m(w,0)(A)=m[(B⊓wA)∆W]/m(A∆W)  ∀B∈P(E),

^

^

^ ^ ^

(que si “m≡Pr” es una probabilidad, re-escribimos: 
Si m(A∆W)≠0, (y en consecuencia A ≠ W), 

 (Pr(w,0))[A](B)= Pr(w,0)(B/A)= Pr(w,0)(B⊓wA)/Pr(w,0)(A)= Pr[(B⊓wA)∆W]/Pr(A∆W)   ∀B∈P(E), ^ ^ ^ ^

Como: m[(B⊓wA)∆W]/m(B∆W)=m[(B∆W)∩(A∆W)]/m(A∆W)=m[A∆W](B∆W)=(m[A∆W])(w,0)(B),^ ^
concluimos que si m(A∆W)≠ 0 entonces (m(w,0))[A]=(m[A∆W])(w,0) .^^

En el caso de m una probabilidad (“m≡Pr”) la expresión anterior es: 

  Si Pr(A∆W)≠ 0 : (Pr(w,0))[A](B)=(Pr[A∆W])(B∆W)=Pr[(B∆W)∩(A∆W)]/Pr(A∆W).^^

^Si Pr(A∆W)≠ 0 entonces (Pr(w,0))(B/A)=Pr[(B∆W)/(A∆W)]
que finalmente escribimos con la notación usual para la probabilidad condicionada: 

Definición. Si Pr(A∆W)≠ 0, la “w-probabilidad condicionada” en(P(E), ⊑w, ⊓w, ⊔w, W, Wc, c) 
asociada a (Pr(w,0)) es la nueva  función (Pr(w,0))[A] que verifica:  ^^

 (Pr(w,0))[A]=(Pr[A∆W])(w,0)  ,
^ ^
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Ejemplos: 
Orden de actividad y matemáticas discretas. 
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= D(2.32)
Retículo distributivo (D18, d)
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Conjuntos ordenados (Dn, ⊑w) asociados a elementos w  del retículo (Dn, d) de divisores de 

 un entero natural positivo n:

EJEMPLO 2
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 un entero natural positivo n:

EJEMPLO 2
 a⊑wb ⇔[(“mcd(b,w)” es divisor de “a”)&(“mcm(b,w)” es múltiplo de “a”).
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Retículo distributivo (D18, ⊑2)

9
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18
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1

D30 = D(2.3.5)
Álgebra de Boole (D30, d)

(3d6, 3d15, 5d15,…, etc)

“6  no complementado”.
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Inf-semiretículo (D18, ⊑6)

“2 complementado: 2c = 9” 

= D(2.32)
Retículo distributivo (D18, d)

(3d6, 3d9, 2d6,…, etc)
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Conjuntos ordenados (Dn, ⊑w) asociados a elementos w  del retículo (Dn, d) de divisores de 

 un entero natural positivo n:

18    2=2→18 →=

=2→1=

EJEMPLO 2

1    2→

 a⊑wb ⇔[(“mcd(b,w)” es divisor de “a”)&(“mcm(b,w)” es múltiplo de “a”).

···



Álgebra de Boole (D30, ⊑15)
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Retículo distributivo (D18, ⊑2)
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D30 = D(2.3.5)
Álgebra de Boole (D30, d)

(3d6, 3d15, 5d15,…, etc)

“15 complementado: 15c = 2” 

“6  no complementado”.
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Inf-semiretículo (D18, ⊑6)

“2 complementado: 2c = 9” 

= D(2.32)
Retículo distributivo (D18, d)

(3d6, 3d9, 2d6,…, etc)

 337

Conjuntos ordenados (Dn, ⊑w) asociados a elementos w  del retículo (Dn, d) de divisores de 

 un entero natural positivo n:

18    2=2→18 →=

=2→1=

EJEMPLO 2
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D30 = D(2.3.5)
Álgebra de Boole (D30, d)

(3d6, 3d15, 5d15,…, etc)

D60 = D(22.3.5)
Retículo distributivo (D60, d)

(3d6, 3d12, 6d30,…, etc)

“15 complementado: 15c = 2” 

“6  no complementado”.
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Inf-semiretículo (D18, ⊑6)

“2 complementado: 2c = 9” 

= D(2.32)
Retículo distributivo (D18, d)

(3d6, 3d9, 2d6,…, etc)
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Conjuntos ordenados (Dn, ⊑w) asociados a elementos w  del retículo (Dn, d) de divisores de 

 un entero natural positivo n:
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Retículo distributivo (D60, ⊑15)
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“15 complementado: 15c = 2” “15 complementado: 15c  = 4” 

“6  no complementado”.
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Inf-semiretículo (D18, ⊑6)

“2 complementado: 2c = 9” 

= D(2.32)
Retículo distributivo (D18, d)

(3d6, 3d9, 2d6,…, etc)
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Conjuntos ordenados (Dn, ⊑w) asociados a elementos w  del retículo (Dn, d) de divisores de 

 un entero natural positivo n:

18    2=2→18 →=

=2→1=

EJEMPLO 2

1    2→

 a⊑wb ⇔[(“mcd(b,w)” es divisor de “a”)&(“mcm(b,w)” es múltiplo de “a”).



 Ejemplo 3 
Orden de  actividad entre subgrafos de 
 un grafo no dirigido simple completo.
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a b

c d

(V,E)
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a b

c d

  A ⊆ E, B ⊆ E: 

 (V,A)≤(V,B)⇔A ⊆ B

(V,E)

 338

Subgrafos de (V,E)
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  A ⊆ E, B ⊆ E: 

 (V,A)≤(V,B)⇔A ⊆ B

(V,E)

(V,∅)
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a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d
a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d
a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c da b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d
a b

c d

a b

c d

a b

c da b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d
a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d
a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

a b

c d

  A ⊆ E, B ⊆ E: 

 (V,A)≤(V,B)⇔A ⊆ B

(V,E)

(V,∅)

 338

Subgrafos de (V,E)
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  A ⊆ E, B ⊆ E: 

 (V,A)≤(V,B)⇔A ⊆ B

(V,E)

(V,∅)

Una cadena C 
para el orden ≤.

 338

Subgrafos de (V,E)
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  A ⊆ E, B ⊆ E: 

 (V,A)≤(V,B)⇔A ⊆ B

(V,E)
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(V,W) (V,Wc)

Una cadena C 
para el orden ≤.
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Subgrafos de (V,E)

Perspectiva desde el subgrafo W: Su complementario Wc:



(V,A)⊑(V,W)(V,B)
a b

c d

(V,W)

a b

c d(V,Wc)

Perspectiva desde 
 el subgrafo W
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Una cadena C1 
para ⊑(V,W) Perspectiva desde 

 el subgrafo W
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para ⊑(V,W) 

imagen de la cadena C para ⊆
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y GRAFOS
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Cadena C2 para ⊑(V,W), que es Imagen  

mediante el isomorfismo 

(V,A)     (V,A)∆ (V,W), de la 

 cadena C para el orden ⊆. 

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y GRAFOS



Relación de los órdenes de actividad  
con  pares residuados

 342



OPERADORES  “RESIDUO” ASOCIADOS A LOS  OPERADORES ÍNFIMO Y W-ÍNFIMO ⊓𝜔

Sea (L, ≤, ·, +, 0, 1) un retículo completo Broweriano 
 y dual-Broweriano, (es decir tal  que, ∀𝛼∈L y ∀M⊆L: 
  𝛼·supM=sup(𝛼·M) y 𝛼+infM=inf(𝛼+M).

 343

(*) Nota. Si * es una ley interna en L y si  x∈L, M⊆L, entonces x*M={x*m / m∈M}⊆L si M≠∅ y x*∅=∅.

(*)



OPERADORES  “RESIDUO” ASOCIADOS A LOS  OPERADORES ÍNFIMO Y W-ÍNFIMO ⊓𝜔

Sea (L, ≤, ·, +, 0, 1) un retículo completo Broweriano 
 y dual-Broweriano, (es decir tal  que, ∀𝛼∈L y ∀M⊆L: 
  𝛼·supM=sup(𝛼·M) y 𝛼+infM=inf(𝛼+M).

 343

Proposición. Si ‘:L→L es una negación fuerte en 
  (L, ≤, ·, +, 0, 1) y es Broweriano, entonces también es 
 dual-Broweriano.

Demostración. Supongamos que (L,≤) es Broweriano,(𝛼·supK=sup(𝛼·K)∀𝛼∈L y ∀K⊆L). 

  Sea M⊆L. Entonces (𝛼+infM)=(𝛼+infM)’’=(𝛼’·supM’)’=(sup(𝛼’·M’))’= 
inf(𝛼’·M’)’= inf(𝛼+M).∎

(*) Nota. Si * es una ley interna en L y si  x∈L, M⊆L, entonces x*M={x*m / m∈M}⊆L si M≠∅ y x*∅=∅.

(*)
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  Sea M⊆L. Entonces (𝛼+infM)=(𝛼+infM)’’=(𝛼’·supM’)’=(sup(𝛼’·M’))’= 
inf(𝛼’·M’)’= inf(𝛼+M).∎

Sea →· el residuo de (·) 

·
L

·

Implicación residual asociada 
 a la operación inf (·) en L: 

x →· y=sup[ z / x·z ≤ y  }

(*) Nota. Si * es una ley interna en L y si  x∈L, M⊆L, entonces x*M={x*m / m∈M}⊆L si M≠∅ y x*∅=∅.

(*)
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(*)

Definición.  Sea (L, ≤, ·, +, 0, 1) un retículo Broweriano con  una negación fuerte ‘:L→L. 
Sea 𝜔∈L con complemento 𝜔c tal que 𝜔c =𝜔’ . Definimos el operador  ⤳𝜔 : LXL→L como la 

“w-extensión” del residuo  →· : LXL→L de el operador ínfimo (·) en L: 
(x ⤳𝜔 y)=[x( →· )𝜔 y]=[(x∆𝜔) →·(y∆𝜔)]∆𝜔   ∀(x,y)∈LXL    ^
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(x ⤳𝜔 y)=[x( →· )𝜔 y]=[(x∆𝜔) →·(y∆𝜔)]∆𝜔   ∀(x,y)∈LXL    ^

Proposición. El operador (⤳𝜔) es la implicación residuada del correspondiente ínfimo  ⊓𝜔 

del retículo (L, ⊑𝜔, ⊓𝜔, ⊔𝜔, 𝜔, 𝜔c).
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 y dual-Broweriano, (es decir tal  que, ∀𝛼∈L y ∀M⊆L: 
  𝛼·supM=sup(𝛼·M) y 𝛼+infM=inf(𝛼+M).
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Proposición. Si ‘:L→L es una negación fuerte en 
  (L, ≤, ·, +, 0, 1) y es Broweriano, entonces también es 
 dual-Broweriano.
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·
L

·

Implicación residual asociada 
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

0.  Preliminares: Negaciones en retículos, Diferencia Simétrica, Subconjuntos Borrosos. Uninormas, nulnormas, Morfología Matemática.

Conclusiones y algunas cuestiones

1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

Conclusiones y algunas cuestiones
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Ejemplo: w-topologías sobre referenciales finitos 

 asociadas al orden ⊑W
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Sea E un referencial finito no vacío y ((P(E), ⊆, ∩,  ∪, ∅, E ), c ) el sistema algebraico del álgebra de Boole 
 de sus subconjuntos junto con la operación complementación.
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Sea E un referencial finito no vacío y ((P(E), ⊆, ∩,  ∪, ∅, E ), c ) el sistema algebraico del álgebra de Boole 
 de sus subconjuntos junto con la operación complementación.

Sea !"#"P(E) una familia de subconjuntos (abiertos) tal que

{∅, E }# !"y cerrada para la unión e intersección: (A, B) ∈ !2 ⟹(A∩B ∈ !)&(A∪B ∈ !),
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(es decir, en este caso, (!$ #%"es un "{∅, E }-subretículo del retículo (P(E), ⊆)).
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Sea (E, !) el espacio topológico finito asociado a la familia ! y a las operaciones ∩ y ∪ . 
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(es decir, en este caso, (!$ #%"es un "{∅, E }-subretículo del retículo (P(E), ⊆)).

Consideremos la familia de cerrados: !&= {Ac /A ∈ !}.



d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

E

W

Wc
A

Ac

d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

Sea (E, !) el espacio topológico finito asociado a la familia ! y a las operaciones ∩ y ∪ . 

Sea E un referencial finito no vacío y ((P(E), ⊆, ∩,  ∪, ∅, E ), c ) el sistema algebraico del álgebra de Boole 
 de sus subconjuntos junto con la operación complementación.

Sea !"#"P(E) una familia de subconjuntos (abiertos) tal que

{∅, E }# !"y cerrada para la unión e intersección: (A, B) ∈ !2 ⟹(A∩B ∈ !)&(A∪B ∈ !),

 345

W-TOPOLOGÍAS SOBRE CONJUNTOS FINITOS Y ORDEN DE ACTIVIDAD

W

A

E

!"= { ∅, A,W, Wc, A∩W, A∩Wc, A∪W, A∪Wc, E }

E

W

Wc
A

Ac

(E, !)

!&"= { E, Ac,Wc,W, Ac∪Wc, Ac∪W, Ac∩Wc, Ac∩W, ∅ }

b

dc

a
E

a

d

c

b
(es decir, en este caso, (!$ #%"es un "{∅, E }-subretículo del retículo (P(E), ⊆)).

Consideremos la familia de cerrados: !&= {Ac /A ∈ !}.



d
a

c
ba d

ba
dc

a

c
b

dc
b

dc
ba

a

b
c

d

ba
c
a

d
b

dc

⌀

E

W

Wc
A

Ac

Sea (E, !) el espacio topológico finito asociado a la familia ! y a las operaciones ∩ y ∪ . 
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{∅, E }# !"y cerrada para la unión e intersección: (A, B) ∈ !2 ⟹(A∩B ∈ !)&(A∪B ∈ !),

Sea W un subconjunto abierto y cerrado (clopen subset): W ∈ !∩!& y sea

(P(E), ⊑W, ⨅W, ⨆W, c, W, Wc) el álgebra de Boole asociada a W.
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Definición de “w-topología” en (P(X),⊑w,⊓w,⊔w,w, wc),c) 

utilizando el concepto de  marco (frame) y el orden ⊑W.
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Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 
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 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 
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abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
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Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 
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^

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J

Wc

W
W

E

C

T1

𝜏w

Espacio topológico (E, 𝜏): 
E≠∅, 𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  

Wc

WS2

⌀

E

T1

S1

C
… etc

Cerrados: 

(P(E),⊆)

(P(E),⊑w)
(𝜏 conjunto de abiertos).

Wc

W

S2=K2

⌀

E

S3=K1

S1

C

… etc

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

C

… etcT1

w-Cerrados: 

Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 

tal que: (1) {W, Wc}⊆𝜏*, (2)(Kj∈𝜏*  ∀j∈J )⇒( ⊔wKj)∈𝜏*, 

(3)(K1∈𝜏*)&(K2∈𝜏*) ⇒ (K1⊓
wK2)∈𝜏* y 

(4) K ⊓
w( ⊔wKj)=⊔w(K ⊓

wKj) ∀K,Kj ∈𝜏*, 

es decir, 𝜏* es un marco (frame).(1) 

j∈J

j∈J j∈J

Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 

𝜏w Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
S1

C

… etc

Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}

   j∈J T1

S1

C
… etc

S2

⌀

E
𝜏

S2

S1

… etc

w∈P(E), Espacio w-topológico (E, 𝜏w)=(E, 𝜑w(𝜏)): 

𝜑w(A)=A∆W=(Ac∩W)∪(A∩Wc) 

𝜑w(𝜏)={𝜑w(S) / S∈𝜏 }⊆P(E), 

W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J

Wc

W
W

E

C

T1

𝜏w

⌀

E

Espacio topológico (E, 𝜏): 
E≠∅, 𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  

Wc

WS2

⌀

E

T1

S1

C
… etc

Cerrados: 

(P(E),⊆)

(P(E),⊑w)
(𝜏 conjunto de abiertos).

Wc

W

S2=K2

⌀

E

S3=K1

S1

C

… etc

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

C

… etcT1

w-Cerrados: 

Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
w∈𝜏 ⇒ ∅∈𝜑w(𝜏) 

 (∅ es w-abierto y E w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 

tal que: (1) {W, Wc}⊆𝜏*, (2)(Kj∈𝜏*  ∀j∈J )⇒( ⊔wKj)∈𝜏*, 

(3)(K1∈𝜏*)&(K2∈𝜏*) ⇒ (K1⊓
wK2)∈𝜏* y 

(4) K ⊓
w( ⊔wKj)=⊔w(K ⊓

wKj) ∀K,Kj ∈𝜏*, 

es decir, 𝜏* es un marco (frame).(1) 

j∈J

j∈J j∈J

Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
S1

C

… etc

Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}

   j∈J T1

S1

C
… etc

S2

⌀

E
𝜏

S2

S1

… etc

w∈P(E), Espacio w-topológico (E, 𝜏w)=(E, 𝜑w(𝜏)): 

𝜑w(A)=A∆W=(Ac∩W)∪(A∩Wc) 

𝜑w(𝜏)={𝜑w(S) / S∈𝜏 }⊆P(E), 

W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J

Wc

W
W

E

C

T1

𝜏w

⌀

E

Espacio topológico (E, 𝜏): 
E≠∅, 𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  

Wc

WS2

⌀

E

T1

S1

C
… etc

Cerrados: 

(P(E),⊆)

(P(E),⊑w)
(𝜏 conjunto de abiertos).

Wc

W

S2=K2

⌀

E

S3=K1

S1

C

… etc

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

C

… etcT1

w-Cerrados: 

Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
w∈𝜏 ⇒ ∅∈𝜑w(𝜏) 

 (∅ es w-abierto y E w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 

tal que: (1) {W, Wc}⊆𝜏*, (2)(Kj∈𝜏*  ∀j∈J )⇒( ⊔wKj)∈𝜏*, 

(3)(K1∈𝜏*)&(K2∈𝜏*) ⇒ (K1⊓
wK2)∈𝜏* y 

(4) K ⊓
w( ⊔wKj)=⊔w(K ⊓

wKj) ∀K,Kj ∈𝜏*, 

es decir, 𝜏* es un marco (frame).(1) 

j∈J

j∈J j∈J

Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
S1

C

… etc

Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}

   j∈J T1

S1

C
… etc

S2

⌀

E
𝜏

S2

S1

… etc

w∈P(E), Espacio w-topológico (E, 𝜏w)=(E, 𝜑w(𝜏)): 

𝜑w(A)=A∆W=(Ac∩W)∪(A∩Wc) 

𝜑w(𝜏)={𝜑w(S) / S∈𝜏 }⊆P(E), 

W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J

Wc

W
W

E

C

T1

𝜏w

⌀

E

Espacio topológico (E, 𝜏): 
E≠∅, 𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  

Wc

WS2

⌀

E

T1

S1

C
… etc

Cerrados: 

(P(E),⊆)

(P(E),⊑w)
(𝜏 conjunto de abiertos).

Wc

W

S2=K2

⌀

E

S3=K1

S1

C

… etc

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

C

… etcT1

w-Cerrados: 

Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
w∈𝜏 ⇒ ∅∈𝜑w(𝜏) 

 (∅ es w-abierto y E w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 

tal que: (1) {W, Wc}⊆𝜏*, (2)(Kj∈𝜏*  ∀j∈J )⇒( ⊔wKj)∈𝜏*, 

(3)(K1∈𝜏*)&(K2∈𝜏*) ⇒ (K1⊓
wK2)∈𝜏* y 

(4) K ⊓
w( ⊔wKj)=⊔w(K ⊓

wKj) ∀K,Kj ∈𝜏*, 

es decir, 𝜏* es un marco (frame).(1) 

j∈J

j∈J j∈J

Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
S1

C

… etc

Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}

   j∈J T1

S1

C
… etc

S2

⌀

E
𝜏

S2

S1

… etc

w∈P(E), Espacio w-topológico (E, 𝜏w)=(E, 𝜑w(𝜏)): 

𝜑w(A)=A∆W=(Ac∩W)∪(A∩Wc) 

𝜑w(𝜏)={𝜑w(S) / S∈𝜏 }⊆P(E), 

W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J

Wc

W
W

E

C

T1

𝜏w

⌀

E

Espacio topológico (E, 𝜏): 
E≠∅, 𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  

Wc

WS2

⌀

E

T1

S1

C
… etc

Cerrados: 

(P(E),⊆)

(P(E),⊑w)
(𝜏 conjunto de abiertos).

Wc

W

S2=K2

⌀

E

S3=K1

S1

C

… etc

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

C

… etcT1

w-Cerrados: 

Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
w∈𝜏 ⇒ ∅∈𝜑w(𝜏) 

 (∅ es w-abierto y E w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 

tal que: (1) {W, Wc}⊆𝜏*, (2)(Kj∈𝜏*  ∀j∈J )⇒( ⊔wKj)∈𝜏*, 

(3)(K1∈𝜏*)&(K2∈𝜏*) ⇒ (K1⊓
wK2)∈𝜏* y 

(4) K ⊓
w( ⊔wKj)=⊔w(K ⊓

wKj) ∀K,Kj ∈𝜏*, 

es decir, 𝜏* es un marco (frame).(1) 

j∈J

j∈J j∈J

Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
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… etc

Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}

   j∈J T1
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E
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w∈P(E), Espacio w-topológico (E, 𝜏w)=(E, 𝜑w(𝜏)): 

𝜑w(A)=A∆W=(Ac∩W)∪(A∩Wc) 

𝜑w(𝜏)={𝜑w(S) / S∈𝜏 }⊆P(E), 

W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J
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Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
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𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
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(E es w-abierto y ∅ w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
w∈𝜏 ⇒ ∅∈𝜑w(𝜏) 

 (∅ es w-abierto y E w-cerrado)

Si W es cerrado en 𝜏: 
wc∈𝜏 ⇒ E∈𝜑w(𝜏) 

(E es w-abierto y ∅ w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.M

arco

En general: W-TOPOLOGÍA

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

Proposición. Se verifica:  x∈w(w-int(A))⇔ 
 (x∈int(𝜑w(A)))⇔ (∃S∈𝜏: x∈S⊆A)⇔ (∃S*∈𝜏*: x∈wS*⊑wA)

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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 Sea E≠∅ y w∈P(E). En (P(E),⊑w) consideremos 𝜏*⊆P(E) 

tal que: (1) {W, Wc}⊆𝜏*, (2)(Kj∈𝜏*  ∀j∈J )⇒( ⊔wKj)∈𝜏*, 

(3)(K1∈𝜏*)&(K2∈𝜏*) ⇒ (K1⊓
wK2)∈𝜏* y 

(4) K ⊓
w( ⊔wKj)=⊔w(K ⊓

wKj) ∀K,Kj ∈𝜏*, 

es decir, 𝜏* es un marco (frame).(1) 

j∈J

j∈J j∈J

Diremos que 𝜏* es una “w-topología”; que                 (E,𝜏*) 
 es un “espacio w-topológico” y que K∈𝜏* es w-abierto. 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
S1

C

… etc

Sj∈𝜏  ∀j∈J ⇒ (⋃Sj)∈𝜏 

(S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1∩S2)∈𝜏 

x∈E es interior a A∈P(E) ⇔(∃S ∈ 𝜏: x ∈ S ⊆ A) 

int(A)={x / x es interior a A}

   j∈J T1

S1

C
… etc

S2

⌀

E
𝜏

S2

S1

… etc

w∈P(E), Espacio w-topológico (E, 𝜏w)=(E, 𝜑w(𝜏)): 

𝜑w(A)=A∆W=(Ac∩W)∪(A∩Wc) 

𝜑w(𝜏)={𝜑w(S) / S∈𝜏 }⊆P(E), 

W=𝜑w(∅), Wc=𝜑w(E), ∅=𝜑w(W), E=𝜑w(Wc), 

{W, Wc}⊆𝜑w(𝜏) 

{Wc, W} es un subconjunto de w-abiertos 
 y w-cerrados 

             Sj∈𝜑w(𝜏)  ∀j∈J ⇒ ( ⊔wSj)∈𝜏 

          (S1∈𝜏)&(S2∈𝜏) ⇒ (S1⊓wS2)∈𝜏
j∈J

Wc

W
W

E

C

T1

𝜏w

⌀

E

Espacio topológico (E, 𝜏): 
E≠∅, 𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  

Wc

WS2

⌀

E

T1

S1

C
… etc

Cerrados: 

(P(E),⊆)

(P(E),⊑w)
(𝜏 conjunto de abiertos).

Wc

W

S2=K2

⌀

E

S3=K1

S1

C

… etc

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

C

… etcT1

w-Cerrados: 

𝜑w(𝜏)

Wc

W

𝜑w(S1)

𝜑w(S2)
S1

C

… etc
⌀

E

Si W=∅, el marco 𝜏∅ es  
una topología en E por  
abiertos: (⊔∅=⋃, ⊓∅=∩).
Si W=E, el marco 𝜏E es una topología 

en E por cerrados: (⊔E=∩, ⊓E=⋃).

Proposición. Se verifica:  
(1)  w-int(A)=intw(A)∀A ∈ P(E), pues 
⊔w(𝜑w(S)/ (S∈𝜏) &(𝜑w(S) ⊑wA))= 

𝜑w([⋃S/ (S∈𝜏) &(S ⊆ 𝜑w(A)])= 
  𝜑w(int(𝜑w(A)))  ∀A ∈ P(E).

Si W es abierto en 𝜏:  
w∈𝜏 ⇒ ∅∈𝜑w(𝜏) 

 (∅ es w-abierto y E w-cerrado)

Si W es cerrado en 𝜏: 
wc∈𝜏 ⇒ E∈𝜑w(𝜏) 

(E es w-abierto y ∅ w-cerrado)

T es w-cerrado⇔ 
K=Tc es w-abierto.

Def.  w-interior(A)=⎨⊔w(K∈𝜏*/ K ⊑wA) en otro caso. ∀A ∈ P(E) 
y  w-cl(A)=(w-interior(Ac))c ∀A∈P(E)

 W     si  {K∈𝜏*/ K ⊑wA)=∅

(2) w-cl(A)=clw(A)= 𝜑w(cl(𝜑w(A))) ∀A ∈ P(E). 

Proposición. Se verifica:  x∈w(w-int(A))⇔ 
 (x∈int(𝜑w(A)))⇔ (∃S∈𝜏: x∈S⊆A)⇔ (∃S*∈𝜏*: x∈wS*⊑wA)

(S*=𝜑w(S))

^

^

¿La w-topología (E, 𝜑w(𝜏)) como una 
 “perspectiva” de la topología (E, 𝜏) 
proporcionada por W∈P(E)?

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)

(*)
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Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 

1. ∅=Der(∅), 

2. Der(Der(S))⊆Der(S)  ∀S∈P(E), 

3. Der(S)=Der(S-{x})  ∀S∈P(E), ∀x∈E,  

4. Der(S∪T)=Der(S)∪Der(T)  ∀(S,T)∈P(E)X P(E). 

(“Der” es un operador “derivado”).

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados
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Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 

1. ∅=Der(∅), 

2. Der(Der(S))⊆Der(S)  ∀S∈P(E), 

3. Der(S)=Der(S-{x})  ∀S∈P(E), ∀x∈E,  

4. Der(S∪T)=Der(S)∪Der(T)  ∀(S,T)∈P(E)X P(E). 

(“Der” es un operador “derivado”).
Tal operador Der:P(E)→P(E) define una topología por cerrados 𝜏 en E en la que éstos son los 
subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
acumulación.

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados
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Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 

1. ∅=Der(∅), 

2. Der(Der(S))⊆Der(S)  ∀S∈P(E), 
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(“Der” es un operador “derivado”).
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subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
acumulación.

Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados



 350

Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 
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3. Der(S)=Der(S-{x})  ∀S∈P(E), ∀x∈E,  

4. Der(S∪T)=Der(S)∪Der(T)  ∀(S,T)∈P(E)X P(E). 

(“Der” es un operador “derivado”).
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subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
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Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Cerrados: 
Der(V)⊆V

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados
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Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 

1. ∅=Der(∅), 
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subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
acumulación.

Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Cerrados: 
Der(V)⊆V

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

V1

… etcV2

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados
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Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 

1. ∅=Der(∅), 

2. Der(Der(S))⊆Der(S)  ∀S∈P(E), 

3. Der(S)=Der(S-{x})  ∀S∈P(E), ∀x∈E,  

4. Der(S∪T)=Der(S)∪Der(T)  ∀(S,T)∈P(E)X P(E). 

(“Der” es un operador “derivado”).
Tal operador Der:P(E)→P(E) define una topología por cerrados 𝜏 en E en la que éstos son los 
subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
acumulación.

Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Cerrados: 
Der(V)⊆V

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

V1

… etcV2

Espacio “w-topológico” 
(E, 𝜑w(𝜏)), 

en el que el conjunto de w-cerrados 𝜑w(𝜏) es: 

    𝜑w(𝜏) ={𝜑w(V) / Der(V)⊆V}.

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados
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Sea conjunto E y un operador Der:P(E)→P(E) asociado tal que: 

1. ∅=Der(∅), 

2. Der(Der(S))⊆Der(S)  ∀S∈P(E), 

3. Der(S)=Der(S-{x})  ∀S∈P(E), ∀x∈E,  

4. Der(S∪T)=Der(S)∪Der(T)  ∀(S,T)∈P(E)X P(E). 

(“Der” es un operador “derivado”).
Tal operador Der:P(E)→P(E) define una topología por cerrados 𝜏 en E en la que éstos son los 
subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
acumulación.

Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Cerrados: 
Der(V)⊆V

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

V1

… etcV2

T es w-cerrado⇔ 
Der(T)⊑wT.

Espacio “w-topológico” 
(E, 𝜑w(𝜏)), 

en el que el conjunto de w-cerrados 𝜑w(𝜏) es: 

    𝜑w(𝜏) ={𝜑w(V) / Der(V)⊆V}.
En ese espacio “w-topológico”, el operador “w-derivado” w-Dev 
es tal que: 

(w-Dev)(A)= 𝜑w(Dev(𝜑w(A)))=Devw(A)   ∀A∈P(E), 
es decir:  

(w-Dev)= 𝜑w∘Dev∘𝜑w      y  𝜑w(𝜏) ={K / (w-Dev)(K)⊑𝜔K}.

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados

^
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Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Cerrados: 
Der(V)⊆V

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

V1

… etcV2

w-Cerrados: 

T es w-cerrado⇔ 
Der(T)⊑wT.
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w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados

^
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(“Der” es un operador “derivado”).
Tal operador Der:P(E)→P(E) define una topología por cerrados 𝜏 en E en la que éstos son los 
subconjuntos V∈P(E) tales que Der(V))⊆V. 

Esa topología es tal que, para todo S,  Der(S) es el conjunto de sus puntos límite o de 
acumulación.

Wc

WS2

⌀

E

V2

S1

V1

… etc

Cerrados: 
Der(V)⊆V

Espacio topológico (E, 𝜏): 
𝜏⊆P(E), {∅,E}⊆𝜏,  
(𝜏 conjunto de cerrados).

S1

S2

W
… etc

E

V2

V1

𝜑w(𝜏)

Wc

W

S2=𝜑w(S1)
⌀

E

𝜑w(S2)S1=

V1

… etcV2

w-Cerrados: 

T es w-cerrado⇔ 
Der(T)⊑wT.

Espacio “w-topológico” 
(E, 𝜑w(𝜏)), 

en el que el conjunto de w-cerrados 𝜑w(𝜏) es: 

    𝜑w(𝜏) ={𝜑w(V) / Der(V)⊆V}.
En ese espacio “w-topológico”, el operador “w-derivado” w-Dev 
es tal que: 

(w-Dev)(A)= 𝜑w(Dev(𝜑w(A)))=Devw(A)   ∀A∈P(E), 
es decir:  

(w-Dev)= 𝜑w∘Dev∘𝜑w      y  𝜑w(𝜏) ={K / (w-Dev)(K)⊑𝜔K}.

En (E, 𝜑w(𝜏)) se define: (w-Aisl)(A)=(w-Cla)(A)⊓w[(w-Dev)(A)]c    ∀A∈P(E) w-Aislado de A)
Si Aisl(A) representa el conjunto de aislados de A en( E, 𝜏), se verifica que: 
                                             (w-Aisl)=Aislw =𝜑w∘Aisl∘𝜑w   

w-Topología en términos de conjuntos derivados. w-Puntos aislados

^

^



Caracterización de funciones continuas 
 mediante la w-topología 𝜑w(𝜏)
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Sea E un referencial, sea g:E→E una aplicación y sea g-1:P(E)→P(E) su correspondiente 

aplicación inversa entre las partes tal que: g-1(B)={x∈E / f(x)∈B}  ∀B∈P(E) .
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Sea E un referencial, sea g:E→E una aplicación y sea g-1:P(E)→P(E) su correspondiente 

aplicación inversa entre las partes tal que: g-1(B)={x∈E / f(x)∈B}  ∀B∈P(E) .

Consideremos la aplicación  ĝ-1:P(E)→P(E) tal que  ĝ-1 = 𝜑w∘g-1∘𝜑w .(la w-inversa de g).w w

Dado W∈P(E),  sea 𝜑w:P(E)→P(E) tal que 𝜑w(A)= A∆W=(A∩Wc)∪(Ac∩W)  ∀A∈P(E) .  

Proposición.  Sea F un subconjunto de P(E) y sea 𝜑w(F)={𝜑w(F) / F∈F}. Se verifica: 

 (g-1(B)∈F) ⇔[ĝ-1(𝜑w(B))∈𝜑w(F)]. w

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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Corolario. Sea (E,𝜏) un espacio topológico y sean W un subconjunto cualquiera de E y 
(E, 𝜑w(𝜏)) el espacio w-topológico correspondiente. 
Entonces las dos proposiciones siguientes son equivalentes: 

1. La aplicación g:(E,𝜏)→(E,𝜏) es continua. 

2. Para todo V∈𝜑w(𝜏), el subconjunto ĝw
-1(V) es un w-abierto de 𝜑w(𝜏).

Que prueba que una función continua g:E→E para la topología 𝜏 puede caracterizarse mediante 
cualquier w-topología 𝜑w(𝜏) inducida en E; la imagen w-inversa de cualquier w-abierto también 
es un w-abierto.  

(*)(Véase transparencias 
 siguientes)

(*)
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Proposición.  Sea F un subconjunto de P(E) y sea 𝜑w(F)={𝜑w(F) / F∈F}. Se verifica: 

 (g-1(B)∈F) ⇔[ĝ-1(𝜑w(B))∈𝜑w(F)]. w

(Continuación)
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Proposición.  Sea F un subconjunto de P(E) y sea 𝜑w(F)={𝜑w(F) / F∈F}. Se verifica: 

 (g-1(B)∈F) ⇔[ĝ-1(𝜑w(B))∈𝜑w(F)]. w

Demostración.  Sea B tal que g-1(B)∈F. Entonces g-1(𝜑w(𝜑w(B)))∈F y en consecuencia 

𝜑w(g-1(𝜑w(𝜑w(B))))∈𝜑w(F), es decir ĝ-1(𝜑w(B))∈𝜑w(F). 

Recíprocamente, si ĝ-1(𝜑w(B))∈𝜑w(F) entonces 𝜑w(g-1(𝜑w(𝜑w(B))))∈𝜑w(F), es decir 

 𝜑w(g-1(B))∈𝜑w(F), luego existe k∈F tal que 𝜑w(g-1(B))=𝜑w(k), luego  

 𝜑w(𝜑w(g-1(B)))= 𝜑w(𝜑w(k)), es decir g-1(B)=k∈F . ∎

(Continuación)



 352
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 𝜑w(𝜑w(g-1(B)))= 𝜑w(𝜑w(k)), es decir g-1(B)=k∈F . ∎

(Continuación)

Corolario. Sea (E,𝜏) un espacio topológico y sean W un subconjunto cualquiera de E y 
(E, 𝜑w(𝜏)) el espacio w-topológico correspondiente. 
Entonces las dos proposiciones siguientes son equivalentes: 

1. La aplicación g:(E,𝜏)→(E,𝜏) es continua. 

2. Para todo V∈𝜑w(𝜏), el subconjunto ĝw
-1(V) es un w-abierto de 𝜑w(𝜏).

En consecuencia:
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 𝜑w(g-1(B))∈𝜑w(F), luego existe k∈F tal que 𝜑w(g-1(B))=𝜑w(k), luego  

 𝜑w(𝜑w(g-1(B)))= 𝜑w(𝜑w(k)), es decir g-1(B)=k∈F . ∎
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Corolario. Sea (E,𝜏) un espacio topológico y sean W un subconjunto cualquiera de E y 
(E, 𝜑w(𝜏)) el espacio w-topológico correspondiente. 
Entonces las dos proposiciones siguientes son equivalentes: 

1. La aplicación g:(E,𝜏)→(E,𝜏) es continua. 

2. Para todo V∈𝜑w(𝜏), el subconjunto ĝw
-1(V) es un w-abierto de 𝜑w(𝜏).

En consecuencia:

Cuestión abierta: w-topologías borrosas?
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Ejemplo: w-topologías sobre referenciales finitos 
asociados a los isomorfismos 𝜑w



Ejemplo E = {1, 2, 3, 4}
W-TOPOLOGÍAS SOBRE CONJUNTOS FINITOS Y ORDEN DE ACTIVIDAD
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W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W

B

Familia de cerrados: !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }

Ext(A)

Fr(A)

Cl(A)

=Ais(A)
Der(A)

Int(A)

1

2
3

4

E

W

𝜑w

E

1

2
3

4

 353

Abiertos



W

Int Ext Fr Cl Ais Der 𝜑w Intw Extw Frw Clw Aisw Derw
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1 1 34 2 12 1 2 134 1 34 34 12 14 23

2 ∅ 134 2 2 2 ∅ 234 ∅ 134 34 2 24 3

3 3 12 4 34 3 4 4 34 124 3 3 3 34

4 ∅ 123 4 4 4 ∅ 3 4 E 3 ∅ 4 3

12 12 34 ∅ 12 1 2 E 12 34 34 12 14 23

13 13 ∅ 24 E 1 234 14 134 4 23 123 13 234

14 1 3 24 124 14 2 13 14 34 23 12 134 2

23 3 1 24 234 23 4 24 34 14 23 23 23 34

24 ∅ 13 24 24 24 ∅ 23 4 134 23 2 24 3

34 34 12 ∅ 34 3 4 ∅ 34 12 34 34 34 34

123 123 ∅ 4 E 13 24 124 E ∅ 234 123 13 234
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E E ∅ ∅ E 13 24 12 E ∅ 34 E 134 234
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Operador topológico g ∈ { Int, Ext, Fr, Cl, Ais, Der }

(A⊑34 B )⇔ ((34 ∩ B)  ⊆  A ⊆ (34 ∪ B) )
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B 𝜑w(B)= B∆W
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E = {1, 2, 3, 4} P(E) = { ∅, 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, E }

(Abierto y cerrado)

W →

A →

Familia de abiertos: !"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E } Espacio topológico (E, !)
W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W

B

Familia de cerrados: !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }

Ext(A)

Fr(A)

Cl(A)

=Ais(A)
Der(A)

Int(A)

1

2
3

4

E

W-abiertos

W

𝜑w

E

1

2
3

4

 353

Abiertos



W

Int Ext Fr Cl Ais Der 𝜑w Intw Extw Frw Clw Aisw Derw
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4 ∅ 123 4 4 4 ∅ 3 4 E 3 ∅ 4 3
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24 ∅ 13 24 24 24 ∅ 23 4 134 23 2 24 3

34 34 12 ∅ 34 3 4 ∅ 34 12 34 34 34 34

123 123 ∅ 4 E 13 24 124 E ∅ 234 123 13 234

124 12 3 4 124 14 2 123 124 34 3 12 14 23

134 134 ∅ 2 E 13 24 1 134 ∅ 234 E 134 234
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E E ∅ ∅ E 13 24 12 E ∅ 34 E 134 234
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W-TOPOLOGÍAS SOBRE CONJUNTOS FINITOS Y ORDEN DE ACTIVIDAD

Subconjunto: A=23

A

W

d
a

d
ba

dc
a

c
b

dc
b

dc
ba

b
c

d

c
a

d
b

dc

⌀

4

1

4

21
43

1

3

2

43

2

43

21

2
3

4

3

1

4

2
43

⌀

E

1

c
a

ba 21

3

1 2

Operador topológico g ∈ { Int, Ext, Fr, Cl, Ais, Der } ĝw ∈ { Intw, Extw, Frw, Clw, Aisw, Derw }^ ^ ^ ^ ^ ^

ĝ = (𝜑w∘g∘𝜑w)

(A⊑34 B )⇔ ((34 ∩ B)  ⊆  A ⊆ (34 ∪ B) )
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B 𝜑w(B)= B∆W

(P(E),⊑W) 

(E,!) 

(E,𝜑w(!)) 

(P(E),⊆) 

E = {1, 2, 3, 4} P(E) = { ∅, 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, E }

(Abierto y cerrado)

W →

A →

Familia de abiertos: !"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E } Espacio topológico (E, !)
W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W

B

Familia de cerrados: !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }
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4 ∅ 123 4 4 4 ∅ 3 4 E 3 ∅ 4 3
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23 3 1 24 234 23 4 24 34 14 23 23 23 34

24 ∅ 13 24 24 24 ∅ 23 4 134 23 2 24 3

34 34 12 ∅ 34 3 4 ∅ 34 12 34 34 34 34

123 123 ∅ 4 E 13 24 124 E ∅ 234 123 13 234

124 12 3 4 124 14 2 123 124 34 3 12 14 23

134 134 ∅ 2 E 13 24 1 134 ∅ 234 E 134 234

234 34 1 2 234 23 4 2 34 1 34 234 234 34

E E ∅ ∅ E 13 24 12 E ∅ 34 E 134 234
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𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E } Espacio “w-topológico” (E, 𝜑w(!))
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Ejemplo E = {1, 2, 3, 4}
W-TOPOLOGÍAS SOBRE CONJUNTOS FINITOS Y ORDEN DE ACTIVIDAD
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Operador topológico g ∈ { Int, Ext, Fr, Cl, Ais, Der } ĝw ∈ { Intw, Extw, Frw, Clw, Aisw, Derw }^ ^ ^ ^ ^ ^

ĝ = (𝜑w∘g∘𝜑w)

(A⊑34 B )⇔ ((34 ∩ B)  ⊆  A ⊆ (34 ∪ B) )

A

B 𝜑w(B)= B∆W

(P(E),⊑W) 

(E,!) 

(E,𝜑w(!)) 

(P(E),⊆) 

E = {1, 2, 3, 4} P(E) = { ∅, 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, E }

(Abierto y cerrado)

W →

A →

Familia de abiertos: !"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E } Espacio topológico (E, !)
W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W

B

Familia de cerrados: !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }
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Int Ext Fr Cl Ais Der 𝜑w Intw Extw Frw Clw Aisw Derw

∅ ∅ E ∅ ∅ ∅ ∅ 34 ∅ E 34 ∅ 4 3

1 1 34 2 12 1 2 134 1 34 34 12 14 23

2 ∅ 134 2 2 2 ∅ 234 ∅ 134 34 2 24 3

3 3 12 4 34 3 4 4 34 124 3 3 3 34

4 ∅ 123 4 4 4 ∅ 3 4 E 3 ∅ 4 3

12 12 34 ∅ 12 1 2 E 12 34 34 12 14 23

13 13 ∅ 24 E 1 234 14 134 4 23 123 13 234

14 1 3 24 124 14 2 13 14 34 23 12 134 2

23 3 1 24 234 23 4 24 34 14 23 23 23 34

24 ∅ 13 24 24 24 ∅ 23 4 134 23 2 24 3

34 34 12 ∅ 34 3 4 ∅ 34 12 34 34 34 34

123 123 ∅ 4 E 13 24 124 E ∅ 234 123 13 234

124 12 3 4 124 14 2 123 124 34 3 12 14 23

134 134 ∅ 2 E 13 24 1 134 ∅ 234 E 134 234

234 34 1 2 234 23 4 2 34 1 34 234 234 34

E E ∅ ∅ E 13 24 12 E ∅ 34 E 134 234
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𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E } Espacio “w-topológico” (E, 𝜑w(!))
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Ejemplo E = {1, 2, 3, 4}
W-TOPOLOGÍAS SOBRE CONJUNTOS FINITOS Y ORDEN DE ACTIVIDAD

Subconjunto: A=23
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^ ^= Intw(A)=Derw(A)

Operador topológico g ∈ { Int, Ext, Fr, Cl, Ais, Der } ĝw ∈ { Intw, Extw, Frw, Clw, Aisw, Derw }^ ^ ^ ^ ^ ^

ĝ = (𝜑w∘g∘𝜑w)

(A⊑34 B )⇔ ((34 ∩ B)  ⊆  A ⊆ (34 ∪ B) )

A

B 𝜑w(B)= B∆W

(P(E),⊑W) 

(E,!) 

(E,𝜑w(!)) 

(P(E),⊆) 

E = {1, 2, 3, 4} P(E) = { ∅, 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, E }

(Abierto y cerrado)

W →

A →

Familia de abiertos: !"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E } Espacio topológico (E, !)
W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W

B

Familia de cerrados: !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }
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=Ais(A)
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Int Ext Fr Cl Ais Der 𝜑w Intw Extw Frw Clw Aisw Derw

∅ ∅ E ∅ ∅ ∅ ∅ 34 ∅ E 34 ∅ 4 3

1 1 34 2 12 1 2 134 1 34 34 12 14 23

2 ∅ 134 2 2 2 ∅ 234 ∅ 134 34 2 24 3

3 3 12 4 34 3 4 4 34 124 3 3 3 34

4 ∅ 123 4 4 4 ∅ 3 4 E 3 ∅ 4 3

12 12 34 ∅ 12 1 2 E 12 34 34 12 14 23

13 13 ∅ 24 E 1 234 14 134 4 23 123 13 234

14 1 3 24 124 14 2 13 14 34 23 12 134 2

23 3 1 24 234 23 4 24 34 14 23 23 23 34

24 ∅ 13 24 24 24 ∅ 23 4 134 23 2 24 3

34 34 12 ∅ 34 3 4 ∅ 34 12 34 34 34 34

123 123 ∅ 4 E 13 24 124 E ∅ 234 123 13 234

124 12 3 4 124 14 2 123 124 34 3 12 14 23

134 134 ∅ 2 E 13 24 1 134 ∅ 234 E 134 234

234 34 1 2 234 23 4 2 34 1 34 234 234 34

E E ∅ ∅ E 13 24 12 E ∅ 34 E 134 234
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^ ^= Intw(A)=Derw(A)

Operador topológico g ∈ { Int, Ext, Fr, Cl, Ais, Der } ĝw ∈ { Intw, Extw, Frw, Clw, Aisw, Derw }^ ^ ^ ^ ^ ^

ĝ = (𝜑w∘g∘𝜑w)

(A⊑34 B )⇔ ((34 ∩ B)  ⊆  A ⊆ (34 ∪ B) )
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^ ^
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E = {1, 2, 3, 4} P(E) = { ∅, 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, E }

(Abierto y cerrado)

W →

A →

Familia de abiertos: !"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E } Espacio topológico (E, !)
W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W

B

Familia de cerrados: !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }
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Int Ext Fr Cl Ais Der 𝜑w Intw Extw Frw Clw Aisw Derw

∅ ∅ E ∅ ∅ ∅ ∅ 34 ∅ E 34 ∅ 4 3

1 1 34 2 12 1 2 134 1 34 34 12 14 23

2 ∅ 134 2 2 2 ∅ 234 ∅ 134 34 2 24 3

3 3 12 4 34 3 4 4 34 124 3 3 3 34

4 ∅ 123 4 4 4 ∅ 3 4 E 3 ∅ 4 3

12 12 34 ∅ 12 1 2 E 12 34 34 12 14 23

13 13 ∅ 24 E 1 234 14 134 4 23 123 13 234

14 1 3 24 124 14 2 13 14 34 23 12 134 2

23 3 1 24 234 23 4 24 34 14 23 23 23 34

24 ∅ 13 24 24 24 ∅ 23 4 134 23 2 24 3

34 34 12 ∅ 34 3 4 ∅ 34 12 34 34 34 34

123 123 ∅ 4 E 13 24 124 E ∅ 234 123 13 234

124 12 3 4 124 14 2 123 124 34 3 12 14 23

134 134 ∅ 2 E 13 24 1 134 ∅ 234 E 134 234

234 34 1 2 234 23 4 2 34 1 34 234 234 34

E E ∅ ∅ E 13 24 12 E ∅ 34 E 134 234
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𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E } Espacio “w-topológico” (E, 𝜑w(!))
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Ejemplo E = {1, 2, 3, 4}
W-TOPOLOGÍAS SOBRE CONJUNTOS FINITOS Y ORDEN DE ACTIVIDAD
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^ ^= Intw(A)=Derw(A)

Operador topológico g ∈ { Int, Ext, Fr, Cl, Ais, Der } ĝw ∈ { Intw, Extw, Frw, Clw, Aisw, Derw }^ ^ ^ ^ ^ ^

ĝ = (𝜑w∘g∘𝜑w)

(A⊑34 B )⇔ ((34 ∩ B)  ⊆  A ⊆ (34 ∪ B) )

=Frw(A)Clw(A)=
=Aisw(A)^
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(P(E),⊆) 

E = {1, 2, 3, 4} P(E) = { ∅, 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, E }

(Abierto y cerrado)

W →

A →

Familia de abiertos: !"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E } Espacio topológico (E, !)
W = {3, 4}≡34

𝜑w(B)= B∆W
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 Ilustración de los efectos de operadores W-topológicos
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Subconjunto: A=23

Familia de abiertos:  

!"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E }
Familia de cerrados: 

 !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }

Espacio topológico

𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E }

Espacio “w-topológico”

𝜑w(!)* = { ∅, 2, 3, 12, 23, 34, 123 234, E }

W-abiertos

Int(A)

Int(A)

Ext(A)

Ext(A)

Cl(A)

Cl(A)

Fr(A)

Fr(A)

Ais(A)

=Ais(A)

Der(A)

Der(A)

Subconjunto: A=23

A

𝜑w(X)= X∆W

AW
(Abierto y cerrado)
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𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E }

Espacio “w-topológico”

𝜑w(!)* = { ∅, 2, 3, 12, 23, 34, 123 234, E }
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=Ais(A)
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Êxtw(A)

E

1

2
3

4

Subconjunto: A=23

W
A

=Frw(A)
Clw(A)^

^

=Frw(A)
Clw(A)^

^

1

2
3

4

E

(P(E),⊑W) 

(E,𝜑w(!)) 

1

2
3

E

4

Subconjunto: A=23

Subconjunto: A=23

Familia de abiertos:  

!"= { ∅, 1, 3, 12, 13, 34, 123, 134, E }
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 !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }
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𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E }
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Familia de cerrados: 

 !&"= { ∅, 2, 4, 12, 24, 34, 124, 234, E }
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𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E }
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Espacio topológico

𝜑w(!) = { ∅, 1, 4, 12, 14, 34, 124, 134, E }

Espacio “w-topológico”

𝜑w(!)* = { ∅, 2, 3, 12, 23, 34, 123 234, E }

W-abiertos

Int(A)

Int(A)

Ext(A)

Ext(A)

Cl(A)

Cl(A)

Fr(A)

Fr(A)

Ais(A)

=Ais(A)

Der(A)

Der(A)

Subconjunto: A=23

A

𝜑w(X)= X∆W

A

1

2
3

4

^ Aisw(K)

^ Aisw(K)

1

2
3

4
D̂erw(A)

^=Derw(A)

W
(Abierto y cerrado)

 354



W
E

Subconjunto: A=23

dc
ba E

⌀

d

dc

dc
b

c
ba

a

c

b

dc
a

d
ba

c
a

d
b

c
b

d
a

W

ba

WC

W

1

2
3

4

E

d
a

d
ba

dc
a

c
b

dc
b

dc
ba

b
c

d

c
a

d
b

dc

⌀

4

1

4

21
43

1

3

2

43

2

43

21

2
3

4

3

1

4

2
43

⌀

E

1

c
a

ba 21

3

1 2

A

B 𝜑w(B)= B∆W

(E,!) 

(P(E),⊆) 

𝜑w(B)= B∆W

B

W

A

^ Intw(A)

^= Intw(A)
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 355

 5. Generalización de los órdenes de actividad (I): 
Relaciones de actividad  en un conjunto ordenado 
cualquiera (P, ≤).



RELACIÓN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑𝜔 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                               𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

 356

x = {s / s ≤ x }   y     x = {t / x ≤ t} ∀x∈P.



RELACIÓN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

La relación ⊑
𝜔

 es un preorden en P. (Es reflexiva y transitiva).

𝛼 ⊑
𝜔

 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑𝜔 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                               𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo
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x = {s / s ≤ x }   y     x = {t / x ≤ t} ∀x∈P.
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                                               𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

 356

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s ≤ x }   y     x = {t / x ≤ t} ∀x∈P.
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 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.
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 siendo
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Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s ≤ x }   y     x = {t / x ≤ t} ∀x∈P.

Pre-orden (no es orden).
Retículo no distributivo.
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𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo
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Órdenes

Retículo distributivo.

Retículo ( en este caso  
isomorfo al inicial).

Inf-semirretículo.
(P, ⊑w )

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s ≤ x }   y     x = {t / x ≤ t} ∀x∈P.

Pre-orden (no es orden).
Retículo no distributivo.
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Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑𝜔 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                               𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo
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Órdenes

Retículo distributivo.

Retículo ( en este caso  
isomorfo al inicial).

Inf-semirretículo.
(P, ⊑w )

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s ≤ x }   y     x = {t / x ≤ t} ∀x∈P.

Si (P,≤) tiene elemento mínimo 0, entonces ⊑0  coincide con el orden ≤ en P. 

Si tiene elemento máximo 1, entonces ⊑1 coincide con el orden ≥ (dual del orden ≤ en P).

Pre-orden (no es orden).
Retículo no distributivo.
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Generalización II: 
Extensión de la relaciones de actividad  
a sistemas relacionales(X, R)
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x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)

La relación de actividad en (L, ≤): 

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X, R)
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x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)

La relación de actividad en (L, ≤): 

Consideraremos ahora el sistema relacionar (X, R) , R ⊆ X2. 

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X, R)

¿Cómo definir aquí la perspectiva ⊑R
w?

(¡Cuestión abierta!)



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7
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… etc
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xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}
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Ejemplo  

(X, ⊑R
w)

?⊑R
w ⊆ X2 
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p1 p2
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p1 p2

q1
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Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
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B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.
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Generalización III: 
Extensión de la relaciones de actividad  
a sistemas relacionales borrosos(X, R)
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x ⊑R
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Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx} (X, ⊑R
w) ⊑R

w ⊆ X2
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

0.   Preliminares: Orden de Actividad, Diferencia Simétrica, Uninormas y nulnormas. 

Conclusiones y algunas cuestiones

1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

Conclusiones y algunas cuestiones
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Sobre los maximales de (LE,⊑w) cuando W es un L-borroso 
propio (es decir, no nítido)

 365 365
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Si (L,≤) es un retículo distributivo
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·
B·

A·

w1

Si (L,≤) es un retículo distributivo y w1∈L no es nítido
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                                                                                             , entonces (L,⊑w1) es un inf-semirretículo 
con elemento mínimo W1.  

E

⌀

(L,≤)

·

·
B·

A·

D·D

·
A

⌀

·

E

W1

B

A

(L, ⊑W1)

A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

w1

Si (L,≤) es un retículo distributivo y w1∈L no es nítido

                                               Los elementos tales que z=(w1→q)=(q∸w1) para algún q, son 

 maximales: z∈Maximal(L).

Maximales

···
·

zz=(w1→q)=(q∸w1)
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M·

Mc

Mc

M

Maximales

···
·

zz=(w1→q)=(q∸w1)

En el caso en que L es un producto de cadenas: 
L=XCs , el subconjunto MAXIMAL(XCs)⊂ XCs queda 
    determinado por: 

[(M ∈MAXIMAL(XCs ,⊑w1))⇔ 

 [(M ∈ N((XCs))&((SUPP(W1))c⊆M⊆(KER(W1))c)] 

s∈S s∈S    s∈S

s∈S

s∈S

(N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}, 
 nítidos del retículo distributivo (L,≤) )
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M

Maximales

···
·

zz=(w1→q)=(q∸w1)

En el caso en que L es un producto de cadenas: 
L=XCs , el subconjunto MAXIMAL(XCs)⊂ XCs queda 
    determinado por: 

[(M ∈MAXIMAL(XCs ,⊑w1))⇔ 

 [(M ∈ N((XCs))&((SUPP(W1))c⊆M⊆(KER(W1))c)] 

s∈S s∈S    s∈S

s∈S

s∈S

L=XCs se expresa como unión de ideales principales: 

XCs=∪{(↓w1M ) / M ∈ MAXIMAL( XCs ,⊑w1) }.
s∈S

s∈S s∈S
(*)

(*) Además de W1, varios de los ideales pueden contener  otros elementos de L:  w1≠A∈[(↓w1M1)∩(↓w1M2)], …,etc

(N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}, 
 nítidos del retículo distributivo (L,≤) )
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                                                                                             , entonces (L,⊑w1) es un inf-semirretículo 
con elemento mínimo W1.  
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En el caso en que L es un producto de cadenas: 
L=XCs , el subconjunto MAXIMAL(XCs)⊂ XCs queda 
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 [(M ∈ N((XCs))&((SUPP(W1))c⊆M⊆(KER(W1))c)] 

s∈S s∈S    s∈S

s∈S

s∈S

En este caso de producto de cadenas, si (↓N) representa el ideal principal (↓N)={B ∈XCs/ B≤ M}; si 

para M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1), (↓w1M) representa el “ideal  principal”: (↓w1M)={A ∈XCs / A⊑w1M} y 

si, para  K⊆P(XCs), K∆M representa el subconjunto: K∆M={K∆M / K∈K}, entonces
s∈Ss∈S

s∈S

s∈S

L=XCs se expresa como unión de ideales principales: 

XCs=∪{(↓w1M ) / M ∈ MAXIMAL( XCs ,⊑w1) }.
s∈S

s∈S s∈S
(*)

(*) Además de W1, varios de los ideales pueden contener  otros elementos de L:  w1≠A∈[(↓w1M1)∩(↓w1M2)], …,etc

(N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}, 
 nítidos del retículo distributivo (L,≤) )
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···
·

zz=(w1→q)=(q∸w1)

En el caso en que L es un producto de cadenas: 
L=XCs , el subconjunto MAXIMAL(XCs)⊂ XCs queda 
    determinado por: 

[(M ∈MAXIMAL(XCs ,⊑w1))⇔ 

 [(M ∈ N((XCs))&((SUPP(W1))c⊆M⊆(KER(W1))c)] 

s∈S s∈S    s∈S

s∈S

s∈S

Proposición.  Sólo a efectos de cómputo, (que no de estructura), ∀M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1) se 
verifica la igualdad entre subconjuntos (↓w1M) =(↓(M∆W1))∆M, es decir: 

( A⊑w1M )⇔( ∃S∈(↓(M∆W1)):  A=S∆M ).

En este caso de producto de cadenas, si (↓N) representa el ideal principal (↓N)={B ∈XCs/ B≤ M}; si 

para M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1), (↓w1M) representa el “ideal  principal”: (↓w1M)={A ∈XCs / A⊑w1M} y 

si, para  K⊆P(XCs), K∆M representa el subconjunto: K∆M={K∆M / K∈K}, entonces
s∈Ss∈S

s∈S

s∈S

L=XCs se expresa como unión de ideales principales: 

XCs=∪{(↓w1M ) / M ∈ MAXIMAL( XCs ,⊑w1) }.
s∈S

s∈S s∈S
(*)

(*) Además de W1, varios de los ideales pueden contener  otros elementos de L:  w1≠A∈[(↓w1M1)∩(↓w1M2)], …,etc

(N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}, 
 nítidos del retículo distributivo (L,≤) )
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con elemento mínimo W1.  
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B·

A·

D·D

·
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⌀

·

E

W1

B

A

(L, ⊑W1)

A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

w1

Si (L,≤) es un retículo distributivo y w1∈L no es nítido

                                               Los elementos tales que z=(w1→q)=(q∸w1) para algún q, son 

 maximales: z∈Maximal(L).

M·

Mc

Mc

M

Maximales

···
·

zz=(w1→q)=(q∸w1)

En el caso en que L es un producto de cadenas: 
L=XCs , el subconjunto MAXIMAL(XCs)⊂ XCs queda 
    determinado por: 

[(M ∈MAXIMAL(XCs ,⊑w1))⇔ 

 [(M ∈ N((XCs))&((SUPP(W1))c⊆M⊆(KER(W1))c)] 

s∈S s∈S    s∈S

s∈S

s∈S

Proposición.  Sólo a efectos de cómputo, (que no de estructura), ∀M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1) se 
verifica la igualdad entre subconjuntos (↓w1M) =(↓(M∆W1))∆M, es decir: 

( A⊑w1M )⇔( ∃S∈(↓(M∆W1)):  A=S∆M ).

En este caso de producto de cadenas, si (↓N) representa el ideal principal (↓N)={B ∈XCs/ B≤ M}; si 

para M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1), (↓w1M) representa el “ideal  principal”: (↓w1M)={A ∈XCs / A⊑w1M} y 

si, para  K⊆P(XCs), K∆M representa el subconjunto: K∆M={K∆M / K∈K}, entonces
s∈Ss∈S

s∈S

s∈S

Demostración.⇒) Sea  A∈(↓w1M). Se verifica: ( A ⊑w1M )⇔( A ⊑MW1 )⇔( A∆M ≤ M∆W1)⇔ 
(A∆M)∈(↓(M∆W1)), luego A=((A∆M)∆M)∈[(↓(M∆W1))∆M]. 

L=XCs se expresa como unión de ideales principales: 

XCs=∪{(↓w1M ) / M ∈ MAXIMAL( XCs ,⊑w1) }.
s∈S

s∈S s∈S
(*)

(*) Además de W1, varios de los ideales pueden contener  otros elementos de L:  w1≠A∈[(↓w1M1)∩(↓w1M2)], …,etc

⇐) Sea B∈[(↓(M∆W1))∆M]. Entonces ∃S: (S ≤ M∆W1))&( B=S∆M), es decir  

(S ≤ M∆W1))&( B∆M=S), luego (B∆M ≤ M∆W1) que es equivalente a( B ⊑MW1 ) y finalmente 
a( B ⊑W1M ) que prueba que B∈(↓w1M).∎  

(N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}, 
 nítidos del retículo distributivo (L,≤) )



La proposición anterior junto con la unión de ideales en (*),  proporcionan Una estrategia para la 
determinación de (L,⊑w1) partiendo de (L,≤). (No muy eficiente, pues algunos elementos 
aparecen varias veces).   366

                                                                                             , entonces (L,⊑w1) es un inf-semirretículo 
con elemento mínimo W1.  

E

⌀

(L,≤)

·

·
B·

A·

D·D

·
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·
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W1
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A

(L, ⊑W1)

A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

w1

Si (L,≤) es un retículo distributivo y w1∈L no es nítido

                                               Los elementos tales que z=(w1→q)=(q∸w1) para algún q, son 

 maximales: z∈Maximal(L).

M·
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M

Maximales

···
·

zz=(w1→q)=(q∸w1)

😳

En el caso en que L es un producto de cadenas: 
L=XCs , el subconjunto MAXIMAL(XCs)⊂ XCs queda 
    determinado por: 

[(M ∈MAXIMAL(XCs ,⊑w1))⇔ 

 [(M ∈ N((XCs))&((SUPP(W1))c⊆M⊆(KER(W1))c)] 

s∈S s∈S    s∈S

s∈S

s∈S

Proposición.  Sólo a efectos de cómputo, (que no de estructura), ∀M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1) se 
verifica la igualdad entre subconjuntos (↓w1M) =(↓(M∆W1))∆M, es decir: 

( A⊑w1M )⇔( ∃S∈(↓(M∆W1)):  A=S∆M ).

En este caso de producto de cadenas, si (↓N) representa el ideal principal (↓N)={B ∈XCs/ B≤ M}; si 

para M ∈ MAXIMAL(XCs ,⊑w1), (↓w1M) representa el “ideal  principal”: (↓w1M)={A ∈XCs / A⊑w1M} y 

si, para  K⊆P(XCs), K∆M representa el subconjunto: K∆M={K∆M / K∈K}, entonces
s∈Ss∈S

s∈S

s∈S

Demostración.⇒) Sea  A∈(↓w1M). Se verifica: ( A ⊑w1M )⇔( A ⊑MW1 )⇔( A∆M ≤ M∆W1)⇔ 
(A∆M)∈(↓(M∆W1)), luego A=((A∆M)∆M)∈[(↓(M∆W1))∆M]. 

L=XCs se expresa como unión de ideales principales: 

XCs=∪{(↓w1M ) / M ∈ MAXIMAL( XCs ,⊑w1) }.
s∈S

s∈S s∈S
(*)

(*) Además de W1, varios de los ideales pueden contener  otros elementos de L:  w1≠A∈[(↓w1M1)∩(↓w1M2)], …,etc

⇐) Sea B∈[(↓(M∆W1))∆M]. Entonces ∃S: (S ≤ M∆W1))&( B=S∆M), es decir  

(S ≤ M∆W1))&( B∆M=S), luego (B∆M ≤ M∆W1) que es equivalente a( B ⊑MW1 ) y finalmente 
a( B ⊑W1M ) que prueba que B∈(↓w1M).∎  

(N(L)={w∈L /(w es complementado)&(w’=wc)}, 
 nítidos del retículo distributivo (L,≤) )
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Ejemplo
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{1,2,3}

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E)

  (LE, ≤)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 

  (LE, ≤)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

  (LE, ≤)

( P(E), ⊆ )

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W = ( 0|1 +W ∈ LE,

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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{1,3}
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W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W = ( 0|1 +W ∈ LE,

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
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(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

¿?

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:
{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:
{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).



∅
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:

De forma análoga obtenemos: 

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:

De forma análoga obtenemos: 

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

(↓ {1, 2} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 𝜔3) } w

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:

De forma análoga obtenemos: 

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

(↓ {1, 2} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 𝜔3) } w

(↓ {1, 3} ) = { (1-𝛼,𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:

De forma análoga obtenemos: 

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

(↓ {1, 2} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 𝜔3) } w

(↓ {1, 3} ) = { (1-𝛼,𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

(↓ {1, 2, 3} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 /(𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

¿?

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:

De forma análoga obtenemos: 

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

(↓ {1, 2} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 𝜔3) } w

(↓ {1, 3} ) = { (1-𝛼,𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

(↓ {1, 2, 3} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 /(𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

{3}
{2}

A

∅
Un elemento puede pertenecer 

 a varios “w-ideales”…

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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A=(𝛼1|1+𝛽1|2+𝛾1|3)

{1,2,3}

{1} {3}

{2}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

E = {1, 2, 3},  L = [0,1],  (LE, ≤, ·, +, ∅, E) , A ∈ LE: A = ( 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3),  (𝛼1, 𝛽1,𝛾1) ∈[0,1]3 
 ( N(LE), ≤ ) ≡ ( P(E), ⊆ )   KER(A) ≤ A ≤ SUPP(A)       ∀A ∈ LE:  {KER(A), SUPP(A)} ⊆ N(LE), 

         W = ( 𝜔2|2 + 𝜔3|3 ) W ∈ LE, KER(W) = ∅ , SUPP(W) = {2, 3}
(KER(W))c = {1, 2, 3} (SUPP(W))c = {1}. 

Entonces: MAXIMAL( (LE, ⊑w) ) = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} } ⊂ P(E).

  (LE, ≤)        En consecuencia:  [↓({1}∆W)]= { (𝛼,𝛽,𝛾) ∈ [0,1]3 / (𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) }.

             Finalmente, (↓{1} ) = ([↓({1}∆W)]∆{1})= { (𝛼,𝛽,𝛾)∆{1} / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = 

              { (1-𝛼,𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛼 ∈ [0,1])&(𝛽≤𝜔2)&(𝛾≤𝜔3) } = [↓({1}∆W)] .
w

Una estrategia para la determinación de (LE, ⊑w) utilizando la unión de “w-ideales 
 principales” : 

       LE= ∪{(↓M ) / M ∈ MAXIMAL( LE,⊑w) },  junto con la propiedad 
(↓M ) = ([↓(M∆W)]∆M).

w

w
(*)

(↓s ) = {a ∈ L  / a ≤ s} ∀s∈L  
(↓s ) = {b ∈ L / b ⊑ws} ∀(w,s) ∈ N(L) X Lw

(*) Para un retículo distributivo (L,≤) con negación fuerte:         

S∆m = {s∆m/ s∈S}  ∀(S,m) ∈ P(L) X N(L)

Cálculo de (↓ {1} ) utilizando la proposición de la transparencia anterior:   

 {1}∆W = {1}·W’+ {2, 3}·W = (1,0,0)·(1,1-𝜔2,1-𝜔3) + (0,1,1)·(0,𝜔2,𝜔3) = (1,𝜔2,𝜔3) = 
         W = ( 𝛽|2 + 𝛾|3 ).

w

{1}∆W

(¡Sólo como conjunto!) 

Sea ⊑w el orden  asociado a w.

MAXIMALES

MÍNIMO

El orden ⊑w  

en este ideal:

De forma análoga obtenemos: 

{1,2}

{1,2,3} {1,3}

(LE, ⊑w)
W=(𝜔2|2+𝜔3|3)

{1}

(↓ {1, 2} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 𝜔3) } w

(↓ {1, 3} ) = { (1-𝛼,𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 / (𝛽 ≤ 𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

(↓ {1, 2, 3} ) = { (1-𝛼,1-𝛽,1-𝛾)∈[0,1]3 /(𝛽 ≤ 1-𝜔2)&(𝛾 ≤ 1-𝜔3) } w

{3}
{2}

A

∅

Ejemplo

(LE,≤) conjunto de puntos del 
 “cubo”: A= 𝛼1|1 + 𝛽1|2 + 𝛾1|3, 
B= 𝛼2|1 + 𝛽2|2 + 𝛾2|3,… con 

 (A≤B)⇔(𝛼1≤𝛼2)&(𝛽1≤𝛽2)&(𝛾1≤𝛾2).
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Para el conjunto de imágenes con tonos de grises…



 368

W
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Imágenes del  inf-semiretículo (LE, ⊑w) 
 desde una perspectiva no nítida W :
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···

···
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 ideal principal 
 anterior. (La  
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ideales no es  

vacía).
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∅
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∅

A

B
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Ker(W’)
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Ker(W)

W’

∅

···

KER(W’)

SUPP(W’)

W

Mínimo del inf-semiretículo  (LE, ⊑w)
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Inf-semiretículo (LE, ⊑w)  



Una propuesta de extensión de funciones g(LE,≤1)➝(LF,≤2) a 
otras ĝŵ:(LE,⊑w)➝(LF,⊑v) en el caso en el que L es cadena y 
alguno de los elementos “W”, “v” no es nítido

*
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otras ĝŵ:(LE,⊑w)➝(LF,⊑v) en el caso en el que L es cadena y 
alguno de los elementos “W”, “v” no es nítido

*
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(¡Cuestión abierta!)
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(1)Si L es finita de cardinal n+1, la identificamos con n+1={0,1,…,n}. Aquí está definida la operación diferencia p-q si q ≤ p.

Proposición. Sea (L, ≤, min, max, 0, 1) una cadena finita(1) o la cadena [0,1] incluida en ℝ o en ℚ. 
 Consideremos un elemento w∈L. Entonces, la aplicación  𝜑w:L➝L tal que: 
 𝜑w(𝛼)=[w-𝛼  si  𝛼 ≤ w ; 𝛼 en otro caso] , es una involución y por tanto biyectiva.  
Además, se verifica:  [(𝛼 ⊑W𝛽 )⇒ (𝜑w(𝛼) ≤ 𝜑w(𝛽))]& [(𝜑w(𝛼) ⊑W 𝜑w(𝛽))⇒(𝛼 ≤ 𝛽)].

*

*

* * * *
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L cadena finita
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Consideremos el par (𝛼,𝛽)∈LXL  tal que  𝛼 ⊑W𝛽. Como (L,≤) es una cadena, esta 
 hipótesis equivale a: (𝛽 ≤ 𝛼 ≤ w ) ó (w < 𝛼 ≤ 𝛽), que a su vez lo es a  
 [(w-𝛽 )≥ (w-𝛼) ≥ 0]  ó (w < 𝛼 ≤ 𝛽), finalmente equivalente a (𝜑w(𝛼) ≤ 𝜑w(𝛽)). * *

De la demostración anterior se desprende que: [(𝜑w(𝛼) ⊑W 𝜑w(𝛽))⇒(𝜑w(𝜑w(𝛼)) ≤ 𝜑w(𝜑w(𝛽))], que por el 
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Extensiones ĝŵ:(LE,⊑w)➝(LF,⊑v) de funciones g:(LE,≤1)➝(LF,≤2) 
cuando  L es una cadena y alguno de los subconjuntos 
 L-borrosos W∈LE o V∈LF no es nítido.

*
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Sistemas algebraico ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)), que es 

un inf-semiretículos.
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{ M∈P(E) / [Sop(W1)]c ⊆M ⊆[Ker(W1)]c }

𝜑w
*~

Si L es una cadena acotada…

Conjunto de maximales en LE (son nítidos):

¿    ?

Para esos elementos w1∈LE que no son nítidos, ¿existe una 
 aplicación 𝜑*w1:(LE,≤)➝(LE,⊑w1) que cumpla alguna de  
las propiedades análogas a las que tiene 𝜑w cuando w lo es?

~
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un inf-semiretículos.
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((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
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(1) La extensión puntual de la aplicación 𝜑w:(L,≤)→(L,⊑w):*

{ M∈P(E) / [Sop(W1)]c ⊆M ⊆[Ker(W1)]c }

𝜑w:(LE,≤)→(LE,⊑w) tal que, ∀S∈LE:  𝜑w(S)∈LE viene dado por* *~ ~

𝜑w
*~

Si L es una cadena acotada…

𝜑w(S)(x)= 
          𝜑w(x)(S(x))=[w(x)-S(x)  si  S(x) ≤ w(x) ; S(x) en otro caso] ∀x∈L  

*

*

~

Conjunto de maximales en LE (son nítidos):

PROPUESTA 
DE SOLUCIÓN 

PARCIAL:

(1) Véase la transparencia anterior en la que se define: 𝜑w(𝛼)=[w-𝛼  si  𝛼 ≤ w ; 𝛼 en otro caso] .*
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*

*

~

Si L es una cadena este tipo de aplicaciones proporciona 
 un método general de extensión de funciones  

g:(LE,≤)→(LF,≤) a otras ĝŵ:(LE,⊑w1)→(LF,⊑v1):*

*ŵ 
?

Conjunto de maximales en LE (son nítidos):

𝜑v1𝜑w1
* *

(1) Véase la transparencia anterior en la que se define: 𝜑w(𝛼)=[w-𝛼  si  𝛼 ≤ w ; 𝛼 en otro caso] .*
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Si L es una cadena este tipo de aplicaciones proporciona 
 un método general de extensión de funciones  

g:(LE,≤)→(LF,≤) a otras ĝŵ:(LE,⊑w1)→(LF,⊑v1):*

*ŵ 

ĝŵ= 𝜑v1∘g∘𝜑w1
* * *~ ~

Ŵ =(v1 ,w1)

Conjunto de maximales en LE (son nítidos):

𝜑v1𝜑w1
* *

(1) Véase la transparencia anterior en la que se define: 𝜑w(𝛼)=[w-𝛼  si  𝛼 ≤ w ; 𝛼 en otro caso] .*
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  5.   Finalmente, y aunque el interés inicial de este trabajo ha sido el de presentar el orden de actividad ⊑W y los operadores ⨅w, ⨅w  
        como herramientas de Matemática Aplicada, se presenta algún aspecto teórico como es el de un esbozo de su relación con la  
       Topología o como su extensión a sistemas relacionales (L,R) donde R⊆LXL  es una relación en L no necesariamente de orden. 

       2.  En segundo lugar, se amplía el modelo propuesto justificando que la relación de orden ⊑W actúa como una “w-inclusión”  

     entre subconjuntos ordinarios o borrosos: “A⊑wB” y demostrando además que existe el operador ínfimo ⨅w determinado por ese orden 
       que se interpreta a su vez, (gracias al carácter de nul-norma que posee en el retículo inicial (L,≤)),  como su “ w-intersección”  
       asociada: “A ⨅w B”. También se justifica la “w-pertenencia” x ∈wA, se caracteriza el caso en el que además existe la “w-unión”  

      A ⊔w B y se analiza el comportamiento de ⨅w, ⊔w con las imágenes directa g(A) e inversa  g-1(A) asociadas a funciones g:E→F.

  4.   Posteriormente, se ilustra la utilidad de las w-inclusión, w-intersección y, (en su caso), la w-unión en contextos tales como : 
•  El de análisis de mapas de riesgo, (zonas de aludes, de riesgo de incendios, de deslizamientos, de seismos,…), así como el 

de  mapas con  curvas de nivel o isolíneas,(isócronas, isotermas, salinidad, precipitaciones, intensidad de terremotos,…). 
• El de la preparación de datos para procesos de “Minería de Datos” o el de “Análisis de Datos con Incertidumbre” . 
• En el Tratamiento de Imágenes Digitalizadas, concretamente en el que se realiza con técnicas de Morfología Matemática. 

        Además, se analiza el comportamiento de esta inclusión ⊑W y la de sus operadores asociados en referenciales con una medida, 
        en particular en espacios de probabilidad.

  3.   A continuación, se generaliza la teoría desarrollada a retículos (L,≤). En primer lugar a los que son distributivos y después  
        a retículos cualesquiera, en los que la relación ⊑W  no es necesariamente de orden, aunque sí resulta ser un pre-orden. Como se  
        ilustra en el trabajo, esta generalización tiene interés en casos interesantes como el de “Retículos de Conceptos Formales”, el de 
        ciertos retículos de subgrupos (grupos diédricos), el de análisis de grafos, … y otros ejemplos de Matemática Discreta. 

0.   Preliminares: Orden de Actividad, Diferencia Simétrica, Uninormas y nulnormas. 

Conclusiones y algunas cuestiones

1. Como se señala en una de las  motivaciones , se propone en este trabajo un MODELO MATEMÁTICO para  dotar de “contenido” 
al conjunto vacío ∅, es decir, “inclusión” y “pertenencia” (¡no triviales!) en ∅. Ese modelo que se propone se fundamenta  en la 
interconexión de dos conceptos matemáticos previos consolidados en la literatura especializada: 
•   Uno que pertenece al campo del tratamiento de imágenes mediante técnicas de la Morfología Matemática: el “Orden de 

Actividad ⊑W ” , que aparece en los retículos distributivos (L,≤) como orden auxiliar. Ese orden de actividad, (que en 

Morfología Matemática es una herramienta útil para comparar filtros (f ⊑Wg) que transforman imágenes), lo utilizamos 

aquí en un contexto distinto; de manera que la expresión “A⊏w∅” representará: “el subconjunto A es w-parte propia del 
vacío”. Se justifica en este apartado el papel del subconjunto “w” en esa representación. 

•   El otro consiste en una versión en retículos distributivos (L,≤) del operador “Diferencia Simétrica ∆”, concepto clásico en 
la Teoría Intuitiva de Conjuntos. Demostramos que la conexión que existe entre este operador diferencia ∆ y el orden de 

actividad ⊑W, justificará la re-interpretación del predicado  (x ∈A)&(A⊏w∅) como una “w-pertenencia al vacío”:  x ∈w∅.

Conclusiones y algunas cuestiones
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W

Se generaliza y otras 
 nuevas aparecen: 
W subconjunto nítido(W’=Wc), 
distinguido por alguna razón.
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a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

Dos interpretaciones usuales:

E

C

A

B

A2W

W1

W2

E

Subconjuntos borrosos

Imágenes digitalizadas

W

Se generaliza y otras 
 nuevas aparecen: 
W subconjunto nítido(W’=Wc), 
distinguido por alguna razón.

Mezcla: 
                                     + 
imágenes digitalizadas 

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w 𝟙
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a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

Dos interpretaciones usuales:

E

C

A

B

A2W

W1

W2

E

Subconjuntos borrosos

Imágenes digitalizadas

W

Se generaliza y otras 
 nuevas aparecen: 
W subconjunto nítido(W’=Wc), 
distinguido por alguna razón.

Mezcla: 
                                     + 
imágenes digitalizadas 

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w

C

∅
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W

C0ntenido del 
 vacío  ∅…

𝟙
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

Dos interpretaciones usuales:

W

Se generaliza y otras 
 nuevas aparecen: 
W subconjunto nítido(W’=Wc), 
distinguido por alguna razón.

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C
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A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

Dos interpretaciones usuales:

W

Se generaliza y otras 
 nuevas aparecen: 
W subconjunto nítido(W’=Wc), 
distinguido por alguna razón.

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w

··· En las aplicaciones, W suele representar un 
 subconjunto irrelevante, perjudicial, peligroso,…, 

𝟙
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·
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E
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W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

Dos interpretaciones usuales:

W

Se generaliza y otras 
 nuevas aparecen: 
W subconjunto nítido(W’=Wc), 
distinguido por alguna razón.

Aunque también un subconjunto  
valioso, interesante, distinguido …

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w

En las aplicaciones, W suele representar un 
 subconjunto irrelevante, perjudicial, peligroso,…, 

𝟙
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

W

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w 𝟚
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

W
F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

Se justifica la  “coherencia” del método propuesto para 
 la extensión de funciones de conjunto 
 g:(LE, ≤)→(LF, ≤) a otras ĝ(v,w):(LE, ⊑W)→(LF, ⊑v).

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w 𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )
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Sistema algebraico: 
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 
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Sistema algebraico: 
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Se justifica la  “coherencia” del método propuesto para 
 la extensión de funciones de conjunto 
 g:(LE, ≤)→(LF, ≤) a otras ĝ(v,w):(LE, ⊑W)→(LF, ⊑v).

𝜑w(S)=S∆W
𝜑w 𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

 373
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Sistema algebraico: 
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((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

W
F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

Se justifica la  “coherencia” del método propuesto para 
 la extensión de funciones de conjunto 
 g:(LE, ≤)→(LF, ≤) a otras ĝ(v,w):(LE, ⊑W)→(LF, ⊑v).

𝜑w(S)=S∆W 𝜑v𝜑w 𝜑V(K)=K∆V𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

((LF, ⊑v,⨅v,⊔v, V, Vc), ‘ ,c )
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((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
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la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )
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Se justifica la  “coherencia” del método propuesto para 
 la extensión de funciones de conjunto 
 g:(LE, ≤)→(LF, ≤) a otras ĝ(v,w):(LE, ⊑W)→(LF, ⊑v).

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

𝜑w(S)=S∆W 𝜑v𝜑w

Cualquier función…

Se extiende mediante…

𝜑V(K)=K∆V𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

((LF, ⊑v,⨅v,⊔v, V, Vc), ‘ ,c )
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Se justifica la  “coherencia” del método propuesto para 
 la extensión de funciones de conjunto 
 g:(LE, ≤)→(LF, ≤) a otras ĝ(v,w):(LE, ⊑W)→(LF, ⊑v).

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W 𝜑v𝜑w

Cualquier función…

Se extiende mediante…
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W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

W
F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

Se justifica la  “coherencia” del método propuesto para 
 la extensión de funciones de conjunto 
 g:(LE, ≤)→(LF, ≤) a otras ĝ(v,w):(LE, ⊑W)→(LF, ⊑v).

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Consecuentemente, la teoría  aquí incluida parece ser de utilidad en situaciones en 
las que , por una parte, jueguen un papel relevante las funciones de conjunto y por 
otra, que interese que uno de esos conjuntos destaque sobre los restantes.

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W 𝜑v𝜑w

Cualquier función…

Se extiende mediante…

𝜑V(K)=K∆V𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

((LF, ⊑v,⨅v,⊔v, V, Vc), ‘ ,c )



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

 373

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Consecuentemente, la teoría  aquí incluida parece ser de utilidad en situaciones en 
las que , por una parte, jueguen un papel relevante las funciones de conjunto y por 
otra, que interese que uno de esos conjuntos destaque sobre los restantes.

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

𝜑V(K)=K∆V𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

 373

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…𝟚 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

1. Los elementos z tales que  
z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales. 𝟛

Cuestiones abiertas

z

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

¿Hay ahora extensiones 
coherentes de otras g? 

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

1. Los elementos z tales que  
z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales. 𝟛

Cuestiones abiertas

z

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

 373

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

En esta línea, se propone una solución en un caso particular relevante en lógica borrosa: 
En retículos producto de cadenas. 

.

Con las extensiones de 
 𝜑v  , 𝜑w  a borrosos y:*^ ^*

𝜑w(𝛼)=[w-𝛼  si  𝛼 ≤ w ; 𝛼 en otro caso]*^(L cadena). Si  w∈L,𝛼∈L:

1. Los elementos z tales que  
z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales. 𝟛

Cuestiones abiertas

z

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)

Solución parcial



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D
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W

W1

W 
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D·D·A
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Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )

Wc·

W·

E⌀

W

Wc

C·

A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w  

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

En esta línea, se propone una solución en un caso particular relevante en lógica borrosa: 
En retículos producto de cadenas. 

.

Con las extensiones de 
 𝜑v  , 𝜑w  a borrosos y:*^ ^*

𝜑w(𝛼)=[w-𝛼  si  𝛼 ≤ w ; 𝛼 en otro caso]*^(L cadena). Si  w∈L,𝛼∈L:

1. Los elementos z tales que  
z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales.

ĝ(v,w)= 𝜑v∘g∘𝜑w^ ^* *𝟛

Cuestiones abiertas

z

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)

Solución parcial



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

D·D·A
2

·
⌀

·F

Vc

·

V

·

·

H1

·
·

H1
M·

H2

·

·
·

D2·

C·

A
·B

·
D·

·

E

A2

B
A

D

·

·

·

W
A1

·C

·
·

·⌀

·
·

Wc

·

E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E⌀ ·

·

 373

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo con 
negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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A
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
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Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)
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((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

En esta línea, se propone una solución en un caso particular relevante en lógica borrosa: 
En retículos producto de cadenas. 

.

Con las extensiones de 
 𝜑v  , 𝜑w  a borrosos y:*^ ^*1. Los elementos z tales que  

z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales. 𝟛

Cuestiones abiertas

z

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)

Solución parcial



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E
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Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)
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Sistema algebraico: 
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la misma negación fuerte 
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M
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·
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Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·
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⌀
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W
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A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),
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G H1
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H2V
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((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

En esta línea, se propone una solución en un caso particular relevante en lógica borrosa: 
En retículos producto de cadenas. 

.

Con las extensiones de 
 𝜑v  , 𝜑w  a borrosos y:*^ ^*1. Los elementos z tales que  

z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales. 𝟛z ¿?

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)

Solución parcial

3. ¿Extensión para retículos 
de intervalos de una cadena?

¿?



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E
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D·D·A
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((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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·
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D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·
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·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  ¿?

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
Entonces…

En esta línea, se propone una solución en un caso particular relevante en lógica borrosa: 
En retículos producto de cadenas. 

.

Con las extensiones de 
 𝜑v  , 𝜑w  a borrosos y:*^ ^*1. Los elementos z tales que  

z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales. 𝟛

4. ¿Extensión para retículos 
distributivos en general?

z

¿?
(¿Quizá con la diferencia simétrica 

sobre 𝛼-cortes 𝜑w𝛼(S𝛼)=S𝛼∆W𝛼, … y 
(𝜑v𝛼∘g∘𝜑w𝛼)(A𝛼),…?)

¿?

((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

Otra caracterización 
 en el caso L cadena)

Solución parcial

3. ¿Extensión para retículos 
de intervalos de una cadena?

¿?

Cuestión abierta



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1
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W2
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D2

D·D·A
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A
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·
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A
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Sistema algebraico: 
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negación fuerte que contiene  
a la complementación 

((LE, ≤ ,·,+, ⌀, E),’ , c )
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E⌀

W
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A
·

B·

D·

Sistema algebraico ((LE, ⊑W,⨅W,⊔w, W, Wc), ‘ ,c ) isomorfo al 

 inicial con el  isomorfismo    A⟶ 𝜑w(A)=A▵W=(A’·W)+(A·Wc)

A2·

A1·

E

D

C

A

B

A2

A1

W

W1

W 

W2

D1

D2

Sistema algebraico: 
Retículo distributivo dual con 
la misma negación fuerte 

((LE, ≥ ,+,·, E, ⌀),’ , c )

D·D·

A2

·

⌀

·F

Vc·

V ·

·

A1

·

·H1
M
·H2

·

· ·
D2·

F

G

M

G2

V

H2 H1

Q

V1

V2

G1

D2

g

Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.

Si W1 y V1 son borrosos propios (no nítidos)

D·D·

A2

⌀

·

E

Wc

W1

G

B

D

W2A

W
D2

((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),

D·D·

A2

⌀

·

F
Vc

V1

G H1
M

H2V

G1

D2

((LF, ⊑v1,⨅v1,v1))

A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V
1. Los elementos z tales que  
z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales.

4. ¿Extensión para retículos 
distributivos en general?

z

(¿Quizá con la diferencia simétrica 
sobre 𝛼-cortes 𝜑w𝛼(S𝛼)=S𝛼∆W𝛼, … y 

(𝜑v𝛼∘g∘𝜑w𝛼)(A𝛼),…?)

Finalmente, todas estas conclusiones  son válidas si consideramos sistemas 
algebraicos no necesariamente ligados a subconjuntos borrosos o nítidos de 
referenciales E y F 

𝟜 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

3. ¿Extensión para retículos 
de intervalos de una cadena?

Cuestión abierta



Referencial E y subconjuntos 
nítidos y borrosos  
 ⌀≤E, A≤E, B≤E,… , E≤E
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Coherencia: 
si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

   

(A⊑w B)⇒(ĝ(v,w)(A)⊑v ĝ(v,w)(B)), etc… 

 

j∈J j∈J

𝜑w(S)=S∆W

Sistemas algebraicos ((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)) y ((LF, ⊑v1,⨅v1,v1)), que son 

inf-semiretículos.
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((LE, ⊑W1,⨅W1,W1)
A ⊑W1 B ⇔ (B · W1) ≤ A ≤ (B +W1),
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A ⊑w1 B ⇔ (B · v1) ≤ A ≤ (B +v1) 

ĝ(v,w)  

v1

w1

𝜑V(K)=K∆V

Retículo distributivo  
cualquiera con una 

negación fuerte 

1. Los elementos z tales que  
z=w1→q=q-w1 para algún q, 
 son los maximales.

4. ¿Extensión para retículos 
distributivos en general?

z

(¿Quizá con la diferencia simétrica 
sobre 𝛼-cortes 𝜑w𝛼(S𝛼)=S𝛼∆W𝛼, … y 

(𝜑v𝛼∘g∘𝜑w𝛼)(A𝛼),…?)

Finalmente, todas estas conclusiones  son válidas si consideramos sistemas 
algebraicos no necesariamente ligados a subconjuntos borrosos o nítidos de 
referenciales E y F 

𝟜 ((LF, ≤ ,·,+, ⌀, F),’ , c )

3. ¿Extensión para retículos 
de intervalos de una cadena?

Cuestión abierta
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si 

g(∩Aj) = ∩g(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 

(A⊆B)⇒(g(A)⊆ g(B)),  etc…

j∈J j∈J

Entonces 
también

ĝ(v,w)(⊓wAj) = ⊓vĝ(v,w)(Aj),  ∀(Aj)j∈J , 
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Epílogo. 
Una especulación: 

“Si un álgebra del tipo (P(U),⊑w) o del tipo (LU,⊑w) 
fuese un modelo compatible con el universo U; 
 ¿lo notaríamos?”
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 debido a su lejanía?
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 Antes de que se sumerjan en W,  
como “expertos en persectivas”, esta 
 característica nos dá evidencia de la 
existencia de esa zona W... 
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(Magritte / Triple personalidad), 2016
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