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AD VER TEN CIA. 

Teniendo en considerncion lo poco comunes que 
a(m los previos '.conocimientos de griego neccsa .. 
pum ln lectura de los dlculos en (Jtle se usan le
griegas, nos hn parecido conveniente poner aqni 

la siguiente tabla. para rnnyor comodidad do los lec--
tOl'CS, 

A a ..... ,,,.,, ...... ·.,;,, ..... ,. ... , •• ,, •• 1 ...... ,,,,u ... , .... 

1~ a c ............ , ................... ,,1t ♦ t1HIIUUt\tllftfft 
J'), {. ..... , .. ".,., ......... ,hnullh•••ff1tt1tOottu•tut, 

AJ' •• , ......... ,,. ••• , ... , ..... ,, ... ,,.,,., .,,,u,,,,.,,,u,,u 

li e ...... , ....... -._. •••• ,,,htutttu.,,. tltftitfUtitllliHf• 

Z {nut,,01ouuu1••itt,ottfJliltUu•~t11u~,o,tuu11uw 

},{ n ........... •uothuuuhu,u11u,ttu,,o,uu,11ttuu 

('-") o .:)·,,..,,-. .•.••.. ,u,ttutOUUff ♦ tHUt•••tt•u••······
l , .. 111,u1,uutUHUttt•• .. t1••* UfltH•• .. ••• .. ···,•-·11 fU,U• 

J(x..,,, .................. ,q ................................... .. 

A Aon• .. ~•'•••••uuur•u••tttohu Utiu11uuu,u-0u11 

N v ••• ,. •• ,.ftftlfltto••••t ♦ ii,uü••u•••u•u1,lltf lOfWUth1t 

t5: t, Httlttfltltll ♦ tt•t ♦ OlttllfflU••··•··• .. fttlflt•tthtttll• 

() Ouu,u••tu ••••u .. ••••••'••••• ••Hf11u111111o~•u•••1u1 ••• 

l r 7f it'iJ'u•• •H1Ui111thiuhhlUUt1 ♦ lfhl~h•H•iOUt01•u 

Jl f tttilUUtOft0t11UtUH1ilftUUI U0HlfOI Of1UffHUt 

Al¡,h:t .. 
Beta. 
Garnnl1!, 
Dcltn, 
F.p~il<,n, 
Zetn, 
Eto, 
Thet[l, 
fotn, 
Cnppa, 
lnmbúa, 
Mu, 
Nu. 
Xi. 
Omkrou. 
Pi, 
Rho. 

:z.: (J'(,,,u.,,,uuut,tu, .... 0 ........ ..-. 1ttlflf1tl•1U1t11u Sjgn:1a. 
'I' 1T , ............ HltlfltfttUhl0Hf lliltffflftl.lf ♦ OU~tHtl ~rnu. 
')'"' t/uuutt tt#tlhltttJtfiU••····· .. , .. ll1ltlf, ·- • ••11•• tíflt I l1 pliilon. 
qi f(Ju,outi1f1ouu1,1hnue1•,••••••uo, ♦ 1uut~t,,,,1tu1 Phi, 
X ;<,ut ♦ tfHtUhfllhf1Uuuuo1u1uj\~tt1tfliU1tt1t1,,tuu Chi, 
11Jr "sJ,,., .... ,.u,11ff- ♦ 1-••t•o•uHt•••t1ltu1;-uu,••••1•t1h l1HÍ, 

Ji t\J1UhttHthUltUltft-UUHHtOf01iU1UtlOtittliffh (,)n1uga, 



'ERRATAS DE LA AlllTMF.!lCA, 

rs 
u 

.1' 

b: ' 
denominador 

n:l 
ttumnw,l,r 

TRATADO ELEMENTAL 

DE ALGEHRA. 

NOC10NliS P'R.lU,11'lIN,rn.1i·s SORlUt ltL TRA.NSl'l'() Dli 

:t.,,J. Al.t(Tltll!'l'IC.A. AL .11.l,OiiRR.A., l' lU,;JILlCACJOJ,( 

DJJ .l.OS SJGJ:WS ALGliJJJ{A/C:OS. 

·11 
1 .,. l_.m nlgunns de las cuestiones que hemos pro .. 

puesto cm el 1i·atado elm1mtal tÜ A,·itmétt'ta (§§. t 7 6 
y siguientes) se puede yn hnbe1· notndo quo pnru resol .. 
vedas teníamos que averiguar primeramente qué ope .. 
mciones, de fas cuatro fi11ut,,munt,1lu, debíamos e¡o .. 
cutnr con los números co11ocidos, pnra que rern ltascn 
los desconocidos que busciibnmos; y cunndo yn hnbfa .. 
mos descubierto qu~ 1.rnn ,cierta y determinada serie de 
nquollns operaciones nos hnbi,t de conducir seguramente 
á uuestro objero, lo (rnico que nos restnba ern efectuar" 
fos, y lns efoctué1bnmos conforme ú líls rnglns que p:1rn 
esto hnbínmos anteriormente estllbleddo. A e~ro se re ... 
duce en suma In completa solucion do cunlquier pro, 
blema: pero lo mu digno de ndvertirs0 es que en aqt11:: .. 
lla i,rimera averiguacion I qmt sin duda !Ci In ¡>arre más 
prindpal, y ln única quo puede ofrecer dificmlrndes, pres
cindimos enteramente de todt> sisreinn de,m,meraci<:111 ., y 
a'Un de lc)s valores partictdm·es de los números dudos; 
¡mes dependiendo S()lo del modo con que crn la proptHis .. 
tn se nos prescnt.u1 enln:rndos con los números ccrnocidos 
los inc6gnitos, 6 lc1 que es le, mismo I Je lns miuuns re• 
laciones de nquelloi y mtos, en todos casos ha: de resul .. 

'l'OMO U, A 



1 TRATADO nt:tn.(RNTA'r, , 
2 ú ', t Je\ des·1rrollo 1.wr dcdrlo as1, de fo~ tar n1cnmen e u • ' . 

encías que ·en vucl va la. misma .prclpucu:11 y en 
consecu , · , 1 1 ·11·11•··1l·1r•·" . ¡ r inllu¡o os v11 orl!s P· "' ' --~ esto no tienen e meno , . , , , • 

, d d ni menos el mtema adopt,1no p»t de los m:1meros a os, ¡· . ¡. , 
. M'. t as no scnn muy cump i,,H .is ra la numerac100. icn r . 

,;( nellas relaciones' podrú no cdrnrsc d7 ;er lu crnl:,H,1• 1 decti"dos <¡uc son los 1d1u11rns v11!1;i,11e~ :wsc;is .y poco a " . , , , ¡ . 
P

ara desenvolver los rnzom1n11ento!i c1ue ha? umo_s ~ e 
, ' ' ' · • lll ICI 't t:X • formar en este género de mvest1g:1c1oncs' . ', 

. .. "'en l" necesidad de otro idioma trnno que no se cono .. ' : , ' . . " 
mas sencillo' y de consiguiente mns n propo,m> p11i.1 
hac~rnos perceptible la muttH\ coriexion 1.le. totl.is . l.u 
pµrtes .de nuestros disc.imos, Y Pª:ª que ~SI po_Juimi~ 
discurrir con mayor rapidez y seguridad ~ob1 e emu m,l 
tedas. Pero aun ~in necesidad de suponer <l\lt nc1U1 inuy 
1::'ompUcqc\os los prob1,enut$ que in.tentemos reiol~er1 ptl"" 

dremos convencernos de lo mucho que la sencill~:c. ~lt:l 
idioma , de que hagamos uso, dobc fodlic,1r. fo. solui:,.<~n 
de ellos, en haciéudo nos cnrgo de c1uo la pr111c1pal tli/1-
~ultnd .está reducida á desenvolver y oxp.resnr de un 
01odo conveniente las relaciones que con .i1rnglo ,i la. 
propuesta tengan fas cantidades incógnitns entre 1,1 y ttm 
las conocidas, y {1 trncl ucir ó m1sformnr de rn\ m,m7ut 
.iquellas primerns expl'esiones , gue por unn icrm no ~n .. 
t~rnump}da,,de.prop<isiciones c~uivalentes lle¡uenwt ut .. 
timame¡rte •· da~ con una concebida en esto• r¿rminou 
La MtJ~i'dad dcsconocida es ig11al d /11 suma , á a /et, 
di'firmcia, 6'al prttducto, 6 al rnodmtt ti~ 1alr1 á fa .. 
IN canti'dadN conou.idft.r, 

1
• A,fin de disi1,ar.cwnlquiern obscurid11d cp1c fHHi.Jnn 

.todavía ,dejar :estas nociones generalas, prnpongihu.guo1, 
Bºr ejemplo, resolver h1 cucsdon siguiente; 

:r:,:n Ar.nrrnnA. 3 
Distributr tm nfm1n·o d(1do, cualquiera qne sc:i, m 

dos partes tales, quc la una llcvq a la otl·a 1m c:>.:ceso 
tcm1bictt dado, sen el que fuere. 

Tratando primeramente de nveriguar qué opera .. 
dones deberemos cjcct1tar con las dos cnntidatks que 
su ponemos conocidas, para hnllnr las otrns dos desconoM 
cid,ls, observnremos que de In propuesta se infieren iu~ 
niediatnmente estas dos consecuencins: primera, la p,,~ .. 
te ttu1yor ts igual á la s11ma de la mmor J del t:t·cno 
dado: segunda , la JMrtc tnct)'or smurtd,i con /et menor 
u igual al nlimero que intcntmnos di.rtrilmir. Asi hn .. 
bremos puesto en claro las rclticiones que 1n propuesta 
envuelve de los números foc6gnitos entre sí y cqn lo, 
conocidos; y en seguida formnremos este rnzonnmiento. 

Una vez que ln primera consecuencia de In pro" 
puesta nos viene á decir que esta exprcsion la s11111a dr 
la p11rte mmor y del e;i·t·r:so dado es equivalente lÍ esto .. 
trn la partu maJor; si sustituimos nquelln expresion 
en lugar de estn., la segunda consecuencia se trnsfor ... 
nrnrá en In que sigue: !ti s11tna do la parto mmor 1 dd 
e:1:c8SO drttio, stm1ttd,t de mu:vo coti l,1- mismtt parte· me
twr, es 1'g11al ttl 111Í,ne1•0 que i'nt,mtamos distri/mir. Y ,. ' 

como la stm11t d, la 1ut1·tu mmor y dul uxcuo dado, ,m .. 

mada de mwoo ton la misma part, mmor, es equivn .. 
lente á. el dobl, dtt la parto numo,· .wmado con u/ uJ:tt"' 
so dado , haciendo estn nucvn sustitm:ion se trnsforM 
nmr6. la mismn segunda consecuencia en cmmn: et ,to .. 
blfl ele la partu mmor 1 .rumado con ul 11:>.:cuo dado, u 
igual al número qn, intuntamot elistrilmir. Y equiva~ 
liendo esto á decir qu, ,J eiwso dado f 11/ doblu d11 111 
partP rne,,or componen el t1tÍr>u·ro q1111 lntmtttmo.r di.rtri" 
huir, se in6ere fácilmente IJ.M .ri d11 n# ntí.m,,·o 11 gulu, 
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. ¡ exceso dado el nsiduo sor,i el dob/1 d1 la pllrtt m, .. 
e , • i . ¡· 

•. y de consiguiente si de uN reslf,UO .u 10.r:;1,t. ·.ª 
IJJ.,Or, e~ l . 
mitad, cstce será la parte mmot. uum o ya i:tté co .. 
nocida la parte n1e11or, le nñndiremos el cxcelio J1ufo, y 
rm1ltará la mayor. . 
. PQt manera que sin necesida~l de haber Lli.:tern1111:i, .. 

do los valores de los dos números quo en h1 prnpm:i,tii 
de· }¡1 cuestion se suponen conoci~los, pmfomuli Y:' mi .. 
rnrla corno resueltn , porque ya hemos llcgaJo u de¡¡ .. 
cubrir qué operaciones debemos ejecurur con cllu~ • ~cu 11 

los.ql1e fueren, parn hallnr los otros dos número, th:, ... 
conocidos; y como bie11 se dejn ve~ 1 lo c1ue desp?t:! d~ 
l:lS~o falta pnra completar la soh¡c1on es 111 t1'lt1•~1'1«hth1lt 
de efecttrnr aquellas ope1·aciones 1 que es lo füuci, p1m,1. 
lo cnal es lnclispensoble determinar aquellos vnlores. 
' ' si nPS>,f ~1j~rop.\Q.:t fa,Qr!il .1.1it1IA.I,~\¡ t,lC..mtrt .q\ilt llOl 

propotigamo:s .r1:1pa:rtir, "Y ·se.Is ~t i:,i~eso qut t1nn d.e 
]{Is dos par,tes ha de Jlevn:r {1 la qtrn; yn snbemn, c1uc1 
restando seis de 'VNÍ1# , y t'om:111do del rc~i,ltm rf!l .. 

torce la mit,¡d, esta mitad .riflte scr.í la parte:: mc111ir ¡ y 
;grl;!gando á esta el exceso s,is., la suma irur: itr.:Í la 
pArte · mayor. 

, :1 . ,A.unqtrn sean muy sencillos el protilcmn p1·c>pue,,. 
to y el razonnmiento. q uo hemos hecho pim, reiol vc1 lu. 
bifrn pncde11 habernos dado lt conocer que en tPthn to, 
damas,, y con. especinlidad en los mQS c,1mplkihlút1 1 ten .. 
dr(;)~1:o.s .qt1e :repe¡d1· ccm demush1da frecucncín l11 t<Xpte .. 
s.ion,e~ ftf¡'t·eg4ndo á, rc.i-t ,wtlo de, nwlt~1/t'1,,u,Jc, 6 ,Jh1/ .. 
dlendo .por, .con hts cunles c1rnnci11rm1~ ldi opcr1,ituu:1 

· ipdicadas por las rolnciones ,¡ ue la propuesta du 1,t tueit~. 

tion puq;de estnblecer entre lus Ctrntid1cfo¡ iut:t.íguítlt!'i y " 
~9Mfid.11s11 ~fo, os ;p~1~s. dificil ech1u de vor qu; "- ,hu .. " 
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plificnrán notnblemente 13s proposiciones> y ndi;¡t1hirÁ ma .. 
yor clarhfod el ruzonumiento> si en lugur de uqm,ll11s ex .. 
presiones sustituimos ciertos signos que indiquen las mis .. 
nrns opera dones, y por cuyo medio se representen los 
resultados de ellns, 

De Hhí es que para indicar lu adicfon, y en vez do 
la ex.¡,resion .minado con 6 tlift'l!gado a' se hace uso del 
signo+. q\le se lee mas; por manern ,1ue la combim, .. 
cion 8 + 7, que se se lee ocho mas siQte I quiere dedn 
8 s11111,1do con 7, y representa el resulrndo de lu ndicion 
de 8 y 7, ó en unn pal11bra la .ruma I 5. 

l>urn indicar ln sustrnccion se emplea el signo*-, 
que se lee numos, nntepuesto ul sustrnendo ¡ de 1t10clo 
que la combi,mcion 9 - 5 , que se lee m11J'tJ(I mmo.r. n,, .. 
to, quiere decir: que de 9 se hn de restnr 5, y repre .. 
sunta el residuo que debe resultm· cm habiendo quitado S 
de 9; esto es I á 4. · 

, , Pun }ndfour ]u nrultiplkoclon de 1111 11(1.mero por 
otro se coloca· entre l~e:, í11ctoreu:1l signo >< 6 un pu11to, 
que equivale n rmtltipliMdo por¡ y nsi In combirrncion 
6x S, ó 6.5, se lc1.:: .rds·mtilt~'¡1/ú·ado po1· dm·o, y ;re .. 
presenta el produi.:tü 3 o de cmn r1111lti,piiciuio11. 

Para indicnr que un número se hu de dividir por 
otl'o se ce1loca el p1·Jmero sobre el SClgundo I tirando en ... , 
tre los dos unn pequefín línea horizontal, ó te pone el 
divisor á la derec:hn del dívidend() ccrn dos pu11to1> en~ 
tre los dos, .Asi que .}_t ó l 2 : 4, se .le.e dot(! tlt'rvidi
do por cuatro,.~. represen111. el cuocie11tt 3 que hu de 
resulrnr de 11<1uelln division • 

.Adenrns de cstcis signos a<loptados pnrn indicLtr !ns 
c,irn,rro <>peruciones fundamenta les de ln Aritméth.:a , y 
represo11tur los, rcs~ltndos de clh1nnm í.ll>tes 4 ue <Mert 
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determinad'os,,se ha elegido el signo= pnrn rnstirnirlo 
en lugar de la expresion es igual a:, c1ue i c¡1dn mn
mt;nto tenemos que 1·epetir en el ra:wnnruiemw que fo,,_ 
mamos para resolver cualquier pwblcma. De modo t¡ue 
la combinacion 8 - 5 ::::::: -~¡-, que se lt:e odw mrmu ri11,. 
co es igual á doce dfvidido por rnatt·o 1 quic:r·e dét:i1 tp1c 
elresiduo que debe resultnr en lrnbiendo quirudo S de 8, 
es igual al cuociente que ha de l'esult.u· en hahiendu 
dividido l 2 por 4. 

· A toda expresion semejante ú la (iltimn que :icAha
mos de proponer, y que nos indica la igunldthl du h:n 
resultados de varias opernciones, 6 1n de otr.111 dos c¡rn~ 

tidades cualesquiera, se le da el nombre de ucuadtm. 
No tiene duda 'que son yn muy consid1m1ble11 bt 

abreviaciones que con el auxilio do tules signos ccm1e .. 
guimos,;;pero ,toda,vía,se,,echan menos 11.lgunos otrOII que 
nos eximan de la necesidad de hncer uso de otn\& vuin 
expresiones, ·como ti númtwo q110 t'ntwt11111os t•1pm·1r'r, ti 
e:i:ceso dado, la partt• m,1;·or, l.:t jltU'/IJ m11m11• 1 y otrar 
semejantes que nos vemos prccis:td()s á rnpctir c,mtinu;a .. 

, ment,e, y q,ue haciendo demasiado difüm lu prnpwii .. 
ciones, no 110s dejan percibir con todn ht .cladilnd m:<:e" 
suria el enluce de mrns con otras, y nos hncen pi.mh:r el 
hilo del discurso. Porn evitnr el uso de tod111 lt1, txpro• 
siones que ilidicasen números conocidCls 6 ch1dtl¾ 1 1e cicnr~ 
ri6 , desde hn,go el ,arbitrio de represenrnr 4 rudm1 cmii 
con fos mismas cifras 6 gunrisnws de que nn!I h1un,,w 
servido en la Aritmético; pero no siendo po~iblt vrtler• 
nos del mismo medio pura representu los nflm1.tr'ot de,. 
conocidos, fue· necesario pura csm elegir 1tlgunc:r1 cmtit 
S'lgnos convencionales que bnn variado con el ticn1po. 
Al cnbo se ha venido á establecer por general y uní .. , 
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n11nc consent1m1cnto, no solo que pnrn este efecto se 
empleen letras del abecedario, sino tnmhicn que por lo 
comun se prefieran las últimas ú todus las demm1. J>or 
esta rnzon hcm<lS hecho en la Aritmética uso de unn ,1; 

para. representar el cunrto término de cunk1uiern pro .. 
porc1on en todos los cnsos en que solo conocínmos los 
otros tres. 

Con el objeto de mnnifestnr hasta qué punto se sim
plificó y facilitó con el auxilio de los signos hasta nc¡uí 
adoptados la solncion de los problemas, trntcmos de re .. 
solver de nuevo el qüc nos hemos prClpuesto en el púr .. 
rnfo nn tcrior, ú snber : 

Dlstrilmlr f/J mínuro ~ o m dos jMrtu t'ttlu, gtu 
la una llev11 6 d11 11xcm:, á Ja oh'a. 

Prnponiénclonos, como nntcs, hnllnr primernmcnte el 
valor de In pnrtc menor, la rcpresenmrcmos por .t, y á 
con~ecucncin lr1. pnrtc mnyor vcnddt {1 estar bien repre .. 
sentndn por ln combimtcion x+ 6 ; Ju suma de lus dos 
P,artes lo estará por x+x+ 6; y fo segunda consecuen .. 
c1t1 q11c inmcdintnmcntc dcdt1jimos de In propnestn de 
la cncstion, resultitl'á cxp1·c&nda con much,t scm::illuz y 
clari<fod en estos términos, 

;¡,•-i-,,i, .. i,.6::::::2.0; 

y <:omo la suma de dos cn:ntidndes iguales equivnlga nl 
doble de una de cllns, poniendo i .i· en lugnr de x~hx 
ó dol doble de :i:, se trasformará aquclln ecunciou cr; 
estotra nun mus seudlln: 

2. x+6: :liO J 

y com~ csrn última expresion nos esté indicando que es 
m:iccs:mo sumar 6 Clm ~ x pnrn <J ue resulten !l. o se fo~ 
fi 1., 'l ' exe ac:;1 mento de ella c1ue 

~l':::::::Lo-6; 
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6lo que es lo mismo; !1 x= I 4; 
y dé consiguiente una x, qne es la mitad do :,, x, !lerú 
igt\al á la' mitad de I 4, lo cunl se expresa de em: modu; 

x- t,1.-7 -~··:x'- • 

Es, pues, fo parte menor 7, y In mayor 13, como un• 
tes hemos hollado. 

Si ahora comparamos con el rnzonamiento c¡ue a<.:n .. 
bainos de hacer I el que primeramente hidnttis en idk>• 
ma vulgar, no hallrtrémos á primera vbta otrn diforen• 
cia sino la de. haber traducido lt este otrn idi(1nu1 tmht1 
aquell~s proposi~iones; pero en llegando ú t:r,tí:ju .los 
resultados de ambos razonamientos, echuemoli llc. ver 1i11 

la menor dificultad que cmmdo en el pl'imero der.1.:uhd ... 
mos que la 11a1'# mmor ura i¡;u.1/ ti l,i mitai:l d, ltt dJ .. 
f~1·uncia d~ /()s dru m,mu1·0.r dados., et1ta ex;.pr~ion mn 
drib1i. i. ~nteacle,~ qu,i G;J_1l!)tacio11.es debinmos · ejacutu con 
los .númetos conocidos I cualesquiera quo fmm:u, pimt 
que resultase el desconoddo que uos prnpn11i.11mi~ lut .. 
lfor; y asi habfomos descubierto una regla gcmtral piua 
resolver, sin; necesidud de. repetir el 1·Honan1í:au11 tt11,fo11 
l~s. ca$P~ .ptmiculares com pre~1endidos en 11 euestic,n gu~ 
ner~l. I ero cuando por medio de lt>s siguos ,¡ue hnu, 
aqtu l:emos adoptad.o I hemos hallado (JllC .r ..... 7 1 t:'.tit 

expres1011 no nos da idea ulgunu dd cómo u: dcdudfii 
inmedi~tamente ,de los dos n(m1cros dados el <t 11c n,t)S 

. pr.oponrnm~s c'onocer; y de consigtden.te el 1111lxir ,1,1, trn 
e~ caso pnrpcul.tr en que sean 6 y ~o kis 11(m1c:rc.i11 c:tmu• 
ciclos, son 7 ~ l 3 los otrns dos l} mi lm~i.:.íh:,imo,, ti~ trn~ 
da p~iede sei:v1rrios pnrn resol ver lo~ innurnu11hlc~ <:1m,ii: 
seme¡nntes qua ,con solo vnrinr lQs dos 11(11:mmi, cormti .. 
dos puede11 ocurrir. 

füta veninjn ,¡ue el primer rn:i:onnmitnto IJcva id 
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segundo, ó por mejól' decir, l.i cp,c tlll nwdl) de em111~ 
cinr el mismo rmrnnnmienw tiene st>brc el otrn, prnvicno 
de <1ue no habiendo dctcrmim1do en el primero los va• 
lu:cs 1;artkul:11·c~ de los u~1meros conocidos, á lo que 
vHrne n ser lo nmmo, lrnb1entlo prescindido de ;1(1ULdlos 
valores, y lrnhiéndolos designado con dcnondn;dom!S 
genernles, cualt!s son el núm,·ra qut i11tunttrmoJ dütri .. 
b11fr J (J/ 11:twso dado, no pudicrnn menos de pus;H de 
t~nn prnposicion ú otrn sin nltcrncion nlg1111t1, y :tp:irc,er 
s111 ella en el resultado ú cm1scc1ie1wia tin:11; en )u¡rar 
de ~ue habiendo determinado en el segundo lns vnl1;;.es 
p:irt1cul.u-es de los números <,fados, y hnbiéi,dolos re pre .. 
sentado con lus cifras mmdes de In A1·it111'é1kn, homos 
podido cjecurnr, y en efecto hemos ejucmado con ellos 
todas l_as ~perciciones que en el progreso del discul'so se 
han ohe1.:1du: esrns upcrncimrns han hecho dcs:1p:1rccer 
los nümcros primitivos, y de ahí es que cuando se nos 
present~ solo el resultndo fürnl .1~= 7, ne> nos es pl>siblo 
des~ubrn en él vestig!o ~lguno que nos indique entro 
lns umumernbles ci:>mb11rnc1011es de operadC>nes adtn11§d .. 
c:1s,,1uc cjccutad.1~co11,los dos números 6 y 2.o ¡me .. 
den dnr por _remltudo f111al el 11(111rnrn 7, cuúl prcLi~a
mente hayu sido ln 'llle en el cnso presento nos hu i.;011 .. 

<lucido ii c~ttl rcsulrndo. 
~ Luego LJtle so trnt6 de prec11ver em, inconvo• 

11ic1:te, se vió que el mcjc,r medio de conscg11irlu era 
dcs1gm1r los uC1merns conocidos con dcl'tos cur:11.·tcrcs 
tJlle no teniendo por sí valor alguno particular, pudiusen 
rcprescnrnrlos con tanta indetcrminucfon como h1s ex, .. 
p1csim1cs geucrnlcs de ~1ue hemos hecho uso en nucs~ 
ti'<) primer ruzonamicnto ¡ parn quo no pudiéndo;c do 
cHe modo efocrnar con ellos t>puracion nlguua udtrm, .. 

'J:'OMU U, D 
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. ie· los hiciese desnrjo.recer, pasasen sm n tern,mn t1ca qi: · , , 1 

nl una desde 1n primera propom:wn huna el nm1 tudc> 
ó ~onsecuencia final. Entre ínnumernb~es cam~1e.,t~11 tjllC 

pudieron haberse inrnginndo pun e~ intento, ningunos 
parecieron mas udecundos qi'.e las m1snrns lenas .~Id Hbe, 
cedario,, las cm1les han vcm1do de este mm~o ,l ~c1 los 
' b los destinados {i representur tanto los 111m1c:1111 \:O" s1m o . . . . l 

nocidos como los incógnitos, sin omt d1forc111:1;~ 1pu: ;t 

de emplearse por lo comun, segun yu ht:mos il1d1u I ha 
últimas para estos, y todas hu restantes pum ,H¡udlu·~. 
De unas y de otras tiene el cnlcuhtdor fncultnd ~!e ele• 
gir las que guste para representar todu,s los mummnr 
conocidos é incógnitos de qne hng~L mem:.1011 lu ¡m,puell" 
ta del problema, con tal que al tiempo do ha_t.:t1: h~ 
eleccion designe In letra qllo ha detormm.i<lo nmmrn' ti 

cada númerQ. Vol.vAmos .6,1•@ijolver con liMltC nuevo nu"' 
~illo el mismo p1·oblemn. 
. Dlstribut'r tm. 11ínnr1·0 co11oddo m dos }ttt·tu htln 

que la tmii 1/1:'V(t d ltt o/J'¿t 1111 c.i·cc.ro d,blo. 
Una vez que cst'á á mH.imo arbitrio elt~gir do hu 

primeras• letras ,del abececlurio Las que <1ucr1m01 p:mt 
representnr los números conocidos, y de hts últimu ¡i:i~ 

l ' ' ' l ' l ' rn os rncog1utos, e es1gnaremos pm· ,t e m11m:10 quo 
intentemos repartir; por b d 0xci.:so ll.1do; y tfi:,,ii;n.m .. 
do como antes por :t· ht parte menor desco11ncid,1, l,1 p,¡r .. 
te mayor poddi representarse por la c::omhim1dm1 .i wi,, ./,, 

sin neceskfod de emplm· pt1rn ello ntru m1cv:i lcu,1. 
Asi la suma de las dos pam!s <:mmí hicn tcp1·c11ui ... 

tada por ht combinacicw ;t••t-,.,t·•t··/n y lu i.c8tUltb rntl* 
secuencia que dedujimos ( §. l) do In propmMi..1 dt: lit 
cucstiou, estarit bien. expresada do este modo: 

x+x+b:::::a¡ 
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ó de estotro equivttlen1c: 2 :i:+b::::.,i. 
Y viendo en esta (iltimn cxprcsion que h1 cantidad a se 
compone de las dos partes b y 2 x, es fodl inferir que 

ix=a-b; 
y de consiguiente la mitnd de 2 .t·, es decir, una x será 
igual ú la mitad de la cnntich1d represemadn por h1 com-
binacion a-b; lo CtHll se expresará du este modo: 

:t: == ~!,,=!:. ,-
~ 

6 lo que es equivalente: 
l' ::::.: <;. ,_ -{~~. 

Si ahorn trnducimos .il lcugrnige vulgm· cnnlq11icrn 
do estas dos (iltirnns cxprcsitincs , y scfütlad,1111cn1c la 
penúltima, sustituyendo cu luga1· do lns lemts y signos 
que entrnn en ellas las denorninndones de las cantkhldes 
y operaci<rnes rnprCS!.llltndns pox nquel los símbC>los, l'e .. 
sultaní por c<rnGecucncin final la misma regla gcnornl 
que por el primer xa:.mn¡1miento h111lamos; ~í s:1bcr : la 
pa,·tv mmot· e.r igual d /ti mlta,íl dr1 ta ,Ufr11·vntz'a dr1 los 
dos nfmuros dados; lo cunl eslo mismo ,1ue decir:para 
hallctr la pttr# mmor u /i,;i d() rnf at• del núnw·o qt1(f 
tJos pro¡1nf{f{tm1os fepartir el ,·:t·cNO cfodo, y St' ha de fo .. 

m,tr la mltacl del 1·11sid110. 
Ln últinrn exprcsic>n que hemos ludiado ~•:::: 7 -4,, 

trnducid,i del mismo modo, quiere deci1•, qur: pttNi ,ü
tvt"tninar /11, múmtt pttrtr mi:1101· hemos de tonwr la m(,.. 
tad , ,rst del m'tnm·o qtu 1lOJ' propo,y¡amos 1·11pm·lir, co~ 
mo dul t:.tceso dado; y dl!~ptus hlfmos dt• 1•usteir dt• ÜI mi~ 
tttd de aqMI Ja du ntu, Aqui vemos invertido el ord,m 
de hts opcrnciones I pero ten.iendo presente la rogln es• 
tablecidu en lo Aritmética pnrn rem1r un c1uehrado dt! 
mrn I no se podr[1 dudar de c¡uc pot esta inver~ion 110 
ddrn vutiar el rosulrndo. 
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Dijimos ( §, 1) que en ·habiendo determinndo el 
·valor. de la parte menor 1 le agregaríamos el exceso da
do, y rcsultaria la mayor; y de consiguiente si la parte 
menor está representad a por ~ - t , la mayor deberá 
representarse por : - : + b. En esta expresion se nos 
dice que de : · hemos de quitar primeramente la mitad 
de 6; y agregar despues una b entera, que equivale á 
dos mitades de b; y como quitar una y añadir dos se 
reduce en suma á añadir una, la expresion ! - .l!,,+b 
qnedará reducida á ~ + t ,. la cual, segun la regla pa-

ra sumar queh,rados , equivale á ª"!'°h. Cualquiera d? 

estas dos últimas eKpresiones nos suministra una regla 
general pura deducir inmediatámente de los dos níune~ 
ros d:1dos el valor de la parte mayor , sin necesidad de 
ten.er anter~or,tner1te .co.nodi:do::eLd:e · la ,menor. En ·efecto, 
la penúltima expresion traducida nos viene· á decir qt{c 

para df!#rmt'nar el valor de la parte mayor debemos 
smnar la mitad del e:i:ceso dado con la del número ,que 
nos propongamos repartir; y la última nos dice que ob, 
tendremos, el mismo tesultado s,tim'aiido el cxce,ro dado· 
con el número que nos propong(,1mos repartir ,y tomando 
dt esta ;wma 'la mitad; 

Despues de esto para completar la solucion de 
cualquiera de los casos particulares que pueden com
prehef\derse bajo la' misma cuestion general, solo falta 
la materialidad de efectuar con los nfameros particulares 
que se nos den, las operaciones que estan mera¡nente in
dicadas en las· expresiones finales que hemos hallado. 

Hemos, pues,\conseguido completamente el objeto 
qué nos habíamos propuesto de hallar un lenguage mu• 

cho 111.is sencillo que el vulgar; y con cuyo auxilio no 
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l 1·, • • ·:l y· seguri a so o puu1t!semos seg,m con m:ay¡1r r.:l!pl'- ez . .· 
el razonamiento néf:esario para reioiver cualquier pro
blema, sino que tambi:!o tp1e la consecuen
cia final resultar.e expre$adi rnn la gencrnlídad de_ que 
fuese susceptible, y se lin:iit.1$1;; ,.i indic,.irnos la se~ie de 
operaciones que debfamo!i con las cantidades 
conocidas parn determin.1r l.is ircúgnh~s. • 

Este lenguage .itm1'6lr',o en :¡:u asi las canttdad_es 
conocid,ts como las z'nd1f_nit,-u entr,in en cttalqttier 
problern,1 est~w reprut n;,d.u p.;r rar,:utt:re s ., á los cua
lu no estd asignaJo nin,gun 't,tlor p,irticular ~ J' en que 
!.u operaciones que dt•l'fn f'jt.utaru con ellas., esta~ 1ne
ramcnte indfrad.-zs por signf;S tl{)11'Z'&nl(ianalcs qu.e a cst'e 

efecto se han eitgiJo • u io que hablando con toda pro-
pi.!dad, se llama Algrb-ra. · 

4 En el probl-:ma que hemos resuelto en los pár
rafos anteriores, nos hemos propuesto siempre detern1i
nar primera.mente el vaJor de la parte menor,, porque 
conocíamos que por medie ••1te e:ra· muy facil infe
rir el de la mayor. Para que s,e vea que del mismo mo
do pudimos d..:terniiu.u p::me;amen::e el valor de la 
parte mayor, y de este deducir despu es el de la menor, 
representemos por z. la p.ute mayc:.r; y suponiendo que, 
como antes, a represente el oome:ro que intentamos re
partir, y b el exceso &do, la parte .menor resultará 
bien representada por la comb:naclon z - b ; porque es 
bien claro que en quitando de la parte mayor el exceso 
dado, el residuo debe ser igual á la menor. La· suma 
de las dos partes vendrá á esitllf ropre-sentada por z--,¡... z _ b, 
ó lo que es lo mismo, por 'J. z-b; y con:io , segun la 
propuesta de la cuestion. ta suma de las dos partes debe 
ser igual al número que intentemos Iepartir, tendremos 
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esta ecuacion: 'l z-b-::::.a. 
Examinándola atentamente se ve que !.l. Jt es un mi11uen~ 
do; b un sustraenqo, y a el residuo¡ y como tndu mi
nuendo es igunl á In suma del sustraendo y rc~iduv, ~cd. 

2.z-:::::.,1+b; 

y tomando la mitad de 2. z, y de la suma tp1e le et 
,1+/t 

igual, resultará !). =-;-·J 

ó lo que es lo mismo, .t=•i!.+{,.; 
e:xpresiones que traducidas ul leogunge vulgar vienen íl 
set· las mismas reglus genernies ,1ue yn arutrn h.1IJ1rnrns 
pnra deducir inmediatamente de los dos números d.nlui 
el valor de la pnrre mayor, Conocida cstu, umi fadl in• 
ferir el de la menor¡ en lo cuul no creemos nei::1;m:ui1J 
detenernos mas, 

Lo expuesto hasta aqul nos da ll'l.11identement1 kfoa 
de la absoluta é ilimitada fncultnd que tie.rm c11nltpiii:1tt 
que se proponga resolver uua cu<mion, de clc~¡ir l.i lclnt 

que se le nnwjc para t'cprc:scntilr cndil ttll:t de !.u tHflw 

tidad~s conocidas é incógnitas de 1.¡uc so lrnga lllt::n .. 
cion en la propuesta I bien qlle en httbitmdc) elagidci ttn 
mo de esta facultad unn letrn cunlc¡uit•rn parn r(:¡m.titln* 
tar una de aquellas cancidad~s, ttJthlr:t iJUt d,•gir 11rn1 

cualquiera letra de las restantes pam r~pr·e~t::lll,!I' um1 
canticlnd distinta, y hnbl'Ú. forzc)i,a mente dl: cnmc-n·nr a 
cada letra desde el principio del rnr.mrnmicnto h.1•,!41 h,1 
conclusion de él la misma repmcmadon <ltló ul titaupo 
de comenzarlo le haya atribuido. 

· Tambien podemos ya lrnbc:1· notado que cmrndo fo 
propuesta del problemn nos dó ú conocer uli4m1:1 rnla• 
cion qne tengan entre sí lns cnutidade! Íll{"ii!(11Ítm, • no 
será necesario represMtar ú cud,t una do CUiu tun un.u 
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letra d1st111ta , s1110 que en lrnbwu<lo representado cual~ 
qniern de elh1s con la letrn que hayt1mos tenido á bie,n 
escoger I podremos designar tod:1s l.1s dcmns inc6gnitus 
por combinadones de lus letrns ,111e anteriormente ha .. 
ynn10s elegido, Asi es que. ctrnndo en el prnblema que 
hemos resuelto nos propcmrnmos determinar primenuneu
tc la parte mC1w1·, y ú consecucnci,1 Ju designiíbnmos 
por :t', no represcntúbamos la pnrte mayor por otra nue
va letrn, sino por la combinndon :1: + b; y 1.:ua11do nos 
proponi:mws lwll¡¡r pri1Mramcntc ln parte mayor, y fa 
rcpresentáb.1mos por z, no designábamos la p:me menor 
con otrn letra distintn, sino con la combinm.:ion z-bi 
porque la propuesta de In cuestlo11 nos daba n conocer 
que lu parte mnyor llevaba 6 la menor el exceso b, 

Es muy importunte tene1· entendido que unn mismn 
rcladon entre vados números con()cidos é inc6gnitos se 
puede euuncinr de muchos y muy diferentes mod<)s ¡ y 
como la soluci.011 de cualquier problema dependa solo 
de nquclla relncion, y 110 del modo de enunciadn, siem ... 
pre que las propuestas de dos 6 mas cuestiones 110 so 
difer1.:u(:ien nrns (JltC en el modo de expresar 1111a misma 
rcladon, ;º pudrú. n plic(ll' ú tod.1s lu solm:ion t¡uc Sl.l ha:. 
yn dado ,1 ct111lt¡u1Crí1 de ellns, 

Si, por ejt:mplo, nos propusiésemos nhorn Julllar 
dos mímn·os, rn;•a ..ruma J rn;·,, elij'urt:mit:i 1utm amot{ .. 
drts, pmldonws füc:ilmci1tc odiar lk: ver que las cauci .. 
dudes conocidas é Íllc<Jguitus que entran en esta cues .. 
tion, tienen entre sí fa mismn relacion que l.111 de la 
cncst'iun (,l Utl (l!ltes hemo~ resuelto, bien que esté enm1 .. 

ciada du un modo muy diforentc ¡ porr¡ue el n(1mem 
que nos prnptrni.inws untes l'epartir era la su1m1 de his 
dos l'lll'tcs d(;!scouo,hl.1s; y el exceso d.ido cm 1n difercm .. 
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cia de ellas. Podemos, P.ues, aplicar á la nueya cues• 
tion la solucion que para la anterior hemos halla do, sin 
Qtra alteracion que ,la de expresar las cantidades conoci. 
das con las voces de que se hace uso en la nueva pro

puesta. Asi <lue diremos: 
, El mcnot' de los dos números inc6gnitos es igual á 
la mitad de la suma menos la mitdd de la diferencia 
que u nos dan conocidas. · 

Yel mayor es igual á la mitad de la suma mas la 

mitad de la diferencia. 
•:. 5 Proporigán:ionos: ya otra cuestion qu_e, aunque 

análoga á la antenor, es uo poco mas complicada: . 
. Distribuir un número dado en tres partes desigua

les, tales que el exceso de la mayor sobre la mediana, J 
el de. esta sohre la menor, sean tambien dos números 

tJ.4dos., 
, Con el objeto de fijar las. id~as atribuiremos pri-

meramente á los tres números conocidos valores particu
lares y determinados, mponiendo que el número que 
vamos á repartir sea dosciento~ y t·reinta; que el exceso 
deJa parte mayor sobre la mediana sea sesmta, _Y el 
de la mediana sobre la menor sea cttarenta. . 

Ahora bien, si proponiéndonos hallar primeramente 
la parte menor la desjgnamos por x, la parte mediana, 

que segun la propuesta debe tener cuartnta m_as ~ne 
la ,menor, estará bien representada por la com b1nac10n 
;;+ 4 o; y la mayor., que ha de tener sesenta n:as q.ue 
fo mediana, estará {;úen representada por ~a comb111ac10n. 
:t· + 40 + 60. Y c~no las tres partes ¡un.tas han _de 

componer todo el número doscientos y treinta qu~ ~n~ 
tentamos repartir: , estará bien expresada esta condicton 1 

en estQs términos : 
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x+x+4o+x+ 40 + 60=230. 

Poniendo 3 xen lugar de x+x+x, y 140 en lugar 
de 4 o-+- 4 o+ ,6 o, aquella expresion ó. ec;uaci_on que• 
dará redq,cida a estotra mucho mas sencilla,: 

3 x+i'40=230;. 
la cual nos está dando á entender que 2 3 o se compone 
de 140 y de la cantidad representada por 3 x. De 

consiguiente si de230 se resta 140, el residuo habrá 
de ser la cantidad representada por 3 .r, lo cual se ex

presará de este modo: 3 x= 2 3 o - 140; 

ó lo que es lo mismo, 3 x= 90. 
Si, pues, 3 x es igual á 9 o , una x, que es la tercera 
parte de 3 .x, será forzosamente igual á la tercera parte 
de 90 ; y de consiguiente .tendrem.os esta~ nuevas ecua .. 

dones: x=7; _. 
x=30. 

Sabiendo ya que la parte menor que buscábamos es .3 o, 
agregándole :40 ~ result~rá que 70 es la parte media
na; y agregando á esta 66, vendremos en conocimien
to de que I 30 es la parte mayor. 

6 Aunque fuesen otros muy distintos los tres nú-
meros ~ados en la propuesta, habriamos de seguir en 
la resolucion del problema el mismo rnmbo que acaba.;. 
mos de trazar en el párrafo anterior.; pero mientras de;. 
signemos las cantidades conocidas con guarismos, que, 
como ya se sabe, representan valores particulares y de
terminados, á la menor variacion que padezca cualquiera 
de los números dados , tendremos qne formar de nuevo 
todo el razonamiento, y ejecutar todas las operaciones, 
por cuyo medio hemos descubierto que én el caso par
ticular propuesto era 3 o la parte ·menor; porque no 
habiendo quedado en este resultado final vesgitio algu-

To:M:o II. e 



J8 TRATADO ILBMBNTAL 

d 1 . fl , qtle ell h forrmtcion Je él ha teui,\u t:.id:i 
110 e lll tlJO ' . · . ; • • 
uno de los números dados' ne> pu~enw11 ver e1., d \;;tllí,.l 

l e Os d,,. ¿; conocer la sene Je opcnh:1um:1, qu<, 
a guna qu n -.. .. . , . . . , . 
se han ejecutndo con los tres n(11nero~ :i,.1 e>, •!·,) Y 60, 

que efectuadas con .otros tres cualcs1p1.1cr,\, m·1•, :i.1p11 t conducir directnmeutc ~l resultado lmul t}llt: '* 1.;11la. 

caso pnrticulur corresponda, . 
A fin, pues, de co1F.egnir trna soiucmn g~1um1l. ub-

solutamcmte independiente de los valtm:s parw.:11\,1rt.'.'1 tlc 
los tres números dados, y que solo nos lrngn ver l,.t \l~d 

rie de operaciones que se lrnn de efectuar ton cllu~, ~t:Jll 

los que fueren, pnrn que remlte el vulc,r de ht im:og .. 
nirn I deshznaremos tJOr tt el número que no¡ pwptm}¡u.-

' ... , ,t f 

mos repnrtir, por b el exceso c1ue 1n p;1m: mcl11a1rn h.tm 
ya de llevar Ct la mcmir, y por e el qnc hi mílyc:i.r 1,.11:btl 
llevt1r á la medin11a. Suponielldo qne nos prop~mg1u111ll 
como antes determim,r primeramente la parte nmw, 1 y 
ciue fo lrnynmos rcprc~e11tndo por :v_► J¡¡ .11a1tc 11a:di,um 
estará bien representada por Lt rnmhwac:iun .t.,. b, )' ht 
mayor por x+b-,~c. Y co1fü> el cm1jmuo t.lt: lat, n.cs 
partes ha de ser igual al nfonero que trim:mm ,h: d1t, .. 
tribuir, resultará bien exprnsuda esta comlidtm tn e~tu11 

términos: 
:t· -1• :t· ~,- b-1" .t· ~, .• b ., .. ,. ::::: ,,,, 

Sustituyendo 3 .i· en vez de ,'l!•ht'••r•,i:, y 2 l1 t:11 lug:u: 
Qe b +b, c1nedará reJuddn nquc!Lt c:<prcJio11 ,1 t.:\hitta 

mns sencilla: 
3 .1: ➔ .. 2 b~i.• e-- tt¡ 

en la cnal se nos dk0 t}ttt: c-1 HÍIIIH:ru tt q11c i1mi11t;j1m:11 

repartir eq11iv11le nl conjunto d,: l.1!! tm, l:,rnti1t1.,h:•, re .. 
presentadas por 3 x·, 'lb y n y dti c:mP1i¡¡11ír:m,: ,¡ ,id 
número a quitnmos hu dos c.1míd,1lll.l~ i l, y¡;, d rt:,i~tuo 
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debcr:í ser 3 x; lo cunl expresaremos de este modo : 

3.i·=a-ib-c; 
de dc>11de dfüluciremos fücilmente que 11na :t·, tcrcern 
parte de 3 :1:, es igunl á la tercera pat'te dd rc~iduo rcw 
prcscnrndo por la combi11acicm a- 2 b-c ¡ cuya igual~ 

.1 l , a-,/1-i: 
naL cxmcsnremos ns1: x =--··· .-.. -· 

¡; 3 ' 

En est.i cxpresion del resultado fürnl de nuestro rnzona• 
miento debemos notar que no lrnbit:udosiJ a~ignado va .... 
lor alguno panicular ú los símbolos tt; b, ,. tp1e represl!llw 
tan hts tl'CS cuntidudes conoddas c1ue entrnn en In cucs• 
tir.m, 110 es po~ible que resulte valor "lguno particular 
y determim1do p.trn el símlwlc> x tJlle al principio he
mos elegido porn representar la menor de lns tres ca11• 
tidades inc6gnirns. Lo único que osn:t expresion fürnl nos 
indica es In s,iric de operncioncs (]lrn parn tktcrminar d 
valor de Ut]lH!lla incógnita dchcrcnws cf'cctunr con las 
tres caritidndes conocidas cu::mdo á cttd~\ una de estns se 
le haya asignado un ·vn:lor pnrti<mfor, 

En cfocro, si trndudmos nl lcngnnge vu1g111· 1n ex~ 
' rt ,,..,, .. ~ :J /, '""""~ (," ~ 

prcmm :1: =" 
3 

,-., sus11tuycndo en lugar di,; las le-

tras las dcnomin:iciones gc11cr,iles do lus c:111tid:1dcs l'C• 
prnsontadi\s pCJr ellas, y enunciando lus qperacioncs in. 
dicndus por los si·gnos, resultnní la siguiente reglo gene .. 
rnl : La menor du ltts t'l'e'J' pm·tes d,wo11ocidas s·c /f(t• 

llm·d restando dul 111íme1·0 que intmtm1os "''J'"rtit·, t'l 
dohh· dd c:i,wso quu ht parte mt·tliann df/br flt .. var a la 
nu·1wr, )' adr111as el Pxcno quf ht tlldJol' dd)(: IIG"1U1r a lit 
mctli,.rna, J lomtrn,lo t,i t1wce•ra pttrtu del 1·u.ri.ltto. 

A tod11s las exprcHiom:s nlgcbr5ic:i~ se1m•jnntcs :í. J¡L 
qtte .tcttb.imos de traducir ó dc~cifrar, l:1s C.:Ut.ll0s, segun 
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h. 10s hecho ver no son otra cosa t]Utl unas rm:rm1 in .. 
en ' l l . dicaciones de 1n serie de operncione11 c1ue se t 1.: Hrn tJ<!" 

tutar con las cnntida8es conocidos pnra lrnll:11 l.ii. i.ici\'.o .. 
'd s y de consiguiente vienen Ít ser \HlilS rc!d,,~ ge• nocl a , · . , , 

nerales escritas en lenguage s1mbolico, se lu, 11.ima pvr 
esta razon j61'mttlas. 

Si despnes de hallndn ln fón1111l,1 qt1er~nw~ l'Clinl \'Cr 
cirnlquiera de los innumer¡il~les c1uos parmul.m::~ i.um .. 
prendidos en lo misma cuest1on general, 1111k, •~1111 l'~ll~ 
tará efectuar por medio de \ns regta11 tfo .l;\ Ant!nt·11~.1 
las operaciones ,1ue la fóxmul,1 nos prcm:nbe. Au en d 
cnso particular qne antes nns hemos propueito. re!>t.uc• 
mos de 2. 3 o el doble de •+o, y adonuu 6 o I e, lci tJHC 
es lo mismo 8 o y 6 o , 6 en m1n palabnt 140 t y to .. 
mando del residuo 9 o la tercern pnrtc; v1t1drerm,u t_n 
tono€in,,ien1tci .. ,c:\ee,queJ~o es,la,piru,, menor qu,.buttit"' 

bamos. 
Si el número que nos 11rnpmiéscnrns rep:mir foeie 

5 20, y el exceso de la parl!.l mcdi:rntt i.olnc la m~7t~l'.ll" 

50, y el de la mnyor sobre la medrnna 12.0, l't:~t.u111$ 

mos de S ~ o el doble de 5 o y ademas l :1.0 ¡ l'J, dc:dr1 
1 o o y 1 2 o , 6 en una palabrn 12. o; y mmnrHtu tlel. xc~ 
siduo 3 o o In tercera p:ute, hallnrinmo~ ,¡mi la n11111tu 
de las tres desconocidns crn I oo, Agre~andn 11h11Ja ri 
esta el exceso 5 o I rernlrarht la nm.liun;,i l S ti i y lHJt 

último, afmdiendo {t estn el otl'O exi::cm1 l :Hi, rcirn.h,ui.1 
la mayo!' 270, Asi qne hu tres partes qt1e líe 11u11. pe• 
dinn del número 5 i o son : 

100, 15c), 2.7cJ; 

!ns cuales sobre tener l1l pnrtk:ular thn.l~irnhl.id t1ne i!O 

requeria, jt1nt11s componen el número 'llltl mu prupimi1~ 
mos repartir. 
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J>arece inútil ndvcrtir que asi como hemos determi
nado primeramente el valor de ln pa1'te menor, pudimos 
habernos prnpucsto dctel'minnr en primer lugílr el va
lc>I' de In mediana 6 el de la mayor, y <.1ue de consi
guiente pudimos hallar f6rnmlns parn deducir inmcdfaM 
rnmente de los tres 11(1meros dndos el valor de cunlcp1ie
rn de los inc6gnitos, sin necesidad de tene1· anteríormi::m~ 
te conocido ninguno de los otros dos. 

Sin embargo de que la última cucstion gencrnl es 
algo mas complicada que la primcrn, no ofrece tod,1via 
grnn dificultnd ol resol verla sin nrns nuxilio c.1uc el len• 
guagc vulgm·, Asila hemos resuelto en l,1 página si• 
guiente, colocando á continuncion de cada una de lns pro• 
posiciones del razonamiento su traduccion en cnractéres 
6 símbolos nlgelmíkos, pnrn que el cotejo que de este 
modo puede f:ícilmcntc lrnccrsc tlc las dos soluciones, 
ponga mas en dnro t¡ué cosa sea el Algcbrn; cuúnt:t 
deba ser su utilidnd, y qué cfrcu11st1:uicins ¡rneden lrnbcx 
contribuido á Sll invendon. x 

l Si ¡,orquc !temor, dudo 11 <,;()noccr d Algclirn rcsolvkncl() con 
fü nuxilio prnhlemns nritméticoH 6 rnl,Hivos 1't mímcrn», 111 llam,Íhc
mos, a,mo ha nolido haccme, AritmétiM 1111h.1c1•u,/, limitnrh1111on 
dcninsindo In idea que ckbcmos fcmnnr110s de ella. lo11 &ímholoN de 
<JIIC el Algebrn se vnl!.l scJn por uu indeterminncion igu11lnu~11te uptos 
pnrn expresar !ns relaciones de las vari11tt y difcre11tc~ ft,rmnN de la 
cxten~ion tJUC "16 rclndoneu de loa mímeroh; }' ubi lcth:nrnH en d Al• 
ucbra un lengungc tun n propóHito llnra ro,olvcr lo~ prohlcmah l\co
rnctriws como los nritméticoa, Y 1111<:Gtci que no puede pcrleni:,;er 4 
Ins Matc:mritic11~ l'.ns:1 algunn c¡uo ll(> &en n{m1cro (1 cxtcmirn1 1 ¡j lJUO 
110 pueda representarhc por la uxlelli,inn y de c:m1si¡,¡uicutc. pt11 lo~ 

niímcros, el Algchrn viénc á uer el idiourn univcrul de to,fa~ la~ 1\fa. 
temáticas puma y mixtua, 
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7 Los signos que hemos dado ú conocer (§, 2.) 

como de~tinudos á indicar las opernci(.lnes nrirnictic~:s y 
representar sus resultados, no son los (rnii.:os de que so 
hace uso en el Algebrn. Mns ndelnnte veremos <JUe nue
vas considerncioncs han hecho introducir nlgunos ortos; 
y ya se puede haber notado que hemos indicado ln mul, 
tiplicncion de la c:1nddad .i· por dos y por tn:s, y !;1 de 
ln cantidad b por tlus con solo colocar los guarismos <]tle 

representan ú los multiplicadores, á la i:r.11tiierda de las 
fo1ras :t· y b sin intcrposiciün de signo .ilguuo. Lo mis
mo hnrcmüs en todos los casos scmejant~is que oc1.urnn 
en lo suct:sivo; por manern que los gunrismos i.:olucud1;s 
inmediatamente ú lu izquierda dr.l lus letras, indicnr.ín 
que lus cantidades representadas por estas est1rn nrnltipli
cadas por los números que aquellos representan. A~i que 
5 a, 7 x, 9 z. &c., equivaldrán á S veces la cantidíld ti, 

7 veces hi cantidnd :1:, 9 veces la cautida~l z &c. ; y 
del" mismo modo ¼ ~ ó ~r representarfo lus trus CIUl1'le,s 

partes de In cnntidud designada pM x, lns ctrnles equi .. 
valen, como ya se sabe, á u11n sola cuarta pnrte de la 
cantidad dc5ignada p~1r 3 .i·; las uxpn:~irnws :: z,, .;f rc
prescntadtn lns siete novefüis panes d0 In cttntid,1ll du
sig1rnd,t por z., 6 lo que es lo mi~mo, u1u1 1woc1ut parte 
de ln cnntidud de~ignudn por 7 z, y asi de lns denrns. 

En general indkaremos ln m ull'iplkncicm de unas 
cantidades por otrns, y reprcscnrnrcrnos )()s prudt1l t:1;s 

1.io ellas con sc,lo poner los factores i1rn1edlatam1:11LC! {1 
contiuunciM unos de otros sin intcrposici()n du fiigtit> ¡1l~ 

guno, {1 uo ser que sen ubsolurnmente nu,csario p;11a cvi~ 
tnr confusion. l>l.l modo tJtlO lns expresiones ti,1: 1 h t, 
m z &-:,. serán et1uivalcntcs á cstotrn~ ,tx:i:, ln-·r I UP: z 
&c.; l)Cl'O esta supn .. •Jion del hig110 dí! la nmltiplkadon 
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no deberá tener lugnr en el cuse>. en tprc lw1 f,~i.:torc, .llean 
números representados por .gua.mmos ► pu:c¡¡ 11 pur ~Jtm1 .. 
plo en lt1gnr de ln combinac1011 3 x S. º. 3 • 5 qiai fQ• 

presenta al quince, escribiésemos, suprnmi:11,io d, ~ 'J.:l~o, 
3 S , esta combinncio11 no podri,\ y,1 repn:~e,mu ,11, ,¡um 
ce ·5¡11 quebrnntn1· la ley fundamental <le m1cmo mtema 

de numerncion. 
De las uc11acio11e,r, 

8 Si examim1mos con nlguna ntcnci,rn lo tpic he .. 
mos practicado ( §§. 3 y 6 ~ .pmi resol ver cm~ el ,rn ltí ~ 
lio de este lenguage s1mbohco las dos cucmw1c1, \JUC 
hasta ahora nos hemos propuesto, ecbnremo11 de vor t)UO 

· · en primer lugnr con los carncte1·es y signos u1gehnh~U1 
hemos representado fas cnntkfadcs conodd;u é im:ór,ui" 
tas y los resultndos do h1s open1do11es ir1dicíldtU1 por h11 

1·el:1don;!)S q1.1e entre aqi1@\la.J ~n11tid.1d1s tstablteia li 
propt1,esta , 6 como suele decirse , por hu comlii, fon(lrt 
del problema; todo con el objeto de venir ,í fo1 m.1r umt 
ecuncion que expresa ,¡ implú:it;1mc11tc &e hullaha entro 
las condiciones de la misma propucsrn • y cm 111 t:mtl en .. 
traban la canddad incógnita y todas lM c:onocid111. A11i he• 
mos esrnblecido (§. 3) gue 'J.X~t,,,b=tt¡ y(§. 6),¡uc 
3x+ 2 b+c-:::::.a. 

En segundo lugnr hemos dcduddo de CNfíl cn.itu:it,n 
primitiva y fundamental una serie de t<m~ct:tHmt:Í111, 6 
núevas ecuaciones, las cuales nc)11 h.111 hedw dtn,rnbrir 
qne lu incógnita era igual nl conjunto dt:1 lH t:irntitfotfo1 
conocidas I enlazndns, por dedrlo :mi , cntr~ ~, por mo .. 
dio de operaciones que en la Arinm:zita 111:um" )'il ttpit.m• 
dido ,Í efocnrn1· con ellas. Asi hemos dt:Bicubicnt, ( §. 3) 

.a-u (§ 6) 11-2/,-,,,, quex::::::::-,y . qucx:::::-,w .. ,w._,.,._,, 
~ ~ 
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Do estas dos pnrtes que ncnbamos de hacer notar 

en la solucion de los problemas propuestos, y que se 
podrán igualmente observar en la de todos los demas á 
qt1e pueda uplicarse el Algebrn, In pdmc:.mt, que tiene 
por objeto traducir al lengtiage simb61ico lus condicio
nes de la cnestion, 6 como suele decirse, ponur ul p1'o~ 
bfrma en rciwcion, no pu.ede snjetarse á. reglas lijas é 
invariables , (pte obsorvadas con ex,1ctitud nos com.lu2~ 
can seguramente al intento. Lo único ,.¡uc sobre este 
p:1rticnlar podemos decir es tJUC por punto gcncrnl ,.fo
bemos hacernos completame11te cargo de todas las COll"" 

dicioncs c1ue explícita ó implícita111e11te contenga In pro• 
puesta ~ desenvolver las relaciones que las cantid¡¡Jes 
desconocidas tengnn entre sí y con. lai. oonodd1ts ¡ y fa ... 
miliariznrnos m.nchísimo con el lengm1ge algebráico pnrn. 
poder expresar en este lcngungc :,qudlas l'dctcioncs y 
condiciones, entre las cuales se hn de lrnllnr forzos:truente 
la ecuacion que nos. proponemos fommr. 

En hubiendo formado .la ee.u,acion,fundanientnl hay 
métodos generales y seguros para deducir He elln la 
consccuc1H.:ia finnl ó fónnulct que nos i11diL¡t1c la serie 
de opernciones que debemos ejecutar con las c~111tidad1:s 
conocidns pnrn dcterminnr el vttlor do la inc6gnitu; it lo 
cual se reduce la segun<la parte de ht Rolucfo:n, Pero 
m1tes de expHcnr estos mótodo9 creemos conveniente dar 
6. conocer algunas denomlnnciones de c¡ne se hace frc ... 
cuente uso en emi trntad<>. 

Et conjunto de todo las cnntidndes que en una. 
ecuncion ctrnl,1r1icrn estnn colocudas {1 un mismo Indo 
del signo::::::, se llamn mfrmlwo clt• hr (!CUttdon. Asi q uc 
toda ecm1do11 cst6 formada di} do~ 1td(!mbros: el c¡ue 
cmí ú la izqt1ierJa .del signo de igttaldad so llama el 
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x No lineemos por nl1órn 11~0 <lo la, ú11nt11ni11~, 1ir tni1;,,¡ 
y 1ug,1tt'rm I porque loa 11ig1111~ ""F'' )1 -· ~11 ~11 r11Í1¡,;¡,q¡ Ílirl 

110 inclicnron otro. cosll ,1110 lm1 don oprra,11<11rm ,1.ií.i,111 )' 1m1~., .. ~.M; 

y de co11siguiento los t6rminng 4 lm c1rnh·•• '.r,1rn 1111rr11!'•Jr lii t'• r, foi;m 
ron considerodos sino crt1m1 mtt1,m1/"1 y rn1tr,m,,l,11. M,~ 11i!t-tui!t 

veremos cbmo viúioron luR mim,o, líi¡(lll'I~ IÍ (ltlm umt fW'Oil rirri!• 

aentácion coitservnndo ddm¡1rc 111 primi1iv.¡, 

D:R Al.Glll\RA. ',:J-7 
Ha man del Jlt•t'mer grttdo, en las ctHi!es ning1.rna inc6g
nitn está multiplicadn por otra incógnita ni por sí mis .. 
mn; y de las ecuaciones dél primer grado las mas sell
cill,1s son las que solo contienen una incógnita: por cu7 
ya razon vamos en primer lugar á tratar de cst.is. 

De he 1·,·solticlon. d1t ltts ectutcionu cld primu~ ifl'euit1 
q111t timflll md sokt, incógnita, '. · 

9 Resol ver unn ecuncion es, segun hemos dicho, 
deducir de ella otm q11c cu uno dt.: sus miembros ,no 
tenga ninguna cantidad mns que la iucóg11ita, y que un 
el otro no tenga mas cnntidndcs c¡t1e l.ts l=OnociJas, icom .. 
binadas emre sí por metiio de operaciones qne y:1 sepa
mos efec:ti1ar. De es.to se sigue que. para re4~1cir lt esto 
estado cualquicrn. ecirnc.ion pJopuastn, es necesario se~ 
parar do la incógnita todns. las cantidadt.ls cpnpcidas, coq 
las CLtnlos se nos prcmmte c1¡>mb¡nada en el p1·in,orn 6 cil 
el segu1~do miembro 6 en1e11trt\~1bos, Ahora pien, de mis 
modos puede In inc6gnita, Jegun lo que h~fltn ,nqu i hemo, 
visto, prcsentársCllOS mezclada con cnntidádes .c'onocklas, 

1 .'' Por ndicion y sumaccion, c01nt1 en las t.:cuaciuncs·: 
~· ~¡.. ( .- 9 .... ·~· . tV J ~ 1-, 11r t,

1 

:i·+d-:::::.b-x, · 
. ~. º Por adicion, sustrncdon y tnultiplicacio¡1, c~mo 
en estns: 

7 X t- S,::;:;: l !l. ~t~ 1t, i• • 
. . ,útx-l1=:t·+ dx:,. , ... 

. g .') Por ndicion 1 n\straccioo, muldplicncion )r rlivi ... 
s1on , como en estotras.~ , 

j,l,'+8"' 7-tr,11-1 9• , f"" ~ -~ .~""' '1i'\,(' ,..,,,,i,,; , 

eo: .. d f':tt r -¡,-½~ C,1' ...... :::: . · ·+- rt, 
1 . • 8 ' ' 
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, I o ! Pará conseguir> como nos prnpo~emo, ' c1uc la 
iirtc'6gniti1 quede enteramente ,le.rpujada o de1cm_b~rnz,1.. 
da de las adiciones y sustracciones por cuyo .nu:!dio pue• 
de ballar$e combinada con cantidades com1_cid:u1' !tt: de• 

b . . er lug·ir reunir en un solc> nm:mbru de la en en prun • 1 l . , . . 
. t dos los términos en nuc se h.tl e ti lflt:n1im" 

ecmlClOll o 'J. • ' ' 
· · · • 1 • . tiem•)o reunir en el otro n11cmhnl todrn: 
ta y ~1 mismo x . . ·I . 
los' términos que solo contengnn c1mtHl,1< ~J u>uot. sd.1~; 

. ' l . 1 'es necesario •Saber trttJ'JJ(ltlt'r o trm,l.HhH du pain o<:.ua , J: .• • . 1 •. 

un li\iembro á otro uh térmmo cualt1uui,rn ;1~1 <1uu lu.:1,:: 

de sóbsistir .\a igualdad de los dos nuevo, muunbru11. 
· En la ec'uncion, por ejemplo, 7 x- 5 l 11. "'': '4- ,1: 

es necesario antes de tod@ trasponer ,\el segundo mrnm~ 
bro al primero el término 4 ;1:, y del prim7ro 111 111-ei1un" 

00 el término conocido S,, P,un esto eonv1cnti obturvar 
ijWe 'éóHi<Jstif&iil\:fafttt\ ,tpl§\tftltittt'tl¼:t1tl ttérml1:\tf ,~fü1lvo 4 ~ 

··g_be·sé• füilla e¿· ~l segtindó' mlemhro, s7 le tpiitu ;t ei!c 
la cantidad representadn poi' n<¡ucl 1é1'rn11w; y de ~Ullill"' 

guientc pnra que de~pnes de he~~lit e~rn rn~tr,m:t:_mn u.t 
conserve la ig,ualdn& de los dos tl"ll:mpm11, titll rnd.uptm .. 
sabhtqt1ffi\r'fa inis'1iüict11\ti~adW1"'J:,t1m~r~,. Bito, ia no ie 
efectCrn, se indica por lo menos cm:r1l.11cndo-.. 4 ;r, ,tirl 

1 
I I 

lo cual el primer miembro verh 1-;1 :t 5':.r 7 .r S 4J:¡ 
·y la ecundon propuesta se hnl,r;í trnsJonrrndo cm i;;,tatrm 

. 7x-s-4:i·::=u. 
Si ahora borrnmos 'eh el ·prlrncr· miembro ol ttlrmi1m S 
y el signo que, le m::ornp~ñn, rnprimimo, (1 dc:j:inu~~ de 
hacer Hna'sl1straccio11 do S unid11de,, }' de C'tm1ngtmmro 
el rernlt:ido que representa la n11en1 combírmd,m 7 z
-4 x debe contener 5 unidadei rm1~ que el rt:¡11 t,,tnt,1do 
por la nnterior c~mbiMcion 7 ,,:- S - 4 x t tt¡ uiv~l~ntc 
(1 7.1:-4x-5. Suprimir pues del prhiltr: triicmlno el 
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término sustrnctivo S equivale á ngregar ti aquel miem ... 
bro ci'nco unidades; por cuya razon pum que des pues 
de hecha aquella supresion subsista ln igualdad de nmbos 
miembros, es necesario agregar nl segundo otrns tm1 .. 

tas unidades, 6 lo que equivale á lo mismo, escribir 
en él +S. Asi tendremos esta nueva ecuacion: 

7.i·-4x= 1 r¿ + 5• 
Efectuando ,ihora la sustrnccion que aparece indi ... 

cnda en el primel' miembro, y la adicion que cst{1 indi
cada en el segundo, se reducirá l.1 última ccunciou á 
esta mucho mas sencilla : 

3..i·= r7. 
Estos razonamientos, que se pueden fácil.mente npli .. 

car á cunlesquiern otros ejemplos, nos hacc11 ve1· quo 
borrando 6 suprimiendo de un miembro de imn ecua ... 
cion un término aditivo, y que de consiguiente contri
buía al aumento del rcst1lrndo de nc1uclln combinncion 
de. términos, es 11e0esnrio para que des pues de hecha 
aquella supresion subsista In igualdad, quitar lll n,ismn 
cantidad del ot:ro miembro, 6 lo que cquivnle {¡ Jo mis~ 
mo, csi.:ribir en este <>tl'O miembro con el sig11o-cl tór• 
mino suprimido que antes teuia el signo ·+ '1 estaba 
sil~ signo alguno;. y por el contr:1rio, siempre que 6,.1• 
pr1mnm~s d~ un m1em~ro,un tcfr?1'".º s~1stractivo, y que 
de cons1gmente contnburn (t dmnmmr el rcsultndc> de 
In co?1bi1rncio11 ~n ,1uc se lrnll:1bn, tendremos que ngre .. 
gnr 1g1.1al co?t!~·nd ~11 otro m1em~ro, ó lo que es equi. 
valen te~ escr1b1r; e~t este otro .nuem~ro con el sig1w ..¡~ 

el térm1110 suprim1do, pura que us1 se xcstribleicn ln 
igualdad qi1e la supresion hnbin nlte1•ado, Podremos 
pues esrnblecel' In siguiente 

Regla genornl: J>ara tra,ponur dr 1m miumbro i/11 
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, tt 1,011 al ot1'0 wi término tuttl,Jui,rtt, sr fr clrbr mut ecu e , 
b 6 •nrln·•,;1• det mi'm1bt·o im qut ¡ittmrr,1_m1mft u , orrar, . s11, • •· . • 
halfr' y escribfrlo un d ot-ro miembro rnu J~.~rw Hmh'1.m11 

al que ant-e.r tcnitt. 
• 

11 
Por medio de esta regla podrcmu11 ttn. (u:rnlni 

casos octtmin seniej:U1tes á los prnpncmi~ rct111_1r, t:umo 

Cesar '1<) en 1111 solo micmum de l.1 lh'.lhl'"Hlll tthk,, es ne · , , . 
los términos que contengan 111 incúgn1t,1, y en d º.' ru 

t los los qt11i no la contengan, Cuandt-, lrny,un,11 dct~• 
OC ' i . i 1 
tnaclo esta trnsposicion, podremos c.011111, erar ." 1°~ ;i_ a 
combinacion ele términos en que se hulll$ l.1 m1.~1r,nm1, 
como un producto que se puede ~esco_m11.~mc.r en llot 
factores, uno. de los cuales sen lu misma mcognmt, y ti 
otro unn ó mas cantkfadcs conocid.rn. 

El modo de hucer esta descompmiicitin 111 ocurre in• 
n1~di1lta1n1et:i,te,:~I. ~Qclaa la, ie~~i11l1n• ,,u,mÍf'IHRI 1 ~ y ie• 
ñaludamente cm las que no contienen fr,1ec:im1e~ i p,,n1ue 
era esl'a especie do ecuncion.cs tml11s lo~ r1;rminn, ,:n tftlt 

se Jrnlla fo incógnita su n;d11t:u11 Ji11.dm1t1lll! i mm ~ola. 
Si, por ejemplo, <lcsptws de cjc1.:tttadu l.t u;up1,.:n1itiou 
de términos t1:.wiésemos estn.ecutdon: 

l O :t' --1~ 7 X- 2.,t': :¿ 5 .. ¡,. 7 "- r.l 1 

efoctunndo las ndick>ncs y rnstraccionc'I tJUC tfürn in,. 
dicadas en los dos mfombrns, se tr:i~forminiz, en t:'>totu 
mucho mus sencill.1: 

xp:=30. 
Ahora bien, r S x es un prnducto cuyo11i f,tf:tcu~, im1,: 
y 1 S ; y como la ccuncion 1ws ehtÚ i11,lit11mio tJUill! 1tputl 
prnducto equiv11le {t 3 C), es fadl ver i1u1 nut lrnllum.01 
en el cnso de tener conocido un producto y mtit ,hi ,u, 

x ,Aqi se llnmnn te1da1 1111 ,t.::uldtinci,, tn 1,, 1;u11h11 fl~ m.~ 
letra c1u11 la que re¡mm:tnta li c1111tiJ.td in,(iiznít.t. 
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factores, y buscar el otro factor. D iv id iremos ¡rn es el 
prod neto conocido 3 o por el factor conocido 1 5 ; y el 
cuociente sed1 el factor incógnito. Asi que, 

x==~i,~~. 
Lo mismo puede ejecutarse en todas lns ccuncioncs /i. 
t,:ra1'·s x semejantes {1 esta: 

aa::bc, 
porque inmediatamente se ve que a:i· representn un 
producto cuyos factores son .i· y a; y cquivuliendo a.i· 
á In cantidad conocida be, se dcterminndt el factor in
cógnito dividiendo el valor del prnducto por el factor 
conocido. Será pues 

Si despues de hecha la trasposicion de términos tuviese 
la ecuacion esta forma : 

t1:t·--1~b.1:: cd-,f, 
notaríamos que In combinncion de términos del pdmer 
miembro l'epresenm la sumn de dos productos que tie .. 
nen el focto1· conrnn :1:; y como l,r, mma df/ dos 6 m,r.r 
1wod11ctos qm timm 1m ¡;retor coimm es (scual ,i 1m solo 
producto > c1~;·os factorn son d mismo fact 01· co1111m, y iti 
sum,1,, do tos dmu:u fa,toru qtu 110 .ron conmnN , r.! ta 

r Asi se Jln111nt1 lan ecuncio11eo I en Jor¡ c11nles no snlo In enntidnd 
inc6gnira, 11ino taml>icn ltln conoddnfl, <:bliln reprc11<:nt:1daN por letra~. 

:i Sobre este principio cHt,I fond11d11 ln regla de la mulliplical'ion 
aritmética. Cunndo nos 1>ropo11c:mou, por ejem1ilo I multipl h:nr d 
mímcro rnm·mt,i y Jlete por mmu, muhiplicumou Jirte ¡wr 1111tt1r, y 
c11r11•rntt1 por 11t1(vt, y R11n111mos foa dos p1•r1d111.:t<i~ pn1ci:1lt•h, pnr1¡11e 
c&tnmo» hil!n convencidos ele c¡uc CAia 1,11111:1 de lon dns prhthrcfnt 1 

cuyo factor comunes wuve, eq11iv11l1J :\ 1111 noln ¡,rmhrcto 1 ,uyos !11~ .. 
tores ion el mismo 9 y l11 rnnrn 1fJ tic lob otros dos tiic:tore11, 
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b• . axJ....bx equlv11ldr.1 ni prmlncto de. ht .t .com rnac1on -..-- . . ¡ 
, 1. 1. d or a+b; y de c<mS1gt1llHIIC, cur1 nnt:g o mn t1p 1ca a P ' . . : 
á lo que hen1os practicado en el Cl\\t> unt.1; rn,r ' se1 .t : 

cd-r/ 
x-f,U'l'-"""°''f - ,1+b 

Para expresar en el lengm1go algelwii,o t¡ttc la cu~hi_~ 
. ax+b"" equivale ,il producto do la ;i: muh1p\1, 11ac1on ·• • · 1 

d 1 Sllm" ,. +b se re¡1resent,1 e~tc producto te en a por n " ... , · . . , 
este modo~ x (a+b)' encerrando deutrn do un fhHcll• 
tesis \a suma de todos \os factores. t1ue. no 'ºª\tum m.,c,,, 
y colocando inm.ediat~mente á In m1u1~rd11. ~ .1. lt th:n:~ 
cha del pnré11tes1s el factor conmn, Au .te dice t}U~ rl x 
+b.v, y x (a+b) ó (a+b) x son trol ex.p11'!1,1wrn1 
equivalentes. Por la misma rnzon lo son tllmtmm t,lO• 

tras: am+bm+cm I m (ei .. ¡.,b-+-c) I (a,,,...bwt-r.) m,. 
Si la ecuacion foe11e a w-b'l>:r::ud-,f. ttni(hllt" 

mos presente qne la combin:tcion ~e términos 1ld pri .. 
met miembro representa la diforcm:rn de d11~ .prnth.n.tot 
gue denen un foaor co1111111 ¡ y cunw l11 dt/rrnu1t1 .J, 
dos p1'otluctos malusqiiiura quu lr:u_qmi wt J.utur ttmt111t 

es eqtvi1ialmtu á un solo producto , c,,,at /,u1u1t:t 1,1 

el mismo f actot· conmtt, )' ltt tlifr:r11nri,1 dt fo.t ,¡mr tto /¡¡ 
· .rpan; en Iugur de la combiuadon ,1 .r ,.~. /1 ,:i; p(xhemow 
sustituil' la ex pres ion .i: (a- b), con ht <.:uia\ M: rcpro• 
sen ta al1uel producto. Será puet: 

tt(a-h):cd -1/1 
y de co11sig11iente 

Si la ecuncion propuestíl fuere ttl' "'"•lix'"~t,t: tft•+fg, 
podremos considerar al pdmer mitmbrn cmm, ia¡tlin~ 
lente á un solo producto• cuyo11 factun:i 11cm 1, .t y la 
combi11acio11 a+ b - e de cnntidaJes couoc:iJ.ii. l:bt.c pro-
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dueto so. repi'esentnrá ¡wr In cxprcsion ..i· (a+b-c), y 
la ccmtclOn propuesta tomará esta forma: 

.i· (a+ b - t')::::::d p..¡-.f!f ,· 
y de esta se dcdLJcir.í que 

·- dc+fg :1:--- '""""'• 
11+/J-¡: 

Estos razonnruientos, qi1e se pueden fftdlmente apliH 
cnr á todos los deQlªs ejemplos ¡¡cmcjantcs, nos hacen 
ver que despues de hrtbc1· rmnido 1·1t un solo mim1bro de 
l,i ccm:tcion todos los tfrmiuos t'll q 11c se ha lfr !ti in,·ú,;: 1/Í • 

. t,t, y en et otro 111z',·mbro todos los d(//nets tlrminos q11u no 
/ti ,·011ten;_[f a11 1 podremos st'ttmprc co11sid(!1'ctl' d l.i combiM 
turcion de los primtJros como uqt,i-r.1afr11t,· ci t1n solo pt·o~ 
dueto , cuyos factot·us ..ron la misma i'11c6g1tt'ta y el con~ 
junto de todos stts mttltipHMdoru combt'11e1t:los con los mt's~ 
mos s(!;nos_ qw· en la cm,1c1'01t lt-s estnt tt1ltt'pt1t•stos. A 
consecuem:lil de esto lwtiartitws el 'Valor ,li: l,i i1míg 11i,. 
ta, esto es, ul du uno du loJ'j tutores dividfrndo ut ndq,n .. 
bro unturamuntu ()011oct'do, J' qt111'6jJt'11u1;1t,i el 'Va/o,· d11I 
p1·oducto_, po1· aquel co11junto du t11t1ltt'plicado1'u.r, quo n 
t1I otro / tlt'tur, 

Segun esta regla 1n ecuadon ,t,t'"""'." 3.:t>::::::.b ct¡uivalM 
1 ' , ( ' ,rn n estotra x ,t-3):b; y de CSllt so d1,1Judní llllO 

l, 
x=··".._ ,,--s· 

L.i ecunciona.i·--1~..i·:-c .. -d i.:quivaldrú {i .i· (ti+ 1) 
=e-ti, porque h1 cn11t1d,ad a:, (¡ otra cuah.1 uicrn ll 110 

sl.! halle sola en un c6rmmo, se puedo comidernr en .. 
nw_ el prndw:co de In misma cantidad multiplk:td:t 
por I, ~de1_nas d0 l}lle en, In cnntidud roprcscmuda por 
la comb1Jrncw11 ei .:1: ....... v c&ta conu.:uida la .:t.· una vez nu111 
que en el producto a .i·; ~i pues cu este producto emí 

TOMC> l1, :it 
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1
3 4-· , 1· t' ¡1·c· "d" -nor · a en tu corr_ihirrnc_ ion ,_i:: __ ·+-,: lo_ 
t\'X 01t1 lp " " J:" ' , , • •• : . 

, a ...... 1 y de cons1gmente se d<:thh,u ., du 111 estura por -r , 

ecuacion propuestn que 
c-tl 

X;:;:;:: . • 
11+ ( 

Bien se cle¡·u vei· qne ~¡ todm, In~ tt1rmia 11~ de 
l 2. • • l' ' 't \ · ' üria ecuación fueren exuctu1mmtu u1v1S11:, c:1;, ¡mr mu 1111!1• 

ma cnntidnd ó tuvieren un foctor con_m~i • ,e 1c~ pudri 

d. 'd' por aque\\a c:antidnd, 6 _mp_i_rnm c_l i,1d.1Jr t:t)" 
IV\ Ir , . ! . j' 

mun en todos e\\os; potq\;\e esta rnpremm et¡u1v,t e .1 t 1~ 
· '_dir por un mismo r.(1mero todt1s las parte11 dt, du1!'! 1..im• 
VI • l • 
tidades que por suposicio11 son 1gm1 es ~ntrn Sl, 

Supongamos pClr ejemplo In ecuflCltH\; 

6,1b:1:-9b cd:::::: ub d.t·~1•• 1 5,:tbtt 
y en din advertirem.os en primer. lugar t1ua: 101 t:~rn!'.º 
·'\túril'esrc:w 6• 1"'9" 1 i il· y•· 11 s:: aon todtt e,ro.1t1,n1nt1 "'' v 1,1, 

ble/ por 3. 'Tomnndo püés la t111r7tnn purre d~ rrnl,1~ fo, 
términos qnc entrnn en In ccu:1t'ron, se 11,P,Íl!lllhU.t <ltl 

cs!'otrn: 2ab:t·-~3bc 4hd.r,1,5,1br. 
En segundo Jug,1r obscrv:1r<:n11ou tJUti h1 klrJ lt 111 

halla en todos los tórmi1ms comhirrndn cim tJt1~, l'ºr 
mnltiplicncion , y de consiguiente e, . m~ 1:11.:iur tPmun 
de todos ellos, La podem()S pues mpr1m1r 1mt1:rnmmmi 
sin alterar por eso la iguu!J;1d de ltrn dmi 1rncn1\ nrn:m" 
bros ; y nsi 1·esult.tdt: 
. , · !).ax-3cd:4tfa•+,stu, 

Aplicnnclo nhora ú esrn Cilrimn ('ll.:ti.1tiun b, rcgl~• 
prescritas (§§. ro y l I) dcdu,ircmtu cM,n 01u1, i 

2 a.t-4d:i·= 5 ''""'1 3,·.i, 
x(2. a-4 ,t) 5 11 ""•' 3, ,I, 

l'l t ,,,,,, t ul 
.X :: e:.: ~•-····""' JA-4,I' 
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· 13 Aunque todas lns reglas hasta aquí cstablccidns 

se puedun aplicar inmcdbt:m1ente :rnn á las ecuaciones 
cuyos términos teng:111 divisores ó denominadores siem
pre que ninguno de estos sea la misma inc6gnita, es 
mucho mns sencillo reducir previamente en tnl caso to .. 
dos los términos {t qucbrndüs (JtlC teng.tn un mism<l dc
mHninador para poder despues suprimir enteramente 
este denominador ó divisor comun. Esta supresion 110 

debe ulcerar la ignaldud de los tfos miumbros, porque 
(Aritm. §. 81) cquiv~1lo ,Í nrnltiplicnr por un mismo 
uúmern todas las partes de dos cantidades igunlcs: 

Se,t por ejemplo la ecuncion numérica: 
2 ,17 4 /1,' 5 ,1/ -+4::::-, + l 2-!..-; 

• j sr, ,, $ '/ 

y como ya sabemos 1·ecludr los quebrndos & un comun 
denominador, y los enteros n <.JUebrndos de cualquiera 
denominacion dada, podnímos fácilmc1He trn~fornmr to• 
dos los térmiMs de lu ecnncion pl'opuesta en ,1 ucbrndoi. 
que tengan un mismo denominador, 

Comenzando por redud1· las tres fracciones 
l .'I/ •+ /1,' 5 ,'l: 
"'i', "s 1 7 ; 

las trnsformnrémos en e$totrns : 
5><7>011! S><7><4N a><s><P1 

Tx1><a 1 ~s~xs- , s·;~w-· 
]>asando despues á c:onvcnir los enteros 4 y x 2; en 

qucbrndos ,1trn tengan el de.nominador comuu rcpn.:~cn• 
tado por In coml.:iinncion de factores S x 7 ~:;, se trns• 
formarán en csm, frt1ccio11es impl'opias: 

~. x 7 :>< ~ >< .1f • P< x :w:. r i 

5x7><3 ' p-:,1x3 

Y sustituyen,]o las ciuco frncciones c.¡ue de fas Jos tras• 
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iorma~ionés han resull'ado t en lugar de lús dn,o t~rn1í
nos de ln ecuadon ' resulrnrá exprcmh1 th'! <H,lc mmlo: 

,t B 7 4:i· ' .g.n !:!,r,.i:t 
S • 7 • 2 ,v + 5 • 7 · t.:!= .:.. ' '. ,+ ' . · ·•' . . ', 
s-i-s 5•7·8 s•J•s s•;:•:t. :1•$ • 

Suprimiendo ahora de todo, lo~ te1~rnm~ d ik1hmH• 

nador comun; se reducirú ln ecuac1on u t:st11: 
~x7>dx+5x7x3x4=9x7x,~.1:·+5 °-··:1 "'~*', 
la cunl viene {t ser estotra : 

7dx-+-4'10:::::841•~¡,. 1:1.60 7$ ,r; . 
· á esta última yn es facil ,1p\ica:r las reglH n11tit:m1rnt~n« 
y . . ) A' ' l te prescl'itns ( §§. 1 o y I t '. 111 q~H: trti¡¡pormmt e, ten,. 

dremos: 7ox+75x-84x:12~0 ~•t:,·• 
l' efectua~1do las adidones ~ Sl~~trnc<:10~1~¡¡ ~m~1c1td~~ .c1~ 

Jos dos mwmbros de cstn ecuacwn tJOcd1m1 reclm,,h.l.1 .t 

estn: 61 x= 840; 
tle:·lah:,l1a} se' Lilfi.ertI,\' llí~~ '"9 ti¡,, 

Refte:idotmndo s6bié lo qué hemóa prnctk;tdv 11,mi 

trnsformar fo ecuncion propuesta 
2 .i• ,f ,l' , ~ ,r 
_ .... +.¡,;:.: + X :J. 1 

8 5 7 

enestotrn: 7ox+,:~i1">::::8,~x+1'A6t1 7p, 
en la ct1al han dempm;cido h1s fr11cciunc~ ~in h.ihrrw.r; 1'.11,. 
terndo In igunldnd de k1s dos miemhrni i vi,mr11, i¡ut:i 1<, .. 

do csl'ú rcdnddo ú kd·tr 11111lni·/t'c,1d,1 el nmno·.t.li,r ;/t 

cada frmdon por t'I p1·1u/11rt11 d, 111.r dari»min.,,i,,,, i 111 

todas la} oN·as I j tÍ mr,Jtlpliuu· /fu rnltt'flJ r,w itf J''fl',~ 
dueto· ·dQ todos los dmrmJÍnt1do1·11. 

Esto mismo se puede cjcc:urnr e11 cu,1h1uii:rn ,,mi 
ccuncion numérica I y au11 cu l:1~ liw1,dt:l,, iiu m.u 
rencia que la de mer:imc.mte i11dk,11 en 1:;~t.1w. tu, m,d,ípli 
caciones, c1uc por ser los demm1i11,1duit1.', 11ún:(:n,,,~ p,mi" 
·cufores y determinados poden10& cfccrnm tn iuJtUtfün. 
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Sen, por ejemplo , ln ecuncion liternl: 

fl,t- d:v f.ir ..,,,,,_ ....... e=,, .. .,.,_+~,--; 
h d h 

y hnciendo lo mismo q11e hemos ejecutado en In nu
mérica anterior, la m1sfor.111nremos en estcltrn : 

t•ltxa:i·-- bdtxc:::::bhx&lx+bexf.g¡ 
rcsu ltndo que puede escribirse con mn yor sencillez, po~ 
nicndo con arreglo nl convenio adoptad() ( §. 7) todas 
lus letrns qt1e scnn factores de un mismo producto á conM 
tinuacion unas de otrns sin intcrposicion de signo nlgu .. 
110, y aun si se quiere, colocándolas segun el orden l}Ue 

gn ardan en el nlfobeto, po1'{1ue así es mns fadl enun• 
dnrlas. TendremQs pues: 

a1hx .... b;1lt = bdh:i: .. ,,. bifg, 
De esta ecunciCln se dednccn ( §§. lo y t r ) cstofrns: 

,wh.v -- bdli.i·::::::: buf[{-1• btcli; 
. :t· (r:uh-bdft)::; /J~fg+ bt"dt; 

btfg..¡...!mli 
X= arf::..' ltiiÑ' ' 

Y 4 .fütns regl:is son suficientc11 pnrn resolver lns 
ecuaciones del prirucr grado lJUC tengan \lll,I sol:1 in~ 
cC,gnit:"1 1 y cons<)guir que esta qm:dc t:mtcrnmcnto des~ 
pcj11da de todas !:is cantidades conocidas, con lns et.mies 
pueda e~t.ll' combi1rn,fo en la ecm1cfo11 primitiva I qt1e 
inmediatamente se deduce de la pt'C1pt1cstn del prnblenrn; 
y nunque para formar osrn ecuackm fo11danwm.1I 6 j:'\l., ... 

ner el problernn en ccuncion no pueda eHubki:.:cmc, <::e)~ 

moya h0mos dicho ( §. 8), regl:1 alguna genernl 1 ¡me• 
de en sn dcfocto sernos muy (uil fa siguiente, c1mn1pli" 
cada con inteligencia no dejará de conducimos nl c,bji.:to 
qt1e nris pror,onomori: 

l{cpn·sé11WzJ·u JJOr guarismos 6 ma.t bt'nt 11or l,·tr·tu 
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todas las catttidadcs conoczd,ts 1, .foJ,u ,JIU: c,11u,t rn l,1 
ctu:stion , y por una lutra la t't1c4g 11ú.-1 ; J' ~'.·.~~ .1 u d m~·,, 
mo razonamiento, é i,uli'qumse crm rl ,mum1 ,lt foi .rt,:• 
nos algebráicos las mism,u optri1:loua ,¡ur :rr ,ldi:, Íil11 

efectuar en et caso m qilll .rnprmm1da rti1rn« t.fo 't:1~lür 
de la incógnita trattísr:mor solo dt rnmproi•.1rfo; o 1/1 

averiguar ~i tmia todas !tu t'tm,Ucúmu 11u1 I,, ;wup11rs1a 

1·,quicl'c, . 
Ya se deja entender que no eu ptmb\e hzu:cr ,m 

nso acertado de esta regla dn1bnber ante toda, 1::o!>it Ll~• 
envuelto•, todas lns relaciones que 1n ¡;m::1puc,t,t Ju lt 
cuestion establezca entre la incógnita y li!t tf\ntítlQt!11 
conocidas ó lo que es lo mismo, si11 habe.r prcvi¡1men~ 

' 'I l ' puesto en claro quó operncie>nes mis pri:~cmHl t:'.Xp 1caa. 
:ó :'ih1t1lícftamcnte la misma propll!.'l!lt:I ¡ y 11:n 011to ,11\~l• 
mente consiste& 1toda,,\1pdiftcultnd; dt p&ner @n '1(;,uai::100 
un problema. Con todo, pnrn hnccr ver el mud111 p011r• 
tido que se puede. sacnr de la l'~'tila a11tc1iv1, L1 ,1plic1, 
remos ;Í algunos ejemplo~·. 
, 1 .º Dútt'ifmit' 1111 número ,/;1,/0 « ,n ir'n p,rnn 

dusigualu, qitc tm,gan entre, ti lt1t mi1mt1r l',ti'1tU'J 911.,t 

los números Mmbim ciados m, 11 , p. 
Teniendo yn represcntndns por lctrn, In tmmo tlll• 

ti,fades conocidas que entran tilll la t;,:uet.tiun, rnpu:uum1.• 
remos por la lct'rn x ú titrn cualqHicrn di;1 b1 íiltim11t 
del nbecednrio cnnlquiimt de lu nu, f1i,ttU11, dct,(,moci, 
das. Sea, por ejemplo, l.t pdm~nt flc: l~" m:11,. y ¡~.'1 
que se vea que yrt no es ucr.:c•HaÍti n.:prt111::nt.tr 1,ru m1111• 
vns letrns las otrns do~ pan e, rei,C,11Htlt, l1,m;.u11H, ti ii~ 
gufonte rnzonamhmto t 

Si conociéramos fa primcrn put~ tJUC burie1iutu~ , for• 
m:trinmos para hallar la seg1111,fo citi ¡m.»ii'Cmd,,n: 
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m: n:: x: /et segunda parte; 

porque la propuesta nos prescribe que ln prin1era pnrte 
debe ser á la segundil como la cantid.id conocida m es á 
la cantidad tambícn conocidn 11. Estarú pnes bien repre~ 

sen rnda ln segnndn parte por !!.!: , expresion del cuarto 
m 

término de uquelln proporcion, en la cual se ntponen 
conocidos los otros tres, 

Del mismo modo pnrn hnllnr In parte rcstn11tc for~ 
nrnrinmos estotra proporcion: 

m :p: : .t: fa JJt:ll'tC lt'l'CCl'(t ¡ 

porque In propuesta MS prescribe que In primern parte 
dube ser ú ln tercera como m es á p; y de consiguiente 

In última parte estará bien representada por !!!!. , ex pre ... 
th 

sion del cuartü término de In últimn prnporcion, en In 
curtl se suponen conocidos los ot10s tn:s. 

Ahora bien, si suponiendo conocidns lns tres pnrtes, 
y sabiendo qLHl ya gunrdn11 entre sí la proporcionalidad 
expresamente prescrita en ln propuesto, quisiéramos cer .. 
ciorarnos de si estaban 6 no bien duterminados los v:ilo .. 
res do todas ellas, las sumariarno5 con el fin de :1vi.:ri~ 
gum· si ln rnma cm igunl al númel'Q que nos prnpc.J11c .. 
mos repnrtfr, porqno asilo exige, bien c1ue implíc:itn• 
mente; la misma propuesta. Tendrémos pues estn ecun .. 
don: 

n:1: p.v 
X+ 0~""--+---=tt, 

111 m 

Con esto habremos conseguido, como nos p1·oponitimos, 
poncr en ecm\cion el problema; y lo únicc> t]UC nos res .. 
tará hacer será dcspejnr la incógnita, valiéndonos parn 
ello de lns reglas prescritas ( §§, l l y l 3 ). · 
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Por de contado no ~erá necesario trasponer término 

ij\gpno , porque se halla~ c9~1 separacion en un solo mjem1 
bro t'ados lps términos que contienen la incógnita; y co:, 
molos dos términos fraccionarios tienen un mismo de
nominador, solo habrá que reducir á fracciones los dos 
enteros para poder suprimir ent.~rameÍlte el denomina• 
dor., ~s.i resultarán las yi;:;_uaciones siguientes: 

m::t:+nx+px=am; 
x(m,+1i+p )=am; 

X 
. ·- _m-4:-r,¿-,f . 

, . , . 
Este· resultado final 6 fórmula, que_ ya '.nos esta rn:-

dkando ,la .serie de o,peraciopes que se dybÍtn efe9tlH\t 

con las cantidades conocidas para determinar el valor de 
fo incógnita, no es ·mas que la traduccion algebráica de 
la , regl.a : 11.a m,.ad~ d ~-- rPJJ1P,.ft,ñiq ~ 411it,tni: §. I;7,6L) _; __ ~or• 
que suponiendo que m, n:, p. repr-esenten los capHa.~ 
les_ de tres socios, :y a la ganancia total 6 dividendo, las 
cuestiones dé compañía se reducen á la que acaba_!}lOJ 
de resol ver; la combin.:tcion m + n +p representará el 
fondo to.tal d.e la compañia; y, la ex:presion 

,t1,n 

m-t-11 + p 

nos indicará que para determinar la parte_ de ganancia 
qne corresponde al socio, que contribuyó con la canti
dad m, se ha de multiplicar por esta la ganancia total 
a, y el producto se ha de -partir por el fondo total 
m+n+p. Esto equivale á decir que se ha de formar 
,esta proporc1on :· 

m+n+p: m: :a: .t; 

fa cual traducida al lengunge vulgar viene á ser la mis:
n;a que h~mos for-,:nado ~n la Aritmédca, á saber,:;tJ 
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fondo total de la compatiía es. a/ ;apJt.ar .4e 1f1ZO. de, lo¡ 
socios, como la ganancid total es á la JJOrcion que de 
ella le corresponde. · ·. 

Parece infatil advertir que en húb.iendo determinado 

1 1 d l . , . . l , . . - mr: p:r e va or e a rncognrtá x , as exp·res10nes -· -, - noi. 
, _ . - ., '.¡_m m 

prescriben las operaciones que: deberemos ejecµtar para 
hallar los de las otras dos cantidades desconocidas. 

2. º Se pusieron dos á jugar con otros , J ambos pct
die1·01t, el uno I .2 rs. J el otro 57 rs. ; el dinero con qzu 
este segundo se levantq del juego era ltJ,: Ctf,art~ parte 
dd que al primero le habia qucr/,t;ido I si~1J.do. asi: que pa
,-a ponerse á jugar sac6 el uno fantos 1·eales co.mo el 
otro. Se pregunta: ¿ con cztántos realcs:.re puso ájuga,. 
cada uno de los dos? 

Bien se deja ver que si supol)iendo ya conocido es• 
te número incógnito trntásen10s solo de averignar si se 
verificaban todas las,condiciones de la propúe~ta, resta
riamos qe él los I 2 r-s. que perdió uno de los jngapores; 
de igual número restariamos tambien los 5 7 rs. que 
perdió el otro; y sabiendo por este medio cuánto babia 
quedado á cada uno, examinariamos si el seg.undo resi
duo era, como debía• ser, la cuarta parte del primero. 

Pues lo mismo cabalmente ejecurare.mos _cuando r~
presentemos por x el número de reales que cada uno de 
los dos sac6 para jugar; por a los r 2. rs~ que perdió el 
primero, y pot b los S 7 rs. que perdió el segundo. 
Restaremos a de x, y el residno será x'--a; restaremos 
asimismo b de x; y el residuo será x-b: y como sea 
una de las condiciones de la propuesta 9ue este segun
do residuo haya de ser la cuarta parte .. del primero, 
esta misma condicion, traducida al lenguage algebrái-

TOMO n. li' 
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co' sé trnsformnrá . en est.1 ecundon: 
, , , .11-a 

:ti· -/1 = '''""'""'''--• 
4 

Aunqne en renHdnd estn yn pne,,10 c11 e<::u:1_cion el 

b1 del c·iso notar ,1ue pud11nv~ ,bh1u1 de ht 
pro ema , es • , • . l I l 

• ',' . ' St" llll'l '"C'l'l''ion sin (}Ut: )1,1\ll) (1 i•unu¡ misma propue " • ~ • '"' · , , . , ', 
porque si ·el segundo re~1duo representtttlu pM .1 IJ de .. 
be ser la cunrtn parte del primero re¡m:s1:m1.1du por .~ ,,,a, 
és consigtiiente qtle cirntro veces lill¡ ud Mt1t igm1I ,i cMe, 
Pero ¿c6mo re~resentatemos el cu~druplu d, 11t1ud •~ .. 
siduo sin toller previamente co11oc1do el v,1tor ~el mu,., 
mo residuo?· No es nece'Sarlo reílcxium1r mm::ho pitrl 
ver q1.1e la nnnlogín nos conduce á ~c¡miienrnr IH,Jtltl 

cuadruplo pol' una de estas dos cxpn:mmc1, 
4 ( :t'- b) 1 4 :t· - 4 b. 

En efecto , si,,1.:m· m\ntt®do m11r'11 un, 11uttrue:ndc rcpre• 
senta 'lln 'rcsidllo , es forioio ,¡uti la ccmlhí11.1. :,111 de 
cuatro minuendos 1111,1ws t.:ua trn ~mr r;1clhlt1~ rr¡u ri1:tlf'C 

cuatro rcsidnos 6 el cuudnrplo de u11 rc~iilmi. 1' CtJ• 
tejando los dos últimas ex prc~iuuci;, tJII~ t:umu t''- fai::il 
demostrar, son equivukntes, vent\remo11 zi wm·cm.1,1rn,tl'I 
de qne lo mismo 11s 1·ati:rr ,pnino·,mm1fr mu t,rn1Mt1J 
de ot1·,1, J' 11111/t~J/imr d,·.1'jJ/lt'X pr,r a1i1l,¡rw:r mmu n ti 
rcsi'd11o, qtu· 1mtl1 ~1/ic11t' j'rinu r1mu 11ft p11r ri miwHi 1,,u/ .. 
tipli'ctttlo1· i·I niiwu·ndo Y, tl ~11.1lr,~r,:d1j, J trH,:n ~lor11n 
un pt'oducto t,/(1 otro, l.i1 mvima,,u lid m1h:n tit:f c~tu 
opernciones 110 produce :tltcrnduu «lgum1 tll el nai.h,1do 
final. 

Si pues el cm1druplo l!el i,qq11do 1t:.,,,i1h1ti dthtt MJt 

igtrnl al primero, tcndrcrmi~ (/~1;1 crn1ad(m: 
4 .t' -~ 4 1 --. il 1 

de la cunl se deducen fadhiinwucu1t e1H>UH :. 
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4.i·-.i·:::::4b-,1; 
3 x:::::::::4 b-a; 

4/J-,1 x:::::-·. 
3 

43 

Esto. última fónrnla uos está prescribiendo que d11/ cua~ 
druplo dq la pérdida mti¡or nstemos la mrnrir I y que 
dd re.d,foo tomemos /,e turcura 11artt1, para qtee• t10J· re ► 

suite d número que buscábamos, 
3 .0 Un pescttdor, co11 el objeto de cstimttltlr tí mt 

ll[jo sttyo al trttb?~jo, promelt' darle S c1u11·tos por Mtlíe 
lance m qtw (!Stt: setqttc pesc,t, con lt:td'011dido11 de q~•t por 
cacl,1 lance mqtte no la saq11u lu tlescontrlr?i 3 ctl?tt'tos. 
Dus¡1w•s d1 I !l, lances aj1utt1ro1t ctumtas, y tu.Jvo el pa.írt· 
qtto pagar t1tl l!ijó' p,flrcuarfoJ'. Se pregunta: m cu.dntos 
lrwcus dr los :r !l, utc6 (!/ hijo pu sea, y m ct1ci'nto.r 110 i', 

.Siendú por suposicion I '.l. todos:los l.1nces, si repre
sentarnos pC)t' x el número de los 1t,nccs felices, el d~ 
los infructuosos· resultará bien representado ·illor lu com .. 
binacion :r 1-.-i7. Ahffl, bien, si como estos son 1Unos 
meros símbolos de dos números que no oon<>cen1os, fue~ 
rnn los mismos n(rnwros l)llll dcs0umlls i.:ono~:t.:r, ¿ (j 11é ha
l'inmC>s pt1rn compwbar el njustc du cui:nta~? Clarn Cij 

que nrnltiplica1"ian1os S cunrtós pc,,r el n(uui;\ro c.fo,,l;\nccs 
felices, y 3 cuartos por el de lcls infructuosos; rcsrn. 
riamos del primer producto el segundo, y el residuo 6 
alcnn<.::e á favor del hijo deheria sc!r 2 B cuartos, para 
qtie. el resultndo final fuese, como dehé se1\ c11ton11nc11,. 
te conforme con la prc,puesta de la, cuostion. 

Pues del mismo modo multiplicaremos S l1or .i· • y 
el producto estará repres1.rntado pc,r S x; mulriplktmi~ 
mos igmtlmente 12.--x por 3, y el pl'Odui.:t<> c~tarú 
bien representado por la comblnucion 3 6 - 3 ;c. Des-
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pues de hnber ejecutado las do!I m11hiphc,1crnne1 1 6 
mas bien dcspucs de h;ibel' represent:idc1 lu~ dn, p101h1c .. 
tos, deberemos restar de 5 x, <;¡ue rcpreMml\1 l,1 ilt~uda 
del pudre, ln cantidnd 3 6-- :i x que reprc~cnt;t l,t del 
hijo, y el residuo doberá ser i~ual ú iH. l't:iu , nimo 
podremos restar de 5 .i· la c:inttdad rcprc:•,c'.n;1d.1 p111 la 
combinacion 3 6...,. 3 .1: sin haber :uma tJ1illl1du ;P do 

3 6 segun ¡¿ cstú indk,md<> la últinm cx¡m::1,iw1? 
1 ' ' 1 ] rarn superar esta d1hcu tnt1 tcng111no1, p1c,1.mre t}llC 

Ji. rm dos s.ust,,rtcciones hay tm misttHJ mitu.trt1.lu J' tliHt',,.. 
t<Js siest1~aendos, cuanto tcn.f{ti uno d, 11ttu m1u tJ"' tJ 
otro tanto cabalm'tJl'MII t'fJ11tlt'd 1111110.r t¡tl6 ti r111.iuo ror-

, J• 
NspondirmN al mmo,· stutramclo uf Mrnr¡HHU,fltttt, ,ti 
??utJo1', Si pues hnbicmlo de restat 3 6 rlc S ,r r~pttM:n .. 
tamos el residuo por fa combirrncion 5 i·~-36 • t:U1J11tlo 
haymMs, .de.,11e11t(ll1•c\e\ aism:o mtnuondo 51ii" lí Cl\ttti,fad 
represet:itadn po1r 13•6 ..... 3 :t', qt1e tiene ~ .1· 11\C!Hl\ 1Jllltt o:l 
amerior sustrnendo 36 1 el nt1cvo rnNidnu drhc1;Í ft,'.Ul!t 

3 .i· nws que el nntcric,r, y de cousigtiir:nrc (7't,uJ hitm r, .. 
presentado pu1· la combim1cion S x-• 36 •i• ,P• Tt"nilr~ .. 
mos pues con arreglo n hi pro¡)\uutn lu ,ig11i1mti: c1.;1,¡¡;¡ .. 
cion: sx-36,;-3,i· :i8¡ 
de la cunl se deducen fücilmcrnt<.i C'tHitus: 

5 .1: ~1- ;p· 2 H -1 , j ó • 
8 .i· ÓtH 

:r 8. 
Son pues 8 los ln1ices ·folkcs I y de i::om,iguienet:i 4 Jo, 
infructuosos, !fo electo 1 

Poi' 8 de los primeros :í S Clrnrtri., u1d,1.} 
d·b. ,1 .1,. , , •fe, cmmai. u110 1; e e ·pn{ 1e ..... ,, .......... ,., ,., .. ., ... ,. 

Por 4 de los seiondos á tros cuurto11 tadu} 
uno }debe el hijo,·,, ............................ ,, 1 i c:1.umo.1, 
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Rernltan pues de nlcance tl favor de este 28 cunrtos, 
segun lo cxigia la propuesta del problema. 

Si qt1isiércmos genernlizar la solucion, representare~ 
mos por a el número de cuartos que el padre prometió 
dar al hijo por cada lance feliz; representaremos asimis,. 
mo por b el número de cuartos <JUC determinó dcscon .. 
tarlc por cada lance infruttwso; por e el número de to" 
<fos los fonces, y por d, el número de cuartos que en el 
njuste de cuenrns res11ltaron de alcance contra el padre 
y á fovor del hijo. Designaremos corno nntes por ;t' el 
número do los lances folices, y {¡ consccue11dn estará 
bien representado el de los fofrucmosos por ln combinn .. 
cion c-x, s.in necesidnd de empleu pnrn esto otrn nue
vn letra. 

Ahorn bien , si por cnd-a lance feliz debe el podre 
:al hijo a cuartos I por el número .i· (le l:tnces folkcs le 
deberá ax cuanc,s, Y si por cuda lnncc infrncrnoso de ... 
be el hijo al padre b cuartos,. por el número r:- x de 
fonces iufructuosos: le deberá el producto de nquello11 
dos u Cimeros, el· ctrnl estnrá reprcsentndo pox b ( c-:1: ), 
6 por bc-b.1:, 

Pnra l]llÍtar nhorn este producto, que rcprcscma la 
deuda dul hijo, del producto tt:V que reprnsenru la del 
pndro, haremos el mismo rnzonnmic11to 'l llO cnnndc, dc
signúbumos c<in grrnrismo los n(1mct'os C<)twddos, y di
l'cmos: si de tix· hubit:scmos de sustraer be, d n:~i,luo 
estada bien represc11t:ldo por 1n combi,rndon a.r -·~ be; 
con que lrnbiendt) de Cjldtnr del mismo minuendo ,1:1: la 
cantid:id represcntadn por be -bx, ln cnn I tit!JW b.i· me .. 
nos que be, el nuevo residuo deberá tener la mbmu 
caritidad bx nrns qne el nnterim 1 y deberá rn¡mmmt.irso 
por ax-/Jc .. ¡..bx. Y puesto qui.! segun hl ¡,ropL1cstn dt 
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1 t'on este (¡\timo residuo' c1ue reprc~cnt:, d ílk:m, a elles 1 , • , 
1 

, 
ce á favor del hijo' debe ser igual ¡,¡ lit t,rnllu,11, il, ten• 
dremos esta ecuacion: 

ax-bc+b:r: ti; 
de la cual se deducen esto.tm: 

a:i.:+b:i·:::::.tl+•bc; 
.i·(,r. + b) :::d~!•bt,. 

d+/Jc 
x=. ······-, a+b 

Esta f6rnrnln, que nos indica qué t:iporia~:iune1 tlo• 
bamos ejecutar con los cuatro n(11\'W~l: CtH1ud,i1n J~Ua 

determinal' el incógnito I se pued~ füc1l1nimlc I r.ufor, .. 
mar e11 una regla genernl co11 solo tra1.focirla 11\ lengua., 

.ge vulgar 
I 

como yn 1,i hemos pr.1ctiís'.;1,hi i;;.im 1tlgmna 
otras; pero mm sin necesidnt.l di') c,jecuti,r e11n\ trn~lm::, 
don puede ser.vimos para re'°lver tod?i ~o• pro~l!ittmh 
semejantes al propuesto I con solo ~mmmr hn 111wuirm 
que en cada caso pnrticul:11· se nos ,h~n (111111i i,liP, en fo• 
gar do lns lctnts con ,¡ 1ie t!íl la tiirnwl.1 ti~l,lfl H1jHtl\tiU• 

tados. Haciendo uso do este scbprn,J¡¡ m11,l111 p;11,1 tum .. 
pletar la solucion del problema pnrtieuliAr pnipu,:11!t1 • nm 
resultará. esta ex prosioo : 

ill-~~pi:12 
:i: = ......... ...' '"•-; 

5 .,,¡. ;¡ 

y efectuando Iris op1 .. mtcio11es i11dirad.1, ven,ir'J ~ ~er 
18 '1"' ('i4 x = .,_.,, ...... ,.~- , '•'"1C✓ 'lº'• 8 ; 

a 
como untes hemos h.tll.ido. 

r 5 Si para rcrnl v1.:r ,:trnli¡11i,:r pruhlcniA 1¡m:: umg, 
mm sola i11c6gnit11 he1lHJS de dt1dndr tm prim,H lugar 
de su propuesta 111rn ccu1u:fon 1 (IJ cotaiguit<nH: \jUil to• 
da ecuacion ya forinnda y expri,i.iJ¡¡ en hrnguigtt ftlgo,. 
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brúico pueda considenirsc como procedente do una cues
tion, cuya prnpucsrn se lrnll.1d1 fúcilmcntc trnducicndo i,l 
lengm1gc vulgar la exprcsion c¡ue se uos dé en el sim .. 
bólíco. Asi se podrá ver sin dificultad qt10 la ecuaciou 

o :11 
..2..'.._+7:.-:::8x-12 

4 ' 
pertenece á este problema : · 

J..Jallar tm 11ttm(lro x tal qttc si á stts tros c11t1rlas 
pat<tu se míaden 7 1 fo smntt sea {f!.tltl/ al residuo que 
n·s1dti: q11itm1do 1 !). du ocho 'lh't't's (IJ mismo mínu:ro di:s
t·ouocido. 

Asimisme trnduciendo al lengm1ge vulgar la ecua ... 
cion: ax~r-bc-cx.=,u:-bx, 
en ln cual suponemos que fos !t:trns ,i, b, e representan 
cnntidndes conocidas, y .i· la incógnita> veremos quo 
debe haber provenido de esta cuestion: 

Hall,ir tm niimcro x t,tl qnr; 1111eltíplfrti11dolo por 
ol númn·o dacio a 1 .rimuuu:lo con est'e pt'oducto ul de los 
dos mí.muros dados by e¡ y rutando de la sum,i el pro .. 
dueto dt• los mtmt·ros e y x , ti 1't1J·iduo u,i (r;11t1J al quo 
1·cs11lte quit,ni.lo dd ¡m"li,cto d,· lru dos 11/Ímc•ros dados 
n y e t'Í du los 11ÚmtTos b J' x. 

Del mismo modo podremos venir en conocimiclltO 
de l(ls cucsdoncs que ,kben haber dndo origen ú cuan ... 
tas ccL1acio11es se 1ws propo11gon de ht mismn csr,ede; 
es decir: podremos cm111cinr en lcnguag<.: vtilgar las re~ 
lnciones tJUO In propuesto cstablc:ciu entre las c.:a11tidadcs 
conocidns y la incógnita, P(>r lo demus yn h<:mos di .. 
cho ( §. ·+) que unn mismn rel11cio11 se puede c.mundnr 
<le varios y mu y distintos modos. 

Ejcl'citCtndosc mucho en t:rnducir del lengunge or ... 
dinnrio al simbólko y nl comrnrio, i.:01110 se practica eu 
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1 t ¿•10 d,. ctrnhrnier idiom:1 cx1r:tíw, se famil:adza. 

e es t1 " l ¡ · • , ¡ 
tán los principiantes con el Al gcbr,t t ..;11 )'·t. ' i 11", 1111.1~ 

Si•te en otra cosa <pie en L1 ¡rnrkl:t t m1l!h• apenas con ~ • . 
gencia de la representacion de los Cil!',u.J~1.~1 Y ~igma 1 1 
del modo de lrnccr uso en ellos, 

Reglas p,tra eftt·tu,tr ~" cu,111to a podlifr am l'.u can. 
tidadu rvprur:itta,lu poi· lttr.u hu optriiiionn 

aritmetl~·as. 

1 6 En las cuestiones que harn1 aqní h~mta re
s11elto se puede ya lrnber conocido .111 ncc~hlut', ~le ~-
ber representar con los símbolos y _,11gnm1 ~lge~)~i\l.;';Oll_i.d 

resultado final de una ó míls vper.icwnc~ 1111tmt'.füil'I CJll# 
cutadns con cnnddadcs de valor inchmirmirrn.J<¡ b ihm:o• 
nocido; y a1.1n9.l.l~ el rop~e&~lltt~ los re11i~l~~01d111,1 .. &i .. 
cion, sustraccion, mult1pl1cac1011 y cl1rn1011 rw puu,d1t 
propiamente llnnrnrse cjt.-cutnr cst·a~ optr.h:illm,~, íltt lo 
da sin embargo el uom/,n.1 du Hljtti:lla um l.1 i:11;tl tenga 
mas annlogfo. , 

Cuando nos propoMmc,s rat1nir muc:111111 cxpn~ihutll 
algebráicns en una sola c<piiv,1l1.!ntt~ ni i:MI111iru 1k1 ti.
das elfos, llamamos :t est<> sw1u1t· rm11i./,1,lu 11{1:d1r,1i,1t, 

Cunndo representamos el rc~idtw ,¡uc ildti· tJUOthu 
en quitando de mrn expri.!sÍon ulgd11 .ik.1 i1lgun.t t»mw, 
llnmnmos á esto rutar, 

Cuando represenmrnos por el cm1junrn ile \1¡1rias 
expl'e9i.ones de prnduc.tns p;111'.·ialci el rni,ult;,iifo ti~ uoo 
muid pile a don, llu m~1mM :í c,r1, 11111/f ipli, ,u·. 

Fi,rnlmente I cunudn rcprtt~(:1H,rnm11 pnr d t:1ntjmtt0c 
de vnrins expNskmes de cuc11.:icnrn1 p;m:Ltltli <:11 tjttt1lt1• 
do do una divluion, lluuuunin ii cuo rlfoiJir, 
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Pero todas estas opernciones se diferencian de las que 

hemos ejcc11 rndo en la Aritmética, en que no siendo sus 
resultados sino unas· meras indicaciones de otras opera.., 
dones que aun nos resta efecrnnr, no presentan las mmi 
, 1eccs otra cosa que una trnsformudot1 de fo serie de 
operaciones primitivamente indicadas, en otrn q\1e debe 
prodt1cir el mismo efecto y conducir al mismo resulta~ 
do, sin mas diferencia qtrn ln ele darnos d.e este expre .. 
siones mns sencillas, ó presentárnoslo bajo una forma mas 
acomodada nl intento que nos proponemos. 

Conviene advertir que á cada mm de las expresio .. 
nes que hemos llnmado tfrminos, se le dn tnmbien e1 
nombre de mon'omio ó de cantidad monomi'a; á In com-
hinncion de dos tér1hii10s 6 de dos monomios se la llama 
binomio; 1a com binncion de tres términos 6 monomios se 
llnmn trinomio; la de cuntro cuadrinomio; y gcncrnl~ 
mente la combinncion de muchos términos ó monomio!i 
se denominapolinomio. Cualquier monomt'o se llnmn tnm .. 
bien cantidad {ncomplu~a 1 .y todo polinomio desde el b/., 
,zomio en adelante se llnma cantidad comp/(J:t·a, Cada 
una de las expresiones 2 a, 3 al,, 5 bdf &c. es 1111 mo
nomio ó 1ma ca11tidml Íllr:ompl(J.t'a ; cnalt1ui~rn do lns; 
combinaciones a•+·b, 3,1- 5c, Sbd-5 ac&c. es im 

binomt'o ,· cnalquiern de !ns combim1ciones 44- 3b +- !U', 

S ef + 4ab +- 3dx &c. es un tri11om1'0; y asi do las de• 
m(1s combinnciones de términos, 

I 7 Cimndo son m01101m',ts todas las cantkfades que 
nos propomimos rnnrnr, se cjt:cuca fa ttdidon, ó mas 
bien se rupresenta l.i suma fornrnndo l.lll't c:ombiuu.cio11 d~ 

TOMO n. a 
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d 11 S·r1 <·tr·• "lteradon tl'UC l,t de tener mtcrpucno to as e as , 1 1 •• " • 

entre cada dos el signo-4•, Así líi suma du l:1i t7nt1da,. 

d b ,., &" se re¡,1·ese1m1 poi· la i:ombin.lc 11.m es4, ,,,~, •· 
. a .... b~ ... c+d+&c. 

la suma de las cantidades mo11omi1u rltl.t' • 3 l,, 4,,l t S/ 
&:c. se representa por lu. cornbinac~un 

. !lllX + 3b+ 4td-+· 5 f-+• &C.; 

pero es de notar que esta com~ina~ÍUll do me111omio,~ 1 Ó 
lo que es lo mismo, este polmom10, ~1.m: reprent:1~t.1 la 
suma , puede en mt1cho11 caso, ,imphlu:n,r1e rc:nuw::ndo 
dos 6 mas términos en uno solo, y reduc:1c.:ndo pot tite 
~edio la combinncion total ul menor número du térmi• 
nos que sea posible. 

Esta reunion 6 redt1cdon es lu miim:.i qtiti )'i\ l1t• 
mos efectuado ( §§. o. y S ) cuando hemo1 tiUll<titui~io ~n 
lugar del binomio x-+x e\ monomio equivtltnto U' 1 Y en 
lugar del trinomio x+x +x el mommu'~ e~¡uivttlt'111c 
por medio de los cuales cjcn11plos es 1it~·d t'lh;,ir de lfl 

qne 1a reduccion do que hahlarnoi, 5oln puctl_c ccm::r lu• 
gar c1.1n11do una misnrn letra se halle n:pctid.t t·n mu• 
dios términos , ó cnando sean comi:.me11 ft mut:hm H:inni" 
nos los mismos factores literales 6 ,llftebr,iii.:o,. füw11i ter.
minos se llnman en tal cnrn 1lrnd1101 .sm1,j111 lf•.r. y t1 
r,mnion de todos cst()s en uno <1ue c,p,ívulH,;i 11 1.i tt)IU" 

binncion de ellos, se llnnrn 1·rdtwtatt ,h 1,,-mhuu umt--, 

jantn. En tal caso se c<.msidera la !um1 curmm .,i ut con"' 
junto de factores coimincs corM ,i fü1m: 11mt u11id,hi, 11. 
cual está repetida tnnrns veces cu:mw11 \Clm 101 hiwuntli 
en que se hnllo, cmrndo 11ingumi de tl'lt11t uc11~ uín~un 
fact<>r numérico, Ab.i es c¡ue ,, .. iwit..j,¡:f»i-,,1 c,1111~1,lt! i 
4a; bc~¡...bc+bc+•bc+bc ec¡11iv,1lc d 5bt. Pcrn ii to, 
términos semejunte11 tuviesen foctorc, tn1mén.:011. l.:1 t:nm,, 
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binacion de términos equivaldrá á la letra conmn ó ni 
conjunto de focrnres tomado tantas veces CCltnO unid,t~ 
des teng,t fa suma de los factores 11uméricos. Asi que 
4tt+ 3a+5ci equivale á I!MJ In combinacion 3bcd+ 
7bcd..¡..2bcd+6bcd equivale á 18bcd. 

Se efectúa pues la adicion de los términos semejan .. 
tes con los n(uneros que van nntopuestos á las candda· 
<les literales, los cuales indican cuántas veces está to" 
111ada en cada término la ca11tidnd conrnn. Estos nt1me .. 
ros se llaman cocjt'dmtes, y cada uno de ellos es multi-
l)licndor de la letra 6 producto á que está antepuesto¡ 
debiéndose tener entendido que cunndo 011 un término 
no ha.ya ningun número antepuesto á In cnnticlad literal, 
el coeficiente es 1 ; de .modo quei a, por ejemplo, es 
lo mismo qne xa; y asi el binomio a+4a so reducirá 
a.1 monomio equivulente 5a; al trinom.io be-+- 2bc+ 5bc 
oguivaldrá.11 nl monomio 8bc. 

1,8 Cuando tratemos de representar In sumn de dos 
6 mas polinomios, es bien olnro que si todos estos fue .. 
ren resultados de otras adiciones anteriores, 6 lo que es 
lo mismo, si todos lus términos de los polinomios fo eren, 
aditivos, la sumn total deberá componer&e de todus las 
partes de los sumandos, Asi la suma de los binomios 

4a+ 5b y 2c+ 3d 
estará bien representudn por la combinacion de los ctH\"' 

tro monomios 
4a+ 5b+ 2c+ 3d1 

porque en reulidad esto se reduce á decir que sumnr pri .. 
meramente ,los cnntidndes cu11lesquicrn, sumar despues 
otras dos, y sumar por Ciltimo las dos sumi:is, es lo mis .. 
mo que sumar de una vei los cuatro sum1mdos 1..1ue eu .. 
trnn en ellas. 
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Si a1gnno de los polinomios qne se hayan de sumar 
fuese resultado de a1guna sustraccion anterior, ó lo que 
es lo mismo, si fuese sustractivo alguno de los términos 

de los sumandos, deberá serlo igualmente en el resul ... 
tado, y aparecer· en la ~mua con el mismo sig_no -. c~n 
que antes se hallaba. As1 la suma de los dos bmom1os 

4a-1- 5b y 2c- 3d 
est.idi bien representada por la combinacion de los cua
tro monomios, ó por el rnadrinomio 

4a+ 5b+ 2c-3d; 
porque sumar primeramente dos cantidades cualesquie ... 
ra, restar des pues de otra cantidad otra cualquiera, y 
sumar por último este residuo con aquella primera suma, 
es lo mismo que sumar las tres primeras cantidades, y 
restar de esta suma la cantidad que antes fue sustraendo .. 

Los dos ejemplos que acabamos de poner, bastan 

para hacer ver que la operacion llamada adlcz'on de los 
potlnornlos se efectúa escribiendo todos los términos que 
hayi::i en los sumandos á continuacion unos dr: otros y con 
sus propios s(r;nos, teniendo prNentr: que los tfrmi'no$ 
qite en los smn'cindos cstm súz signo afr!;ttno, st deben con
siderar como aditi-vos, ó como si tivoicsen anNpttesto el 
slgno+. 

Si et1 los sumandos hubiese algunos términos seme ... 
jantcs se podrán estos r~ducir á uno so!o en _la ~uma, 
efectuando con los coeficientes las operaciones md1cadas 
por los signos que les esten antepuestos. 

l'ropongámonos, por ejemplo., sumar los trinomios 
4a-l-'•9b-2e, 
2a- 3c+4d, 

7b-1- e-e; 
y conforme á 1a regla antecedente fa suma estará bien 
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representada por el siguiente polinomio, en el cual se 
ballan reunidos con sus propios signos todos· los términos 
de los tres sumandos: 

4 a+ 9b- 2c+ 2a-3c+ 4 d+ 7b +e-e. 
Viendo ahora que al binomio 4a+ 2a es .equivalente 

el monomio 6 a ; que al binomio 9 b + 7 b equivale el 
monomio I 6b; que los términos sustractivos- 2c y-
3c deben producir en el resultado el mismo efecto que 
el monomio sustrae ti vo - 5 e; y por último , que restar 
por una parte 5 e , y añadir por otra I e, es lo mismo 

que quitar 4c, vendrá á reducirse aquella primera ex
presion de la suma á estotra equivalente mucho mas 

. sencilla: 
6a + I 6b-4c-+: 4d-e. 

19 Para la reduccion de los términos semejantes, 
que puede y con frecuencia suele tener lugar en los re

~ultados de todas las operaciones algebráicas, puede ser
vir de gobierno la siguiente·· 

Regla general: Sitodos los términos semej,rntes fue
sen aditivos, la combinacion de :todos ellos equivaldrd d 
11n solo término aditi--oo, que tenltª la misrna letra ó los 
mismos factores algebráicoi, y por coificz'ente ó f,utor 
rnumérico la surna de todos los coeji cientes de todos los 
términos que intentemos reducir" 

Si todos fuesen sustractiivos, la combinacion de ellos 
eq,..uívaldrá á un solo término 6 monomio .sustrttctirvo , que 
tenga la misma letra ó;Jos mismos f act'ores algebráicos, 
y por coeftclentc la suma delos coejicz'entes dr: todos los 
términos qur: intentemos redudr. 

Si de los térmz'nos semejantes tmosfuesen adt't-lvos 'y 
otros sustracti-vos, se 1~educirán los primeros al mono
mio adi'tz'rvo equi'Valente, é (gua/mente los segundos ,il 
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uivalentc monomio mstrar:ttvo; 1 ttt r:,1 ro qrr, ua,i eq { . . . ¡ . 
1 a/os los coulicientu dP ustoJ MU' monon11y.r , , n,1pm·t• tgu ,r .. , ¡ 
eerd entPramcntc del rm1lta.lo /,1 coml111u1. um I r ,1,¡u,. 
1/os términos semcjantN , como tftll u ,·,,luan 1.t ,~a·o 1 & 
u dcstru¡un mutuammtc; pero cturndo u.m .t .. rr;¡u.1/,.1 
las sumas de /os co~/icímtu r:uUti'vor 1 .rnrtr·tufrrM r 11 

rcstard la menor dlJ la n1t1yor, y el r·m,/110 irr.,1 rl r<>I• 
jicimtll del monomio ttqui.vafrnt, a la "º'.nbfo,u:~·im dt tlr• 
minos semcjanlu, el cual tnidra r:I m1m10 ,ngm, 1pu t, 
mayor du las dos sumas, 

l)ara ejercicio do nnestros lectorei pnni{rt,mo, ~qui 
algunos otros ejemplos de 11dicíones algobditH coti out 
rernltados, 

S 
·{7m..¡...3n-I4JJ+l7r,+.3a+9N H ttj:.,+,lt,f. 

uma. , , . 
..¡... 5p-4m-1~8n- r 3 ,. .. .., ¡ u-"· 'J.b•-,(;r-m••t. 

Reduciendo términos semejantes se simplilictu~ l.~, tlr 
pl'esion do fa suma, y bC trn~formílr,Í irn cmmi: 

-9m~,-. 3 zn-9p+ 3a-ilt+:u 
en la cual se ve quo la combí1111ciun tfo ,¿,mino, ttlll,tt 

j::intes7m-x1m-4m-m se hia. rnduddu ~1 rmHHHflÍO 

sustractivo- 9111, pcm1 ne 7 e~ el únku 1:.nr:tid,cntt ad! .. 
tivo, y la sumn de los 11umu,:tivv'4 t11 t ó I ipn~ ~¡ cma, 
·ddnomio 311+ 9n+Bt1+ 1 rn lH,i h:i. rcdui,;iJu ,t mtini> 

mio aditivo 3 In, potciue OtJtutllai cmmo htrmirtt)1 ~ 
todos nditi vos; que el bim:.1mio - 14:P + s, 11 b1t rt, 
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<lucido al monornio sustractivo- 9P J y 1)or último, qt1e 
ban desaparecido enteramente los términos que come .. 
lJÍan la letrn r, porque en la combina don 17':r+ ~ r -
I 3 r - 61· In suma de los coeficientes nditivos es igual ñ 
la de los sustractivos. 

En 1n colocacion de los términos de un polinomio se 
puede guardar "el orden que se quiern 6 que mns ncon,o .. 
ele; pero por lo comtm ocupn el pdmer lugar, comen~ 
znndo por la izquierda, un término oditivo 1 sea el que 
fuere, por parecer muy impropio comenzar restando sin 
su poner de qué. lJor esta rozon los términos de la úl ti• 
m.1 exprcsion que hemos hnllndo de la s'uma, se ¡1odráu 
colocar en este órdcn: 

3xn-91n-911+3ct-2.a+s, .. 

E'jm,j)fo u. 

--------~..,___ ___ _ 
Suma. {u /u•+ 4atl- 8 ,u+ 5 ul+ 8 11 c-1- 7 Jic- 1. 11d-1~ 4 ttm 

-1-1 r:tl- 3,1b+ 5 ,u~t--11 ,>+9 ,rn- 1 b, - ~ 11,,-¡., su/, 

:Reduciendo términos semejnntes vendrá á ser: 
l 6bc + 5 ac+ I 2cd-1~ 4111n-•- 3 al., -•1" 1 oan. 

D, la ,ntstram'on du l,ts ,,111tidadcs,algcbrdiuu. 

9.0 

<lo ( §. 
niendo 

Con .ll'reglo nl convenio generalrnente ndoptn• 
2) se indica 1n sustrncci~lll de los monomkis po'." 
el signo - ú 1.t izquierda dd sustrnen~o; y 1? 
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~ombinacion del minuendo y del Jll\trncmfo nm c1. &1g• 
no _ antepuesto {t este segundo. rcprer.7111., . el rc~1duo 

d be resultar de la sustrncc1un. A~1 i.:u.1111fo de la 
que e • 1. 1 ¡ 'b' 'd d a tengamos ,nle quitar la ciumn,tu 1 

1 t:lít:n l• cnntl a :.t · • , 1 1 • 
.... os a--b 1)arn rcrnrescntílr el res1dm>. ~, ue a 1.:irntt• re,ü X l . ¡ J 'L' 

dad Sbc hubiésemos de restnr la canttt :i~ :1mn, cm:m.11~ 
remos 8bc,,,_ 3,m, para representar el nmd1H>, 

Si los qos mo11omicJ11 1 minuendo y rnm:1cmln, fut• 
sen semejantes, la expresion de~ reiidtto ,e I"'<hir.Í i,im .. 
p\ificnr y redncir á un solo térm~n? • que tcng,t J't-or toe• 
flciente la diferoncin de los coehc1ente, de 11t¡11tt1ltMi dos 
monomios, Por 1nanern qne si do Sb, hub1t1erm;i11 da 
restar 3bc, In expresion 8bc·- 3bc (~Ue rcprci.tnt.l tl ~ 
sidno, podria simplificnrso y roducinc t\1 fittl(~ nmn~Hmo 
5bp. Aun untes de uhoru. hcmo11 cjc<::u!llth, ft:1,ha:,1one1 

de esta especie, ¡,or1.1ue so conoce á primera ,hta 1~ n• 
:zon de ellns. 

Por lo que respecta {¡ la rnsm11:do11 de !ti, fH1li00t 
mios se deben dísli111{t1ir dos ~:u~os: 

1. º Si d s11str,;c11du 1·cp,·c:u111.1u l,1 .11m1,1 ,it YU• 
clws monomios, 6 lo que es lo mi1mc,, n' 1ü.l111 tir• 
minos del sttstt·atmdo fiuun adi1i1c·o1 6 1,rriorn ,,utJ#II 

ptt(lsto el s{ff"º +, .te repr1t.rmt,n•.t' d n.rMi,11 au·iíri,14' 
(// 111i1111mdo t{J;llfl nos /() /1,J,1'1Jtt J,uh1. )' ,i ,rn am1i;,_Ma,. 

&ion el sustrt1t·11do, ,mi ,11011frndo 1l ft1,la1 fo, rti mlmu Ji, 
1stc1 el sigtto - ; porque I como e~ bkn ~.1hid1:1, lo mi~mo 
es quitar de un:1 vez ona c:mtid11J ,u.th¡11i~·1.1, tjUO qui, 
tnr rncesivnmcnte todas li1ti p;irtH do \¡mi ,titJ ,, c:om• 
ponga. 

Si, por cjemp\0 1 d~ lu Cirntitbd r~¡,re.1,,c1uaiht pot 
el t1foomio S a- 9b ~♦® u tptiiiénmHit tllllHH J.t niprt< 
BeJitadn po.i: el trinomio r,.d ~1;,, 3 ( ,,,., ;J 1 rn¡,rc¡¡.cnuu,mo1 

lm AJ,()IfílRI\, 

el rct,iduo por l:t sig11ientu combina<:iou: 
51r-9b+ ic- id- 3,•- 4/. 
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2. º Si df/ los términos del stts·tr;:;,n,do unos fiu·scn 
adith1os J otros .rustracti-vos, ó lo t¡ue es lo mismo I si 
unos twrdt·sm alltt·_pw:sto d si,gno +, J owos t'/ .r(R 110 -; 

m,111do cscribmnos eiJ mstt·,undo ti co11ti11uc1ciot1 del mi• 
1111e11do para 1·e¡wcsc11tr:t1· el re.ridtto I d los tfrmi1ws dd 
sustraendo qtte tenittn rl s{{{1tO + /u a11tepondremos t·I 
s(gno - , )' d los que t,·id,m d si,s;1w •- h-s ,wtepondre
mos d s~r:na +, De modo cp1c si nos proponcrn1os restar 
de la cantidad representada pm el trinomio 7m •·-,p1 + 
8q, l,1 rcp1·eseutnda por el cuadrino~nio 6a- 3 /-+- 'J.b 
- 9,·, representaremos el residuo por esta combim1don: 

, 7m-4n+8q-6a.-j .. 3.f-1b+9c. 
La mzon de lo gue esta re gin, prescribe la hemos ex ... 
puesto en la solucion del tcrcor problema (]\IC prop11~i
mos en el.§. x 4; y oplidndolu ul ejemplo tJllU ,11;alm~ 
mos de p1'oponer diremos quo si de la c:111tid.1d 7m -4n 
+ 8q hubiésemos de restar el b(pomio 6ct+ 2b, el re
siduo cstaria bien representado por la combinacion 

7 111 •.•• 1.11 --,- R ,r-·~ <i ,t ... "J. u; 
pero como el ~umat:ndo pro¡Hwstt1 6,t- JI•i" '2.b"·' \Je, 

C~Jldvnlentc Ít 6tt ..... 'J.b•- ~/"- 9c, tenga nH!ll()$ í.Jtll.l 6,r 
-+• :>.b fo e.unidad. representndu por '3/+ 9t·, el residuo 
deberá tener est:t misma cantidad m;u;, y de cou~igt1fou~ 
to deberá representc1rsc por 

7m-4n + 8q ,--6,t'"- 'J.b + 3/+· 9c; 
á cuya cxpresion equivale la í.{UC nntcs ht)mos halla1lo. 
. Reuniendo :ihorn en mrn sula regla gcncr..11 las pur• 

t1<.:ularc.ls que ncab,1111os de tm:1bluccr, deduciremos pM 
conclusio11 que la sustr,rcci,m de hu ctmtidada ftlu
brtiicas se tj~·ctfÍ.a t:J'crihfrndo ,t continuacirm ddt minu,.~;io 

TOMO II, U 
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!1 si,straendo dupttf!S tic• lu1b'.r ~,m1u,1.w ,fr .,~ m ..... , , 
de ...... en -1- /os signos de ;:,,rtr 11ltum1.. . 

Despues de puemt en ejccttt_am C\la rtTL1 , !1 cr1 

1 \tado hubiese términos ~emc¡Jntc~' ,i: li.,n.: i.i re, e resu , , , • 
duccion de e\los conforme ~ k1~ prc~i:1Hnll c"'1~11;,¡1,l\los 

(§. 19). 
1.:jcmplo J. 

Minuendo... l 7 a-+ un.,._ 9/J - 4' ~• '.t ;d 
Siistraendo. I IC -?.7b+ 5 1a ""'4•¡ 

. 17a..¡..2t11--9h--4r-+·'l3,/,J tt>+ 

l<csidtto ..... { ,:,.7b- S lt1"'~4.i, 
Efectuando fa rcducdcrn de lus t~1 miuu" ltmtj;11iti;;f1; rt• 

·sultará estotra expreshm: 
' .· ..... lJlia-+wo.m~tSb-·tsi+17~1 

6 mas bie11: ·a.in- 34a~i,.. 1 Sb-· l sr• 1• 1.;-:,I, 

:.MinMndo... 5 ,u~- 8¡1/J-+· 9br -· ,}11111 

Sustr,u:ndo, 8rnrt··-•7nl•••· 1111< · .,.,h 

]
> ·¡ {t,t(· s,,t,., 9f, ,Jt.tm· · s,,m ij7,J 
\t'SU 110,,.. J , 

.... 1 1 ¡ff, ¡., •),,/(,', 

Y redndcndo térn,i11m ~emi:í;mt1:1t ll.'. tl''lhh j tih;UJ CJ• 

presion: 
- 6ttt' .... (¡1,l• •+ 9/ ¡ - l "l,WI '* 1ul; 

6 mas bien cstutrn : 
9bc--6,:tt•····<lit!' ··· 11i1m'* ;,,/. 

Bueno será ndnmir 1¡1ui t.i11 m·,c1.111,,~1 .le mmln I• 
signos de los tórn\ino, del H1fü.1t:nilv .u piuJ,, ttjPftlt• 

DE AT.GETIRA. 5 9 
tttr el rrsic/110 cscribirndo d mi11uc11do, y d continuadon 
et s11str,1c11do, rnal 110s lo !taJem ,fado, bien qttt' cncn·r,i-• 
do dmtro d,· un parénh'J'ÍS Hm d signo - a t,e iz.q11frr
d,1 tÍt' cstt•, Por m,u1era que si del trinomio 5a- 3b + 
7c nos proponemos rcstnr el cuadrinomio 4m.,,-,611+'.V 
- Sq, podemos representar el residuo de <Me mmfo: 

5a-3b+ 7c-( 4111-6n-+ 3p-8q); 
y de consiguiente esm expresiones e,1uive1lente {¡ estotra: 

511- 3b+ 7c- 4'fJl + 611 .. _ :~p-1- 8q, 
que por la rngln. ,rntcrior hubiéramos hallado. 

A esto es consiguiente que en lrnl>icnJo un un po~ 
linomio varios términos sustrnctivos, podnmos considcl'ar 
nl conjllnto de estos como un sustraendo, y ence.rrnrlos, 
con el signo -+ dentro de t1n paréntesis, n11tepo11ie11do ,Í 
este el signo-. Asi la (1ltima exp1·esion, que en el 
ejemplo scgt11lllo hemos hallado, eqnivnldrá ú e~totra: 

9bt' ~i-• 7t·d-( 6ac M¡.. 64th -1~ I '.1.,1111 ). 

, No ea tleces,rio,para ~for est,t for111.1 á cunkptillr po~ 
linomio que todos los· térmi,111os. tJue se hnynu de cnce-1·. 
rar dentl'O del pal'éntcsis se:111 anteriormente sustrnctivns; 
basta tprn 11> st:a alg\1110 \k ellos, y 1¡111,; ú todos lo~ {Jl.lC 
so pongan d!!ntro dd p.u·<intusis se h:s mudi.: el i¡i 1,no. 
Asi la misma cxpresion se podní m1~fornrnr <!ll cst~~rns: 

9bc•- ótt.c-( 6ab+ i ';),am- 7vd); 
9bc-(6m:+• 6c1b + 1 'lam-~ 7cd); 
9bc-6,u-6c1b,-· ( l '.l.ctm•·~· 7cti); 

&c. &c. &c. 
las cuales no son otl'n cosa qne inJ icncionea de dislintoli> 
modos de obtuncr el mismo resulrnJ0. r 

r Será muy conveniente c¡ue lor1 prindpian1e. se ejerciten rnu• 
cho en lrnscnr 1,rn v111·i11s expreiioucu ClJUil'ulentt:~ de uu mi~11w nuul" 
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De ltt nwlt~,licacion ch- !.u awti'./,i.ltf r,n, .u. 

!>. I Mientras no comidcrcrm11 ú ht•, kn .r. ·1,1t, t:fl• 

, b l le 1'(1n1erns di:bcrc1110\ lin i1i.nm1•, l¡¡ mo 51m o os e , , . . 
1 

. 1' :011 ·1\gcbl"Íic·t h m11mrn 1.lc.1 ,¡w . l.1 !mil .. mu tip 1cuc1 , • • ' · , , 
tip\icucicin aritmética ( Aritt11, § .. ~ 5 Y ). 1 '.'; m.i• 

nerá que 11111/tiplicm· a por b es IMll,!t' o .. l'"I :1\' ,•1 ih: .. 
. .. ··e •·'!Dl'"S"Tltm· wut tei·crrtt umtJd,d ,,.11, i,. 1,,1, . ., t,¡¡,i 

Cll' s I •.r • • ' ' ' • 
mpecto á rnalqniera ,le aqudfos dot /.u/111 LÍ: 'i .'1/H• 

d qt1e el otrofactor J'fl ha con rn11nu1 ,1 1.1 1rn1,l,11i. 
momo o ') . 

Ya hemos dado á ccm<1ccr (j§. i Y!. lui, v,1¡¡1)'¡ 

n:
1
odos do indicar la multiplicm::iun ,1lgc;lm11u ► r ,h, l'íl:• 

presentar el prnducto, El de ft por b '. fH11 , S:c 
representa pn1· tt x b 1 6 pm· 11. b, o fm,1lm~utt pw tÚI 

sÍll interposiciou de signo ,,lgumi. . . 
: .. Octu:re, con .fa:;ee,ij.111ci!á. Hil:\~r 14:uc r1.pre•ut11 el pro• 

dueto ele varios. rt1uldpli\::aeiones !ltl(!!¾lV;!<: • ,,,)!In 

ejemplo fo de ,1, por /u dl.!i:p11es la dd prn,hllJn 

e; des¡rncs la <fo estL: 1,c'gt111.!P pw,l11r1,, p•,,i .1, ~ 
cesivament(.); 1:11 t.:uyo l aia, !ú:11 •;~: d,·j.1 tn 4· l 
dueto final d~bedt tcn.::r ptu faett,rt1~ & 111,im 
ros represel1tltdos por In¼ lcm1•, ll, J,, 1 , ,I , ( 
§. 2, 2) ¡ y coll art liglu .d t:1lll\'c:nin ,1,h1p1.1.!11 ¡,;u~ foJi, 
cal' la multip!ka1 i111i u r,prno1f,tr,t <l ¡w,,.f11,í'n nui~ 
lcsq11ir:r,t j~r,·torcs 1 t\l'irih'm./11/11., 11d11, ,, 
unos d11 ot1·os .d11 int,•rpn~üi<m d, H:1:rw 
]a combim1ci<1n a/1t,I n:prt·•,1:rH.1 d p1•11lin In h 
tro números d e1;,ign,i-io~ por J.,,. h:t1 ,1', i1 • b. t. ,l. 

tado, y en dcacH'rnr In M:ric 1k n¡,rr:1, ;1,v,rs, 1,,r, ,il uh~ 

(luc la folla de cxpedkim1 t:n t,,1;1 ,!;1 

Ion obsticulos que m.u tetud1u1 110~ 

gclw1, 

DE AT,GTinrtA, 61 
Ya hemos hecho nlgun uso de !.!Sta regla, c<1mprc

hcndic:11do en ella hasta los coeficientes m1méricos, que 
son evid,.mtenwntc foc:tores de la~ t.:antidad1.:s, en cuya 
exprcsion entran. En efecto, indkúndo11os la cxprcsion 
I 5 abcd qnc Ju cantidad rcprc~cnrnda por tlÍmL está to• 

muda I 5 veces, viene en suma á designar el producto 
de los cinco facwres IS, a, h, e, d . 

2 2 A consecuencia del mirn10 convenio indicare~ 
mos la m ul tipl Ícilcion de cuantos monomios se <Jll k1 a, 
tal es como 4a be, 5 ,hf, 311m, .fi>ruumdo d,· todos dios 
un solo monomio <Í 111w tc•mbi11ttcio11, ,m la cunt se lt,1//m 
todos los fmtotcs d contt'nuacion unos de oh·os .dn iutcr,. 
JJosicion dt· signo a[f.(ttlto, Asi que la comhirrndon 

4abc5dif3mn, h 

representará el prnclucw de los tres monomios prnpt1cs~ 
tos; pero como, segun hC!ll(IS demostrado L\11 la Ar it~ 
mética e§. 5 7) ! podamos 1.:olurar <.!ll d ordt.:11 qm: lll.JS 

nos acomude los factores de un mismo prnducto, pon~ 
drcmos, usando de esta facultad t todos los foctot·cs nn .. 
méricos ni principio de la combinncion tntal; bien c¡uc 
enton<.:es st:rá llL'Ct:s;11io por la razti11 t:XpuL:sta ( §. 7) ]in.., 

ccr mo de alguno de los ~ignos de la multipli~.·;1ciun; 6 
si parederc mas convcuicnte, se cfoctm1rú h1 de ttidos 

los coefkicmes. Asi á 1n expresion nnterio1' se le podrá 
di1r esta forma : 4 x s x 3 ab(dtjhzn; 
ó estotra : 4 . 5 . 311hcd,ji1111; 
ó fint11mente, efoctrn111do la nmltiplicacion de los tres 
n(uneros 4, 5 y 3, estotra: 

6 oabcdif mn. i: 

r Con d nuxilio ele los ~ímholns nlgehr:íic,,n ffC pnr.«lc linar man 
perc,:ptiblc In demostrndou <1ue hcm<rn dndo. ( Arifm, §, 57 ), lfo 
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' Ct1"ndo ,·arkis focwrc'l ih! t.m mi,,mn 111 ilii,:10 23 ,J 11 ' ,, 

l ,. l i s nor urn misma l,:11.1 • "1-' ·,n11¡,,L., i mu, 
esti111 t cs1gm ll\), r , • , . 
cho la expresion escribiendo la le11 ,1 u11,1 ¾,1u r , ' t: 111-

dicttndo por medio di! tm mímo·o .u,wt.tr n·,n dti,, 
!t t ·trt't set· f,tt'tot· de ,1,¡ud prdt1, r,1; y ,umo el aque ,i , . ,, 1 , 1, ,, ,,;, 

número que para esto cmpkcnw~ li,1) ,t ' e u1i ., ,u • .ii,.¡¡,¡ 

l · ¡1·• H.:ione~ su (t:•ii vas 1 ~er[i i111li,p1:m"1bh: i 11\, ,i,;,11lu mu t1p e, ·. , , . . . . 
de modo (¡ttc no se k p11cd;1 ~011fu_1~1lir ron d 1 , w1lit1 

dd ctul hacemu'i uso p:mt s1mplih~ar l,1 t:iprc',hHI tfol 
resultado de v,1ria~ aclidones, Por t'1LI 1.1iw1 ~1: h.1 tlt:• 
terminado colocar nq11cl nw, n(rn1tm1 ;Í h dta:du y un 
poco mas ¡mib.1 de la k·rrn ú hi cua,I pc11c11c:,h.t ~ i:n _lu• 
gar de que el rndick~t1I\'! se colm·a s1empn::: i;i ti u,¡imir• 
da y en la mfoma línea 1101 i:r.011tal. 

Segun esrn d prndw,;t<) di, a pur ti. tJU4.'l .,, ' 
bien. ,re1.1u·esent.\,do por aa I lo ummt t:tm mu tw:.,ih 

por 1,t~ ; el producto de b por b pnr b • <plt' t••,l ,11: 1 

rcprc,cnta,lo por h/J/;, lo t:~lll l'i
1

t u 111 111,1, , ·m 1: 1.' 1 p11 i &', 
I . J ' ' 1 y asi de los dcm:1,. ',11 a c:x ¡in:•.i, 10 ,1 ci :1 11,.,, 

que el 11(11111.:ro ik~ignadn pm l,t lcll,l ,I C¾ ,l,H v,·,1·•, 
tor, y d,e confiiguient<) no deberenm, co11í11u,l11 ,1,iprnllil 
exprcsion con '.l. a, ,pie t.:¼ u na abn·r i,11 1011 ., • ,t : • 

la cxprcsion b1 el !{ uos i11,lk·a t]llt' d m111wr,1 r",'"'""'' 
do por la lct'l'a b .:s tres vc1.:t:s J:,u 111 , y de 
no duberemos <.:trnfundir .1t¡udl,1 c)tp1c,in11 wn 3i1 • r¡uc 

efecto, el producto flbtd~/1m1 ~1¡11h·11h:, ~ ,¡¡, ~, ,,¡ ,1 11H1, r 
dié1ul1m: inl'crtil' d mdc11 d<1 11,ij ,¡.,, l'.11 IHt1 ,l,, ,,n ¡H "" IJ11 
que este varíe ( Aritm, §, i7), c,¡uil',d.!r~ rmd,:,", :; J, 1 "' ,/, "''"11>'1• 
6 lo ,¡ue M lo mismo, ~ /•,1il,/r111n. ¡ ,,,,., .. inp• 11,;:w,,J,. i,J 

pdmitivo clt: nlrnR vnri11r1 111rnfo,¡ 1,rnm, ;i ,,,,,,¡, ,,¡ .. , m~I, 

1110s hacer c¡ue los fo:turn:1 Vtl'lijrn lÍ Clt.ar tt1li'!&ijtlt,t ~u, wl «11~!,¡111 

mas non 11comodc. 

:DE AUilWRA, 6 3 
es una abreviaciún de b--1~b+b. P:mt hacer tchhtvfa 
mas palpable el error <pie comctcriamos confundiendo 
estas cxpn:sio11cs, supcrngamos ,¡uc a n'¡1r1;sc11tc ¡¡} 11(1H 

1 
1 •j ,I , 

mero 5 , en cu yo caso a c.xpn:s1011 ,r rcprc~ensn rn n 
5 x 5, qtw ccp1ivulc á 2 5; en vez de <JUC Ta l'Xprchion 

2tt rcprc~cnta1á {i 5 -1- 5, ó ú :l veces 5, y en u11,1 pa· 
labrn (L I o, Si la lctrn b representare ul uúmcrn 8, la 
cxprcsion bª rcprcscnt(lfÚ {1 8x8x8, que e,ptiv.ilc ü 
5 l 2, en lugar de que 3b rcprc~cntaria ú 8 •+ 8 •+ 8, 
ó ú 3 vece!; 8 , y en una palulira ú 2 + 

La utilid,1d de la simpliíical.'.ion que :tt:abnmos de 
indicar dú las l:Xprcsio11cs de lü~ prod1,cws 1 si;: hac,e tanto 
mas perceptible crnrnto mayor es el número de factmcs 
dcsig1rndos con una misma letra. Si lrnbiéxanrns, pot· 
ejemplo, de repre~entnr un producto en el cual ln can .. 
tidud designada por a fuese foctor ocho Vt'l'l'S, la c:xptc• 
sion aamuiacw seria Hlllrnmc11te cmburnzos,1 ,, y pur crn 
es justnmente preferible In C<JUivnknte ,l. 

!.i 4 Estos productos formados de foctnres todos igua .. 
les se llnmnn en general pott'ncia.r del foctor rcpctido; 
y segun lo esté d11s, tres, cu,ttro &,.:. vcu.:s, 1,1.: ll.1111,1 ul 

producto .r,;P,1111d,i (J t1:1·ccrtt ú cuarta &l.'.. potrnd,r Ai,i 
tui ú su <.Jquiv,tlt.:ntc ai se llama la se,,r¡undti 1,ot111d,i dl) 
a; a,ue ó su l.!l}Hiv,1lente a 11 se ll.ufül fa tr:,wrcr pote·n .. 
1:t'et do tt; ,watt 6 su equivalente a'1 se llama la c11r1rM 

pot,·ncite du a, y asi (.k las dcmas. ' 

1 J.n segundn potencia de un mímcrn $C lhrnrn tntnliien t•I r1111-

d1·(1,l11 de C!,IC númern; y la temm1 potencia ,,e llama d whi dd 
rni,,mo número; y aun,¡ue cstnR denominadnné" pt•rten~cic11I~!~ ií la 
( icomctría, y que nn guarclnn la uni!11r1uida1I de Lt nomrn,J.r11n1 
tk l:w lkllla~ potcnci:Hi, ',ci:m muy i111prnpi;11, tn el Alt\cl1rn, NUII J1u1 
mas 1mul1rn, y pr>r MI brevedad merecen ~:<111ncrv:mc •. 
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. 1 1 • 

I) 1 ' •e ll·i11n pri11ur,t f'"'t, ·i. 1 · 1 "'··· ,: ; ,, l"l'H• 
or nmt ogm a ' ' ' ' • • 1,, .,,, '' • ' 'l ·l Y nor c~tt r;¡¡,m ,.,,. 11l1,.,., • .. 1.,,,,1.1r,a 

mu: canttc llt tt I r · • , , • . 
, l t, :¡ !·1 c•x¡wc1,1rn1 il , .Lu irn• .. 111" )'\l\:,li: 

como Qtp.uv.1 cn .i; • • • • 

decirse de otra ktra l:iiah¡im:r.i. 
l ) ··l ll' 11 11\11' ,¡; l,\,l'f\'. tlti A fin tic pon•.:r n1,1•, cn í. .,11r.' .• ' • 

tod.as estas tl1:11nmi11;\~'.Ío!ll.:s las aphi.:.u,i,;111,r, .1 un IHHIH:to 

determinado; y st:a, por cj;:mplo' 5 · 
Primvr,t pow1da dt• S.... 5 
Segunda 11ote11cia ............ 5x5:::::'2 5· 

• t t l ":"íl, f ,d' •:-• 1 ':.\ f. Tercera potencia .... , ........ 'J><;,:i,¡¡,J"''·~ J .. J'"'' I' 

Cuarta potmdtt .. , ....... , .. 5x:5x5¡,¡5'-:t i;.,·~ .. f.,1t5, 
Quinta potmciei .. , ....... S>< 5x Si< 5:i.t5;;.-:6 ll 5"" S ;;::: ,i 1 i S• 

&e. &e, &e, 
Iil n(uncl'o con qut.\ dc+;ign,11110" l'.ll,111\,0t \'l/,,:_t·~ ei 

factor mm letra, ó lo qtw e1:1 lo mhmui • t¡ui· putcii. 1.t J, 
la cantid,1d representad,, pot \a \emt 11 t1 Jt0Ji~i;e,i, 10 

1Ia111,1 el u.1;ponmtc de e11a. lihdl;lcn:\o pm:li \1"
11 1b r~ 

dcnominacion 
I 

dirlitnos ,¡i1c p,11.r /,,rm,lf' 1111
·' ¡'t"fOUli# 

dd 1111 número, 1í como r.1111lii1:11 •,u h· ,l,•i ii•,17, p,1,·;1 tlt• 
'llt11' 1m múm•ro tl tmil pote 11d11 H dd·c uwíti¡•il, ,11· d lltt~• 

nu·1·0 po1' sí mismo tanttt.r '(Jttr1s m,mu un.t Hma1 ,,~d~I.,,• 
des tmvt u! (!,1,'j,/(11/t'ltft! dt: l11 potcm Í,l: , ' 

2 5 Snpuesm qtw t:I 1cxpniw1111~ 01,~h,~ ,:11.mt,H_ \ít'!• 

cüs üS fai.:rnr d<.! un p111d111'111 l.1 h:11;1 ,t L1 1,11.11 ¡hf-l 'lifl• 

brt.!puc~to; y· csta11do }'tl llemn-.11,1,\, 1 1¡11r rl p1uJu,to 
do dos cantidades cuules,luícrn tldir tt•ini:rn:r 1ii.iu. lt11 
factores que 0ntren en l;1 comprH,ÍtÍnu de r,.1,1·,., ,mii,!¡¡
dcs, es consigui1•111t' 1¡t1l: i,i ¡11ir rj('lllí'l" lrnf1;~•,r11,~r'I ,¡~ 
m1dtiplkar la Cíllltid,1d ,1' 1 t'J! l.t rn,il ¡•·, \m,n "'"",'!", I~,. 
tor In a, por la c,1midJd ,/, cu l.1 , 11.1\ 1.:" Hn \'1.·d:, f"• 
tor la mirnrn a, c11 el ¡:mAhti!u tkhi::1 .i M:r ud1i1 vil'l,at 
factor la a, y Je comiguieut.~ lu ~kb,:1c1th;, :,pit.11tmiu 
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por a\ Y siendo focil gencniliz¡1r este razomunicnto, es-. 
tablcccrcmos })Or regla ge11ernl q uc el 1iroducto di/ dos 
potmd,u de un miJ·mo m'muro os otra 11otmcitr, dul mt's
mo mtm(Jro, la cual tt'cnc por c.iponmtv ltt suma de los 
d,os c:i:po111:ntus d!ll multlplicm,do y multiplt'cmlor. 

26 De esto se sigue que cuando lt,1yctmos de mu!~ 
tiplicar: dos monom.z'os q,,u,~mgan 'f)ari,u l;;t1•as cormmcs, 
jJodt·!lmos st'tnpl!Jicar la cxpresion del producto cscribimdo 
m él mui sola 'Vcz cada una de aq,11.Jlltts letras comwte·.r 
con un t':r,Ponc11te (ffttal d /a. mma dc los c.1:po11c11tus que 
tt'11lfª m et multiplicando )'. en el multiplicador. Si, por 
ejemplo, hemos de multiplicar ti~ll'c por a4b1lcl, el 
producto, que pnede represe11t;1rse por a~b~ca4b1t/d ó . ' ' vnrrnndo ln colocncion de los factores, por aua 4bªb'cld, 
estará representndo con mnyor se1¡cillez por a6 b

8 
cªd, Pº"" 

nicndo ,/i en lugar de tl ,14 ; bR en lugar de /y1br; y cJ 
Cll lug¡¡r de N~, ó lo lJUC os lo misnw. de ,,,,.~. 

27 Asi como distinguimos his pote11cins por el nú- · 
1nero de factores iguale$ que !ilQ,tran en la composicion 
de cndn mrn, clnsific11mos todos 1.os productos con nm., .. 
glo al 11(111rnro do fo-:torcs simpks <'> primos que los forw 

man, y damos ú estas difuruutos d.,.1acs la dl.!nomim,ciou 
comun de .grados.' Asi decimos <.11:1e el producto 1./b 1c, 
por ejemplo, es del sexto grndo,, porque est~ formado 
de seis factores simples, .í. saber, dos foctoros a, tres 

X Siguit'tidcl III nnnlogin indicndn en fo nota del §. 2 ,~ mielen llAw 
mnrno dim,,uiamt los füctores ijimpleH Ó ¡wimo1 de cunl1¡uicr pro
du<.:tO; de nrndo qoe segun el ordinario modo do halilnr el producto 
a~ b3 e tiene seis dimm.rionu; pero osto solo ejemplo ha\tn pnru lrn
ccr ver lo nb~1mla que es e5111 nomenclatura, Hs vcmlnd que In~ pro .. 
duetos de dos füt.:torcs r~pre~entan l11s ifrr111, que tienen d(n di111cm" 
1lonea·, y los producto» ue trca füct(m:~ rc11resentim lo, vol,immu, 

'l'OMO :U, J. 
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'l':itr\TAPO '.U,1Hd.lN1'At . . 
· . ·,b . •·ln factor e I debiémlvse te11er cnt<.:ntl1do 
füctóres , Y ~ . . . . ,. • 

, t foctorcs se llrmum prmw1 u pr mi,rott 
•qu:e aunque es os . . . ·. . .· . . . 

de os descomponerlu!l en u1 w1 nrn, icm:t• 
porque· no po m , 

d bien rcorcsermir 1um1crt1\ i.;1,mpm:~tos1 
,Jlos, pue en nrny • , 

. ·l s al n(1mero ¡i11nkuh1r tpic en tm uer .. 
pero si· aten~ emo · 1 1 l 1 
. . . ,,d . . do caso re•mmmtnn' ,i, en y:1 i e tl>tíM> 
to y eterm11rn . x I l . 1 . 
de absoluta indetermiuac1011 en (j\lC el A ge a,t o1¡ cou~ 

sidern. ¡ 1 

Tambien debe tenerse presente <1ue ¡1;mt .i uc1er• 
minadon del grado <.\e \Ul 1?rodm:to ti(} tmrrnn tll (''lHl~l:a 
los coefide1ltes numéricos sino &olo 10!! foctorer. «\g,dm11• 

cos 6 literales. 
Segun esto' y en consec.uenc!ll .do ltl tformMfll.~O 

( §§. 2 I y 2 S)' cuando ª: mnlt1ph11uu \ltt momHnto 
por otro, el número que ind1que el gi·,afo th:l pwdm:tc 
deber{i ser la 11.ul:1« dti lo, (l;\.\~ indlqutli 101 ¡t1dttl)¡ dtl 
multiplicando y ffl\l1tiplicuclor, . .. 
· 2 8 Del mismo mmlo y por l;1 nmm:1 m:t1111 qne ti! 

Ja Arirmétka cfocnwmos fo m1driplil:.1ri1111 d1: h,\ n(um~• 
ros <¡ue se represen mu pcH' 1m1c.:ha, dfrn~, 11mhi1il1t:1mdo 
todas lns portes del multipliumdo ymr c.idii m1tt tht lis 
partes del mtiltlj1licado1•, y 11umamlo l1111 pn1ilm:H•'• t"llf• 
dales ( Aritm, §. g S): iguolmcmt: en d Ai}¡~hnt H 

ejecuta 1n nrnltiplicndon de Ju~ i.:rntid,hki tt,mplcui 6 
do los polinomios, 11mltiplkando nH:é•,iv.1rm::111c t11;!1t11 !i..t 

partes 6 términos 6 monon~ios t\d ri111h ipfo .m~tu ¡,1,I' t.t• 
dlt una. de la.s partes, términos (> mu1111mi11t ,h:1 mulli• 
plicndor, y rcuuicmlo por úhimv !u, prn1luctv~ ¡1,m:.Jlll• 

que tienen tres dimctlhÍflrtél I r~~tn ¡m;11ln llllit 1¡lrn1i1v, ,,,, ..... tubo 
sistir la corrc&pondenci¡¡ entr11 Ju~ uprn,,i,,11n 1li1tuJi, *' ) i1t11 fi¡ur:tt 
gcotnétricM, pucatri que en ht tl'iltfl~km 110 pintian col'lt,ih1111Pt ~ 
ele tr~s ditnenoio111u, 
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prim tener en el conjunto de estos el pl'odttcto total; 
pero en los polinomios algehráicos ocurre una pnrcicn~ 
laridad (JUC no se hulla en las combinaciones de gunds .. 
mos. Los polinomios tienen por lo comun términos sus .. 
tractivos, en vez de que todos los guarismos que entran 
en una combinadon representan siempre partes aditivas. 
Las unidades, decenas, centenas &e, qne entrnn en ln 
fonmtcion de un número, s011 otros tantos términos que 
en todos casos se considcrnn sumados unos con otrns; y 
de ahí es q11e en la multiplicacion aritmética el pro .. 
dueto total debe. en todos cnsos ser la suma de todos 
los pa.rcinles, en vez de t]Ue en fo algebráica no lo se .. 
rá sino cuando senil aditivos todos los términoi de los 
factores, 

Tratemos de multiplicar a+h 
por e, 

----
y el producto ....................... a;.1.nbc 
se obtendrá multiplicando cnda um1 de lns partes del 
multiplicando por el monomio multiplicador , y suman .. 
do los productos parciales m· y be. Lo mi~mo ejecuta~ 
riamos si el multiplicando tuviese m.:s 6 mas términos 
todos aditivos. 

Cuando el multiplicador sea tatnbie11 ln suma de 
varios términos, hubremos de nrnltiplicnr sucesívnmentc 
tod:1s las partes 6 términos del mult:iplic:ando por c.1da 
una de las partes 6 términos del mu! tiplicndor; y su ... 
mando por último todos los productos parciales, tendre .. 
mos el producto total. 

Conviene advertir que en estas multiplicaciones pnr .. 
cialcs no hnf necesidad de gmmfor mas orden que el 
conducente tl que no se omita ningunn de ellas. 



6$ T~ATADO E~EMEN~AL 

Propo11gámonos multiplicar a+ b 
. . . .. por e+d 

1 {ac+be 
productos parciales ... ad+bd 

Producto total ... ac+be+ad+bd. 

Porque la• m,Ucltiplkacion de todo el multiplicando a+ b 
por la parte e del mnltiplicador pros\uce etc+ be; y la 
multiplicacion• de tedo el multiplicando a+ b por la 
otra parte d del multiplicador produce ad+bd; y la.su
ma de los dos resultados parciales, es ae +be+ ad+ bd, 
·y de consiguiente esta es la expresion del producto total. 

.2 9 Si el multiplicando tuviese algunas partes sus
tractivas, los productos de estas pa:tes d:berán. restars.e 
de los de las demas, 6 lo que eqmvale a lo mismo, se 
] deberá anteponer el signo - para indicar aquella SUS• es 1 . ¡· 
traccion. Si por ejemplo nos proponemos mu trp 1car 
a-b por e, el producto será ae-be, segun hemos he
cho ver en ·la solucion del segundo problema que pro• 

pusimos en el §, I 4. • . 
Si en el multiplicando hubiere varios térmmos sus• 

tractivos, y el multiplicador fuere un polinomio cuyos 
términos sean todos aditivos, tendrá lugar la misma re
gla., Propoñgámon·os por ejemplo multiplicar 

· · · · a-b-c 
por d+f 

• 
1 

• {ad-bd-ed 
Productos parciales... cif _ bf ...... cf 

Producto tot~l ..... ad-bd-cd+(:lj-bf-if• 
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Porque la multiplicacion de todas las partes del multi
plicando por la parte d del multiplicador produce ad
bd- cd; y la multiplicacion de todo el multiplicando 
por la otra parte/ del multiplicador produce af-bf ;
cf; y sumando los dos productos· parciales rernltará la 
expresion que hemos hallado del producto total. Y pu
diéndose aplicar los razonamientos que nos han dirigido 
en estás operaciones á cuantos ejemplos se propongan 
semejantes á las anteriores, podremos establecer por re .. 
gla general que mientras sean aditi'Vos todos los térmi
nos del multiplicador, cada una de las partes ó térmz'nos 
del p1·odu.eto tendr,i el mz'smo signo que el término ó par
te correspondz'cnte del multiplicando. 

3 o Supongamos ahora que el rnultiplicádor tenga 
términos sustractivos, siendo aditz''Vos todos los de·l mul
tiplicando; y aunque tratándose, como aquí se trata, de 
números abstractos, pudiéramos tomar por mult~1licando 
al multiplicador, y hallar por las reglas· establecidas el 
producto, propongámonos determinarlo sin Itecesidad de 
hacer aquella inversion. Hayamos por ejemplo de mul-
tiplicar.. .......................... , .... a 

por b-c. 

. Producto.~ ...... ab-ac 

Puest6 que el multiplicador no es b ni e, ni la suma de 
estos dos 'números, sino el residuo que quede en qui
tando e de b, el verdadero producto no deberá ser ab, , 
ni ac, ni ab+ac sino ab-ac, es decir, el multiplicando 
a tomado tantas veces como unidades hay en b, meno.r 
el mismo multiplicando a tomado tantas veces como uni~ 
,fades hay en e; de cuya mstraccion debe remltar el 



y el producto sed ... 1ff l•f ·· ¡1.i '"t~ l,t1 

porqt1e todo el nm1tip,knndo rt ble. h~ 1\r nrnhipfü:11tc 
pri 111crnmcnte por la pa1 te r 1\d n.1t1l_11pl11:,11hu i dc~pu~ 
se debe mtdtiplii:ar rndu el rnulnplii::;uhlu ¡mr b OU1 

parte d dd multiplka~lor ¡ y ~icndo ~U\\.ff,tttÍ\·A eirn w 
gunda pnrto, deberemos fCfütt cld _¡i1Hnc1· p1 u,i,.Ju,10 ~r• 
dal el segundo, Ahorn bien I el pmt1cr ptmhtt.fu ¡,i1m::.w 
es ac-bc; el segundo e, tid,,,,, bd; y r,;mihi,0111,h1 \c)ui¡~ 
nos de este pum n:prc~ent;U' d naiduo ( ,. i ;(;'l1Ul" 

tará el producto que lam:1iba11w11. cud ltl l!t:11tK>t r,. 
presentado. 

3 t Resumiendo tod1u Lu coni,er,uc1l<;í;11 qut H put-
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den deducir de los ejemplos ;111teriores I podremos esta
blecer que gencrnlmente la multiplicacion t/Q los polino" 
mios se efe·ctt,a , ll1t manto es posiblf!, 11mlti¡,lit'cmdo m~ 
CNÍ7Jammtfl con arr(glo d los pru11ptos dados para los 
monomios ( §§. 2 r 1 .rig. ) to,i?is las partes 6 térmt'nos 
del multiplicando por cada una do las partu ó tfrmt'ttos 
del nmltipHcador; )' tndendo preuntt: quu todo producto 
parciaJ monomio procptfento do 11n término adltlrvo del 
multiplicador df!bf! lener el mismo s(r;no que el mtiltipli
cando parcial que lttt)"t co11ciw1'ido d m fornwciou 1 )' 

todo .P1·oducto parct'at monomio jlrOCf!df/11tfl (Ü ,m tírmino 
sustr,tc#vo dtl tmil#plt'cador df!bf! tmer 1m signo coi,tr,t~ 
río al qw, tmga ul mt1ltiplica1uio pardal qte1 TJaya con• 
1mrrido á .w formac/011. 

Si pnrt!cuforiznmos los difere11tes casos comprchcn• 
didos en esta regla gcncrn1, deduciremos por com:1 n
sion que 

I ,0 Todo término adt'tivo m11ltiplicado por otro tlr
mino adi'tz'-vo da 1m prod1,cto aditi1Jo. 

2. º 1''odo th·mino s11str1icti°'vo mt1ltz'pllcado 11or 1m 
término aditivo d,i 1111 producto mstractivo. 

3. º Jodo térm/110 aditivo n111ltiplicc1do 11or 1m tfr~ 

mino sustractivo tia mt prodt,cto sustracti'Vo, 
4. º Todo término sustractt'tr;o multiplicado por otro 

tfrmi'no sustracti-vo da 11111,rotlttcto atli#'Vo. 
Esto mismo se puede expresar mas brevemente di~ 

cicndo que si los doJ·fir,cto1w JJtt1•ci11lu twr;fcron 1m mis ... 
mo s(({1to, el producto parcir,/ proctJdmtu d(I ellos surd 
aditi'Oo, 6 tmdrd ul signo+,· jfl1'0 si los dos factores 
parct'alu tu'Vt'erun diftJrfllttflJ• signos I el p1·odtltto pttrcitt! 
S(lt'ti s11sttttcti'Oo, y de co11s;Juic11t11 tmclrd fil s(¡:no '""'• 

A fin de focilitur lu ¡H·{ictica de la multiplic~cion de 



Prod~icto totnl re•} 
5

,,1 :1 i,i"/.. 1 z ,,11 ;,• ,_. ¡;¡ 4•¡,,1 ,.,,t 1J* _,,,.j,lf 
dut,;1do •. , ..... ,t,.... " 

En la primern línea lu,rizumill du fo¡¡, JHmliu rn'll f;li.trdíl"' 
les so hallan todo, lo, tltlO hut nnulu1Jo do l.a mulri• 
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plicacion de los tres términos del multiplicando poi' el 
primer tél'mino a I del multiplicador; y como este t<fr• 
mino no tiune antcpuestt> signo nlg11no y de consiguien ... 
te es nditi vo, todos los productos parciales mo1wmios IÍ 
cuya formacion concurrn deberán Mper los mismos sig
nos que los términos correspondientes del multiplicando 
( §. 3 I ). En este st1puesto eL prime~ producto pnrcinl 
S a7 no tiene signo , 6 lo que <;)S lo mismo, es odid vo, 
porque lo es el primer té1·mino 5a•f 'del nrnltiplicnndo; 
el coeficiente dd mismo producto pardal es 5 , pon.1uo 
siendo 5 el coefü:iente del primer término del multipli .. 
cnndo, y r el del primer ténniuo del multiplicndor ,. el 
producto de los dos coeficient:es es 5, Los factores par"' 
. I + 0 • 1 l eta es 5 a · y a 110 t1ene1M:tm· etra qub a a con el eir. 

ponente 4 en el mnltiplicnndo, y con el exponente 3 en 
el multiplicador; y por esa razon en el produ<.to par
cinl 5a1 no huy mns letrn que la a con el exponente 71 

suma de aqt1ellos otros dos, . , · · . 1 • : 

El segundo rérmino del hli1Mplicancl6 es sustn.tcti .. 
vo, y de consiguiente nl combinnrse con el t>rimer• tér~ 
mino del multiplii.:ador ddiL1 dar nn prnducto sustr(\ctÍ~ 
vo 6 con el signo -. El cocficicutt.: 2 del uno multi
plicado por el coeficiente x del otro I dtt !.t pmt co111fi.., 
ciente del producto {t cuya fürmncion ccmcurren. En los 
dos factores pnrci::tles 110 hny nrns letras,que la ¿r, y In b; 
y de consiguiente el prodtrc10 tfobe cont'cnct· t'~tas le .. 
tras y ninguna otra. La letra a es conrnn {¡ los dos fac
tores, y asi cm uno como en otrn tiene por expono,m, 
nl 3 , y de consiguiente la misml'I letra reudrCt en el pro• 
dueto ol exponente 6, que e,1uivalc {L 3 ~.., 3. Asi que 
el scgunJo producto parci,tl monomio con su siguo se .. 
rá- '.1.tl.b. 

'l'OMO H. 
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74 Como el tercer tém1im1 4trtii' dd m1,1li1pdt:;in,it, es 

d
• • ¡,> es tarnbicn el prc1dt1t.Hl p:Ht ,¡m: n:u1!t1 a mvo, , , · . . . 

de su. nrnltiplkadon por d p1mn:r !t•1rnmu. . nrnh_,. 
licadon il coeficiente debed ,cr .¡. i 1,,., li:u.1,, ilii,btrnn 

p l . 1· b la ,,rimera ,un d e:iq1m1t·n11· ~ • r lil ~o• ser a a. y ,1 , • r · . • 
unda con el mirnrn exponente 'l tp1c t1i;11_:\· t.·11 el oa~l-

g. 1. d A.¡ se ÚH'm·1rá d icn.i:1 p1uha 111 p,H~ml t1p 1can o, s • 
h:.(b, . + 4~~ . ' . ' ' 
Lá ségunda' líned de prodm.:tci!l p:m tPIIHtmi 

J. 1 , ... 1-., 0 resiilm\o de t.0du11 h.,•, t 1.:r m11wi tltl tou:os os q t11, "' · · · , • 

1, 1. 1 :>or el seau11dt1 t(•ntmm dd nili1iq1hct• mu t1p 1canc o l: .t' ' , . . 1 .. 1 dor; y 1,or ser s1.atrnct1vo Chtt\ tcnr.mu tu,.t,~ P' pro, 
duetos pnrci,:les de estú hmm uemm t:vuu . m 
de los términos dul mulriplic:,tmlo l\ttC h;,m i:t1m;;m11dd 
su formado11. l'nm kls cocfü;ientt!l I lia litntll )1 H• 

ponentes "~ h,a.n seguido \a11, ~itmH regh1:1 q,uc liln li 
formacion de los productos .puremlt!s de ht lmr,1 

En la ten:ern y (,!tima t'),LIII l(i~ pn•1!11<1r,, 
)tocedcntes ,de 1.i m11lti¡dil;1ti1111 d1: tn.lP~ hv, h'i 

:le! mulriplicimdo por el rcrn.:1 lt.·1 mino 1kl m1dup!k1.• 
dóN y como es uditi vo este térn\Íml l tt,~11 11 pu,dm:• 
ros pnrcinles {t cuya furm1u,,Ít111 l.'.Pll~.w,c i. •mcn.:111 ti 
mismo signo que los t1:rminus t:1HJc•,¡mnd:cnt,1 mul• 
tiplicnndo. · 
, Teniendo yn formud,,i tmh,, lur, pi 
les, de cuyn reu11ion M! <:tunptmc d 
mina ntentumente p11r11 ver ¾i t11trlil 

térmiUOS 6t:t11Cj,t11LC~ i r í!:11 t:il!>(l tpn: 

duce ·ob~orvunclu p:m1 dln b trf l,t \id i 

du presento que pm'lt su· urtn,j,mtr :i *; ,,,,tU ur-., 
110s no b,uttt qtte üt#f,fltt mui.i miur1,:u I, n,o, 
ad,m4s cmlti tllltl ,t, Nltt;s lui ,l, 1€mr 01 1114 mJ,, 
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1110 e.rprmmte, sin lo ct1:il 110 se hallará en cfü,s la mis .. 
ma combinacion de factores simples 6 primos, cumo se 
rctJ1iicre pnrn la semej11nza de los t<Srminos y poder re~ 
d u cirios, En 11ucstro ejemplo hemos cfoctuado tres re .. 
ducciones, á saber: 
1 J (,b I lib ' . \ I ''l a oc- 2.a. y

1
- 2.oa I que eqmva en .i - 2 2a 1; 

1 1 .(bª 8 'b~ ' 1 ' ' 1• '• a oc+4a y~1-- a , que equ1va en a+ r 'Jet v ; 

la de- 16a4b3 y+ 1oa4b1
, que eqoiv:1le11 á-6a'1b:\ 

Despues de cfecttrndns estas tres reducciones ha rcsulrn .. 
do el producto totnl simplificado, cunl se halla. en la úl• 
tima línea del ejemplo. · 

I>arn ejercicio de los principiantes pondremos nqui 
otro, nlgo mns complicado, cuyn inteligencia no puede 
ya serles dificil. En el resultado final de 1u operadot1 
podrán fácilmente notar que no es p()siblc reducir mns 
términos que 

-165arb 1c y+z5,lb 1c; 
porque siendo estos los únicos, en cuya composicion en .. 
tran unas mismas letras con unos mismos exponcnteR, 
son los únicos términos semejnntes qnc se hallan en todo 
el produl:to, y d0 comiguiL)ntu lus úuicu¡¡ si1~c1:ptiblcs 
du reduccion. 
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g 3 A consecucnci¡i de lo que debemos prnct1cnr 

en la multiplkadt>n de los polinomios) es focil ver tiuc 
si todos los términos del multiplic:rndo fuurcn de un 
mismo grndo , sen cunl fuese ; y todos los términos del 
multiplicador foercn tambien de un mismo grado, cuul
C]UÍc:ra tJUe sea; todos los términos del producto scrún 
asimismo del grndo indicado por In suma de los n{une .. 
ros que i11dk1uen los grndos de los dos factores. 

En el último ejemplo, e11 el cual el multiplicando 
es del sexto grudo, y el multiplicador del tercero, el 
producto es del noveno; y en el ejemplo nuterior, en 
el cual el multiplicnndo es del cuurto grado, y el mul
tiplicador del tercero, el producto es del séptimo; y mi 
de los demns. 

Los polinomios , cuyos términos son todos de m1 
mismo grado, sea cual fuere, se 11.inrnn l1omosé11cos. Di
remos, pues, que cu sfoudo homogéneos dos ó mas fac
tores complexos 6 polí11omios

1
, debe tambieu ser !lomo .... 

ghieo el producto; y esta observacio.n poddt semos muy 
util pnra precaver 6 corregir n,uchns equivocaciones 
que cst':tmos cxpuc~ws {1 pudcccr cu !:is multiplicncioncs 
parciales, omitiendo por olvido algunos factores, 6 po
niendo algunos expoMntes mnyores ó menores de lo que 
debieran ser, 

3 4 Por la rnzon que expusimos ( §. 3 ) , los res u 1-
tados de lns operaciones algcbdiicas efcctuadns con can
tidades literales nos dan {1 conocer el influjo ,1uc en cllcis 
tiene cada una de las pal'tes de estas cnntid¡¡des, 6 lo 
que es equivalente, cómo y cuánto hn contdbuido cada 
pnrte pnl':i la fornrncion de los mismos resull'odos; y por 
este medio nos conducen {¡ descubrir en ltis números 
muchas propied.ides generales é imlcpendiontes de todo 
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a~~, .. iab•+·b~ 
x a .. i,.b 

i ,,t,, :i,ti, ·•, I•' 

1 "/ ' ' , ., 
ll ,.¡ • 3 ,J '· 1 .{ ,U• ' 1 ' 

La primcm nHtltíplk.11.:io11, ,:11 l.1 rn.1! d himim~ 
a+b multiplicrtdo poi' el binumii1 t,,. ... J, h.a 111Mh1dd«I 
a/-b1

1 nos lrncc ver qnc ,ti se 11mJ1t;rli"' ,',, m111ft J, 
dos números c11rd<!s,¡1dr:r,i por l.1 ,li.f; 101, i',t d., lvs .,(,,. 
1110s mímt·ro: 1 dpro.lut'lo ,l'o-., l,J ,i'{tá 01, i.1 ,j¡ l~i.1 ti.ti,. 

d1 1t1dos do Nlru núm1:1·u1', 
Do esta prnpicdud ¡mdi;:m¡,11 h;1(,:~1 11m p;u ,l iabrt• 

viar nrnch;is nrn !ti plicadunc, uritmrd,,;J 1, ; put\ u1 m1u1 
las combinaciuncs dti f~ t1i1ri~1rn1~ 1111 \·1mh·11~ ,m p.utt 11" 
guna sustrnctiva, 0¡;1u·rc m1 pn, .,~ \'r, tl trn~~, i¡utt mut .... 
tiplicur dos númcrns I en lu.~ i:11,di:, \j,; •t7d1J p1u1i111m-1mtt 

de ver qua ~on respcctivim1i:mc l,1 uim.i )' l:t ,lihm:ncia 
du otros dos c1ue poJenm, muhiplít .u pm 11 mÍ¡¡mCfil 
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con suma focilid:1d, y oun sin ncccsidnd de tomar la 
pluma p(lrn ello. Tengamos, por ejemplo, que mul1i .. 
plirnr 5 i por 48; y observando que d primero equi
vale ú cincumta 11HIS dos, y el segundo ú cincucnlci me .. 
nos dos, vendremos en conocimiento de que d produc .. 
to s(mÍ (1/ cttadrndo dt· 5 o menos (/¡ cu,1,k,1do d,· 2. 

Aliorn bien, el ctrndrad<> de So, ó el producto de So 
11or 5 o, es 2 5 oo, el CL1adrodo de 2 es 4; y restando 
4 de 2 5 oo, el residuo ~496 será el producto que bus• 
cábamos. Lo mismo pt1cdc ejccutnrsc en la multiplica .. 
e ion de 8 4 por 7 6 , y en tmfos lns damas en CJ ue los 
factores tengan la circunstnncia de ser In st111u1, y In di .. 
f,rmda de unos mismos números, cuyos cundrados so 
hnllen :con prontitud y focilidad. 

En el segundo ejemplo vemos que tanto el multi .. 
plicnndo como el multiplicador es un mismo binomio 
a+ b; exprcsion nlgcl>rfo;n, <]UC trndudda nL idioma 
vulgar quiere decir: 11na canti'dad ,·011!}1T1eJ't4 tl,· duJ· 
partes cuale.rquie1·a sumadas, El re;1.1ltndo pues de esta 
mu!riplic:aci<111 nos da n conocer que la SP..,[(ttnda potencr',t 
á t'l mmltado di• 111w cantidtttl //0111¡mcst.i do dos pt11'tt·s 
ct1ctlcsq1tiera s1mwd,tJ', se t'OUJJ101W dd ~·1wdr,rdo de fo 

prinu11•a pttrte; tle dos '()t'm· uJ p1·oducto du ltt pri111rr,1, 
multiplicada por la segimda, y del c1'ad1·ado d1 la JfJ-i 

.gtmda, Esta es una mern trnduccion de fo expresion ni .. 
b " ., b b~ ge ra1ca a •+ 2c1 + , 

Y como todo número 1'cprcse11tndo por dus cifras se 
nos presente como compuesto de deis pnrtes st11m1d,ts¡ 
siempre que hnyamos de multiplicar p<.ll' sí mismo cunl ... 
<JUier n(1mero de esta clase, ó lo que es lo mirn,o, siem
pre que nos propongamos cuadrarlo ó elevarlo ni cua .. 

drndo 6 {t la segunda potencia, podremos hacer uso de 
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la ~egla que 1105 prescribe d 11.:n,lt;.H.lv ulgdu,'.1ít:t.1 d~ la 

segunda. multiplicadon, , . . . . . 
En la tercera el nrnlt1plu:::rn~l11 t:¼ el 1;11,hhJ1lt1 dtl 

b, · a-•-b , y s·,,.mlo ebtt mium1 IJ:nnmii1 d m11hi, 111om10 -,-- 1 • " · • 

l. d r el i·esult-ido viene ú. ,er d ,;.1ilw, .,kl n1imii0 p ICI O, ' 
1 binomio; y trndnd,lo ,1l iditHn,1 vt1,;¡,'.,M 11n,1 h,l\C t·11c 

que e/ cubo dlf t'llttiqnict' ranti.i,J.l tt1nwursl:1 df u1i,lt:~ 
quiertt dos )'ttrtes sttmad,u se r:amprm1 ,td rn1·u ,Ir i.,_Pn• 
tnlfra partn de tr,s '/Jetes rl cm1,frr1,li1 dt /.1 pn.tlfftri 
tnttltiplicado por la ugmulei l di, tru ·tm: f J., /' 111,11,r, 

mttltipllcada por (lt c1,ad1·,ielo el, f't 1r,,Jut1.l.1. 1 díl 
dt: la scgtmd.1. Ya se nos c,frecer~n fretmmttt 
de hacer uso de tod.ts estns prOJ:l!Otludr:~. 

3 S lfo muclws casos, y ~eííaluiLrn1en1~ t:\amiiI> ti~ 
pues que hnyamos cjccurndo una op1mu::urn 1rnr:1nu1 
que ejecutar . la inversa, con lt cu~l pueoc d~~h.-ttiW 
en todo1 6 eh parte \o quo con h1 primen. h:tynmm ho. 
cho, conviene no efectuar In primc1;1 , ~i,m wlu irttti1:1r, 
la; y de ahí es (JUC g.:m.•r,d111c11tc l.1, 11pc1;n:i1;111t, • .dp, 
bráicos no se cJi.!ctt1a11 dd mu1ln tp10 C\fll t:, pu,iblt» 
sino cuando es absoh1tunumte im:lillptHnltblu ; )1 J~ coa .. 
siguiente será preciso v11hme dd rm:dln c¡ue h~mo11 ttd,op,, 
tado ( §. r r ) pnm indk,H l,t nrnltiplh.:,h;iun ,h: J.:.1 ou
tidadcs complexas. 

Ln exprcsion, p<>r ejemplo 1 

( 5.i- 3i:lb1 
.. ..,b◄ )(4ttb'-,1,, h,,,,f' )(ti'' ) 

indica que so debe multiplicur el ui11umi,, arit~rrAdo 
dentl'o del prinwl' parénte\it pnr el liirmmin cm;~rr1do 
dentl'O del segundo I Y <Jt!U el ¡11ml11t1u ,h;r tM~ r,imtfll, 
multiplicacion se debo muldplit:ílf ¡,m ti himinmi ,,n,or,. 
nido dentro del tercero I y a!I) curuí1~iiienh1 t~¡ut,eimi tl 
resultndo finnl de estas muhitifo:11<.iunci. 
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Algunos autores, para indicar estas nrnltiplic.1c:io11cs 

de cnntid.tdcs complcj,1s ó polinomias, en vez de cnccr~ 
rnr dentro de paréntesis los factores, hnn tirado ¡wr c.:i~ 
mn de cada u no de estos una líneu lwriztinl'nl, y han 
puesto el signo de la multiplicacion entre ellos. Si h11bié
scmos de seguir esta prúctica , darhunos á fo cxprcsion 
anterior esta formn: 

5a4 
- 3cl'b~ + b4 

X 4ab1 -,te"' +tP X b2 
- t·

1
; 

pern como fos líneas , si estnn mas ó menos prolongada~ 
de lo que deben, pueden inducir á nrncbns cquivocn .. 
dones, son preferibles los paréntesis, los cunlcs 110 pu e .. 
den jamas dejnr duda sobro el número de términos (lUC 

comprende cada factor. 

DP la dNJision de las cantidades a(~·ebrdt'c,ts. 

36 La division nlgebráica, nsi como la nun1t.:ricíl, 
debe considerarse. como t1na operacion cuyo objeto es 
llallar uno d(! los facto1w d, 111n pradtuto dado, tiumdo 
sP conoce el otro facto1·; por manera qtie el divisor nnilw 
tiplicndo por el cuocicntc debe rcprodm:it· al dividendo. 

Aplicando estas nociones en primer lug:1r ¡'¡ lus c;rn
tidndes 1no11omias, deberemos inforir (§. 11. 1) q11e en la 
composicion' del dividendo deben entrar to.dos los f;icto• 
res del, divisor y del cuociente, y que por tnnto si N sz, .. 
jWi'mun un el di'-vz'dcndo todos lo.r j~worc.r del divisor, en 
cuso que los contenga I como se requiero p.ira pudcr 
cfoc:tual' In division I Jo qu,· dvsputs dfl tu¡_t,vlla s11,J1resüm 
1·e.rrtlt,,, .rt/rti' t'l cttoctimt11 qtt(I u busca. 

J>ropongíumrnos, poi· ejt~mplo, dividir el monomio 
b 'I ~ l l . lb 1 1 1 72a' · e e por e mmwm10 9a ¿· ; y segun a rcg,a tpw 

ncab:inrns de cstublcccr, dubcrcmos supdmir cu el pri ... 
TOMO U, :r, 
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mero los factores 9,aª ,b y / del segundo; y de consi
guiente para que la division pueda efect~arse, es nec~s~
rio que todos estos factores es ten contemdos en el d1 VI• 

dendo. E!ito quiere decir -que el coeficien~e 9 debe ser 
factor del coeficiente 7 2 , ó lo que es lo mismo, que 7 i 
debe ser exactamente divisible por 9; y como esto se ve, 
rifica, puesto que 72 = 9 x 8, suprimiendo el factor 91 

.. resultará' el otro factor 8 por coeficiente del cuociente. 
Tambien se sigue de las reglas de la multiplicacion 

(§. 3 5) que el exponente 5 qne la letra a tiene en el 
dividendo, debe ser la suma de los exponentes que la 
misma letra tenga en el divisor y en el cuociente. Será 
pues el exponente que aquella letra debe tener en el ctiO~ 
ciente la diferencia de los exponentes que tenga en el dl, 
videndo y en el divisor, esto es, 5 ".'""' 3:?::: 2. Asi que la 
letra a tendrá en el cuociente el exponente· 2. Por la mis
ma raz.on la letra b deberá tener en el cuociente el CX• 
ponente 2 = 3- r. Finalmente siendo comun al divh 
dendo y al divisor el factor c2, no deberá ~1pnrecer la le, 
tra e en el cuociente; pero en cambio deberá permanecer 
el factor d segun se halla en el dividendo, por no halÍñ'r• 
se esta letra en el divisor. De este modo resultará qneél 
cuociente que buscamos es 8a'b"d. · ' 

De este razonamiento, que se puede facilmenteapli, 
car á cualquiera otro ejemplo, se deduce qne general• 
mente para ifútuar la dhlision de un monomi'opor oti-6¡ 
se debe 

r'. 0 Di-vidir el copciente dd dividendo po1· el del . 
di'Visor: 

2. º Suprimir en el di'1Jz
0

dendo las letras que le. sean 
comunes con el di'Visor cuando en ambos tengan un mismó 
exponente l J cuando el exponente que una letra tmga in 
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. el dividendo ,sea mayor que el exponente de la niisma en 
el di'Vz'sor, deberá aquella letra permanecer en el cuocicn
ffl con un· exponente igual á la .diferencia de los otros dos. 

. Por último, todos los factores del dividendo que no 
se hallen en el di-tn'sor, se deben conser'Var en el cuociente 
st>_gun esten en aquel . . 

3 7 Si quisiésemos generalizar la regla que acaba
mos de dar para determinar por medio de la sustraccion 
el exponente que cada letra comun al dividendo y al di
visor debe tener en el cuociente, y la aplicásemos al caso 
en que la letra comun tuviese un mismo exponente en 
atnbos, vendria á resultar que el exponente de aquella 
letra en el cuociente deberia ser cero, pues.to que cero es 
la diferencia de dos cualesquiera cantidades iguales. Por 
manera que el cuociente de la cantidad a~ dividida por a3 

estaria bien representado por aº; y como sea bien sabido 
que el cuociente de cualquiera cantidad dividida por otra 
igual á ella es la unichid!, es con~iguiente que la expre-; 
sion aº sea im símbolorí.dt.:le,ntnidad, y que en su lugar 

podamos sustituir I siempre que nos acomode.-Si hubié• 
ramos de dividir a 3bl por a'bc\ el cuociente estaria bien 
representado por aT.b0 c0

; y esta expresion será equivalen
te á a, que es el cuociente que hubiera resultado supri
miendo los factores comunes al dividendo y divisor; por
que equivaliendo bºcº á I >< I = I, a'bºcº equivaldrá á 
ax I x I = a. Podremos pues suprimir en una combina
cion de factores todas las letras cuyo exponente sea cer.b, 

Por lo expuesto se ve que esta proposicion : toda 
cantidad cuyo exponente sea cero, eqt1t

0

7)a/e á la unidad,, 
no es, propiamente hablando, sino la explicacion de un 
resultado, al cual nos conduce el convenio que hemos 
adoptado sobre el modo de representar las potencias de 
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una ctrntidad cunk1uient • valiért1.lomJi p:mt dlü de los 

cxpone11tcs, . , . . 1 
3 
8 1>ara qtte pueda cfoctu:uu h1 thv1mm 1. t: un mo, 

l• por otro es necesru·io 1 ¡¡cgun hemw, .. ' 11,tu, q1111 ti nomo , 1 ,, 1 ... 
d. · r no tc11o·(t Jutra t1lg1ma ~tu no i·t 11,1,1, '. n r ~HI,•I• vr;iso -o ,. 

1 
, • 

dmtlo; qtt(! el t·.1:¡.,011N1lr: tiu rnd,t tHht f r i.lJ ':'"'''. ti>• 
,mmos no .sea tntr)'Of' n1 rJ dh.iinw ,¡ur rl ;Js._t 1,1 mi.11111 
lidrct f¿,nget m el di'vidmJ(); 7 q1u ti. 1:f#r/11 trttlí.' ,(< _u11 
S(/(j, cxaG"tamtmtu cU-visible por el t:(Jr/u trNfr . . ,ln.u,r, 
L\1ego que falte alguna de m.Uts Ut!ii ~~m,h" ww:~ 1 tll'lifi 

Jimitnmos ú indicnr \u diviiiun • y reprci-i:11Hm111•1 1,;J tuo, 
ciente formando una frncdon (§, !Ji) 1 t;11yb m11mu1dG1: 
es el dividendo, y cuyo dcnc,míriudor at ti. ,liiii_í!•tH. Lo 
único que despues de esto lm:cm11

1

li t! .s1m¡ih/mff 14 
fr,1ccion, suprimiendo en tiUS do, tcrn11mt11 lo,, t1i:t.o:t1 

qi:i.e \e sea.11, com\lnts, s.i ¡I.I que lQ$ .b,1y i fn,1• tt 1 
reflexiol)a, los,pritl(:ipio11 fündnrottrmtlci i\t1h1t: 1111c 
ba todo la teórica du J,rn frm:ciwrn~ a1 i111 1r1 Í4 ,ii,, t,un 
depcndfoures de todo ~i~tt:nia de 1111mc:1.a.. i11n. )' i!t'! ,.,. 

siguiente son 11 plir.:ubJc¡¡ i.g unlmcmrn •~ l.1~" • · 

Cuando puedíl. verifü:tme la .ttni¡,Uju,wrm • ,, ,.,,. 
prt'mt'rd1i rm prf111t·1· htf{ttr /cu J:u11wt,1 
JWW co1111111us á /ns cm/ií fr111a 1l, I .lh ) 
J dt'SJ)llt:S l,rs lt:tr,u (/l~t t,miNn lr1 u,rn aiwmu.t I ir~• 
do tmgan w1 ml.rnw r.tpt111n11t w ,1111lr11 tu·,m'm,:, i 

si fiurm dw'gual11.r lo,r ,ii1.r ,.,ptmo,10 
t·omtm, jJC1'111Cltltt'i!t'tt att1 htr,.1 01 :J to mir1r;1 a, 
t't!S tntiti 11/ 111,l)'fJf (',ijllllll:fllr:, t:tm Mr~i . ,, 

rcnd,1, de los do.r ,wfrri11rt!', Jd rj•~·mplu 
rnrít lo prescrito en t:!1f.t rci;l.1, 

Pmpong,1111011<1~ divhfü ti tfümmt1Íd 

64a"b'1t/1c; y como tm príurnt h1g,u oJ 
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dividendo no es divisible por el del cHvisor; como el'l 

segundo la lctrn comun t· tienó en el divisor un <lXpor 

ncntc mayor <1ue en el dividendo; y por último , c9mo 
esto no contiene la letra (! gue se hall.um d divisor¡ en 
unn pnlabra, ccnno foltnn. en este caso todos lils condi .. 
ci1mcs indispensables para que pueda efecrnurse la div'i~ 
sion de" dos monomios ,dgefa:{dcos, lrnl>Jjcl11os fotzosa .. 
mente de conte11t,11·nos con una mora i11dkacio,1) , y ro• 
presentaremos el cuocfonte con esta frucciou ó qi1ebrndo: 

4H{/1brf•d . 
64,,1¡;1,,,111' 

Tratando uhora de simplificar estn,.e:x,presian:;l l}6Jth 
remos que los coefideútes 48 y. 64 son a.~i1bos.#xnct3 .. 
rnelll'e divisibles ,,por\,.A..Ó,J .y de consigldente supdmi.e11 .. 
do este factor conn111 ► el coeficieute del xm 111erndor so 
reducirá á ] , y el del denominador ,1ucd,1dt n;ducido 
,1 4. La h:trn comun et tiene d nds1úo c:xjwm:ntc en nin 1

~ 

bos términos. de l.u frai;cJ,~,1,, y de <:.onsig•l1~ent<hSC1 puede, 
suprimir enteramente la CllMidad 1re}')Jescrnt11.¡da por 4:\,. 

Ln letrn conrnn b tiene en el 11umeraclo11,eLe:x•ponente. S, 
y en el dcnomiuudor u! (;):Xpo11cntc 3; y sic11do b';;;;./)1xJ/, 
despues de supri11ii1· en ambos tél'rninos el •fai.:wr, comuu 
b:1 debcl'Íl pernrnnecer b'A en el nuni,crndor. L¡¡..lo.tni, .co"I 
mun e tiene en el denominador' el exponente 4, y .en el' 
nun1erndor el exponente 2 1 y siendo e"::::::/ x / , en bn:. 
biendo suprimido 011 :unbos términos, el foctor <.:<Jlfülll /', 

permanecení om, / en el denominador, ~t, ve pul!s tiuc 
en no •do igmalcs los exponentes de t.nm letrn cvrntrn 
al dividendo y divisor, 6 á los dos términos de la frnc~ 
cion con (Jtle reprcseutumos el cL1ocie11te, pernrnncce 
de~pl1cs de la simplificucion la misma letra en el t~rmi~ 
uo en (1uc tenia el nrnyor cx11onchl'e , con otro igu.il á. 
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fo difeténda :de: los dos .anteriores, Por último , no sieo. 
·do comunes: las letras d :y ·e, deberá permanecer cadn 
1uná ,en· el.mismo término-en que antes se hallaba. 

Asi habremos• reducido la fraccion prop11esta á es. 
gb'd 

totra: ., --. -. ; , , ·¡ L. ·., , .· · 4c e 

hF cu-ai será '.la: expresion atgebráica mas sencilla que 
puede darse del :cuociente que nos proponiamos -~aliar¡ 
sin que por· esto deba e_ntenderse que cuand~ su_strtuya• 
mos en lugar de las l~tras b, d_, e, e los numerns que 

·hayamos ~esignado por ellas, ª? sea ~uevamei:ire r_edu. 
cible la :fracdon-1ái rnenóres términos, s1 es que sus valo, 
res numéricos contienen algun divisor comun. Entone~ 
d~ja ya de ser alge~ráica la _f raccion, y pasa á ser ;rit, 
tnética ;-deja de:ser mdeterm:mado su valor, y pasa ~ ser 

)~~}~i
1~Tg~~~~ti'~~-~~do de~ilµOs qUe la fraccion ~~4e, 

enteramente i1~td11cible , la consideramos en el primer 
estado · y no en el segundo. 
,; 3 9 ,' Es"~ínü•y ·digno de ser notado que si todos/o¡ 

facto 11e.§, .sin_<iexteptuttr el :o'efi-ciénte, del 1i'Videndo ti 

kiJUit,'sín,'c-n: e:l di-visór , y si ademas contwvuse este.al'. 
gmzo.r otros qu/ le sean peculiares; en habiendo supr'., 
mido todos los factores comunes, deberemos poner la tllll• 
dad por n~mcrador de lafrc:ccion reducida. En efecto, 
suprimiendo !asi, en'~l dertomma_dor _c?tno en el nu~er~ 
dor todos los factores de este, se d1v1den. los dos _ter~1-
nos del' quebrado por el mis°:º. n:1merador; y ~a se sa~ 
be que cualquiera cantidad d1v1d1da poi: otra 1gu~l, o 
como se dice , por sí misma, da por cuoc1en/e la unidad, 

· .· . 4a be 
Sea, po,r 9je,mplo, la fracc1on . 

12
a.b'cd i . 
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en la cual observamos que los factores 4, a\ b y e se 
hallan en ambos términos. Si pues los suprimirnos tanto 
en el numerador como en el denominador, dividimos asi 
al u no como al otro por la cantidad 4a 2 be. Ahora bien, 
esta can ti dad di vid ida por sí misma da por cuociente la 
unidad; y la cantidad 1 2aº b3 cd .di vid ida por. 4a 2 hé, da 
por cuociente 3bºd • .Asi que la fraccion reducida á su 
mas sencilla expresion será 

I 

gb'd' 

40 Supongamos ahora que hayamos de div.idir por 
un monomio un polinomio''cuyos términos s~an todos 
aditivos·; y cotejando esté caso con el de la division 
aritmética, echaremos de ver que el mismo principio 
fundijmental que nos dirigió en la una, debe igualmen
te dirigirnos en la otra; á saber, si dividimos sucesi'Va
mente por el di1Jzsor todas las partes ó términos de que 
se compone el dirvldmdo, e/conjunto de todos los cúoct'cn
tes parciales será el cuociente total. 

Propongámonos, por ejemplo, dividir I 8a3b2c4 ..¡.;. 
4bs " ºb4 dº ºbº d" ·¿· d . I S a e -+- 1 2a e por 3a e; y 1v1 1en o snces1va-

rnente por el divisor ( §. 3 6) los tres términos del divi
dendo, la suma de los tres cuocientes pardales será el to-

. · , 18a3b1c++ 15a4b3c'-+- 12a'b4 d' tal que buscamos. Sera pues____ • • · e 

= 6ac 3 -+ 5 a,;, bc+4b"'d,,_. 
3a be•. 

Si alguna parte del polinomio dividendo fuere sus
traed va , lo será tambien el cnociente parcial proceden
te de ella; y aunque á primera vista parezca que en lá"., 
Aritmética no ha ocurrido caso alguno análogo á este, 
si bien ·reflexionamos la regla establecida para restar de 
un quebrado otro que tenga el mismo denominador; 



·89 'I'I\Aft"1\t)tl IU'U'.~rn r, 1 "'tribn en 0¡ mium1 p1 í11>' irii1, 1¡:t ,: :1t1uí lll)¡ i:veremós ,quo "º • . , , . . 
,dirige~· á saber i lo ,nismo n .,,,,uMt' .IF' .u¡ roo11n.~ tt 
, l , , a (I/ tni rmo di-c,iHn'' i r, if .u· ,m m·•un,, lar cua 11s 1iay , , • . . 

l 
t ir 1m dh,,f./01,i,, ,Jt '"1'11 • )' ,in ,,l,r 1! te otro , que res t . 

• 1 ¡ divi'sM' t'fWWfi, ~1 Pll" H, ' l' 11 'il111lCmci 
,1'QSt"U0 por (I 1 , , , ( ' O 1 , 

1,a.ividir el polinomio /Hhl~P e·'-· l ',W ,1·, ! • l ,!,I H J F™ 
, , , 1oi1+b',' - n,11/1'1'~"' p't1'J·,'.. ,,1 S ,;I' • 3 b'"' 
\1a~bc sera·•····•-"-··· 

4
,11¡,¡-·" · · 

4ai c<l, 
4 t Cm111clo e\ dividtndu y rl 1lí1 ;,,¡\f '', l'I rolí11,. 

1'nios, nos contentnrnos Pº" lo c,,~mm ' 1111 111
' k ;ti lii ~1

• 

vision , y represent:unns el i:::ucx:u:mti.: \),,•l iu,;t ••~«• 
¡ 1 l. ' J ~ ,, ·l•·1 Y ,.,, 'l'O ,t,·111 •011M cuyo m1menH or e~ e < 1v1uoi t, 1 • , , , • 

es el divisor; y C()tno de hHi rcgl¡U ih: ht nmh 11•l•i.:1"1" 
se sign que cuando 110 mu\tlplku ¡u:H un ttiuu, •JnlO 1$11 

,po1inomio,\tq\i1tl \VllM'IC 611er r,,tar (,()~in\ _d, ,.,Jas lí 
tér111i110& del productt'l., que es otr,, pr,hn(,mi,,i, m» ªfil" 
veclwmos de cst:i olm•rv.1d1111 p.1t,1 \lu•pl:ll\ .u •qc1el1 
primera cxpl'esion dd c11oá1.•1J1ti ,,i,·mra: 1p1c t,,.,fqt l!ii 
términos del numcradtJr y dc11un.111,hk11 J¡¡at:;,m a1111 
factor comun. 

·Sen, por ejomplo, l:1 e'."l'prc~idn 
(5,,•I w,.,, 1¡,1 11•, ..J• l t,1\ * 
" , • vi 
y,,,¡. ,,--151,'.•+";4,1 

y cxt1minnndo lo~ térmi11t1ll dd m1mi:1;hfor \fNCft\t)t qDI 
todos los coefidcnr.e1 tcrn ,.nuit.tim1:mi: .lii·í,íhlc, por S, 
y que ú tutlo~ lo, térmirmll Cll emrtim d l.tdut tl' a, .. 
minando igualm.:ntc lm, r,:rm¡m1" ,Id ,.if'tHi1r1~11,.1t1,r. '1'Mt" 

mos (¡ue todos !(1<1 t:odi,icutc, ~,m c\,Hl,,nH·nlil"l Jitii, 
bles por 3, y que A ttt1.lm.1 lo\ !fnn,,1,,, ·~, wttmi~ 11 ÍiCl 
tor a'. ScriÍn pue~ enrt,1.um:nt~ lfon,ibha rn, 3••• 11 iu• 
mcrndor y el Jenominu\lvr de l.1 tu,\1on ¡in,¡mwuu 1 
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efectu:rndo esta divlsion de sus tJl'minos, quedad sim ... 
pliJicnda y reducida á estotra : 

2a' -bc+4cª 
gb--5c+ 81J • 

Si todos los factores sin exceptunr el coeficiente de 
nlguno de los términos del numerador. ó del denomina
dor fuere¡;¡ comunes á todos los demas; al tiempo de 
efectuar In simplificncion pondremos en aquel término 
la unidad. 

Sen por ejemplo la expresiou 
24a1b1c"d- 1 Ot14b1ct11'+· J 2r/¡1rm 

goá'iiic-+ ,f M 1 fl;R,ir¡;r;--; 
y viendo en ella que todos los factores •,del último tér-:
mino del divisor 6 denominador s011 comunes á todos los 
ciernas ,terminos nsi del numerador como del mismo de .. 
nominador, suprimiremos en todos ellos los factores co-.. 
nrnnes, ó lo que es lo mismo I dividiremos por 6au // e el 
numerndor y el deno.niiuador de 1n frncciou propuesta; 
y por este medio la trnsfor.111nremos en estotra eutern .. 
mente irreducible: 

4abcd- 3,1'm'-1- 1b1n 

5,i' +7af- x • 

4 2 Si nos pro¡lltsiémmos dividir el polinomio 5 (J 7 

- 2 2.aºb+ I 2ar bi -- 6ci4b3
-. 4a0b4 +- 8a 11 br por el trino• 

mio 5 a 4 - 2aª b ~¡.. 4ai b1
, podrinmos ciertnm'ente contcn~ 

tnrnos con indicar ln division y representar el cuocic11te 
por medio de esta frncciou : 

5r11 - uo6ú + r,, "' b' - 6q4bl -41'Jlú+~¡.. 8ii'l,I' 

, 5,ii- ,:;;r¡;:¡:.41i1bª -; 

y observando que todas las partes del numerado!' y del 
denominador son exactumcuto divisibles pol' a~ , podria ... 
mos trnsformnr 11,p1ella pximern cxprcsion cu estotl'a: 

TOMO XI, ' ll( 



TRATAt>O JUf\Ur'tnAr. 9º " 1 ! . !,1.,. ,.,,\ 
r_

2
~a4b+u~'b1 

-'"'' ii ,¡,ti ,..,,,,,r 51i -·~·~· . ',,,, ... ,,,,, .. ' ' 
- 511• .- id·•~ ,¡b 

M 
,.,enmos que en }011 t.érmi1m~.· 1ld tt.i,•itlentfo, as como v , 1 

d de "reducidos ~e irnll.111 l.1"" nm,rma 1etm 
aun espues ' · . .. . .. 
que en los del divisor' podremorl m~ptdur ip1~ t~ lii~I• 

dendo puede haber remltt\lltt de nlgumt mu\oph(,l(lOn 
e d con el dívisur y 11lann otni 1wl11m1mu t¡tle no e1ectua n ° . . 1 , , 1 

S Y Pl,1esto ciue el 1.hvmir m.m11pl11;.a u l'ºr el conocemo , · . , . . 
cuociente debe reproducir ul d1vHltn,h1' et, ottc~m 

ne este ú\tilno contemga todo11 \01 pmdm:rn, r1u.m1111 
áe cada término del di visor muhiplka~u J_tti~' u1.fa ter
mino del cuodente; por tm:tmml que u chtt,1cn1fo tt111~ 

quiera de los térn~inos dd cfü~to.r, riudi:••Cftlt}lii ' pd. 
mern vista detcrmrnar en el d1v1dcndu t\i,ho; ~n los 
prod1.lctos parchlles !t cuyn fcunm:ion. euncimi«i • 
t6rmina, c\egk\o, en, dl11t\ieneo 11uee11,1mcut1 f'I\Ol lFJ 

todos aquellos prClductos pnrci11le~, tc11drL1 mi 11 ri»dl~ il 
partes de que debiera furn_wne d. t·m,i:ic1111.: i th,? m!e 
modo que cu la Ari1m«.::u~·.1 v_c111Jmt1••. t''.1 1.111mtmmm~ 

de las diversas pilrtCS dd ct111t:1«:11lc, dn1hia:mh, ,uo,¡. 
vnmente ciertas pnnc11 del ~\i\!iihmtfo pM l.1 piimtrt 
parte del divisor. P0rn en lo~ u(rnn::w~ r.·¡11t:~t1H,1tluri pi« 

guarismos 1w cnb,1 duda :ilg1111;1 ~ul 11c e\ hi¡t,IH tJUlll 11 
el dividendo total dclic Ul:11p;ir r,1tld un11 1lt iu~ ¡uodrit* 
tos p(lrciales it cuy~ fonnn<:iun 1111 1;1mumi1fo lit primtl 
parte del t\ivisclr ¡ pnc11 cun tnrglu ~ l•cf tUMhh:dd.1.u1 
la numcradon c;hlu wrn de lH¡ueHu11 ¡m~iinttnt 
debe estar en la primt!r.t p;01r, ,,,mrn1.m1ln ,;i tOOIH 

poi· la iz¡¡11ierda I de c:ml:t d1\!idr111fo p.%1d.wf. Hit el Al• 
gebr:t por el contr:uio rm¡:,)e tH1l.1 prn¡¡.lt»'I.H:t • 

tnr en el lllgnr <JU!:! 10 ttttítra, ;in i3uo pnr c11«J Ni 

su vnlor, y de nhi prm:edo lil Jilkuhii11.l ti~ tl(:!t.Uniill 
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en el dividendo cuúles son los productos parciales á cu
y~ . formncion hu concurr-ido un término elegido en el 
d1v1sor. 

Pn1a supernr estn dificultad reílexionnremos de nue
vo sobre lo que hemos ejecutado en la multiplicacion 
de los polinomios; debiendo estar bien persm1did(ls de 
que nndn puede tnnnifestnrnos con tanta claridad el ca~ 
mino que debemos seguir en ln ejecucion de todas fas 
operaciones cuyo objeto sen descomponer las cantidades 
como la observacion del que en los operncioncs inversas 
hemos seguido pnrn componerlas, Con el fin de que es .. 
ta observncion pl'Oduzcn en este coso todo el efocto que 
deseamos, hemos propuesto como dividendo y divisor el 
producto y el multiplicando de ln primera multiplica ... 
don efectuada en el §. 3 i, 

En primer lugnr en el trinomio sa4 - 2a:1b-t-4a"'b~ 
que alli fue multiplicando y nqui va á ser divisor, no: 
taremos que en el primer término tiene 1n letrn a ol ex .. 
ponente 4; en el segnndo el exponente 3 , y en el ter .. 
cero el exponente 2 : y sepamos que estn circunstancia 
se cxprc~n diciendo que los términos ,h- aquel trinomio, 
que pud1crnn estnr colocados con cuulquicr orden, es

tan 01·dc1tados con 1wpccto á la lctJ•a a. Notemos en se .. 
~t1ndo h1~n~ que el trinomio ,l-4a~b+r1.b\ que alli 
fue multiplic~d?r y aqui debe s~r el cuociente que 
bt~scnmos, esta 1gL1nl111entc ordmado co1t respecto d l<t 
m~sma lctr4 a; porque esta letra tiene en el primur térH 
mmo el exponente 3 J en el segundo el exponente i ¡, y 
no se halla en el fütimo, lo cunl equivale u decir c¡ue 
en este tiene el ex ponente cero ( §. 3 7 ). 

En vista de este orden que se obsetvn c:rn los térM 
mi11os pe los dos factores, es focil inferir que si el pro .. 
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los pl'Od11ctos de 1:is tres partes del divisor multiplicadas 
por el primer término a 1 del c11ocientc. Si pues resta
mos dd dividendo el conjt1.nto de estos productos pnr~ 
• 1 t 1 r;b rb~ 1 · l ~, cm es, que es Jtt -2a +4a , e xesicuo-2.oa''b 

8 sb• 6 •lb:1 ªb4 8 Abr , + ti - a -4a +, a , , no contcndrn ya nrns 
productos que los procedentes de la nrnltiplicadon del 
divisor por el segundo, ·por el tercero &e, términos del 
cuociente. · · 

El residuo qt1e hn resultado se debe considerar co
mo un nuevo dividendo,' y de consiguiente debe tcmir 
Jugar en él lu misma observacion que hicimos con res. 
pecto nl dividendo primitivo; á saber: que m primer 
térm.ino, en el cual tiene la a el mnyor exponente, de .. 
be ser el producto pnrcial á cuya•formadon ccmc::iúirie ... 
r~n el pri11:er término del divisor y el segundo oel cuo .. 
ciente. Mmrndo pues como un producto pal'dal nl tér-

. <ib l :l ' mmo 2. oa . , y o >servnfü .º qne tiene ª'!te puesto un sig ... 
no cont:nno al del tér~11110 del mult1plicando que bn 
conct1.mdo á su formnc1on, deberemos inferir ( §. 3 J) 
que ha de ser sustractivo ó tener el signo- el término 
corrcspon.dicnte del multiplicador, 6 lo tJllC es lo mismo, 
del cuoc1cnto que buscamos. Dividiendo el molltlmio 
-: 2 o el b P?r el monomio, 5 a'11 resnltnr, -4t1b~ por cu0 ... 

ciente parcial, y Chte sern el segundó término del total 
Si mulriplicamos por este nuevo términc> todo el divis;i/ 
y restamos del dividendo el producto, en el rchiduo 1 oo''b: 
'"':'4a 1b4 +8a~b1 no se hallnrí111 ya nrns prnductos par ... 
crnlcs que los procedentes de la .nrnltiplicadon del divi
sor por el tercero, cL1arto &c. términos dd cm,dcnt:o, 

Considernndo como un nncvo div1dend<> al residuo 
que acabamos de hallar, su primer térmiuo 1 oc(1b:' en 
el cunl líl letra a titnc el mnyor exponente, deber{; set 
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cial qtte · se acaba de lurllar; J'fl restará del di-vidmdo 
este p1'oducto, )' se rcd11cirán los #rndnos semejantes 
qtte entonces haJa, 

Se considerard el twiduo como ttn mwvo di'Vt'dmdo; 
y de const'guienu se di71z'dit'd• JU primer ténnt'no Jlºr el 
pd11w1· término del di'visor 1; o/ rersultado do osta di'Vi• 
sion será la segunda pa1·t1 del moc.icntc; se multiplica ... 
r.á por esta segttnda parte ó térmr'no todo el dt'-tn'sor; 
se restará del di'Vidcndo cl producto, nducimdo los té1·
minos semejantes; J f/Í :r.esidrto '1Jflnd1ní d ser atto 111/P'Vo 

dividendo:, con PI cual Sfl cjm1ta,·á !ti misma set·ic de 
operaciones que con los dntdnores. 

Del mismo m,odo u continuará !JaJta q11e rtJtt{.f(ª ,¡ 
t<esult~r v1·0 por J,ltimo. r,~,riduo , & l~ qtu .. es lo ;11ts~o, 
llasla qtte estcn htterammtl apurados todos los tennmos 
del dt'-vid(/nclo. · 

Teniendo presente que en siendo 1.111 monomio ndi
tivo el multiplicndor, cada producto parcial deme el 
mismo signo que ol término ·correspondiente del mu)ti .. 
plicnndo ( §. 3 I); y gue en siendo sustrnctivo el mul
tiplicador, el prcdm:to debe tctil.!r lll1 sig110 contnuio nl 
del .multiplicando; es fodl jnfoi ir qnc cumulo t'I pthiur 
tfrmi'no d,l dt''Vi'dmdo J' d ¡winict· ténni'no del tlt''Vi.i·or 
teitgati im mismo s(r;no, o/ cuocicnto dtJbe,·ct tmor el s(g .. 
110-1-; pc1'o si .twvic1't'1t s(~nos co11t1·an'os , el ct1ocic11tu 
dcbcrci tener el s(r;no-. fütn es In regl.i de los si g1ws. 

Todas las divisiones pardales se ejecutnn couformo 
{t fas reglas establecidas pnra. los moncm1ios; es dcdr: 

S(/ di'Vi'dc el cocficiunto 'dfll dt°'vidcndo po1· el tM dz' .. 
'VÚor; y he nqui lit que se llumn regla de los coefi~ 
cientes. 

Las lct1·as qnc sMn comunes 4/ dt'-vidmtlo J' dl-vúor, 
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Se nmltiplican sucesivamente 1)or este primc1· tén• 

mino del cuocientc los tres términos del divisor,, y, se. 
escriben debajo de los primeros términos del dividendo 
los del producto con signos contrarios á los q1.1e hls re-
glas de ln nmltiplicacion les asignan parn ejecut.ii- la 
sustraccion ; con lo cual venimos á tener 

- 5,/ + 'l1ib-4a/ b~. 
Efectuada entonces la reduccio11 de términos sorne .. 

jnntes, resulta el primer rosi duo 
- 'Joa"b+ 8tl f -6,t'b1 -4a1b4 + 8a1,br, 

el cual se debe considernl' como un segundo divi<l1.rndo .. 
Observando. qt1e el primer término de este y, el pri ... , 

mer término del divisor tienen signo$ conw1rios, int'c:d,, 
re'mos que el segu'ndo término del ,cuooiente deberá, tl:h 

ncr el signo-. Asi qlle, dividiendo- ').oti'b pnr 5a4, el 
result'1tfo será- 4aib; este será el segundo término dd 
cuociente total, y de consiguiente se le escribirá á COll• 

tinundon del primero aª, Multiplicundo ,p9r flHUel s.o~ 
gundo rénnino todo el divispr • y cnmbintldo los signos, 
se formará el trinomio 

-1- '1.otl'h-Rarb• + 16,i4b'; 
el cual se escribirá debujo de los pdmerns términos del 
segundo dividendo; y efe,tundn l:t reducdon de térm1 .. 
nos semejantes, resultará pbr segundo residuo 

+ J oa"bª ...... 4a0b•f :.,* Sa•F. 
Este se considerará como un terce1· dividendo; y 

ef ectuadn la di v lsion de st;t primer término por el pri~ 
mero del divisor, resultara' 'J~ª con el signo+, porque 
nq11ellos términos tienen un mismo signo, Escribiremos 
en el cuociente+ 2b11 á contimrncion de aº - 4,t'b J nrnl~ 
tiplicaremos por aquel tercer término todo el divisan 
y cambiando los signos do todos los términos del pro• 

TOMO II, N 
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1 

• 

~ 1 ·e cribir~mos deba ·¡o del tercer d1v1dcudo ¡ y 1.1ucto o s . . 
r ·,..d,, ¡,.. redt1ccion de términos seme¡.intes no como ,01ectt1« .. " . . 

, .1 · ·-1 n\guno vendrem.os en conoc1m1cnto de rem ta res1ciuo " ' . 1 . 
. . 1 té mino que ncabumos de hullnr es e últ11no 

qt1e e1 r . •Jb 1;1 
del cuociente' y de que an ..... 4t1 + 11. es su expre- · .. , 

sion completu, . . . . , . . . , \: 
En la d1v1s1on de los polmomws ,.011v1:ne nd, ¡ 

~4 ,. d,. l·ts v"r't"s mulrir,licncioncs rnccs1 vas de t_•••.· vertlt' quv ¡,, ~ " " , , . f; 
todo el divisor por los diferentes térmrnos dc_l cuoc1ente ( 
suelen con frecuencia resultar algunos térnrn1os que no L 
·. em.e'¡nntes en el dividendo prop_ uesto, y que se ¡\ tienen s , d 1 1. . E'' ~ 
d b d'vidir por el pdmer térmmo · e e 1v1sor. •stos ¡ e en 1 • • • 

1
. 

1
, r 

é · s e·""trn,..11os son los que en ln primmvn nrn np I• ;.:, t rmmo .,., • , 1: 
cacion, que siempre podemos _suponer ,e¡ecutitdn puru ¡, 
formar el dividendo> desaparecieron ul t1cm1pode re~u, Í 
t:ir, \os , términos ,.semejantes del producto, He aqtn n t 
continuadon irn ejem1~lb muy notnble de lo tpHl aenbn• t 
lnos de ind icnr. t:, 

I·,. 
.1.ll11l1 i¡iliutcion. 

a-/J 

'.!, 
i 

ti 
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cambiando los signos de los términos del producto, ne~ 
sultará - a 3 + a2 b. El primer término de este resultado 
destruye al primer término del dividendo propuesto; pe~ 
1·0 como el segundo término a,~b no tiene semejante et'l 

el dividendo, y contiene la letra• a, se: le 1 podrá d¡ \'idir 
exactamente por el p'rimer nérmiho dd dNisor; y hecha 
la division resultará: ab por segundo cuociente parcial. 
Escrito este á contimrncio!l del prime1•0, y multiplicado 
por él todo el divisor, el producto con los signos cnm• 
bindos será-a' b + ab'. 'El prim(?r t,frmino de este re~ 
sultado destruye' el anterior semejá □ te I pc~o permnneioe 
abi, el cual es exactnmente •di vi~ible ,por el, ,pr.in1e1· tér
mino del divisor; y efeatuada la d,livis¡on. resulrn b' pGlr 
tercer cuociente parcfol. Colocndo est·e ú contihuacion 
de los otros dos, f se mó ltiplic11 por rél tdtfo iel divisor; 

; y el producto con los ,signos bimbindos. es-,:d/ +E~. 
El·. primer 1t~l'mino de este resnlrndo démuye Ít su se
,mejante é iguql; ,y el segtu1do desti:uye n\ único ct6rmi
no {1ue aun tp1edaba del dividéndo propuesto, ,Asi qtte 
será el c1:1ociclltC completo tl,

1 +ab+b\ 
Pnra lrncct mas perceptible todo el mcc~nismo de fo 

division, hemos ptrns~o. nl lado de ellct /a nrnlti plitucion 
dél, divisor por · el cu ocien te, la cual, como es bien sa .. 
bido, :se puede en todos.,casos considerar ·como la opera-
ciqn primitiva con que se formó el dividendo. Cotejm1~ 
do las, dos opeoociro11es veremos que los t6rm inos , nl pare .. 
cer exrraños,·queide nuevo 11p11recc11. en la divibion, S(l)ll 

,ju~tamente 'los :pooductos·. pnrcinles que por set· semejan .. 
te~, igunles y con signos contrnrios, se dcsva11eciero11 en 
el xcsi.Utado final de la multiplicacion. 

La misma Gbsorvacion ptiede hacerse dividici1do 
4· b'f· , r , Lr , 1, b~ & b , a ._ ,o•a·•>-;'Q ,, q a ~ · e, por a,- ,r,c:uy,os cuo .. 
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xoo , .1 l 
cientes so11 muy dignos de ser ex,iminauos con u nH1yor 
atendon, , 

A veces ocurre que l:1 letrn, con respecto n In 
41 S ordennn los términos del dividendo y del divJ. cua se d , , , 

.. sor tiene un mismo exponente en os o mas tcnnioos 

d ' I • Jos dos ¡Jolinomios 6 de emrnmbos; y en tal ¡. e tino e e '"· 
colocan en coluna todos los térmiuos en que aque, ;¡ cuso se . , , , , ., . • . . (, 

lla letra tiene el mismo .exponente,.º t.l se lJlltere 1 se ( 
ponen á conti,rnacion unos de otros, cu1dt1ndo de, ,1ue es, f 

l mismo tiempo ordenados con respei.:tu :1 alguna i; ten a l . , 1 i, 

otra letra que en ellos concu~rn con n !)r~n~~p.t , 1 ' ¡ 
Propongámonos, pol' e¡emplo, d1v1d11 - a b + ¡¡ 

6 ' ~ br. b4 11 • b,¡ r 'I r bi/ .... a~l-a'+ ia· r; +. + 2. c +a po a ... ·~ 
t 

b~ a , l,'! --e • . . ¡ 
Teniendo como tenemos la absoluta faculmd ele or: í 

d,enar los té•ra,inoilc die los. dos ,poliinomiot con rci,pocto a [ 
cualquiera de las ,let,ras q Lle e,ntr~.n. en e~los, los urde~are, Í\ 
n10s _con resj~C~to a la, (1, ~,,olrn.;,~1~mos pllt!ll por pmne: t'r 
térmmo del d1v1dendo u-,, ; y cti.111do trnnm,01 de po J, 
ner el segundo, nos ocurrirán d()s ,-a·

1
.b

1 
y ~ia

1
,l t ~ue 1 

, por tener In letra a con ol exponente mmedrnto mfenor1 
pueden con igual u1zori ocupttr tttJt1el lugur.: los pon~re1 

mos pues :111160s en colum1 {¡ In dcrcd1a do primer rérmino, 
l Á. . • . . 'b~ . , ' .En otrn col unu pondremos los , os l!.rmmmi ,i y-a t 

que con igual razon pueden ocupu el tercer lugar1 
finalmente en la última colunR pom:ln:m:101 los tres tét· 
rninos-+-b~ ,+ 'lb~l, y~ ... b1 c\enlús cuules no se l111llalA 
letra a, ordenándolos con respecto á lt1 lema b, ll~gun 
puede verse n In vuelta di! lu página &iguienre. 

El primer término -a" del divkhmdo, dividido por 
el primer tdt"mino a<>. del divisor, dn p<>r cuociente-i, 
Multiplicando por esto cuociento parcial todo el divbon 
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cambiando todos lo signos del productó para restarlo del 
dividendo; colocando en una misma col una todos los tér
minos en que la a renga ·lrn mismo exponente; y redn .. 
ciendo por último los términos semejantes, el residuo 
qlle resulte será un segundo dividendo pardal. 

.El primer término- 2a4b11 de este nuevo dividen
do, dividido por el primer término a 11 del divisor, da 
por segundo cuociente parcial- 2a 11b11

, que escribirernos 
á continuncion del primero. Multiplicando todo el divi~ 
sor por el término que acabamos de lmlh1r; c.1mbiando 
todos los signos del producto para restarlo del dividen, .. 
do; colocando 'en unn misma coluna todos los términos 
en que la letra a tenga, el mismo exponente ; y red u .. 
ciendo los térn1inos que haya semejantes, el residuo que 
resulte será un tercer dividendo parcial. 

Del mismo modo se continuaní la operncion, y se 
hallarán. toda vfa otl'os tres términos d<.ll ct1ociente. E11 
habiendo multiplicado por el úldmo todo el divisor, y 
cambiado todos los signos del prodL1cto para restarlo, al 
tiempo de la reduccion de términos semejunreq veremos 
que se destruyen todos, lo cual nos harú conocer t1ue el 
cnocieote está complero I y que la divislon es exactu. 
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Divisor. 

Residuo final. .. o ........ o ..... , .. 
4 6 En nlgmrns ocnsiontls se efoct (,:~ con, 

prontitud y focilid:1d l.1 divi~itm de 101 polmvmtos, 

D.E ALGEDRA,. ~ O 3 
componiendo el dividendo en factores de 1111a manera 
que suele ocurrirse á primera vista. Si hubiésemos, por 
· · l d d' 'd' 8 6 ~bQ 3 3 b1 e¡empo, e 1v11r a-4a +4a+2a-,-. +I 

por 2as -h2 + 1 , observariamos que los términos· del 
divisor son los tres últimos del dividendo, y de t1hi in .. 
feririamos que parn poderse efecrnnr ln division es in .. 
dispensable que el primer ti inomio 8i' -4aªb~ + 4a3 

del dividendo sea exactamente divisible por el divhor 
2 aº -b2 + r. Ahora bien, pronto se echa de ver qt1e 
4a~ es un factor comun de todos los términos de :iqud tri~ 
11omio, y que 8,l-4clb~+4,iº::::4i1 

( 2a"-b 2 + I ); 

por manera que todo el dividendo propuesto viene ;Í ser: 
4a11 

( :.iaª - bQ + I ) + 2 a3 -ll + :r ; 
cuya expresion equivnle á estotrn: 

( 2aª ..... b~+ I) ( 4a8 + r ), 
Suprimiendo pues ele cstn cxprcsion el factor ~((1-b~-+ r, 
estnria efectuada la di v ision , y h,dlado el cuocicmc 
exncto 4a~ + I , que es el otro factor. 

Sobre este género de abrevi.1ciones no es posible dm: 
regla alguna general; fa práctica del cálculo nlgcbr!1ico, 
que, como cualquiera otra, no puede adquirirse sino 
ejercit{u1dose mucho en las operaciones, y observ~mdo y 
cotejando st1s resultados, es la ú11ica que puede sugerir 
no pocns veces medios de hafü1rlos fácilmente, y con 
mucho ahorro de tiempo y de trnbajo. Lo que creemos 
oportuno advertir de nuevo es que cuando st!pnmos que 
á una ó mas multiplicnciones se hnn de seguir tina ó m:is 
divisiones, conviene por lo com1rn no efoctunr, sino me .. 
ramente indicar aquellas, para qt1e perm:mcdendo mas 
á las claras los factores del di vi deudo; se efectúen co11 
míls prontitud y focilidnd estas. 
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De las fi·accio11c.r algcbrát'ca1 • .: 

S
. tle 110 sea e,rnctamonte divisible por 

41 1empre q · • f 
, . olinomio y nos empeñemos en e ec. 

un polinomio otro P ' J . • , 
. d' , , llegaremos despues ne un cterto numc. tt1ar la 1v1s1011, • • 1 • , 

. es p'trchles 6 un rern1uo cu yo primer 
ro d~ opernc101~ ./ Úvidirse ¡)or el primer término del 
término no pooi,t e . , . •. 1 • 

. , r este medio oos h,ua ccmoct:~r a 1m .. 
d1v1sor, y que po • : l 

'b'\'d d de conseguir nuestro mtenro' .1 (). menos post l l u , .I' • ' ' ' 

Sirva de e¡' em p\o 1n <11 v 1sinn 111guu.mte: 
completamente, , -i I)' · 

. D1v1<le11 o...... -~,--.• ,,.,.~··-·-, . d ci" -i-aQb+ 'lb' \'l ~i,.b ..... 1v1~or 

-a3-t:J.b~ et-i~b .... C,u0dente ____ ... ..,.l 

~b- bi 'Jib·' 1.º residuo ...... a - a ~¡.. 

-¡;/b-bn 

'd. b' f'; 2.º res1 uo ...... - a ""'~ . 

1 ·i 1 Jrimer térmill<> ttbº del st:gumlo residuo no 
en a ctrn e f , . , . · 1 d 1 

te dl'y¡'ciblo ¡wr el ¡irumir lél'llltn() a e es exacta nwn · , . , 
divisor' y de consiguiente ,rn se ve lOmo pueda contt• 

l J'1v'181•0 n En este ctiso y en todo11 lm demus se, nuarse n 1.\ • • • 

mejantes se puede, lt semcijanz:t dtl 1~'. 1~~:n;t11:,1~0 en 1~ 
Aritmética, agregar al cuo~tcnt·u una f 1:11.:tum, CllYO ~u. 
mcmdor sea el rei-;idtw, y ,:u yo dt:lH1tnrnt1du1· ~tll el dm~ 
sor, Asi t1ue en fa divisio11 propucllt.l el <.:uu,u:mte com• 

pleto sern 
!11-,1/.* a+ b·+ ...... ,.,.,, 

·r· /; 
s~gnn esto dubt•rd tr.rrnituu♦u la t:ilvi.rimt J, los po• 

r ·No 6Íendo cunlquicr qu~hmll'l I y om ""111ic::11líri11d lot ~lgcbtfi• 
cós, sino la oxprcsion dol euoc:ientis dt: 111111 divhii1n i11dic1«h, oo di, 
bcrí coitsidcrar cm capilulo como una 1;:irn1i111..t,11,,Ío111.h1I in111rior, 
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/inomios, litego q11e llcJue1110s d 1111 1·esidt10 ctl)'O ¡wimcr 
t.érmino no conteng·¡.1, ltt letra con 1·esputo d la cttal su 
los haya ordenado, 6 en caso que lt1 co11te1(g11, .rt'a con 
1m e:x-ponente mmor que el de la mism,i letra en t'l pri-• 
mer término del di'Visor. 

48 Cuando por 110. poderse efectunr In divibion do los polino
mios es forzoso contentamos con representar el cuocicntc por mcd io 
de una frnccion, cuyo 11umcrador sea el dividendo I y curo clcno .. 
minador sea el divisor, nos queda todavía el recurso de 6implifünr 
esta exprcsion; y pura ello tenemos que averiguar Hi loR do& 161 mi• 
nos de la fraccion tienen nlgun/11cto1·, di'1Ji101•., ó mrdid,1 co1111m, Ya 
l1011~os expuesto (§. 4r) el modo de simplificur unn fracciou siem
pre que sea un monomio el füctor comun de sus dos 16rminos; pero 
como este factor cotnun pueda ser un polinomie> que no podamos 
fácilmente descllbrir á primera vista, nos valemos para l111llnrlo cunn"' 
do lo hay, y aun para nverigunr si la fraccion e, lmd11cib!t I del mis• 
mo método del cual hemos hecho uso en In Aritm6tic11 para detel'·• 
minnr el 111ti:i:imo diviJ01· comtm de dos númet·os cuab1q11icru. 

Tratamos pues de l1allar un divisor comun de dos polinomios, 
al cual se le llama el mli:vim<', sin ,c,mbnrgo ele quo no $Cl pucd11 ge" 
neralmento determinar la mngnitucl relativn de, una expre&ion 11lge• 
bráica, mientras no se asignen val()l'CS p1\l'ticulares 11 lits letras que 
entran en ella. La dcnominacion d~ m,1.1:imo ;e du en el AIHchra al 
clivlsor comun que tenga mos términos y mus f,i-. torcs en cada té!-~ 
mino, 6 que sea de grado maé elovodo; y su it1vcHtig1tcÍClll t~l1Í fürt• 
dada en el mis1i10 principio que l11 del m~11iimo divisor comun urlt• 
mélico , á saber: Todo divi1or co1111m dt do.r u111tid11du ctJ1tlor¡11itl'tl 
debe .u,· divi.ro,• r:t:i1tt11 d~I 1widt10 r¡11e 1w11ltt m /,, ,liviJ/o,, dd lt, 
cantidad maJlor por la tnmor, 

En efecto, si represe11t11mos por Del divisor comun de dciA contj ... 
dadcs cualesquiera¡ si repreuen.tnmoa nsimi.smo por A el cuoi..ie1110 
que resulta de la division de 111 .cnnticlad li1:1¡1or por o! divibOI' cow 
xnun D; y por JJ el cuociente que resulta de la divi~io11 de fa Ci\n .. 
tidad menor por el mi~mo divi,or co111un; las dos cnntidndcs cmad11 

·roMo u. o 
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bien representadas por AD y B D, es decir, por los productos far .. 
mados del diviscr comun y del factor por el cual está multi pli
ca do en cada una de ellas. Por últin-,o si representamos por Q el 

cuociente ente1·0 y por R el residuo de la division de la cantidad 
mayor por la menor, tendremos ( Aritm. §. 51) esta ecuacion: 

AD=BDxQ+R. 
Si ahora dividimos por D ambos miembros de la ecuacion, resultará 

R 
A=BQ+-. 

D' 
1a cual nos dice que 1a cantidad representada por A se compone de 

las dos partes BQ y !!:__ Siendo pues ente1'os A y una de sus partes 
D 

BQ , deberá forzosamente serlo la otra parte .!!_; lo cual es lo mis-. . . D . 

mo que decir que R debe ser exactamente divisible por D. 
Con arreglo á este principio averiguatemoJ en pf'imer fogar .ri7a 

cantidad mayo,· es exactamente divisible por la menor; y si en esta 

primera division resultare algun 1'esiduo final, dividiremos por e1te 
residuo la cantidad mmoi'; y si en esta segu,nda diviJion 1witltase 

tambim residuo, dividfremos poi' este segundo al primno; asi tion

tirmaremos dividiendo cada imrJ de· 10.1 residuos poi· el inmediato si .. 

guiente; y si alguna de lat divisiones fuere e:vacta, la cantidad que 

en ella haya servido de divisor urá el má.1.:imo comim divisor de la.t 

dos cantidades propuestas. Mas para aplicar esta regla á las expre .. 
siones algebráicas se requieren ciertas observaciones y preparaciones 
que no eran necesarias en la Aritmética. 
· Por <lecontado será vano el empeño de hallar un divisor cotnun. 

de dos cantidades que no tengan siquiera alguna letra comun ; y en 

caso que tengan, como debe.suponerse, algunas, deberemos ordenar 
todos los términos de ambos polinomios con respecto á una. misma .. 
letra; escoger para dividendo el polinomio, en el cual tenga aquella 
letra el mayor exponente, y clejar para divisor el otro. 

Sean , por ejemplo, las dos cantidades 
ga 3 - 3a2 b+ab2 -l} 

4a2b- 5ab2 + b3 
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cuvos términos estan ya ordenados con respecto á la letra a; )' en 
las· cuales escogeremos la primera para dividendo, y la segunda para 
divisor. Ya desde el principio de la operacion se nos presenta una 
dificultad que jamas puede ocurrir en los nú:11erc s repres~ntados por 
guarismos; y es que el primer término del dividc:ndo no es exa. ta
mente divisible por el primer término dd divisor á causa de lo, fac

tores 4 y b que se hallan en este y no en agud. Por lo t1U..! ha :t! al 
factor b, .facilmente se nota que es comun á todos los términor. dd 
divisor, y no siéndolo á todos los dd dividendo, se Je puede supri
mir de aquellos sin que por eso varíe el divisor comun de las dos 

cantidades propuestas; porque siendo el polinomio 4azb - 5ab2 -1-bi 

igual á ( 4a:. - 5ab +b2
) b, ó lo gue es lo mismo, siendo exacta

mente divisible por b el polinomio 4a 2 b- 5 abz-+ b1
• y no ¡,jfo .. 

dolo el otro polinomio propuesto, es consiguiente que /;, no sea fac
tor comun de los dos, y que el divisor comun, si es que lo I-i y, de
ba ser la cantidad representada por 4a2 

- 5ab-1-b 2 ó algun fictor 
de esta. Queda pues reducida la cuestion á buscar el máximo divi
sor comun de las dos cantidades 

3a3 - 3,1 1 b +abz-b3, 

4a2- 5ab+bz. 

Por la misma razon que hemos podido suprimir de la segun 
da cantidad un factor b, que siendo comun á todos sus términos~ 
no lo era tambien á los de la primera, podemos introducir en cual
quiera de las dos un nuevo factor, con tal que no sea comun á to
dos los términos de la otra; sin que por eso varíe el rnáximo comun 

divisor de las dos, el cual es, como se sabe , el producto de:: lús fac
tores comunes de entrambas. De esta observacion nos aprovechamos 

para multiplicar el polinomio 3a3 - 3azb-+-ah 2 -b3 por 4, que no 
es factor del polinomio 4a 2 

- 5ab + b2
, á fin de que por este medio 

venga á ser exactamente divisible por el primer t€rmino dr.:l divi~or 
el primer término del dividendo t. Asi que tendremos para dividendo 

al polinon'lio 1 2a3 -- I 2 a'}, b + 411b2 
- 4h3, 

1 Lo expuesto en.este párrafo se puer.le ficilmentc generalizar y re
ducirá este principio: El máximo divisor cornrm de dos cantid,ides cua--
1esquiera no pttdece alteracion alguna, po1·qae se multipliqr1e ó se divida 
una tlt ellas po1· cantidades que no cMtengan ning,unfactt,r de la otra. 
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y part1 divisor al polinomio 

4tii - 511b + b'. 
Efectuando despues do c6l:IS ¡mp,uadilrm In tlivir,ion di: los pri

meros tcrminos, resultmí el c;uociente parcial 3•1• Mul1iplitatlllo 10. 

do el divisor por este cuoci1mte, y rc~tanuo del divid1:11d\1 ti pro, 

dueto, multar1\ el residuo 
31,'b + (l/i-4/i1 ¡ 

al cual consiclcrnrcmos como un 11uc1•0 dividendo 1 pnri¡11e el mas 
alto exponente.: de l:i r1 ne> eu todaví.1 menM 1111e d de l~ t11i&1na le, 
trn en el pdmer l~rmino del divitmr, lLdendn puer, mo tk lnu ob, 
servacioncs anteriores I supl'imirenwa el fotlur /, 1:,m111u ~ todos 1111 

term\nos, y los muldplicaremoo por 4 ¡,nrn 'lllil el ¡,rirm:ro de tlloi 
sea exactamente divisible púr el primero dd divlM►r, 1\ si tendmnoa 
¡,or segundo dividendo 11! polinomio 

121l1 + 4,1b- x6bi 
y por divisor al mfomo t¡ne nnteo, 

Jfüctunndo 111 d1viukm de los prinieroh ténninoij • el ,rgumlo cuo, 
denle parcial será S• Multiplicando todo el dh-iu,r r11r ll/Jlll cuo, . 
ciente, y rest,mdo del 'segundo c\ivldendo el prmlm:.w, multar4 poi i 
segundo residuo, 6 m:ts bien, por miduo liuul 

x9,1li- 19I•'; 
y la cucation /1:11.Jr(i quedado reducida :i hm~;ir el m~ximo comun 
divi~or de c:ate ucgundo rchlduo y de 

4,i-5d.-+l11
• 

Notando qne en este ptilinomio 1ic11e In 11, M dcdr, l11 lutrn quul 
pr1ncipio de 111 o¡,erncion lwmou CNco¡:idu pilr.i ord1111,n lo, lhmino, 
maror cxpo11c11te 1¡11e en d rcNid1111 li11:d, 111,, 1khcrl t11ll: M:!rvir !16 

div/Ror; y el ,¡uc :tole~ lo cm ¡rn•,,ml ~ Ha ilivÍlllllHl•i. l1e.m "'ll01 do 
i:omenz11r catn nuevn cliviiion, ~upri1ni1c111t,ij di:! dh•i,,Pr I y11b- t9b1 

el füctor 19/, comon (1 todos 1u1 tétn:1i11m ¡¡i11 M:r 1:.i~tvi· t!el dM• 
dendo ¡ y de ostu modo tcndnimri, rwr tli11id1:mlo ~ 

4,1•- 51,b ·+ b' 
y por divfonr a 11 - /•. 

Wc~t11.a11clu In divii,ion vc11111r, 1¡11e <:•, i!lt;it:t~ , y 1lc mnr.ituie'n(rn• 
hemos t¡ue el liinomit1 a....,¡, lllí el nm,iniu díví~ut 1,omu11 de Ju doi , 
ca11lid11<léR prnpucstau, 
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, Retrocecjiendo cksde esta última division !insta la primera, po

demos cercior.ir1.10s. no solo de que el binomio. a-:- h es clcctiva
mcnte divisor co1nun de los dos polinnmios propuestos, sino tam
bicn do que e;t()S 110 puccl~n all\bos dividirse exactnmcntc Jl(;r ot.ra 
cantidad mas compu_esta, Ó dll grado mas elevado que :11¡11d binomio, 
Por otra parto, si dividimos por a -b los dos polinomios 

3a3-3a2b+11b1 -P, y t¡,fl 2P-5ab 1··1··bl 
los trasformnremos en estotras expresiones 1 

(3a1 +b") (a-b), y (4ab-b1 )(,1-b); 
los cuales ll()S est:111 indicando que SIi m(iximo cnmun divisor' ~s 11-b. 

En habiendose enterado de todo el pormenor de l:1s op~:radone, 
que hemos cjccutndo en el c:rno :interior, sed focil n'.6<1lvcr otr~;a 
muchos. Con el ol?ieto do 9jercitarac pueden los princi~iarms pro~ 
ponerse el hallar el m:bdmo C()Jlllll\ divfoor de fria polinoruiou 

. 6111-1-15r14b-4113c.ª-10<1 1/J,,i, . . 
9a1}i- 2711 2bc-6flb?+ 18bcl ¡" 

el cual es el binomio 311"- zc": · · · 
49 Cuando In letrn, con respecto 6 la cual se lrnynn Ot'dctrndo lo~ 

¡,olinomi<>s propuc~tos, tenga el mirn,o exponente en llllH;lw:, l('I'• 

minos del divisor I ocurre una difüultad, 1¡uc j1111tamcntc con el Jmh 
<lo ele superarla daremos ~ conocer en el ejemplo sig11i1mtc: 

Propongd111011os hallnr el rnn'lCimo divisor co1nun dci los dos tri~ 
110111ios 

t1'fi-1-11c"-rJJ y 11!,-ac-1-di 

y los colocnremos como para u11a divbiun ordinal'ia. 
Divitfo11do, .. n;b+m:".-d3 jt1b-at~·t•d\ .. , l>ivirnr 

· . ,.:...a2b.+-1iª,-ad' . . ~---~. n ............. : ... Cuoc1en rn 

Residuo ......... ,,ic+•11ci-,ur-dl, 

Dividiendo, cc>n10 es cc,stumbl'c, el pdmer tl:r111inn del divi" 
clendo por el primer tcr111i110 del divi.sor, m1,1lt11 ¡1m cuoc·1, 11 t. ,. . ~ e ,,. 
Multiplicando por cate cutlcionte parcJpl .todo el divinen•, y rei,lat1do 
<lel dividendo el prod11cto ,. el (~sldu,o, (JUO debe hervir dt1 nuevo 
dividendo, contendrá un término, en el cuul &e hall:mí In Jctrn 11 con 
el exponente 2 , lo mismo que en el dividi:ndn primitivo¡ pcir 11\ll• 

nera que despues de la primera divhion p,1rcial 1wu hallaiuob en d 
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mis1no estado que antes de comenzar la operacinn 1 }' CMtinuándofa 
·dil este· modo, jamns se terminaría. En ef~ct11 , &i c1•n~ideranilo ul 
residuo como stigundo clividenclo lo nrnltiplk:mws por /, pnra q110 

su primer tGrmino bea exactamente divi,ible pnr 11b, tendremos esta 

segunda division parcial 
,.i •be...¡... ftbc 1 

- nbd' - bd1J ah - ac ·+· ,l
1 

-11'bc+11'c''-rtcd' 11&' _______ ,..,_,, __ 
Residuo .......... a•ci ,., . .' ,i/ii·'-111di - ubdª- l•,1 1

; 

en cuya expresiott vemos que de 1rn1·vo 11p:1rccl1 h len,1 11 cnn el ex, 
ponente i 1 6 elevaclu 11\ cuaclrndo como nntcH, · 

Pan precaver eate incnt:ivt:niente ülmirvarenw~ 1¡11c \11 divisor 
ab-ac+<t::.,~(b-c)-1-1!1, reun1eu<.jo en un ~nlr, tfoninnlót 
do~ en loa c,;;1l6s tiene el mismo expn11cnte la letra ,¡11~ h~mnn ele, 
gido para ordenar l<is dns polinnminn propuc~!Cl'i, Si ulit11',I lw:crno1 

'I !' ' 1 I' ' para mayor sencrl ei b -c:::::::m, ~c. tr·ai. orn1ar;i c. e 1v1•,111· r11 .~m+d1¡ 
y en tal caso ,er,í indiupenwnhle multiplíc:ar pnr m tniln d di11idendo 
aib + ,u' -il', pu.rn que su priint:r térmhw sl.lil exa,t¡¡rJH~nte tlivhi, 
ble por am. De c~te moclo tr1mHá \,1 operndnn Cblé ntto ij~rccro, 
bividdndc;.,., 11'bm-1-ae'111-tfl,n) m11-1~,I.',, ....... r,¡,.¡,".'r 

-a'l111-11bd2 
,. , ,. , -

, ____ _____ llv-r i """"'' ,,uUl,;IClltC 

J,0 residuo, .. +,1, 'm - ,1bd1 -,i1m 
- ,icª111 - cªci' __ _... _____ ....,__ 

.2.
0 rcsi.luo;, .. ,,-t1b,t1 -,ªd'-d1m. 
Hn l•J primer rc~iduo h(! ve <Jllll )11 lia dc-,11p11rccidt1 di!l clivitl~ndo la 

s~¡;u11da potencia de ,, , y 1¡11e hnl,1 hn 1¡ucd:iclu en él 1,1 piimcrn po, 

t1rncia <-(e la mbma ca111id.1d. P.1r.1 h.,~:~r d1~uap;<rt't:c1· t.unhien etla 

pote11cin, dividirémns el primer términn ,H tm pnr imt, y rcn,lrará 
por soguudo cuócicn'fl pnl'cial eª, Multipli 1111d11 prir t'\lr. c:unclenro 
todo el cliviu(lr, y r<~Rt:i11dn del primc:r rr~i.!11r1 r'1 tr¡\1rntln rli11idend0 
el pfotl11cto, resultnr.í el ucgundn re\idun. C111i,.i,l~1JtH.lr1 ,1hM4 fi esto 
segund() residuo como 1111 krt:er divid1m1.!,,, n11pri1r1ire1m,,. ,le tndot 
sus tém1inn~ el füctor cnmun ti• 1 (¡uc 111:.1 1111 lt1lli1 en rndnJ ki, 1ér111I, 
nos del divim, y ¡,arn poder e1filc1uur la divi,inn 101 mullíplit:llr@• 

DE AI.GEDRA, l X I 
mos de núeV'o por m, Así tendremos que hacer esta tcl'ccra opera• 
cion parcial: 

- abm - c'm - ami am ~1- ,¿• 
+ "hm+bd' -b 

Rcsiduo .................. bdi --c.•111-r/1111.. 

No apareciendo ya en este últ¡mo residuo ln letra.a, es de in
ferir que esta letra no debe entrnr e,n lu. expmioo ,dd(Ü11ieor rnnnm 
que buscamos, si es .que exi&te. 

En habiendo llegado ~ este punto 110s es imposible c()nse1·vur 
ordenados los términos y .continuar In division con respecto :Í la Je~ 
tra a; y puesto que el divisor comnn, si lo hay, debe ijCf indq,~n~ 
diente de est:i letra, ,es c;on~iguientc ,¡ue no solo hny.i <le dividir 
cxactame1úe al re~iduo 

. · /;di,..,.,. c~m ..-,lmi 
y ni divisor , , ...••. 1ftp-.rt= .. d2, 
sino tambien & cnda uno de los t6~ininos de estas cnntidncles con ~e
paracion. P.o.rque en g~n1ml, J(mipl'e qM los tfmnltwJ• dt 1w polfoo. 
t1J,ÍO. t:t1t1lq11ie,•1i rJtm, ordr,nc1i(os 1(011 rupeGto IÍ 111111 /et,·,,, (ti .rirndo' 
e:va,ft11me11tc1 ,diviJibfr: .tod" ,e~ polinomio ¡ror u11t1. c,111(id,1d m ,·1011,r; 

e.vp1·~1,ion no entre ,1q,rullfl letM, tmnbl~i, .{mí e:1,•11ct11111mt1 diviJib/iJ 
J/01', /4; mi¡,nt, .pr,mtid,ul tt1.tiivmo; d( 'ª' tefrmitJoJ dt JIOI' J(. 

, Para convencerse de la verdud de es¡c principit> hasta rcílcxi()nar 
q,tl~ no hallándo,.e, C.: 1)!110 se supono, en el divirnr 111. letra (!ll~ se lia 
escogido para ordenar l.,1s térniino:, dd p(llinumio, dchc ap:;rc,er en 

e.l .i;nocicnte la 1~1ism,1 h:tra ,on lo~ mhmc¡s cxpi°ncut<:~ 1¡uc tenia en 
el. dividendo; y por la: inv,!l11u,, ha,l\¡índt¡~e en ebte }' en el cuodcnte 
l\l misma letra con f(ls mi,sm<~s _exponentes, la lWerdt)ci.1 que cxi,111. 
entre aquellos cantidadei;, no puedo Her otrn ,¡ue la de que en el di~ 
vicien.do cada potend:1 de .la fotrn hu de cHl'ar mul1iplit.:ada nn H1,lo 

por fa cantic\\ld l},lle la multiplh¡uc en el cuc1,.k:11tc 1 :,iuo t;uuliicn 
por todo el divisor, · 

: A. fin de que ¡10 qnl!rlt; o,cnridad nlgunn en' c,11c razmiamirnt~; 
supongamos que habiendo dividido por una cantidad morwmia 6 ¡,r:. 
linomia M, en cuyu eirpresion n<, entre la letra 11, 11 un pnlinnm io 
cuyos términos estaban 01:denados co1,1 r,csp~cto (¡ , la lctm ", J111ya 
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resultado este cuocicnte e,cncto y orde11,11l(l 1:nn r1:~rectn á la 111lsma 
letra I A a4 + JJ11 1 + C.',1

1 + /),, + R ¡ 

en cuya cxpresion fos lctl'a~ 111:iyú,culas A, B I C, l), l:' represen. 
t:\11 cantidades monomias ó polinomiaH indcpe11tli.:111cH ill: la letra a, 

Si ahora multiplicamos por el divihor J\1 tmln d cundentr:, 11cndro. 
mos en coMcimiento dt: (¡tte el ¡rnlinnmi11 divididn e•; el ~i1:uicntc: 

'MJ-1114• + MJJ,1 1 + Mc,i• -jw .M /).1 + .M f:'; 
e111 el cunl CR focil obHervar que no c11nti1•11c m:rn ni 111tilH•II pntcncii, 
de a <¡11c el cuocicntl:; y <¡uc el cocfid1:11t1: ' de ,·ada 1111:1 de e1tn1 

potencias es exactamente divi~ihlc por la mi~ma 1:11utitl.1d /Jf, por ¡1 
cual suponemo~ exnctamente dividido tntlo el pnli111,111i11, llnbiendo 
demostrado esta proposicio11 1 ·'V'Olvnt\lC)R, m1e~lt'11 n~11u10. 

· ' Si tanto en el rc~iduo (1/l' -lm - ,zm• cmm1 en d 1lívi¾nr 11111.:¡.id' 

restituimos el binomio /1 -e en lugar de 1.i létrtt 111 ()llC lti represen, 
ta, aquellas expresiones se troHformarnn en e»tntro: 

M•- c2 
( b ..-c )-ri (b-t )\ 

a (/1-e) ~1-d'; 
y viet1do que b-r y ,J' 110 tiénen diviunr nlgu.nn cmnun, potlem01 
¿star dertoll d1f qüe tnml\rlto 16 tllfüen lila doe ttinhmios prirni1ivo1, 

Si no huhi~semos podido co11ncé,r d 'prim~rn vi,,t,1 1¡ur. ln mti, · 
cladcs b- e y t1• no tcni,111 divisor alguno c11mu11, lwhl'i,11110¡ lenido 
que Jrnccr c8ta uvcri¡rtrn1 i1111 por t'I 111t'111dn ¡:1•m•r;if dl' líl11 dMrio11c1 
succsivnBl y suponiendo 1¡11c .lo tuVÍChrn, y lo lwlih:,,r,11,.,~ h,dlnda, to, 
cfavía 110a rcst11bn cirnmhfar ei pc,drln dividir 1:lrnm111rn10 ni polinomio 

· · /l(l 1
-,·• (b-c)-d (/1,-r)t. 

5 o. füt 1•e:r. d~ dejar pnra el lln dc. la npt1·ntinn d nvcrh¡unr si ¡01 
do,9 polinomios propuc~to.~ tiél1('11 6 llil ;il¡:un dh,i,or trmm~ 1nd~r1en, 
dfontc de la !(:trn (jll<l haya m·11ído parn mdeoAr ~11~ H:rmin1111 oi 

mucho mas vcntajo,o hactr nntc~ de tntln c•,t :1 i111•r1,1 í¡(,11 inn, porquo 
de lo contrnrlo se Vllll cornplicnnclo nm )' m.1n h,~ rrni,lucm do las 
dlreretltes divisiones píircinlea, y IÍ. cn111,cc111111,i11 v11 ~fondo cad!l vct 
mns penoso el dkulo. 

t A1111q1'.e ( §, 17) l1ayJ111os Jil¡pLttfo t, 1lrn11mlnhlliM ilr rntfltltnlHI 
f.1,:tor J111111(1d1:o 1¡uc tntm en 1;1 c11111pu,ld11r1 ,t~ un IM1olt1o1, 0, tmtlo con 
thcueni:ln 11,11• el mismo t1omhrn 11 ,11Jlt¡11lt:<r 1:11s r11r 1\ 11 rn~hpilrr ,umhln~, 
clon de l'att·ore, que ~n 1111 tclrmlno "i:0111¡1aí1~11 li 1.111~ t,tu 1111.., por alJUDI 
rnr.011 e, mlruJn co1110 l11 prlnd¡ial, · 

l)E AlGEBRA, . .~ 'l ,?, 
Prppongúmonos por ejemplo hallur el rn:lxim.o clivi~or COl)~l!U de 

los polinomios · · · 
a,4b' + alf;l + b't' i--, 1)4¡? ~11lf,,' -h'c4 

y, aib+t1h 2 +b3-a"c-11bc-/J\·;· ,, 
y ordenando sus .términos con respecto á ,fo,1etrn, a,. nd,1uiridn e~ta 
forma: 

o•:-c•) ¡¡4+(/¡l...,:,..Z,,~) alr1-b4l:•-b\+, 
(b-,c)'a 2 +(b,',-bc)t1>·t..Jbl;....¡.;b,.~c.,:,, ,, ·, 1, 

:Ahora bien, si'. estos pc,lihomios tienen a1gun, divisor comt111 en 
cuya exprcsion no entre L1 lctrn él I cada uno de lo~ coeficientes de 
las diferentes potencias de la mimia " sed exactamente divisible por 
al rnistno divisor cotlllfll de los polinomios(,.§, 49), y de comiguicn• 
te lo serán tambien los clos ,bitiomios,:füaleQ, 1b,1·,;,-.,. b•"•I y f;l ...,...,b 1r.1 

que se puedi.:n mirnr ,c:omo 'coefh:ie11•~es de a\:.,,. ;, .: . , ,. ..• 
Comenzándo .. pues imeGtro. e1qrnwn1 ,por los q~eil<;ieiit~s: bi:-c~ 

y b- e de las p.ote11cias 111u elpv¡i,i;las, ,dé ,, 1 indngnremos• .primera
mente si 1ict1en uno 6 muchos divisn~es· comunen i y despues veretw\s 
si tocios los dc:111as cocfkienl<:!; <le: las Q!fo~·pot~ndas de 11 son CX(\C..
tnmeutC;l divi,iblcs por l.1 111is111a i,;antidad qt11: a<¡11cllos dos prime
ros; es decir, si el diviatir comun el~ loÍJ hl1101iliOij bª.;... i}i y b--c lo 

• 1 je ·• j j ~ j ; es 1gua1mm,e ., ,, , , ', · ·, , , . 

deb1 -'bc" yb1 -hc¡ deMcª-P,+y b)....,.b,c, 
Dividiendo b" - e• por b- e t·esu lt:1 d c11ocientc, b:~cto b +e,-, es 
pues b-c divisor co111un de loi, l1ino111i,?o li' -1,·• y b - u y 110 
pueden estos temer ningunotro divianr comm1 por cunntn /,-e no 
es exactnt1~ente divisible sinQ poi· ~{ niismo y por In 1111i1lnd, Ahora 
solo nos resta averiguar si b -e esdlvtsor comun el~ los 'dJ1rtas C04'-< 

ficientes de lne otras potencias de a, Lo es en efocto I como lo com• 
prneba el ql1e dividiendo pt,r b - e los dos polinomios propuestos, 
resultan los cuocientes exactos 

(b..¡..,c) 44..¡..,(b'+bc)a1 +b1ci+bi~.•; 
4 1 + ba+b', 

A fin ele reducir, si es posible, ostt1~ 61tlmns cxprenionea 6 mn• 
yor grauo de sencillez, ccmvenclrí examinar si la primor¡\ de ellns ea 
cx:actnmente divisible por el binomio b + e coeficiente de 114, Viendo 
'lllC lo es I Y llO siéndolo la segunda I efectunr<JlllOK aquella di V iliion, 

TOMO IX. l,> 
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y asi tendre1no& esta~ otrns dos c'xpreriioncs bnstnntc ,encillfiu 1 

tr4 + fil'Jl + llt's, 
a1 +P11+b•; 

cuyo m&ximo divisor comun nos prnpondrernos rnr úl1imo h111lnr, 
Efectuando pnrn elfo lns operaciones t¡ue pmcrilic l;i 1'cglu gene, 

ral ( §. 4B) resultará de In scgund:\ divibion pardal un rt't,iuuo {!lle 

110 tiene otrn potencia de (t ,~inri 111 primera, y n11 11icndn tlivi~or co, 
mun de las dos cantidades este Hcgundo rcHiduo, ~e infiere <]lle fa 

letra " no entra on fa, expreaioxí del m~'l<in10 dil'Í\OI' t:Mrnn do lo, 
<los polinomios primitivos, y que de comic1uicnte no 1ie11c11 esto¡ 
otro div·isor comun que el binomio b-e, 

Si ademas de este hubiésemos h11\lndt~ nlgun otro en cuyn cxprc, : 
sio11 entrase la letra a I l111bria sido nocoanrlo nml1ipli1:11r 11110 por otro 
para tener en el producto el mnximo divisc>r comun t¡uo buscfüamo1, • 

Estas obsenrncionefl podrfo ser su.fldeme, para lrnll:ir ¡¡jn gran 1 

dificultad el 111~1dmo co11111n divisor de do; polinnmion cunhi1quie, 
ra, mayormente cuando se hnyn ndquirido nlgun m;inejo y cxpedi• 
cion en !11,u ope_rucio11es algol:>ráicaa. , 

s r Las cuatro opcradm;f:J fimdttmentalu, es decir, 
fo adicion, la smtrnccion, la mult'iplicadun y lo d~vision 
se efoct(rnll, del modo (JllC es po&ihll.l, ctm la~ frnccione1 

·algeb1•{ticnrlo mismo <:Jue ctin lus nritmcti,as; sin orra 
diferencia que la de observnr, en rodu, las c1¡H:m1done1 
que pr~scriben lns rcgl:ts cstnbledd.is purn tmus, loi 
pl'eccptos quo en los capfrulot. nntcdurcll hemos d11do 
pnrn sumar, rem1r, nrnlriplknr y partir las <:,rntidades 
algcbníicas, Neis limit:ircmos pues {1 rcctmlnr m¡uellas 
regh1s, aplicando c,icht una de elh1s ,1 un 1mlt, ejemplo¡ 
y comenznrcmos, como en la Aritm<;ti(~:t, por la rnulri" 
Jllic:1don y la divisic,n de la~ lh1cdonen, portJlltl estas 
dos opcrnciones no rcquicnrn ninguna tr1111fomm.:ion pre, 
pnrntoria, 

r .° l)or lo que :rcspectn li la rnu\dplic,tcicm: 

, n ,, , , a d ad ( , , , . , ', :, · , \ 

, --;;=,-;r , ,_ T >; -;- - ,~r,,, "41:~11~!,,'. J Jfd)·'., ,, 
1 

, 3. º Las fracciQnes .!!.... , .!... , reducidas' t fü(•~o~ 
, h d 

1ll llll denomi1iaoor se trasfornüitl 'en estotrds; ;: 
,. fld b, (A . t.. \• ,;¡,,,7;;r ·rit'tn,, ,_. 9,9,): , 

Las fracf~o11es
1 T' 7, 'j,~ ': :1-;.; s; 'tl'dsfcfrmni}~ 

p.or medio de igual reduccion, en fas siguient~s: , 
adf':_ cb/k r/Jd/1 gbd/, ., 
¡, df/1 ' d bf h ' µ'Ji;' lib df • 

S 2_ , ~l méto.do que expusimos{ ¿~1'i'tm, §. roo) pa~ 
ra obtener en ,ciertos casos un denonunndor conrnii mas 
sencill~ que el ~ue por la. regla general resultada, pue:, .. 
de aplicarse foc1lmente á las frncdones nlgebráicns. Si 

estas ft~eren, por ejemplo, ~ , ,.:!._ será muy focil 
, , . . be b/' ' 

ver .qt1e los dos de11óinin,ado'res serian enteramente iguu~ 
l,es s1/ fu_e~a factor deLpnmero,, y e lo fuem del segrmdo. 
Se reducm111 pues fas dos fracciones propuestas á un co .. 
m~n denominador, :muldplicando los dos t6rminos de la 
primera por f, y los de la segunda por e¡ cou lo cual ten" 
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• , 11 f e tl , , , 'l\· , a l'f ' 
11 ~emos las fracciones -· •-, , ~ ,, mas scnc:1 ,1s <1ue --·-·~ 
ia1 • ' b,'f be} bb,·/ 1 

..!.:.!- que por 1n l"egla general hubiernn rcrnltí!do, 
bbcf 

Generalmente¡ rcún,11w, en tm pro1fl//.:to todos los 
J actores d{J11re11t:s qt1c Sº ltttlltm un los ,.1t-1w111!11adorn de 
todas las ji·amoncs pro¡mNt,u, )' ,m .r,· tmdr,e d d(• 
11omt'nador comtm de tocias cthu; dr:.1p11cs· 111Nltlphq11cs, 
et numerador' de cada fracdon 1'º" to,loJ' los j;tctorqs de 
aquel producto quu no s.u hallen ~1t·tl ,ü1w1~,i11;1./or prz', 
mt'ti'Vo de aquella f rat"cion, y ,m se umirm, luJ" mimt 
numcradorn. 

. l " ,, 
Si las fracciones fo eren' pol' c¡omp o, ~z1t 1 17' 

;g , f6rmnr~:1nos"elpfod·~1cto,J\/ g, y em, deberá ser 

el .deno.min,ador comun t despues mu\tiplic11rcm<H ~¡ nu. 
~~enttlor '(iC la primera frnccion imr/,i: ; el d1; .In segun, 
da por be g, y el do In tc:rcem1 por ///; y tiii resultarán 

rtfg /1edu; f,'tf ' 7F1/i ' 1"•?,;:~· , -:¡;·,;:¡;;·· 
· '< 1~li· ·en el denominador primirivo do ::1lgunn do la1 
fracciones propuestas csmvitmm rc1midrl!1 cumo factores 
Jos denominmforcs de tc11L1s l.1~ dt:tm111 t rmll) h.ibrii que 
ejecutar la sc.::gunda ptll'tO de la rcgh1 nnt~r.ior. 
¡; ,:53 .~º1':lo que hace ú la:,udichm lle hrn fracdon~s 

, . 1 . d, ,1 b r 
<J.i1e te11gn11 un nrnmo e cnom I na · c,r, como •.:¡"" , ,,, .. ·,, -, 

• rJ . d, 

tt, 
1 

é e ~1°+,/i+c 
~'4 + '""' "'" ~~+"'~ ,ws,,,,, '" ,,, 

¡t•;.,J 1/ IÍ 

es. tletfr) 5(; snmnf:I 1
101 'flUl1Hl'riHforn11) y á ln S\Jfflll se 

le, 1~ono el deno1'11•imtclor <:omun, 

DE ALGEDRA, l 17 
Por lo que respecta á la. st1strnccion de las fraccio

nes que tcngnn un mismo denominador, como si lrnbié-
b a , a b 11-b 

semos de restar - de - sera -- ........ ,_ ... :::: --·----; es de-
d d d tl d 

cii, restaremos del nnmerndor del miHncndo el del s11s
trnendo, y al residuo le pondremos el dcnomin,1dur 
comnn. 

Si las frncciones que se hayan de rnmnr 6 restar no 
tuvieren un mismo denominador, serít muy facil hacer 
que lo tengan. ' 

Finhlmente, por lo respectivo {L !ns rcdttcciones de 
expresiones rni:1:tas á fracciones, y al contrnrio , será 

b ,,e /; ar.+ b ( ,,1 • ~ ) a+•-=--·+-:::::- .ó.nt,y, 91 
(; (/ e i: 

b ne /; ac-b 
a--:=:--.-,::::::-

c f/ t •C 

b -•-a 
,¡; 

=::-.. .,_.""''-=::-... 
G 11, G t 

Por la inversa: 
ae+ b ne JJ b - =-· """,...._,==e.....,. ... ,,~--

,1 ,~ ,, ,, 

t, b -. .,".~ = e P""'OII ... ~.,... ...... 

" 
tlC b ....... -=--.......,r. 

11 '1 (I (1, 

En todos fos ejemplos que hemos propuesto S()n 

monomios los términos de las fracciones; cu c,1so que 
sean polinomios se ejecutadtn lns misnrns opcrncioncs, 
observando pum ello las reglas estnbleckfos parn In ndi .. 
cion, sustrncc,ion, multiplicacio11 y division de lus cnn~ 
tidadcs c~unplex,1s. Asi qne 
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,.~+b* 1 a-b _ (a,+b') ( a-b) ~- ,,, -a'l•~1-nb1-.bl • -x--· .. _.., ___ ,.,, .... ,., .. ,,.,..,~.,,"""'"·•"' .. ,,j,<_ ·- ,,~--... 

e+ d e - ti (e~,~ d) ( e - ti) -.. ¡¿1 l 

a:1 +_~. a-J. .. _ ~~~ >< ..:.=.d _ f.1
~•::~: 

1
~: .• ~\L"::"'d) 

c+tl' c.-d - c+d 11-b - (r•l•d) (1,_;b):_: 
11"c + //c-t1ªd - b1d 
-7,;:;.:;;¡=7;;·:... f¡ i 

y nsi de todas las dcm,1a operaciones tp1e suelen ejecu, 
tarsc con los qtrnlmtdos. 

5 4 Cuando los principiantes hay:rn comprendido, 
todo lo qne hastn aqui hemos expucst<>, y stibrc todo 
cuando hayun ndLJuirido cierta expcdh:itm en ln ejecu, 
cion de las opernciones c1ue hemos cnsdrndu ,Í hacer con 
las cantidades nlgcbrúicns, se Irnll1mín en cstn~lo de re,·• 
solver cualquicrn cctmciou de primor grado por co111, 

plicnda qne sea, 
'Si, por ejemplo, de la propttcsta ele t1l1;una euei, 

tio11 se lrnbiere deducido ltl ecuncion siguiente: 
(a+/,,) (:i·-c) ,u 
--···--·--- ·+ ,f b .·:.::::: 2 :1:- , , ,,_¡, !i•'"+·h 

lo primero <1t1e haremos sení hRcc1· thmip:mn:er los de. 
nominndores; 6 indicundt> lus c.,¡:Hirndtllltli 'l ue dcbcmoi 
ejecutar pnrn ello ( §. r 3) sern: 

(a+b) (:1:-c) (3,t+•b)"f .. ,¡.L, (,1 b) (3c1~i•b):::: 
!2:i:(tl ·-·· h) ( 3 (1 +•h) ..... ,u (,1••· /¡ ), 

Efectualhl<> ahorn lns multiplic.:udono~ imli1:,1d;u, mulma: 
sa:'.1x~1--4abx+•b~ x-3a'c-4abc•,,~b'1 

&+• r i,1/ b·~•8tzb'-4b
1 

::::6cl x-4ah·-'J.b"·.1:•~•:l e•+,rrbc. 
Reuniendo poi' medio do ln n,afH11idon en un solo 

miembro todos los !drminc>s en i1uc !.!! hulln la .i· 1 y ea 
otro todos los ténnurns tJllO 1w co1HÍtHHm cm\ letra v 

l . 1 • 1 ¡ 
rec ucwm t) térmrno& iitnnojantes timdrnmo, ,mns otta1 
ecuaciones; 
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-3,1".i·+8ab.i-+3b':i·:= 2,,•c+ 5abc+b"c- x2a'b.+8ab' + 4hi. 

3b 2:i:; B,1b.i·-3a/= 2,lc+ 5abc+b't-12t1,b+8ab' + 41/ 
.-r( 3h + 8al-3,, ) == 211•c-1- 5abc ,+ b'c-1 w"b+8,,J1• + 4bl . 

y últim.imente, ' 
2n'c.+ 5abc..+•b'c- X 211"b+8f/b" +4bl 

:t1= z 
3b + 8a/J- 3,1• 

De las ccuadones del pn'mer g1·ado que timen dos fn .. 
c6gnitas; J' e.1:plicadon de ciertas expresiones que restiltan 

de los cálmlos algebrdicos. 

5 S En las cuestiones que nl principio de este tra ... 
tn~? hemos resuelto con el nuxilio ele los símbolos nlge
bra1cos, tan solo una de las letras de que nos valíamos 
P.ªra representar todas las cnntidades de que hacia men .. 
cton la propuesta, denotaba mm cantidad desconocida; 
y todas las dcnrns letrns crnn símbolos de cnntklndcs co
nocidas. A veces es mucho mas cómodo representar dos 
de las cantidades incógnitas con dos letras distintas; y en 
tal caso es absolutamente necesario que la propuesta 
contenga explícita 6 implícitamente dos ecuaciones in~ 
dependientes la una de la otro; pues de lo contrnri~ no 
se podrnn determinar los valores de 1.is incógnitas. 

~a cuestion, ~or .ejemplo, que propusimos (§. 3 ), 
enunciada en los ternrn10s en qt1e se hnlla nl fin del §. 4, 
nos está á primera vista indicnndo que en ella podemos 
emplear dos letrns distintas para representar los dos nú~ 
meros desconocidos. 

En efecto; si designamos 
por x al número menor de los incógnitos; 
por J' al mayor; 
por a la suma de ellos, conocida; 
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, l ¡ · , por b la diferencta de e l1 1s, tnm )ICfl conocida¡ · 

la propuesta nos da estas dos ccunduucs : 

12,0 

x+y=a; 
1- :t:=.b. 

Aunque 11ingnna de estas dos t.:ctrncioncs es por 1¡ 
sola suficiente pnrn tl(\tcrminn1· el valor de ninguno de 
los números desconocidos; si en cuah¡uit:ra ~lll cllus des, 
pejamos una de las

1 

incógnitas, por ejt.!mplo en In so, 
gund\\ la y, resultarn: 

y:.b+x. 
Esta última ecuadon no nos da .'t <:<>1rncer, os ver, ¡,, 

dad, el valor que bllscamos de la y, o lo que es lo 
mismo 

I 
del nÚm\ll'O mnyor inc6gnito; pcrn 110~ hace ver 

(¡uc la combinacion 6. bi1101uiu b :•1~ ;1: es ~lp.iivalemo n 

1n J'• Si pues en ln pnmem CClH\CIOll rn.stll:llltl;US o\ bl, 
nonlio b+x en lugar de 111 :; , se trnsformant tH¡uella 
ecuucion en otra que no tcndní mas indg11ira q11e la x, 
y de la cual podremos por el mét·odo ya expuesto de, 
ducir el valor du esta im:og11i1a. 

l . ' En efecto, hcdrn <1 uc sea ,l rnsmm;1on, ten, 
dremos 

X~,* b ~1~ :~·::::::: (t 

Ó lo que es lo mismo, '),,l,',cl•b:·,:1t, 

,;,:1: = tt -b 
ti 

1 1 

Sustituyendo ahora esta expnmon del vnlor ele x 

en la ccuuciun 

rcsult,mí. 
11- !1 1b +a-/J ,t "'' f, 11 b y:::b~"' _,~ = ~-º"'•;·'"-··~~~t,,W"''"'~ :1 ;·:. 2 + 7' 
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Asi c¡ue, tendremos de los números que busca

mos las mismas expresiones que nntes habíamos lrnlh1,. 
do (§. 3.) No podía menos ,de ser asi, en Jttencion á 
que si bien se reHcxiona ,Ja última soh1cion no se dife
rencia de la anterior sino 'en que en la una se ha trnduci
do al lenguage algebnUco unu ecuncion <jite en la otra 
habiamos expresado en lenguage vulgar¡ pere · de. ella, 
expresada de uno y de otro modo, hemos deducido que 
el mayor número desconocido era equivalente 6 ,'t'r+ b, 

S 6 He aqui otra cuestion: 
Un a1'tcsano ha estado trabajando 1 !2 días en 1ma 

obra; J' tanto por sus jornalus como po1· los do un hi¡o 
suyo, que Tia trabajado en Ice misma obta por cspcÚio 
de siete di.u, ha recibido :2 .1u red/es; 7Ybl'VtP1WI# d tra
ba}ar él por espacio d(l ocho dias, J' sit lzijo por ol de cinco 
ditis; J ganando iguales Jornales q1111 antes, ha ,·ecibldo 
I 5 o 1•ca/(1s, Se pregunta: ¿ cudntos reales ¿rcwab,i dia-
f'Íamcntc el padre, y ci,dntos el hijo¡,· . 

Repl'esentemos, por x el núme;o · de reales qt1,e el 
padre ganaba por d1a, y por)' el llumero de reales que 
ganaba diariamente el hijo: . 

I 2 jornales dul padre vendrán á ser I 2x reales,; 
7 jornales del hijo serán 7J; 

Tendremos pues con arreglo á la propuesta de la cuestion 
12~:+7y=.u.2. 

8 jornales del padre seráli 8 :1: ¡ 

S jornales del hijo serán S.r; 
y de consiguiente 8 x + SJ':::: x 5 o, 

Discurriendo como en el ejemplo anterior, decluci .. 
remos de la primera ecuacion 

J=----
1 

TOMO II. Q 
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l !U Multiplicando por S esta última e~pr~sion, y sus. 
• d l producto en Jugar del tcrmmo 5y de la tituyen o e , 

d , incion se trasformara esta en estotra : segun a eci , 
1r10-60.v_ 1 SO 

Sx+----- ' 
1 

1 1al no tiene ya mns inc6gnitu <1uo 1a :i:; y resol• 
:ie~1~0 ln última ccuncio11 tendremos estus om1s: 

5 6x + x 11 o- 6ox= l O S O ; 

lllO- .4x :::::1050, 

T S n'iendo a\ segtmdo miembro el término sus• 
rapo 1 d' . . . b' 

tractivo 4x con el fill de hacer o n mvo 1 o mns ten 
con el de quitarle el signo' tendremos: 

X X l o - I O 5 O ::::: 4x. 
Sin necesidad de trasponer nl scgirndo miem!iro el 

término ·sustractivo 4x, pudiérumos haber ded uc1do de 
laecuacion 1110-4x= xo S0 que 4x= I l l ('íw-lO)O 

= 6o, e11 habiendo advertido que 4x reprcm:i.n
1
tu el su1• 

tracndo, x 1 1 o el rnimumclo, y I o 5 o :1 t'e,m tUJ I _Y te, 
iiiendo ptesentc que todo J·ustr,mulo ts r_i:1wt ttl mtmicn, 
.,lo monos d tt'St~luo. · 

1 60 
Si pues 4 x = 6 o , sern x ="· •r T S • 
Gnnnba pues el, pndre 1 5 rc:dc.~ 111 dfo I y sustitll• 

yendo este vulor en la cxpn:~ion que ni1res hemos halla, 
2ll-Xl,1 .. r,, /, do, y ::::::-1- se murnrni.u ,1 en 

J
-.2..:.:.::!.:.:<_!1~- ::::: ·.u :1 - 1 Ho ;:.": ,.i 1.::::: 6, 
- 7 7 7 

Son pues 6 reales In, (lile d hijo gnmtba por dfa: 
5 7 Si obscl'v,mdo ;i lu lena l,1 r~ght general de fa 

tmposidon de tér111 ittt1s ( §. 1 o ) 1 hu bk11cmos dcjndo 
solo ell el primer miumbro el (rnh:o termino.,,,,. 4.11 en 
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que se halla la incógnita, hubiera remltado 

. -+1:=1050-1110; 
y puesto que I I I a equivale á lo 5 o+ 6 o• esta últi .. 
nrn ecuacion se hubiera trasformado en· estotra : 

--4x::=1050-ro50-60; 

y por 61.timo én estotra: 
--4x=-60, 

Asi hubiéramos venido á parar á una ecuncion , en 
la cual tanto el primer miembro como el segundo son 
sust1·amdos sin minuendo alguno; y acaso 110 habríamos 
sabido descifrarla. Ahora que ya sabemos que: de la 
ecuacion X l I o - 4.1::= I o So 
se deduce seguramente que 4x:::: .t I lo -1 o So:::= 60,. 
podremos venir en conocimiento de que la ecuacion 

-4x =-- 6 o 
nos quiere decir que lo mismo es restar de cualquier 
minuendo In cantidad 4x que restar 6 o ; y en una pala• 
bra que 4x es lo n1ismQ que 60; y de consiguiente que 
x::::: IS· 

De aquí podremos deducir que genel'almente ton,~ 
,nos {t1cultad dt: ccrmbi,ir los s(1.;11os dt• los témdnos de 
uno dt: los miembros du tttt<I cc11ttcion, con tal qw: cam~ 
bicmos los de todos los términos del ot1'o mivmbro. 

S 8 Antes de buscar con el auxilio de las letras fa 
solt1cio11 general del problema propuesto ( §. 5 6) exa"" 
minemos alln otro caso particular del mismo problema, 
Supongamos que se nos diga que la primera sunrn co" 
brnda por el artesano fue I 38 reales• y In segonJ.i 90; 
y siendo las mismas todas las demas circu11s1ancfos de la 
cuestion, se nos pregunte cpmo antes: ¿ mdúto gmtttba 
el padrr J' cuánto el hijo por di'a ? 

Las ecuaciones de esta nue,,a cucstion será11: 

... 
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1zx+7y::::: l 38; 

Sx+ 5y::::::90. 
De la primera se deduce que 

138- f2,'\,' ,, == ~--~"Mt 

Multiplicando por S esta última exprcsion, y sustitu• 
yendo el producto .en lugar de SJ c11 ln segunda ecua• 
cion, se trasformnrá en estotrn: 

8 
690-6011,• 

x+ 7 :::90. 

Multiplicando por · 7 parn que desnpt1rezca el dcnomi. 
nadot, resultará: 

5 6x+ 690-60.t•= 6 3 O) 

y de consiguiente 
s 6x- 6 ox = 6 3 o '-7 6 9 ,n 

6 cambiando los signos de nmbo11 nuembros pnrn que 101 
minuendos sean, como deben ser, mayores tJUC los rns, 
traendos: 60:1:--56.i· = 690 - 63 o l 
y efectL1ando las sustTíl<.:C:Íoncs: 

,~;1;·:::::: ó o; 

de donde se deduce) 
t'i (;) 

at:::;:, .. , ~-::: I 5. 
.¡, 

Susdtuyendo esto valor de !u .i· en la t'!X{'resion que an, 
tes hemos ha lindo del valor de J', 1·cm1lrnní: 

ts8-xílo 1s8-•1g!l..'.-.p, -,¡.a 1::::: \ = ,,,,,,,,,t,.,A,,W,.-'W1'-,,,,.,0X,0):"W,Wi/:lo<,W/\\<- ,,, =~(<'< ~¡;i,..,e)¡l!»),,,¡,¡¡,¡,f 

7 7 7 
in cxpresion que ncabnm<>~ de lrnllnr dol vnk,r de y no1 
está indicando que de l :; 8 se ha do remar 180, y que 
el residuo se lrn de dividir pcir 7, pera siendo nbsohm• 
mento impracticable ln 111.rntr~cdon 1 ¿ c1ué c1uerrá declrnos 
.iquclln, fórmula 6 esta otr11, á lit cu11l viene IÍ redudne 
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-42 -1=-¡-r 
Ya sabemos lo que significa una combinacion de dos 
cantidades, en la cual la que tiene antepuesto el sig .. 
no- es menor que la otra; pero cuando In cantidad sus• 
tractiva es mayor que la otra, y sobre todo cuando está 
enternmente sola, zqué podrá esto' significar? El mejor 
medio de aclarar esta duda será retroceder {1 las ecua .. 
ciones primitivas que la han originado; pues siendo es
tas una verdadera traduccion de la propuesta , será mas 
facil descubrir en ellas las circunmrncias de la cnestio11 
que l~an ocasionado la dificultúd de que trntnm.os. 

Si en fa primera e.cuacion 
I !2X + 7)'::::;;: l 3 8 

sustitulmos en lugar de la x sn valor I 5 , se trasfor ... 
ruará en estotra: 

180+7Y=:138; ' 
In cual nos dice que los jorirnles de solo ~l padre ím .. 
portaban inas que los del padre y del hijo juntos; y 
siendo esto un absurdo, es claro que la propuesta en .. 
vuelve condiciones incompatibles, 

Si en la segunda ecirncion primitiva hacemos igual 
sustimcion, resultará : 

l !l o ..¡.. SY =: 9 o ' 
la cual nos está indicando el mismo absurdo que 1n nn .. 
terior. 

Vemos, pues, que de In propuesta se infiere que 
los jornales de solo el p:1dre importaban mas que los del 
padre y del hijo juntos; y de consiguiente podemos est11r 
ciertos de que la cuestion es abmrda, y sn solucion en
teramente imposible. Pudiérnmos muy bien quedar sa
tisfechos co11 hüber descubierto esta vcrd.id ¡ pero si em-
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puóánd()nos en pro~undizar n~ns, nos propus_iú,rnm?s.nve, 
rigunr qué a\teractOll debcrrn1~ pa1lccer lm cc,nd1c1oncs 

ara que conse1·vúndose los mismos n(tmi.lrns d:~dos re. 
ps !tase una cuestion sin absurdo alguno, no seria difícil, 
u • ' 1 · . . 1 

ech,,r de ver que si el hijo hubiese l mntnu1t o co11 sm 
gastos el haber del pacli-c cm ~c:z de aumentado con sus 
jornales, h_ubiern sido nccesar10 r~star d~ l.~ mm'.t que el 
p,ldre hablt\ gllnado todo lo que 1m~or~.,b,rn las .e~~en, 
sas del hijo; y ya entonces no halm:t rncl,m~,at1b1lidad 
ni contradiccion ulgu11a en la 1,ropnem1, 111 de consl, 
guiente en las ect1nciones procedentes dt.: dl.t; pues en 
tal caso serían: 

180-7J'::::t38 
I 2 O - 5)' ::;.-:: 9 O ; 

y de c1rnlqt1iern de ellns se dedm::iria que 
.r = 6 ; 

to cual quier¡¡ decir que nsi en cada uno de lns siete ,dini 
de la primcrn temporada como en cada ww do los cinco 
de la segunda Jrnbia ocasionado d hijo un gaste> de 6 rea, 
les; y de nhi es ,1uc el p,tdrc, sin cmhargu de ganar 1 ~ 
rellles dhirios, no hnbia sncndo de ¡:m,d11cto m:ro en los 
doce primeros di:is mas de l 3 8 reales, oi en h,s ocho se, 
gundos mas de 9 o. 

Ahora 110 scr:í ya dificil presentar la prop1mto. de la 
cue.stion en términ<>S que 110 cnvucl va c1rntrndkdon ni• 
gnnn, y que sin nlt(m1r los númcn1s dndu11 ,,¡¡cu posible 
rn solucion. 

Un artnano, dircn1oq, /111: r.rtmlo tt·,1b,1j,wdo doa 
dz'as en ulttt ob1't1, 1 por lur!N:r tmt'do sü1t1 dl.u ltl .w com• 

JJttliüe d tm hijo suyo I qtu g,1.rtab.1 una pt1t·t1 diJ jornal 
del padre, no Ita wniJo uta ti rulln'r tdjbt ele lc1 tumpo• 
,.,,dti meu du 138 t·valu. Votvt6 d 1rabaj,1r III la mismd 
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obra por espacio d, ocho días, J té causa dd gasto que 
en dnco di'as le ocasion6 m hijo no 11ercibio al cabo dt1 
esta segund?i temporada mas de 90 1·ealcs. Suponiéndose 
que. en nmb¡1s temporn?as ha sid~ uno mismo el jornnl 
del pndre, y gue tnmb1en lo ha sido el gasto diario del 
hijo, se pregunta: ¿ c11tinto ganaba PI padr1, 1 ct1dnto 
gastaba el hijo en cada dia_'i 

. Designando por x el nún1ero de renles que el padre 
gnnaba, y por J el de los que gastaba el hijo, fas ecua
ciones propi,1s de esta cuestion seríin: 

12.i·-7J==138; 
Sx- 5J'== 9 o, 

Deduciendo de la segunda, por ejemplo, qtte 
,,,_ 9o+5y • 
..,_ 8 , 

nrnltiplicnndo esta última cxpresion por 1 2, y sustitn~ 
yendo el prod~1cto en vez de 1 2.:i: en fa primera ec1.m ... 
don, se trasformará esta en 

1080 +6oy 
8 -7y::::=r38; 

y de esta última se duducirán estotras: 
!080+6oy-56¡::::= I 104; 

4J :::::: l l O 4 - l O 8 o :::: 2 4 ; 

J - 24 -6 --- . 
4 

Smtituyendo este vnlor de J en In ecuncion 

x::::: 90; 5,, 

t e r , 90-+30 r 20 se rasio mara en x::::-,-,•--------15 
8 - U - ' 

Ganuba pues el pndre 1 5 rcnles, y gustnba el hijo 
6 reales en cada día. 
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S 

9 
Aunque un resultado absurdo de un rnzonn. ;. 

miento bien formado no Ol'~llra pOl' lo COlnlll! otra cos~ i 

· 1 bsurdo del prin.:11~10 sobre q11e est:t fundndo¡ · sino o a d . , , 
• que hallemos para valor · o una rncog111ta un 

s1empre ' , . l · · 
, e tenga antepuesto el s1g1rn ·-, es l cc1r, un numero qu ' ; . 
( e l'ndique ser stistrttendo sm mimm1do, 110 solo . n 1mero qu 1 • 

inferiremos que fa cuestion, en los tcrmmos. cr; que se 

1 roouesto envuelve algt11Hl contrnd1cc1crn é in• nos rnyn p , , , , . , t . , 
t'b\\idad en sus cond1c1011es, srno t,1m >1cn que en campa 1 • 1, .1 l , 

'fi do a\g•·lna de estas , hnbr,1 c_ic 1·csu rnr otra ' 1'ect1 1cnn ~ • 
cuestion análoga {t la primera, sin nb~~o alguno I y a 
1 , t d·ira' soluci()n el mismo n(1~ro que antes he, a CU,1 • • 

1 11 ,,,·io L" rectiíic:1cion que en tu les casos es nece• 
lll OS la '" • " · , 
sarío baccl' en las condiciones se reduce a que se dcha 
st1mar alguna cnntidnd qne ht propucst:~ nos nrnndnba 
restar, 6 al contrnrio; 6 á t}tlE~ debn ser 1n1m11;11:Io el que 
la propu~tn nos indicaba como s1.1str11e11do '. y 'VWJ 'tJma, 

Supongamos, por ejemplo, (¡t1c h:i1,rnmdo resuelto 
primernmcntc la cucsti()ll prnpllC~lí\ ni lrn del §. note• 
rior, nos propusiéscmCJs cu ~e guida la dd §. S 6 en la 
hipótesi de que el hijo hnbia dismhmidc1 t:t>n ~us gnsto1 
los salarios del padre; en cuyo caso las ccum:1oncs fun, 
damenwlcs serian: 

I 2.t·- 7)' ::::: 2. :J. '.l; 

8:v- 5y:::~.: 1 S<J; 
de las cuales vendríamos ,í deducir finalmente c¡ue 

:1::::::q; J' 7 

Esta última ex.prc~ion nos imlicarin que 1n propues• 
ta de la cuestion con tenia 11\gun nb11urdo, d lo t1ue es lo 
mismo, condiciones im::ompntible!I i y ,i trntnndo de del• 
cubrfr cuál sen e1 nbsurdo c1ue ln propuemi contiene, , 

rrn A'.l'..,IJEllilA, J 2 9 
sustituimos en las ecl.ladones primidvi\s el valor de :i·, 
se trasformarán <.;!n estas otras, 

1 8 o ...... 77 :::::-:: i 2 2 ; 

l 2 o ....... 5Y = I s o. 
Estas ecuaciones nos hacen bien perceptible el uh• 

surdo qne deseábamos conocer¡ pues es bien mnnificsta 
la imposibilidad de qúe despues de quitar de 180 una 
cantidad cualquiera haya quedado de residuo 2 2 2; y 
«lespues de quitar de I 20 otro. cantidad cmdquie,l'a, por 
pequeña que sea, haya tp1cdado de residuo l 50. En 
la suposicion de que los números 180 y I 20 scmn ver~ 
dnderos, es abmlutamente imposibll.'l .dedúcir de ell0s los 
resultados ~ 2 2 y r 5 o por sustrnocion ¡ és fodispe1mible 
por el contrario hacerles algu11a mlicion, y de consi~ 
guiente la propue$ta de la cnostion y las ecuadones 
fundamentales dcbcdtn ser las que ya hemos visto ( §. 
5 6); de las <.:uules hemos deducido t¡uc .i::;;::; 1 5 ; r= 
..±:.::::::: 6. 

7 
Siempre qne á cansa de haber alguna incompatibi

lidad en las condiciones dd problema, remita sustrnaivo 
el valor de alguna incógnita) se dice que la solucion es 
negativa. 

60 Por medio de estos ejemplos podemos 'venir en 
conocimiento de que las cuestiones del primer grndo 
pueden contener ciertas condkionos incornpa tibies, 6 
sean ciel'tas contradicciones, que el Al gehrn no solo nos 
da á conocer couduciéndonos á un resultado sustrnctivo 
ó con el signo-, sino que tambien nos indica el modo 
de rectificar las propuestas, haclendo,sustn1cdvas algunas 
cantidades quo se habian. supuesto aditivtis, ó al con• 
trario. 

TOMO II, 
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Esto es lo que se debe entender cuando se dice que 

las soluciones negativas resuelven los prublomns en un 
sentido contrario al de sus propuestas; Y :.1unc¡uc en rea• 
lidad el problema propuesto, q u~ ;5ti¡,oncm~ls ubsurdo1 

sea muy distinto del problema rcctd1cudo y libre de to. 
da contradicdon, se les mira sin embargti como idénti
cos, porque ademas de contcnor ambos los mislllos 11(¡. 
meros conocidos é incógnitos, para pasar Jcl uno ul otro 
y lrncer útil la solucion negtttiwt, ó ~mr mejor decir, pa~ ¡ 
rn qt1e la solucion deje de ser neg,ttt'lh'I, ba~t,l mm mera ; 
mutacion de los signos+ y-. · 

1 6 r Aunque estos signos no designaron en su prl• • 
miti va institncion sino lns operaciones do nrniar y l'estar¡ : 
cuando se ech6 de ver que de la 1'Csolucion de l.is ecun, ; 
dones resultaban en ciertos casos p:irn val<Jrcs de lns 1n, •. 
c6gnitas números c~m el signo-, es decir 1 11C11mnos que 
se debian restar sin haber de qué, no so conttmtarnn los 
algebristas con haber conocido por csic mcdiu que lni 
cuestiones que los lrnbia11 conducido ,í estos resultados 
absmdos, crn11 imp<>sibks, ni tmnpoco cun haber des, 
cubierto el modo de 1·ectilknr lns condidonu p:m1 quo 
desapareciese la incompatibilidad que tintes lrnbia, sino 
que ademas hiciornn est0 raionamicnto: 

Si de un problema bit.!n puesto ea ecmtcion se de, 
duce c1uc una inc6gnitn dGbc ser:::.:•~~· 6, pc>r cjemplo1 

es ccmsiguicnto que si mit·ttmfo como uu símbolo de una 
cantidad á la cQmbinadtm-· ó del guarim10 y del signo 
que le nntece~k, la S()mctcmos ii tm:hrn las operaciones 
indicadas en la. eucstion, el rcrnltudt) deb11 misfocer a 

esta segt1 n esté propuestn, y sin rrncesklad de vurinr pre, 
-viamente ninguna de sus condicioneu. 

Sil'va do ejemplo la mi11nrn cuestio11 que hemos 
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propuesto ( §. S 8 ). Despucs de haberlo traducido fiel- · 
mente al lengunge algcbráico, y haber deducido de las 
ecuaciones en q ne fa hemos trasformado, que 

-4l 
x=: 15 ;1:::::-, 

7 
deberemos inferir que si ejecutamos con el número l S 

l · ' b d - 4 i 1 y con a expres1011, bien que a sur a, - ns opera-
7 

ciones indic.1das ell la propuesta y representadas en las 
ecuaciones I 2.:t'+ 7J:::: r 3 8, 

8x+ 5y= 90, 
los resultados deberán ser exactamente conformes á lo 
que la misma propuesta requiere; pues de· 10 contrndo 
no estarinn bien deducidos los valores de x éy. 

Sustituyendo primeramente el vulor de x, se tras~ 
formarán aquellas dos ecuaciones en estotrns: 

180+71:::::r38, 
120+5y::::90, 

Solo nos restará aho1·n sustituir en estas dos últimas 

ecuaciones la expresion - 4
i que hemos hallado del 

7 
valor de J'• Al efectuar esta sustimcion nos ocurre la di-

ficultad de que no siendo ~ ninguno de los símbo .. 
7 

los que conocemos de las cantid,1des , no sabemos cómo 
ejecutar con aquella expresion lns operaciones iudkadas 
en las dos ecuaciones. 

Para superar esta dificultad se ocurri6 efectuar PN' 
via de ensayo estas operaciones, haciendo uso de las re• 
glas de los signos establecidas ( §§. 3 1 y 4 3 ) para 
los símbolos de las verdaderas cantid:idcs. Confol'lnc á lo 
prescrito e11 aquellas reglas, se tuvo á-6 por equiva .. 
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lente á ..:::.±.:-; e11 lugnt· de 71 se sustituyó-4:i. ¡ 
7 

y en lugar de SY se sustituyó- 3 o, 
De este modo, y haciendo mo de la rcgl.i de los 

signos ( §. 18), se tro~fornrnron lus ecuadoncs e11 

x80-42.:::::::r38; 
120--30=90; 

fos cuales son rigurosamente vcrdadcnts, y las rnismns · 
que hemos h:\llado desp1.rns de hab~:1· rcctilkado las COI\• • 

diciones de \n propuesta, y haber hecho desnparecer la · 
incompatibilidad que en e\lns hnbia. , • 

Asimismo, despues de haber deducido de lns ccun, ; 
dones que hemos form:td() ( §, S 9 ) , 

12.i·-7;=222, 

8x-sy=r50, 
que los valores de las inc6gnitns eran 

-,I1 
X= l 5 ; )' := ·······7•"'··· i 

si sustituimos estos v:dores, dc.:bcr.íu rcrnlrnt· las cnntida, 
d1-!s que la propuesta t'ClJttÍl.!re, 

Sustituyendo primeramcmto el valor de x, q110 no 
ofrece diJkultad. algturn , tendrcnws: 

1 H o ... 7 )' :i. :H , 

l :.! o ,,, .. , 5J ::::: l 5 O. 

Si aho.rn en lugnr de íJ' po11c11ws - 4 i , 

y en lugnr de 5, ............... . ,, .. 3c,; 
si teniendo ndemus presente que en hu ecuadoncs c~m 
índicudas dos rnsw1c,io11cs I lwt:t:11wN mu do.t In re gin do 
los s.ig11os cstabledda ( §. !2 o) 1 ~o tra11formunin lus úl, 
timas ecuaciones e11 emitr.rn: 

180--+ .. 4!2=:: iu:i., 
U,0+30:1.501 
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las cuales s011 verdaderas y lus mismas que resultan de 
la propuestn del problema, segun se hallan en el §. 5 6, 
es d~cir, corregida y sin que haya contrndiccion ó in
compntibilidad algmrn en sns condiciones, 

Luego q ne se observó que la ~1plic.icio11 de l;is re
glas de los signos á estas expresiones nbshrdítS proceden .. 
tes de cuestiones, imposib!l!s producía rest1ltaJos ver~fa .. 
cleros, fuero11 miradas aquellas expresicmes con10 tma 
cierta especie de vcrdadt1ras cantidades; se las designó 
con el Jiornbrc de cantidades 11t'i1att.'71as; se li1s somt.:tió 

e,> 

6 todas \as operaciones del dtlculo; y se dijo que si lns 
soluciones ·negativas indicnbiin un cno1· e11 la ptopuesta 
de la cue~tion, el Algebrn }9 corregía, 

6 2 Puesto <.1uc las c,mtidades negativas resuelven 
en cier10 scnLido los problemas de donde han dimanado, 
conviene examinar el modo de r,mpknrlas en los dku• 
los, y cst,1b\eccr reglas seguras paru cfoctt1ar las opcrn .. 
ciones que las cuestiones puednü exigir que se ejecuten 
con ellas. 

Las reglas de los signos cstnhlecidas ( §§. 1 8, 2 o, 
3 r J 4 3) nu se han demostrado hast,t ahora un el m" 
puesto de que las opcrnc.ioues se haynn de cjccutnr con 
cnntidades sustra<:tivas .ü,l,1ch1s,. Esrableci mos, • por ejem .. 
plo, que si de a hubiésemos dexo~tar In cantidnd repre .. 
sentada po.r I-0 combinacion b - e, el r1;J5iduo debia rept·e ... 
sentarse por et- b -1- t ; pern no hemos hecho v,!r t} tie si 
dJ a se h"l d13 rl;lstnr la cantidad, si pnl.!dl.! t1si llamarse, 
- e, el residuo cteberá representarse por a+ c. Plll.lkra 
derrr.unente d~ciise qtte el razonamiento q11~ hicimos 
para demostrar la e:irnctitnd del rcsidtw a - b +e, (:)ra 
indep~ndient·e de la magnitud de los cnndd,idc& r~~pre~ 
.sentad.is pot estos símbolos, y que d\.J.consiguil;)llte debia. 
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tener lugar :.nm c1.rnndo lle~~sc ft ser b = o , con ~o c~nl 
la expresio11 b-e se red nema a - e , Y I a comb111ac1on 
a,_¡_b+c quedaria reducida .. á a+c. Pero, acaso no sntis,. 
forá á todos esta prnebn; y como l.1 tcoria de las cnntl, , 
dades. negativas ha venido ú ser ui~a d~ las _mas _impor, . 
tantes del Algebrn , y ha dado ocas1011 a v:mils disputas; · 
es necesado npoyarln sobrn los fu11d,1mcnros mas sólidos 
c¡ue sen posible, Parn conseguido retrocedamos .il origen 
de las cantidades negativ.is, 

Todas las que se llnm.nn ccrntld,tde.r 1f~!(ati'fJ(U pro• • 
ceden de sustrnccioncs, en las cnn les el smtr,wndo es ma. ' 
yoi· que el minuendo; y como 1:t m;1yor i:.:authlaLl que se; 
puede restar de otra se:t 1:t iRnat :1 elL1, t.rn. ~'.uyo caso• 
el residuo es cero; ctn111do se rws ma111l,1 ,p,mr de una , 
c.intidnd otrn mnyor hnccnrns mns palpable la imposlbi• '. 
lidad de eject.1tarlo, indicando cu1mrn fo Ita, p.1,rn ,¡ne el· 
minuendo sea igual nl sustrnendo, y dt:? cum1gu1cnto 1ma 
que sea cero el tesiduo. Rcstanw~ pt1L:~, comrn lo que se 
nos ha mandado, del SWilTilCIHlo d min11e111.lel I y Reste 
residt10 le ¡rntcponcmos d signo - para indicar que he, 
mos efoct1.rndo la operacio11 en un cm\on invimo. Si por 
ejemplo nCls prescribe mm f6rnrnl.1 q11c t)tiitcmos 5 de 3, 
ó lo que es lo mismo, si tenemos en cll.t :;i .,. 5 , ec¡ulva• 
fontctÍ :1- 3 ·- 2; vi~ndo ¡¡uo l.1 smcrncdnu prescrita e1 

vcrduderamente impm;ible, y que de nm~iguiente ei 

vano el i11te11to de determ\unr el rcrnlr.1dt), Hmituimoi 
en su lugar-~, 6 lo qrn:.HHI lo mim10 ntt,t,11mi5 3 do 5,y 
al residuo le antcpnncmns d higno para tener un lndido 
de haber ejccutude> la i1pcradn11 ni ruvc~ ¡ y l<> que en 
renlidad debe Nprescntarnos el símbolo- 2 , rrn es el re•. 
sicl.tto, pues en el cnso propuesto es trn nlmmlo suponer, 
que pu oda haberlo, sino 10!0 que es ncctm1rio añadir, a 
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la ·combinacion 3 - 5 para que se iguale el minuendo 
con el sustraendo, y se reduzca á cero toda la combi ... 
nacion. En efecto 3 - 5 + 2 = o, Lo mismo puede de
cirse de cuak1uiera de estos símbolos algcbráicos quo se 
llaman cantidades negarivas;-a, por ejemplo,•dcbc in~ 
d.icarnos que .una fórmula ,prescribia ,restn1· de una can• 
tidad otra mayor; y siendo esto imposible, se ha ejecu ... 
tado al reves la operacion; y al resultado a de esta se le 
antepuso el signo-, para que con esta modificncion nos 
diese á conocer que es necesnrio añadir la cantidad rt {i 

la combint1cion de cantidades, de la cual prnvino el sím
bolo- a, para reducir á cero, el resultado de toda la. 
combinacion. Esto ha dado ocasion á que se dljese que 
las cantidades negativas · son menonr qiie cero,· expre .. 
sion que pnra dejar de ser absurda, debe entenderse en 
el sentido tJUC acnbamos de darla. Pasemos ya [i hacer 
ver que lns reglas de los signos pueden en todos casos 
aplicarse., sin •tezelo algt1no. á los símbolof algebráicos ,lla~ 
mados cantidades negativas. : 

Nadie pnede dudar de que ia·s expresiones a-a; 
b-b; e-e &c. son cqnivnlcntcs á uro, y de consi ... 
guie1He son otros tniüos símbolos del mfomo m·o. Ahora 
}?ien., si á una cantidad cualquiera rerfresentada por a le, 
agregamos la combinacion b-b, fa que de nuevo re:.. 
sult.~: a+b-b 110 vendrá á ser otra cosa que un nuevo 
modo de reprcsentnr la misma cantidad él; el cual por 
entnir en la nueva cornbiüacion los símbolos.+b y-b, 
nos hace ver co11 mas claridad·el efecto que en la can .... 
tidad a debe producir fa ,sustraccion de b, 6 la de -b; 
pues para ello bnsta borrar de aquella exprcsion cual ... 
quiera de las dos cantidades que nos propongamos qui ... 
tar; En efecto si de a rios propor1,emos quitar b, 6 ~omo 
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dicen, + b , l1orrando esta cnoridnd en fo. e,i:presion · 
a+b-b, el residuo será ,r-b; result;1do cnt~rnmente 
conforme con el convenio adoptado ( §. 2 ). Si por el 
contrario nos proponemos q uitm· de tt la <.:antidad ne,. 
gativa -b, suprimiendo este tC-rmino en la expresion 
a+b..,;..b, el resultado será a~1~b, como lo hubiéramos 
hallado aplicando á este cu~o fa regla de ltis &ignos esta
blecida ( §. 2 o ). 

Por lo que huce 6. la nrn I ti plic,1cinn es fodl cchnr de 
ver que e~ producto de a-a poi· ~~ b. debe ~cr ~b-ab1 
porque siendo igual {1 curo el mult1pl1t.':,t1hl,,, debe tnm~ 
bien ser igual á c~t·o el producto; y siemlo indudable. 
mente ctb el primer término di.) este, el i.i:igu11do deberá 
ser-ab, parn que de1struya ,il pdmt:ro. De 11t¡uí se de. 
ducirá que -ax+b-::::.-eib, 

Si nos proponemos 1nultiplicnr a por b ·-b, el pro• 
dueto deberá ser ab-ab; pcm1uc sicrndu igual ,i cm et 
multiplicador, dcb'e tnmbLrn scir i¡;u,il :í curo el produc• 
to; y como el priowr t,5rn1ino de cm, ~t..::i indudablomen, 
te ,ib, el segundo dcbed1 ser--,zb pru-.t domuir al prl~ 
n1ero. Será pues ax-b=-ab. 

Fi11olmc11te, si tratamos de multiplicar-•n por b ... b, 
sabiendo ya ,¡uc el pl'Ímer tt:rmino dd prnducto es-ab, 
el segund() no podní m~rnos de ser•+· r:h, pum que todo 
el producto se reduzca, como t!cbtl, ú tllt'n, por ser igual 
á uro el m1.1ltiplicndor, A1,i ttnc, 1.cr.'1 .,.,~,r>1.•-·•b::+ah, 

Cotejnndo estos rernlrni.ios ccrn loii <JllO hubiérnmor 
in111cdi.atnmente halludo nplk:undc> á cmas cuntidudci sus .. 
trnctivas nisladns, 6 s(.Hlll ,nntkla.dcs nogildVn'I, las reglo1 
de los signos establecidm1 ( §. 3 t ) , vet'cmas qi1e son 
exactamente los mismos. 

Por lo que respecta á la divh1ion, teniendo pre• 
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sente que el divisor y el ct1ociente s011 los factores del 
dividendo, y que de consiguiente el signo de este debe 
resultar, si asi pnede decirse, de los signos de sus fac ... 
tores; será facil deducir el signo dol cu ocien te cmmdo 
se conozcan el del dividendo y el del divisor; y asi se 
verá que la regb establecida ( §, 4~) es t11mbie11 apli
.cable al caso presente, 

En general, ,uando tratcmO$ de efectuar cualqttf (;' ... 
t'a de las cuat·ro opertuiones fundammtalN con las can"' 
tidadr:s mstra,'ti-vas aisladas, ú como dfrcn, con lm cmi
tidades negati'VtU, deb,·i-ernos obm·'Vttr para los signos 
de los resultados las mismas reghts que si ctqiulku can .. 
tz'dades jiuscn partes de polinomios, , 

6 3 Recapitulando .cuanto hemos expuesto tocante 
á las que se llaman cantíd,tdcs negati''OaJ·, diremos que 
en rcalid,ld son unas expresiones nbsmd:,s de los rcsnl• 
tados de sustracciones impracticables¡ 1.1ue como tales 
son indidos seguros de. algunn incompatibilidnd que huy 
en la propuesta de ln cuestiotl, de la cnnl hayan dimn-
11ndo; de consiguiente nos dan á conocer que no es Pº"" 
sible resolver la cucstion sin que antes se rccti11qnc al .. 
guna ele sus condiciones, haciendo sustrncti va n lguna 
cnntidnd qne antes se babia supnestt) aditiva, 6 nl con .. 
trario; y últimamente, que se puede venir en conocí .. 
n1iento del modo de ejecutur esta rectific,1cion conside~ 
rando á las expresiones realmente absurdas -6; - 8; 
- a; ~ b; &c. , como si fuesen verdaderos símb<>los de 
cantidades, y hi\ciendo uso de lns reglns anteriormente 
establecidas de los signos, en Ins operacio11es lJllC nos pro .. 
pongamos ejecutar con aquellas expresiones, Estos so11 
por lo menos hechos constantemente observados, y quo se 
~uede11 observar en todos los casos en que resulten tales 

XOMO II, S 
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, 

expresiones; por manera que cuando ~e dice, por ejem. 
plo, que restando - b de a, el re~11.h_,o e~ a ; b, el 
único modo de interpretar esta cxprcs1011 en tt.!1mi11ns 
que tenga sentido, es decir (JllC 1:~ regla dtJ los ~ignos 
est:.1b\ecida parn efoctunr la smtrnl'.l'.tn11 n,n lo~ ve1d¡1Je, 
ros símbolos de las cnntid,1d1Js, ,1plicada aun á ntJncllos 
otros que no lo son, corrig¡,: el ab~rndo tp1c lwbia cu lo 
que se nos ma11d,1ba ejewrnr: si.: ,mis ~kda q11~: rcst,ise, 
mos 1 y debiamos sumar .. l':1rn nucni rn1lli111rndun de to, 
do esto propongúmonos e}totro prt.1blc111a. 

6 4 Un corl'co luz Mir'tlo efr B~w,·d 11,i pe1ra lfa, 
drid ,tZ mismo tlcmpo qm• otro lt,t serli.lo ,¡,. ,ll.1d1'iel Jlil• 
ra fr por et mismo crmdno d B,1rr:1tlo11,1: u J'(IÍIU rnd11-
ta es lct diJ'Mncfo dt1 1m pueh!o ~t. otro, )' rn,int,rs í,. 
guas a11dt-i JJor lwrti, r:adn mrn ,lu los do.r t',n·eos: y se 
nos pregunta , ¿ m qud ptmto clt1l c,rn1i'lw, CJ lo ,¡ull vi~~ 
ne á ser lo mismo, d' rnd.ntas leJUtts di) cu,1l.¡11fcra dr 
aquellos dos jJ11t'blo.r su t111c1111tr,rril n /11.r d,is 11111'10.d 

A Jiu do prtiscmar ron nw yPr d;11 id.id l.1~ drcuns• 
tnncias de la ctwstion rc¡Ht:ht.:111,111:.:11111, ttm llll:\ lincn la 
distancia de los dos puntlJS d~ p.11ti.l,1 • e• in1lk.11emo1 
estos dos puntos por la~ lctrns m.1yúctil,1~ 1J y .M, y 
por R el pt111!'0 del cocnrntrn, 

R. 
Rcprcsuntarcmos :td!.!nws, t'o11w t'!, de cnstumbre, 

por letras minúsculus hl!'l cantidad,•¡¡ ..:11mn:id,,,i é i11i:cigni• 
tas que entrnn en la cuc~tim1; {1 ~ulwr: 

por a el 11(11nern de lrgna¡c. t)lh' di, tan unó de otro 
los ptrntos dt.! panida I ci rnmo ,;e ,11·,t:lr:1 decir¡ 
la distandu B1ll; 

¡10r b el 11ún:1ero de lcgtrn~ <JIH' nnd., por hora el 
coneo que ha salido dtl kHllltu lJ ,· 

:PE ALGF.BRA, I 3 9 
por e el número de leguas que :111da por hora el 

correo que ha salido del punto M; 
por x el 116mero de leguas que el primer correo 

ha andado desde el punto B hasta el pullto R 
del encuentro; 

por y el nCtmero de leguas que el segundo c~rreo 
ha andado desde el punto M hastc1 el mismo 

punto R. 
Esto,. supuesto, es facil echa1· de ver que cuando 

los dos correos se encuentren hnbrún corrido entre los 
dos toda la distancia qoc hay desde uno de los puntos 
de partida al otro, puesto que la distancia total Bll1. se 
compone de lns dos parcia.les BR y lvíR, Tendn::mos, 
pues I en primer •hlgar esta ecuacion: 

;¡,•+;1...'..a. 
.Considerando ahorn que en la ¡wopucsta se nos dice 

qne los dos correos salieron á un mismo tiempo de sus 
xespectivos puntos de pmtida, inferiremos que nnduvie~ 
xon en un mismo número de horns las distancias pnrchtles 
xepresentadas por x é y. Sabiendo por. otra p;Hte que 
dividiendo el número total de leguas lJllC cuda COl'l'CO ha
ya andado por el número de leguas que andu por hora, 
ha de resultar el número de horas tl',lC ha cmplcndo en 

el camino, inferiremos que el símbolo ... ¡- del cuociente 

de aquella division rcprcsentnrú el 11L1mero de horas que 
ha gastado el primer conco en ir dcsdu el puntu /J ha~ta 

el punto R; y que el símbolo ~- rcpresenl'a el número 

de horns que el scgt1ndo coneo ha ncccsitndo pnr:l ir 
desde ]¡,_,[ á R. Y puesto que segun la prnpucsta de ht 
cuestion dcbcn ser iguales estos dos números <le horns, 
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tendren1os esta seg1111da ecundon: 
:1: - y -¿---;;-· 

Son pues lns dos ecnacioncs fomfomcntnlcs de la 
cucstion estas: 

X J' -r =-.. ~··· 
De la segunda se deduce facilmentc quo 

b,, 
:e:::,~; 

é 

y s~1stirnyendo esta e:xprcsion del v:1lor de :t.· en 1n pti• 
mera ecuncion, se trnsfornrnrú cstn en estotra : 

"?' -/ "'1~J•:=tt I 

de la cnal se dedltcen sin difici1ltad nlguna las sigulen• 
tes: b1.:..,..cy:ac; 

J ( b +e):::: ttc: 
¡//,' 

J' ·-··· ----, ··- f,,...¡~r. • 

Si ahora susthuimos esta expresion dd vnlor de¡, 
en 1n que antes hallarnos del de ;t:, 

se trasformará cstn en 

/¡ 
:1: =. "J' ¡ 

/,' 

lJ ne aic 1111 
::C - - X ---~ ~,m,,..w.,w,,~ "'"'- ~"•'"-'''"'""""''• - e /;..¡..e -. t(b.,1-~,·) ,,.,, 

No lrnll.índose el signo-en ninguna de las dos fór. 
nmlns que 110s prescriben la serie de operuc:iom::s c1ue do• 
hemos cfoctm1r Ct,ll lns tres <:nntidndcs ctmm.:idmi para 
hnllar las incr>gnit"s, 6 lo 'lLllll es lo mismo, no hubicn• 
do que cjeclltnr simrncdon t1lguua píun halha cmot va• 
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lores, 110 hay qne temer que, sean cuales foeren los nú
meros represen tu dos por las letras a, b, e, pueda re
sultar cantidad negati'Va para val.or de alguna de las in~ 
c6gnitas; y de consiguiente será posible en todos casos 
la solucion de la cuestion propuesta y de todas !ns que 
sean enteramente semejantes á ella, sin necesidad de ha
cer alteracion algnnn en las., condiciones que encierra. 
En efecto, bien facil es ver que necesariamente se de-
ben encontrar dos correos que á un mismo tiempo y por 
un mismo camino vayan el uno desde B á Jv[, y el 

· otro desde M á B, ó como se .dice, que caminen en sm-
tidos opuestos, . 

6 s Supongamos ahora que habi.~ndo salido como 
antes los dos correos á Ím mismo tiempo de los puntos 
B y M, se dirijan ambos por 1111 mismo cnmino húcin 
otro punto C situado á la derecha de 11:f; ó como suele 
decirse, que cnmimm en un mismo smtido: 

E M 1i----;J 
en cuyo caso 110 podrá ya trntarse de averiguar dónde · 
se encontrarán los dos concos, sino d6nde nlcanznrá el 
que ha salido de B al que ha salido de Al, suponiendo, 
como es indispensable para ello, que el primqro ande con 
mns velocidad que el segundo; ni el punto 1{ podrá ya 
estar entre B y .llf, sino á la derechn de este último. 

Conservando las mismas lctl'ns para representar las 
cantidades análogas á las del problema anterior, obser-· 
varemos en primer lugar crue en est.e coso la distancia 
BM de los dos ptintos de partida es ln diferencht de 
las distancias BR y MR andudas en un mismo tiempo 
por los dos correos desde sus respectivos pnntos de par .. 
tida hasta el punto en (1t1c el primero alcanz6 al segun~ 
do. Tendremos, pues, esta primcrn ecuncion: 
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x-r:::::::.a; 

:t: 'V 
y" la segunda -¡=,:;· . 
que expresa la igualdad de los tiempos cm;)lcados en i 
correr los es1)acios Bl<. y JJ:ll{, perm~tm:cern la misni~ f 

1~, 

que antes. , ; 
Estas dos últinrns ccuacit>ncs, resueltas con10 lils nn- t 

tcriorns, d,111: 

by-cy=::.ac; 
f 
~ 

)' ( b-e) =aq; ¡ 
e 

i(,~ 
~•,r 
}\ 
t.-• 
''i ,, 
¡r 
¡; 

, , ali , i 
y finalmente x =-v·::....-;;. ,, 

Como en estas frírmulas en.í ind k:t,l.1 mm sustrac• I· 
don en la cual bes el mi11uc11do y t d iílt~trm:rndo; pnra : 
que sen pl'acticablo esta susnucdon, y Ú C(HlSCi7Uenciasea •.r 
posible la solucion del problema en ki, tt:nuin<is en que f/. 
lo hemos proptrn~to, es alisolur.1nw1m, n1:tc 1,arío que la 1 

ca11tid:1d rc¡m.:se11tad,1 por b sea mayu1· ()lit: l.1 represen, · 
tada por e¡ es d~dr, qtit: ul com:o 1pte h.1ya ~alido deB 
ande con mas v<.l!t>ddud 'l u e d ( ¡ m: h:1 y a i,a liJo de M. 
Solo en este cnso serán, como sud..: tk:drn:: 1 poJ.'ÍJÍ'VOS 101 ··· 

valores de .1: <l y. 
Si por ejemplo focse 

h= 1il'!""·I''::::f¡ 
\ ·t 4 

seria b - e::::: 3 - 1 1 :.::: 1 ?I ;;.;:: :' ; 
•t •1 ·I 

y dtJ comigllicnte:v:: '),ti 
,r =.":: ;,u 
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y asi s,1brinmos cuánto distaba el punto en que debe 
verifü::1rse el al.::ance I de cad,1 uno de los puntos de par
tid.1, puc~to que se supone cohocidn la mutua dlsta11da 
de estos representada por a, 

Pero si en la prnpnesta de a1gun cnso particular se 
nos ht1 biese dado el v~lor de b menor que el de e, ya 
dt:j;tb.1 de ser practicable ,fa u1st1'ílccion q:t1e las fórmu"" 
lns prescriben; s1erfa inipósible la so\uciOn del problema. 
en los términos en que lo hemos propuesto; y asi nos lo 
índicurinn los valo1·es negativos de las incógnitas. 

Si por cjemi1lo fuese 
.b=1i;c=2; 

~ 

seria b- e::::::: ..:....1; x::::: ...... 3a; y ::::::i:- 4a .. 
· 11 111 Il C 

Lns expresiones que ncnbamos de hallar de los va .. 
lores de x é y, por lo mismo tJ\lC son absmd.1s, estando 
como cstan rectamente deducid.is de la propuüsla, nos 
dan in mediarnn,ehte ~ ,Cl)Üqce1· .. q ne •el·• prohlem¡1, .es. inso" 
lublc como _no se varíe; a:l:gutin de,sL1s. comfüciones. Y e11 
efecto ¿ qué cosa mas absm·da qt1c suponer que dirigién .. 
dose los dos correos hái.:ia el punto C, ~iruado ~cgun mis 
lo ¡'>rcsenta la figurn; y saliendo ,Í un mismo 1 ti\:111po de 
l?s puntos B Y· M:,, pü.eolt1i'.<:!li ~1 Lle sulga id(;j ¡ :13, dlo1ni:z11¡r 
jtírtias al otroi;· ci:ii11ina1kio ri111s, désip1t,cio•·tp1e, él~? r ' 

6 6 Sin en1bargo.,. si ccm n911ellas expresiones ah .. 
smdas ejecutnmos l,1s opcr,1doncs i11dicnd:1s cu bs· (l!cua ... 
dones fo11dame11tRlcs, de donde han dim.iuudo, 

. w~y=,tt; 
¾, "' ,rl\J ', 

,x JI 
-¡;= e ; 

haciendo mo p~rn ello de las rcg las de los signos, tctlw 
drcmos cstotrns: . · 
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- 3a+4,:i~-=a1 

2 4ª -.3ax =-·-1 s :,. 
Jns cuales son rigorosumcnte vcnfodcrus y cxnctns I y ¡· 
con solo ntendct· á los signos que estan antepuestos á los [ 
términos del primer n1icmbro de lu primera ecuncion, t 
vendremos e11 conodniicnto del modCl de rcLtificnr ¡~ / 
propuesta de la cuestion y de hnccr dcsílparccor elnb, ~·. 
surdo que contenía. ~ 

En ef~cto, en uq1.1el primer miembro vemos qlle de f 
4a está restado 3a; ó lo c1ue es lo mirnw, lid camino ,! 

andado por el correo que sali6 de ./1[ c~ttl n:i,t,1do el en- r 
mino :indado por el corrt:o lJ ue s11lió de B , y nsi rcsult~ j.' 

fo distancia de los dos puntos dt: partill.J, Ahora bien, es Í:r 

muy facil echar de vol' que esto no puede ;ihsolutnmen, ffl: 

te vedfic:arse sin c-iue los correos se clirigiesen ú 1111 punto !: 
C, 110 s1ttmdo á l.1. derecha dl:ll 1rnnto 11:f como la pro- i: 
puesta suponía, sino n la izc1uierdn di.:I puuto B, segun ·· 
lo representa la siguieut,: lilJlllil: e R.._ .. _ .... ~.,,:r1 .. ,_ ...• -~ .. --..... ___ );¡ 

en cuyo caso deberá a\canz,u.· el correo tpte salió de },1 ! 
a.Lono, y;no al contrario,, c:m un punto R l!Íllrn~lo (1 la iz• ~•· 
qu.ierda del ,B • y 1w ú la l.loredrn del .1U, ,~-.... 

Jú1 /s.t0 ~m;,; la distnm:ia 111 R ·J.m:.rmll.'·. la distanci~ •;_. 
BR ser,i igi1,tl a BJJtl; y de ~01mgmcut(I tcndrcmo1 \ 
"S,. • • 1::, "' ,~a pr1mera OCllUC!Oll f. 

y-x=a1 , Í'. 
y siendo 1n scgundn ~f·" :::: .,,.'.;·; f; 
será facil deducir de cllus cm1s .(,tr;rn: ,: 

lr, 
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y sustituyendo en estas fórmulas los valo1'es supuestos 
de b y e, resultarán 

x=3a; 
y=4a; 

es decir, valores sin nota algunn de absurdos; valores, 
como suele decirse, pos#ivos, y que 1·csuelven In nueva 
cuestion en los mismos términos, y sin necesidnd de aJte ... 
rnr ninguna de lns condiciones con que 6ltimnmente la, 
hemos propuesto. 

67 ~n la cuestion del §. 6 5 , propuesta con toda 
la generalidad de que es susceptibl~, ocurre un caso en 
el cual es absolutamente imposible la solucion, · sin que 
por mas alteraciones y modificncione~ que se hagnn en 
las condiciones pueda desaparecer el absurdo. Esto se 
verifica cunnd_o sean iguales los valores de b y de e , 6 
lo que cs. lo mismo, ct1nndo se rnponga que los dos cor
reos ca.mman con velocidades igi1alcs. Ell tal c:iso, húcia 
cualqu_1er lado que marche11 en un mismo sentido los dos 
correos, conservarán constantemente una distancia igual 
á I_a que .haya entre los puntos de partida, y de consi~ 
gmente mnguno de los dos llcgnrú jamas {¡ akunznr :d. 
otro •. ~ste abrnrdo, que ninguna moditic:icion de los 
con~1c1011es hará desaparecer, se, deja ver con bastante 
claridad en las mismas ecuaciones fundamentales de la 
cnestion; porque si en ellas hocemos b =:.c, ó lo que es 
lo mismo, si rnstitnimos b en lugar de e, In segunda 

ectrncion .v Y -¡; -=-; 
se trasformará en estotrn : 

fl,' .'JI 
-i· =-x·; 

de la cual se deduce que x=J· 
TOMO II, 'l' 
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A consecnencin de esto la primera c1.:1rnt.:io11 

;i,·-1=,i; ó J•-x::::a; 

5c trasformadL en 
:.i:-:i·=rt; ó o =.a; 

rernltodo evidentemente absurdo; pues tJt1C nos presenta 
como nula una diswncia wyn. magnitud so 110s ha dndo 
en J.¡ propuesta cid prnbkmn. 

68 Este absurdo se nos manifiesta de un modo muy 
singulal' en las fórmubs ó últimas expresiones de los va, 
lores de las inc6gnitas 

l,, 11!i ttr 
~t=-; 1=----'~""; 

/)-e ¡,_., 

pues suponiendo en cllus b =e, el denominador ó d!vi,01 
se hilcc cero, y se trnsfornrnn en estns: 

" t1l1 (fC 

,ri;,,A#" c.1 ; 1 = ···¡t• 
No es fadl imnginarse cuál pueda ~cr et 

te de una division cuando d divimr bc,1 Ltru. Lo 
qnc so ve es que si fuc.:rc muy pctptcfio el exceso 
b lleve á ,. , i;,.irCrn muy grnndea los vnlures de x é y 1 

que cuanto menor sea. nquel exceso, timto mnyores 
:r:ín estos valores; pm·que rnponicmki I ccmw nqui se 
pone, un dividendo co11qantt:, ctrnmo mc,mor sea el 
visor, tanto mayor Sl!nÍ el i.~lHH.:icme (,Arit. §. 50,) 
efocto, sifocre b:::::2.;c=1,991,t:1'ilb-•t:::c,,ox1 

, , 1.tl t,f)l)tl 
cons1gu1e11tc x·=--= 2.oor1; )' o,o l 1,;,11 ( 

Si fuere b = 2. ; e;::: 1 , O 9 9 9 ; scni b 
wmiguicntc 

?, IJ - f 1SJ91J9fl x:: "--'looor:,a1•1=W• · • x9999,11 
0,0001 0 1Qt10l 

doude se ve que cuunto menor es la diforcm::ia 
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sentada por b-c, tanto mayores van siendo los valores 

de x é J·· 
Pero como por mas pequeña que sea una ca11tidnd 

no pueda decirse con verdad que es rigorosnmente igual 
á cero; por mas pequeña qtte. supongamos la diferencia 
represenmda por. b·~ e, y de consiguiente po1· grandes. 
que imaginemos los valores ele x é y ; jamas podremos 
llegar á expresar los· que correspo11den al caso en que 
sea b=.c. 

Est.t particularidad de no ser posible designar en tal 
caso por ningun 11(1111cro, por grande que se le supo11~ 
ga, el valor de ninguna incógnita, se expresa diciendo 
que este valor es itfinito; y á todi~ expl'esion de la for-

m l . d I . mu-, cuyo , enomma or es cero, se a 1111ra como un: 
o 

sfn~bolo de· un valor que por grande es inast'gnabfr, ó 
como suele decirse, es z'~¡Jinito. 

No es pues el t1!finito. matemático otra cosa que mm 
idea negnti va, de la C\.tal nos valemos para ex:pres(tr la 
absoluta imposibilidad de asignar número alguno ta11 
grande, que sen capaz do resolver la cncstion que nos 
hnyn conducido á fórmulas scnwj,mtcs [¡ las t¡uc ncnba" 
·mos d.e exari1im11·. 

Una vez ql1e 1111 razonamiento rectamente formado 
nos ha condt1cido á tales expresiones 6 fórmulas, se nos 
podria preguntar, ¿ cómo satisfacen á las ecuaciones fuu. 
damentales de la cuestion los valores ,¡ne hemos hall.id<► 

ai ' 4C ~=-1 r=-~ 
Q o 

puesto que es una propiedt1d esencial dd Algebra qnr., 
en ejecutando conforme á sus rcglils !.is op,.:rndun,.is in~ 
dicadas en la propL1csta con los símbolos qne fürnlmeute 
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ri;;su\tct, de los v:tlores du \as 1111.:o~wrns '. i:can los que 
fueren, han d~ satbfüccr {¡ las ci.:uac1011cs fun~Limcntnlei ¡ 
del prublcma. ¡ 

En contestai.'1011 á cst:t P:<•gunta sustituiremos nque, ~ 
llas ex presiones en hls e,:uac1ones p 

111 ·" • . :t•-7::::=ttJ ··b .::::;:,¡,'' 

que corresponden al cnso en que b :e; y se trasforma, [l 
rá la pdmel'a en estotra: f 

11b ab i -·~"'" - ,. ...... -... :::::: a J 1 
o O 1 

k de la cunl se dedt1ce11 estas: ¡ 
. ' 

nb-tib =.a; ab-alr:::::.,txo;a(b-b)-:::::.crxo¡o:::;.o¡ f: 
o 1 

I' 

por ser a>< o= o, ~; 
La segunda ec1i1ado11 se trasforma por medio de fo ~' 

s11stitucio11 en estotra: t'. 

ttb 11!i ---- :::::- _,,,,.., ''"""""' ; 
ox!I 11:;,;{1 

cuyos miembros son cnternmento iguolc:s. listan pue1 
completamente sntisfechas fas dos, ecuudouc:s fundnnieiti 
tales del problenrn. 

Todavfo tcnt.:mos otro medio dci venir en conoc~ 
miento del nbsurdo <Jllc la prnpucstn euvm:lve, y úe 
düscubrir si es ci 110 pm,iblc hm:crlu dc~:tp'1recer por ul, 
gunn modificacion de !ns ccmc:\idm1e~. r,un cm.1 dividire~ 
mos por i· los mit.tmlm:rn de la ec:1111,:iun .i·-.1:::a, en 
fa cuul se tru~l<mmt 1:i primen:i ci:irndm1 fundnmental 
dcs¡rnes que do In sogunda dcdudmos t1uo x =J• Aqtte• 
lla division nos dará 

l - 1 = , ... ''.; 6 lo que es lo mismo, <"J = •·"·• 
N N 
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Estn última ecuacion, rectamente dedt1cida de la 

propuesta, nos da á conocer q~rn. todo el n~snrdo ,<-fo la 
cuestion viene á reducirse {t ex1g1r que sc.1 1gm1l a re1·0 

el quebrado ó cuociente ~; cosa que jnmns podrá ve~ 
. ,'ti 

rificarse como no sen tambien igual á ce1·0 e¡\ numerador 
ó dividendo a. Con todo, como á n~edidn que. crece eL 
divisor, disminuye el cpocie1~te, cuanto mayor sea el vn-

. , , l lor que nsignon10s ú .1:, tnnto mns so aproxlmara a cv1'Q e 

valor de : ; bien que jamns podrá ser exactamente 

igual á cero, segun reqniere In propuesta del problema\ 
Con razon pues el Algebrn. nos da del valor de ln x 

e11 este caso una expres{on {i la cual no puede eqnivaler 
exactamente número algnno por grande que sen; con rn .. 
zon nos da ú entender que aquel valor es i111ts(v,1wbh· por. 
grande I ó como se dice, es ityinito; indic(llldonos por 
este ~1edio que d,e ningun mqdo es posible hacer desnpa ... 
rece,; enteramente el Qbsurdo que la propt1estn envuet .. 
ve. Lo mas que podremos hacer será disminuir, ctrnnt~ 
queramos, el error, aumentando mas y mas el valor t1uc 
asigne;n¡,qs 6, x;, comq nos lo indica la 6nm nrngnittH.t 

1. :Puesto que ª. 110 puede jnmas ser exaetnmente igunl ó w·~, 
(11 

poro puede nproximarse á sorlo cuanto se quiera, será m·o el lí111iN 
a 

ele la fraccion -··- (Aritm. §. ro r .) Algunos llaman t't1/i11itm11mt11 pe~ 
:v. 

~11eft11.r :í. las. cantidades cuyo límitd es cer,o; otros llam:111 c1111tld,1il 
i11fl11itt1111ente ,peqtm1,, al mismo cm,, comidcrado cnmo liínitd de 
aquellas otras cantidadlls, Ni e11 uno ni en ütro seulido tiene ru¡uella 
expresion la pl'Opicdud, exnctitud y clnricl11d npctci.:ihleB ¡ pero JHH' Mil 

brevedad podní. admidtsf.l aiem1Hf.l que prcvh11ne11tc se fije el &cntido 
en que se ln use, · 
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que esta incógnita vn adquiriendo á medida q'lle se va 
acercando á: cera el residuo b- c. 

6 9 Si caminnndo los dos correos con igual veloci. 
dad y en un mismo sentido, se Stl pt1sicsc ademas qtte 
hubiesen salido do un mismo punto y á un mismo tiem
po, seria ridícnio el querer dctcrminm· el punto en qlie 
se reunían; pues esrn rcuuion dubia en tal ,:aso verifi. 
carse en todos los puntos del espacio que anduviesen. Sin 
embargo, es digno de verse cómo nos maniílcstnn esta 
particularidad las expresiones que nntcs hemos hallado 
de los valores de x ó y, modific::idus segun lo exigen 
lns circunstnncfos de la nueva cucstion. 

. M B---'------------·---z; 
E11 ella se supone que los pimtos 1J y Af' de partida 

se han confundido e11 uno solo; y de consiguiente In dis• 
tanda de ellos a= o ; por ()trn parte 50 s11 pílllC <ptc b:::. e; 
Vendrán pues :í trasformarse l:is formufas gc.rnernles en 

oxó o oxc o 
cstotnts: .1:=--;- :=:·~·o-/ J =--;;~··'"· =-;;··· 

He nhi dos expresiones do c11ociente11 en las ct1nles 
el dividendo y el divisor son ambos m·o, Pura descifrar• 
fos volvamos á las ce unciones fu11damcurnlcs, y veremos 
qne se reducen en este caso á 

IV JI 
-¡;-=-¡;-1 

y deduciéndose de fo scgumla q11c :1: y, se trasforma• 
rá la primera en una de cstotrns: 

X~,'I::::: O 1 Ó ,'l.':;;::;:X I 
, 

J-1= (J J () J=J• 
Expresiones scmcjnntcs á cstns últimas, 6. las cunles se les 
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ha dado el nombre de Pcuadoncs idénticas, y que de .. 
jan enteramente indeterminado el valor de b incógiuta, 
son generalmente el remltndo final á que nos conducc11 
todas aqnellns cuestiones en que se supone peculiar de 
alguna. sola cantidad una propiedad conrnn á todas las de 
su especie. E11 el caso presente nos indican q1.1c sea la. 
que fuere la distancia á.que los dos correos se hallen del 
punto de partida, estarán constantemente reunidos, y asi 
queda absolutamente indeterminada nquclla distancia. 

Se ve pnes, que la cxpresion 7quc de la fórnmln ge~ 

nernl .dedujimos para este caso partici:llnr, 110 es aqui 
otrn cosa que 1111 símbolo de mm cantidad indetermina .. 
da. Decimos aquí, porque hay casos en que no es este 
el significado de aquella expresion; pero tambien el ori .. 
gen de ella es muy diferente. 

70 · Daremos un ejemplo de estos otros casos en 
la expresion 

a(at.-bi) 

b(ri-b) 

· 1 r. 0 
• 1 '' l 1 1 r la cua se trasi:ornm en --·--· s1 t1c¡anc o a en ,t 1ornJ.a 

o 

en que se nos presenta, snponemos. que sea a=b; pero 
si echamos de ver que los dos términos de la fraccion 
tienen el factor connm a -- b , y su pdmicndo este factor 
com.tm reducimos la fraccion ú m mas simple cxprcsion, 

¡: I • se trasJ.onnara pru11ernme11te en 
a(d+b)'. 

b 1 

y haciendo en esta expresion a =.b) scl'á rn vnlor 2 a. 

Vemos pues qno en este caso la cxpresio11 --:;·· tie ... 
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ne un vnlor determinado cunl suponemos ser 2a, por~ 
que el origen de ella ha sido i~n factor conmn al 11Ct111e. 
radot y al denominador de la fornrnla propuesta, el ct1n! 
se l'educia á m·o en el supuesto de scx a::::: b. Pero !ns 
fórmulas generales de los valores do :i· é J, que en el 

d 
. , o • r 

párrafo anterior se re UJCl'Oll a -~-- no tonmn i:actor ni~ 

gnno comun al 1mmerado1' f al dcnon:inntlor, y. de con
síguiente ern11 irreducibles a mus senc1lla cxprcs1on. 

De' esto se sigue que cuando nlgu1Hl sustitucion 

pnrticulal' trnsforme en -;- una fórnmla gcncrnl frnc~ 

cionnria, debemos ante todns cosas nvcriguar si el numo-
1·ador y el denominador tienen algun foctor comun, qu~ 
1·ednciéndose á cn·o por medio ele la sustitucion, hngn 
que tambie11 se reduzcan {i. m·o loa dus términos de la 
frnccion. En caso que lo tengnn clcborci1w~ suprimirlo 
antes de hacer la sust:itucion, y de esto modo vendre, 
nios en conocimfonto del verdadero valor de ln expre• 
sio11 propuesto. Es necesnrio confesar c.¡ue no siempre 
basta esto para. det~i-mimu: aquel valor J pero los límitQs 
4 que nos henÍOs propuesto ceñir este trntnd<> m> nos per• 
mi ten extendernos mas sobre este :1mnto, y nos obllgnn 
á. diforir para cuando trntcmos del cálculo diforcncfal la 
exposicion de los métodos gcnernlcs pnra hnll:ir el ver• 
dadero vnlor de lns expresiones trnsfom1ndns por nlgu~ 

• • C) 
na sust1tuc1on en ··· .• 

(j 

7 1 Lo expuesto hnce ver con bastante clnridnd que 
en hnbi.cndo trndncido fielmente al lengunge nlgebrúico 
1n propuesta de tm problema, lns f6rmulns nlgebráicas 
que por último resnltado deduzcnrnos de lus ecuaciones 
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fun'dame11tnles nos darán valores tJUe satisfarán comple ... 
tamente {t todas las condiciones de la cnestion siempre 
qne su solucion · sea posible. Cuando no lo sea por ra• 
zon de algun absurdo·· que la propuesta envuelva, las 
2nismas "fórmulas nos lo darán á conocer juntamente con 
la modificacion que á veces basta hacer en las co11dicio~ 
nes para que desaparezca la incompntibilidud que ante.s 
tenian, y venga nsi á formarse con los mismos datos 
otra cuestion algo pnrecida á la anterior, y cuya wlu~ 
cion sea posible. Si el absurdo que la propuesta eilvucl~ 
ve fuere tal que ninguna modificacion de las condicio
nes pueda hacerlo dcsnparecer, el Algebra tiene tam .. 
bien .mediCi>s de m~1qifostJrnos,con ciertas exp~·esio11és que 
•con Jas ennddades que se ¡m ponem CI1J11ocid!1s no es ¡10~ 
sible resolver cnestion algt111a análoga en cierto sentido 
.á la propuesta; y no menos los tiene pnrn indicarnos (JllC 

;algt1na. propiedad, que se ha supuesto pecu\i:1r de una 
sola ca11tidad desconocida, es comu1l á. todas las de stt 
éspecie • .En,suma·, t::011 el auxfüo del lengtrnge algebrál .. 
·co 110 solo resolvemos las cuestiones , cuya sL1lucion es 
·posible, sino que tambicn dcscubrinws los (]UC se pue,. 
den muy bien llamar difcrrmtcs g-rados de- iniposil,i/i.fod 
.para conseguido; de todo lo cunl iremos viendo n,,i1evns 
pruebas en lo sucesivo. 

7 2. Es nrny digno de observarse c6,:10 representa 
el Algebra la diferencia que fácilmente se adviene en 
las circunstapci:is de las dos cuestiones prnpilestas en Joi¡ 
§§. 64 y 6s' en, 1:a 1p:rün~ra :de la1f<ílHlfes c¡tmirrnl>n h(i~ 
cia B el correo qne lrnbin salido de M, y en la s~gunda 
llácia el fodo opue~to. Cotejemos con este objeto lus 
ecm1ciones primitivas y las fórmulas finnles coi rn~r,011 .. 
díentes á entrnmba$ cuastio11es, y vel'emos que on In ,,. 

TOMO ll; Y' 
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11.na la priinera. ecuaci.on fondnmentnl es : 
x.+1::::::.a; 

y en la otra::: 
x-y=a; 

y siendo en nmbas una misma l:t scg:111da ecuacion, pn~ 
semos n hacer igud cotejo de lus formulrts finnl.cs. En 
la primera cnestion hemos hnllndo que 

ab - ac • x=¡¡;:;;-» 1--17::;::;, 

y en la segunda:: 
ali x---· • - b-"C ,, 

En las ~cm1ciones vemos que la y, símbolo del ért• 
:mino nndndo pol' el correo que salie> de fil, está sunin~ 
da en la primera Cl1estion y rest11da en fa scgun,clnJ en 
la primera 'tiene,el sig11.o -+-, y en la segm1da el signo .... ¡ 
ó como suelen decir, en la primern es ¡.1osi'tÍ!va,. y en 
In segunda n(gtifl-va. 

En el denominadot· de fas fürmulns l'CspectivadJa 
pdmera cuestion, la r que representa el n(rn,ern de le, 
guas qt1e ,el mismo· <:orreo anda: en eudti hurn , está su, 
n1.1dn con la b; y en fos de la segunda está restada de 
la misma /;, Por manera, <JUC rno l.t mern mutacion do 
un signo se pueden ,1 plicar ñ la segundtt cucationJas 
fórmulas, de la, primera, y al c,mtrnrio; por cuyn ntzon 
en habiendo, resitelto la tmn se puede mirnr coJM re• 
si1dta la otrn, Asi que se dice que el Algebrn nos da 
en In sulucion. de una cuestiun. las dt.! <>trns nrnclias.cuCS1' 
tfoncs análogas·, 

. El probltma tercero del §. I 4 ¡n..1ede ser 1.10 m1ev~ 
ejem~lo de esto, Eil In propucst:i de r~qucl problema 
s,u1n1simos que el padre debfa ,ti llijo tu1a ciu1tidnd te; 
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presentada por d, y hallamos por fórmula final 

'/Jc+d x=--·· a+b 

Pues ahora, si quisiéramos qne esta fórmula sirviese 
tnin para el caso en que el alcance hubbse sLlo contra. 
el hijo y á favor del padre, no tendrinmos que h,1cer 
otra cosa sino· mudar el signo de la d símbolo dd al., 
canee; y resultada para este nnevo caso: 

vc-J. 
x:::::-¡;:¡::r· 

Y si supusiéramos que en el ajuste de cuentas J1a., 
bian quedado padre é hijo en paz , con solo hacer la 
d:::::. o, ó lo qué equivale ·á. esto) con solo snprirnir de 
fo fórmula anteriormente hallada la ,d, tenddamos: 

fJc 
x=-• 

a-4-b 

Es sumame11te facil comprobar estas dos solucione!t, 
poniendo separadamente en ecuacion: los <los últimos 
problemas , y resol viéndolos corno si cada uno de ellos 
foese el primero de su especie que se 110s hubiese pro .. 
puesto. 

Esta nplicacion , que co11 frecue11cia suele hacerse 
de una fórmula hallada para -cierto ·cuso particu}ar á 
otros casos análogos , es oríge11 de· muchos valores ne• 
gati'iJos, que indican, no precisamente ·que los nuevos 
problemas contienen algtm absurdo , como lo indicari:111 
si directamente los hubiésemos puesto en ecuadon , sino 
que para aplicar á los nuevos casos la f6rmula anterior .. 
.mente hallada es necesario hacer ulgtma nn1taclon de 
signos por rnzon de alguna diferencia de circunsta11cias 
que haya entre el caso para el cual se ha116 primitivn1-
inellte la fórmula, y los nuevos á gue se la hiiya apli• 
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cado. Ya se nos presentarnn ocasiones de mu111fcstar to. 
da la importancia de esta observacion. , . 

73 Si hemos clesig11ndo con dos letras d1st1lltns las 
cantidades que nos proponfomos hnllnr en los proble
mas de los §§. 5 6 y 64, h~ sido solo con. el ,<>bj~to de. 
pre.sentar ejemplos de ec11ac10nes con dos mi::ognll'n,s I y 
de dar á conocer el modo do resolverlas; pero pudimos, 
muy bien huberlos resuelto ambos ¡)or medio de una 
ecnacion co11 una sola inc6gnlt¡1. 

En efecto, lrnbiéndos~uos uicho cu In }lrnpucstn del 
primero que el mtesano había .recibido nl fin de la pri
mera temporada 2 2. :i re.1les por vnlor do sus I 2 jornáJ 
les y de ·los 7 Je su ldjo, es consig~icnte que si ,:epre. 
sentamos, como antes , por ! cada JOrtrnl del h1¡0, 71 
:represente la suma de los 7 jc,rn11lee de este; i !:l. 2. -7y 

. , . 1 d· ,u-1, 
x.epresénará 1n de los I ::i. jornales de pn re, y u 

vendrá :í. ser una expresion de cada uno de los jornales 
de este último. 

Hnbiéndosenos igl1a,lment~ dicho que nl cnbo de la 
segunda temporn.dn hnbln recibido 1 so reales por vnlor 
1 8 ' 1 1 1 1 1" xso-~,y d 1 
uC SllS JOl'JHI CS Y CIC OS 5 C C SU llJO, ~--ir•~Ven r~ 

.á ser otrn expresion de cmfo uno de los jornales del padre, 
l?odrem~s, J?l'leB, fonm,r esta ecuncion: 

,21-7J - J50-5.,i 
~ .. - - -~"".''•~'',.¡---; xi .a 

la cunl es suficiente pnrn resc1lver el problema, 
En el del§. 64 es facil ver r¡uc si se designn por .1 el ·:,i · · ~-~·-·-~--·-·~·· 1t"··•··~·••·--•··""-········· ... u 

cnmioo. lJR nncln'<lo por eil correo que snlgn de B, a-,; 
~·elH'Csentimí el camino MR. ,rndado 11or ol correo qua 
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sa1g'a de 'JI[, en el número.de horas qu.e medien entre 
clmome'u~o de la salida y el del encuentro. La fr.nc-

ci~n ·; será tllln expl'.esion de aquel nCime.ro de horas; 

·;!..__!!_·será.otra expresion del mismo númer.o, y ele 
:'! .:' j '.,:; ! L, j , : 1 iL;.1 , ' l ,; ,,, (,/ , 1 , 

consiguiente podre~10¡¡ .formar .esta ec~rnc!on: . 
:t: rt-:v 

"\ ¡;·==--;;-; 
de la cual se deducen fücilmcnte estotras: 

, .·. . .. .. . . . . . al, ,x= ab.;._ b:¡;; ex+ b:t= ,ab 1. x
1
(b +f) =,ab; .:i· = ¡;:;;;-1 

Entre estas soludones y. las que antel'iormente he
ines dado ( §·§. s 16 y 6 4) de los mismos proble,mas, 110 

hay mas diferencia que el lu1ber aqtii formado y resuelto 
la .primera ecuacion e11 lenguage v,L1lg:u, y sin valernos 
del nlgebráiéo; y bien ·se ve que c1.rni1to 'mns .adelunte .. 
mos en el razon•amie:n,flo ,sin mas nu«,ilio, q~e el icliom¡¡ 
ordinario, tanto menos habrá que hace( co11 el simbólico 
para llegar á la conclus.ion. 

7 4 Sucfo proponérsenos el problema, del :§• 6 4 .con 
una nueva circunstancia que 110 hnce mas diJicil rn so; 
hle:ion: 

:B R' ' C"¡ M 
· · So' supone q1tlft:1J110 de los dos correos (por ejemplo, 
t,} 'que snlió del ¡)lll'lto hi) st' puso en .ca111i110 1m mí,m· .. 
ro d de horas antes q.u(J Q/ .otro, 

Todo el efect<1> q,ue esta nueva drctimtnncia pro" 
.cluce no viene .á •ser en realicl.1.d otra cosa qt1e hnber 
transferido el primei.· pt1nto de partida á ,otrn ptrnto C, 
.y haber por :consiguiente disminuido la distancia de ki:Ei 
Q.OS puntos de pnrtidn; pon;1uc el con-.co que Síla de ÑJ; 
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y anda en cada hora e leguas, en d horas habrá cátnina. ¡ 

do cd leguas, y se hallará en otro punto C cuando llegue {· 
á salir de B el otro corre_ o, Asi que la distancia de uno • 

á otro no será ya la que hay .de B á M, sino la de B á. C;' tv,_,:·••· 

no será ya a, sino a-cd. Sustituyendo a-cd en lugar 
de a en la ecuacion ,del§. anterior, se .tra$formaxá. esta 

~ · a-cd...:...:it , .. 
en la siguiente: -¡==. e ; .:·: 

· · a'b-bcd 
de 1a. ·cua1 se ~~~}:ce que .x- .b+,t • · 

·· Si los correos ~aminasen en un mismo sentido, como t 
supÚsimos en el p~obl1!ma d'1:i §. 6 5 , : . ·. . ..•. ' : ' 

B M C. R 
el intervalo de los nuevos puntos de partida B y C se• 
ria a+ cd. Siendo pu_es x el camino B R andado por, un , 
correo, hasta et punto B. dte la:! reuniorH t::l camino. CR ~
andado en el· mismo tiempo por el otro correo sera 
$-a-fd, y de consiguiente tendremos esta ~cuaciom 

, · ·.· . .· , a'b + bcJ. 
de la cual se deduce que :t: == b-c 

7 5 En el supuesto de qne los correos caminen en 
sentidos opuestos, y con la nueva circunstancia de haber 
salido el una. d\'l ellos del ,punto Jltl un número d de ha, 
ras antes que .el .otro saliese dél punto B , puede resultar 
para la :i· un valor t1egativo, cuya interpretacion ofrece 
alguna dificultad. Esto será en el caso en que los núme, ; 
ros d y e sean tales que sll producto cd, símbolo del. ca, :I 
. mino MC andado por uri ,correo antes de la salida del 1,; 
otro, séa mayor que a, .es decir, que la distanci! ]JIJ~, f: 

C R. · B · M .' t 
¡: 

• lt 
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· En tal caso el correo qne ha salido d~ M se bailará 

en up punto C situado á 1a izquierda 9e J3 antes de ha~ 
ber s1alido de este último punto el otro correo; y puesto 
que este otro c~1ri.i1la .. hácia JvI,, e,s un absurdo suponer 
q úe siJl hacer rilguná. .variacfon. en rás~ condiciones de la 
propue.slia .pueda1l :ya_ encormar~e.. . : .. •. \ -

Si por ejemplo fo ese a=: 1 oo leguas; b= 2 leguas; 
c==.3 leguas; d=.10 horas;seria.cd=.120 leguas; y el 
punto C estaria á '2 ~ leg:uas de dist~úicia del punto B, y 
,á su izqui.e.rd.i. Sustituyendo estos valores. en la fórmu
la, resultará;: 

100><:1-2x3~40 zoÓ-2.Ao -40 .x- . . - .,. ----8 
- . : :z.,+a;' ,, /.1«: .. .!:- 1 •,5.'.,í. , ,. 5 - • ' 

·,. · , ·:poli, 1defo'°tad:o; e.sto- riqs. indka ;qne la cu·estion co1i.¡. 
tferie condicionesJncon1pntibles, y que no es posible re
solverJa en los: términos en que se nos ha propuesto: in~ 
dica. a~em:as que ·es s1.JS<;:eptible de, cierta modificacion 
por rnedi0::Jile.:, la.¡ (;t1:;tk,-se, foPA~~~t>tXíli:~aie~th9P: !en ,qu~ 
eimen las m1'smas: ,antifü1¿J,e;,s, ~9no~id~sr y:c9yo,,resuita
clo sea qüe Ios éorreós deban encontrarse en un punto R 
situado á la izquierda del punto B, y á 8 leguas de dis
tancia de este; .en una palabra, situado entre los puntos 
B, y :C ,,. sinie1ubargo, ,de, q_Qe1;á1priml:'l.ra>yista parezc~ qu(? 
hallándos·e·. en: C el .correo procedente de M cuando el 
otro sali6 de: B,, no· se podrán reunir sino. en un punto 
situado á la izquierda: de C .. 

Para venir en copociini'ento, <le la nueva cuesti.on,, 
'Y 'de: la rhodifi'caciof).l.q:µ~, debemos hacer en la anterior,, 
-representemos por-:-.m el valor negativo que nos ha rer 
sultado para la incógnita.,. es. decir,. para el carn,ino an':" 
dado por el correo p1'oce.dente· de B hasta encontrar al 
c:,tro .. Sustituyamos aquel valor en lugar' de lá .:v· en la-. 
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ecuacfon, haciendo ~ara ello uso de las reglas d L 
, , . d e ;oi 

signos; y as1 ten remos esta ec11acio11 verdadera sin 
absurdo alguno: Y 

~ -b---::;:: 

de la cual mudando los signos en ambos miembros, re, 
' sultará estotra : 

y como el nu~étador dé la: segunda fraccion re!}rese!lta 
el camino andado por el correo procedente de lJf, des
de que se hallaba en el nuevo punto de partida C hasta 
ei punto del encuentro, es claro que este punto deoe 
hallarse á la derecha de C, pttesto' que ·eLíninuendo cJ 
es mayor que el st1straendo 

I 
a-hm~ Tan, bien es da1& 

que e\.1"11,ismo p\.llfito se ha:H11.0á,la -izquietda .. de B, pue$1o 
que a+ m es lo que se debe restar~ de cd para que ,e, 
suite el é:nminci andado por el correo procedente ,de A{ 

N,i lo uno ni lo otró puede verificarse sin.qú.e el correo 
procedente de Bse haya dirigido háciá CJ y no hácia 1,4 
y sin que el correo procedente de M, despues de haber 
llegado á C, haya retrocedido bácia B. Este retroceso, 
que puede parecer muy extraordinario, es indispensal¾t 
en el supuesto de que los correos se hayan de reunirca• 

. n1innodb en sentidos opuestos; de lo co'ntrario , ó no se 
rennirian, ó no se verificaria esta reunion caminando les 
dos correos en sentidos contrarios. 

He aqni pue~ la nueva cuestion , 6 sea la antemr 
modificada· en términos que no contenga absurdo algn• 
lío, y que sea posiwle su solucion ,:-:. 

, e R · ·• ¡y-----·--M:;-;:-

SaJi6 de M un corno camincmdo 3 leguas por horlli 
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e p.uio de 4 o horas J llegado al 

· .di tinmpo en que empezó ,i retro~ 
tJtro ¡unto B situa.io en ht misma carre

z.,, o kguas de M otro correo cmrdnanda 2 

,.. !1.1:rra. J dirígi'in iou hdcia C. Se pregunta 
.: .;;. del punto B se encontraron los dos 
,--crru;,1¡¡ :" 

Ditl'-t piropu:iiérimos resolver directa é inmediata
' h.illaríamos por resultado final que 

:r= S ÍtJ;1..ts. 

;--6 pr,,)b1enu d.::l §. 5 6, generalizado se puede 
propNaer en estm términos: 

.-rtui!llnD J •n kijo suy, trahajar,on en una obra, 
c.r¡Mi'., ka i/i,¡¡.s, ¡ el .ugundo par upa-

• e ir$portaron los jornales de ambos e rea
~i trah:}.:zr en la misma obra, el primero 

por Je d dLu, ;r el segundo _por el de e dias , ; 
i•,rw-t-r• ks je¡~s de entr,ambos f reales. Se pregun
ta ¿ l.'i1.:1rnr:1~ ualag4Mlu: uul.a mt/0 tlc los dos por dia? 

R~p:r~rztemos • como antes, por x el jornal del pa-
dre; y en el halmí g.mado ax; 

p>'f ,'J' e: · del hijv; y en b dias habrá ganado by. 
As1 4ue teadremos esta primera ecuacion: 

ax+bf =t~ . 

Dírl MIDO ¡uodo, los jornales del padre en d dias 
importa.ria dx; y los del hijo en e dias serán ey. Tendre
.u:nos puuef. ellta segunda ecua.:ion : 

y he :ahí 
De 

k+ey f. . 
d_os ecnacioin:5 fundamentales 'del problema~· 

pnmera ecua-c1on se deduce que 

TOMO JJr. 
:X: 
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y multiplican<lo por d esta expresion del valor de x será 

cd-bd~• S · d h ; 1 . d-x== . a - , usutuyen o a ora esta u ttma expre-
(: 

1 d · fL1nd" mental, se trascor- I sion en a segun a ecuac1on " l
1 

- I,·:.::.:. 

mará esta. en estotra: J 
cd-bdy f. ~. -----+ry~- , 

Multiplicando por : todos los términos de la ecua-1 ·t.· 

cion, tendremos : · 
· cd-bdy+acy=af; i 

de donde .deduciremos: f 
aey-bdy=af-cd; ; 

y ( ae--:bd)==af-cd; 
t af-cd ~ 

J' ==. ne- b.l' j, 
Pudiendo ya mirar como enteramente conocido el ¡, 

valor de y , lo sustituiremos en la exp,resion que ant7s ¡ 
hallamos del de x, y se trasformara esta · en 1a s1-
guiente: 

X 

b 
af-cd 

e- x--
ffe-bd 

la cual podremos tambien mirar como enteramente co• 

nocida. 
A fin de simplificar la última expresion efectuare• 

mos en primer fogar la nrnltiplicacion indicada de las 
cantidades · af-cd (!:. ) . ' 

b y --··-~ ,. 5 x ; ac-bd , , 

cuyo ~roducto ~s 
11/f-hcd. •· . , r 
,u ...... bd ; y de cons1gme11te s,ern0 ,:; , 

ahf-bcd 
c-

ae-bd 
r=----

a 
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Reduciendo á qutbrado el entero y quebrado que 

forman el numerador 6 dividendo de esta expre>ion, se 
convertirá en estotra:; 

ace-hcd-t1lif.:+-bcd 

ae-bd 
X------·----a 

y reduciendo términos semejantes; 
ace-t1bf 

ae-bd 
x=---- • I 

a 

1 Si alguno tuviese duda sobre el significado de estas expresiones, 
A 

tenga presente que en la formula ,fl:::;:: 7f el numerador A representa 

al dividendo I y el denominador B al di1•isor, y asi el uno como el otro 
pueden ser números enteros , quebrados 6 mixtos. En esta atencion 

1'YI 

x:::;: N significa que :i: es igual al cuociente que debe resultar de la 
D , M . 

division del quebrado l'vT por D, y de consiguiente equiyale á ~-

M 
La fórmula ,'l,·=-N- quiere decir que :1; es igual al cuociente que 

D 
debe resultar de la division de la cantidad M por la fraccion .!!.. }~ 

, D' 
M 

d . ' • l ¿ MD I fi' 1 F · e cons1gu1ente eqmva e a ---¡y-· a ormu a,'!,"=--¡;¡-- significa 

n 
que la ,fl es igual al cuociente que debe resultar de la ,division d~Í 

M · N ' MD 
quebrado F por el quebrado ·.n , y _de c?nsiguiente ·equivale á ]JN¡ 

y asi de otras varias expresiones. Las que hemos descifrado pueden 
bastar para dar á conocer lo mucho que importa colocar liis líneas de 
<livision segun sea el t"e:mltado que nos propongamos indicar. 
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Efectuando hi division por a, resultará: 
ace-akf • x-----· 

- a 2e-,1bd ' 

y suprimiendo el factor a comun al numerador y al de& ¡ 
nominador ( §. 3 ~), tendremos por último: 11 

ce-bf 
x:= 

Luego que hayamos 11:{lad:dlas_ fórmulas generales i 
u-bf ef-cd J 

.x= ai-bd ; y= ae-Z,d' ¡" 
podremos aplicarlas á la solucion de todos los problemas I! 

~ 

particulares semejantes al propuesto, sustituyendo :en f 
lugar de cada letra el'número representado por ella,y :; 
efectuando las operaciones indicadas; segun ya lct bici, ~ 

mos ( §. 14) en una ecuacion que tenia una so)a in• ji 
, . , \ 

cogmta, .r • t 
En efecto, si hacemos ~! 

l: 
a=12; b=7; c=222; 

d= 8; e=5;f==150; 
y efectuamos las operaciones que estnn indicadas en la 
fórmula, resultarán los valores paniculares que hemos 
balhido en el §. 5 6. 

Y si hacemos 
a=12.; h=7; c=138; 
d= S;e=5;/=90; 

en efectuando las operaciones indicadas I hallaremos el. 
mismo resulta~o que en el §. 5 8. 

77 Las ecuaciones fundamentales 
a.r:+by=c 
d:r +ey f. . 

pueden representar las de todos los problemas que pue• JI 
den resol verse por medio de · dos ecuacio!les del· primer t 

i· ¡•.· 
,: 
¡,\~'. 
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grado que contengan dos incógnitas; y las fórmulas que 
por resultado final hemos hallado para expresar los va
lores de x y de y, pueden aplicarse á cuantos problemas 
puedan ocurrir de esta cla~e ;. con tal que se consideren 
las letras a, b, d, e como símbolos de las cantidades co-. 
nacidas que multipliquen respectivamente á las incóg
nitas despues que se hayan traspuesto al primer miemo .. 
bro todos los términos en que estas se hallen, y las le
tras e y f como símbolos de todos los términos entera
mente conocidos, despues de traspuestos al segundo 
miembro. 

Asimismo lo que hemos practicado para deducir de 
las dos ecuaciones fundamentales propuestas las fórmulas 
finales, se puede tambien mirar como un modelo de lo 
que deberemos ejecutar en todos los casos semejantes; lo 
cual se reduce en suma á que en una de las ecuaciones 
se despeja una ae las dos incógnitas; de este modo se 
obtiene una cxpresi~n de su -valor, la cual sustituida en 
la otra ccuacion, hace que- esta no tenga. mas de una fo.,. 
cógnita, y que ya entonces se le puedan aplicar las re
glas establecidas ( §§. I o y sig.) 

Por último hi.!remos las ~os advertencias siguientes: 
1. ª No son suficientes dos ecuaciones cualesquiera 

para determinar los valores de otras tantas incógnitas que 
haya en ellas; es necesario que una ecuacion no esté 
deducida de la otra, pues de lo contrario equivaldrán las 
dos á una sola. Asi que las ecuaciones 

. , 2X '"":- 3J = l!2 

'~flt'+ 6y= 24 . 
no son repu'tadas por dos sino en la apariencia ; pero en · 
realidad se reducen á. una sola, porque en multiplican
do por 2. los miemb:ros de la primera resulta Ja segl1n-
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da; y en toninndo la mitad de los mie~bros de esta re. ~ 
sulta la primera. Téngase pues entendido <-p1e en cuan. ! 
tos casos hablemos de cualquier número de ecuaciones ¡ 
suponemos que son realmente distintas é independiente; !i 
las unas de las otras. 1 

Es necesario ademas que las dos ecuaciones no sean .f 
entre sí contradictorias ó incompatibles. Si, por ejem. i 
plo, se d_educen de la propuesta de un problema estas ¡.·¡··• 

dos ecuacwnes, . •. . 1 
2X+ 3J= I 2 t• 

¡~; 
4x+ 6y= 20 ~· 

es muy facil echar de ver ~ue est,:s dos e_cnacio.nes no ( 
pueden de modo alguno venficar~e a un m1.smo tl~mpo, l 
y que de consiguiente la cuest1on que as1 lo requiere ¡ 
es enteramente absurda. . • , 

2 .a Cuando en mas de dos·ecuaciones independien~ f: 
tes no haya mas el.e dos incógnitas , las ecu:iciones que j 
haya ademas serán superfluas en caso que las condicio, ~ 
nes expresadas en ellas sean compatibles con las conteni, 
das en las otras. dos; pero si fo eren incompatibles, sera 
imposible la solucion del problema. Asi que, si de la tra, 
duccion algebráica de la propuesta de una cnestion re• 
sultasen estas tres ecuaciones: 

2.i·+ 3J'= 2 2 

3x+ 2y::::: 2 3 
4x+5y=40 

una de e11as será superflua; porque en habiendo qeter• 
minado por medio de cualesquiera dos de ellas los va• 
lores de las dos incógnitas, estos valores satisfacen á la 
tercera. Pero eón solo variar cualquiera· de los términos 
de una de ellas vendria á ser imposible la solucion del 
problema. 

DE ALGEBRA, 

De la rNolucion de tres 6 mas ecuaciones que con'tengan 
igual número de incóg-nit'as. 

78 Cuando la propuesta de una Cl'!estion contiene 
explícita ó implícitamente tantas condiciones distintas 
cuantas sean las cantidades incógnitas, cuyos valores nos 
propongamos averiguar, cada una de las condiciones se 
traduce, como ya hemos visto, á una ecuacion alge
bráica. La cuestion en tal caso se llama determinada, 
porque se pueden determinar con certeza los valores de 
las cantidudes desconocidas; pero como en cada una de: 
las ecuaciones _pueden y suelen con frecuencia estar mez
cladas muchas incógnitas, el primer paso que debemos 
dar para resolver tales ecuaciones es dedtÍcir de todas 
ellas una que no contenga mas de una incógnita. Sitm
pre que en ningmw de las ecuaciones fundammtales haya 
mas potenda de las inc6gn#,1s que la primera, es fa
di drducz'r dr, malquiera de' las ecuaciones una exprc
sion del '"Valor de cu,ilquiera de las inc6gnitas, y sustz'
tuyendo esta expresion en h&u las dmzas ecuaciones, 
las que de nuevo reszllten ttndrdn ya una iizc~gnita me
nos. Repitiendo en estas nue'VtlS ecuaciones el mismo p1·0-
cedimiento, óbtendremos al· cabo una ecuacion, -m la 
cual no habrá m,ts de una sola inc6g11ita. 

Esta operacioo, por medio de la cnal hacemos , por 
decirlo asi, desaparecer de las ecuaciones una ó mas in
cógnitas, se lfama :elimiil-acion.. ·:Cpn su auxilio deduci
rnos de tres ecuaciones: t¡ue tienen', tres incógnitas dos 
ecuaciones que contengan solo dos incógnitas : de lit$ dos 
nuevas ecuaciones deducimos: por: último una que no 
contiene mas de una incógnita ;'.y ,determinado el valor 
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de esta l determinamos fácilmente lo~ de todas las ot~as, ! 
D 1 · odo · de cuatro ecuac10nes con cuatro 1n • . : e mismo m " 

,. · d dtJct'mos tres ecuaciones coo una incógnita : cognitas e . . ., . ; 
d tas tres deducimos dos con otra mcogn1ta t'.• .. menos ; e es . , t 

· . / lti'n1amente de estas dos deducimos una con ¡ menos , y u , . , 
una sola incógnita; y determinado el valor de es~a se ¡· 
determinan fácilmente los de todas las dcmas. Lo 1111smo • 
puede decirse de cualquier otro ~1(11~erc~ de ecuacione1 

qae contengan igual nüme:o de rncognttas que se !1a, 
lle□ todas en primera potencia. · 

Propongámonos ya una cuestion que nos conduzca 
á tres ecuaciones con tres incóg'.1.ita~. .. . i! 

7 9 Uno ha comprado el t1tg~, la cebada .1 el cen, ~ .. 
teno que. m tres 'Viages han conducido uno. s ttrrietos .. E11 ií 
el primer 7.IÍage fueron 30 las f,meg_a~ de centeno, ~o ; 
las de cebada, y z o las de trigo , e irnpo1'taron todas , 
.2,30 o reales. En el segundo fueron I5 !tts fanegas di íj 
centeno, 6 las de cebada, y I .2 las de tr(p;o; y á los 
mismos precios qut las del primer 'Viagc i'mportaron I 380 
reales. Eti el tercer 'Viage fueron I o las fanegas de cen• 
teno, 5 las de cebada, y 4 las de trigo i )' d los mts• 
-nos p1·eciós que las anteriores importaron 7 5 o reales, . 

,., /df. d i·· Se pregunta: ¿ a como costo ca (t. fanegtt e ccn#no I ca• 
da fanega de cebada, J cada una du t1'(e;o? 

Representemos por x el nCimexo de reales, precio de 
Qad;a ,fanega .de centeno; 

por y, el de cada fanega de cehJ1da¡ 
por z el de cada fanega de trigo¡ , 

y de consiguiente el valor total. de 3 o fanegas de cen• 
teno será 3ox; 

, el dci 2.0 fánegas de.cebada será ~oy; 
el de I .o fanegas .de :trigo será 1oz, 
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Y como la smna de estas tres cantidades deba ser1 

eon arreglo á la primera condicion del problema, igual 
- á 2 3 o o reales, tendremos esta primera ecuacion: 

3ox+ 2oy+ 1oz:::::2.300. 
Asimismo el valor total 

de I S fanegas de centeno será J S x; 
de 6 fanegas de cebada será 6y; 
qe I 2 fanegas de trigo . será I 2 z; 

y traduciendo al lenguage algebráico la segunda condi
cion, resultará estotra ecuacion : 

I 5:t:+6J+ In= 1380, 
Por último el valor total 

de I o fanegas de centeno será. I ox; 
de S fanegas de cebada será 5y; 
de 4 fanegas de trigo será 4z; 

y la traducci~n a1gebráica de la tercera condicion del 
problema será esta ecu acion: 

Ibx-+ 5,r+4z=750. 
Tendremos pues fielmente traducida al lenguage' 

algebráico la cuestion que se nos ha propuesto, en las 
tres ecuaciones ~iguientes: 

3ox+ 207+ 1oz= 2300 
15x+ 6y +12z=1380 
lOX+ 5J' + 4z =750. 

Antes de emprender la resolucion de estas ecüacio
nes veamos si son susceptibles de alguna simplificacion; 
ex(1minemos si los dos miembros de alguna ó de algunas 
de ellas son divisibles por uli mismo número ( §. I 2); y 
veremos que los de la primera son ambos exactamente 
divisibles por I o , y los de la segunda por 3. Efectue
mos estas dos divisiones, y podremos sustituir en lugar 
de aquellas tres, ecuaciones estotras : 

TOMO II, y 
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3x+2y+ z =230; 
sx+ 2J+ 4z= 460; 

I ox+ 5y+ 4z=7 5 o. 
Estando á nuestro arbitrio elegir la ecuacion qu :, 

mejor nos parezca para deducir de ella una expresio: J,. 
del valor de cualquiern de las incógnitas, deduzcamos ¡:; • 

de la primera ecuacion una expresion del valor de z; I · 

pues 110 teniendo esta incógnita coeficiente en aquella I, 
ecuacion; la exfesi_on -el~ su ~al~r res u ltaní sin divisor, 1 
y por tanto sera mas fac1l sust1tu1rla en las demas ecua- ( 
dones. De la primera pues se deduce que f¡ 

z:::::230-3x-2y; !: 
y sus ti tu yen~o esta ex p resion en la~ otras dos , se tras, !f 
formarán en estotras : _ 

1
,_._,·:•;·• 

p+2y+920-12x-8y:::::460; . -· 
1ox+5)'+920- 12x-8y=750. f 

Reduciendo, tr,!Sponiendo, y m ndando _los signos, ~{ 
tendremos: 7x+ 6y= 46o; · 1'¡ 

2 .-r+ 3J'= 1 7°· , I 
Ya que hemos eliminado la z, y que las ecnacio~ ;: 

nes estan reducidas á dos con dos incógnitas J deducire~ ,;, 
mos de la primera la exp:·esion que de _ella resulta para -
el valor· de J', 1a cual sera : 

460-7.11 
J' 6 

Y sustituyéndola en la otra ecuacion se trasformará esta 
en la siguiente: 

460-7.v 
~X+ 3 X . 6 := I 70; 

la cual viene á ser esta : 

!2X+ 460-7x 
2 = 170. 
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Habiendo ya eliminado dos de fos tres incógnitas y 

obtenido una ecuacion con una sola incógnita, nos será 
facil determinar el valor de esta por medio de las reglas 
establecidas (§§. I o y sig.). En efecto , de 1a última 
ecuacion se deducen estotras: · 

4x+460-7.1:= 340 
4x-7x= 340-460 
7x-4x= 460- 340 

3x::::: I 2.0 

x=~=40. 
• 3 

Sustituyendo este valor de la x en la expresion que 
antes hemos hallado del de y, se trasformará esta en 
las que siguen: 

460-7x40 460-280 180 
)' 6 6 =-6-=3o. 

Finalmente ,-sustituyendo los valores que ya hemos 
determinado de x é J en la expresion que al principio 
hallamos del de .t,, se trasformará esta en estotra : 

z=2.30-3 x40-2.x30= 230- I So= 50. 
Costó pues cada fanega de centeno 4 o reales; 

cada fanega de cebada 3 o reales, 
y cada fanega de trigo 5 o reales. 

Este ejemplo puede servir de modelo para resolver 
otras tres cualesquiera ecuaciones del primer grado con 
t_res incógnitas; y por otra parte merecen tenerse pre
sentes las abreviaciones y reducciones que en él hemos 
ejecutado , para otros muchísimos casos en que podre-
mos efectuarlas. · 

_8 o Del mismo modo ·resolveremos el problema si
guiente: 

Se oblig6 uno á trasportar una partida de loza, 
en la mal habia piezas de tres distintos tarnmfos, con 
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]a condicivn de que por cada pieza que se quebrase pa• '!: 

gatia tantos reales como hubüra cobrado por el porte .. 
si la hubiese entt·egado sana. !, 

Se le entregaron primeramente dos piezas pequeñas¡ , .. 
cuatro medianas y nueve grandes: quebró todas las me, ,: 
dianas; y despues de descontar dd porte. 1; las otras :í: 
Jo que debía paga,· por las quebradas, percxbio 5 6 rea/es, 

DeJpues se le entregaron siete piezas peque11as, 
tres medianas y cinco grandes; quebró todas las gran, . 
des; y por el porte de las otras, despues de hecho el 
descuento correspondiente, percibió solo 6 reales. 

Por último se le entregaron nue'Ve piezas pequerw, ... 
diez medianas y once grandes; qitebró todas estas once, ~t 

)' por este 'Viage percibió 8 reaks. 1, 
Se preg~nta: ¿ cuánto llevaba por el porte de cada f 

una de las piezas ? ií 
Representemos por x el número de reales, porte de f¡ 

cada pieza pequeña ; , 
por J' el de cada pieza mediana; 
por z el de coda pieza grande. 

Y puesto que la cantidad percibida por el conduc• " 
tor lía sido, con arreglo á la contrata, la diferencia en• 
tre lo que hubiera cobrado por las piezas que ha entre
gad@ sanas, y lo que debía pagar por las quebrndas, 
las tres condiciones de la cuestion, traducidas· al .len• 
gnage algebráico, se trasformarán en las ecuaciones 
siguleQtes: /2x- 4J +- 9z = S 6; 

7 .t+ 3J' - S z = 6; 
9x+I OJ-I_Iz= 8. 

:Oe la primera de estas ecuaciones se deduce que 
56+4J•-9z x=-----; 

2 

DE ALGE:BRA, 173 
d · las otras dos ecuacio-y sustituyen o esta expres10n en · 

nes, se trasforman en estotras: 

892 + 2 811- 63z 6 
;;.;...-------'-+31--sz= ; 

2 

5o4+s6>•-Su: + roy- I rz=8. 
z 

Multiplicando por 2 todos los términos de ambas 
ecuaciones, producirán estotras : 

392+28y-63z+ 6y -1oz=I~H 
504+ 36y-8 rz+zoy- .2.2Z= I 6. 

Reduciendo y trasponienao términos, y mudando 
los signos, tendremos las siguientes: 

73z-34y=380 
103z- S6y=488; 

De la primera de estas se deduce que 
73.z-380 

y= 34 ; 

y sustit~yend0- esta expresion en la segunda, se trasfor-· 
mará en estotra : 

JO 3 z- s 6 X 73z- 380 =488, 
S4 

Multiplicando por 34 los términos de esta, produ-
cirá la que sigue: 

34x103z-56x73z+ 56x 380=34x488. 
Efectuando las multiplicaciones indicadas, resultará esta: 

3502z-4088z+21280 = I 6 5 9 2; 

, de la cual se deducen estotras: 
3 S 02z-4088z= I 6592-21280 
4088z-3S02z=21280- r659i 

586z =4688 
4688 

z= 86 =8. 
5 ' 
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Sustituyendo ahora este valor ya conoéido en 'la ex, 
presion que antes hallamos del de J, se trasfürmará esta:; 
en las siguie~t;es: , 

J
, __ , 584-380, ___ 104 __ 

6
. i 

í - 34 34 ', ~-, 
Ultimámente, sustituyendo los valores! que ya co. f -

nacemos, de x é y en la expresion que al principió de,¡ 
<lujimos del de x, tendremos estotra : ,-._ 

56--1-24-72 80-72 8 ', -., 
:e = 2 -= 4· 1 

Se ajustó pu;s, el porte de cada pie:a pequeña en f-
4 reales ; . _ f 

el de cada pieza mediana en 6 reales• \, 
• J ~ 

y el de cada pieza grande en 8 reales,~' 
Estos ejemplos pueden bastar para hace( ver lo que ~. 

deberá practicarse en todos los demas casos. f 
8 r Muchas veces sucede que no se hallan todasla1 ¡ 

incógnitas en todas las ecuaciones fundamentales de la ii' 
cues~ion; p~ro no por eso dejaremos de resolverlas por lj 
el mismo metodo. Es verdad que en tales casos no sera,, 
tnn arbitrario el deducir de cualquiera de las ecuaciones 1 

la expresion del valor de cualquiera de las incógnim, ·1' 
sino que será necesari? elegir una incógnita comnn á do1 
ó mas ecuaciones para poder pasar de unas á otras. 

Sean por ejemplo las cuatro ecuaciones 
3u-2y=2 
!2X+3J = 39 
5x-7z=11 
4)'+ 3z= 4 I 

en las cuales se hallan, como se ve, las cnatro incógni• 
tas ~, x , J' , z. 

Examinando con' alguna atencion · estas ecuacione11 } 
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se ve fácilmerite que deduciendo de la segunda una ex• 
presion del valor de x, y sustituyéndola en la tercera, 
resultará una nueva ecuacion que--so1o conteridrá las in
cógnitas J', z. Por medio de esta: ·nueva ecuacion y de 
la última de las propuestas se determinarán los valores 
de z y de J'· Luego que esten conocidos estos valores se 
les sustituirá en las dos primeras ecúaciones, y, se de-, 
terminaran_ los de u y de' x. Con arreglo .á. este __ plan de_. 
operaciones haremos el cálculo siguiente: · 

I 9 S - I SJ' - I 4z = 2 2 

Nueva ecuacion: r5y+14z=173; 
que combinada con: 4y+ 3z:=41; 
dará por resultado final , , ,,, . , ., : 0 _ 

y= 5,; z.¡:::;:7. · 
Estando ya conocidos estos valores , será facil tras• 

formar la expresion del valor de x en e.stotra: 
09-15 24 ... 

x=" _ =-==12; 
:, 2, ,, 2. , • 

y la expresion del ya]or Gl.e a,ique se·,deduc~ de aa ,,pri-:~ 
mera ecuacion, á -Sllber : · '" 

,' :2+2y 
u=--=--

g,."~: ".'',..::.(•:..~- ~.J ',,••: 

se trasformara, ,gori medte rle :la:,. sti:stituclan·, \en ·estotra:, 

u ',_2~:1b1:,·,•r:::::,~·."' , .. -· -\,\,' 
Son pues los cuatro números que se busqtban 
:·,: 4-~·:i'2,-:-5'Y,7~-· L ,,,,¡,,_, \, ;\ 
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8 2 Aunque no hayamos aplicado el m~todo ex, 
puesto para la eliminacion á otras ecuaciones que las nu, ·• 
méricas , bien se deja conocer que se le podria igúallllen, 1 

te aplicar á las literales; pero es necesario confesar que en t 
pasando de dos las ecuaciones y las incógnitas , el gran j 
número de letras que es menester emplear para repre, 1: 

sentar de un modo general las cantidades que se supo, ~ 
nen conocidas, hacen algo embarazoso el cálculo; y de 1: 

ahí es que _los algebristas, d_espues .de pre~entar con b . 
mayor sencillez que es posible las ecuaciones funda, t 
mentales, se han empeñado en descubrir, y efectiva- t: 
mente han descubierto, medios de deducir intnediata, I 

• • t' 
mente de ellas las fórmulas finales, sm necesidad de re,. ( 
petir toda la serie de operaciones que el método anterior, i: 
mente expu7sto prescribe. En el_ capítulo siguiente dare, ¡i 
mos alguna idea de lo que mas importa saber sobre esta t: 
materia; entre · t.anto .concluiremos este reuniendo varias ¡:: 
cuestiones, cuyas soluciones indicaremos, con el fin de ~:, 
que los principiantes se ejerciten en po11erlás · en ecua, t .. ',,.:, .... 
don y en resol verlas. . f 

I. ª Uno ,á quien se pregunt6 cuántos aiíos tenia un i 
hijo suyo , respondió: si del doble de su actual edad s1 ft 
quita el triple d. e la que tenia 6 a1í.os liá, resultara.'.tl li·,,•·. 

nzímero ,de a1Íos que en el dia tiene. ·, · ; 
Respuesta: _et hijo tiene aho1·a 9 altos. , ' '; 

2.. ª Diefanto, autor del libr.o mas antlguo que co, ¡{ 
nocemos de Algebra, pas6 en su nfríez la sexta par/1 !\ 
de ,toda :'su . 'Vida; una· duodécima 6.: dozavá parte ·en su I;. 
adolescenc. ia,.,' 1 entonces se c1s. ~; d. espues de haim: esta .. dc. l( ... ".•.:.· .. 
casado 5 anos mas de la septima parte de su vtda, tu, .•· 
'Vo un hijo, el cual m~ri6 á la mitad di/. la edad que lle· ~: 
gó á cumplir el padru y + a{ío~ :despues dr: la muer// ~i 
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de aquel fallr:ci6 este. Se pregunra: ¿ cuántos a/íos tr:nia 
Diof ai!fo a! tiempo de su f at!r:cimir:nto? 

Rt!spu~~ ta : 8 4 míos. 
3. ª Un comerciante separa al principio de cad,,z a1Ío 

de los fondos que man~j(t-, 30 o o pesos p,1ra los gristos 
de su uzs.-1., y sin emb,1rgo, por haber lrgrttdJ g(.m.ir en 
cada alfo la tercera parte del 1·esto, coit el cu,tl lia ne
go~iada, ha duplicad1 al cabo dr: tres a1fos el capital 
que al principio tenia. Se pregunta: ¿ cuánto era este 

. capital primitivo? 
Rcspue!>ta: 4440 o pesos. 

4. ª Dispuso uno r:n su testamento que de su caud,-zl 
se diesen al mayor de sus hijos zoo o pesos y la déci
ma parte de todo lo rr:stante; q11e al hijo segun.Jo se die
sen .2 o oo pesos y !ti décima parte de lo que restase; al 
tercero 300 o pesos y la décima parte de lo que hubiese 
quedado despues de hechas todas las anteriora de,iuc, 
cionr:s; y qu,e por el mismo oden se fuese distribuyendo la 
herencia r:ntre todos los dem.:is hijos. Cumplida que fue 
esta disposicion, se hall6 que todas las porciones eran 
igiutles. Se pregunta:¿ .i cuántos pesos ascendi~t toda J,,1, 

herencia; cudntos er,in los hijos; J cuánta ta porcion que 
correspondi6 á cada uno? ' 

Respuesta: la herencia total ascendía á 8 IO oo 
pcsfJs; los hijos eran 9; J á cada uno tocaron 9 o o o pesos. 

Obsr:rv. Es digno de notarse en esta cuestion el que 
sin embargo .de ser tres las cantid,1des desconocidas, se 
la puede resolver con uná sola ecu~cion, porque repre
sentando cualquiera de las incógnitas por una letra, no 

es necesario emplear letras· distintas para representar las 
otras dos, en vista de la mutua relacion qne la pro
puesta establece entre ellas. Bien es verdad que si el• 

TOMO II, z 
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número de l~s hijos fuese la incógnita ~ue elijamos pa~ 
ra designarla con una }etra, la ~cuac10n, aunque fa,. 
cil de resolver, no sera ya de primer grado. Esto dari 
alguna idea de la importancia de hac_er en tales caso¡¡ 
una eleccion acertada de la que determmemos mirar co, t 
mo principal incógnita. .

1 

•, 
5 • a Un mercader tiene dos cla;u de té; la una di . 

á lf !l, reales la libra, y la otra de ~ 5 4 reales la libra; 
y quiere saber cuántas :ibras debera tomar de cada clase .• 
para componer zoo libras, cuyo 'Valor total sua 5 o1o t 
reales? . . . ~· 

Respuesta: 30 libras de la primera clase, J' 70 det 
la segunda. · f: 

Observ. Esta es nna de las cuestiones que los arit-f 
méticos llaman de aligacion Jimple. Véase la nota pues1a ~. 
al fin del §. 2, o I de la Aritmética. . ·.. l 

6::1, Se ia llenado de agua en I !}, minutos una 'V4ri· t 
ja de 39 aztmrbn: de cabida: habiéndola expuesto .pri, 11··• 
meramente á un cano que arrOJaba 3 azumbres de agua 

1 

m ctida minuto,)' despucs á otro que ar1'ojaba 4 az11m• · 

bres en cada minuto. Se pregunta: ¿ cuántos minutos rs• ti 
tu,vo expuesta á cada uno de los cmíos? ·· ' 

Res pu e5ta : 9 minutos al primero, y 3 al segunda, 1· 
7. ª Siendo en un relox las doce en punto, y e stand! ·~ 

por cousiguiente el minute1·0 sobre el í1tdice de las hot·a1, •··. 
se pregunta: ¿ qué hora será cuando 'Vttel-van á r,unim ,; 
los dos índius? l, 

11\ 

. . J::~;:::!i;, ::~~1;tE:~;::i;i0 
,:~:/:~ ~.: );., ~ 

entre 'Varios pobres,. 'ViÓ que le faltaban I o cuartos I: 
para dar á cada pobre .2 5; y qite dando á Mda uno !i 

ff' 
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!! 0 wartos , le sobraban .25. Se pregunta: ¿ cuántos 
cuartos tenia, y cuántos e1·an los pobres? 

Respuesta: los cuartos eran z65, y los pobres 7. 

9 .a Tres hermanos han tenido que asociarse para 
comp1'm· una.finca apreciada m .2 o o o o o reales; po1'quc 
al primero le faltaba para poder compr_arla,,por sí solo 
la mitad del dinero que el segundo tema; a este le f al
taba la tercera parte del dinero qué tenia el primero; 
y al tercc1·0 la cuarta parte de la misma cantidad del 
primero. Se pregunta: ¿ á cnántos reales ascendia el 
dinero de cada uno? 

Respuesta: el primero tenia z .zoo o o reales; el sc
gmzdo z6o ooo reales;)' el tercero z7000 o reales. 

. . I O.ª Se pusieron tres á jugar, y en la primera ma
no el primero y el segundo ganaron al tercera tantos rea~ 
les como cada uno de aquellos dos lzabia sacado para ju
gar; en la segunda mano ganaron el primero y el terce1·0 
al segundo tantos reales como cada uno de aquullos dos 
tenia despues de la prfmera mano; en la tercera gana
ron el segundo y el tercero al primero tantos reales como 
cada uno de los dos tenia despues de la segunda mano; 
y concluida la tercera, tmia cada uno de tos tres I.!2 o 
reales. Se pregunta: ¿ con cuántos 1'eales sepitso á jugar 
cada imo i' 

Respuesta : el primero con 6 o reales; 
el segundo con I o 5 reales; 

y el tercero con z95 1·eales. 

Fórmula! generales para la ruolticion de la! emaciomr 
del prime,· grado. 

8g Para precaver el inconveniente de que hemos hablado al 
principio del §. anterior han idealllo en primer lugar los algebristas 
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el representar con una misma letra todos los coeficientes que una 
misma inc6gnita puede tener en las diferentes. ecuacionesfundamen• 
tales de una misma cuestion; y para dar á entender que la misma le. [ 
trn. representa distintas cantidades, 1~1arcan con un acento las que ! 
pertenecen á la segunda ecuacion; con dos acentos las de la tercera, ¡;, 
con tres las de la c'uarta; y asi de las <lemas. 

Las dos ecuaciones generales, por ejemplo, que contienen do¡ 
inc6gnitas, se representan de este modo: 

11:1:-1-hy=c 
ti'.-v+b'y=c1; 

en las cuales los coeficientes de la inc6gnita :1,• estan designados por 
la letra a; los de lay por b; la cantidad enteramente conocida por ,1 
y para ·que no se crea que las cantidades representadas por estas le
tras en una ecuacion son P.recisamente iguales á las de 1a otra, tie, 
nen un acento la a, la by la e de la segunda. Por manera que a' no 
representa la misma cantidad que a, sino otro coeficiente de la mis. 
ma inc6gnita :i:; b1 . 110 designa la misma .cantidad que b, sino otro 
coefiden_te de la mism,a incógnitay. 

Tres ecuaciones con tres inc6gnitas y pertenecientes a un mis. 
mo problema se representan generalmente de este modo: 

11.1,·+by+cz =d; 
ri'.1,· +b'y-,... c1z = d1; 

a 11
.1,· + b1'y + / 1 z = d11 ; 

en las cuales los coeficientes de la N estan representados pot la letra 
a; los cod1cientes de la y por b; los de la z por e; lo~ t6rminos 
entc:ramente conocidos por d; y los acentos puestos á estas fotm 
nr1s indi,a11 qu~ 110 son precisamente iguales Jas tres cantidades desig
nadas por cada una d~ ellas. A,i que a, a 1 , a/1 son símbolos de can• Í, 
tidades distintas, y que solo tienen de comm} el sel' todas tres coefi- (, 
cientes de una misma incógnita ,'V, Lo mismo' puede decirse tle las p • 
otras letras que: representan cantidades cónocidas. ,,,. 

Con arreglo al mismo sistema cuatro ecuaciones con otras tantas 
incógnitas, y pertenecientes á una misrua cucstion, se representarfu 
con la mayor sencillez y ~eneralidad del modo siguicnt•i 
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a.v + h;• + cz + dtt =e; 
,i'x + b1y+'c1z + d1u =e1 ; 

a11x + h11y+c_ilz +d11~ =.e11 ; · 

allt_,,. +bll'y + ,"1z+"d111u=e111 ; 

y por el mismo orden · se podrán représentar cualquier número de 
ecuaciones que contetigan igual número de incógnitas, y pertenez
can á un mismo·problema. 

84 Deduzcamos ahora de estas ecuaciones generales l.as fórmu
las ó -6ltin1as expresiones de los valores de las incógnitas , y para 
evitar en la eliminacion la sustitucion de expresiones fraccionarias, 
hagamos que tenga un mismo codkiente en todas las ecuaciones la 
incógnita que nos propongamos eliminar, observando para ello un 
método análogo al que hemos seguido para· hacer que tuviesen un 
mismo denominador muchos quebrados. 

Comencemos por las dos ecuaciones generales : 
a.-v+by=c 

a1.-v+ h'.J•=c'; 
de las cuales se eliminaria fácilmente fo :i:, por ejemplo, si esta in
cógnita tuviera un mismo coeficiente en ambas ecuaciones; pues en 
tal caso bastaria, para conseguirlo , restar una ecuacion de otra. Esto 
se puede hacer mas perceptible eri las ecuaciones numéricas: 

1ox+ 11y= 27 
I0.'V49Y= 15; 

de las cuales, restando de la primera la segunda, se deduce estotra; 
IIy-9y:::::.27-'-' 15 
6 2y~12; óy=6. 

Para hacer pues ·uso di: ·esfo mismo ex11ediente en las e~uaciones 
generales, es necesario prepararlas de modo que tenga en ambas un 
mismo coeficiente la incógnita .'V 1¡ue de ellas queremos eliminar; y 
para conseguir esta preparacion bastará multiplicar los dos 1.-,icmbros 
de la prim<!ra ecua,;ion por el coeficiente n/ qt1e la ,'V tie11e e11 la se
gunda; y los dos rniemh~os de. esta por el coeficiente a que Ja Ii1is. 

' ma ,,¡; tiene en la primera. D<! este modo se trasformarán las ecua
ciones propuestas 

a.'V +by= e; 

a1.'l:+b'J·= i 1; 
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(lti':r:+a1by=,/c . 
ti(l,1,t: + ab0' = ac1

• 

Restando ahora. de la segunda la primera, resultará esta: 
· (ab1 -a1b )y.:_aJ -a1c; 

de la cual, no habiendo ya mas incógnita que la y, se decJuce que , 
\,, 

ac1 -a1c 
·Y= ab1 -r/b ' 

[ 
f, 

1 
Kr'' Si lrnbiésemos multiplicado los dos miembros de l:t primera 

ecuacion por el coeficiente b1 que la incógnita y tiene en la segunda, t 
y los dos miembros de esta por el coeficiente b que la misma incóg. f 
nita tiene en la primera, la hubiéramos eliminado por medio de ¡1 ,, 

sustraccion, y hubiéramos hallado que i 

:i.·=----
ab1-a1b 

f: 
' ¡~; 

if 

w: 
Este m€todo de eliminar cualquiera incógnita es aplicable á t 

cualquier número de ecuaciones del primer grado. Aplicándolo á las •· 
tres ecuaciones gen~rales con tres incógni~as, t. 

;;:.:t::: ~:~ l; 

1 all.1,• + b"y + ,11 z = dfl; 

multiplicaremos, para eliminar la ,-r;, los dos miembros de la ptinie
r_a ecuacion por el producto a1 a/1 de l(?S dos coeficientes que aque
lla incógnita tiene en fas ecuaciones seg1inda y tercera ; los dos 
miembros de la segunda por el producto aa11 de los coeficientes de 
la misma incógnita en la primera y la tercera; últimamente los dos 
miembros de la tercera por el producto aa/ de los coeficientes que 
tiene en la primera y la segunda. Teniendo ya entonces la tr un 
mismo coeficiente aa~a/1 en todas tres ecuaciones, restaremos succ• 
sivamente una de ellas de las otras dos; y los residuos ser:ín dos 
ecuaciones, que solo contendnín lay y la z. 
. Del mismo mod.o eliminaremos de estas dos ecuacionas lay, y 
el resultado será una ecuac:io11 que no contendrá mas incógnita que 
la z, y será facil deducir de ella la expresion final del valor de. esta 
incógnita; pero es de advertir que esta expresio11, que como bien se 

1 
f. 
l rz;r 
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deja conocer, será fraccionaria, tendrá un factor comun :í los dos 

términos de la fraccion , y de consiguiente no será la mas sencilla 

que pudiera haberse obtenido. 
8 5 Debemos á Bezout un método muy sencillo para deduciii11·

rnediatamente de cualquier número de ec\taciones del primer grado 
que contengan igual número de inc6gnitas, una ecuacion que n~ 

tenga mas de una incógnita; y de fa .cual pdr consiguiente se hayan 
eliminado á un mismo tiempo todas las demas; y aunque las ventá
jas de este método no sean enteramente perceptibles- sino cuando 
pasan de dos las ecuacion~s , lo daremos á conocer comenzando por 
este número de ellas para hacer ver su generalidad. 

Sean , pues, las dos ecuaciones: 
a:v + b;1 =e 
a1x + bly=cl; 

y multiplicando una de ellas, la primera, por una cantidad indeter• 
minada m, se trasformará en esta: 

am:v+bmy=cm; 
y restando de esta última la segunda de las propuestas , resultará: 

am.v-,i1.v+bmy-b1y=mi-c1 ; 

q (am-a1 ) .v+(bm-l/)y-cm-c1: 

Y puesto que siendo indeterminada .la cantidad m está entera
mente á nuestro arbitrio atribuirle el valor que mas nos acomode, 
podremos suponer que sea tal que bm =b1 ; en cuyo caso, hacién• 
dose igual tí cel'o el coeficiente que la y tiene en la última ecuacion, 
quedará eliminada esta incógnita, y permaneciendo la .v sola se de~ 
ducirá fácilmente que 

,m-c1 

x= am-,it" 

Reflexionando ahora que ·el suponer bm = b1 equivale á hacer 

b' • ' ' d .· fi '. m =-; s1 sust1tmmos en vez e m esta racc1on en la. expresion b . 

que hemos halladó del valor de .~•, se trasformará en estotra: 

h' (____._,, 
b ch' ~bJ x----- - ----

. - b' - ab1-bal 
a---,l · b . 
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Si en vez de suponer bm = b1 hubiésemos supuesto am _ , 
-11 se, 

habria eliminado 1a :v ¡ y quedando la v sola hubiéramos dect· 'd 
UC¡ O 

c¡ue 

y como esta nueva suposicion equivalga~ haber hecho m-.:!.:.. 
.' ., ·. ~a•SU¡..,, 

I tituyendo esta fraccion en la expresion que hemos hallado del valor ¡ 
de lay, resultará: ~• 

d i c--,1 t 
i a 

y:=-ª-,-
b--h' ¡: 

a i 

Si quisiéremos que la exp'resion dd valor de J' tenga el mistno ¡ 
denominador que la de :1.•, mudaremos los signos del nt1111erador y ¡ 
del denominador de aquella; lo cual nos es permitido hacer siem. 1. 

pre que nos acomode, porque equivale á multiplicar por- r los dos 
.. ' términos de la fraccion. Asi tendremos: 

" !1 

86 Propongámori~s ahora las tres e~uaciones generales clel pri, i 
lller grado ,~, •• ··.· 

a:r: + by +cz ==d; 

a1x+b1,y+clz=cl'; :w; 

, a
11

:r: + h
11
.y + c

11 
z= d" ;• /,:_:'.·.• .. 

y ya la' analogía ~6s coildw:itá".á multiplicar dos' cualesquiera de , 
ellas, la primera r la segunda, respectivame11te por dos cantidades 
indeterminadas m y 11; á sumar las dos nm:vas ecuaciones, y á restar 
de esta suma la tercera de las propuestas. En la exptesí~n de este 
te,idtio entran todas '.tres ec'm¡ciones, y de consiguiente todas las in, 

~ó&nitas ¡ ¡,ero_ ,estan~? á nuest!',º ~rbit~io dar á ltis indeterminadas 
in y n · 10s · 'valorés· qué nos acomoden, podrán estos ser tales que í 
un mism,o tiempo desaparezcan de aquel resultado dos incógnitas, 
Efectuando las operaciones que acabamos de indicar, y reuniendo 
del modo que es posible en un sólo terinino todos los que en la 
exptesion del residqo pertenezcan á una misma inc(ignita, tendremos 
( am+a1 n-a11

) .-i-+( bm+bl n-i/1 ) j+ (cm+,' n-,") z~dm+df II.JII, 
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Si ahora queremos eliminar :í un mismo tiempo la x y la Y, su

pondremos, como nos es permitido: 
am+aJn=a11 

bm +b1n=b11 ,· 

y quedando entonces la z sola , se deducirá fácilmente que 

Jm+d1n-d11 
z- . 

- ,m +c1n-/1 

Solo falta sustituir 'en esta expresion los valores que correspon
dan á m y i n, los cuales se deben deducir de las dos ecuaciones 
que, usando de la absoluta facultad que teniamos, supusimos, á saben 

am+a1n=a11 , 

hm+h'n=b11 ; 

las cuales vienen á ser dos ecuaciones con las dos inc6gnitas m y n. 
Si pues cotejamos estas dos ecuaciones con las generales que hemos 
resuelto en el párrafo anterior, resultará del cotejo que los símbolos 
de las inc.ógnitas, que antes eran .v éy, han venido á ser respectiva
mente m y n, y los símbolos de las cantidades conocidas qile antes eran 

a, b , e, . , {ª, a1, a11, 
} han venido a ser b h' b'I a1 ,h1 ,c1 , , , • 

Con que sustituyendo en las fórmulas que antes hemos liallado 
lós nuevos símbolos en lugar de los anteriqres I resultarán estotra~. 
expresiones: 

,,_ 
a11h1 -b",i/ 
ab1 -ba/ ~· 
ab"-ba" 

ab1-ba1 

Sustituyendo estas dos expresiones en la que poco antes ~emos 
hallado del valor de z, se trasformará en la que sigue: 

d( allbt -b"~' )+rl' ( ab11 - ba")-d" ( ab1 -ba1 ) 

z c(a"b' -bff al) +c1 (ab 11 -ba11 )-c" ( ab1 -ba1) 

Del mismo modo podemos eliminar la :r: y la z , y dejar la y 
sola, suponiendo para:- d~terminar -.la m y la n estas dos ecuaciones; 

am +a1 n=a"; · cm+c1n=c'1; 

y efectuando la misma serie de operaciones que antes, hallare1110s que 
d(clafl - a1c'1 )+d1 (ac 11 -ca")-d"( a:1-ca1 ) 

y b(cla11 -a1c'1)+b1 (a&'1-ui/1)-b"(ac1-ca1 ) • 

TOMO II. AA 
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Ultimamente, para eliminar la y y la .z, y dejar ia x sola ,-iu, 

pondremos: 

bm +b'n = b11 ; cm+ c1n = ell; 
y efectuando las mismas operaciones, resultará: 

;¡ ( ,, bfl - b'c11 ) + d1 ( bc11 - cb11 )-d/1 ( bel -cbl) 

X- a (c'bfl -b' ,11 )+at ( bc'I -cbll)-,ill (be' -cbf) • 

Ordenando los términos de las tres fórmulas que hemos halla. 
do, de modo que sean a\ternativamente positivos y negati"os, co. 
locaodo los factores de cada término segun el orden de los acentos; 
y mudand_o los signos del numerador y denominador de las expre. 
siones de la z y la x para que todas tres tengan un denominador co. 
mun, ·resultará11 estas : 

ab1 JI! - ad1 h11 + da1 b11 - ba/dll + bd1 a11 - db' alJ z----------~-- ab' el' - ac1 bll + etl bil -ba1 cfl + bc1 all - cbl ali ; 
ad',11-a,1dll +cald11 -da1c11 +dct,,11 - cdlafl 

-" = ab' c11 - a,1 b'1 + ca1 b11 - ba1 , 11 + bJ ,i't -cbi~U-; 

db' cfl - del bll + cdl /;tt - bd' ,11 + be' di! - cViifl x= -----,--,----....,,----.--,,,---.,....,c--
ab' cfl -ac1 b11 + ca1 b11 --- bal el!+ bel ,¡11 - ~1;TJ1' 

87 Sean las cuatro ecuaciones generales: 
a.-v+by + cz +du =e 

a1.v+bly +c1z +d1u =el 
att.1; +- bl'y + cft z + dll u :::: cfl 

alll,v+bllly +ctll z +di/11 =e'"; 

y multiplicaremos la primera por ·m; l;i segunda por ,i; la tercera 
por p; sumaremos las tres que de nuevo resulten; y de la suma 
restaremos la cuarta. La expresion del residuo, ordenada como las 
de los anteriores, será la siguiente: 

( am + n1n+ n//p -a111 ) .,: + ( bm + bln..¡... bl'p-blll),,Y-+ .. , .... ,. 
( em+c1n + c11p-c111 )z + (dm+d'n+dllp-dlll) 11 ...;.,,.,.,,,,, 

em+t'n+etlp-elll, 

· Para eliminar á un mismo tiempo las tres inc6gnitas .v 
I 
y,' z, y 

determinar el valor de la tt, supondremos las tres ecuaciones qúe 
siguen: 

nm + a1n + t1.llp = alll 

bm -t-b'11 +bttp=b"' 
cm -1-,1,, +cttp=cfll¡, 
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y de este modo resultará: ' 
em + e1n + e'1p--: e111 

11 dm+d'n+dllp-dllt • 

De las tres ecuaciones supuestas se deducirán, con el auxilio de 
Jas formulas del §, anterior, los valores de m, n, p ,· y se les susti• 
tuirá en la expresion que acabamos de hallar del valor de u. Del 
mismo modo hallaremos las fórmulas respectivas á la z, á la Y Y 

á la .v. 
En vista de la generalidad , sencillez y con1odidad de este mEto-

00 , apenas habria cosa alguna que añadir :í lo expuesto, si luego que 
se han hallado las primeras fórmulas , y que se ha observado el or
den que todos sus términos guardan en su composicion , no se hu
biese descubierto un medio aun- mas sencillo para hallar cualquiera 
que necesitemos de ellas. 

88 Con el fin de darlo mejor á conocer I comencemos por 1a 
ax=b ecuac1011 

de la cual se deduce 
b 

-'V=-; 
a 

en cuya expresion se ve que el numerador es el término enteramente 
conocido , y el denominador el coeficiente de la inc6gnita, 

De las dos ecuaciones generales 
a.v+by =e 

al.-v +b'y=c1 

se han deducido las fórmulas igualmente generales 
cb1-bc1 ac1 -ca1 

x= nb'-ba1 ; .'V= ab1-ba' 

en las cuales se puede fácilmente observar que en el de1101ninador 
no entran mas cantidades que los coeficientes de las inc6gnitas com
binados de un modo tan sencillo, que basta invertir el orden de los 
factores del producto ab, an~eponer el signo - al producto ba que 
de aquella inversion resulta, y marcar con un acento la segunda letra 
6 factor de aquellos dos productos;. y he ahí formado el denomina

dor ab1 - ba1• 

Por lo que hace al numerador, es facil echar de ver que el res
pectivo á la x no se diferencia del denominador sino en que )a e 

ocupa el lugar de la a,· y el respectivo á la y no se diferencia del de-
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nominador sino en que la e ocupa el lugar de la b; por manera 
que asi 

I 
en uno como en otro uumerador ocu~a,_ la e el lugar que 

en el denominador comun corresponde al coeficiente de la incóg, 
nita, cuyo valor intentemos expresar, Del denominador cotnun 

11/1-ba' se deduce pues el numerador cb1 - be' para el valor 'de la 
x; y el numerador ac1 - c111 para el valor de la y. De consigui,nte 
asi en el caso de dos incógnitas como en el de una so)a u dedr,11 

del denominador el mnnerador, poniendo el tfrmino rnteri,ment6.10• 

nocido m lugar de-J coeficiente de la incógnita cuyo 'Mlor se b111que, 
y conm'fJatzdo lot acmtos segim estm m el dmomin<1dor, 

Basta dar una ojeada á las fórmulas que han resultado de las tres 
ecuaciones con tres. incógnitas, para ver observada en todas ellas la 
misma regla; por manera que toda la dificultad queda reducidaá 
formar el denominador. Para la formacion de este tendremos pre
sente que en el caso de las dos inc6gnitas se hacian todas las perrnu, 
taciones posibles con los coeficientes a y b; y esta observacion nos 
inducirá á pensar que cuando las incógnitas sean tl"es , el denomina, 
dor se compondrá de todas .las permutaciones posibles de los tres 
coeficientes 11, b, e, Formemos pues estas permutaciones del nio4o 
siguiente: 

Teniendo ya formadas Ias permutaciones ab- ba de dos coefi. 
cientes, escribamos á continuacion de la primera ab el tercer coefi, 
ciente e, y asi tendremos la combinacion abe; y l1aciendo que la, 
ocupe sucesivamente todos los lugares en la combinacion , sin iuv~!: 
tir el orden que en ella guardan las letras " y b; y mudando el sig, 
no á cada nueva perm11tacio11 que resulte tendremos: 

abc-acb+ctib, 
Ejecutemos lo mismo con 1a segunda permutacion de las dos le

tras- ba, y resultarán estotras: --. bac + bctJ - cba, 

Reuniendo estos tres productos á los tres anteriores, y marcan• 
_do con un acento la segunda letra de cada producto, y 1a terceri 
con dos , resultará: 

ab1c"-ac1b11 + ca1bll -ba/cll +bc1,i11-cb'a"; 
que es cabalmente el denominador comun de las fórmulas que he• 
mas dedu::ido de las tres ecuaciones generales con tres inc6gnitas, 

Del mismo modo se .formada el denominador en el caso do na• 
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!Jer cuatro ecuaciones con otras tantas incógnitas, introduciendo la 
letra d en cada uno de los seis productos 

abc-acb+ cab-bac+bca-cbn, 
haciendo que vaya sucesivamente ocupando todos los lugares, y 

y 1· ,. bd 1 á alternando los signos. Por manera que e pnmer term!llo a e eoer 

producir los cuatro siguientes: 
abcd - a bdc + adbc -dabc. 

Ejecutando lo mismo con' los otros cinco productos, y marcan
do la segunda letra con un acento, la tercera con dos, y la cuarta 
con tres, tendremos los 24 términos de que se compondrá el deno
minador; y de este se deducirán los cuatro numeradores por la re-
gla establecida anteriormente,x , 

s9 Para aplicar las formulas que liemos hallado :í la resoluc1on 
de las ecuaciones numéricas, es necesario cotejar cualquiera que. se 
nos proponga de estas, con las generales que hemos resuelto en los 
párrafos anteriores. Por medio de este cotejo vendremos en conoci
miento del valor que en aquel caso particular corresponda á cada 

. uno de los símbolos a, b, e &c.; y sustituyendo estos Yalores en las 
f6rmulas, resultarán los de las incógnitas, 

Si por ejemplo nos propusiésemos resolver las tres ecuaciones 
¡x+ 5y+a=79 
8.v+7y+9z= 122. 

· x+4y-1-5z=55, 
las comparariamos con las generale;( §. 86), y del cotejo resulta
ria que en este caso 

a=nh =s;c =z; d=79; 
a1 = 8 ; b1 = n ,, = 9; d1 = 12 l ; . 

a"= 1;b"=4; ,"= 5; d" -55• 
Suslituyendo estos ·n6meros en las fórmulas ó expresiones ge

nerales de los valores de las tres incógnitas, y efectuando las ope
raciones que estan indicadas en ellas, hallaremos que 

- :r=4;y=9; z=3• 
Conviene tener entendido que las mismas f6rmulas pueden ser-

1 L11place ba demostrado d priori estas rrglas en la segunda parte de 
las Memorias de la Academia de Ciencias, año de 1772i p.-íg. !1.94-
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vir para determinar los valores de las inc6gnitas, aun cuando no 
todos los términos de las ecuaciones numéricas que se nos propon. 
gan tengan el sign9 +, como á primera vista puede parecer que lo , 
exigen las ecuaciones generales, de donde se han deducido aquellas j 
expresiones. Lo único que en faltando aquella condicion se requ' ; 

lCtC ~ 
ademas, es tener muy presentes las reglas de los signos para detertni- f 
nar el que corresponda á cada uno de los términos que entren en¡ ,., 

a t· 

exprcsion del valor de ~a<la incógnita; _puesto ?ue aplica1.nos una f6r- J 
mula calculada para ciertas y determrnadas c1rcunstanc1as á un caso ¡ 
en que ya estas no se verifican. - t 

Si por ejemplo se nos propusiesen las ecuaciones ~• 
3x-9y+ 8z=41; t 

-5x+4y+ 2Z =- 20, 

11.v-7y-6z=37; 
cotejándolas con las generales veríamos que 

11=3; b=-9; c=8; d::::::4r; 

11 1 = - 5 ; // = 4; c1 :::::: 2 ; d1 :::::: - 2 o ; 

e 

f;: 
a"::::::rr; b"=-7i c"=-6; Jll::::::37, f¡ 

Ahora, al tiempo de hacer la sustitucion de estos valores veretnoi 
que siendo el primer término del denominador, por ejemplo, abfcll } 

vendrá á sc:r en este· caso + 3 x + 4 x- 6; y de consiguiente el J: 
producto será - 72, Efectuando lo mismo con todos los <lemas tér, f.••· 

minos asi de los numeradores como del denominador, sumando por f 
una parte todos los términos aditivos, y por otra todos los sustrae, le!.• 

ti vos; y últimamente restando la suma de los unos de la de los ot;os • 
resultará: 

.i·= 
2

:;~ =;::4 --:;-~~~~~~:..;_;_ 1 

DE ALGEBRA. 

De las ecuaciones de segundo grado con una sola 
inc6gnita. 

9 o En las ecuaciones que hasta a qui hemos re
suelto no estaban las incógnitas multiplicadas unas por 
otras, ni elevadas á otra potencia mas alta que la pri
mera; por cuya razon se las llama del pdme;r grado: 
pero si nos propusiéramos hallar un mímero que mul
tiplicado por m quíntuplo produjese r 2 S, en represen
tando el número incógnito por X, su quíntuplo seria s.i·, 
y tendriamos esta emacion: 

sx2=12s; 
la cual se llatna del segundo grado, potque contiene la 
segunda potencia x

2 de la incógnita. Si dividiendo por 
S los dos miembros de la ecuacion despejamos aquella 
segunda potencia, resultará 

x2=25. 
Fara deducir ahora de esta ecuacion el. valor de la 

incógnita son necesarios otros medios que los indicados 
( §. I I); pues tenemos que hallar un número que mul
tiplicado , como dicen , por sí mismo produzca 2 5 , y 
para esto. no son su5cientes aquellos medios. Es v~rdad 
que basta un poco de atencion para echar de ver .que 
el número que busq1mos es 5; pero corno muy pocas 
veces se podrá descubrir con tanta facilidad el número 
que satisfaga á. cada una de las innumerables ecuaciones 

.. de esta clase que pu~d~l} pre$t;;ntfoen~s, será muy con
veniente prescribir un método general para dar solucion 
á esta nueva cuestion numérica: hallar un. número que 
multiplicado po1· sí mismo produzca otro número dado, ó 
lo que viene á ser lo mismo, r~trQceder d,e la;rez.un,da 
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potencia al número que la ha 1woducido, y que se llall!a 
su raíz cuadrada. En habiendo resuelto esta cuestion 
general, tendremos un medio seguro para determinar los i 

valores de las incógnitas en todas las ecuaciones de se. i 
gundo grado. l; 
. 9 1 El método que vamos á exponer para hallar 1·¡ 

ó como se dice, para extraer la rai'z cuadrada de cual: • 
quier número, supone que se tengan de antemano co, f 
nacidos los cuadrados ó las segundas potencias de todos ! 
los números ~ígito_s; ~or cuya razon creemos convenien~ ~-
te poner aqu1 la s1gu1ente tabla: f 

~), • 
Rakos .. , ... ,¡ I 2 3 4 1 S 6 . 7 8 9 

Cuadrados. -1- 4 -9-~\~ g6 49 Ó4 s"; 
... 

:i:-, 

~? 
f i; 
í1' 

I ¡, 
t 

en la cual vetnos que la segunda potencia de un nü- i 
mero representado por una sola cifra iJo puede estar re, ~: 
presentada por mas de dos. Por otra parte sabemos que 11 
1 o, es decir, el número mas pequeño de todos los que '.' 
~ueden representarse por una combinacion de dos cifras1 i( 
uene ya tres en su cuadrado I o o ; que el cuadrado de ·: 
2 o es 4 o o; el de 3 o es 9 o o; el de 4 o es I 600; y 
generalmente que el cuadrado de cualquier número re, 
presentado por una sola cifra significativa con uno ó mas 
ceros á su derecha tiene por decantado las mismas ci, 
fras significativas que si la de la raiz estuviese entera• ,, 
mente sola, y ademas un número de ceros doble del ~. 
que la raiz tenga. 

Quando la raiz esté representada por dos 6 mas d, 
fras significativas, conv.endrá observar, cuánto influye ~I 
valor de cada una de ellas en el de todo el cuadrado¡ 

DE ALGE.BRA. I 9 3 
pues tratándose como se trata de la descomposicion de 
la segunda potencfo, debe sernos sumamente útil averi
guar cómo se 1a compone. Indaguemos pues con este 
objeto qué influjo tiene en la composicion cada una de 
las partes de un nú_mero representado por dos cifras sig
nificativas; y sea este por ejemplo, 47 • 

Las dos cifras con que está representado el número 
propuesto nos lo presentan como equivalente á un bi
nomio a+ b , cuya primera parte a es 4 decenas, y la 
segunda b es 7 unidades. Y habiendo demostrado en el 
ejemplo segundo del §. 34 que el cuadrado del bi
nomio a+b es a~+ 2ab+ b~; inferiremos que el cua
drado del número propuesto, ó de otro cualquiera com
puesto de, de.cenas y unidades, contendrá las tres partes 
siguientes: _primera, el cuadrado de las decenas : se
gunda , dos 'Veces el producto de las decenas por· las 
uni'dades: te_rcera, el cuadrado de lcts unidades. 

Asi que en la composicion del cuadrado de 47 de
berán entrar las tres siguientes partidas: 

a .. =4ox40= 1600 

2ab= 80 x 7 :::: 5 60 
b .. = 7 x 7 = 49 

Total ..... a• +2ab+b•= 2 'l.09. 
Si ahora queremos retroéeder del nt'imero 2 2 o 9 á 

su· raiz 47, observaremos ea primer lugar que el cua
drado I 600 de las decenas no tiene cifra alguna signi
ficativa de un orden '.inferior al de las centenas, y que 
I 6 centenas es el mayor _cuadrado contenido en las 2 2 

centenas del número 2 209; puesto que 2 2 se halla en
tre I 6 y 2 5 , es decir, entre el cuadrado de 4 y el 
de S , así como 47 se halla entre· 4 decenas ó 40 uni
dades , y S decenas ó 5 o unidades. 

TO:MO II, :nn 
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Por consiguiente viendo que el mayor cuadrado 
contenido en las 2 2 centenas es I 6 centenas, y que la 
raiz cuadrada de 1 6 centenas es 4 decenas, inferiremos 
que la raiz del n(1mero 2 2 o 9 no puede tener mayor f 
número de decenas que 4- Si despues quitamos del nú. ! 
mero propuesto el cuadrado I 6 centenas ó. I 6 oo imi- ~ 
dades, el residuo 609 deberá contener el· doble ·pro- "., 
dueto de las decenas por las unidades; y el c1.1adrado ' 
de las unidades de la miz. Y como la primera de estas ,;' 

fer1or al de las decenas, es daro qll_e debeta hallarse en / 
el número 6 o representado· por ias primeras cifras del : 
residuo 609; bien que en aquellas 60 decenas está• •·• 
rán tambien las procedentes del cuadrado de las uni- .,, 
dades absolutas de la raíz. Si, pues, dividimos aquellas i· 
6 o decenas por 8 decenas , doble de las 4 que ante¡ f1 
hemos ha liado,• el cuociénte 7 será el número de las { 
unidades absolutas de la raiz; porque multiplicando por f, 
7 las 8 decmas, y restando del número 609 las ~6 · 
~ecenas ó 5 60 miidades, quedan de residuo 49, que 
JUStamente es el cuadrado de las 7 unidades. 

Despues de haber expuesto los principios en que 
se fonda esta operacion, la efectuaremos del modo sl• 
gmente: 

47 ....... Raiz cuadrada, ~uadrado ........ _;j2 2,09 . . 1 6 ________ ,.....-

' -· · ·S7 
60,9 
60 9 

00 O 

Se escribe el número propuesto como si tratásemos 
de d.ividirlo por E>tro, destinando á s11 raiz el lbga!que 
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deberia ocupar el divisor. En seguida se separan con 
una coma las dos cifras de unidades y decenas para con
siderar solamente el número representado por las dos 
primeras cifras de la izquierda, que debe contener el 
cuadrado de las decenas de la raiz. Se busca el mayor 
cu.adrado 1-6 contenido en aquel número ; se pone la 
ra1z 4 en el lugar que le está destinado; y se resta su 
cuadrado I 6 de 2 2. Al lado del residuo 6 se bajan fos 
otras dos cifras o 9 del número propuesto ; se separa ] a 
última, porque no pertenece al doble producto de las 

~ece~as ?ºr las unidades; se divide la parte restante 
a ~a izquierda por 8, duplo de las decenas de la raiz; y 
as1 resultan por cuociente 7 unidades. Para formar ahora 
á un mismó tiempo las dos últimas partes del cuadrado· 
que deben hallarse en 609, se escribe 7 á la derecha 
de 8 , por cuyo medio resulta el número 87, igual al 
duplo de las decenas mas las unidades, y representado 
~eneralmente por 2a i+ b, el cual multiplicado por 7 
o por b repr_od~ce 609 = 2.ab+b\ ó el duplo de las 
decenas mult1pl1cadas por las unidades, mas .eí cuadrado 
c.~e las unidades. Efectuando la sustraccion no queda re• 
s1duo a~guno; y asi venimos en conocimiento de que se 
ha finalizado )a operacion, y de que 47 es la raíz cua
drada de 22.09. 

Si nos propusiéramos ahora extraer la raiz cuadrada 
de 3 24, dispondríamos la operacion de este modo: 

,Cuadrado ........ ~1 2.4 1 18 ...... Raiz cuadrada. 

2.8 
22,4 

2-2 4 

00 O 
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é imitando cuanto hemos practicado e11 el ejemplo 
anterior hallaríamos que I es la cifra de las decenas 

I 
ó 

la primera parte de la raiz. Siendo el cuadrado de I de. *' 

cena 1 centen-a, restaremos esta de las 3 que hay en el :, 
número propuesto, y á 1~ derecha del residuo 2 cente, i 
nas pondremos las 2_4. u_mdades; con lo cual tendremo1 ··1·.•· ... ·. 

el número 2 24. D1v1diremos por el duplo 2 de la 1 , 

decena que hemqs hallado, el número 2 2 _representado i 
por las dos . .primeras. cifras de 2 24. Ahora bien, 12. con, f.· 
tiene al 2 once. veces; y la segunda parte que buscamos ¡ 
de la raiz no solo no puede llegar á I o, si·n. o que en es.te I;. 
caso debe ser menor que 9 , porque escribiendo 9 á la · 
derecha de 2, y multiplicando 2 9 por 9 como prescri. . ... 
be la regla , hallariamos por resultado 2 6 I , que no se j 
puede restar de 2_ !i 4:· No debemos pues mirar _la divi- f. 
siQn del 2 2 por 2 sino solamente como un med10 apro, ¡ 
ximativo de hallar.las unidades; y será preciso disminuir ~• 
el cuociente hallado hasta que resulte un producto que l. 
no exceda al 2 2 4 ; condicion que se verifica en el nú, 
mero 8 , puesto que 8 multiplicado por 2 8 es igual á 
2 2 4. Haciendo pues la sustraccion no queda residuo al, 
guno; y esto nos indica que la r~iz que buscamos es 18, 

Formando las tres partes del cuadrado de l 8 ha• 
11aremos: a 2 = roo 

2ab=. r 60 
b"= 64 

Total.. .... 324=18x18; 
por cuyo medio vemos que las 6 decenas que contiene 
el cuadrado de las unidades , reunidas á las 1 6 del doble 
producto de las decenas por las unidades, alteran eJte 

producto en términos qne la division de las 2 2 decenas 
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por el duplo de la decena de la miz, no puede ya dar 
exactamente las unidades de esta. 

9 2 En vista de lo que hemos practicado en los 
ejemplos anteri?res no pued_e ya ofrecer dificult~d al• 
guna la extracc1on de la miz cuadrada de un numero 
representado por tres ó cuatro cifras; mas para poner al 
lector en estaq.o de extraer la raiz de un número repre• 
sentado por cuantas cifras se quieran, son todavía nece
sarios ciertos pormenores que fácilmente se deducen 
de los principios establecidos. 

Mientras no llegue á I o o un número , su cuadra
do no podrá estar representado por mas de cuatro cifras, 
puesto que el cuadrado de 100 es 10000, que es el 
número. menor de cuantos se pueden representar por 
una combinacion de cinco cifras; pero todo número que 
pase de I o o y no llegue á I o oo , habrá de tener en su 
cuadrado mas de cuatro y menos de siete cifras. Esto 
supuesto , para examinar la formacion del c~adrado de 
un número mayor que I oo y menor que I ooo, de 473 
por ejemplo , se podrá descomponer este número en 
470 + 3 ó en 47 decenas mas 3 unidades; y para de
ducir su cuadrado de la fórmula 

a"-+ 2ab+b\ 
haremos a= 47 decem1s = 470 unidades; b = 3 unida
des; y asi tendremos : 

" a =220900 

2ab= 28 20 
b"= 9 

Total.. .... 22372.9=473x473; 
en cuyo ejemplo se ve que el cuadrado de las 47 dece• 
11as no tiene cifras significativas de un orden inferior á 
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las centenas, como debe ser en general; puesto que dece,: 
nas multiplicadas por decenas producen siempre centena¡, l 

Debemos pues buscar el cuadrado de las decena ¡ 
en la parte 2237 que queda á la izquierda del númer;f. 
propuesto despues de haber separado las decenas y laif\ 
unidades; y como 473 está entre 47 decenas ó 470 y 
4 8 decenas ó 4 8 o , es consiguiente que 2 2 3 7 sea ma
yor que el cuadrado de 47 y menor que el de 48, De f 
donde se sigue que el mayor cuadrado contenido en f 
2 2 3 7 será el de 47 ó el de las decenas de la raiz. Para J 
hallar el rnay~r. cuad~ado contenido en ~ 2 3 7 procede,. Í 
remos como s1 rntentasemos extraer la ra1z cuadrada de i 
aquel número; pero deberemos tener entendido que enlí 
vez de llegar f un resultado exacto, quedará un résidu01 1.1:. 

que contendra las centenas procedentes del doble pro• ¡ 
dueto de las 47 decenas multiplicadas por las unidadei, ¡f 

Para efectuar el cálculo se dispone la operacion del Ít 
modo siguiente: ~'.: 

Cuadrado ........ 2 2, 37,2 9 l 473 ....... Raíz. ' 

16 87 

6 3,7 943 
60 9 

282,9 
282,9 

o 
Se separan primeramente las dos últimas cifras 29¡ 

y ~ara . extraer la raiz del número 2 2 3 7 que queda á 

la izquierda, se separan del mismo modo las dos últi• 
~a~ ~ifras' 3 7 de este número; y de esta manera se halla 
d1v1d1da la combinacion de c.ifras del número propuesto 
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en porciones ó secciones de á dos cifras empezando 
por ]a derechn. Se ejecutan con las dos primeras seccio 
nes de la izquierda las mismas .operaciones que se han 
hecho en el ejemplo anterior con el número 2. 2 o 9; 
por cuyo medio obtendremos las dos primeras cifras 47 
de la raiz ; bien que resulta un !esiduo 2 8, et cual com'.'" 
binado, ccin la última seccion 2 9, nos :presentará,: el nú,
mero 2. 8 2 9 que debe contener al doble producto de las 
47 decenas por las unidades y el cuadrado de las uni
dades. Separemos la cifra 9 que no forma parte del do
ble ,producto de las decenas por las unidades, y .divida• 
mos !i 8 2 por 94, duplo de las 47 decenas; :escriban16s 
el cuociénte 3 inmediatamente á la derecha de 9-4; múl
tipliquemos 943 por 3; restemos del 2 8 2 9 el produc
to; y puesto que no resulta residuo alguno, estará con
cluida la operacion. 

9 3 · Para manifestar las operaciones que se han de 
ejecutar con· otro número cualquiera, nos propondre
mos extraer la raiz de 2 2 3 9 I 8 24. Sea cual fuere esta 
raiz, la podremos considerar corno compuesta de dece
nas y de unidades, lo mismo que en los ejemplos ante
cedentes; y como el cuadrado <le las decenas no debe 
contener ninguna cifra significativa de· orden inferior á 
las centenas, no podrán entrar en él las dos últimas ci
fras 2 4• Separémoslas pues, y vendrá á parar la cuestion 
en buscar el mayor.:: cuadrado contenido en la parte 
!l. 2 3 9 1 8 que que~fa á la izquierda, En atencion á que 
esta parte se compone de mas de dos cifras, es necesario 
concluir que el número que exprese las decenas de la 
r-aiz que se busca, se ha ele representar por mas de una 
tifra; y por: consiguiente se le puede mirar tambie11 co• 
mo compuesto de decem1s y unidades. Al cuadrado de 
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estas segundas decenas no pueden pertenecer las doi f 
últimas cifras 1 8 de la parte 2 2 3 9 I 8 , sino solo las ¡ 
restantes 2 2 3 9, que quedan á la izquie-rda; y pues, f 
to que el número 2 2 3 9 está representado por cuatro~ 
cifras, la raiz del mayor cuadrado contenido en él, se i. 
representará por dos cifras: tendrá pues decenas y uni, ~ 
dades; y no debiendo pertenecer al cuadrado de estas I;: 
últi~.as decenas· las dos cifras 3 9 de la der7cha, será 0~ •. ;·•.·· 

cesarlo buscar en el 2 2 el cuadrado del numero de um, · 
dades de orden superior que puede haber en. la raiz Jr 

• • • J, 
pedida. Por esta serie de rac10~11!1~s, que se puede _con,~¡ 
tinuar al infinito, resultará· d1v1d1d~ la com~inacio~ de 1 
cifras del número propuesto en secc10nes d~ a dos cifras ~i 
de derecha á izquierda; bien que podrá muy bien suce-l 
der y frecuentemente sucede, que en la última seccion ~• 
de la izquierda quede tan solo, una cifra. Jr 

Dividida asi la combinacion de cifras del número'( 
f 

propuesto en secciones; y dispuesto como aqui lo pre, . · 
sentamos, se hacen con las tres primeras secciones ]a¡ 

mismas operaciones que hemos ejecutado en el ejemplo 
del • párrafo ánterior; y cuando se han hallado . .las tr~ 
primeras cifras 47 3 , s.e baja. la enarta seccion 24 á la 
derecha del residuo 189; se 22,39,(8,241473.1 
considera el n6mero . I 89 24 I 6. · ... ·, 
como que contiene al doble 6 3,9 , 1 s7 · 
producto de las 473 decenas 6o 9 943 
por. las unidades que büsca-

30 
I,S 9461 

mos, y al cuadrado de estas 
28 2 9 unidades; se separa la úl~ima 

cifra 4 , que no pertenece á 1 8 9 2 ,4 
aquel doble producto; se .di- ___ 1_8_9_2 _4...,-__ 
·vide el número I 89 2, que 0000 O 

JJE AI.GURA. 2. o I 

queda á la izquierda por 9~6, duplo d~ 473 ; y se h~
ce en seguida la comprobac1on del cuoc1ente 2 del mis
mo modo que en las operaciones precedentes. 

Con esto hemos termin_ado la operacion ; pero se 
ve c1aramente que si hubiese aun otra seccion , las cua
tro cifras halladas 473 2 represe~tarian el núinero de las 
decenas de una raiz cuyas unidades teodriainos aun que 
buscar; y por consiguiente seria necesario dividir el re• 
siduo que nos quedase, combinado con la primera cifra• 
de la seccion siguiente, por el duplo de aquellas dece
nas. Del mismo modo continuariamos la• operacio,n si aun. 
quedasen otras nuevas secciones de cifras que poder baj~r. 

94 . Es necesario advertir que .si despU'es de haber 
bajado alguna seccion , el residurn precedente, combii.i 
nado con la primera cifra de ella no contuviese al du
plo del número representado por las cifras que hasta en..: 
tonces hayamos hallado de la raiz, déberemos poner á' 
continuacian de est~. ,un cero, porque .en eiste • caso; la 
raiz no tendrá unidades, de este orden:,:y bu}aremos éll 
seguida la seccion siguiente para continuar la 01:eracion 
como de ordinario. El siguiente ejemplo presenta ya 
ejecutado lo que acabamos de prescribi~; bien entendi
do que en él' hemos efectuado 49,.¡.:2,09 ¡· •, 703 
fas sustra_cciones sin esc_ribir: los .· .· •·¡·· . · ·· . ·· .. -:--'-

. . d l. 04,2019 . 1403 sustraendbs, é 1011tan o o que · .· · 
. ¿· . . O 00 O hemos practicado en la 1v1s1on. . 

(Aritm. §. 47.) 
9 S La tabla que hemos puesto ( §. 90) de los 

cuadrados de los números dígitos nos hacé venir en co
nocimiento de que existen mu·chos .números, coinprehen
didos entre dos cuadrados inmediatos, y q'u:e ·de consi
guiente no tienen miz exacta : 4 S , por ejemplo, no es 

TOMO II, ce 
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un cuadrado, puesto que se halla entre 3 6 y 49. No 
serán , pues , cuadrados perfectos, ó lo que es lo niis, 
mo , no tendrán raiz cuadrada exacta todos los núrne. 
ros que se nos propongan, antes por el contrario las rua 
veces sucederá que el número cuya raíz se nos pid: 
n? la tendrá'. pero e~ectuando con él bs mismas opera. 
c10nes que s1 la tuviese J el resultado será la raiz del 
mayor cuadrado que en él esté contenido. Si se busca 
por ejempl_o, la raiz de_2276, se hallará 47, queda~: 
do de residuo 67 ; lo cual manifiesta que el mayor 
_cuadrado contenido en 2.276 es el de 47 ó 2209, .. 

. En estos casos en que despues de haber hallado In 
ratz del que creamos el mayor cuadrado contenido en 

un número, quede algun residuo final, podrá ocurrir 
la. duda de si habremos puesto en la raiz alguna parte 
menor de le> que debiera ser. Para salir de esta duda 
y ver al mismo tiempo si el residuo final podrá des-va'. 
necers_e , ó por lo menos disminuirse, tengamos presente 
que siendo el cuadrado de a+ b · 

a"+ 2ab+b", · 
si hacemos h= I , el cuadrado de a+ 1 será 

a''+ 2.a+ I .. 

E;ta expr~sion, traducida nos viene á. decir que¡/ 
dos. nume:os cualesquiera representados por a y a+I 
&.e d1ferencmo en una sola unidad , el cuadrado -deLma, 
yor co_ntendrá el cuadrado del menor, mas el doble de 
este, mas la unidad. De consiguiente, para que deba, 
m~s a~adir una unidad á la raiz que ·hayatnos hallado, 
es 10d1spensable que el residuo que haya resultado con• 
tenga poi· 1? meno_s el doble de la raiz hallada;- y ade• 
mas. una_ unidad._ Siempre qu; no s~ verifique esta cJr,. 
~unstancm, la ra1z hallada sera efectivamente la delma•. 
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yor éuadrado contenido en el número propuesto. 

9 6 Su puesto que para multiplicar . una fracc;ion 
por otra es. necesario mnlt}p-Hcar los numeradores. entre sí, 
y los denominadores tambien entre sí, es evidente que 

· el producto de una fraccion multiplicada por sí misma, 
ó fJl cuadrado de una frac.cion es igual ,al cuadrado. de 
su. numerador di-vidido por el cuadrado d_e, su ;denomi
nador. De aqui se sigue que para extraer la raiz 
cuadt'ada de una fraccion es necesario -extraer la de 
sit numerador y la de su denominador. Asi que, la raíz' 
de ~~ es +,"porque S es la raíz cuadrada de 2 S , y 8 
la de 64. 

Conviene ·observar que cualquier potencia de un 
quebrado propio n_o. solo es otro quebrado p.ropi9 , sino 
que tambien este quebrado debe ser tanto menor que 
su raiz, cuanto mas elevado sea -el grado de. la poten-

. cia. Tambien es muy importante notar que no solamen
te los cuadrados de las fracciones propias son siempre 
fracciones, sino que tambien todo quebrado impropio 
que no sea exactamente reducible á entero , multipli
cado por sí mismo dará siempre un resultado fraccio
nario igualmente irreducible. Lo cual equivale á decir 
que el cuadrado d& rnalquicr número nu'xto deq_& nece
sariamcntf/ ser ot1·0 núm&ro mixtó, y jamas pu&de ser un 
núme1·0 puramente entero. 

97 Esta proposicion está fuQdada en esta otra : Todo nrtmm, 
Jwitno P qtte sea divisor_ eiacto del p,·odttcto AB de dos ,u1meros m· 
tero, walaquiera A y B, htJ de se,• mm(!riamente di'Di1or exacto de· 
nlgm10 de los do.r factoru, cuando no _lo sea de entramboJ, " 

Supongamos que sea B mayor q½e P sin se~- exactamente divisi
ble por P; representemos por Q el n{1mero entero que en tal caso 

B . 
formara parte del cuociente p; y designemos p¡:' el residuo ñ~ 

o 
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nal de la division; con lo cual vendd á ser; 

. . J3=PQ+B1 (Adtm, §. 78), 
de donde deduciremos: . AB=APQ+ABI; 

f dividiendo l,os dos mie11;b~os' de esta ecu.acio11 por P, tendrehl · 
' ' ... . .. ' •. ~ 

esta otra: . AB . ..::;.,AQ+ABt.. . 
p - p , 

la. ciralhace ver que siend~, como se supone, exactamente divli'b! 
. . . 1 e 

. pór P el producto AB, y 110 siéndolo el factor !) , dtbe necesaria; 
mente serlo 'el producto AB1• Pero siendo B' el residuo de la d' , , 1v,. 
sion de B por P, es necesariamente menor. que P: y asi no.~odrá 
d,ividirse B 1 por P. 

Ya,quqor esta_ r~z~~-~o :es posible div_idfrá ,B' ~or P, supon, 
gamos efectuada la d1V1s10n de P por B1 ; representemos por Q' al 
número entero que deberá resultar en el cuociente de esta' division, 
y por B/lal residuo, Supongamos asimismo efectu~da la division de! 
mismo número P por el residuo B 11 ; representemos ái entero del 
cuociente por Q11 , .Y al residuo por B 111• Continuemos dividiendo 
si1:mpre el mismo número P por el residuo que haya resultado én 

la div.ision inmediata anterior; y sabiendo, como sabemos, por una 
parte que P es un numero p,·imo , y por otra que los. residuos lian· de 
ir disminuyendo mas y mas hasta llegar lÍ uno que sea igual á ]a 

unidad y de consiguiente divisor exacto· d~ P; si suponemos 
4

uc 
este último residuo sea Biv; tendremos esta serie de ecuacion~s: 
P=Q'B'+BII¡ p = Q1l]3fl +J3l11; p : . Ql!l)3!!I_+ Brv::;:QlllBÍll+r, 
Múltiplicando lo's miembros de estás· ecuaciones por A,; resultarán 
estotras: 

AP=Q1 AB1 +AB11; AP~QII ABII + ABIII; AP =Q"' ABIII +A,. 
Dividic:ndo por P los miembros de estas ¡;cuaciones, resultarán es• 
totras: 1 · 

AÉ1 ABII ABII ABl!l ABIII A' 
A=Q'-+--; A=Qll-.c-+,--• A~QÍII __ +-'-: p ]> . p p , - p p' 

Ahora bien, ya hemos hecho ver que para ser P divisor e,r¡cto 
de AB sin serlo de B, era absolutamente necesario que lo fuese del 
producto AB' f y de consiguiente podemos mirar como demostrado 

ABI . 
que p represe~un n{1mero entero, No podrá, pues, ve~Hic~rse" 
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la primera de las tres últimas _ecuaciones sin que p sea un núme-
• ' 

ro entero; y siéndolo, .no po.drá tterificars.e la· segúnda ecuacien si.11. 
' ' - .. ,,,ABII/ •. 

que sea número entero el cúociente ~; y entonces no podt:í , . 

verificarse la última ecuacion .sin que A. sea _exactamente divisible 

por~-,' pues, vist~ ~11~ to~o·~~~ÚoJir_i~?\u~ :séa ~iv'i;o~/~~cto_ 
de otro número' compuesto, Jia 'de -ser. md1spensablemente · i:llv1sor 
exacto de alguno, por lo menos, 'de los factores 'de e,te; y por l:i '.in-: 
versa, si un número primo no fuere divisor exacto .de.ninguno de los 
factores de un producto, .de ningun modo podrá serlo del mismp 

prnducto. X 

98 Ahora biell ;•cuanqo , la 'fücci;n Les ir~educible, no hay 
ti . . . 

:número prfmo al~ho qué pueda ldividir' hx~étatnen te sus dos Íermi~ os' 
b y 11 ; y como por lo que acabamoi¡ de demostrar todo n{imero pl'im11 
t¡ue no sea divisor exacto de a, tampoco puede serlo del producto 

11 a ó a'; y todo número primo que no seµ. divisor exacto de b, 

tampow pue.de 5;er!o,de _b >:-,hÓ b': es co~siguiente que la frac:cion: 
bz . ·. ' .· •· . .· . b ~ ! - , , 
~ sela tan 1neduc1blercomo1,-,-. ·. ; . · 
a a, 

9 9 De esta última proposicion se deduce fácil- · 
me-nte·. que como 'la miz exacta de un número entero no· 
seá 'ótro númern entero, tampoco p!Jdrá ser ·número mix
t0; ó lo que etequivale.nte ,. no hay número álguno que 
multiplicado por sí mismo dé por producto alguno de 
los números enteros comprendidos entre dos cuadra• 
dos inmediatos. Sin embargo, sea cual fuere el número 
qne se nos proponga, nos podemos imaginar que ha re-· 
sultado de la muhiplicaéion de algona otra cantidad po~• 

.1 De e&te principio din;ros yp. alguna idea en )a Arit.mética (§. n7). La 
ilemostracion qne de él arabamos de dar e~ sustan?~11\_mente la misma 4u,1 . 
Lege1íilre 'ha· dado eil su '.li,orfa de los númér&.,-; "' '!·- · · ' ··' 

111," • 
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sí ~isma; y aunque en muchas ocasiones nos será impo. 
sible determinarla exactamente, podremos -á lo menos 
aproximarn0s á ella cuanto queramos. , 

. Supongamos por ejemplo que se nos.haya .propues. 
to ei . número 2 2 7 6 , cuya raiz cuadrada está co

111
• 

prehendida entre 47 y 48, porque 47>< 47 da un pro
ducto menorq1,1eaquel núme!o, y 48 >< 48 Jo. d?_ máyor, 
Si puers sup~nemos dividido por medio de quebrados,el 
internl~ que se·_halla entre 47 y 48, podremos hallar 
cuantos . números queramos que multiplicados por sí 
mismós den productos mayores que el cuadrado de 

47 y menores que el de 48 , y que por consiguiente se ta. 
yan aproximando mas y mas al número 2 276; bíen. 
que jamas hallaremos uno que 1nt1hiplicado por sí

1 mismo dé por producro,2276, . 
Asi como la division da origen á los quebrrufos, fa_, 

ex_traccion de la raiz cuadrada,, de los números que no 
son cuadrados perfoctos da origeri á otra nueva especie 
de cantidades; pero entre las fracciones y las raíces de' 
los números que no son cuadrados perfectos hay la di
ferencia dé que las frácciones se componen siempre de 
un número exacto de partes de la unidad , y de consi-· 
gniente toda fraccion y la unidad tienen alguna medz'da: 
comun, ó la misma razon que dos números enteros; lo, 
cual no puede tener lugar en las raices de los números 
que no son cuadrados perfectos. 

Si suponemos que cada unidad esté dividida en 
S -partes iguales, por ejemplo, 9 de estas partes ven
drán á ser e.l cuociente de la division d~ 9 por 5 ó 
4; y puesto que ..!.. está contenido 5 veces en la uni• 
dad y 9 veces en ~ , la medida cornun de la unidad y 
de la fraccion 1Qii'erá 1 ,. y la. razon d~. la unidijd al 
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b d J1.. será la de los números entero_ s que ra O s 
1 

, 
En vista de que no solamente os nu~eros enteros, 

. bi"en las fracciones tienen con la unidad una me-smo tam ; . 
d'd 11 . se dice que estas can_ tidades son ,_ome_nsu-1 a comu , . 

bl . la uni"dad 6 simplemente comtnsurab_les; -Y ra es con , . . , . . · 
por cuanto las razones de . estas cantidades a· la unida~ 
se pueden expresar por otras d~ números ~nteros' as1 

t s corno las fracciones se designan tamb1en con el es o . . • / 
· mbre éomun de ett,nti'dades raciona es. no . d , 

Por el contrario la ra1z cuadrada e un nu1?1~ro 
que no sea cuadrado per~ecto es ·incomensurable ? zr-

. ¡ _ porque no pudiendo estar re_ presentada exacracrona ,, . · . · 
tamente por ninguna fraccion' ¡es cl~r,o 9.ue' se~ ~~al 
foete' et número de· pa,rt:es' en' que se suponga d1v1d1da 
la unidad' jamas las habrá tali pequeñas que _una de 
ellas pueda ser medida comun exacta. de la :a1z y de 
la unidad; ni por consiguiente ser_á posible designar d~s 
números que tengan e1m-e sí la m1sm,a razon que la_rn1z 
incomensurab1-e y la unidad.,·-·· -· · 

Para indicar e·n general que se ha de extraer ~na 
raiz, y Jepresenrar el resultado final de_ esta opérnc1on, 
ora sea una cantidad cornensurable, ora rncomensurable, 

hacemos uso del signo Y-, que se U.una. radical.,. Asi 

que " 

v°i"6 es lo mismo que 4 ; y de comiguiente es una 
cantidad comensurablc; 

..¡; es incomensurable 6 irracional. 
1 oo Aunque en realidad ro es posible obtener una 

expresion exacta de ..¡; en números enteros ni en mix-_ 
_ tos ,.rodemos sin embarg0 aproximarn• cuanto quera'"' 
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· m'os á su verdadero valor, convirtiendo el n{unero . 
' d b . d 1 ¿· 1 f · que esta e ªJº e ra 1ca en una racc1on cuyo denomina, 

dor sea un cuadrado; y tomando el número entero 
. ' l . d d d . que mas se aproxime a ¡¡ ra1z cua ra a el nt11nerador t 

. . ' en, 
dremos el de otro quebrado, cuyo denominador. , 
I ·• d d d 1 · d · sera a ra1z cua rn a e anter10r enomrnador,; y este nue,. 
vo quebrado será próximamente la raiz del número , - . pro, 
puesto. 

. Convirtiendo, por ejemplo, el número 2 en 'Veint,'. 
&inca'Vos , tendremos la. ~J.'pJesion fraccionaria iequivalen~ 
te!~, y puesto que 7 e~ ei"n~mero entero que mas se' 

aproxima á v' 5 o; y S es exa~rnme~te .✓ 2 .5 , el quebra. 

prado impropio f, ó el n.úrnero.mixto :i;+, ·será Ia,raiz 
de 2. ran aprox1muda que 110Je falta ni + ,de la uni~ 
~ad para ser exacta. •. : · · 

. I o I Est.a operacion está fundada en lo que hemos. 
d1~ho en e~ §. 9 6, á saber, que el cu::idrado de cual~ 
quier fraccion es otra nueva fraccion' cuyo numerador. 
es. el cua.drndo del numerad.or primitivo, y cuyo deno, 
~mador es. el cuadrado del deni;.nninador primitivo: y 
~len.do éste pr!nci.pio generalmente aplicable .á toda es. 
pecie de fraccu;mes, se le podrá aplicar á. las decimales 
con m~s :a7ilidad _qu~ á las <lenias. Por decont~do, de 
e~te pnnc1p1~ .se sigue ~lle el cuadrndo de c~alquief' 
numero de drmmas ha de ser u~1 número de centJ;imttr; 
que el cuadrado de cualquier número de cen#sima1, 
debe ser otro número ~e d(ezmilési'ma; ' y asLsnce~iva· 
11}ente. Po: manera que en los cuadraoos de · las frac• 
.ctones decin_rnles el n~inero de cifras es sie~1pre doble 
del de la ra,z. Est0 mismo puede ded'ucirse tambien de' 
la regla estableci;tla para la mµltiplicacion de las canti-: 
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dad es decimales; pues en ella se nos prescribe que el 
producto h:.iya de tener tantas cifras decimales corno tie
nen ambos factores. Si pues consideramos al cuadrado 
como producto que es de su raiz multiplicada por sí 
misma, es claro que en el cuadra_do debe haber dos ve~ 
ces tantas cifras decimales como haya en la raiz. 

De lo dicho es fadl inferir que si nos propusiere
mos obtener la ·raíz cuadrada de 2 2¡7., por eje~pl-0, 
tan aproximada que no le falte ni una centésima, debe
remos convertir aquel número en el equivalente de diez
milésimas multiplicándolo por 10000, ó lo que es lo 
mismo; poniendo cuatro ceros á su dere~ha; lo cual 
nos dará 2 27000 o diezmt1ésimas. Ahora extraeremos 
la raíz de este último número considerándolo com.o si 
fuese de unidades enteras; y para indicar q11e el resul
tado debe ser de centésimas, separaremos con una coma 
]as dos últimas cifras de la derecha. De este modo ha
llaremos que la· raiz de 227, con diferencia de menos 
de una centésima, es Is ,06 segun puede verse en la 
operacion siguiente: 

Cuadrado ...•.• 2,27,00,00 I 5,06 ...... Raiz. 

l 2,7 
2000,0 

. 196 4 
· Si el número propuesto tuviere de antemano cifras 

d(lcima}es 7 será .necesario hacer que el número de estas 
sea par; pues segun hemos demostrado, para cada cifra 
decimal de la raiz debe haber dos én el cuadrado. Por 
ejemplo, para extraer la raiz de 5 I ,7 póndre~os desde, . 
luego un cero á la derecha de este número para que 
tenga por lo menos centésimas; y extra)!¡endo la miz de 

TOMO II. DD 
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S 1 , 7~ resultará proxim~mente 7: 1. Si quisié!'ernos que [ 
e$ta ra1z. tenga mas decmrnles, o lo que es lo mismo t 
resu !te mas ~próximada, pondremos á la derecha del I: 
número 5 1 ,70 tantos pares de ceros como nuevas cifras f 
haya de tener la raiz. • 

Los que deseen ejercitarse en estas operacione¡ I:\•··· 

podr~n extraer las mices cL1adradas de 1os números 2 y 3 
con siete cifras decimales; para lo cual tendrán qüe po, 
ner catorce ceros á la derecha de aquellas cifras signifi. t·• 
cativas, y hallarán los rest1ltados siguientes: . 

v1;-- r , 4 r 4 2 1 3 6 ; v 3 1 , 7 3 2 º 5 ºs. · · · Í 
102. Cuando hayamos hallado mas de la mit~d' del n{¡;~'rodé f 

cifras que se desea en la raiz, podemos obtener las ·restantes por I' 
medio de 1a simple division. Si, por ejemplo, nos proponemos ex, .•. 
traer la raiz cuadrada de 1¡2976; apr~xirrtada hasta las centésimas, 
hallarémos 'primeramente pOr la regla génerál el nútriero entero 181 1· 
q~e mas se le aproxima; y ya que' estan determinadas tres de las ..... ·., 
cmco cifras que ha de tener la raiz, hallaremos las dos cifras deci. · 1/. 
males que faltan, considerando al residuo 2 I 5 como si.fuese el de 
una division ordinaria, en la cual 362, doble de la raiz halla.da., fue, 
r~ ~! .divisor: Pondq:mos pues dos ceros á la derecha del resiquo;y 
d1v¡d1endo u 5 oo : pot· 3 6 2, resultarán por cuoéienté · 59 centesi• 

· mas, que agregadas á las 181 unidades d,adn 18r,59, y esta ser¡ 
la raiz del n{zmero propuesto aproximada hasta las centésimas, 

Para demostrar la legitimidad de este procedimiento designare, 
m,os por N el número prop1,1est

1
0; por, a la parte que §Up_<¡,nemos 

ballada de la raiz; por b la parte que fülta ~ara completarláÍ y e~ 
tando rypresentada pór el binomio a+ b la raiz exacta, del irl(/méro 
propuesto N, tendrernos esta ecuacion: 

N=a• + 2ab+b\· 
de la cual ~e deducen estotras: 

N-a~ =,2,ab--h b' ,· 
N-ai . b' 

-----b+--. 
· 2'1 211 
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Esti última nos hace ver que en habiendo restado del núme

ro propuesto el cuadrado de la parte que suponemo¡¡ haltada de la 
raiz, si dividimos por el doble de esta parte el residuo, el cuocien
te será siempre maycr que la otra !?arte b. Sin embargo, pueden ser 

tales las cantidades a y b, que sea despreciable la fraccion, ..!,_; y en.• 
. 2~ 

tonc:e, la última ecuacion quedará reducida ! 

:i.a 

Por decohtado en nuestro caso ~ representa M número de uni
dades de orden mas ele,·ado que las de b; y tales que para reducir 
aquellas al mismo orden que estas, cotno es necesario para corn pa
rar dos cantidad.:s, deberemos poner á la derecha de la& cifras de a 
tantos ceros como cifras haya en b, Si pues su·ponemos que a tenga 

primitivame11te mas cifras que b, en reducienpo esta,~ cantidades ;i 

unid~de~ de up, mismo orden, vendrá la primera á tener mas de dos 
veces tantas cifras como tenga la segunda: y como el número de ci
fras de un cuadrado no pueda ser mas del doble ·de las que haya en 
la raiz, es claro que a y con mas razon 2a tendrá mas cifras c¡ue 

b\ y por tanto__!:__ sed un c¡uebrado propio de la unidad del ínfi., 
' ' 2/l ·.· ' . ' ' . " ' 

mo · orden que haya en b. 
Esto supuesto, cuando nos hemos propuesto aproximar hasta 

las centérima1 la raiz de un número, y hemos hallado en primer lu
gar la parte a= 181 unidades, vimos que para llegar al grado pro
puesto de aprox:imacion nos faltaba un número que se babia de re
pre,entar con _dos cifras, Supongamos que este,. número d¡: ce.nt€~i
mas sea 99, que es el mayor de su clase, y de consiguiente el me

nos. favorable para nuestro intento, La parte a reducida: á centesi-

b' . 
mas ,erá 18100; ia=36100; y--seria en tal caso 99

x
99 

UJ · 36200 

980I d ., , . . E' d . ¡ = -
6
-- e .una centes1ma. s . cc1r que aun en e caso. menos 

3 200 

favorable el error que puede resultar· de este medio de abreviacion 
es menos de un tercio de una centésima; será pues, menor en todas 
las deraas circunstancias mas favorables. Así que, se podrá sin rezelo 
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N-~ . 

tomar el cuociente 
2 

a por equivalente á b siempre que el ¡. 

número de cifra~ del cuocie~te sea menor que el de las que haya en a ¡1 

103 las mismas reflexiones que hemos hecho sobre Ia ecua• ' f 
N-,,• b• cton ¡,; 
---- - :::: b +--, y que nos .han conducido á la fórmula d J! 

apr:'!.:macion 
26 

e tl 
N-as 

b=----, 

nos hacen ver un método de ap::ximar por medio de las fraéci · I' 

nes ordinarias cualquiera raíz 1ncom_ensurable. En efecto, despucs ~ . ; 
haber hallado el número entero a que mas se apro¡¡ime á la r~z 1 
exacta del número propuesto, la parte b ;:¡ue falta, debe ser un ~1 

b• t 
quebrado propio; -;;- será otro quebr~do mucho menor que b I do ¡ 

lt 
consiguiente será despreciable , y podrá mirarse como exacta la f6r. t· 
mili · 1 

N-a• f •=--- t 
2~ ' 

A_ fin de manifestar c6mo pueda esta f6rrnula servirnos para I!: 
aproximar cuanto queramos la raíz repitiendo una misma eperacibn Í 
propongámonos extraer la raíz cuadrada de 2. Desde Juego vcOW: 1, 

que I es· el entero que mas se aproxima á esta raiz: y que N-..!. 
. ~ 

- l • :r 
-.. -• S1 pues su ponemos que sea lt-=. -·, la raiz aproximada del 

JI . ,. 2 

/ l . 3 
numero prop11esto será I -~- 6 -• Haciendo añora a: ..l, 

~ . 2 , 

. N-a 2 
, 1 · 

será 2ª :::-~; Y supon'iendo que sea h=--1
-, la 

•~ ll 

.raiz mas aproximada serd -1__ _ _!_, = 17 • Haciendo de •nuevo 
2 l 2 ll 

17 , N-a• I · 
·
11=tt • será . 

24 
=--

408
; y supon'iendo que11eah= 

I 
- ,.,0'8 , fa taiz au'n mas aproximada ser~ .!.1._ _ _.:_;:: 

.u. .408 f 

1
1 

'~ 
i,;, 

JZL. Del mismo modo p~drá continuar sin término:de la aproxl-
408 

~acion , de&ignando p0r a . la raiz que .se haya acabado .ele hallar, y 
N ,, '· . .. , 

' ' -, ... ''* 1·~•. \ . 1 . 

su poniendo que sea b =. :ia • ' · 

104 Para aproximar la r.aiz:cuadrada,·de 'tlna frac• 
cion cuyos términos no sean cuadrados perfottos, el 
primer medio que se nos presenta .·.es extraer a_ptoxiwair 
damente la miz del npmerador y 1a del denominadot; 
pero rel:lexionando un poco, echaremos de ver' q-ue pue
de en todos casos ser exacta una de estas dos raices ha
ciendo que. uno de los términdsJ>~e la fraédon, ¡>Qr 
ejemplo el denominador ,,s~a:tm cuadrado_·. :perfecto:. le 
:cuaL1se7 .consigu,eimaltiplicando¡ los ,d:os tSrmino~1de la 
fracdon propuesta por su denominador. Si tuviéremos, 

p6r ejemplo ~ que extraer 1a ra1z cuadrada de - 3-, 
7 

trasf ormare~os, esia Jr.abcion en: , .. ,.IH 1. , · \' : ,;, : . , 

7x7. 49 
multiplicando sus dos términos por el denominador 7; y 
siendo 4 el -número entero que mas se aproxima á l-1 

raíz de 2 I , será ,.i_ la raiz de .!_ , aproximada d~ mo: 
7 7 " . . •· 

do que para ser exacta no le falta ni ~-
7 

Si deseáremos mayor aproximacion, será necesario 
convertir, .por lo mencis 'aproximadamente,: la ,fraccion 

• En el comp1emento' de este tratado daremos otras' f6r~ulas genera~ 

les mas o6moc1as para aproximar cuanto se quiera las' raíces incomensura

ble& de cual4uier grado que seall. .. . .::) 
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propuest~ i en otr~, f,~Y~ deno~uinador sea el cuadrad/¡ 
de un número mayor que 7· . . t 

Si queremos, .por ejemplo, 'que ·Ia miz se. diferel], ~ 
cie de la verdadera en.~menos de _/5 , ·trasf9rmareniosi f1 

en el número equivalente de 3ocientosveinticinca'Vos,~ 1 

decir, en otro ·quebrado· cuyo de1iominador sea :el cua. 
drado de 1 5. De este modo tendremos ( Aritm· .. §. II6, 
pág. 193 en la nota.) ·el quebrado / 2~, que se diferencia ; 
c\.e:t .e-,.1me,nc¡¡s:de ~ 5,; y pnesto qué la rúiz dé.-M,.sesrha, .f 

lla entre ts, y ff; aproximándose mas á ésta se.guúda frac, .i 

cion qúe á la .primera •por estar 9 6 nnas cerca de r 00 J, 
que d~ -~ I, _es ~onsiguiente _;ue_ ~~ Ó ¼~ sea l~r._raiz de f Í: 
con d1fo1enc1a .. ae ,menos de.7s, · · .. , , · . ¡ 

• 1 : Haciendo us:o dé las decimalesH para apro~imár"'1a f 
tíliz clel .nunié:r:Etdor de la·fraccion !! ,d1allarell'!o&'i:4uela tf 
raiz de .. i I es,. próxim~meote 4,5 ~3; y de co::~ig~iente · 
la rai~ 'd~ · ú ó· de sn eq\~¡ v~lente J. setá ''!!J.?.L; y·· efect 
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tuando la division indicada ¡resultará,.o,6 SS ; miz.apro1 
ximada hasta las milésimas. Para::que en esta última di, 
vision sea siempre número e11téro ef divisor, se hace que 
sea cuaanJd..o pe.rfecto· el denominador del qtiebrád?,cu~ 
ya, raiz. intentemos extraer; ·y para es.to no'. siempre es 
necesario multiplicar ambos términos p.or el denqmina• 
dor. •Si , por ejemplo, hubiésemos .de extr~et -¡~ :ra~ 
d_e f; multiplicando por 2 .sus términos , tendremos la 
fraccion eqúivalente :t, cuyo denot11inador es cua, 
drago.· 
. · Conreli .misnw,obj:eto ~e I~allar aproxinJada111ente 

1a raiz de un quebrado ordinario cuyos términos no 
se_an ,cuadrados ,perfec;tos ,.~e _le ~_u(;!l,e, 1;ed_µ~ir previ~n,e~te 
á d ecimí\l ;_ y se. extrne la. rai.z d.e . este nuevo qµeq(ado 
equivalente al propuesto, En caso"qu~.~$te no,sea .exac• 
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tamente r~ducible, á qecimal ,. s,e to~~,:en1 la/e~.ucdon., 
un número d'e cifra$ doble dd que nos propongamos 
bdllar en fa ráiz. :Prdponiéncrdn'os·;-:por i:jen1plo:~ :apro¡.1 
:xi mar hasta , las -milésimas la ráiz:: de f ; coüve'.tiremos 
esta frnccion en la' deciriutl' equivalente·· o¡:4 i.8 15 7 1 ; y 
extrayendo lz;faiz.deíes~a, última'. fracci°?1~a~1a~.e.m,os q11e. 
la raiz de 11. está entre,Jb,;6 f4 -:yqo;6 ~ p ·::d::-1 ,b ·( "~":; ~,., 

I os Con estos éoMdmientos . nos :halldmO'S ya en 
estado de resolver·.iodas las ecuaciones, en las cuales no 
-entre mas que fa segunq.a potencia de la: incógnita com-:; 
binada con cantidades conocidas. i: \;,' > ,. · ¡ .• , · iú:11 ... l ... , 

En efecto, si,¿otifeírhn~: ad.as- ''15e;glas del §. I I re
unimos en 11,n solo miembr,.01 'todos los tfrminos que lleven 
esta potencia , J la dé~pejamo".r: J~ stts multzplic~dores y 
di-visores, tendremoF.el i/alorA~. za inc6gnita extra;1endo 
la raiz cuadrada éief-oúo miembro, 
::2 , Sear? p'ttCejeruplo:, la ,e~mrcion, .,,. ·.' 

· . .,,¡,--, .,,., s,l,,'-...!..•8·;__·,c,-i;it,,>,!I., r , .. 
,f ~1,.,.) ~ •••• ,,., 7.w ... , ,; ....._:tT ,.,3,w ,, .. , ,., ·~ 

.. ,Habiendc:r ,cl:esapar!::cér; los,;tfivi~ores hallamos .· desdq 
!Úegó:: :.1. , ,:, : .. · . 

I 5xg- I 68 = 84- 14x~; 
i1~siada.né:lo 'al·primer·mieqibro:e1 término 1-4i2 y ·al se
gundo el término I 6 $ , resultará :. 

_ I 5 xf+ 1· 4x=· = 84 ~- t 6 8 , 
~ : 29x == 2p,:. ,¡ 

Conviene advertir-que para .indicar la raiz, de la 

fraccion ;~ ·hemos heé~10 'd~scender el signo·v.::.;¡ ,~~~j 
por bajo de la línea que separa al num<frador .5,leLdeno-
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•, · · , ' ✓ 2~2· . t minador. Si hüb1esemos escrito ~, es n · expreslon 
1-9 

nos indica.ria el ·.cuocie.mte que da la .raii cuadrada del 
númer~ 252cuando se:Ia divide por 29•, resultado di. 
ferente del primero 1,,;en ~l cual debe efectuarse la dlvl, 
slon antes de.'.extraer la miz, ó habxá qtH~ extraercj01 
rai~es y dividir lx ~na: pqr la Mm,: i 

. , , Sea además la ecuación, literat , 
i ( ') ax'J, +b•3 = c:v• +d1

; 

y,rseperando:d:ehrnislll~L,mode que. e11 l,a anterior, ten, 
dremos sucesivamente .?::' · ':',; 

,,?- _r..r~ ·1 .i/:1~2 ,~,J·.i~,~ :::;::·d·}~~b.~~,r1· t ~)~;' ''í 

. i', ~ d3~'b' . 
:.v-·~ 
.. a-e 

' ' 

Haremos observari;con esta .o.c:.h.~iQO qm,i ~\.J.QO~o se 
haya de indicar la raiz cuadrada de una c.rntidad com, 
plexa, es, necesario prolongar la línea súpel'ior d~I :signo 
radical, de modo que quede debajo de ella tqdarrli 
cantidad. , _ r ...... ~ ,~·: ~:.:: :~- ~ " 

, . Lw iaiz d; 1~ cantidad ·4aQ b~ ~b\+ t7~ se.rescrlbita 

así: V 4c{' b - 2b 3 + f 3
; , .. 

ó de este otro modo:., : · 

V-(4a~b¿'~b~+cº); 

sustit.nyendo á la línea superior del rndicnl un pnrén• 
tesis· que. comprehenda tod.i_s las.porte~ d~ la. c1l'~tida~ 
cuyq r.aiz se ha de ex¡raer _i y esta. (ti tima c:xp1·esion de• 
f1J-'prefedrse'~·la prhnef{(~'. 35'): · ,• •' · '· ·· · 
~ :¡ :.<En general á toda eouacion. de segu11do grado de 

I>lt AI.GE;BRA, . 2 t 7 
lí'l especie de las que aq11i co11siden1mos,: se:le pod1á 
dar por medio .de la .. trasposkiori de. sus·, términos fa 
.forma siguiente: .. • 

px-,"'' •,- S •J,''I' C +~ e~ ' : 1 \.,• -=a~ 
; .'i.-'·. 

.de.si gna~do por L el. co~fü;:ietit'e de .·1{ ,. sea eJ que,. fue-. 
!, ,· ,, ' . tJ. ' ' ' . ' ,• ' :,., . • 

re; y de esta última ecuacion deduciremos: 
z ·. /Jt}. 
x=-; 

1' 

. x= Vªi. 
p 

1 o 6 Pudiéramos ya mirar: como resuelta la ecua
cion general propuesta,. ttna, vez que la fórmula c¡ue 
hemos deducido de ella nos manifiesta una serie de ope
raciones aritméticas que ya sabemos efectuar, y que 
efectuadas nos han de conducir seguramente á la de
terminacion exacta ó apro:x.iq:iada del número descono
cido. ,y á la Verdad, nada habria que aña~iir á lo dicho 
si jamás se hubiesen mirado como símbolos de verdade
ras cantidades las expresiones t1lgebráicas realmente ab
s~udas, designadas comunmente con el. nombre de ca1t

tidadcs negativas, . Pero luegp que se some~ieron al 
cálcnlo·aquellos símbolos ~ori10 si repr.esentasen una cier
ta especie de cantidades, era consiguiente que todo nú
mero que se nos propusiese ,:;omo un cuadrado hubiese 
de te_ner no una sola sino dos. raices; porq no. se pueden 

· en todos casos designar, no dos cant(d.ides, sino. dos, 
, sí1uholos qtie ~ometidos á' la mismfl operacion a\gel)l'áica 

de.o. poi' resul~ado el.que repre&enta ,al nú hJero propuesto. 
'. . En efecto, la ecuacion x" == 2 5 nos indica q1.1e ,'l: 

~s la. cantidad' que .~levqda al cuadrado ó multiplicac;la 
TOMO II, EE 
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-por sí tnisma, produce. 2 S.; f ~orno algehráicamente ha: 
'blando no solo -+ 5 mult1phcado por -+- 5 , sino taltlbien 
- 5 multiplicado por :- 5 produce 2 S i es consiguiente 
que de la ecuacion propµestá s~ deduzcan estas dos: 

l ... 

x=-HS; 
,~-.-5. ' . 

l>ot la misma razon d~duci;~mos ·de la -~ctiacion. 
general 

estas otras dos : 

X. + v~;;" • 
'P' 

..:.. ... J.~ 
.t~; V, ·-.-... .. p 

Estas dos expresiones se suele·n reunir en la siguiente: x--1-v~ · · , -- -¡;, . 
en la cual el signo doble ±, que se lee mas 6 mrnoi¡ 
indica que al valor. numérico representado por , · 

V ª'l 
p 

se le puede anteponer cualquiera de los dos signos .:i, 

ó -; y que tanto con el uno. como con el otro satisface 
á la eci1acion algebráica propuesta, · 

· De lo dicho resulta la regla general de que se de; 
be anteponer á la 1·aiz cuad1;ada de cualquiera ca11ti, 
dad el signo doble ±, • · . 

Habieridó la misma razon para aplicar esta regfa ~l 
primer rúiembroc. que al segundo, se podria coh fünda1 
mento decir ·que de la ecuacion .x- 2 = 2 s, por ejen1plo, 
no solo se deduce x::::::±: 5; sinó tambien±x=± s; en 
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la· cual estan comprehendidas no dos, sino. las c_uatro 
ecuaciones siguientes: 

1 

+x=+5; +~=:f; ....;x=+s; -x=-·5. 
Pero observando que con sol.o mudar,. como siempre 

nos es permitido, los signos de los dos m_iembros de las 
dos últimas ecuaciones resultan las dos primer"s, se echa 
de· ver -que• a4uellas no. s,.e,di~tinguen reahneete. d,e .~stas; 
y que de consiguiente de la ecuacion propuesta se de• -
anee solo X=..¡.. s , en la cual estan comprehendidas 
estas otras realmente distintas: 

x=5;x:::;:-5 .. 
.Por .esta: razon .. se dice que toda ecuacion .de se .. 

gundo grado nos da dos distintos .valores de Ja incóg• 
nira, en vez de que ninguna ecuacion del primer gra
do puede darnos mas de un solo. valor de la misma in
~ógnita. 

107 Si despues de haber despejado la segunda 
potencia de la incógnita, y haber eje.cutado todas las, 
reducciones que sean posibles en las expresiones de las 
cantidades, resultare con el signo----., ó como dicen, fue
re negativo el segundo miembro de la ecu.acion, será 

. imposible asignar, ni auri entre los meros símbolos alge
br4icos llamados cantz'dades ncgatÍ'vas, uno que repre .. 
sente el valor de la incógnita; y por t.anto' sedt entera• 
mente absurda la ecuacion. 

Si, por ejem p\o, tu viésemos esta : . 
,;, 

X +25=9; 
y de ella dedujésemos 

~ 

X =9-,-z5; 
X~=- IÓ; 

veriarnos que ni + 4 ni - 4 pueden ser el valor de la 
mcógnita, porque tanto -+- 4 como - 4 multiplicado 
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por sí mismo. produce+ 1 6. Es pues enteramente ?b~ 
surda la suposicion de que- I 6 pueda ser un cuadra. 
do, ó ae que ·•ptiecla' te~et n1iz cuadi'ada, exa·cta ni apro
ximada. Esta absoluta imposibilidad se expresa diciendo 
que la raíz cuadrada drt t_oda. cantidad ncgati'Va rs 
imáginaria. · · · : . •· ·. · , . · . · · · , 
.... Lo que e1i realidád quie1'e.esto dec17 ·es qUt1•ladór¡ 

' .. 
mnla x=+ V . 1 6 y todas las. de mas seme1a"ñtes,, ~~ 

las cuales para hallar el núriiero incógnito se •nós.•pres• 
cribe una serie de operaciones ~impr,acticables, son indi
cios 'de algun abs~rdo' que contieil~n.ila e'ctrndoniy la 
cuestion de donde hayan pr'ovetiido. D~ este"''ahsurda 
ó de esta incompatibilidad entre las; coridicioheS' de los 
problemas que ·dan. origen· 1á 'ésta dásé de fórmulas; 
hablaremos con alguna n1ayor exten~ion mas adelá1Qle1 
Lo' único' qú~~ por óhóra:;a8.vehire1i10s es que rro-!e la 
debe confundir con la que hicimos notar ( §'. 5 8) en los 
problemas del primer grado, en los cuales una simple 
mdtacion del signo de la incógnita haéia';posible· 1la 'sii'lú; 

. cion que 'antes no lo era; ~n vez de que: en 16s dehe, 
guhdo, de qtie ahoit't tratamos, seria. nécesatio para1 que 
desapareciese la imposibilidad h1~1dar el signo, al cuadra, 
do de la incógnita.· · 

108 Hay ecuaciones de segundo grado coniuna 
sola incógnita, qúe contienen no solo la segundl). poiéncia 
de esta, sino tambien la primera , y ademas unp ó ma1 
términos en los cu a les no se halla· la incógnirn. Estas. 
ecuaciones, conocidas con el nombre de Nuacionncom• 
plctas de segundo grado, deben tener por consiguiente 
tres especies de términos i que son: términos e·n fO's·iiJtt• 
lés se halla el cuadrado de la incógnita;' otros quecQn• 
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tiene.n la primer potencia de la incógnita'; .y'.otros por 
último enteramente conocidos. Tales son las esuaciones: 

i"-4x= 1 ?,;'4x..:..tx" -4,- 2x. 
La primera de estas ecuaciones es mas sencilla que 

la segunda, porque solo contiene un término de cada 
especie, y porque· en dla el cliad.radb de x está tomado 
positivamente., y solo tieqe por coeficiente :á• la .·unidad. 
A esta última forma se deben siempre reducir las ecua.: 
ciones de segundo grado antes de resolverlas; de mane
ra que toda ecuacion completa del segundo grado se 
puede representar por esta: 

2 
· X +px~q, 

indicand~ p y q cantid~des conocid~s positivas ó nega-
tivas; · . 

Para reducir á esta forma las ecuaciones que se Út>S 

presenten en otra distinta , nds valdrernos de los. srguien~ 
tes medios : I. º trasladaremos ( §. I o) á un solo miem~ 
bro todós los .términos en que Sé 1ha1le ,la inéógnita,, y a~ 
otrp miembro_'todo"s los rJr:ittihós. enteram~nte con9_;CÍ<l'(i)S:, 
2 .º mudaremos el signo de cada üno de·l:os téqninos de 
la ecuacion para hacer positivo ef de xº si antes fuere 
negativo ( §.: 5 7): 3 ;? ·di vidirémos todos lqs 'té'rminos de 
la ecmaci0n por;el multiplic~dor de x• si tuvier.e ialg,uno 
este cuadrado ( §. II )'; ó: lo's: m1:1h~p]!:Caremos por el d.i
visor'• deV,mismo Cúadr:xd:o 'en ·.cas'o qúe e_sté d'ividi 4 

do (§. 1·2 ); . 

Aplicando lo dicho á la ecuacion 
4.x ~1~2

-:::--4 ::- ;.'f, 
trasladaremos en primer lugar al prin,er miembr.o t_odos 
los términos en que se halla la incógnita; y asi ~endr~mos: 

-fJ:z+ 6.1:=4; . , ' ••, 

en seguida cambiaremos todos Jos signQ~ para hacer po- . 
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sitivo el t~rminó en que se halla el cuadrado de la¡~, 
cógnita, y resultará: 

. fx 2 
- 6x :::;::- 4; 

multiplicando todos los términos por el .divisor S ; ten. 
dremos: 

3.1/-3ox:::;::-2.o; 
y últimamente dividiéndolos por el multiplic~dor 3,

1

se 

trasformará en 
.i·z- rox==- \º. 

, S.i comparamos esta ecuacion con .la general 
~ 

X +px-.:::::.q 
tendremos en este caso particular 

.. p=- 10; y q=- ~¡. 
109 Despues que esten reducidas á esta forma la; 

ecuaciones, para resolverlas deberemos tener pre~ente · 
'lue ( §. 3 4) el . .cuadrado de, qna cantidad comp\le~t¡¡ d~ 
dos términos contiene en todos casos el cuadrndo d~í 
primer términ9, el duplo del primer término multlpll• 
c.1do. po~ el.segundo, _Y el ct1~drado del segundo; y qqe 
por cons1gu1ente•,el primer m1etnbrn de ln ecuacio11 · 

,,.;i . z b · . :·- , , . • .., -:-i-•!2-ax+a ·= ,, ,. , 
en la cual a y )b son cantidader conocidas ' es el cu~dra• 
do perfecto de x+ a. Se la podrá pues dar e;ta forma: 

· (.i·+a)(x+a)=b. . ·r 

: Extray~nd~, ahora. la. i:aiz c~iadrnda del prim~r 
nuembro , é rnd1cando la misma operacion en el segun~ 
do tendremos: · • · 

x+a=±Vb; 
cuya ecuacion es solo de primer 
nier1do da : . 

grndo; y trirspo• 
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Se resol vena pues con facilidad cualquiera· ecnacion 
de segundo grado si se ·la diese la forma de 

2 \ : . ., 

x + 2a~+a' =h; 
es decir, si su primer miembrq fqese un cuadrado. 

~ho1:a bi~n, el prirn~r ¡,_,iemhro de ia ecuacion ge-
·neral ' · · · x~. + px .:_ q , •· e : . ", · ; · 
contiene ya dos tét·~:ittos, que se pueden considetati co
mo dos de las tres partes del cuadrado de un binomio; 
~sto es, x\ que será el cuadrado del primer térmi-90 x; 
y px, que será el duplo del primero mulriplic.1do por el 
segundo, el cual por consiguiente no puede ser mas de 
la mirad de p ó ½'p, Para completar el cuadnído del bino
mio 7 +_¾ jJ, se necesita todavía el cuadrado, del segun .. 
d?; ,te_rmmo ½ p; pero e's fácil formar este cuadradd puesL 
to que p y f p son cantidades conocidas. Si pues núadi, 
mos el cuadrado ¼ p' al primer m-ienibro; añadiéndolo 
igual_mente al seg~ndo para conservar la igualdad , con
seguiremos que·el pdmer iúiernbro sea :elcuadrado com¡. 

. plet_o del bi?onüo X+f p, ,sin que defe ,de.Se(,eiuern,¡. 
mente conocido el ·segundo miembro. - . · 1 

• 

De este modo la ecuacion general primitiva · --
• x.+px=q, 

se trasformará en . ,,_ . ,,_ ... 
. . . x +px+¾P _;_,q+¾P~; , • 

y siendo el primer miembro de esta. última el cuadrndo 
de x +½f; si extraemos la raiz de ambos miembros ten• 
dremos: · · 

. \/...,..,,,__ ..... 
x+¾p-.4-- . q-r,¾p"; (§~. 105 ); 

y trasponiendo resulta: 

x-:::: ..... fp±V.q+!,¡pº; 
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:en'..li eual ;estali comprehendidas estas dós: 

~•:.:~fp+V q+¾l; 

--• I r • x=~{p- v q~-¡J! . 

Si al ~iempo de extraer la rai:z h:mos dado ~l si.in9;* 
. al segundo términq ½P del bino,tmo cuyo cuadr.ado:Se 
h:illaba en el. primer i:niembro · de la ecuacion, ha sido 
,porqtie ,e1a1 positfvo .el~.seg~w~fo término de,este mient; 
1bro,;.·p~to.~n cás9 qn;e .seá; ?éig.ttivo, se debe.rá poner cl 
signo- á la segqnda parté clel,_binom!?, p~rque el cua• 
drad.o :,;11. - 2ax + a• corresponde al b111om10 x-a. 

Teniendo ya 11esuelra la ecuacion ge11eral completa 
del segundo grado, p.ode1:110s mirar con~o igtialqiente re. 
s~1eltas todas las particulares del mismo grado, refiri;ndo 
,cada tina rle estas (da general 

x'+px=q; 
ó. efectuando inmediatamente en cada ecuacion que se 
nos proponga., la misma serie de operaciones que acaba-· 
mos de ejecutar, y que se prescriben en la regla si-

. guiente.: . . . .. · 
Hágase un cftadrado perfecto el primer mi'embro de 

la ecuadon proptiesta, a1íadiendo á los1 dos mfe,mbros el 
cuadrttdo de la mitad de la cantldad.conocida que mul
#pllque á la primer.a potencia de ia incógnita; extrái, 
gase dJ.spues. la ra_iz cuadtada duada miembrp, obser• 
'Vando que la del primero ha de componerse de la in;qg• 
nita y de la mita4 de ta cantidad conocida que la mul• 
tipliqúe en el segundo tdrmino ,to·mada co1i'cl signo de este 
mi'smo término; y que la rai'z del segu,ndo,,mier!lb,r,o,,dtbe 

estar con eJ signo doble±, J lndicada con el signo v', sino 
\ ·. " ' ' 
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se la puede ext1·aer inmediatamente. Por i¡ltimo, .despé-: 
jese la inc6gnita trasponiendo al segundo miembro la parte 
conocida que la acompañe en el primero. 

Propongámonos ya algunos ejemplos. 
r ro Hallar un número tal que en ·alíadiendo su 

séptuplo á su cuadrado la suma sea 44 . 
Representando por x al número desconocido, la 

ecuacion fundamental vendrá á ser : 
ll 

X +7x=44; 
la cual tiene desde luego la forma que debe, para que 
inmediatamente le apliquemos la regla que acabamos de 
establecer. Tomaremos pues f, mitad. del coeficiente 7 
que multiplica á x, y elevando aquella mitad al cua
drado resultarán 51-, que aqadidos á los dos miembros, 
trasformarán la ecuacion propuesta en la siguiente: 

x2 +7x+ 49 =44-1-' 49 j 

. 4 4 
la cual, reduciendo el-segund0 miembro á una sola frac-
cion, vend~á á ser estotra : . 

X" + 7 X+ 49 = ___:_.:i_ • 
4 4 

La raíz del primer miembro es, segun la regla an-
terior, X+f; y la del segundo es rf. Tendremos pues la 
ecuac10n: 

X+f=±rj; 
de la cual se deduce por último: 

x=-f±~s' 
equivalente á estas dos: 

x=-f+X,s=¾=4; 
x=:-f-\5 =- 2./=-: I I, 

El primer valor de x resuelve la. cnes6011 segun 
está propuesta_ y sin necesidad de hacer alteracion al-

TOMO II, FF 
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guna e11 sus condiciones ; puesto que si x = 4 , será 
· · x'"= 16; 

7x= 28; 

y la suma x~+7x=44. ' { 
Por lo que respecta al segundo, estando precedido 

del signo - , y convirtiéndose 7x en 
7x-rr=_;77, 

es claro. que en tal caso el séptuplo deberá restarse del 
cuadrado del número, y que de consiguiente · para que f 
el número I 1 satisfaga á la cuestion es indispensable 
modificar su propuesta de modo que venga á ser esta: 

Hallar un número tal, que en quitando de su cua
drado su séptuplo , resulten 44. 

Asi que d valor negativo viene á ser aquí, lo mis, 
mo que en las. t1cuacio11es . del primer grado , un indl, 
cio de cierta modificacion, que debe hacerse en la pro, 
puesta del problema para que satisfaga completamentea 
todas sus condiciones la misma cantidad sin el signo-, Por 
manera que aunque toda ecuncion del segundo grado ten, 
ga dos soluciones, no por eso tendrá siempre dos solucio, 
nes el problema que nos haya conducido á la ecuacion, 

Si tradujésemos al lenguage algebráico la cuestion 
que hemos propuesto últimamente , tendriamos esta 

• 2 . 

ecuac10n: x -7-x=44; 
y resolviéndola resultada: 

'l 
X -7x+4-t=44+4-,;"; 

2 ' 

X -7x+.12.=•4•J.; 
4. 

x-f=±\.t; 
x::::t±';; 
"'- 7 +.!l-••- Ir• w-¡ z --¡-- ' 

X=f-·~l =-¾=-4• 
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En esta solucion es facil advertir que e1 valor que 

en la anterior era negativo se ha convenido en positivo, 
porque satisface exactamente á 1~ nueva propuesta; y · 
por el contrario el valor que antes era positivo, resulta 
aqui negativo, porque es necesario alterar una de las 
condiciones de la nueva cuestion para que 4 sea el nú
mero que buscábamos. 

Suele pues el Algebra reunir en cada ecuacion ele 
segundo grado dos distintas cuestiones, cuyas propuestas 
tienen entre sí cierta analogía. 

1 r r Algunas veces sucede que la cuestion que 
nos conduce á una ecuacion de segundo grado es sus
ceptible de dos distintas soluciones, sin necesidad de a.Ite
rar ninguna de las•·condi·ciones de la propuesta. Esto es 
lo que por lo comun nos indica el que sean positivos los 
dos valores de la in~ógnita; segun puede verse en la 
cuestion siguiente : 

Hallar un n.úm~ro tal, que,si.á su fuadrado se aña.
dm ·z 5 , la suma sea igual al 6ct.uplo 'del mismo número 
desconocido. · - . 

Sea x este número; y la ecuacion fundamental será: 
X

2
+ IS =8x. 

Ejecutando en esta ecuacion las operaciones pres-
critas ( §. I o 8) tendremos : · 

·x~- Sx=-1 S; 
x~-Sx+ 16=- I 5 ·-1--16; 
x"'-8.x-1-16:::1; 

! 

X .-4::±-I ;· 
X= 4± I; 

X= s; 
X =3• 

Siendo, como se ve, poútivos ó sin nota alguna de 
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absurdos los dos valores de la incósnita, es de iiiferir 
que la cuestion, segun está propuesta y. sin necesidad 
de modificacion alguna, podrá ser susceptible de doS'so. 
luciones .. Y en efecto, si al cuadrado de S se }e aña, 
den ,1 S, :resultan 4.º, que es 8 veces 5,; y si al,cüa• 
drado ~e 3 le añadimos r 5 '. r.es ulta1~ 2 4 , óctuplo :de s; 
Se venfican pues en dos d1~t1ntos numeros fos condicio. 
nes ·que comprende la propuesta del probfoma. 

112 Ott~s,veces resultan negativos los ~os ·valo, 
res; y esta circunstancia nos indica que no ~s ·posible 
resolver la cuestion propuesta, sin alrerur de. tal modo 
sus condiciones que venga' á mudar .de signo el término 
en que se halle la priq1era potencia de la incógnita·¡ ,Su.' 
pongamos, por. ejemplo , que la cuestión traducida al 
leoguage algebráico esté cifrada en esta ecu«don:: 

. . .,,~__._s.., _ _L6--"·· ! 
•.. ,· 1, .:i.~•-r_, "",.... ........ ,:"'' 

la cual nos está indicando que buscamos un núm~ro t11• 

yo cuadrado sumado con el quíntttplo del mismo número 
J con seis unidades mas, dé por suma el nítméro dot; 
y aunqt1e lo absurdo de esta cuestion se deja conoc~r 
á primera vista, es importante averiguar cómo nÓ's lo 
manifiesta el Algebra, porq~e nos indicará al mismo 
tiempo la modificacion que debe hacerse' en la propues, 
ta para que dosa parezca enteramente la focompatibill, 
dad que ahora se advierte entre sus condiciones . .En 
efecto , resol viendo la ecm1cion propuesta hallaremos 
suce~i va mente : 

.1/+5.i·=-4; 
~ 

:& + 5x +~-=•;-4=¡; 
X+¾=+¾; 
:t --1.+l.-- l • ¡- 2 2 - J 

:,;:::::-l.-.s.--4 ' 2 :.l- • 
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El signo - que antecede á lo~ d.os números I y 4 

s~ puede mirar no solo_ como uná nota del ª?sur?º q_ue-. 
envuelve la cuestion segun esta propuesta, srno t~mbteu 
como un indicio de que si en vez de. sumar el quíutu• 
plo del númer?. ;d~1co~o~ido c~m .. su cuadraqo J con 6,1 
se hubiese de restar aquel quíntuplo de la .suma de las 
otras dos cantidades, satktar-ian ;cofapletamente á la cues
tion los dos números I y 4. Por manera que para que 
desaparezca la incompatibilidad 9ue babia entre las 
condi.::iones 'de la. cuestio11, es indispensable proponerla· 
de esta otra mat,era : 

Haliar un número tal que si de su cuadrado se 
resta su quíntuplo, y al nsiduo Se /1 aiiade el número· 

6, nsuJtc el '1zúmero 2. 

· Esta propuesta, traducida al lenguage .algebráico,, 
se tra,forma en la siguiente· ecuacion: · 

.x"-5x+6=2; 

de la cual se deduce que coa1qúiera de los dos núme
ros I y 4 tiene las cohdiciones que abraza la nueva 
cuestion. 

113 S~pongamos que se nos haya propuesto el 
siguiente problema: 

"Di'stribuir un número p m dos partes CUJ'º produc- . 
to sea igual á q .. 

Indicando por x una de estas parte~, estará bien re
presentactaia otra por p-x; y su producto será px -x~; 
tendremos pues· la ecqadon 

px-x~=q; 
ó mudando los signos:, 

,. 
X --p,,:=-q; 

y ~esolviendo esta última ecuacion hallaremos: 
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x=f_p4-V;}p2-q. 

Si particularizando la cuestion ~iciésemos 
p-:=. IO y q= '.ll, 

tendriamos.: x.= 5 ..,,_..¡ 2 5 -~ _,,. 

.x== 5 ± 2; 

x=7; 
x=3· . 

l¡,$. decir que. Ufiíl ~e l¡¡s part~~ seria 7, yla otra seria 
por consiguiente I o - 7 Ó 3· 

Si, por el contrario, tomásemos 3 por valor de z, 
fa, otra parte seria I o - 3 ó 7; de manera que las dos 
soluciones de la ecuacion no vienen á ser mas d~ \lnt 

sola de la cuestion segun esta propuesta; porque la se, 
gunda no es mas que una variacion en el orden delas: 
mismas partes que se han determinado en la primera, 

La formula que hemos deducido de la ecuacion 
p:c-:i/ =q manifiesta que en la cuestion de que se tra• 
ta no se pueden tomar indistint¡¡mente los números p 

y q, porque si q fuere mayor que l.:_ ó que el cua• 
/ 4 

drado de fp, el residuo representado por el binomio 

:• - q seria negati~o, y vendríamos á dar con el in• 

dicio de absurdo, de que hemos hablado ( §, I 07), 
Si hiciésemos, por ejemplo, · 

p=12 y q=45, 
restiltaria: 

!l. 

I 2X-X =45; 

w=6±V36-45=6±v'~ 

DE ALGEBRA, 2 3 I 
Juego con estos datos _seria imposible el prohle:11ª· 

Sin embargo~ as1 como. los valores negativos de la 
incógnita nos manifiestan no solo la imposibilidad de re-

. solver el problema, sino tambien el modo de rectificar 
sn propuesta ;_ los valores ima~inarios pue~en servi_rnos 
de indicios de que para ser posible la soluc1on, debia _la 
propuesta ser tal que re.sultase cambiado el _sig?o 1el tér-• 
mino en que se halle el cuadrado de la rncogmta. En 
efecto, si en vez d.e la ecuacion 

I 2 X -. X
11 = 4 5 , 

á la cual nos ha conducido el problema particular pro
puesto, hubiese resultado cualquiera de estas: 

x"+12x=45; 
x11-~ 2x=4s; 

hubiéramos obtenido las siguientes expresiones de los 
valores de la incógnita: 

x=-6±v's7" =...:.. 6 ±9; 

x=6±v8, .· 6 4--9; 
eñ las cuales han desaparecido enteramente los sfmbo• 
los absurdos qne resultaron de la ecuacion propuesta, 
y que_ nos dieron á conocer la imposibilidad de resolver 
el problema qoe nos ·condujo á ella. 

Las expresiones particulares 

v- 9; 6+v- 9; 6-v-9 .. 
y las generales · 

1 ...¡._b; a+v'-,b; a-V-b; 
y en una palabra, todas las que sean ó contengan rai
ces cuadradas de cantidades negativas son conocidas con 
el nombre de cantidades imaginarias; pero con mas 
exactitud deberian llam¡¡rse símbolos imaginarios , por· .. 
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que representando· el resultado final de operaci'on , · ' es 1nt 
practicables, no pueden ser cantidades, sino unos · • 
· · 1 Vano¡ 
s1mu acros qu~ hace.n las 1:eces_ de l?s verdaderos valo~. 
res que se hubieran obtemdo s1 hubiese sido posibl 

1 
cuestion de donde hayan dimanado. e a 

Sin embargo, los algebdstas lejos de haber de ., • d , 
1 

. . spre. 
cm o enteramente. estos simbo os imaginarios, no 1 
1 h . d . ¿· . d . soo os an mira o como In 1c10s e la modifi.cacion 
debia hacerse en la propuesta de la cuestion , sino. que 
d l h 'd ' 1 · · que a e mas . os an. somet1 o a as operaciones del cálculo

1 
como s1 representasen verdaderas cantidades, po 
1 . b' ' d l b · . ' rque 1an visto que com man o os a¡o ciertas leyes y re-
glas desaparece lo que en estas expresiones habia de ab, 
surdo, y se obtienen resultados verdaderos y reale 
d . fi' . 1 . s, es em ~ ormu us que no prescr1ben operacion alguna im, 
practicable. Esto, que á primera vista parece focd 
prehensible,. no tiene nada de maravilloso, si :Hende;:; 
á que b, por ejemplo, es un símbolo de una verdade, 

ra cantid;1d, y á que si-by y-::-¡; no lo son, es por• 

que re?resenta n resultados de operaciones impractica, 
bles. S1 pues para el logro del intento que nos propon: 
ga-~10s en una cuestion, ~esc_u_brim~s una serie de ope• 
ra1..1ones, e11 1.a cual se 1nutd1cen o se eviten todás lai · 
que sean impracticables; deberá ser re.11 y efecdvo el 
resultado final.x . . 

. I _r 4 . Desp~es de co.nocer , por medio de las raiw 
1mag10arrns que aparecen en el resultado final d~I cal• 
culo, el_ abmrdo <l~ la cuestíon, es natural que s.e de¡ee 
.descubrir entre_ las condiciones de la propuesta 

I 
cual 

1 De esto daremos algunos ejetnplos mas adela11te, y sobre to• 
do en el Complemento det Algebra. 
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de ellas sea el origen de la imposibilidad de la solu
cion. Concretándonos , por ejemplo, al problema ge• 
neral propuesto al principio del párrafo anterior, podre ... 
mos hacer la reflexion siguiente: 

Si representamos por d la diferencia de las dos partes 

del número prop11esto, la mayor será ( §. 3) J!_ + !_, 
2 ,. 

y la menor .f.__!:_ ; y habiendo demostrado en el e¡· em-
,. 2, 

plo primero del §. 34 que 

(L+!_) X (L-!_) = p: -~; 
,. 2 ,. 1 4 4 

es visto que mientras d te~ga algnn valor, el producto 
de las dos partes. del número propuesto, cualesquiera 

que sean estas, será siempre menor que L, 6 que el 
4 

cuadrado de la mitad de la suma de ellas ó del número 
propuesto; y en ll:iendo, nulp ~l va\or de la ,diferencia d, 
ó lo que es lo mi~mo, en si~ndo igu~lés las. dos parres, 

cada una de estas será igual á .L, y su producto será 
1 

p~ · 4 . Es, pues, absurdo suponer que el ·producto de al-

gunas dos partes del número propuesto pueda ~.:r ma• 
yor que el cuadrado ·de su mitad; y todo razona.mien
to fundado en esta falsa suposicion ha de venir por pre• 
cision á parar en una conclusion igualmente absurda. 
Asi que, no es extraño que el álgebra nos prescriba, 
par?, determinar en tal caso los valores de las dos partes 
c!e~conocidas, la ejecucion de operaciones impracticables; 
dándonos por este medio á conocer qne Jno existe lo que 
buscábamos. 

TOMO II, GG 
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_ 1 r S A· poco qne reflexionemos ~sob1:e Jo expuesto 
_ acerca de .la naturaleza de l~s e,cu~c1on~s completas ch 
-segundo grado. con una sol~ t~cogmta, Inferiremos que 
todns ellas ·se ,pueden rednc1r a -estas cuatro · 
generales: · 

1.ª ••• x'},+p.1:=q; -g? ... x~+pa:-=.-q, 
• a !Z 

2.ª ... .i· -:px=;1.; 4 . ... x -px=-q; 
las cuales se reunen ~odas en. esta otra.: 
:l+px=±q. 

Resolviéndolas., ·dedudremo~ 'las~ cuatro fórnnifa¡ 
siguientes:' 

i:ª ... x=-1p±v¾/+q, 

. , 

a' ·r +Vr • ' + ... .i·_= .ii p ---: ' :¡p -, qi' / 

Si examinamos atentamente es~as fórmulas, vendre, 
mos en conocimiento· .,de que las únicas ecuaciones de 
do_nde_ pueden resultar mices imaginnrias, son :las que 
tengan :negativa la cantidad ente1:arnente . .conocida ·1 de$; 
pues de estar :traspuesta al ·segundo .miembro ;:.y ·para 
ello es necesario ,que '.esta cantidad ·sea •mayor -que,,c~l 
cuadrado ,de :la anitad del coeficiente p de fa ,primera 
.potencia de la incógnita. :En nfoguno de los -dernas .ca, 
.sos habrá .raíces :'in1~g'inarias.: pero 'Serán .focomens.u,ables 
. siem_pre ;qne'.,e! valor :numeric-0 del binomio:;qu.e -se hall~ 
debajo ·del signo ;radical ·no sea· :un ,éuaclrado perfecró1 
Todos los valores que :no sean ó no 
imaginarias se Ilaman 'Valo1·es reales.· 
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La última fórmula nos manifiesta que en todas las 

uaciones seme¡'antes á la cuarta, y en las cuales sea q ec . , • 
menor que 1¡p',., los dos valores de la rncogmta, .ora s7a_n 
comensurablés, ora incomensurables, son ambos posm-

vos; por-iue .Y!i' -q: essiempre ~error 4fle f P· 
La pen~ltima fórmula n'os hace ver que en-fas ecua

ciones semejantes: á lii'tercera I cuando q sea n1endr que 
~1~ los valores de la inc6gnita, ya sean comensurables 
4 ' • 

ó incomensurables, serán ambos negativos, porque ½P 

es. siempre mayor q_ue v ¼l :--f 
En todos los demas casos. uno de los. valores: de la 

incógnita será positivo, y el otro. negativo .. 
Aunque· todas. estas diferentes especies de valores 

satisfagan á las ecuacio!Íes de donde hayan_ dirnan~do, 
los positivos. son los únicos que pueden satisfacer a las 
cuestiones enlos mismos té11minos .en°que: e.sten propttes.
tas, y sin necesidad de modificar ninguna de sus condi• 
dones; los. valoresc negativos y los imaginarios no wn 
mas que unos vanos símbolos que nos pueden indicar, 
no solo la imposibilidad de las cqestiones. 1 sino tambien 
el modo de -rectificar sus .propuestas en .términos que 
desaparezca la incompatibili~ad ·q1:1e anteriorme11te ha
bia. No quiere esto decir que todo valor positivo de 
la. incógnita satisfaga siempre á la cuestion segun esté 
propuesta.; pu.es si nos propusiéramos, por ejemplo·, ha
llar un número x menor qut 1 , tal que el cuadrado JQ 
1 - x fuest igual d ¾, tendríamos esta ecuacion: 

Cx-xY=1; 
y de ella deduciriamos con suma facilidad que 

1-x=±¾; 
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y por consiguiente estotras dos: 
j ·x=f; 

X=f• 
De estos dos valores, sin embargo de que amh 

sean positivos, y de que ambos sat~sfagan. á la ecuacioO! 
fundamental, solo el primero' satisface·completamentéi 
la cuestion., . · 

Aun lós valores incomensurables indican que no és 
pos.ible hallar un número · que satisfaga completamente 
~. ht e11e&tion';ib.ie11··'iue,podamos, encontrar números que 
,mas y mas se aproximen ~l que busque1!10s, el cual nos 
es absolutamente imposible determinar % • • • 

Ir 6 ComO sea muy interesánte que los priod, 
piantes adquieran ideas exactas de todos los hechos ana, 

· líticos ·que no parecen conformes á las nociones vulgares, 
.he creido conveniente añadi.r á lo ya expuesto (§. 1'o6) 
algunas nuevas razones que hagan ver la necesidad que 
hay de ádmitir dos soluciones en las ecuaciones de se, 
gundo grado. 

Nos proponemos pues . demostrar que como rwiJ/11 
,una cantidad 6 1m mero símbolo, _designado pon., qilt 

sustituido en- lugar de x sa.fisjaga á la ccúaot'on de 
.segtmdo g1·ado ?'' + px == q, y que por consigut'mte sea 
-valor de x; debe for:wsammte habet otra cantidad 4:offo 
símbolo que satisfaga á la misma ecuacionq queltuón, 
:.siguiQUfe se1·á ótro vaJ01·: de la misma incógnita-.' Si, 
con •efecto , süstituimos :a en lugar de· x, resultará 
a'+pa=q; y pues ~ue a es por suposicion valorde.t1, 
será q precis,unente igual á la cantidad a' +pa; luego 

I En el tratado de la a¡ilicaci~ti del Algehra á}a Qeom~trf~ 
completarell1os estas nocibne-s rélariyas á · hs diferentes ~specUs de 
raices .de las ecuaciones. · 
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podremos sustituir esta expresion en lug~r de q e? la 
ecuac1011 propuesta, y de esté modo se trasformara en 

'estotra: 
:il+p:r=a'l+pa. 

Trasladando todos los términos del segundo miembro al 
primero, resultará: . 

' x!!.+ px-'a.,_7~a= o; 

la cual se puede escribir de este modo: 
:r:2-a!i. +p(x-a )=o; 

y siendo ( §, 3 4) · 
: x•-a~=(x+a){x-a); 

se ve inmediatamente que el primer miembro es di
visible por x-a, y da un cuociente exacto, qne es 
x+a+p; luego, segun esto, tendremós: ·· 
x"-+px-q=x2 -cl+p( .r:-a )=( x-a )(_x+a¿-p ): 

Ahora, es •evidente ,que un producto es igual -a cero 
cuando lo es: cualquiera de sus factores; luego debemos 
tener . · (.x...,:.a) (.i-+a+p)::::::a0 ' 
no -solo .cuando x= a, l-0 cual da 

sino tambien ,cuando x+a+p== o, de donde resulta 
x=-a-p. 

Queda pue6 · probado que si es a unp de los valores 
de la fa:icógnita , -a:...p· será precisamente- otro. . 

Este resultado collcuerda con los dos valores com

prendidQ.s -en la fórmula 

·., %=-½f~V,q+¾P~; 

porque suponiendo que 'sea a • '-½P + V q +¾p2

' por 
ejemplo, vendrá. á ser . · 

-a-p=tp-v q+¼¡/-11=-¾p-v'q+,¡p!i., 
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~f cu~_l -es c~n efecto el segund_o valor de la .incógnita, 
ó c9mo. se dice, la segunda t:atz¡_de la ecuac1on.". 

Mas adelante vol veremos á estas observacion.eS'.que 
contienen el gérmen de la teoría general de las ecuacio, 
nes de todos .los grados, 

117 La dificultad de poner en. ecuacio.n lqsrpro~ 
blemas de segundo grado y de tododos demas superio, 
res es la misma que hemos hecho notar ( §§, 8 y i 4) en 
los del primero.; pues consiste siempre en el modo Je 
poner en claro todas las condiciones comprendidas' en 
la propuesta, y de .expresar:las"por' medio de caractérei 
a]gebráicos. Las cuestiones que hasta aqui hem:os. prG., 
puesto del segundo grado no presentan dificultad algu, 
na en esta parte; y aunque los principiantes. deban.ya 
p.aberse . ejeréitado ·.en los problemas qMe .prop\lsimo¡ 
( ~§, fü?, .. y a11~.:). dél primer g.rado, vamos sin, embargo 
~- propqne_r· y: resolver algunfl,s otras cuestiones qtié da~ 
nín ocasion á muchas observaciones muy importantes,• 

De dos artesanos que h+:m utado trabajando en 1m4 
(Jbrtl y ganaban difcrcnte.;)ornales, el primero cobr6 
pot los. dflM•que:liabia .trabajado 38 4 reate,;· el segu11dQ 
trabaj6 seis días menos, y percibi6 por sus jornalesj16 
reales; pero es de. ad-vcrtir que si por la iwvers4}l se-. 
gtmdo lzub.itTse. trabajado tantos dias como· el primcl'.o.if 
este hubz"e.¡g trabaja4o .1eis dias menos, ganand0Jcad1t 
uno de ellos el mismo jornal que .dnte-s,. lmbiera.,JNrffbid! 
tanta cantidad el uno como el otro por valor de todos 
sus respectivos jornales. E~ esta suposicion se pregunta: 
¿ cuántos dias .. ha trabajado cada uno de e{los y c114nto 
g,inaba.aldia? . , . ·.... · . ·. .. : .. ' '. 

Aunque en rea11dad son cuatro fas caütidale~!d~?
conoddas que nos proponem~s determinar en. esfe ... pro· 
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·blema, no es necesario representar mas de una de ellas 
por alguna de las últimas letras del alfabeto, porque 
conocemos las relaciones que cada una tiene con todas 
las demas. ·.En efecto, representando por x el número 
de los dias que estuvo ,e_mpleado el primer artesano, será 
a: - 6 el de los dias de trabajo .del segundo; 

. l d. l . ' 384 _el ¡orna e _primero sera ~ ; 

y el del seg~ódo vendrá á sér ';
16

6 •. 

Ahora, si este último hubiese trabajado por espacio 
de .x dias hubiera ganado · · .. ! · 

:216 ,. u6x 
: -~><:::r:;,...¡l•~---x~6;, 

y si el primero hubiese ttabajado·.tan sci1o .x- 6 dia~, no 
hubiera percibido mas de 

· ·384 · ,. ·384 (.v-6) · 
. (tp"";~i.· i,;,a:i:·•,h:ii .,,, t t~ ¡1,,1n :l: .. 

Jue_gola ecuaoi~nlf@dament~l d'e~~tof>1emti;vendrá á:~er: 
216:r ·384 (x-6) 
:c-6· - ,· .X ..... 

Puesto ya el problema ,en ecuacion, 'lo primero que 
,deb~remos .hacer :en esta esrelilninar .los 1dehominadot~s 
por medi:o ,de Ja multiplicacion giae ,11:tman en•:cruz, iAsi' 
tendremos: · · · 

:!2I6x~=384(x-6) (x-6); 
y siendo los núme'ros .:u 6 y 384 exactamente divisibles 
por 6 , se simplificará ,este ¡resul.tado ':eor ;medio de está . 
. division, y .quedará reduciao .á. 

' ' 36x"=6+(x..;_•6) (x--6); 
Para resolver esta .ecuacion •pudiéramos ,efectuar 'las 

multiplicaciones indicadas, y preparar él rernltado con· 
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~uregló. á 1o prescrito ~ %- lo 8 ) ; per_o siendo el objeto j 
de aquella regla el facilitar la extracc10n daJa raiz cua,; 
drada de los dos miembros de la ecuacion propues, ~ 
ta, no es ne.cesario observarla en est~ caso, porque le f 
µos presentan desde luego los dos miembros .eh forma f 
de cuadrados; pues 3 6x2 

es el cuadrado de 6x; y l} 
64 (x""-6) (x-6) es el cuadrndo de 8 (.'.t'-6):lue,I: 
go inmediatamente y sin necesidad de preparadon al, I 
guna podremos deducir, extrayeodo la faiz cuaqr~d~de 1 

• • • i .• ' ambos miembros : · · . , · · · · · r 
· : : 6x_:;:::+. R (w..:..6) . . .. j' 

d~ do~de resultan sucesivamente los dos valores de la 1 
incógnita: .: . .. :. · . . . f 

6x=Sx-4S;.x.= 24; ~: 
, ·6x- ..... Sx·__._:48 · •. ;..;;. n • l:· - . -,--, ' ..., - 7 •- ,,¡: 

El primer valor nos manifie.sta que el pri~er jor• 
nalero ha trabajado 24 dias, y ha ganado por cansí, 
guiente 3, 8l- de real ó I 6 reales al dia; que el segun, 
do h.a trabajado I 8. di~s y, ganado •~il- de real ó u rea, 
les al dia, 

El 'segundo ''Valor ,. aúñque tambien satisface á: la 
ecnacion fundamental del problema, no satisface á este 
segun está propuesto, sino con cierta modificacion; y.de 

.consiguiente viene á ser la solucion de, otro probléma 
análogo, segun hemos observado ( §. 1 I o). 

I I 8 . Se presentan· á un banquero dos letras á'cargo 
de U.n mismo comerciante para que lar dcscucnl,; /4 , 

primera de 55 o pesos pagadera á los siete mms; yla 1· 
segunda de 720 pesos pagadéra á los cuatro mmnel ~. 
banquero da por'las dos la cantidád de I~OO pe.ron y' 
se nos pregunta : ¿cuáles el tanto por ciento anual d1 , 
• ~ J,. 
interqs a q1,c se han descontado utas letras? J, 

lf 

l. 
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Con el objeto de evitar las frac_ciones, en la. expre

sion del tanto por ciento correspondiente a los s1ere m~
ses y á los c.uatro, representaremos por I zx el respecti
vo á un año y 'á una cantidad de I o o pesos ; con lo cual 
vendrá á ser x el interes mensual. En este supuesto se 
obtendrá el valor actual de la primera letra haciendo 
( Aritm. §. 18 8) la siguiente proporcion: 

. 55000 
100+7x: ioo:: 55o: 100+ 7.i•; 

y el valor actual de la segunda letra resultará de esta 
otra proporcion semejante: 

71000 
100+4x:100::720: xoo-1-4x 

Reuniendo estos dos valores tendremos para- ecua• 
don fundamental del problema : 

55000 72000 
--+-'----=1200. 
I00+7X I00--\'.-4X 

Los dos miembros se pueden dividir 
asi resulta : 175 360 _ ___::__:___+ 6; 

100+7.v 100+4x 

por 2 oo, y 

y haciendo desaparecer los denominadores ( §. I 3) halla

remos sucesi varnente: 
175 ( 100--1-4-v)-1- 360 (roo+7x)=6 (100+7.v) ( 100-1-4x); 

27500+11oox+36000+2.52ox= ·· 

60000+ 66oox + 168x2

; 

la cual ordenada, se reduce á 
168x2 +298ox= 3500; 

y dividiendo todos los términos por 2 , resulta: 
84x'+ 149ox= 1750,, 

la cual '1a por último·: 
2 1490 . 1750 

X +--x=--• 
84 . 84-

HH 
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Y cori1parando esta .. ecuaciou particular con la ge. 
neral .t +pJ.·=q; . 

1490 1750. 
resulta: P= a:¡-; q=-8~ ; 

y la expresion de la fórmula gener.11 

x::::-!p± V L + q 
2 4 

se convierte en 

x ==- 7845 ± V !_±?~?845 + ~-
4 84 X 4 84 

Es necesario reducir desde luego á una sola las fraccio, 
nes que se hallan debajo del radical, y a~i resultará: 

745x745+175ox84 _ 702025 
84. 84 84. 84 ; 

y observando que el denominador de esta fraccione¡ 
un· cuadrado perfecto, solo faltará extraer la raiz cua, 
drada del numerador. Aproximándola hasta las milési-

mas hallaremos que V702025 es 837,869; ydán, 

do1e el denominador 84, serán los dos valores de In Jn. 
cógnita: 

745 8,0 7,869 92 869 x=--3,,,, +--~~-- , 6 ,. 84- :::::s¡-::::::1,I05 ; 

M=-.l'.±L._ 837,869 l 582,869 
8 8 84- 84 -- 84 =- 1 ' 43, 

El primero de estos dos valores, que no tiene nota 
alguna d~ absurdo, es el único que resuelve la cuestion 
segun está propuesta; y nsi diremos que el tanto por 
,iento anttal que deseába111os conocer, y que hemos re, 
presentado por J 2.x, .será: 

I 2.i';:: I 3,267. 

D! AtGE!RA, 

¡ 1 9 La cuestion siguie1ite e-s digna de ?tencion 
por las particularidades que ofrecen las expresiones de 
los valores de la incógnita. 

Dist1·ibui'r tm número en das partfs, cuyos cuadra• 
dos tengan entre sí una razon dada. 

Sea a el número dado; 
m la razon de los cuadrados de sus dos partes; 
:r una de estas partes; 

la otra será a-x; 
y segun la propuesta de la cuestion tendremos la ecua
c1011 

x• 
----:--=---:-- m. 
(a-.v) (a-.v) 

Para resol verla se nos presentan dos medios; por
que ó la podemos preparar para darle la forma de la 
ecuacion general x' + px = q; ó aprovecharnos de la 
observacion que fácilmente se puede hacer de que la 
fraccion 

( a:.,_ X ) ( a -f ) 
es un cuadrado, pues lo son su numerador y su deno
minador. Haciendo uso de esta observacioFJ dedncire• 
mos inmediatamente : 

:lt _¡-
-·-=..¡..Vm; 
11-x 

x:::: ± e a-J.·) v;;;; 
y resolviendo separadamente las dos ecuaciones de pri
mer grado comprendidas en la última• que son: 

x =+(a-x) v' m; 

x:::::-(a-x)V;;; 
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nos resultarán 

a v1;;; 
.:r=----. _, 

I+Vm 
-av;; 

x=----

Del primer valor de la incógnita se deduce que la 
segunda parte del número propuesto es : 

a v;;; a.!+..a ,¡;;;-_ a v1;;; 
a-----

y las dos partes vienen á ser : 

av;; a 
y--; 

r+v-;;; I+V;; 

las cuales son, segnn lo exige 1a cuestion, menores am, 
bas · que el número propuesto. ·· 

, Del segundo valor se infiere que la otra parte del 
numero propuesto es: 

a v;; a-a v';; +av;; 
I _y;;; 

y entonces las dos partes son: 

._a v;;;- a 

-=y--; 
I ,_ V 1n I - «;,-· 

a 

Y siendo contrarios sus signos, no es ya realmente la 
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suma de ellas igual al número propuesto; lo es su di
e ~1•3 y "si hemos venido á resolver al mismo tiem-1eren..,, , .. 
po otro problema. . 

Haciendo m= I , esto es, _supomendo que hayan 
de ser iguales los cuadrados de las dos partes que se 

buscan, tendremos : y m 
1 

; 

y el primer -valor de la incógnita da dos p_artes iguales 
a a 
-; y-;-; 

resultado evidente por sí mismo. Pero el segundo valor 
da por resultado _el símbolo del infinito ( §. 6 8), á 
saber~ 

-a -a a ,, a -ó-·-,y--o--. 
I- I O 1-1 O 

Lo que estas expresiones quieren decir es que la 
suposicion de dos cantidades cuya diferencia sea a, y 
cuyos cuadrados sean iguales, es enteramente absurda; 
y de consiguiente jamas se l_~s podrá designar. Si~ em
bargo cuanto ~ayores se eh¡an aquellas dos cantidades 
con aquella diferencia, tanto mas se aproximarán á te
ner la otra condicion. 

Con efecto, sean x y x - a las dos cantidades , y la 
razon de sus cuadrados estará bien representada por 

y dividiendo los dos términos de esta frnccion por x\ 
resultará 

I 

!2a a•· 
I--+-

• X ,'l:2 

Ahora es claro, que cuanto mayor sea el número x, 
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tanto menores serán las fracciones .=!!., ª:, y ta t , 
:r: x n o niasse :. 

~ ~ 

aproximará la razon anterior á · ser ig11al á .!.. / , } 
1°ª1,sin! 

que jamas pueda llegar á ser igual á 1. Por rn ~' 
I es el límite de aquella razon ( Ari't. §. 1 2 a)e,ra que Ir, 
to es lo que se ha querido decir cuando se\' d~ ~s. ·.• 

l b d 
/ a icho .. 

que para que aque que ra o o rnzon fues.e e . i.·.•••'.,: .. . 1 , . xacta111en, •: 
te 1gua a I , como requiere la propuesta e . / 

f 
. ,¡:; • , s necesario ., 

que uese i11;.nzto el valor de la x; lo cual es 'fi .• 
t 

· . .
61 

rna1u es- 1,. 
amente 1mpos1 e. · 1 

I 2 o Para comparar el método general d I 1.• 

1 . e reso ver 1 
as ecuac10nes completa$ de segundo grad l i..'.' o con e que l' 

acabamos de seguir, deduciremos de la ecuacion } 
___ :r:_•_ - m ! 
(a-.v)(ti-.i-)- ¡i 

/¡\ 
t'.'., las siguientes: 

x1. = m ( a - x) ( a - x); 
• 2 

. .i· =a m-2amx+ mx•· 
,z z '2 , 

.x - m.v + 2 amx = a m ; 
( I -m)x 2

+ 2amx=a•m.; 
2 2am a 2,n 

r: 1,: 

1 
l x+-x-

1-111 -~· 

Cotejando esta última ecuacion 
x~-+ p.v = q, resultará: 

con la general f 
P-~, y q=-I; _ 2am 

11
•,n 1··.•· 

-m 
y la fórmula general se trasformará en estotra: •' 

V 
1/; 

x==--~+ . ,i'm• • r x-m- . . am ,.: 

Estos va lores d ( 1 
-

111
) ( 

1 ~ + -;-=-;;. ~; 
que se han hall d e .v pare~en muy diferentes de los JI 

a o antes; y sin embargo deben reducir- t 
) 
,itc 

i 
Ji 
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se á aquellos: y esto es cabalmente en lo que pue.de 
sernos Útil este ejemplo, porque manifiesta la impor
tancia de las trasformaciones que las diferentes opera
ciones algebráicas producen en las expresiones de fas can"' 
tidades. · 

En primer lugar es necesario reducir á un mismo 
denominador las dos fracciones comprendidas debajo 
del radical; lo cual se efectuará multiplicando por I - m 

los dc,s términos de la segunda, y resultará : 
a2 111 2 a'm a'm'+a'm ( I -m) 

----- +-------'-----'..-
( 1-m) ( 1-m) 1-m - ( 1-m) (1-m) -

a'm' + a'm-,1•m• a"m 

(1-m) (1-m) -c1-m) (1-mi 

y siendo el deno.rninador un cuadrado , podremos efec
tuar inmediatamente la extraccion .de ~ raiz , é indica
remos la del numerador. Asi tendremos: V a"m' +~- y,,•m. 

. (1-m)(1-m) 1-m- 1-m' 

pero la expresion V a2m se p:uede todavía simplificar • 

Es claro que el cuadrado de un producto viene á 
ser el producto de los cuadradcs de sus factores, pues
to que, por" ejemplo, 

bcdxbcd=b'/dº, . 
y que por consiguiente la miz de b' e' d~ no es mas que 
el producto de las mices b, e y d de los factores 
b~, e' y d•. Aplicando esta observacion al produc
to a'm, se ve que su raiz debe ser el producto de a, 
raiz de a•,_ multiplicada por· V in, que es la lndicacion 

de la raiz de m; 6 que ../a•m=aV;;: 
De estas diferentes trnsformaciones se sigue que 
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' "'" ,1v';;-' x=---±--· 
1-m i-m' 

cuya expresion comprende estas dos: 
-am+a,.¡----;ii -am-aY- . 

x= .... ----- ; x=----- m* 
1-m 1-m - • 

Por sencillas que sean estas expresiones no s 
d 

, 
1 

d , . . . .. on to. 
av1a as el parrafo antenor; y s1 se quiere aplt" ¡ . car as 

al caso en que m= I, se convierten e11 
-a+a 0 x=----=-; 
1-1 o . 

-a-a -' lfl x-----
- 1-1 - O • 

Vofvemos aqui á encontrar en la segunda el 1 • 

b I d l · fi · sim o o e 111 nito como anteriormente; pero la primera 

presenta la forml indeterminada ~ de que ya·h 
· o ' emos 

":is~o algunos ejemplos.(§§. 6 9 y 70); y antes de de
c1d1r acerca de su valor convendrá examinar si se hall 
ó no en el ciiso indicado ( §. 7 o), es decir, si algu: 
factor comun al numerador y al denominador es el que 

hace que cuando m.;= I , se reduzca á ~ la expresion del 
o 

valor de 1a incógnita. 

* Las dos últimas expresiones equi'valen , · t t 

v' - · a es o ras · ~--
am - a m am+av'm ' .. -

; .t·:::::------ l· I I - m 1 -m , as cua es es.tan ambas com• 

· ·d" 111n-v'-pren idas en esta: :r-- -t- mn 'T b' . 1 1 ¡ 
- 1 -m • am ten equiva en.a as 

siguientes:.t'_am-av'-;;. ,_ain+av'-;; am:¡:::aV; 
- ,.t-----~;.i• ---. 

. m-r m-r m-1 
Estas trasfürmac10nes· estan fu11dad"s e11 que p d b' ' ¡ · " o emo! cam 111r e 

. .rigno del,dividmdo, con tal que tambim 11111dm10.r el del &11ocimt1 ó 
el d1/ dt"-oúo1·. 
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, -mii+av';;;- .. 

La expres1on , 
1 

_.:.. m, ·. . s.e. tra~forma. ~º 
, ~(--m+ Vaj-'- a(V;--~1) 

1-111 1-m 

Por lo que hace al numerador de esta fraccion, bien 
se ·ve que se 'convierte '.en cero por razon .del factor 

v m- m: es. ¡;;eéi~o, pues averiguar si este 41timo factoi 
y el denominador tienen algun divisor comun. Pará evi
tar el embarazo que en esta investigacion podria ocasio-

nar el signo radical, sup0ndremos que Ym; n; y de 
consiguiente que elevando al ctiadrado sea1m;:::;nll~ Por 
este medio se trasfor,roarán las expresiones 

en V m- m y ' I - m 

n-n~ y I ._nll. . 

Ahora, n-n~=n ( 1-n); y .1-nll=( r-n)x 
( 1 + n); restitdyendo" pues,: eri 1ugac .de 11 su e qui va .. 

lente Vm, resultará que • 

· y I -m=.(1 _·y m) Ex+ v',m,.~); 

y por consiguiente 

a ( .,¡;;;_ m) 

I-:m 

. , a ( I -.V;-)Vm 

Cl'~vr;t) Ó"+V m) 

resultado enteramente igual al del §. I 1 9. · 

a v;;;-

Del mismo modo se simplifica la expresion del se
gundo valor de x, observando que 

TOMO lI, II 
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1-m 

como en· el §. I I 9 X. 
. No es dificil conocer que hubiéramos podido evitar 
los radicales en los cálcuios precedentes, representando 
por m• la razon 1e · Íos cuadrados de las dos partes del nu
mero propuesto. En tal. caso hubier~ sido m la raiz cua. 
drada de aquella razon; y puesto que suponemos cono
cida esta ,: po.ctríamos considerar, como dada su raiz; pero 
acaso no se hubiera echado entonces de ver la utilidad 
de semejante variacion en los datos, de la cual se valen 
con frecuencia los algebristas para simplificar los cálcu
los. Ahora que ya se pueden haber conocido las venta, 
jas de aquella variacion, recomiendo. á mis lectores que 
vuelvan a comenzar la solucion del problema, póniend~ 
m• en 1 u gar de m; en la inteligencia de que lo practi
cado en esta cuestion podrá servirles de norma para to
das las demas literales. 

l El ejemplo que :icabatnos de exponer con tanta extensión 
viene a ser en sustancia un problema resuelto por Clafraut en su 
Alg~bra, y propuesto en estos términos: Hallar en la línra quj unt 
Jo1 luceJ cualar¡i1ifra, el punto en que estr11 dos !tices a/timbran (Ott 

igu,11 inte1uid,1d. Hemos despojado este problema de las circunstan, 
cias ftsicas I porque ademas de ser agenas del objeto de esta 9bra dis, 
traen la atencion que exigen las particularidades algebr:íicas > mtiyno· 
table; por sí mismas_, y que por esta razon hemos desem•uelto mal 

que Cl,1fr11ul. 

1
/ 
' 

1
, 

:. 
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Dt la t'Xfraccion·dc.ia raizcuadrada de las cant,idade¡ 
.algcbráicas. 

I 11 La trasformacion que en el párrafo anterior 

hemos ejecuta~o de V a~m. ~n a.¡-; es de la ma
yor importancia; porque n;s '~6pi:>téi¿há un °h~edi°. de 
reducir al menor núméro 'posible los factores contemdos 
debajo del radical, y de simplificar otro tanto la extrae• 
cion que aun haya que efectuar. 

Esta trasformacion consiste, como se ha visto, m 
tomar scparadamentc:la raiz de cada uno de los facto
res que sean cuadra.dos; en escribir.todas estas 1·aice~ 
fuera del radical como multiplicadores 6 coejiét'cntcs su;. 
70s; y en d,jar debajo de él I tales como sean, los f ac
tor u que no sean cuadrados. 

Estt regla· supone por decentado que tenernos me

dios de reC:onocer si .es,Ó,iino: un c1.1adra.do ltna .. canti
dad algebráica, y que siéndol~ sabemos extraer la raiz. 
Para que sobre esto no quede la menor d¡;¡da, tratare
mo.s primeramente de las cantidndes monomias, y des pues 
pasaremos á las polinomias. , 

I 2 2 De la reg~a de!~~ exp?nentes, w7s~ritá par~ 
la multiplicacion ( §. 3 r) resulta daramenté qtie' la se• 
gunda _j?Otmcia de . ,1:'na cantidad cualquiera tiene im 
eJ.-pone1Íte doble delde esta cantidad. 

Sabiendo, por ejem~fo, como sa.bemos que 
axxa"=cl; á"x,l'.-:a4; a3 xaª .· a6

, &c. 
nos es facil inferir qne todo ft1ctor que ~ea 1m cuadrado 
ha de tener un exponente par; y que se obtiene su raiz 
esn-ibiendo la misma letra con un exponente igual á la 
mitad del exponente primitivo. 
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y asi tenemos V a~_;_ aY. ó a; v a·1 ~ a~;.v. alj·::::::.af, &e, fr 

P 1 t '}·''ft ,. i or O que resp~c a a os ac or~s. numencos que ¡i 
sean cuadrados, se ejecuta la extracc10n de sus raices ,,. 
por las reglas establecidas anteriormente, . 

. .. . 

Si queremospues simplificar la ~xpresion \( 64a~ 

observaremos que son cuadrados los factores a6b?, por 
que todos tienen exponente par; y puesto que sabemos 
que 64 es el. cuadrado de 8 , inferiremos que siendo la 
ta!itidád q rte está debajo del radical el producto de 
cuatro· factores cuadrados, su rafa deberá ser el p(oduc. 

to de las cu'atro raices; y por ·cónsiguieúte \/"'ó4~6b? 
= Saªb~c. 

1 :13 Cuando no se verifique esta circunstanciai se 
·debe descomponer el producto propuesto en otros dos, 
uno de los cuales contenga únicamente los factores cna• 
drndos, y el otro los que no lo sean; para lo cual se 
deben examinar uno por uno todos los factores. 

Si nos 'proponemos, por ejemplo Y 7 2a4bª/, echa, 
remos .fácilmente de ver que entre los divisores del 
11úmero 7 2 hay cuadrados perfectos, á saber: 4, 9.Y 36; 
y tomando el mayor de estos tendremos 72=36x1; 
el factor a·•· es un cuadrado ; y pasando despue~ al fac, 
tor b3

,, que no es. un cuadrado por ser i:n:lpar el expo• 
n~nte . 3 , observaremos que este factor se puede des• 
componer en otro.s dos b2 y b, el primero .de los cuale,s 
es un cuadra~o.; .Y así tendr~mos :· · •; 

· b'cccb'xb; 1 
del mismo modo 

l 
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c5 =c4 xc; 
é igual trasformácion haríamos _con cualquiera otra le
tra que tuviese un exponente impar. Todas estas des-
composiciones dan · 

7út4b3c~= 36 x 2.a4 bºbc4t; 
y reuniendo por una parte todos los fact~res cuadra~os 
y por" otra todos los • que no lo son, la nmma ,expres1on 
se trásformará en 

3 6a4bºc4 
x 2bc; 

y por último , tomando la miz del primer 
indicando la del segundo, tendremos 

V 72a4b3
/' 6a_ºbl V 2bc.' . ' 

producto, é 

He aqui algunos otros ejemplos de reluccibnes st~~ 
mejántes, precedidas de los cálculos que nos conducen 
á ellas. 

6x5 bv 3ª = g_obV ~a = gobv. 6a = 
'7' ,' 2 1 .•,'2, 7.,,,,,.,,, 

30b -a J-
6 

. 15b v· -
6 --V a=-- a. 

14 7 

En ambos. ej~rnpl9s,heruos he~h9 últiÍl1arr¡ent~ .. sªli,r 
fuera del radical el denominador de las fracciones alge
bráicas, haciéndol,o un cuádrado 1 'segun lo que hemos 
dicho ( §. 104) con respecto~ las fracciones numéricas. 

1 24 Por lo que hace á la raiz cuadrada de los po-
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linomios, convendrá t~ner presente que 11ingu·n bino • ¡ 
alg_ehráico puede ser u_n cuadrado perfecto de canti:~ f: 
representada por las mismas letras de: que se cotnpon t 
el binomio; porque todo_ monomio elevado al cuadral: l 
produce solo un monomio; y el cuadrado de un bi 
mio viene siempre á ser un trinomio(§. _34). ~ 

Seria pues un error muy craso el tomar el bino1,11io 

a+b como equivalente_á Vaz+b
2

,'. aunqt~·e ]~ raii 

de a
2

• tomada
2 

separada~ente sea a , y b la de b2
; po~, 

que siendo a + 'lab+b el cpadrado de a+b contiene 
ademas del binomio a2 +b~ e_l término~ 2ab que no 50 

halla en, la expresion V a.,.+ bz. 

Todavía ·seria mayor .el error que se cometería en 

tomar el binomio a - b como equivalente á ,/;f;;f. 
" \ ... ' ·~, '• " • J 

porqu~· siendo i~ .. .'2ab+ b;;. eÍ cuadrado de~ -b, ~ste 

binomio equivaldrá á V a - 2ab+b'; y esta expresion no 

puede, como se ve, ser igual á V a2-b\ 

Lá única simplifié:aci6n de que son susc~ptibles las 
raices de; cantida_des · algebráicas binomi~s, po9ra' tener 
lugar solo en el caso en que los dos términos tengan uno 
ó mas factores. comunes, y que es ros sean cuadrados, En 
efecto 

VI 2a~b"c3+ 2oa
3bªc2d= V 4a"b•l ( 3b"c~ 5abd)= 

' ' ; ;~ ' ' ' 
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f1J
1 a1m _ '1 1,i',n'-t-t12 ffln. 

-n-.-+-n--V ~ 

V ~-(m'+mn)=~ V m'+m11, 
n' n 

Pasando ya á los ·trinomios propongámonos por 
ejemplo extraer la raiz de 

2-4a2 bªc+ 16a4c"+ 9b6
; 

y teniendo á la vista e1 cuádrado a2 + 2ab+b", tratemos 
de hallar en el trinomio propuesto las tres partes de que 
debe constar el cuadrado de cualquier binomio, Con 
este objeto ordenaremos sus términos con respecto á, una 
de sus letras, á la letra a, por ejemplo, y resultará: 

· I 6a4 c2 + 2.4a•b,ªc+ 9b6
• 

Ahora, cualquiera que sea la raiz que buscamos, 
en suponiéndola ordenada con respe~to á la misma le
tra a, el cuadrado de su primer término debe pre
cisamente ser el primer término I 6a4 e,,_ de la cantidad 
propuesta; el duplo del producto del primer términQ 
de la raiz por el segundo, debe dar el segundo tér
mino 24a2bªc de la cantidad propuesta; y por último 
el cuadrado del último término de la miz debe ser pre
cisamente el último término 9b6 de la cantidad propues

ta. Hechas estas consideraciones se dispone la operacion 
como aqm se ve : 

Cuadrado ... I 6a:c: + 'l4aºb 3c+ 9b6 14a•c+ 3b3 
... Raiz. 

- I 6a e · · 8 2 b3 
a c+3 

.+- 24a0b3c+9b6 

ºb3 b6 -24a c-9 

o o 

Extraigamos primero (§. I 2 2) la raiz c;ua_drada del 
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. t 
primer-térmrno ~ 6a e , y el resul~ado

1 

4a e es el prime¡ ¡ 
término de la ra1z., el cual se escribe a la derecha en 1a ¡ 
misma línea que la cantidad propuesta. · · f; 

Quitemos de esta cantidad el cuadrado I 6a4c' del i, 
primer término 4az e de la raiz; y haciendo e~ta réduc, ¡¡ 
cion solo quedan los dos términos 2 4a' bª e+ 9bº. · 

Debiendo ser el término 24a"b
3
c. el duplo dei'pro, 

dueto del primer término de fa raiz 4ac" por el segun
do obtendremos este segundo, dividiendo 24a"b3G por 
s}c, duplo de 4a"c; el cual duplo se escribe debajo 
·de la raiz. El cuociente 3b3 es el segundo término de 

la miz. •. 
Con esto quedará determinada la raiz que nos pro, 

' . poniamos hallar ; pero se necesita para que sea exacta que 
el cuadrado del segn ndo término componga 9b6 ¡ ó mas 
bien, que el duplo Sa'c del primer término de la r~z, 
sumado con el segundo 3 b3

, y multiplicada la suma por 
el segundo, reproduzca las dos últimos términos del 
ctrndrado ( §. 9 I ) ; por consigo iente, al lado dé 8a~ces
cribiremos + 3b 3

; multiplicaremos Sa 2 c+ 3b3:por 3~; 
y restando de los dos ültimos términos de la. cantidad pro
puesta el producto, no queda nada, y de aquiinferirernos 
que la raiz que buscamos es exactamente 4a' e+ 3b3

, 

Bien se deja ver que el mismo r,azonamient.o.yla 
misma serie dQpperaciones se pueden hacer con todas las 
canti.dades compuestas de tres términos.. ": 

1 2. 5 · Cuai1do la cantidad de que se quiera extraer 
la raiz, tenga mas de tres términos, la: raiz deberá tener 
mas de dos; y suponiendo gue estos sean tres, observa• it 
remos primeramente la,Jomacion del c~adrado d~ un f 
trinomio para venir por este medio en conocimiento.no f: 
solo de las conaicioi1es que d,eben reu11irse en un pó!ino- Í. ,, 

~. ¡ 
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mio para que sea ?ª cuadrado, sino tambien del modo 
de averiguar su ra1z. , 

Propongámonos, por ejemplo, elevar al cuadrado 
el trinomio m+n+p; y con solo representar por la le
tra l al binomio m+ n, el trinomio propuesto se tras
formará en el binomio l+p; y el cu~drado de este equi
valdrá «l de aquel. Ahora bien, el cuadrado del bino• 
mio l+p es r + 2lp +p.,; restituyendo puesm+ nen lu
gar de l será : 

( m+n+p)"'= ( m+n)2+ 2 ( m+n )p+ p"; 
y siendo ( m + n) • = m' + 2mn + n~, el cuadrado de 
m+n+ p vendrá á ser · 

m"+ 2mn+ni+ 2 (m+.n)p+p\ 
Este resultado nos hace ver que estando ordenados 

los términos del polinomio que suponemos ser cuadrado 
de un trinomio, el primer término de aquel ha- de ser 
forzosamente el cuadrado del primer término de este, es 
decir , de la raiz; · ebseguado :término de aquel será el 
doble producto de la primera parte de la raiz multi
plicada por la segunda; y de éonsiguiente dividiendo 
aquel segundo término de la cantidad propuesta por el 
doble del primer término que, ya suponemos hallado de 
la raiz , el cuociente. deberá ser el segundo término ó la 
segunda parte de la misma raíz. 

Conociendo entonces los dos primeros términos de 
la raiz que se busca, se completará el cuadrado de estos 
dos términos, que representamos aqui por ( m + n )' ; y 
quitándolo de la cantidad propuesta restará 

2 ( m+n)p+p~; 
cuya cantidad contiene el duplo del producto del primer 
binomio m+n por el tercer término de la raíz, mas el 
cuadrado de este tercer término; y nos hace ver que es 

TOMO II, KK 
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necesario ejectitar con el- binomio m+ n, ·que suponemos 
ya determinado, lo mis?10 que se ha 'hechó cori el pri-
mer término m de la ra1z. · · 

Sea por ejemplo la cantidad ' 
64a

2
bc+ 2 5 a

2

b
2

-4oa 3 b + J 6a4
+ 64b1 c1

.....; 8oab2c; 
y, ordenando sus términos con réspecto á la letra a, dis, 
pondremos la operacion segnn acabamos de indicar. 

16a4-4oa3b+ 25a'b'-8oab'c+64b'c2 {4a'-5ab+8bc ,1 

+ 64a' be 8a' - 5ab ~ 
-1611

4 
· 811'-xoab+Sbe i 

1.r resid.-4oa3b+ 25a2 b'-8oab'c +64b',• 
+ 64a 2 bc 

+4oa3b-25aºb" 

2.
0 resid.+64a'bc- 8 .. o ab'c+ 64b'c' 

· -64a'bc+ 8oab'c-64b 2c• 

o o o 

t 

1 
f 
R 

Hecho esto , extraemos la raiz cuadrada del primer 
término r 6a'\ y hallamos 4a" para el primer término de 1 

la raiz que se busca; formamos su cuadrado , y lo_ rei• 
tamos. de la cantidad propuesta .. 

Dóblamos el primer término de la rai~, y escribi, 
mos debajo de él el. resultado Sa2

; por .el cual c).iviili, 
mos el término -4oa3b, que es el primero del primer 
residuo; y siendo -- 5 ah el cuociente, venimos en co
nocimiento de que este es el_ segundo término de la raíz; 
lo escribimos al lado de 8a:1; multiplicamos el todo por 
es.te segundo término , y el resultado lo restamos del pr.i• 
mer residuo. t:, 

' . 
De este modo habremos ya q uifado de la cantidad \ 

1 d 1 propuesta e cua rado del binomio 4a' - S ah; y puesto f 
que en la raiz debe haber algtm otro término, en el se• f( 

1,,s,. 

k 
1 
:li)i;• 
il>; 

1
%\ 

t 
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gundo residuo deberán existir el du?lo del producto 
del binomio hallado por el tercer ternuno que buscamos. 
de la raiz, y el cuadrado de este término. Doblamos pues 
la cantidad 4a' - 5 ah, y al duplo 8a' - I o ab lo escribi
mos debajo de 4a"' - 5ah para que sirva de divisor del 
segundo residuo; y efectuando la division del primer tér
mino de este por el primer termino de aquel ,duplo, el 
cuociente Sbc será el tercero de la raíz. 

Lo escribimos inmediatamente al lado de 8a"' -
1 oab ¡ multiplicamos por el mismo cuociente el trino
mio Sa• - 1 oab + 8bc, y restando del segundo residuo 
el producto total de aquella multiplicacion, se destruyen 
enteramente todos los términos; y esto nos demuestra 
que la cantidad propuesta es el cuadrado de 4a2 

:- 5ah+ 
Sbc. Si despues de efectuada la tercera sustraccion que
dasen aun mas términos del polinomio propuesto, seria 
este indicio de que la raiz deberia tener algun.otro tér
mino; y continuariamo~,-del mismo modo; cuanto f~ese 
necesario , la operacion , imitando lo que hemos practica
do para ballar los dos últimos términos anteriores , y lo 
que hemos ejecutado en la extraccion de la raíz de los 
números, 

D1 la formacion de las potencias en gen1ral, 
y de la cxtraccion de sus raices. 

I 2 6 Hemos visto que la resolucion de fas ecu,J.cio• 
nes de segund;, gr~do 'dependia de una operacion arit
mética, por medio de la cual retrocediamos del cuadra
do á la cantidad que se babia multiplicado por sí misma 
para formarlo, ó á la raíz cuadrada; y es facil ver que 
esta operacion es un caso particular de esta otra cues-_ 
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tion general: sabiendo.re o supomendose que un n,ímer ~ 
dado sea tma fierta potencia de otro desconoct'do, ¿c6rn: f 
·se determina cuál es este otro? Ya se deja entender que l 
la serie de operaciones que deberemos ejecutar en esta t 
investigacion, deberá ser la inversa de la que nos sirve · 
para hallar 1a potencia; y de consiguiente debe sernos 
muy útil examinar cómo se forma esta, para saber cómo 
se la deberá descomponer. 

Siendo muy cómodo el uso de los símbolos alge, 
bráicos para investigar cuanto pertenece á la colllposi. 
don y á la descomposicion de las cantidades, procedere, 
mos desde luego á la formacion de las potencias de las 
expresiones algebráicas; pues para hallar las de los nú
meros basta lo que hemos dicho en el §, 2 4 , con arre, 
glo á lo cual hemos formado las potencias qtle se hallan 
en la tabla siguiente ; . 

l, a I l 1 !I 1 3 1 4 1 S t G 1 7 1 g 1 9 

!l,a I I 1 4 1 9 1 16 .1 25 1 36 1 49 1 64 1 81 

\ 8 J 21 1 64 I Hs 1 :n6 / 343 1 su 1 7~9. 

4•ª 1 I 1 16 / 81 1 256 1 fü5 J 12961 2401 1 4096 1 6¡61 

s,ª j 1 132Í.2431 1024 1 3125 l 7776 \ 168071 22;68 I s9~49 

6: ª \ 1 \ 64 \ 729 l 40961 15625 / 46656, 117649\ .26.2144 / 531441 

7•ª l l ]12812~87I 16384k81251279936,823543,209715214782~69 

Hemos pt1esto ::tq11i esta tabla principalme.nte con 
el objeto de hacer notar la rnpidez con que crecen las 
potencias de los números á proporcion c.1ue van siendo 
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de grado mas elevado; observacion muy i:11~ortante pa~a 
Jo mcesi vo. Se ve con efecto que la septima potencia 
de 2 es ya 128, y que la de 9 asciende á 4782969/ 

De esto se infiere con · facilidad que las potencias 
de las fracciones propias disminuyen con mucha rapidez; 
porque las potencias del denominador van siendo tanto 
mayores que las del numerador cuanto mas elevadas sean. 

La séptima potencia de ½, por ejemplo, será x~s; y 
la de =. será -

8
~-

9
~. ' 

9 4 7 2 u9 ,. 

127 Puesto que en todo producto cada letra tiene 
por exponente l¡1 suma de los eXpónentes qtre tenga en 
los dos factores ( §. 2 6) 1 es consiguiente que la potencia 
de una cantidad monomia se forme multiplicando el ex• 
ponente de cada factor por el exponente de la potencia~ 

La tercera potencia· de a"b 3c, por ejemplo, resulta
rá muÍtiplicando los exponentes 2 , 3 y I de las letras 
a, b y c por el exponente 3 de la potencia que se bus• 
ca; y se ·tendrá a6b9l. Con efecto esta potenciá es lo 

mismo que 
a" b3c x a~b3cxa~b3c = a'l' 3b3

•
3c%' 3 • 

Si la cantidad propuesta tuviese algun coeficiente 
numérico, seria necesario elevar tambien este coeficien
te á la potencia indicada; y asi la cuarta poteacia de 
gab"cs es 8 ra4b8c"º, porque la de 3 es 8 I. 

128 Por lo tocante á los signos que precedan á 
las cantidades monomias, debemos observar que todas 
las potencias, cuya exponente sea par, han de tener el 
signo +; y que todas las de ex'Poncntc impa1· deben lle4 

'Var el mismo signo que la cantidad que las haya far• 
mado. 

Con efecto , las potencias de un grado par resultan 
de la multiplicacion de un número par de factores; y 
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ya se sabe que los signo~ - combinados de dos en _dos 
en la multiplicacion dan siempre al producto el ~igno-¡.. 
( §. 3 1 ). Por el ~ontra,rio, si el e~ponen~·e de ;ª pote,, 1 
da ó lo que viene a ser lo mismo, s1 el numero da ~~ 
los' factores fuere impar, el producto tendrá el signo .... 
siempre que este signo preceda á los factores., porque 
en este caso se ha de terminar forzosamente la opera. 
don multiplicando un producto positivo por un factor 

negativo, 
1 2, 9 Para retroceder de la potencia á la cantidad r. 

que la ha formado, y que se llama la raíz, no hay ma1 

que invertir las reglas que acabamos de dar, es decir: 

1 • 0 Se ha de dividir el exponente de cada letra por el 

que indique el grado de la raíz que se quiera rxtra,r, 
De esta manera hallaremos la raiz cúbica ó de. ter• . 

• 6b9 3 d" ·¿· d . cer grado de la expres1on a . e· , , t~l /en o por 3los 1 
exponentes 6, 9 y 3; lo cual clara a b e, . . . 

2. º Cuand() lcr, expresion propuesta. tenga algun 
,oejiciente numérico, se debe tornar tambien su raíz pa11 
obtener el coeficiente de la cantidad literal que se de, 
duzca por la regla anterior. 

Si se nos pidiese) por ejetnplo , la raiz cuarta de 
8 r a4b8c2º, vedamos en la tabla del §. 126 que 81e1 
la cuarta potencia de 3 , 6 lo que es lo mismo, que la 
raiz cuarta de 8.I es 3; y dividiendo por 4 los expo· 
nent_es de las letras, tendrianws por resultado 3 ab1c', 

En caso que no se pueda hallar por medio de,b 
tabla citada la raiz del coeficiente numérico , se la ex• 
traerá por los .métodos que mas adelante daremos á co- { 

. ,, 
nacer. . ( 

¡ 3 o Y a se deja entend.er que la extraccion de 1, 

1 mices de los factores .literales de las cantidades roo~• t. 
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mias no se podrá efectuar sino cuando cada exponente 
sea exactamente divisible por el de la raiz. En no ve
rificándose esta .circunstancia, lo ú_nico que se puede 
hacer es indicar la operacion aritmética que habremos 
de efectuar cuando se sustituyan n6meros á las letras. 

Para esta indicacion se hace tambien uso del signo 

Y-; pero á fin de no confundir las raices de un gra
do con las de otro se escribe entre las líneas de que se 
forma el signo radical el exponente de la raiz que con 
él intentamos representar. Asi cuando ve;imos las ex-
presiones -V a, ~ a" , sabremos que la primera represen• 
ta la raiz cúbica ó del tercer grado de la cantidad a; 
y la segunda la raiz quinta de a". 

De cua1quier grado que sean las expresiones pre• 

cedidas del signo V-, se las puede frecuentemente si~
plifi.car haciéndose cargo de que ( §. I 2 7 ) una po
tencia cualquiera de un producto es -el producto de las 
potencias del mismo grado de todos los facfores de la 
raiz; y que por consiguiente, cualqufrra 1·aiz de un 
producto es el producto de las raíces del mismo grado 
de todos sus factores. De este último principio se de
duce que si la cantidad puesta debajo del radical tie
ne factores que sean potencias exactas del mismo gra
do que el de la raiz indicada, se podrán toma1· sepa
radamente las raíces de estos factores, y multiplicar el 
producto de estas por la raiz indicada de los otros 
factorrs. 

E 1 • .5/ Sb7 xx • l 
11 a expres1on v 9 6a e , por e¡emp o, se ve 

que 9 6 = 3 2 x 3 = 2 s x 3 ; 
que as es la quinta potencia de a; 
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b1 =.b5 xhº; 
t:r.r.=:.cxºxc; 

y por consiguiente 
9 6a5 b7

cXI = 2 ! a
5b5 c1 º X 3bsc ;' 

y siendo 2.abc"' la raiz quinta del primer factoi: del úl: 
timo producto , resulta que 

.s/ b !, .5/--;:-v 96asb1cu=:.2a e V 3b c. 

I 3 I Debiendo llevar toda potencia de un graao 
indicado por número pa~ el signo + ( §. I ~ 8 ) , ninguna 
cantidad precedida del signo-podrá ser potencia de graao 
par , ni de consiguiente podrá tener raiz de este grado, 
De lo cual se s-ígue que todo radical de un grado par 
que tmga debajo de sí una cantidad nogativa, qs una. 
cxprcsion i"maginaria. Asi que 

_4/- _6¡- ,81-
y -~, -v -r,:1-, b+ v-ab7 

son expresiones imaginarias. 
Por manera que cuando el exponente del radical 

sen par , 110 se podrán designar ni exactamente ni por 
ap~oximacion, ni en expresiones positivas ni en negaü, 
vas, mas que las raices de las cantidades positivas, y 
estas ralees podrán estar precedidas i~difernttcme11/1 
del signa+ 6 del signo-, porque en ambos casos re• 
producen igualmente la cantidad propuesta con el signo 
':'l-; lo c~al debe entenders·e en, el supuesto que se igno, 
re qué signo tenia la que se supone haberla produdao, 

No se verifica lo mismo cuando el exponente de la 
.rai:z sea impar; pues debiendo las potencias de expo
nente impar tener el mismo signo que sus respect1va1 
raices. ( §. 128), debe por la inversa darse á Jas ral, 
ces de estos grados el mismo signo que preceda á la Po' 
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tencia; y asi en tales casos. se podrá designar de la raiz 
una expresion que no sea imaginaria. , 

I 3 2 Es interesante observar que la ~egla dada 
( §. I 2. 9) para la extraccion de las raices de los mo• 
nomios por medio de los exponentes de sus factores 
conduce naturalmente á indicar con símbolos mas cómo-

dos para el cálculo que el signo V-, las raices que no 

se pueden extraer a1gebr&icamente con exactitud. 
Si, por ejemplo, se nos pidiese la raiz tercera ó 

cúbica de aS, deberiamos, conforme á la regla citnda, 
dividir el exponente 5 por 3 ; pero no pudiendo efec
tuarse exactamente la division, resulta el número frac
cionario t; y la forma que adquiere entonces el expo
nente del resultado indica que no se puede verificar la 
extraccion en el estado actual de la cantidad propuesta, 
Debemos pues mirar como equivalentes las dos expre-

.31- 1. 
s1ones v a 5 y as. 

Esta segunda tiene sin embargo. la ventaja de con• 
dúcirnos inmediatamente á la simplificacion de que es 

susceptible la éxpresion ?" a5 
; porque extrayendo el en-

tero contenido en la fraccion .1 , tendl'emos I + i, y por 
• , 3 S 

cons1gu1ente 
-

s I + 2 • 

as=.a 3=a'xa3 (§.25); 
. l 

i.fonde 'se ve que la cantidad as está compuesta de dos 
factores, de los cuales el primero es racional 1 y el otro· 

.31-
se convierte ei1 va". 

l..o mismo pudimos haber deducido de la expre-
TOMO II, LL 
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sion ?1 a5
, ob$ervanclo lo prescrito ( §, I 3 o); pero el 

exponente fraccionario conduce inmediatamente á aquel. 
resultado. Ya se nos ofrecerán en otras operaciones que 
hayamos de ejecutar con las canti~ades radicales nue, 
vas ocasiones de reconocer las venta¡as de los exponen, 
tes fraccionarios. 

Por ahora basta observar que correspondiendo fa 

division de los exponentes, en los casos en que se la pue, 
de efectuar , á la extraccion de las mices; en es~ando me, 
ramente indicada aquella di vision, se la debe conside, 
rar como símbolo del resultado de la misma operadon; 
y de consiguiente deberemos tener por equivalentes las 

n_ m 
expresiones V am y a ñ. 

· Asi vemos de nuevo que el convenio adoptado pa• 
ra representar las diferentes potencias de una cantidad 
nos conduce por analogía y por extension á sfmbolo1 
particulares, del mismo modo que segun vimos __ (~. 37)1 

nos condujo á la expresion aº==. I. 

· I 3 3 Observaremos con este motivo que la regla 
de l~s exponentes relativa á la division (§. 36), com• 
bi1rnda con la de los signos relativa á la sustraccion 
( §. 2 o), nos conduce tambien á nuevas expresiones 
de cierta clase de fracciones algebráicas. 

Con efecto, por medio de estas reglas tenemos: 
am 
--a/»-n. an - , 

y de esto es facil inferir que si el exponente n del de, 
nominador fuere mayor que el exponente m del nume• 
rador, será negativo en el segundo miembro el e:xpo• 
11ente de la letra a. 

D! AI.GB:BRA, 

Por ejemplo , si m = 2 y n = 3 , tendremos: 
• a -, -r -=a2 ==.a ; 

aª 
y como por otra parte sepamos que simplificando la frac-

a"' I . , , 
cion - se trasforma en -, vendremos a concluir que 

a 3 a -

son equivalentes las expresiones~ y a-r. 

En general tenemos por la regla de los exponentes 
am 

-==.am- 111
-

11 =a-"; y por otra parte sabemos que 
am+n 

2;. Resulta pues que son equivalen• 
a 

tes las expresiones - 1
- y a-n. 

an 
En efecto, el signo - que precede al exponente n, to

rnado en el sentido indicado en el §, 6 2 , manifiesta que 
el exponente negativo propuesto procede de una fraccion 
cuyo denominador conteriia n factores a mas que el nu-

merador, la cual simplificada es -
1
-. Se puede pues, en 

an 

encontrando cualquiera de estas expresiones , sustituir en 
lugar de ella la otra. 

a•br 
Con arreglo á esta observacion la cantidad c'dl, que 

es equivalente á a'xb! x :. x Ji , se puede trasformar 

en estotra a" bs c-'J. ¿-3
; es decir, que se pueden trasferir 

al numerador todos los factores del denominador con lo.r 
mismos e.rponentcs que tengan, sin otr~1, no'Vedad que la 
de estar precedidos estos del s;gno -. 

Y recíprocamente, ,uando una cantidad contenga 
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factores con c:i:pone,ntcs negatfvos, los podremos trásfa. ( 
dar al denorninado1·, dando á sus exponentes el signa+; f 
y de esta manera la cantidad az b.r ,- • d- 3 se convierte ! 

a, a 2bs l 

en ;:d:~f.,m•don á, la, p•lmda, d, /a, ,.n,;,1:,1,, "mp1,..,, j 
. 134 Observ~remos ante todas cosas que se indica~ las poten. { 

cias de las ca~t1da~es complexas encerrando estas cantidades den, f¡: 
tro de un parentes1s, sobre el cual se pone á la derecha el cxpo, t 
nen te de la potencia. La expresion ( 411• - 2ab + 5b2 

) 1 denota b i 
tercera potencia de la cantidad 411' - 211b + 5b'. La mistna poten, ,,,,,; 
cía se puede tambien indicar del modo siguiente; 

2 2 3 
41, - iab+ 5b. 

13 S Siendo las cantidades binomias las mas set1cillas despues de 
las monomias, deberán ser entre las complexas las primeras cuyu 
potencias nos propongamos determinar ; y asi como por medio de 
multiplicaciones sucesivas de un binomio hemos hallado(§. 34)111 
segun.da y su tercera potencia, pudiéramos igualmente hallar por el 
mismo medio cuah1uiera otra potencia que necesitásemos·del mismo 
binomio; pero asi no obtendríamos mas que resultados particularei, 
como los que se hallan en In siguiente tabla: 

( X +a)·= .v• + 211,'t' +a• 
(.v +.a) 3 =:i:3 + 3a.1:"+ 311'.11..¡..al; 

(.v +11) 4 =.v4 -+- 4a.v 3 + 6a'11,·' + 4113,v+a4 &e, 
la cual se podrá fiícilmente continuar cuanto se quiera; pero no seri 
igualmente facil descubrir en ella la ley que siguen los coeficientes 
nutnéricos de estos resultados, Reflexionando sobre lo que practi• 
camos ·en estas multiplicaciones, ecliaretnos de ver que los coefi. 
cien res numfricos provienen de las reducciones que origina la igual• 
dad de los factores que forman cada una de las potencias¡ y que si 
descubrimos algun tnedio,de impedir estas reducciones, lograremos t 
poner mas claro la ley que se observa en la composicion de estos 
productos. 
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El medio que para esto se ocurre desde luego es suponer por 

un momento que sean desiguales los segundos t6rminos de los bi~ 
nomios que se hayan de multiplicar, representándolos. por los si
guientes: 

x+a; .v+b_; x+c; .v+d &c. 
Efectuando sucesivamente las multiplkaciones de dos, de tres, 

de cuatro &c. de estos binomios, y colocando en una misma colum
na los términos en que se halle la primera parte x elevada á una 
misma potencia, tendremos: 
(x+a) (x+ b) =:t'• +a.v +ab; 

+bx 
(:r+a) (x+b) (:r+c)=.i-1 +11.1:'.+-abx+abc; 

+b:v'+acx 

+c.i-'+bc.v 

(x'-+-a)(x+h)(r;+ e) (.v+d) =x4+a.i-3+ah.i-'+tibcx+abcd 
+bx 3+acx• +11.bdx 

+ cx3+adx2 +acd11,· 

+d.i-3+bc.r;• + bcd.r; 

&c. &c. &e, 

+ bd.r;' 

+ cd.v' 

Sin necesidad de efectuar mas multiplicaciones de estas, se puedf ya 
v~ir en conocimiento de la ley con que estan formados sus produc
tos; pues reputando por un solo término á la combit:acion de todos 
aquellos en los cuales se halle una misma potencia de la x, y t1ue 
por esta razon, estan coloc~do's en una misma columna, es decir, 
teniendo presente que por ejemplo, · · 

ax3 +b:i· 3 +c:v3+d:v3=(a+b+.+d):v3 (§. u); 
se puede ya observar en los productos que hemos hallado: 

z. o Q11e en cada uno de ellos /l(ly im término mas que uniJadu 

hay en el 1iúmtro (le JIJJ f,ictores: , 
2,0 Que el e:i:ponente 1'aix'en e,I primer tfrmino u igiial al nú

mero de loJ factores; y q1u de.rpms ·oa diJmifluyendo umi: unidad m 
,ad,i uizo de los términos qm sz'gmn: 

g.0 Que la mm elevada potencia de x no time otro coificimte q111 
ltl unidad; 1a inmediata inferior, wyo e.1:ponente tiene -una unidad 
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mmo;, utá multlplicada poi· la s_uma de los .regunJos fJrmino, iJ 1 
¡01 binomios; la q11e tiene dos 1mzdadn mmos en m exponente h ¡, 
ntá poi' la JUma de todos !01-difel'entc.r produc~os que se pmdtno~ f; 
'tenei· multiplicando de dos en dos los segundos términos ddos bin,. ! 
mios 1

; la qtte time tres unidades menos en su e:i:ponmte ¡0 1
, ¡ 

111 •· 
por /a rnma de todos los diferentes prodr1etos que se pueden obtenii t\ 
multlplicando de tiw en ti·es lor segundos término! de los binomt'os ,

1 
Í 

y asi de las dmuu. Finalmente en el 1íltimo téi-mino, que e¡ el pr~ ~t 
dueto de todos los segundos términos de /01 binomios ,y m el cua/ 111 l.j 
aparece la :x, podemos mpomr qite Je halla esta letra con el exponi,. ,. 

d ' ' t l t, te mo ( §, 37), y q11e e co1wguren e .e e:vponmte mas alto di /a¡ f;' 
se· ha dismitmido de tantas imidades como hay en el 111í111e1·o 41 /u t 
~~ . . 1 

Aunque no es dificil ver que la forma de estos productos debe j 
permanecer sujeta á las mismas leyes, cualq~1iera q\1é sea el nóincro j 
de sus factores, se puede demostrar esta verdad de un tnodo mt ~e 
convincente que por medio de la analogía, f 

13 6 Por decentado es evidente que todo producto de esta e. Í¡f 
pecie debe contener todas las pote11cias sucesivas de x desde aque- ~ 
lla Cll}'O exponente es igual al número de los factores que se hlll , 
multiplicado, basta aquella cuyo exponente es cero. Por manera que ; 

si representamos por m el número de factores ,_aquellas potenci!i 
vendrán á· ser 

xm·; :1/11 - 1
; x 111 - 2 &c. hasta :vº. 

Representemos por las letras A, B, C .......... Y )os respectivoi 
mu lti p I ica dores, ó sean coeficientes de aquellas potencias, comenzatt• 

do desde .-vm- 1
; y como mientras permanezca. indeterminado d 

número m de los factores, debe igualmente pertnnnecer in1eterml- t1:····• 
nado el número m + 1 de términos del producto, no podremos de- ¡ 

signar mas términos de este que los primeros y los úhimos, y ten• , 

dremos que contentarno~ con indicar por medio de una seride '¡' 
puntos suspensivos los <lemas términos intermedios que puedan fal, :,·: 

' i¡J 
:r Estos productos se llan:ian Jiinnrios. .. 
2 Estos otros se llaman procluctos ternarios, . 

l
.; 
,i 

t) 

i 
1 ¡i 
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tar para completarlo. Asi que todo el producto vendrá á tener esta 

forma: 

y esta e:l(presion representará el producto de un número cualquiera 
m de factores .'V -1-- a , x ..¡.. b , ,'V ..¡.. e , x ..¡.. d &e, 

Ahora bien, si al producto que acabamos de suponer hallado lo 
multiplicamos por otro nuevo factor x+ l, deberá resultar una ex
presion de esta forma: 

.xm+..I +.Axtn -1--Bxm-I+C:v m-2 ... +Txl+U.i·~ +r:11 
-1--/:>.;m +lA.vm- 1+/B.v"'-~ ... +tS:i:3-1-lT.-v'+IU.v+IY, 

la cual nos hace. ver: 
1.

0 Que si A es !asuma de los m segundos términos a, b, e, d &e,, 
sera A+ l Ia de los m + r segundos términos a, b, e, d &c. l; 
y que pot consiguiente si la ley indicada para la cotnposicion del 
coeficiente del segundo término es verdadera en el productc:> del gra~ 
do m, se la deberá igualmente observar en la formacion del segun
do término del producto del grado m+ I. 

2.º Si es B la suma. de todos los productos binarios de las m 
cantidades a, b, e, d &c., 13 + lA iepreséntará. la de los productos 
binarios de las m-1-- I cantidades a, b, e, d &c. 1: porque siendo A 
la suma de las primeras m cantidades, será lA la de los nuevos pro~ 
duetos binarios que pueden formarse combinándose la nueva canti
dad l con todas las anteriores; luego si la ley que hemos su puesto 
para la composidon del tercer término del' produ~to',,~~ ver.dadera 
cuando este sea del grado m, tambien será verdadera cuándo él pro
ducto sea.del grado m-1- 1. 

3.º Si es C la suma de todos los produ~~os ternarios de las. m 
cantidades a, b, e, d &c., será C + l B la ·l:le tocios los productos 
ternarios de fas m + :e cantiq.ades a, b, e, d &9, l; pues si B re.:. 
presenta la suma de tocl~s"Y~tp}~ductos bi~ar'i¿s de l~s -m éantidades 
a, b, e, d &c., vendr~ á ser l B la suma de todo~ los nuevos pro
ductos ternarios que se pueden formar combinándose la nueva canti:.. 
dad l con todos los productos binarios de las anteriores; y de con• 
siguiente si en el producto del grado m es v¿rdadera la ley que he-
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mos.indicado·para la composicion del coeficiente del cuart 
1
, · · o erllli 

no, tambien será verdadera en el producto del grado ,n + I, · 

Fácilmente se ve que se puede hacer un razonamiento sern, !, . / • e¡antc _,, 
sobre cada uno de todos los demas termmos hasta llegar al último f 
JY, el cual.será el producto de los m-1- I segundos tfaminos siem- ¡: 
pre que Y lo sea de. los m segundos tértninos. ft 

, De' esto. se deduce que -pues en el producto de cuatro factorei ~
,6 como dicen del cuarto grado I hemos ya observado(§. 1gs) qui 1 
el coeficiente del segundo término es la suma de las segundas f'll· 1:, 

tes de _los factores_; que el coeficiente del tercer término es la SUIIJ¡ 1 
~e t~do? lo~ productos. binari~s de las mismas segun~as partes &e,; 11 f 
,.deberá -vebficar- lo -mismo en el producto del qumto grado, y poi i: 
consiguiente en el '.del sexto; y asi podremos ir subie~do de grado Ir; 

en grado _hasta v~nir en conocimien t_o de que es general la ley indi, , 
cada. Por. man~ra que si al producto de Ull 11,Úmero cualquier.a mdc ! 

factores b1no1n10s .v+a, :v+b, :v +e,_ 111+ d &c. lo representa, l: 
mos,por . · · . f:i 

m .. '-Á m.:..1. B ni-2 - •c. ni-3 ..,, , V. 1 
( 

• ,'t' T :V. + X + ,1/ ....... ,-:-\-.LX_+ ,Hf, ~ 

será gen·eralmente A la suma de las _m c:intidades a, b, e &e,; B la de !; 
:todos los proquctos bina;ios de_ estas cantidades; C la de todos i __ ~ ,_._·:.• 
productos ternarios de estas cantidades, y asi sucesivaniente. 1; 
· Si no contentos· con haber ya descubierto. la ley de la formado\ 1-• 
_de todos. l~s tér1~1in9s de es}.ª clase: de productos, quisiéremos cifrar, ;' 

J~:e11, ~n-,~_.e~~;-~e-~10n_ ... , a)g.ebra1c~ ', podr~m-~s representar por N.im.,.,., !' __ t 
un t_erminp 9i1alqu1e.~~- del producto, y. deberembs tener presente 1 
iué 

1

ci\'a·11d¿
1 

sea 1¡ :.;.:._ i ;'. ~l t'ér;nin6 rep- res~11tádo será el_ segu~do- del 1._· __ ·_:_--_.•-.

prodncto, y .i.V será la suma de las 111 cantidades a, b e d &c.¡ ': 
.,.j¡J.., ):_ ·.¡¡,••• ' t, ;e 

cuando sea n = 2, el t6rm ino será el tercero, y N designará°la sa• r 
ima de. los .productos binarios; cuandq ~ea n= 3 , el tér01Ln9 serí el 1~: 
f_~ri:t~ y/J_,¡r~pr_ s~ntárá ~a sum_._ ª_ de _los pro.·du_c_ tos tern_ari¿'¡;, .. cú_a_n· 1•.-._• .. : .• _: 9.0, 11- re¡, 1el_ te:~1~11.0 ser.a el und~c1mo, y /V_ representará la suma ) 
?e los productos denarios, y así sucesivamente. ·. · } 

. 137 Para ha~er ~,hora que los p;oduct~s de fact.ores binomi01 : 
que solo tienen el primer tfonino comun ( 

(x+a) (,11-t b); :,¡¡· 

(.v-+:a) (a:+b) (:v+c); 
( ,v+a) (:v+b) (x·+c) (.i;+d) &e, 
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se trasformen en las potencias de uno cualquiera de ellos, por ejem
plo, de ,,:..¡-a; ó lo que es lo mismo c.ln (x-1-a)';(:1:-t-a) 3; (x+a)4&c, 
basta suponer que todas las cantidades b, e, d &c. han venido á ser 
iguales á a, y sustituir por consiguiente en el producto la letra a en 
donde quiera que se halle cualquiera de las demas. De este modo 
todas las cantidades que multipliquen una misma potencia de .11, se..
rán iguales entre sí; y el coeficiente del segundo .término, que en el 
productó de cuarto grado I por ejempTo J 

(x+a) (x+b) (,,:+e) (x+d) es ,:i+b+c+d, 
se convertirá en 4a; y siendo el del tercer término del mismo pro• 

dueto 
ab+ac+ad+bc-+- Z.d+cd, 

se convertirá en 6,¡'; y de aqui esJacil inferir que el coeficiente de 
cada una de las diferentes pótencias de x se oonvort,&-á· en· ,1na sola 
potencia de a, repetida tantas veces cuantos términos tenga en-el pro
ducto aquel coeficiente, y designada por el número de factores que 

contenga cada término, Asi el coeficiente N de, la potencia xm-n 

será la potencia aP repetida tantas veces cuaiitos productos dife
rentes se puedan ÍO!llJ.ªr toma11~~-.n !~tras d~ 1¡1n ~fün~ro i~: dé; e11:Ís; 
y de consiguiente á la investig~dón del 116mero de estos prodµ_ctos 
se reduce la del coeficiente numérico del término en q~~ se ha; 

Íle la potencia ,-,;m-n. 

. 138 •Para llegar, d(scnbrir aquel número es nei;esar,iQM 1pri
mer luga,1 distinguir las dífereptes alternaciqnes o pcrmilt:,ieio.p~ q 
situaciones que pueden .tornar las letras ó factores de un producto, 
de los diferentes. productos 6 combinailiones que. :p.ueden formarse 
con un cierto número de letras. Con do~ letras,. pl)r ejemplo ,i y b! 
no se puede formar mas de un prod~cto_bi1111rfo,; per9,su~factores 
1011 susceptibles de deis alfc1'.!n;ídoq4s 9 .perm1Jtaclqnes,:.1ir y ba; con 
tres letras_ a, b, e nq _se puede formar mas de U!? produ~to t;1·na~io; 

pero sin que varíe el valor del producto ,_ sus factores .~on _suscepti
bles de seis alte,rnacjones .ó permutaciones.:_ nb,., ,1.cb i bac , bca, cab~ 

1:bq (§1 .88 ), .Con l:i, mi~ms~ tres le_tr~s se po~d~~.[orn;i~ ~res,pro .. 
TOMO II, • . MM. 
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duetos binarios enteramente d1fo1·cnlch 11b, ,1c, be, pero a1 se ntien, i 

de á la diferento 6ituacio11 de loa !i11 .. torea, at¡uellos tres prc,ducioi f 
vendrán Ú ser aeis: t1b 7 b,, 1 (IC I C/1 1 /le I ,b. • r 

Esto ba&ta para darnos ~ conocer que pum dctcrm111nr el numero [ 
ele con\binaciones que ee pueden forlllal' ~Otl 1.;t1ah1'.iicr número le r 
letras, es tfocesnrio atender á estan t1cH mcu1111tnncins: 1,n culntu !. 
son todas lus letras c¡ue se nos propnncn: i, 11 de cufotns hn deconi, 1 
tar cada unn dl.l (:rn combi1rndonc~ 1 3,.i cuánt1111 H(>t1 lo difercnlcssi, t'. 
tuacioncs de que en una mismn combinAdnn ó producto son susce¡, Í.•.• 

tibies las letras ó factor~e de 1¡ue so com peine. , 
Para fijar las ideae supongamoa 1¡uo h:1bi611tlosonos dado hi 1 

, ' 11 , /¡, e 1 11, t, /, g , li , ,•, ''. 
nueve letras siguientes 

1
~. 

se nos pregul'lte cu fo toa son las co111bi11ncionco clo ti &icte1 letri1 que, ¡:. 

(Omprendicndo las perinutnci.oneo, pueden rcnullu_r d~ las nueic¡ y 
y por de contado nos oc111·1·1rá t¡uc 101111111(10 .irb1trnrrnmenle una f; 
combinacion de &cia de c~\118 letratt, por cjcmpltl I tf b C tll !, podre, f 
mos ngtégnt ~ estns sucesivnmente c1111fi un~ de hrn trc:s

1

lctrarnmn, f 
t1:s g , /¡, ¡, y de esta rnnMrn lendrcmoo luu trcij i.:ombinacion.ci do! ·!, 
siete letra.: ' 

" b e rl r / g , t> li t' ,l I f /1 , ti b , rl e J /, 
Lo que ncabnmos de decir mpccw de urrn c.:umbinaelon partku, 

lar de sci~ letras, convcn<lr~ igunlmcnte Á 101111, lnt dcmue combin1, 
ciones de tí eeia; y <le esto deberemos tcmcluir t¡uc c¡¡da cornbinacio1 
de á seis lctrns dnrn trca de II BÍete, euto e~, tijntn como letru fal, 

ten parn que todna cHtuvicAcn ~ 1111 111inrno licmpo en una sol1 com, 
hinncion. Luego fli rcprcicntamoa por 11 el n1'.tmcrn de laa ,ornbi, 
nnci(,)t1ea de {1 11cie letnrn, tcndremo~ el de ln (:()mbinncioncs del 
siete letrn11 multiplic1111do P por lrcR 6 ¡mr 9- 6. l1ouiondom.y.i 
en lugar de loa n6tneroo 9 y 1, y co11•klcr:mdt1 ltÍ JI como el ,n6m~ f 
ro de !ns •comhlnndonefl tJUII pueden !hrmnno ,,m m leme c~trablo i 
en cnda c6mhin11cio11 ,,_ 1 lotrírn, y ntcmli«mdo a fu pcrmutaclon11; lf 
el número ele c:ombinncion,.rn clo d ,¡ letru 1¡uíl t.llií lna miu11u III lc1111 I 
J>Odrfo resultar, deber~ re¡nencnrme por tl 

J> (111 - (11 - 1)) 6 l' (m -· n + r ), ·. t 
Lo {rnic6 quetl prímcrn vitt11 p.mcu 41111 tu,mm 11dclanOdóC-OI fi, . 

~ .. 
t;\': 
fil ,:, 

I
r.., 

: 
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esta fórmula, es habet,nv~riguado que en sabiendo .et número de pro~ 
duetos ctiatmzm•ios.:1 por ejemplo, que se puede11 sacar .de ffl letras, 
!10s será•facUdetcrmJnar ~¡ de .. (os q11ii,1mo1; e11 sabiendo el de los 
tm1a1'io1 se determinara el de los c11atemm·io1; en sabiendo el de 
los hinal'ios deter'minarembs d.de lela hr,uu·ios I y asi sucesivamente; 
porque suponiendo cqmó suponemos, conocidos los valores. de m y 
de 11, lo único que falta conocer .en Ja. fórmula ,.éil .. ~Lvalor de P 
para poder despues· .efectuar c.on ·l'as tr'es. cantidades m, t1, ·P las 
operaciones que ·la misma fórmula pte$c,ribe. 

A fin de hacer ver que en esta f6rmula estan comprendidos 
implícitamente todos los casos particulares, propongámonos averiguar 
cuantos productos binarios 6 combinaciones de ú. dos letras se pue
dén formar ton m letras atendiendo 1í las permutaciones .• En este 
caso será n::::: :i·; y' pará hader·uso de la .f6rmula deberemos tener 
snbiclo de antetriitro .el númeró P de cómbinaéiones, 11i nsi pueden 
llnmarse, que se pueden fo~mar con las ,mismas m letras·, tom:índo
las una :Í una ; porque .en este caso ,,....;.. 1 ::= n Ahora bien,~ este 
número .p _·m, y. de· collsiguiortte. la ,;formula••general. se trasfor. 
martí enm (m-2..¡JJ1,}0 m(,A,:.l-'..·J). , ··, ·. 

Ya que sabemos el n{imero de productos hinarios, nos será fa,. 
cil determinar el de los tmiar/01 con solo sustituir en la formula 3 
en lugar d_e· n, y m ( ,n~ x\~n l~s~r}~.t 'Ast tendremos: ' ', ' 

111 ( m - I ) ( ,n - 3 + [ ) i Ó m ( 111- I ) ( ,n - 2 )• , . 

Si ahora que ya sabemos el número d.~- los prqcluctos ternm:ior; 
quer~nos averiguar el_ de los cuate1111t11·ios, en la fórmula austituire~ 
tnos ,j;~tl lúgante n, Y,n (111-1) (111·--.2)e11 lugar de P, y resultará: 
ni( ~~\-úcw:.::..'i')(~t~4""".;I) l''.6 m(m~ í)'( m _:_ 2)(rll;;.:.. 3). 

·Del mis.1110 modo podretl)OS dot.erminar el n.úinero de productos 
q11i11ai•io1,queserii m(m.-1)(m-2)(m-3) (111-4); yasi 
podremos calcular progresivamente el número de combinaciones que 

se:: pu~den form~r. c;!m'~.J,e,t~~f},,fntrnndo en .cada 7o~ibinacion cual.: 
quier·· número ~ de, ~!las y ~t~p4ien~o ~ las permutaciones. Este 
número, que segun hemos visto; eat:í representado por P (111-n+1 ), 
lo estar~ con mas claridad por ni(m- 1) (in- :i) ...... (,n..,__n+ r'); 
en cuya expresion los puntos suspensivos nos dan á el)tender que se 
deben continuar los factores hasta que haya tantos .como létras ha~ 

, '. ' ' • 1 ' 
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yan de entrar en cada una de las combit¡aciones, 6 lo que es lo tnis. 
mo, hasta que el guarismo sustractivo que forma parte de cada fac. 
tor valga tantas unidades •menos una, como letras hayan de entrar 

ID cada combinacion X. . 

139 Para pasar ahora del número de las combinaciones'. qut he. 
mos determinado de n letras, al· de los productos diferentes, es de. ~ 
cir, al de aquellas combinaciones: en que ne,' se atiende á las permu, f 
taciones, es necesario conocer de antemano el número de 'permuta, .f': 

cienes 6 alternaciones de '.que son susceptibles lós factores di un f' 
mismo producto. Para esto observaremos que si e11 cualquiera de J' 
las combinaciones se fija en el primer lugar una de las letras se I; 
podrán hacer entre. todas las deriias .tantas permutacion~,s cuantas ~r, IIt 
mita un producto den- r letras. Tomemos, por ejemplo, la com-

binacion ó producto abcdefg compuesto de 7: lc;t~a_s; j" Jac;lm~te ; 

veremos que dejando en el primer lugar la a, podem9s e~eriblrn, 

te mismo producto de .tantas maneras cuantas sean las per~utacfo, ... 

nes de que sean. susceptibles los factores del. producto de Seis letrai ~' 

bt:dej,g r y. pudienqo cad11 una icle.,lll~. 7Jetr:1s ocµpai; el.-pri¡n~r lugar l: 
CJ.Ue hemos supuesto ocupad p. por. la .·11.; e~ :cJaro que si lla111amos Q ~ 

l" 

1 En el numero que acab~mos de -determfoar de comb!ná'~iones, noei-
tan co1nprendidas aquellas en las cuales se halla repetida muchas vem 
un~ misnla letra; porque no'pu~den se~nos· útiles, para el"ásu~to de qne 

· at¡tii' tratilmos. Sin emba~go, c:01110 •pueden serlo para el cálculo delu 
probabilidades ·qui:' tiene ·w>r f1111daroento, lá t<lot'í~ •depl,~s ooqi~~ado• 
nes y permutaciones, observ,a{e.mos en el .. cjempl.o prqpllfS,t,9, q~e •* ;.: 
COlllPinacion <le ÍL 6 letras abcdef, pudléndose combi'nár"Je núe:vó cÓnca-1·· 
da una de las -9·, producirá 9 combinaciones" d~ /1 7. Dec·o'~s!gtiie'iíte'(/p . 
representa el número de comblnaciones de á 6, el de J~s ·de á 7 istari ;: 
represent¡¡do por Px9, y generalmente si m es el número,de·todasb! '.' 
letras, y ,p el de.la~ combinac,iones en qne .entran 11,...:1.d~, ellas,)'m 
será el número de l~s combinaciones, en ~ada una de las ~~~les ~ntiao1 , 
letras. Siendo pue3 m ef niÍn¡e,ro de .~om~ir¿~fones ,' 'sf il ~iledcn ¡fu~ru• rt 
se, de las letras tomadas una a un:i, será· mxm 6 in:,, c1 de las combina• t 
cioi:tes binarias; m'><m 6 ml el c1·e las·ternarias;•y ifoalinent~ m'.1nrepr~ J:. 
sentará el número de co1nbinaciones c¡ue, pue~en. fol"!ll.arse cgq niJetm, Í 
entran.do en cada. c~mbinacion n de ellas , y ¡¡tendiendo no s_olo á las_per: jr 
1~utac10n.e~ de las d1feren~es letras que entran ~n cada ~na, smo tambrena t 
Ias repeticiones de una mrsma:letra, .. ,, · '· .. i 

i: 

il~. 
' 

. 

¡¡¡ 
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/ de permutaciones de que son susceptibles los factores de e numero · . 
un producto de 6 letras, Q x 7 representará el de las permutac1o?es 

de los factores de un producto compuesto de 7 letras. De a~m se 

sigue que si representamos por Q el número de las pernrntac1ones 

de que son susceptibles los factores de un producto de n- I letras 

Qn representará el número de las permutaciones de que son suscep

tibles los factores de ún producto de 11 letras. 
La sencillísima fórmula Qn co~prcnde cuantos casos particu. 

lares pueden ocurrir; porque si suponemos n= z, es decir, si. que .. 

remos ave~iguar d.e cuantas permutaciones son susceptibles los do5 
factores de un producto binario, en observando que cuando no hay 
mas de una letra es Q= r, resulta I x 2 = 1 para el número de 

Utaciones de un producto de do.s letras. Suponiendo ahora pci:m . . ... 
Q=ixz, y n:::3, tendremos 1x2x3=6 para el número·de 

permutaciones de un producto de tres letras. Haciendo del mia~o 

modo Q.= 1 x 1 x3, y n=4, resultarán IX 2 xg x 4 ó 24 permu
taciones posibles en un producto de 4 letras, y asi sucesivamente, 

:Por manera que r x 2 x 3 x 4 .......... x t1, vendrá á ser la expresion 
general del número de permutaciones de que son susceptibles los 

factores de un pro,ducto fopnad_o de n l.etras. 

140 En habiendo comprendido 19 que aca~amos de exponer, 

se verá co~ facilidad que dividiendo el número totat de las combi.;; 

naciones de :í n letras que se pueden formar con las m letras pro

puestas, por el número de las permutac~one~ de que son _suscepti~les 
las n letras que entran en cadJ combinac1on , el cuoc1ente sera el 
número. de los diferentes productos que se .pueckn hacer tornando 
de todas las maneras posibles fl factores entre las m letras. Estará 

pues, bien representado este n~mero por la expresion fracciona'.ia 

P(m.:...n+ r) , 
1 

· · · · _____ o mas e arament.e por estotra . ., .......................... . 
Qn ' 

1n (m- 1) (m-2) ....... (in-n + I) d • • 1 • 
· • .. . . . ··• _ ; y e c0ns1gmente a expres1on 

· 1x2x3 .. ~ ........... .";•.,".~ .......... xn 
P (m---n+ 1) n m-n · 

l>,'.vm-n (§. 136) se trasformará en ---Qn a x ; 

m(111-1)(m-2) ........... (m-1t+1) n ni-ni 6 mas bien en_.;._ _______________ ª ,1,• 

1xix3 .................... XrJ • 
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Y cualquiera de estas vendrá á ser la expreston general de cual , • • • quien 
de lt,s términos del polmomto equivalente á ( ,v +a) 111 , >1-

P ( m-11 + 1) 11 111-n 
Estando representado por Qn ·- a .v. 1111 tir. 

mino cualquiera de aquel polinomio, el término que inmediatamen· 
, P 11-1 m-n+1 

te le anteceda lo debera estar por Q a ,v ; porque r~ 

trocediendo hácia · el primer término, a'umenta un! unidad el expo, 
nente de x ,· el de a-disminuye otro tanto; y ade1nas P y Q·~on ¡11 
cantidades relativas al Mmero ,, - I. 

· . P M .á 11 141 S1 hacemos Q:::::; , se q¡nvert1r n a~ue os dos_ tér_tni, 

: 11._1- nz-·11+1 M, (m-11+1) n'nf 
nos consecutivos en Ma .. v , y . . ll .v •». 

' n r. ' 

cuyos resultados nos manifiestan c6mo formaremos cualquienlr: 
mino del polinomio equivalente á ( 11:-1-a) 111 , por medio'dcl qui 
le anteceda. · 

En efecto, sabíendo como sabemos que el primer término es ~111 

' hallaremos el segundo haciendo n= I; y puesto que el coeflcie411 
de .1; 

111 es la unidad, será M= I j y vendrá a ser el segundo termino 
IXlll m-z m m-1 l , • 
-- 1,:,,· , ó - 11.1: • Para pasar e tercer termino harcm01 

I l 

m m(m-r) • m-2 
M==.-, y n=2; lo cual da ----a .v . Del mismo 
. l, I , 2 

. m(m-1) 
modo hallaremos el cuarto, suponiendo M:::----,y~=3¡ 

I, 2 

• Es importante observar que haciendo sucesivamente 11 =a; n:;:3¡ 

·_ · l c1: ¡ P(m-11-i-,r) m(m-1) n -4' &c. se convierte a ,urmu a _.;,._-=---~ en ¡,,,.,,,,, 
Q1i J, !! 

m(m-1)(m-'2) m(m-r)(m-2)(111-3) · ,. 

3 
; . &c.; expres_1one1 

I ,.2 , l • 2 , !J , ,j, 
que nos dan á conocer respectivamente cuántos productos bfo_ario¡, terna,'. 
ríos, cuaternarios &c. se pueden formar con un número' cualquiera m d1 
letras, y de_ consiguiente c.uitntos ambos, te1·nos, c11ate1·11os &c. hay en 111 

números, ó cuántas combinaciones binarias, ternarias &c. se, pueden fo¡; 

mar con m cosas cualesquiera, excluyendo las pern111tacione~. 
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m(m-1)(m-2) 1 m-3 

de donde resulta _..;,_ ______ ª :t: , y asi sucesiva-
1. 2 • 3 

mente: por cuyo medio hallaremos la siguiente serie, conocida con 
el nombre de fórmula del binomio de Newton.: 

· m m m 111-x m(m-1) • m-2 
(x+a) =·v +-. ax +----a·:,: -+-

I l . .2 

m(m-1) (m-2) 3 m-3 & 
. a X· -1- C. 

I • 2, 3 
de la cual se puede deducir esta regla: 

Para pasar de un término al inmediato siguiente se multiplic,trá 
el coeficiente numérico por el e:i:ponm/f que x tenga en aquel prime

ro, y .re le dividirá por el nzínuro que designe el lugar que ocupe el 

mismo término; u agregará :ma unidad al e:r:ponrnte de a, y u qui

tará otra al de X, 

Aunque no sea posible fijar el número de los términos de esta 
f6rmula mientras no se determine el valor particulªr de m, no de
be sin embargo quedar ya duda alguna sobre la ley que siguen to
dos los términos, por distantes que se los suponga del primero ; por 
manera que 

m(m-1) (m-2 ) .............. (m-:--n+ 1) 

representar~ del modo mas general que es posible al término que 
tenga antes de sí n términos. 

Esta última f6rmula se llama el término gmm1l de la serie 

m m • m-x m(m-1): • m-2 & 
x +-ax +-----a x + c.; 

I l, 2 

porque haciendo en ella sucesivamente 11 = I I n = 2 , 11 = 3 &c. re• 
sultan todos los términos de esta serie. 

1 .,¡.z Hagamos ahora uso de la regla del párrafo anterior para 
desenvolver en un polinomio la quinta potencia del binomio .v + a, 

6 lo que es equivalente, la expresion (x+a)r. Debiendo ser el 
primer término 

el segundo será 

xr 6 1,1º.ir (§. 37); 

-Lar:v+ 6 sa,i-4 j 
I 
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el tercero 

el cuarto 

el quinto 

el sexto 
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2.:L a•,,vl 6 IO/J 3 ,'V 1 ; 
2 

~ a1.v" 6 roa1.-v'; 
3 

IOX 2 , 
---a4,1,,I o 5"'4,v; 

4 

~ a 1.i·q 6 a1• 

5 

.. 1 

A qui se ter111ina la operacio11; porque para pasar al térniinosiguicir, 
te, en caso que lo hubiese, seria necesario multiplicar por el expo, 
nen te de x en el sexto termino, y ya se ve que este exponente es cú,, 

Esto mismo nos lo matiifi.esta la expresion ó f6nnula deLtirmi, 
-no general ; porque teniendo el septimo término por coeficiente n~. 

,. m(m-r)(m-2)(m-3)(111-4)(m-5) .. 
mer1co . • 6 - , contie-

1 • 2 • 3 . 4. :> • 

ne el factor ,n - 5 , que en el caso actual se convierte e11 5-s ~ 
en o; y como deba entrar este 111ismo factor e11 todos los termino¡ 
siguientes, los hace nulos ó los ·reduce todos á cei·o. 

Reuniendo los termines que hemos hallado tnas arriba, ten, 
dremos: ' 

(:1: +,1 )' =·v' + 5a.v4+ ro,1'.-vl + rpa 3.v'+ 5a4.v+4r, 
143 La fürmula general que hemos determinado(§, 141) pu"' 

de igualmente servirnos para dumvolvcr cualquier potencia de otro 
< cualq11icr binoinio. Si tuviésemos, por ejemplo, quo formar la.sexta 

potencia del binomio 2,vl - 5a3 ; smtituyendo en aquella f6rmula 
general 6 en lugar de 111; 2.11 3 en lugar de ,1,•; y- 5al en lugar de a, 
se trasformaría en esta expresion: 

( 2,'V 1 )6+ 6(- 5al) ( 2,'t'l )f + 15 (-5al)' ( 2:1:1)4 

+ 20(- 5al ?( 2,1,'l )3 + 15 (- 5al )4( 2:vl )' 

-+ 6(-'- 5111 )r( 2,vl )+(-5al) 6; , 
y efectuando la~ operaciones que solo estan indicadas en cada uno 
de los térmii10s resultaría 

64xt8 
- 96oa3,-vrs + 6ooot16,o;u -2ooooa9x9 

+ 375oodu.-v-6'-375ooa1r,vi + r56:i.5a1s. 
Ios términos de este polinomio s011 alternativamente. positiv~,s 

y negativos ; y ya se deja ver que lo mismo suceded siempre quo 
\ 

DE AI.GEBRA. :18 I 
el segundo término del binomio propuesto tenga el signp-1 6 se& 
sustracti,,o; ' .,_ ,,., , 

r 44- A fin de facilitar la aplicacion de la fórm11la genetal;á otros 
innumerables casos que pueden ocurrir. análogos al que acab.amos, de 
proponer, se la suele dar otra forma: de.¡:l~ida .de la_s observaciones 
siguientes : 

Segun 1~ expuesto(:§§. 36 y 133) , 
, m · , m • m 

m-z ·11 · ·m-~ x ····m-3 . X · & , , 
X =-; .. i- =-.;N =- c.; 

·· :r: ' .a.-'. x3 

y de consiguiente la fórmula general se puede trasformar en esta 
otra: 

m • m . a m m(m-1) a• m , 
:,,; +-x-,"V +-----x-,-x +&c. 

I ,'V I,2 X 

y h·abiendo consegu,ido por medio de esta: trasformadorí'que sea 1o
mun á todos los termines del polinomio el factor _:r: "'~ se podrá esJ. 
cribir la fórmula de este mo_do: · 

"'( m ti m(rn-1) a• m_(m-1)(m-2)a3 
X I+----+ -+--------- ..¡.. 

I X I . , l x• l , 2 , 3 X' 
·• ' 

m(fn- 1)(~-2)(,n"."""'3) a+ ) 
., x 4 +&c. 

I • i• ·• .3 .. 4 . X · 

sacahdo fuera del paréntesis el factor éomun X"'. Para hacer ahora 
uso de esta fórmula es necesario prirneraruente formar la sed~ 
de /01 números representados por lai e;rp,·esionu 

~,, m .· l 
1 

'tn- 2.J. m-3 &c.; 
I . 2 . 3 . .. 4 

11wltip~{cfl/ i1111u'.liatamrnte el prÚmro de estos m{mrro.r por !~ fra~~ 

cion -ª-; multiplicar dupuu tl remltado por el úgmldo número ,y 
. X 

1 

otrtl '«Je.Z por la fra~c.ion . .!_; dupue:r este·,re1.ultado por el tercer .nú
x 

mero y por la fraccio11 -~;; ani~~c;siv~1nente: rezmir todo1 e,to.t tér
x 

minos; aiiadirles la unidad; '.)' últimamente ~tiltiplicarlo f9do por 
elf,ictor xm. 

En. :el ejemplo ( ~x1 ~ 5á1_ )6 seria ne:esario escf ibir ( u·; )6 cg. 
TOMO II, NN 

.c... 
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·, -()' · .:. 5a1 '. · ·' a 1 • 

lugar de :i: m; y - -. en el de - • D~jamos al lector el carg d 
• 2,V' .'I: · O 1 

efcc1u~r! el éálculo. 
145 'Aun para desenvolver las potencias de los polinomios pu¡~ 

de servirnos la misma fórmülít' que liemos hallado para •las de ¡
01 

binomios, con tal que sep~mos dar la forma de binomio á cualqu'¡ . u 
polinomio que se n, s proponga. Trátemos, por ejemplo, Q.e des. 

en volver .la ~ercera potencia dd trinomio 11 + b+ U y con solo 
suponer que h+c_;_I, vendrá á ser 11+b'-+,c:::=.11+t;y de con, 
siguiente 

(a+b+c )3 = (a+ /)3=a1 + 31J
2

l+ gal' +ti. 
Restit_uyendo áhora e4 h1gar _de l e\ btnom.io b +.e, al cual re, 

present-á,·tendremos. · . _ ·•· •· · , · · 

. (a+b-:-l"':cY:::113 +3a' (b.-1-t )-t ga( b+c)' +(b-:1-c)l;, 

y!ª ent~nces no faltará m_as que ~lese:1wol~erl fas, potencias ae1 bi: 
nomio b +e, y efoctuar con estas potencias las, multiplicaciones ¡~ 
dicadas en cada uno de los terminas. Asi tendremos 

·· · a1+ 311'b·+ 311b'+b3 

• 
1 + 3a"c~1-611b'c+ gb'r 

· 4 311~• -'l" gbc" · 
-t-cl, , 

Ia misma fórmula general que, como acabamos de hacer yer, 
nos puede servir para desenvolver cualqll ier potencia de cualquier 
binomio 6 polinomio I cuando el' exponente m d~ la .,pqt~ncia, se¡ 
un nínncro entero y_ p,ositivo, ,es igualmente aplic.nble aun á los ca, 
sos en que 1n sea un québrado propio Ó Í~propio, 6 cualquiera de 
las expresiones Jla111:1das cantidades 11eg11tíVt11, Esta particularidad 
importante necesita demostracion; pero corno por ahora no pucdi 
sernos de utilidad alguna, la remitiremos al complmunto d,J .A~/hM,¡ 

De la ixtraccion de las ntices de .las cantidades 
\ 

14 6 Conociendo ¡ya el modo de componer las po• 
tencias de las cantidades complexas, pasaremos'á des• 
componerlas, ó lo qne es lo mismo, á la extrnccio1r. de 
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sus raices , comenzando por la miz cúbica de los ·nÚ• 
meros. 

Para extraer la raiz cúbica de cualquier número es 
necesario ante todas cosas conocer los cubos de los nú
meros dígitos, y por esta razon los- -presentamos en la 
segunda línea de la-tabla; siguiente: 

Raic. cúbs.l I 11 1 S •1 4 l 5 \ 6 \ 7 \ 8 \ 9 
Cubos ........ -1- --8--;;- -;; -;-;; ~ 343 ~ ~ 

y siendo I ooo el cubo de I o, debemos inferir que 
mie,ntras no esté representado por mas de tres cifras un 
número, su rajz ~úbica no podrá, estar representada por 
mas de una cifra. 

La formacion del cubo .de un númer~ representado 
por una combinacion de dos cifras se efectúa .de un 
modo anál9goJ la. df:l cµadrado; porque descomponien• 
do el número propuesto en dumas y unidades; repre-
sentando despues el número de las primeras por a y el de 
las segundas por b; y teniendo presente que ( §. 3 .+) 

( a+ b )3 =aª+ 3a~b+ 3ab~ +b3; 

inferiremos .que el cubo 6 ,la .tercera potencia de cual• 
quier número compuesto de decmas ¡ de unidades consta 
de cuatro partes, que son: z.ª el cubo de las decenas: 
!},,4 tfes -veces el cuadrado de las decenas multiplicado 
por las unidades: 3. ª tfes veces las decenas multiplica
das por el cuadrado.\ de las unida4es; )' últimamente 
4.ª el cubo de las unidades. 

Sea 47, por ejemplo, el número cuya tercera po
tencia nos propongamos hallar; y h.iciendo a= 4 dtet• 

nas , ó 4 o ; y b = 7 unidades , tendremos : 
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· a s 6 • l. · -a <= 40.D O·· 

~.ª 3azb=33600 
3:ª 3abi....:. ·sss; 

3 

4·ª b= 343· 

f 
w 
J 

t 
' t ¡ 
1 Total: .... = r 0:3 !.is':ff= 47 ><;47-x:47: , 

Para retroceder ahora_ dd cubo 1o382 3 á su raiz ,_: 

47 , observaremos·eñ .p.rime·r·:lt1.gar qlié 64000,c11 fu 
de las 4 decenas; no tieiie dfras significativas de u~ , 
or.den-j.nfer.io.r .. á.-.tos---m-illares-;- -podemos pues, cuando f: 
hmqti~1~0s_ el cu~~ de h1s _dec~nas,_ des:ntende,rnos de f 
Lis centeiias, de las: dec'i:!nas }' ··de. las · tii11dades· del :nú,• ~. 
tuero ro 3 8 2 3. En esfo su~u~sto, 'dis1~citi1iéndo la ·ope, 
racion á semejanza de lo·que hemos practicado(§, 91) 
para la extraccion de la raiz cuadrada , separarenios con 

uha ~orirn-Tas. tres 'prirrle1·as· cifras· de' la ;,derecha;: y el 
n1ayo~- cubo -~ontenido en el- nltmero I d3 ,• 1'epresetitado 

por las resrnntes, será el de las dece11.1s. En la tílbln aa• i.l< 

rerior veremos que e~te_ cubo es 64, cuya miz es 4¡ · 
pondremos pues 4 en el sitio destinado paril la rniz; res• · 
taré"mos despues 6-4 de I_O 3; y ul l.i'do d~l residuó'39 r 
bajaremos las rtes últimas cifras. Elresidllo t!Jtal 39823 '; 
deberá contener iiun' las tres pHttes que segun la formu• 
Ja folran para completar el cubo tfo curilquier bindmlo1 
á saber,: tres 'Veces el c1tad1·ado de las decentts m1d1~/i. 
cado por las ttnz'dad(Js ;ó 3,/b; tres "()(;'ct'S -Jas dmnils 
mu!tiplicdaas por d cuadrado de las unid cu/is,' 6 Mb\ ,_,:_, 
y el cubo de icis unidades 6 b'1 • Si supiésemos cuql era l 
el v,dur del producto 3clb, conociendo' ya como cono:• ii 
cernos li!s decenas a, obtendrfornos las unidades b /''divi• f 
di~ndo aquel producto por 3a\ Pero aunque .en reali, f\ 
dad-no conocemos el";valor ,,de ga'b.; sabemos, sin e:m;¡¡ 
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b:irgo que este producto no debe tener cifra alguna sig
nificativa de un orden inferior á las centenas, puesto 
que contiene el factor a~ que expresa el cuadrado de las 
decenas; no puede por consiguiente hullarse sino en la 

parte 3 98 que queda del _número 3 9 8 2 3 des pues de 
haber separado de él las decenas y las unidades; parte 
que contiene ádemas las centenas procede~tés, del· triple 
producto 3ab~ de las decenas por el cuadrado de las 
llnidades y del cubo b3 de las unidades. 

Dividiendo 398 por 48 Ó por 3x I 6, que en el 
ejemplo propuesto viene á ser el triple del cuadrado 
de las decenas 3a\ hallaremos por cuociente 8. Pero 
no por eso hemos de creer que son 8 las unidades que 

bufcamos de la raiz, sin ejecttar previamente la com
probacion, formando con este número las partes del cu
bo que deben eHar contenidas en el residuo 3 9 8_2 3, y 
viendo si la suma de aquellas tres partes se puede res

tar de este residuo.-Suponiendo pues que sea b:;;;;8, será: 
3aªb=38400. 
3ab~= 7680 

bª= 5 1 2 

total .... 46592;-
Y como este result'.ldo no pueda restarse de 13982~, in
feriremos que el número de las unidades de la raiz de
be ser menor que 8. Asi que supondremos que sea 7; 
y ejecutando con este. n(1mero las mismas operaciones 
que con el 8; y siendo exactamente ig:ual á 3 9 S 2 3 la 
suma de las tres partes; restándolas d:::l residuo que nos 

ha quedado del número propuesto, no queda nada; y 
asi vendremos en conocimiento de que 47 es la raiz. tú~ 
bica que bnscan10s, · 1

-: 
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En vez de la comprobacion que acabamos de eje- f 
cutar para ver cuál de los núme.ros 8 y 7 era el de las J. 
unidades ·de la raiz, suelen algunos ~.levar inmediata, J 
mente al cubo el número representado por las dos cifra, ltj.: 

que suponemos halladas, y comparar este cubo con to•.· 
do el número propuesto. Por este método hallariamos f 
que el cubo de 48, ó lo que es lo mismo, · · 1 

48x48x48=11059.2; 1·· 
y siendo este nfrmero mayor que el propuesto 1038 23 .•·· 
echariamos de ver, ~omo antes, que debe ser menor .. 
qtie 8 el número de las unidades de la miz. Ji 

1 47 Lo que hemos ejecutado en el ejemplo an, J 
terior, puede servirnos de norma parn extraer la raiz cú, 
bica de todos los números representados por mas. de tres 
y menos de siete cifra~ .. En tod~s eUos' despues de ha, j 

her separado las tres primeras cifras de la derecha, bu$• 
caremos e\ mayor cubo contenido en el número repre, 
sentado por las restantes de la izquierda: pondremos su 
raíz en el sitio destinado para ell,1; y el cubo lo resta• 
l'emos de aquella piirnera p,Hte del n(1mero propuesto¡ f:, 
á la derecha del residuo escribi.remos las tres últimas 
cifras; separaremos las dos de la derecha,. y al número 
representado por todas las restantes lo consideraremos ' 
i;;omo un dividendo; el divisor será el triple del cua• 
drado de la parte que suponemos hallada de la raiz; 
efectuaremos la division; y antes de escribir el cuocien• 
~e á;Ja derecha de la primera parte de la raíz, formare: 
rnos las tres últimas partidas del cubo de un binomio, Y lil·. 

veremos si la suma de ellas se puede !'estar de todo ló 
que haya quedado del número propuesto desp~1es de 1 
h~~e-~le quitado el cubo de la prim:!ra parte de la raiz; f 
ó elevaremos iil cubo el n6mero ~•preseotado por 11 1 

1 

l 
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cifra hallada de la raiz y la del cuociente; y veremos si· 
este cubo se puede restar de todo. el nCimero propuesto; 
Si no pudiere efectuarse la una ó la otra sustraccion~ 
vendremos en conocimiento de que hemos dado al cuo
ciente mayor valor del que debíamos; le quitaremos pues 
una miidad-; repetiremos la comprobacion, y asi sucesi
vamente hasta que hallemos un resultado con el cual se 
pueda efectuar la sustraccion. Efectuada que sea, si no 
quedase residuo alguno, será esto señal de que el nú
mero propuesto es un cubo perfecto, y de que su raiz 
cúbica exacta es el número representado por la combi
nacion de las dos cifras que ya suponemos halladas; pe.:. 
ro si hubiese quedado algun résiduo, el número que 
habremos hallado no será la raíz exacta del propuesto, 
sino la del mayor cubo contenido en él. En este último 
caso suele .á -veces ser tan considerable el residuo, que 
nos infunde rezdos de que acaso habremos dado á la se• 
gurida parte de la raiz menos valor del que debiéramos. 

Para salir de esta duda tendremos presente que el 
cubo de a+ b, cuando b = I , es lo mismo que el de 
a+ I , y tiene por expresion 
· . a 3 +3a2 +3a+1; 
cantidad que excede á a3 cubo de a, en 

3aª+ 3a-1- r. 
Esto nos da á conocer que po1· crecido que sea el 

,residuo, mientras sea menor que tres 'l)eces el cuadrado 
de la raíz ht(llada, mas tres veces esta misma raíz, mas 
la unidad,. no habrd que, a{íadir ninguna unidad á la 
segunda parte de la raiz. 

I 48 Para extraer la raiz cúbica de I o S 8 2 3 8 r 7, 
observaremos en primer lugar que, sea cual fuere el 
número de cifras con que se haya de l'epresentar la raiz, 
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;odemos considerarla corno compuesta de unidadeS' y 1•.·. 

decenas; y sabiendo, como sabem?s ~ que ~l cubo de es, 
tas no pueden pertenecer.las tre\ultimas cifras de la de, J 
recha) es consiguiente que _debera hallarse en 1058 2g, 
Pero el cubo mayor contenido en I o 5 8 2. 3 tendrá en 811 
raiz mas de un guarismo, y podrá por consiguiente des, 
componerse en unidades y decenas, y !10, bajando de mi. 
llar el cubo de estas decenas, no podran ser parte de él 
las tres últimas cifras 8 2 3. Si despnes de la separacion 
de estas qu:dasen ~un

1 
m~s de tres cif

1

r~st a' la izqu
1
i
1
erda, Il 

se vol verá a repetir e mismo, rqzonan 1en o , y se ega, i. 

rá de esta maiJera á señalar el sitio del cubo de las unl. t 
dades del orden inas elevado de la raiz que se busca, 
dividiendo las cifras con que esté represent:1dó el núme• 
ro propuesto, en trozos ? _secc'.ones de. á tres gu_a_rismos, 
:procediendo de derecha a 1zqu1erda; bien enten.dido que 
la,ú\tima seccion podrá contener menos de tres cifras, . 
. Esto supuesto, buscaremos por el método prescrito 
en el párrafo precedente la miz cúbica del número re, 
presentado por l.1s dos primer.is secciones de la izquier, 
da, y hallaremos que el I o S ,8 2. 3,817 473 
resultad'o es 47 ;,restare- · 
mos el cubo de este nú~ __ 6_4 ____ _ 

mero del representado por 418,23 

fas dos primeras secciones, I o 3 8, 2 3 
y á .la derecha del residuo 

20008,17 
io,oo·b1jarer:nos la sec .. 

1058238117 
, 

cion sigtiiente 8 17; y el ----,.,,..:..-'"-- , 
número 2. 0008 17 deberá ooo 0000,00 Í 
.contener las tres últimas partes del cubo de \m número 1 
cnya~ decenas ~on 47, y cuyas unidades buscamos; ha, 
fü.remo~ pues estas unidad~s imitando Jo que h.e0101 
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practicado en el ejemplo anterior, es decir, separando 
fos dos últimas cifras I 7 de hácia la derecha; y divi
diendo 2.0008 que queda.á la izquierda por 6627, tri
ple del cuadrado de 47, nos resultará de esta division 
el cuociente 3 ~ y elevando al cubo el número 47 3 , se 
hallará por resultado el mismo n6mero propuesto; por 
manera que efectuando la sustraccion no quedará resi
duo alguno, y esto nos hará ver que el número pro..,. 
puesto es un cubo perfecto, y que su raíz cúbica e~acta 

es 473· 
La explicacion de lo que hemos practicado en este 

ejemplo puede servir de regla general; pues si el :nú-r 
mero prop\.1esto hubiese tenido alguna, otra seccion de 
cifras, se hubiera hecho con ella• lo mismo que liemos 
ejecutado - con.· fa tercera , y así podriamos coritin uar 
cuanto fo ese necesario la operacion: debiendo tener en
tendido que .si alguno de los números que en estas ope
raciones pariciales,.nos .sirven :de dividendos fuese menor 
que su respectivo divisor, deberemos poner un ce.ro á 
la derecha de las cifray que hayamos hallado de la raiz; 
y hecho esto, bajaremos la siguiente seccion de cifras; 
separaremos las . dos de la derecha ; pondremos dos ce .. 
ros á continuacion del divisor anterior; y efectuada 1? 
division se practicará con el cuociente lo mismo que eón 
los anteriores. . 

14 9 U na vez que se obtiene el cubo de una frac~ 
&ion multipHcándola_por su cttadrado, ó lo que ·es lo mis
mo elevando. al 1uboi sp numcradür ,y .. su,dcnaminador,: es 
consiguiente que pór la. irriJc.rsa.s.c,.,jmel-va a obtener la 
1·aiz cúbica de cttalquier fraccion. extrayendo la del. nú
merador y la del denominador. Si, por ejemplo, eleva·n
do al ,cub.o el_ oumerador y el denominador de la frac-, .. 

TOMO II, ºº 
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cion ¾ ha1lnmos que el cubo de ella es ~~¾ i por la inver
·sa extr..1yendo la raiz cúbica del numerador y del deno. 
minador hallaremos que la raiz cúbica de ~~~ es ¾; por
que la de 125 es S, y la de :u 6 es 6. 

Esta regla es general, y la mejor que puede seguirse 
siempre que se sepa que son cubos perfectos el numerador 
y el denominador; pero CL1ando ningnno de los dos tér
minos sea cubo perfecto, será muy conveniente hacer que 
uno de.ellos lo sea, mul_tiplicando ambos términos por el 
cnadrado de coalquiera de ellos. Por lo comun se preij.ere 
en tal caso el multiplicar los dos términos de la fraccion 
propuesta por el cuadrado de su denominador; porq,ue 
en el denominador que resulta de esta operacion se ha, 
11a el cubo del denominador prih1itivo; y solo faltn-ex, 
traer la raiz del numerador, y dividirla por el primitivo 
denominador. Si nos propusiésemos, por ejemplo, ex, 
traer la raiz cúbica de f, multiplicariamos los dos térmi• 
nos de esta fraccion por 2 5 , cuadrado del denominador1 

y tendriamos la fraccion equiv.1lente 75 • A.hora, 
. 5x5x5 ·· 

la raiz cúbica del nuevo denominador es 5 ; y por lo to· 
cante á la. del 1mmerador 75, solo sabemos que es n:ia
yor que 4 y menor que 5. Si nos atenemos nl 4, ten• 
dremos 9ue la miz cúbica de 7 es T' no exactameme, pe• 
ro sin faltarle para ser exacta un q¡¡into de fa tl'nicln·d, 
Para que resulte con mayor t1}1roxim:1cion será necesílrÍo 
aproximar ,mas á 1.a- exactitud. la miz· d1bica de 75 p@t 
los medios que daremos á conocer dl.:lutro de poco,', r: 

Cuando1,eLdenominador sea d,~de luego u11;-cu;a• 
drado pcrfe..:-to, será suficiente mnhiplicar los dos térníi, 
nos dl:l fa fracdon por la miz cuadrada del d.'noo1ínndim 
Asi. para hall.u fa raíz cúbi~a de t, mul&iplic:a:remos los 
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dos términos por 3, miz cuadrada de 9, y resultará la 

fraccion eq_ui va lente 12 
• Extrayendo ahora la raiz 

gxg xg . 

del mayor cubo 8 1contenido en 12 ¡ nos resultará que la 
raíz buscada es ~ sin faltarle, para ser exacta, ni un ter-

• • • s 
c10 s1qu1era de la unidad. · 

A11n cuando no sea cuadrado el denominador de la 
fraccion propuesta, se la puede á veces trnsform.ar eq 
otra equivalente cuyo denominador sea cubo, si11 nece
sidad de multiplicar los dos términos por el cuadnido 
del denom1nador primitivo. Si nos propusiéramos extraer 

. ' 

la raiz. cúbica de ...:.2.. , con solo doblar los dos. términos _ 
32 . ' .• . ··: 4. ., .. : .... ' 

d . 1 . 1 , 58 ., , 58 .. d no ten riamos a equ1va ente -· -· o · ·· : , , ,.c:uyQ . e ... 
64 , 4;,<4x4 

minador es ya un cubo perfecto, y de consiguiente se 
la podrá aplicar la misma regla que á las anteriores. 

I 5 o.. . Pe. }'?:. deiposti;ado (l. 97) ~e sig4e 9~.~ _la. 
raiz cúb'foá dci i'Jac(n'ú'fuero· q1;e n~' seaibn 'c~b:ó'l;'~r~et:..· 
to , 110 puede !¡er expresada exactamente por fraccion af;,; 
gu na, por grande que sea el denominador de esta frac:. 
cion; es pues una cantidad irracional, pero de una espe
cie diferente de la raiz cuadrada de uri númern que n.o 
sea ct1adrado; de manera que es absolutamente imposi-· 
ble designar alguna raiz cuadrada incomensnrable qne 
sea igual á otra raiz e-úbica de un número que no sea 
cubo perfecto 1:. 

1 Si suponiendo que .. b nos,ea. u,n c1,1b9, pt¡rfec,to,, ni q lbm cuadra-
3 '- .1- ✓- ✓-

do perfecto, pudiera ser{/ b=Y 4, seria b=t1 ·· ,1, y--:; = ~-
_Seria pues cori:lensmable V a, contra lo supue&to. 

Los principios en que se funda esta d1:mostracion, se halhin en los 

§§. X 64 y sig. 
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1 5 r Siguiendo un m_étodo an~logo al qué expusi: 
mos ( § .. r O 3) _para ª?roxumr 1~ ra1~ ~uadrada, podria, 
mos iguulmente aproxHnar la ra1z cubica de los núme~ 
ros que no la tierie.n exacta , valiéndonos para ello de 
las fracciones ordinarias; y si 110 nos detenemos á manifes. 

f , . 1 b N-al 
tar los fundamentos de la ormu a = • 'que nos 

3e1 

puede·servir de norma para esta ripr0ximacion, es porque 
ya no debe ser dificultoso el hallarla, y sobre·rodo porque 
no es nada: cómodo este medio de i1proximar la raiz, 

En caso de querer hacer uso de las fracciones ordi, 
narias para esta, aproximaCÍQn, lo, mejor es pr9ponernos 
expresar la raiz· eµ partes de uirn denominacion deter'.: 
minada, y á consecuencia trnsfornuir el número: pró; 
puesto en una fraccion ec1uivalente cuyo denominador 
sea el cubo del que la raiz deba tener. Si, por ejemplo, 
nos propusiéremos extraer la raíz cúbica de .2 2 expresa• 
da e'n quintos, ó de modo c1ue no la fi\lte parnser exac, 
ta f de .la unidad, trnsfornrnremos el Í1Ú111er? propues, 
to en la frnccion equivnlente 2;,_51•, cuyo denominadores 
el cubo d.e S ; y como el nümero entero que mas se 
aproxima· á la n1iz exacta de 2 7 So es 14, inferiremos 
que '/ ó 2 J es la raiz cúbica de 2 2, aproximada de 
modo que no 1a folta para ser exacta f de la unidad, . 

I S 2 El método que por mas cómodo es el mas 
usado para aproximar cuanto se quiera á la exactitud 
la ruiz cúbica de llll número que 110 sea cubo perfecto, 
consiste en convertir este número en fraccion decimnl; 
bien que teniendo presente que es necesario trasfor, 
marlo en milésimas para qt1e en la miz resulten. déd·, 
mas ; en millonésimas para q lle en. la raiz resulten centé• 
simas; en milmillonésimas par,i c¡t1e en la raiz haya mH 
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l6imas &c.; porque por la inversa el cubo de cualquier 
DÚmero de décimas es un número de milésimas; el cubo 
de cualquier n6mero de centésimas es un número· de 
millonésimas, y en general el número de las cifras deci
males del cubo es triple del de la raiz._ De esto se infie
re que se deben poner á la derecha de las cifras con que 
esté representado el número propuesto tres veces tantos 
ceros cuantas hayan de ser las decimales que se quieran 
sacar en la raiz. · Des pues se efectuará por la regla ex
puesta ( §. J 48) la extrat:cion de la raiz del número re-' 
presentado por la nueva combinacion de cifras, y en el 
resultado s~ separará el número que se haya pe_dido de 
cifras decimales. 

Si quisiéremos, por ejemplo, extraer la raii cúbica 
de 3 2 7 , aptoximada de modo que no la falte para la 
exactitud una centésima , escribiremos seis ceros á con
tinuacion de aquellas tres cifras, y extraeremos por la 
regla dada la raiz de 3 27000000, He aqui la operacion:. 

327,000;000 688 
2 I 6 

I I 10,00 

3 1 44 3 2 . 

l :l 5 680,00 

!P,5660672 

1 33932.8 

Se separan des'püés"dos dfois ·decimales en el resul
tado, y será 6,8 8 la raiz aproxinrnda que buscábamos; 
pero seria aun mas aproximada 6,89; porque aunque el 
cubo de este número es mayor que 3 27, se le aprox.i• 
roa mas que el de 6,88. 
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Si el número propuesto mv1crc yn decimales, de, 
beremos poner {1 !ill derecha, antes de comcninr In ex. 
ttaccion, tantos cerns c1.rn.11tos sean necesarios para que 
el número de cifrns decimales sea m(dtiplo de 3, S1 . ) ' , 
por ejemplo~ nos propusiéremos extraer ~\ r:ttz d1bica de 

01071 escribiremos 0,070, .Y sacando Lt -ra1:t. de 70 mi. 
lésimas hall.1n.:111os 0,4; y ~1 desde Ju(~go nos hubiése
mos propuesto llevar la aprnximadou llilsta los centéii. 
mas, lnibiérnmos puesto tres cerns f11:t!), con lo cLrnl ha, 
briamos tenido o,o 70 o o o , y hiendo 4 1 .el número en, 

' ' 1 ' l ' tero <¡ne mus se nprox111rn a a ratz ( e 7r>ooo, sern o, 41 
la de o,07 con diforcm.:i.i de menos dt.! una centésima, 

e 5 3 D-:~fHt(:s de hab~r cxput:\to l(>S medios decl/• 
traer la rni:t ctt.i-lrad.i y la rai:t. c(ihh:a de los 11úmeros, 
podremos fáci\,ncmtc dmfodr de l.1 ft 1r111nl:1 dd binomlo 
un método an{1\ogo parn obtener l.1 rah: d..: cuoll¡ulcr 
grado; pero antern de expontir eW.J lllt't,1,!11, hmimos ni, 
g11nas obscrv.icioni:.:s ncc1\:a d~i l.1 t'X1rnn:iu11 de l11s fil• 

ces cuyo expo1n:utc <.:s uu 11(1mt:l(J 1.:u111p11CW> de dos 
ó mns focton:s, 

Ln raiz cuart·n, por cjtJn1plo, 1w p1wllt: extraer por 
medio de dos exm1cdoncs rncchiv.1s de rilkcs cundru, 
das; ponJIH.l tn1lla11do p1i111en1111<:n1,) la rni.-: c11aJrndade 
toda cuarta poftint:ia a\ v~111i11lllS ,¡ pur.ir ni cundrndo 
a~; y cxtniycndo de 11ucvo la rni1. 1.:11,11irnd,1 de nq11el 
primer rC$Ult.1do 1 tcndrcmo~ ,i, l}''t' t•~ jmtamente fa 
miz cuarta de ht cancid.td primitiva 11

1
• 

La exrracdon de la rni1. Pd.n·n de cunlqui~r nÚ• 
mern se pcldr4 efoctLIUI' pot' 111e,lio dci tres cx:tracdQn,es 
rnccsiv:1s de rnkt'!S cu11tlrud.1s, pim¡m: representando, 
como uos es permitido, ptir ,,~ d 11úmcrn propuesto, e1 
facil ver que l¡¡ l',tiz cuadra~t.l de n~ es a i; que la de 
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a 4 es c:/2 ; y ·que (dtiniamente la de ai es a. 

D~:l mi~rno llH>do_ se puede hacer ver qu~ toda 
miz de ti ll grado in~ic~do Pºf; algt1110 de los IJÚmerq? 
I 6 , 3 2 , 6 4 &c .. , y, ~ll ge,ner~l ppr f}lgu.na pptenda 
de 2 , se puede ob.teuer por m~di0 de tHln serie de ex
traccioues de ntices cuadrndas. Igualmen re la extrae .. 
cion de cualquiera raiz de un O'rado indicado po1· al-

• t, . 

guna potencia de . 3 como 9, 2 7; 8 x· &c., se podrá 
efect.tHH" extrnyfn<.fo ·~ucesivam~nte dos ó mas mices 
cübkas. · · ' · · · · · 

Las raiccs cuyos exponentes sean números compues
tos de potencias de 2 y de 3 se podrltn reducir á mices 
cllildr.id.ts y cúbicas; y en geneJ'al, toda raiz cu;io 11x
ponmte sea im,m'tnuro

1 

comptustó di/ dos d mas factor u 
podrá C011'Vl/1'tirse m dos 6 mas raíces , C'IIJ'Os cxponr:11:.. 
tes sean t!Stvs fitctorcs, Obtendremos, por ejemplo, ht 
raiz sexta, extrnyendo primero la rniz cuadrnda .del 
número propuesto, y ep s~.gpidaJa raiz c;(1bica. de aqner 
lb miz cuadrada, 6 'Vice 'Vfl1"sct, Para! coüV'encernos de 
esto ba-;t.irú h.1~:ernos cargo de que ejecutand'ó estas ope-

• r, l l . , r,1cwnes con tt , que pucoe representar c1rn quier nu-
mero propuesto', h,1\bmos primeramente a" , y dcspucs 

.ª; <5 hallamos_ pd1~1.ern111e11te a~, X. d~~pue~ fl;;,;E~to nos 
ktce Vt.'.l' 9uc efi tndifarente el ·orden, co13_. gye ,debemo~ 
e:-.:trner las dos raíces ·en que se resudve la sexta que 
nos propo11iamos extraer, 

154 PaRC11l01; .11~1ora á manif'est1r cómo se pueda deducir de la 
fórmula del bino-ti~ici unn Í'dg:h1.génw1I p.ii-,1 cxtriler ,una. raiz de nialM 
quid gru cl(I ¡ y pura hacerlo· 1m1s percept'ible s1i¡1on ga11109 c¡ue lrnya
moR cfo éXír:u.:r lt1 rafa q'uintil de nlgun· nú 1úern. El rar.11111í111ie11to 
que v.1•11os ¡~ lrncer rnra resnlv,•r es•a cut'stion ~nrt ic.:ul,tr ·, cr,t11j .do 
1co11. el l111e 110~ ha diri¡\idn en la cxtracciC\11 de I uá iaiceQ cuadrad,, y 
cúbica, no~ dari á conocer el modo de generalizarlo. . 
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Propong.ít110l10S ,pues extraer la ra1z quin;ª de 2315 54007, 

01 en Primer lugar que el menor numero representad oservemos · o 

por una combinacion de dos cifras,. es decir, el 10, tiene seis en 

su quinta potencia, que es 100000_; y de aqui inferiremos que la 
raiz quinta: del número propuesto t1e1~e por lo .tnen~s dos cifras, 
Asi que podremos representar esta ratz po.r el brnom10 ll+b, de, 
• d por II las decenas, y por b las umdadcs; á lo cual es con signan o .. 

siguiente que el número propuesto ~eba representarse por la quintt 
, le 11 + b ó lo que es lo mismo por potencia e , , 
- (a+b)f=a 1+5a4b+10;13b +&e: , . 

No es ·necesario porier de manifiesto todos los términos de estJ 
potencia, porque nos basta conocer la co111po,icion de bs dos pri. 
meros, como lo vamos á hacer ver. 

Esto supuesto, es claro que no pudiendo nr Ó la quintn poten, 
cia de ¡, 8 decena; de esta raiz tener cifras .. significativas ,de orden 
inferior á las ce11tm1u de millo,· , no la deben pertenec_er las-Rinco 
p~imer~~ cifras, de la derecha:. seprtl'eti;ios pues estas cinco cifras¡ y 
si quedasen m1s de cinco á la izquierda, haremos con reseecto ¡ 
ellas el mismo razonamiento que acabamos de hacer; )' de cstelmo· 
do -venddn las cifra~· del número propuesto ;~ quedar divididas en 
1rozos 6 secci~nes d.::' á cinco cifras, procediendo de derecha á iz. 
quierda; y en la {dtin1a seccion, que podrá tener menos de cinco 
cifras, se hallara la quinta potencia de las unidades del orden su• 
perior que deba hJber en la raiz. 

En \a tabla de las quintns potencias de los 23r 5,5.1007 47 
números dígitos vemos que 2315 se halla en. 1024 

--. 

tre la quinta potencia de 4 1 que es 1024, y '12915,4007 ¡¡80 
1a de 5 , que es 3 r 2 5 . , 

Sabemos pues que 4 es el número cfo las dece_nas de la raiz que 
buscamos; y restando la quinta potencia de este número 6 1014 de 
fa primera· seccion 23 r 5 del número propueRto, tenemos el resi• 
duo 129 r, á cuyo Indo bajamos la seccion siguiente 54007, El 
lHÍmero. represent.:ido por la combi1111¡;:ion de las nueve cifras deber¡ 
contener las cinco, pa[tes, ó términos 5a4b + xo1ilb' + &e, restan, 
tes de (a+ b )r despues de haber -sustr:1ido la primera parte 6 tlr: 
mino, 11r; pero . el término que tiene unidades de orden mas elevado 

Q e) .7 
es 511 .. z; ?i cinco veces la cuarta potencia de las decetias multiplica-
da por las unidadés, porque no puede tener cifras signifüativas de 
orden inferior al de las dew1111 de millar, y de consiguiente d~be 
hallarse en el número 12915. Separaremos pues las _cuatro ,{¡lt,imas 
cifras de la derecha, que no per'renecefi a:! término 5 ,14b·; y ,el nú
mero 12915 que qneda fla izquierda contetidrá·este término, mas 
las rlecenas de millar procedentes de los términos siguientes. Por 
manera ·que r 2915 es mayor que 5a4b; y de ahí es que di~•idiendo 
129r5 por 5a4, ó por cinco vec'es .la cuarta poten~Ia de las cua
tro .dec.enas 1halladas, no podemos tener ~eguddad alguna de que el 
cuociente sea el 11{1mero que buscábamos de las unidades de la raiz;_ 
Jo que únicamente sabemos con certeza es que este número 110 pue
de ser mayor que aquel cuociente. Asi es que dividiendo 12915 

por 5,14 ó por 1280, hallaremos por cuociente 10; pero no debe-, 

remos poner en la raíz mas de 9; y aun antes de adoptar , este "ª:. 
lor debemos ver si el número 49 representado por las dos cifras 4, 
y 9 combinadas produce .6 no una quinta potencia mayor que el 

número propuesto. Por este medio hallámos que se deben rebajar 
del 49 dos unidades, y que la verdadera raiz es 47; bien que re

sulta 11n re~ic,h¡o igu~U ,2.209000; porqu~ la ~uinta p~ten".ia, de 41', 
~s 2293450~7; yde éonsiguienteJª,raii ~~á.c~~,~~:nymero pro-, 
puesto está entre 47 y 48. , 

Si en el número propuesto hubiese alguna otra seccion de cifras, 
la escribiríamos á la derecha del residuo que ha resultado de la úl~ 
tima sustraccion; y con el número representado por toda. la nueva 
~ombinacion practicaríamos la misma m!e de opera,ci9,~e~ que he1I10S., 
ejecutado con el que resultó · despues de haber puesto á la derech~ 
del primer residuo la segunda seccion; y asi sucesivamente. 

Ya es facil ver que todo lo que hemos practicado para extraer 
las raíces cuadrada y cúbica de las_ fracciones, y para aproximar 
las raíces incomensural;,les de aquellos dos grado~,• _se podría _de ,un 
mo.do a11álogo ap:fii:ar f';lit(llit;,,qu(pt¡r;1 ,;i.un,,podriarnos sin gran 
dificultad, generalizarlo para la extraccionde la raiz de c~alquiera 
~tro grado,. , 

1 5 5 En los mismos principios está fondado el método de ex
traer las raíces de las cantidades literales, Un solo ejemplo bastará:, 
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Residuo ....... -yfío,,'.i· 1 r -+• &c. 
Dcspuea ,fo haher ol'den.ido 1.:011 rcsp~ctn á la .i· los tfonio~ 

del polinomh> propueijttJ • clcluimob e,,1,11· c1crton de que eu primet 
término es ¡11 S<\Xltl potencia dd pt'imer tér111i110 de lu tub: ordenada 
del mismo modo¡ tomand1> por consi~;uícnte lu n1i1. ~CXIR de 64x1', 
segull la rcgl:i cid §. 119, tend1cmm i.il. .Elev1111d11 e,te resultado 
á la sexta poM1t:ia, y re~t:índola de lit rn11t1dml prnpu~otu, el .resi'. 
éluo debe comcrw:ar prct..ÍH,1mcnte por d 11q1u111l11 tcrn,ino del poli. 
nomio e1¡uiv11lcntc 11 l:1 scxt:1 pc1tendu 1le lirn tln~ primm1s términos 
de In raiz. Ahora, tm l1t exprehhHl (11+l•)'°:.::::,l+611 1b+&c, 
el segund() término. ·ea el prmluCt(I de M,ii~ vc,.c:~ la i¡u111ta potencia 
ckl primdr tt.':rmi11,; dc la r;1i1 pnr rl i,1:¡•1111dP, )' ih! ,on1¡iguic11tc di• 
vidiéndolo ¡wr (í,i 1 , el i.:urn.:iculc Hcl'l el bt'l:11111!0 1t\rmi110 b de la 
niiz, 

Es preciílo pue1 fürmnr el prnclm:tn if1111l n 11i1 v1w1 Ji, q11i11la 

pntmci11 del primt:r tt'.!nninn z.t1 di:: !.1 nií1; In ttli1l ¡f¡¡r~ 6x3u 11 

6 19 ~.i,tr; y dividitmdo ¡,N l~t,Ll tUHlid,ul d t11nuirto - 91fo111.v11, 

con d cual c11111i,•111a d n::,íd11n de la 1,n•,!l',l,'.t,iPn pr~ccdcnte,ct 
cuodcn!C!- 5•' 1 H(;f':i d 1,1'1',tll!dr, rt'•1 IIIÍIHI dr lit r,1i,. t1~rn Cl'l!t1rrobtrlo 
clcvarc1n1111 :i la hCKta 1101t:11d11 d liinn111in 2.i,1-5,.1, yaiendocl 
reGultadn cntcrntm:nte igual ,1 la c,nltid.id pmpuolJ, remtándoltJ do 
ella no c¡ucdarn re~idmi 11lg11M I y tftto rw11 lwi ver 1¡ut.! la opera• 
cion cM(i cnncluidn, 

Si uun dcttp1ica dc cNta 1,<'gt111d:i nu~frm:cinn hubiendn c¡u~dádo al; 
gnno11 otros térinh101 1 vt1nrlriamt1P cm cono,in1icnto de 1¡oc lrtnli 
deberlo tt:ne.r algun <Hrn; y ¡1,1r11 lrnlluln ejciurnfÍ¡¡mn» In mlimuc-' 
rlo de C1peracinnt11 <}\IG pnra dtrermimir 111 Acgu11do; ei duulr, el 
primer término del ,cgundo re,iduo ropréJilmudo gener11hnc11tc por 
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6a' /; Io dividiriatnos por 6 ( 2:11 3 - 5a 3 )r; el cuociehte seria el tercer 
término de la raíz; y se le comprobada formando la ,scxt.1 potenda 
del trinomio que suponemos luillado, y restúndola de la cantidad 
propuesta. Del mismo modo procederíamos para hallar ,tCidos l9s de .. 
mas términos que pudierl\ tener 1~ raiz, cualquier~ ~ue fuese el llÚ• 

tnero de ellos. · · ' · 
Corno ei exponente 6 de la rniz sexta es producto <1e los expo.:. 

nentes 2 y, g de las raices cuadrada y c.{1bka., pudimos haber extrui
do .del polinqmio propue~to la rai~ cuadrada·, y,: en segt1idi1 ,la tuiz 
~úbica de eUa I ó al contrario, Los .prin~ipiantes deberán efec:uar 
estas operacione~ para familia,rÍzarse co11 'ellas, y pa;a tener en 1:. 
identidad del resultado final una mutua comprobacion de todas, 

De las ecuaciones de doi solos térmt'ttós. 

1 S 6 Toda ecuacion ,que solo contfone Uha' poten
cia de la incógnita, combinada con cantidad.es conoci7 
das,· puede siempre reducirse á dos so1os términos I uno 
de los cuales sea el conjunto de todos los que contiene11 

la inc~ gnit~., ~i~.~d~, el º~Jiº .1 ~}1 c,9p iJ1~~~i. ~e, t~r qinddaíde·~ 
conoc1das. Ya hemos visto ( §. I o S 5 tratando de las 
ecuaciones dol segundo grado~ un ejempló de esd re
duccion , y es facil hacerse cargo de cómo deberá ejecu7 
tarse en las de cualquiera otro grado. · 

Si se nos propone, por, eje1T1plo, la o·aqn<!iqn :i1lw:r ~, 
ar b"' =b'~ c3 ...¡-, acx'; pasandp todos 1los términos eb que se 
halle x á un solo miembro,;tendl'emos: a"'xs -i:ac:r/=:. 
b4c3 + ar b'].; ó ( a"'-ac) x5 ::::.b'~r:3 +ar b~. Si tetnesenta•· 
mos, ahora por ,p nl binomiq a'].,- ac, y por q a\ bi110-
1,11iio, b4 cq +tf b'°"); 'iSé í''f.\'ta:S'ifovmnllÓl)dw ecuaciou, dntedot e1'i' 

/, ,, ,, 

estotra px·r = q ; y despej,a11do fo. cantidad x tendremos-
.. ., ' , .. ', 5 -....· .. 

tt/ = ~!L; de donde concluiremos que x =: V !l., ' 
' p t 

En genl\)ral, dando, como,,siampre es1pasible,. á , toda· 
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ecuaciot1 de llo~ tt:rminus la fn~ 111:1 d1! p1 111 
·-:: ·1, siempre 

se podrá cl0duc1r ;t;m:,;;: J,; Y por ult11110 i í.!Xtraycllll1) la raíz 
' ' ' 1 • 

rtl 

<lel grado m de rtmb()s mit:n,,lmH, l'tlSultaní ;t·:::::::vi~ 
' J''' 

I S7 D,.:'bümo•; adv1:1tir que si d ex¡ionuntc 111 fue, 
re un nürncro impar, l.1 rai;. 110 t1!11drú m.is dll 1111 solo 
signo, el cu~! i;l..lrá Ld th: la_ ~·amid.1~1 1p11.: cHé debajo 
del radical ( §, r JI ) ; pcl'o ~1 lu(:r\! 1rn1111.H'o par, 1.1 ralz 
tendrá el doble signo :1::; y !>i ndcm.15 fuere ncgntiv;1 la 
cndHdu~ "1~~pr~st6rtt.1dt1 p()~ i, l., rni:t. ~cr:t imagi11nria, 1y 
nos darn n conocer, lo mismo que las dc ~cgu11do grndo, 
que es absurda la cuustion de dofüh: lhty;t dimanado. He 
.iqui algunos ejernplos. 

~e, fa ei.ai'.,,l;ion J.:
1 
:::::- l O:!.l ,¡. se tkhlucc ql1e w::::::: 

f - I ci 2 4-- 4 i porque et éxp(HlÜlltC s es impar, t. 

/1 ' ,, ' 

. D,e ln .. &l,'!\,l,,~!=iPtl .:i¡'
1 = 6 i S. se infit.:re que x::::d:: 

4'- 1 •. ,· 

V 6 :>. 5 ::::::±; 5 ; porque t:~ par e! cxpommtc 4, 
. . .. '! . 

. 1Jltimam0ntr::, la cc11n~fon ;t.,,=- l 6, lle la cual se 
' 4· '~º"""'"''" ~ 

infiere que~·:::::::::::!:: '7 .:.... 1. 6, nos ccrnducu ,Í cxpresionesima,
1 

-\ll' ,, ',,,' f f 1 l , J,',¡ 

gi,1a.1'h1s1 1pr11·qne sic1J1,Í<:) pnr el ex¡,J1.mt:111u 4, es negativa 
la cautid.id ~1uu !lt.l h,dla llt;h;1jo dd 1,afo:.11. 

I 5 8 A11t~!:I de p,lh,ir 111us ad~lnnrn h;ttt~n:rns unn ob;, 
servacio11 muy impurtu11tc: ufii 11:ua lo \¡110 nmu de este 
trntadu1, ~on:10; panum cotnpJ11urnfo •. y 1,p1~ .idenm me, 
r0c0 1>vr &i mh,nrn la mayor,utcndm1 ¡ y t,~ •1ue tmlarm, 
cxprcsiouc¡s .:t.'"'714. ,:t:~ -,i·1 

1 x,J ..,..,,,. ', y tn ·item::nd x11!.,..,li 
( siendo m un u(uneru c11al1.¡11fora tintero y positivo) son 
cxnctnmcnto diviaíbles pur :t'...:. a. La pm¡msidon es evi• 
den t~ · J;1Q(, J(,) , , ~1 o o : .. re~~;¡¡¡, iá da ,¡,rimert'il. ,expreiion 1pro" 
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puesta; por lo qne hace á l.1 segt1nda snbemos (§. 34) 
que .1,-'' - a::::::: ( .1:+ti) ( x-:a); y por medio de la division 
serla focil descomponer todas l..s di.!1m1s. En efecto , di~ 
vidicn,io la ex pres ion gene mi .i·111 -ampor x-a, resultará· 
por cuociente x 111 -t+ax111

-
2 +a".1:1n..:. 3 +&c. en cuyos 

términos irá disminuyendo siempre el exponente de .:v una 
unid,td , y aumentando otro t~nto el de a, hasta llegar ú un 
término 'en el cual el exponente 'de a sea igna 1 á m. - t ; 
puiM entóllces se terminará la operacion sin,q uedar residuo 
alguno tinal. En prueba de esto supon iremos que sea 

a"1-(l.:i.<+ a111
-

1
; y nmkipliciindo , el· segundo mien\bro 

por• x - a , tcndrem.os : , , r , 

xm + a.i-111-1+a\v111-2 ... + am-:2:? + 4 m- xx 
a .,.m..::¡ aª,.,m-i am-~Xa a111-IX ª11/. 

- ...V - ~i.. ••• - - - ; 

donde se ve que codos los términos de la primera línea 
excepto el pri:mero, son respec;tivumenté 1'gunles á los .de-• 
fo S1.~gllll d,1 excepto el último; 

0 f colnb l'ós de fa 1pl'Ímeraí 
·sean to~los (tditi vos, y· 10s de la segirnda. sustrnctivos, el 
conjunto de unos y otros, ó lo true es lo mismo, el pro~ 
dueto total viene á reducirse á solo el binomio :>.: 

111
- cim, 

es decir, al dividendo pmpt1esto. 
En efecto, á continii:1do11 del térmMo :P,,'tv111 -:"' :1,1a:; 

de estnr preds.imentc en la línea SU})erior el 'término· 
a3 x·m- 3 , qnc queda dust'ruidu por st1 corrl\spondicnte en 
la infodor; y del mismo modo en l,~t lí11ea inf~rk,r se ha de 
halfar anres1dcil ~~1)!;1t1i1H~a111-::-ª'xhu1 ,términó ...:.a111 :-ªxª' 
que destruye á su·corres1101afüentken':Jisnpcrior. Si 1es',;., 
tos términos no e·stan expresnmente escritos en la líntfu,en 
que cada uno de ellos ddlc estar es porqu¡j dospues de 
e$tar bien maniiiestn la ley (}l,le llllOS y otros siguen; et' 
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facil imaginarse que estan indicados por los puntos sus, 
pensivos. . 

r S 9 La o,bservacion que t1cahamos de hacer n , • • os 
conduce, a consecuencias mu y Importantes, relativas á ¡ 

. Id J , • m q R a .ecuacton genera e l10s term1110s x = ;• epresentando 
por a el número que ha1lariamos extrayendo de !l. la rai 

l d d ,, q m 1 ,P z 
de grn o m ven rn a ser -;, -::-- a ; y a ecuac1on primi. 
tiva se trasforma.rá en xm=.am, ó en xm-a"'::::.o, , 

Ahora bien, ya sabemos que: el binomio x 111 -arn ei 
exactamente divisible por x ...... a; por manera que supo• 
niendo efectuada esta division podremos sustituir en Iu. 
gar de xm-am el prodncto siguiente: 

:. ( :¡; ...... ª·) ( xm:-x +a::t/?i-:r,,. +am--:2 x+am-1 )'r 
y en lugar de la ecuacion fündamental X 111 "'-a 111 ::::::o la 
equivalente ( x-a) (x111

- x+~,:m- 2 .,+am~2.1:+a111-1).:=o, 
Siendo cero .el segundo miembro de esta ecuacion, re
solverla no es otra cosa que determinar el valor 6 vaJ0; 

res que sustituidos en. lugar de la .i·, reduzcan á cero 
todo el primer miembro. Y como para que un producto 
sea .cero basta que lo sea cualquiera de sus factores, es 
consiguiente que si \adem~s del valor a, que reduce á 
c;ero el prim.er fiictor, existiesen algunos otros valores que 
reduzcan á cero el segn11do factor, estos mismos ,ialores 
satisfarán á .la ecuacion propuesta, Para hacer. ver 4.ue 
e_stos valores existen efectiva mente, y que tienen con 
l.t unidad relaciones muy sencillas, hagamos que la ecua, 
cion propµesta se. trasforme en otra cuyo término cono• 
cido sea la misma unidad. Esto lo conseguire~os hacien• 
do .i·=.ay; y sustituyendo a 11y 111 en lugar de x'n ,.la ecu~
cion propuesta se convertirá en a11y111-a 111_ 0 , 6 y 111-r::::o, 

Por manera que e11 habiendo determinado los valores.,! 
de)' qtJ.~ satisfaga1~ á esta última ecuadon,, con solo mul1 
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tiplicar1os por a, tendremos todos los va1ores de x que 
satisfa,;en á la propuesta, 

La ecuacion y 111
- 1 = o da inmediatamente ytn= 1; 

m_ 

y=V 1 == I; Y. SUI,JUesto que y 111
- I equivale á 

(y- I) c,m-x+ym-•+ .... l+J+ I) 
la ecuac.ion y m_ 1 = o vendrá á ser: 
(y- 1) (ym-z +Jm~•+ym-3,.,.,,+f +y+ I) = o; 

la cual nos da á conocer que todas los valores que, re-· 
duzcan á cero el segundo factor del primer miembro, 
satisfarán á la ecuacion propuesta lo mismo que el que 
inmediata mente hemo6 bailado; y todos por cap.siguien
te tienen la propiedad, de que su potencia del grado m 

sea igual á la unidad. . 
De esto se infiere una consecuencia muy singular á 

primera vista, y es que la unidad puede tener muchas 
raices de un mismo grado ademas de ella misma. Es ver
dad que estas otras raices son :unos meros símbolos llama
dos raices negati7;as ó imagzitariiÚ} pero sieri'do de.un, 
frecuente uso en el analisis, convendrá darlas á. conocer 
por lo menos en el su puesto de que el exponente rn sea 
2 ó 3 ó 4, que son les únicos casos en que por lo ex
puesto hasra ahora podcmo~ determinadas.. . . 

;En efecto ' si fuere m = !2. ' tendremosj" /;..., I .:....: o; Y· 
de aquí deduciremos J =+ I; y=- l. 

Haciendo m= 3, resulta y3- I =o; y siendo 
yg - I = (y- 1 ) ( y2 +y+ I), la ecuacion propuesta 
vendrá á ser (J·r,l }(l + J:+ I ) =,o. . ..:. . 

Suponiendo igual á cero el primer.factor, se dedu
ce y= l; pero si snponemos·/+J+ 1 =o, resolvien-. 

/ . . · d -1+V-g 
• do esta ultima ecuac1on , ten remos l = ---,---- ; 

. a 
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j = - 1 
- v'- 3 ; y asi los tres valores d~ 1' ó ¡ 

i ' o que 
es lo mismo , las tres raiccs cúbicas de la unidad 

esta, 
rán indicadas por e_stas expresiones: y= r ;y ==::!.::.S. 

' - 2 
-1-v'-3 A. d ~¡. . ., y= · · . unque estas os u timas son im . 

z i ag¡. 
narias, efectuando con ellas las operaciones qne se pr • 
tican para elevar al cubo los símbolos de las v.e;dad ac , . 

1 
, , 8 1 

. eras 
cantidades,. resu tara)" ::: I , o nmmo que si se hubi. 
sen ejecutado las mismas operaciones con el primer v:. 
lor y= I. 

Haciendo m= 4 la ecuacion propuesta vendrá á ser 
y4- I. o,~ la eq:1ivalente (~- 1 )(y3 +y' +y+t):i::o., 
Supomendo_ igual ¡¡ cero el rnm:r factor' resulta!= I; 
pero suponiendo que sea y· +y +J+ 1 =::o, no seve 
desde luego cómo se podrá resolver esta ecuacion, por 
ser de tercer grado; pero si echamos de ver que(§. 

34
) 

!'
1 

- ~ = (l 7' I ) ( J
2 

:- I ).¡' nos será focil inferir quepa
ra sa:1sfac_er a la ;cuacton y - I = o podremos suponer 
sucesivamente: y .... I =:o; yi + l = o; de las cuales se 
deducen los cuatro valores siguientes: J'=+ r; J=-r¡ 

y=;+ ✓- I; J =-v.=-;, De estos cuatro valores sold 

'dos son reales, y los otros dos inrnginarios; pero en to~ 
dos cuatro se verifica la propiedad de que elevados á 
la cuarta potencia da 11. por resultado la unidad, y asi 
tenemos las cuatro mices enartas de la uni,dad. , .· · 

Este gran número de raices de la ·unidad, es' pro.ce, 
dente de. un,a l~y general, de las ecuaciones, seg,ort la 
cua.1 una 1ncogn1ta debe tener tantos valores como uni
dades haya ell el mas alto exponente que ella tenga ~n 
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la ecuacion de que nos valgamos para determinarla , ó 
lo que es _lo mismo, en el iexponente que designa el 
grado de la ecuacion; y; cuando la cuestion no admite 
tantas soluciones reales, se complet¡1,, el número de los 
valores de la incógnita con símbolos puramente alge
bráicos , que sometidos á las operaciones indicadas en la 
ecuacion producen el resultado. que ella requ~re : por 
manera que todos estos valores satisfacen á la .ecuacion., 
aunque no satisfagan al problema: · · · · 

Si , como hemos propuesto las tres ecuaciones 
r/ - I = o ; y 3 

- I = o ; y4
- I = o , y deducido de ellas 

las dos raices ·cuadradas , las tres ri¡,ices cúbicas y las 
cuatro raices cuartas ó cuadrp~cuadr,a'fias':ae la unidad, 
nos hubiésemos propuésto las tres. ecuaciones x2-a~= o; 
x3 

- a 3 = o ; x4 
- a 4 = o ; seria facil deducir de la pri

mera de estas las doi mices cuadradas de a"; de k se
gunda las tres raices cúbicas de a 3

; y de la, tercera las 
cuatro r~ices 1cüártds t;81e !:á:4,,¡®:tV efoc::to¡ ·111i(1kipi~@l'itló 
por a. las dos rake's diadtada:s Jé ]¡f'unitfad,, t<'!ñtlr~ói 

las dos raices cuadradas a y - a del ntÍmero - tortó_(:ido 
representado por a2

• Del mismo modo , multiplicando 
por a las tres mices cúbicas -de la unidad, re~ulrarán a; 

a (- I ~ v':="g) ; a ( ~ I _.l Y::;} e~ dedir', i~{~r~s.x~i) 

ces cúbicas del número conoddo reifresent~do por a 3
• 

Ultimamente , mu1tiplicándo. por a las cüatro raices 
cuartas de ia un~i¡lad, resultarán las cuatro •mices cuar;. 

; ' , , , > · .... 4, 'i:~.',f,!íij:t'- +;¡r ~ 11',: '! ;,:" ':i ~,n "'. ·, ,!' ·1 , ' ,-: 

tas a;-~; tt~;-~~v'-i''é{é;.,la cantidad ·repre-
sentada por a/. " 1 • 

.. De aqui se sigue que las raices de los' números 
tienen dos especies de expresiones 6 valores ; á la ·pri-

ToMo II. QQ 
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mera especie, que llamaremos drJtenninact'on aritii , , 
; . iet1, 

ca, pertenece el. numero que se halla por los mét d ' 01 
expüem,s en el §. l 5 '4; el Cllal no es mt1s de uno en ca, 
da caso particular, :y es el que en los tres casos prece. 
dente~-hemos representado P.ºr a. A la segunda, qiie 

. comprende los valores negat1 vos y l.1s expresiones irna, 
ginarias , 1a designaremos con el nombre de deter, 
wlnaciones algebrálctJ,s, porque deben su e;,cistencia á la 
aplicaéion que se ha hecho de las reglas de los signos 
del álgebrn aun á símbolos que no representan can, 
tidades, 

D, las ¡cuaclones que s(l pueden, nsolwr, como, las ¿¡, 
segundo grado~. · 

I 6 o :E.1 c,arácter de estas ecuaciones consiste en 
~tl~ n~ q:indene.n n¡rns de dos clistintas, potencias d~,fa 
mcogblta, y gue. el expon~nt,e de la una -es doble del 
c:xponente de lp.,,~tnt. Topas. ellas .se: pp_edeu ~epr~~en,, 
tar por la siguiente fórmula genernl: . · , . . ,, 

xi 1~+ pxm:::::.q, 

en la cual es,tan designad.is por p y q las captiqades 
conocidas. 

,. " Mirando primer~mente como incógnita la poten~ia 
x-m t ó I.o que viene. á ser lo mismo , si bucemos .i-"!;:;~, 
v~ndrá á ser.~~ 11

~;::z;}t~; y la fqrn1ula general p:ro1w~~; 
se trnsformara en est?trn: 1/ +pu= q; de la cual se 

deduce ( §, I o 9) u . -1p ~J~;. ~pz·; y \estit~y~~-
i:i ,n 1 ·d -
,-i9 x,,.en ugar e u, tendremos: x111=--.½jJ+V q+¾/í 
ec~aCIO!J _de ,dos. solos térn~inos., .puesto que )11dfaaµdo 

DE ALG:rrnRA. 

la expresion - ½ p + V. q + ¼P .. , . operaciones que se han 

de ejecutar con cantidades cono~idas, y que ya sabe
mos efectuar, podemos u;1irar e! !ésultado de ellas como 
una sola cantidad conocida. ·· ' ·· · 

Representando por .a .y. ,pór a' los dos valores. de 

esta última cantidad¿,Ja fórmula xm:::;::.-fp+Vq+fp 
d , ' . ·a m m I d se descompon ra en esto;rns . os : x =a; x . = a f • e. 

las cuales se deducen los dos siguientes valores ·de· fa 
m_ m_ 

incógnita: x =Va; y x =Va'; bien que si el expo• 
nente m fuere número par, se deducirán no solo, dos~ 
sino cuatro_ valores de .la incógnita, porque en taL caso 
á cada uno de los dos radicales se le antepondrá el do
ble signo±, y las dos últimas fórmulas se descompon-
drán en estas cuatro: · 

m_ ;¡m- vm - m✓-
- I . I ,· - . - a' .. x=+v a; x=+ . a ... ,~.,,..- , ª.! x...,.-. · .. 

Estos cuatro valores• serán todos' rea:les·siempre; 'que 
sean positivas las cantidades representadas por a y a': 
serán todos imaginarios si foeren negativas las mismas 
cantidades; ó dos de ellos serán reales y los otros dos 
imaginarios, si la éántidad a ,fuese pos,itiva y la a✓ ·ne-
gativa; ó al contrario. · · . . · 

Todos estos 'valores de la x pueden éo111prend~rse 
en una sola fórmula, indicando inmediatamente• Ja raíz 

de lps dps mie~b~°f-~.eJ~,~~;rit~':;;;Á.T kt ~tJ ~-,1! ~; v z -;+,,v.,- . . ·; ~ , . , 
de la cual se deduce x == .'1P"""""'\ 1

q -+-}f" ·' u, . ' .,., "','..' - .. 

La cuestion ,si'guiente conduce á una ecuadon de 
esta especie. , .. 
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1 6 r Descomponer el número 6 en dos factores fa, 
les que la suma de sus cubos sea .r 5. · 

Si representamos por x uno de los factores des· co-
nocidos, el otro será_!_.; y siendo sus cubos ~ª'y 216 

' :v ' ~' 
la ecuacion fundamental de la cuestion será: 

3 2 16 
X --h--l-.·=35; 

IV 

ele la, cual se dedi1~en estotras: 
6 ' 3 

X +216=35x; 
:J/ - 3 5 ~-s = - 2 I 6 • 

Si ahora consideramos como incógnita á xª, obten
dremos por la regla de las ecuaciones de segundo grado 

xª::::: !5±V(ª}Y-216; 

efectuando los cálculos numéricos indicados, hallaremos: 

(s2~)~ d· ~\?-:s ; V (ª1Y- 216..:... vs:x = r:; y pórcon• 
• • . a . 

s1gmente x· =-ªi ±: ',.9; en donde .sé hallan reunidaUai 
.dos siguientes "expresion~s: xª= ,q; + .!f =¼4=;27; i:: 
..u. ' ' 9 -

16
' 8 d f ·1 ' 1 . ,2 -.---. = ; y e estas es ac1 conc 1.11r que 

.. r-~f27. 3; y que x:::: ~8 2:' 
El primer valor de la x da ¡ ó 2 para el segun• 

¿~, facwr , al paso que el' segundo valor conduceii i ó 
· 3 ; son pues en· un caso 3 y 2 los factores .que bqscá

ba,~as·,·, y .eµ ei º.~ro, 2 y 3, Es.ta~ dos.soh1don~s s9)0 
se diferencj~n en.ti{ ·m~rá iüve¡·sion del orden di lof:fat, 
tores del.-n4ru~~9\dado.6.:.•,,:, . . 

' I 6 2 Como las e~uacio~es" qúe acabamos' d;i'cb~¡¡; 
' derar no deben e~'tar ·exentas· de· la ley general de" que 

hemos hublado ( §. 1 5 9), deberemos multiplicarjos wa~ 
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m nz 

lores aritméricos de J;; y Vd por las m raices que 
la unidad debe tener· en el grado m. 

Asi que despues de _haber determinado los valores 

aritméticos 3 y 2 e~uivalentes á los radicales ~ -i.7 y 

?s qne resultaron de la ecuacion x6 
- 3 5 xª =-!U 6, 

multiplicaremos cada uno de ellos por las tres raices cú
bicas de la unidad, y tendremos las seis raices siguientes: 

1.ª ... x · rx3; 2.a ... x=1x2; 
a - 1 +-v=s a -r+-v'-3 3 .... x=----x3; 4 .... x=:----x2; 

z z 

-1-v-3 -1-.v-3 
5 ª x-----x3 · 6 ª ·x~----,-x2 · • .. • ---:-. 2 · ' • • • 1 

- 2 , ,. 

de las cuales solo las dos primeras son reales y positi
vas, y !as únicas que resuelven el problema. 

r 6 3 El gran número de · casos en que no se pue
den· extraer exactamente las raices 1 y lo penoso de la 
operacion que es necesario ejecutar para obtener las con 
la aproximacion suficíente~ han sido motivos para que 
los algebristas hayan procurado representar los resulta
dos de la's operaciones que debieran ejecutarse con las 
raices extraidas, sin detenerse á extraerlas previamente, 
como á primera vista podria parecer necesario. De este 

/ "'' f 

* Llámanse asi las ráices indi~adas l representadas por un signo 
radical antept¡esto á la cantidad cuya raiz deba extr~er~e. <:;uando 
dos ó mas signos radicales tienen un mismo exponeil!e, y e~ una 
misma la cantidad <¡tie se halla debajo de ello§ , las raices indicadas 
se llaman cantidadeJ radicales wneja11teJ; pero en faltando cual
quiera de las dos condiciones, se .las llama d~¡jmejanta. 
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0¿0 difieren la extraccion hasta el fin del cálcn!o y 
m . l'fi ' no la efect6an mientras no l;an s1mp 1 cado cuanto sea 

asible los resultados; y .as1 logran que la operacion 
~as complicada y dificil no se deba ejecutar sino con 
los nú~eros mas pequeños ó con las expresiones nías 
s~ncillas que las cuestiones pr?puestas permi~an, 

La adicion y la sustracc1on de las cantidades radi
cales desemejantes solo se pueden indicar por los sig
nos + y -. l?or ejemplo , las sumas representadas por 

. . 5- 3 - ,v-
los binomios~-:;+\/' a , V a-+ , b , Y lns diferencias 

ó residuos representados por v'-; _ ~-;, v'-;_{f-¡ 
no pueden admitir ?tra expresion ~as sencilla, á lo me
nos mientras los s1mbolos algebraicos permanezcan en 
toda la indeterminacion que les es propia; pero no su~ 

3 - .31-- 5c .3;-
cede asi con .4ª v' 2b + Y I 6a3b- ad v 2a6b, por• 

que los radiéales que componen este trinomio pueden 
hacerse semejantes por medio de la simplificacion indl, 

cada en el §. 1 3 o. En ~fecto, -?f r 6a 3 b equivale á 

~ 8a3 x 'lb, Ó á ,Vs;s x ~ 'lb , Ó á 2a v'~ l ~! 
. .31-6 - . 1 , .31-¡;--b .31-6 .i1 :b· 

tercer radical v 2a b eqmva e a va x:i. =v a.xv i 

== a~ ~ 2·b; y por consiguiente el trinomio propue;to 
se trasformará .en 

.3/___,_ .31- 511'c 3 -
4av 2b+2av 2b- ad v2b; 

6 en (4a+ 2.a- 5ª=c){/;:¡;-(6a-l~) {/2b.:~ 
ad · d , 

) 
a .3,

( 6d- 5G 7V 'Jb, 
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I 6 4 Por lo que .i;especta á las demas operaciones 

estriba el cálculo de los radicales. sobre este 'principio ya 
cirndo : Elevar á una misma potencia los diftrentes
firctores de tm producto equi-valc á ele~ar el producto 
á la mz'sma potcnci4. Se debe ademas tener presente 
que la mera supresion del st'gno radical equirvale á ele
var la raiz que con él estaba indicada, á la potencia 
del 1nismo grado qu'c la raiz. Si, por ejemplo, en vez 

de .:Y-;-escribimos solo a suprimiendo enteramente el 

signo radical , habremos con est~ mera supresion ele
vado á la séptima potencia la raiz séptima de a , que 

. 7-
estaba represent¡¡da por la expresion primitiva :.:/ a; 
porque si-despues de haber extraído de cualquier can
tidad una raiz cualquiera, elevamos esta raíz á la po
tencia del mismo grado, debe resultar 1a cantidad pri-

mitiva; y como -V a,·representa el "fesultado de 1a pri
mera operadon, a deberá ser el de la segunda. 

Sentado esto, si suprimimos los signos radicales de 

la expresion .V-; x Vb, por ejemplo, habremos eleva
do á la séptima potencia los dos factores de, un produc
to; y el resultad·o ah será la séptima poteúcia clel pro
ducto indicado: Tomando pues la raiz séptima, hallare-

.11- .7;- 'J_¡
mos -que v ax Y b = Y ab. 
. .Este ra~qnami~IttQ, ªJ?licable á cualquiera ot.ro ca• 

so' nos ma'nínesta 'qh'f'.Pdra rnultiplt'car dos expresÍQ• 
ncs radicales de un mismo grado debemos efectuar Ja. 
multi'plicacion de las cantidades que se hallen debajo de 
los signos radicales, J anteponer al p1·odttcto un signo 
;adicat del mismo grado. Lo cual nos viene á decir que 
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extraer sucesi1Jame?te las raices de un mismo grado de 
los diferentes factores de un producto equi-vale á extraer 
la raiz del mismo g1'ado de todo el producto. 

Mediante esta regla tendremos: 

3 ../ 2ab
3 
x7 V 5a

3
bc 2 IV 1 oa4b4c::::. 

2 Ia2b2 ..¡-;;;¡; 

4 Va2

-b"xV (l+b
2 = 4 V(a 2 -b2

) (a;¡b~::: 

4Va4 -b4
; 

-.
5 /ui 9 -n3b6 a'Pc•+brc• 

V a4-b4 X d' -

\/ 

3 ( 6 b6) b; • 
a ia - _e ( ,i b2)::::: 

a'f-//t x d' a + 

v. a 3b3
c' X ~~~=b6J; 

d' a•-b• 
por ser a

4 -b4 =( a2 +b2
) (a 2 -b2 

). 

l 6 S Teniendo presente que· la s6ptima potencia 
.::;-

de 1a expresion ~ ; , por ejemplo, es ¡, inferiremos, 

tomando la raíz séptima de este último resultado, 

v'-; "17/-
que 7 _ = y i; de donde se sigt1e: que para d1~ 

~ b . . 

'Vidir una por ofra dos cantidades radicales de un mts~ 
mo grado, es necesario represcntar el cuocientc de las 
cantidades que se hallan debajo de los radicales, 1 an· 
teponerlc un solo signo radical dd mismo gt·ado. Lo cual 

.. 
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quiere decir que lo mz'smo es ejccutar primeramente una 
di'Vision, y extraer una raiz cualqtdcra del cuociente, 
que ei:traer primeramente las raíces del mismo grado 
dél di-videndo y del di-visor, y concluir di'Vidiendo la 1·aiz 
del primero por la del segundo. En suma, la inversion en 
el orden de estas operaciones no produc_e alteracion al ... 
guaa en el res~ltado ~nal · de ellas. 

Por esta regla hallam,os que 

I 6 6 De la regla de la multiplicacion de las canti
dades radicales de un mismo grado ( §. I 6 4) se sigue 
que para ele'Var ima cantidad~ radical á u:za potmci:' 
no se necesita mas que ele:var a esta potenciq !Cl: canti
dad puuta debajo del radical, y anteponer al resulta/o 
el mismo signo radical r porque elevar , por ejemplo, á 

'la ter~era pot~ncia la cantidad representada por -V ab es_ 

lo mismó que hallar :el pr~d.t1éto de la multiplicadon 
. - · s- is-·s·- ., 
. que aqui indicamos: V ab x V ab x V ah;. y como 

• por ser de un mismo.grado los radicales debamos(§. I 6 4) 
-multiplicar entre. sí las cantidades que estan debajo de, 

Tollo u . 
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ellos y anteponer el mismo. signo radical al·producto, 

el resultado será ~ a 3 bª. 

Del mismo modo, la ca~tidad -V a• b3 elevada· á ·la 

. d .'1/-¡:---bIZ. d ' b' .'1/-~uarta potencia a va , que se re n_se a a y abs 
~ 

11 descomponiendoaRbnen a7b7xabS,y extrayendó(§. r 30) 
la raiz séptima del factor a 7 b7

• . 

· Es muy digp.o de notarse qu.e cuando el exponente 
del radical es exactamente diylsible por el de la poten. 
cia á que se haya de elevada cantidad propuesta, se 
efectúa la operacion con solo dividir el exponente del 
radical por el de la potenda. El cuadrado, por ejem .. 

5- .f5¡- .3;-
plo, de vi a; ó ( v a Y ::;:;V a; porque i:::: 3 . 

. 61-
; Con efeft9 v a represe~ta una cantidad que es seis 

·. ,'. . 3 •·-

veces factor de a; y co~o fa cantidad V a que- hemos 

obtenido dividiendo el exponente 6 por 2 , sea solo tres 

v.ec~s factor d,e la misma a , e~ consiguiente qne '?/-; 
eqüivalgaal·producto de dos de los pri.rrierosfactorei, 
ó lo gue es lo mismo, al cuadrndo ó la segunda poten~ 

cia de uno de estos factores ó de ~;:-

El mismo razonamiento se puede aplicar al ejemplo 

, que sigue, y f otro c~1alquiera: ( \3/ a2 by= v1 ª?: · 
I 6 7 . Invirtiendo las ·reglas del artículo precedente 

resultan las que deberemos seguir para la e:x:ttaccion de 
las raíces de las cantidades radicales. . 

En efecto, de fa primera se deduce sin la menor .. di, 
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ficnltad, que si los exponentes de los factores que estan 
debajo del radical son exactamente divisibles por el de 
la raíz que se quiera ext1·arr, se efectuará la operacion 
tomo· si no hubiese radical alguno, J al resultado se le 
antepond1·á el radical primiti-vo. 

. · 1 3/s-. · :_3/.31-
_Asi es, por ejemplo, q~e y va6= V v ar;=.. 

. 14/-;:;=:;= 13/_ 13~ 

-v'-a"; V {t a'4b8 = V V' a4b8= V ab
2

• · 

' 
De la segunda regla del párrafo precedente se in

fiere igualmente que se representa en general cualquiera. 
raíz de cantidades radicales, multiplz'cando el exponent: 
del radical por el de la raíz que se quiera extraer. 

Por esta última regla se halla ~ue V~. a4 = 1/' a~ 

Con efecto, -9' a4 es una cantidad que es cinco ve

ces factor 'cie ll
4 (§§. 24 y 12 9); pero comó pot otra. 

parte la raiz cúbica de -9' a4 deba ser tres veces factor 
'13/~-

de esta última cantidad, es consiguiente que V · ª
4 

. · 

deba ser 3 x S veces ó IS veces factor· de la primitivá 
3 -s==- .15--

cantidad a 4
: luego V V a4 =\/a+. Del mismo modo , 

15/~- ./5/-
se prohar4 ,q~e V , a4 = V .. a4

; lo cual nos da á co-

noc.er que lo mismo es. ~f,.fraer primeramente la rat'z 
quintd de una cantt'dad cualquiera,, y extraer despues la 
raiz cz"tbica de aquella raíz quinta, que extraer prime
ramente la raíz cúbica de la cantidad primiti-va, y con• 
,luir por la ntraccion de la raiz qiiinta de la cÍtbica: 
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1 resultado finnl 110 vurn1 por cst¡¡ mvers1on en eloraen 

~e las operaciones. Lo mismo puede demostrarse deotrns 
rnices cualesquiera. . . , , . 

i 68 Supnesto que mult1plic,,111do por cualquler 
número el exponente de unu cantidad '!lle está debnjo, 
de un radiliil ( §. 166), s~ eleva la r~1z c¡ue <;on este 
signo e~tnbn rcprcscntndu, a la, P?tc11c1a que indique 

uel multiplicador, y ,1ue multtplt~nndo por el mismo 
:imero el exponente del rnd kul ( §. 167) se extrae del 
rest.r\tado anterior la rah: del gr;1dc:1 indic11do por el rnJ1• 
mo multiplicador, es consiguiente c1ue csrn segunda opo;,. 
racion rcstimya 6 su primitivo estado la cantidad, PtO• 
puesta. Lo qlle esto cpdere decir en suma es, que n¡,1/., 
tipli'cando por tm ,nt'smo mínuwo (!/ t:.tpo11u11t1 del t·ndüa/ 
j el dt la ~·,rntídad qw: q.rf t,Í d,bajo t/q e'/, 110 SI alura 1I 

'?ª!º~. d1 .la 1J,iire.s1'011. 

· La expresion ~,;~ 1
·; por ejemplo, ¡nu:de COllVer• 

::is- , 
tirse en V el~ multiplic:rndo por 7 los exponentes ~ y 

3 ·;' y la segunda exprcuion es ontenunente equivplenteá, 
1n primera, pon1110 multiplicar 11or 7 d exponente del, 
y formnr el rndknl ti,·: es hallar In séptima pote~cla· 

~ A 1 

d~l rndical propuesto; y .nml tiplicnr poi· 7 el exponente 
ff '""'"'" ,,,,¡,r.1 _,n t r: s del radical v' aº 1 es tomnr la rniz séptimn de est&tn1 

mer rernltndo; clmhucemos pues con la segunda ·opera• 
cion lo <]tlO hnbiiunos hecho con In primera. ·•. :: 
· 16 9 Por medio ele em1 dc,ble multiplícncion .r1ndu• 
ten d tm 111t'm10 grtttlo 6 t:.t:prmmt, ,los I tru 6 mas radítalu 
dt• difi·rmtos grado, 1 mu/1~1'/umdo d tm mismo ti1mpo el 
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,xponentc. de tada radical j el de la 'ctútíl1ttd á que esté 
antepues-to, por d producto.de los ,e::i.:pónente~ de todos lo,r• 
Jemas radic.:1/e.r. La 'ide11tidad de los nuevos e:xponeutes: 
de los radien les es. evidente por sí ,misma, puesto que• 
todos ello~ vendrán ,á ser. el.,producto de todos los ex
poi1entés de lo's ra'dblés prh11itivos';-y' s·egun lo que aca-

. bamos de demostrar, no habrá mudado de vaJ~l', ,nin's1,1; 
na de las cnntipades radicales propuestas , por ·haber mul
tiplicado por llíl mismo 'número el exponente del rádi
cal y- el de la: cantidad qúe primitivamente se. halle de
ba'o de éL ' ,,·, ',; 

J Por ·esta ,iegla· se trasfo.iman. Jas oanti~ttdes'.''.r,ndfoa~: 
1 ' ' ' . " '· ' • " .35 ' g¡;' • '. ':' ,, ,'' ; • ' ' 

les ~a8 h~ y :V ld3 ell
1 

V a21bxJf Y V e~ ºtl-ri ¡ ásimismo fa.~. 

~ant:iJades radicales ~ ab" '·{:/,a• c3 y V b¿ C3 se convierte!1 
• ' j ' • ', •• .... ', , ,'"{ 1 ' 

' ' " ' xos_· __ · ros__ xos __ ,_ 
, ./ asL7'> • I 4• Gs ., /bGº •ff resp.ect1y,atnente en, v a 11 , v a e y v G , , 

-r ,", \l '.J "'lí•: \,1, "; 1 ±';t.,:,.'';:¡;--¡ tt!, , "' 1 º'.' ,· ?', 

:Esta. trasform~cion es análoga á la reduccion de los 
quebrados á un coruun d~~ominador, X ?e consiguiente 
es susceptible de Iris mismas abrevrnc1ones que ella 
(Aritm, §. I oo ). . . : · 

Si hubiese coeficieptes nt1mér1cos. d~Qíl)Q. pe los rn
dicales ~erá necesario elevarlos á la potencia indicada por 
el producto ~ó•1los, exponenres d

1

e _los demas·r.adi_cn;e:· • 
. ,I 70 · Tambien .se infiere fac1lmente q~1e di7Jidiendo 

por un mismo n,(,mrro :I .,xp~.nrnte del ra1ical y r:l de la 
cantidad qttc uté,debUJO d:c el, :?Zº mudara por eso el '1Ja .. 
lor de la 8l"fr'CSÍ01t, fsi ,terid~emos U ~a nueya trnsfor
macion de las expresiones radicales analoga a la de re .. 
ducir los quebrados á sus mínimos términos ó á su mas 
sencilla expresion. Ultima mente, u pucdf! introducir de--. 
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bajo 46 un ratli(Jaf r11,alqsmn:a ~m !tu·tor q11t1 esté /llera, 
du JI, 8¡8,vtfodolo a Ja plltmmi indtcmi,t por el 11:1:pon,n, 
tu dfti radt'caJ, y nmJtip/lc,111do por nttt"J)ot111cia Ja ,an~ 
tidad 1,ttP primiti-vanumtu uttiba drbrdo. , , 

, , • 1 . , .,V-i,7" ~1 .... 
Se co1wcrt1m , por e¡em p o , a en v ,, ·,-y iav b 

: ·31---8' '1h en v ti , 

17 x Despues de hnber reducido :í un mismo ex. 
pQnente, 6 gr,ado cunlesqui~rn. rndk:iles por medio de la 
trnsformncion precedente, se les ;iplic:ttfo 5Ín dificultad 
nlgmm !.is reglns dndus ( §§ .• r 64 y x 6 5) 1ma ln mul• 
tiplicncion y la di v ision Je lns enntidadcs rudicalos de un 
mismo grndo, 

Propongámonos , por ejem pi<>, &implificar el. pro, 

dllcto re¡mmm~ndo por V~~,,>< ✓ k" ,:1 ; y en pri~1e: 
m ,,_' 

Jugar trnsfornrnrcmos los foctoreli VaJ'b• y Vbr,, en 
tfl.fl -·- ,,,,_ 10,..--,,,_,_ 

Va""//1
'1 y V /l11rl'" J y ¡>or hl rcgh, del §. r 64 hallare• 

< ! 

,hlOS qtto 
,11,., , ~"'', , 11Jfl , t .. ,~, '"''~""'~-~~ 

Vd'l'///1/ X VL/111'/"' v,,u1•1i111+,tJttc"" 
os el producto de los rudkult::1 prn¡,tH:ttot, 

. }lt\llnron1os rnmbicn por lu rcgln Je! §. 165 que 
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Ad7Jcrtoncias sohrc algunos casos si1Jgttlares 'c¡tic o~urren' 
m et cál,uto "de las cantida'drs radz'cales.: 

172 Lns reglas que acnbamos de prescribir para 
el cálculo de las· cantidades radicales se aplican sin difi:-, 
cultad á los sÍQ.1bolos de las. verdad~ms.cantida:cles;, ó·.sep. 
á lns cantidades reales; pero aplicadas á las que sella
man cantidades imaginarins, nos podrian inducir á errnr 
si no hiciésemos algunas advertencias deducidas de las 
propiedades de las eounciones de dos solos térnünos. 

Si nos prupusiésenios; por ejemplo, elevar nl cua• 

drndo la expi~sÍ¿n V -a, y observ'ásemosá la l~t;·a fa ;re: 
gla prt!scrita ( §. r 6 4) para la m ultiplicaclon de lns can-

tidades radicales' hallaríamos v:;:;x V ~a-=.V-ax-a~ 

v;;;; y si ahorii'nós content4.~.~~l0S con ·to1hai+a e'n lu
gar de V~ habriat11ó~ venido á parar ·á un resultado 

evidentemente falso, porque el ctrndrndo de v-:-a de

be obtenerse con ·suprimir el signo r.idic~\l, y es por con• 
sigufonte- a. 

Bezout ha desatado perfectamente esta difkultnd, 
observando que cuando ignoramos cómo se haya: for
,mndo el cuadrado a"', y se nos pi.de ·sn miz, debemos 
indicar igualmente -+ a y - a, porque 110 sabemos con 
cuál de estns 'dos 'expr11:sior,¡es sé .. efectu•6 la multiplica• 
cion; pero cm:rndo sabemos de antemano cuál de estas 
cantidades se ha multiplicado, lJor sí misma para formar 
11,

9
, entonces ya no se puede dndar de cuál sea su raiz, 

ni menos tomnr la· una por 1n o era. Este caso es evidén-
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\f F,~nte el de}~ expresion V -_ax v=;, pues ~e _s~he 
aquí que la tantidad a"' que está. de.bajo del radical en. 

~l. producto V a', procede de-:-ª multiplicada por-;-a, 

y•por consiguiente no debe qtleda_rnos la menor ·duda.do 
que su raiz es --a ,. y no +a. As1 como por lá inversa, 

cuando multiplicamos v-:;-x v;: su producto v a''se re
duce á + a ; y no nos'. es permitido tomar- a por equi, 

valente á .V a"', porque sabiendo como sabemos que el 
cuadrado a 2 ha provenido de la rnultiplicacion de+~ 
,por _+a, no podemos dudar de que la miz cuadrada de 
a .. es en este caso particular+ a, y de niogun modo-a; 

En suma, lo único que la ecuacion idéniica V : ax 

·V -a= V a .. , rectamente .traducida, nos quiere decir; 
' ' ·. '" 

es que el cticrdrado de v ..... a es una. de las ral~~s eu~• 

dradas de a'; pero no cualquiera de ellas, sino sola y 
"determinad amente:_ a. . . ' 
, · Estos rªzonamientos ·no dejan duda alguna sobre el 
verdádero resultado de la operacion en el caso particular 
que acabamos de considern-r; pero áun hay algunosotros, 
en. los cuales, para determinar el resultado i nos esfor• 
· aoso acudir á las propiedades de las · ecuaciones de do! 
solos términos; · 

17 3 Si se nos pidiese I por ejemplo, el producto 

c:le v' a X v-=-:i ' reduciriamos el segundo radical a_l 
mismo gra,do que el primero ( §. I 69_), y ténd.riamos 
· .4/-· - 4 ··-· - .4/_;__. .4/- .4/- d 
··v ·a .. ><' v':(-xY=v a.>< v.+ 1::::::v a;resultao 
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real I aunqne es bien claro que h cantili.:l real v--;;-; 
multiplicada por la expresion imaginaria ✓-.:::-.i, debe 
dar un producto imaginario. Sin- embargo, no debt:mos 

~reer que la expres.ion ~~ne he~os _h.dlad'o por pro
ducto de la mult!iplic-acio11 prop\test:i ,:, séar énuramente 
falsa, sino tan solo que por lo comun no se la d.1 el ver•. 
9a:de1:o sentido que debe tener. Lo único que nos c!ice 1a· 

ecuacion idéntica V a xV~- I =V~ es que;'miiltipli~ 

;ando por. V - I, una d; las cu~tro ~aitis,c.u,~rt-a~-de a. 
" • , , .. ., , ,1 l, _ .: , , ) 1 

resulta otra de ·las_ mismas raiccs cu(Jrtas dé ~- · 
. 4-

. Con efect~, ·considerando V a alg~bráicamerite; y: 
tomo, que es la'·expresion· de Ja incógnita X erí la ecua:1 

cion de dos solos términos .i}-:-- a= o, echaremos fá-
• . ' .. • . - . . J 

cilmente de. Y.er gue es suscept~ble de cuatro diferente¡ 
determinacioné;s·t §( ·rfg-:); ipo-rq'Úe si te presentamos por 
et. el)J,ÚW~.r~o .q1.1~ ipmediatamente-tesµlta de la extraccion 
de la raíz <:u arta· de a , Ó el que hemos llamado la de~· 
tcrminaciou aritmética·de-esta·raiz cuarta', vendrá á ser 
a==. ,,..4; y las cuatro raices coartas de 4 se hallarán m ul
tiplicando ct. por· fas cüáfro raices cuartas de la unidad. ; 

Serán pues: a, x-+- I ; a,x- I; d..x + V - r ; d.x-V=-;;~ 
y de consiguiente si en eÍ priiuer miembro de la ecm1cio1; 

fa~~( :1J==: v' á la expres1~n v'~-quiere decit.a., en el. 

segundo vendrá á significar et V...:.. I; por manera que la 
verdadera· ~ráduccion de_ la ecua~ion propuesta es: la si~ 

gu.iente :,múltiplica~do.por v' -1 /a,primera r~iz :u~rtci 
dea,resulta la táceraraizcuarta'de la mi'smacantidad a, 

TOMO II. SS 
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Basta un poco de a~enc1on para descubrir el,.orfgen 
de la duda que ha motivado el producto que hallámo ' s 
por la regla del§ .. 169. La seg_unda pote~cia+¡ dela 
expresion- 1 que estaba deba¡o del ra_d1cal cu~drado, 
puede muy biei~ proceder de + ~ x + r .. 1gua:p~ente, que 

de- 1 x- r, y hace que fo expresion v'-1¡ :p11edai ad, 

mitir mas determinaciones que la expre¡ion V~ · 
En general, cuando lf1s ~xpresione_s algebráicas que 

forman),os qqs ltli~1;11 b~Q§: ie. tHl~, ec,ml'c1¡;¡11 sean snscepti, 
bles de diferentes valores , la ecuacion no quiere siem. 
pre decir 'qi.te c¡ü1lquiéhi' d\i·'Jéi~: 'valb_res"dis'u"prliiier 
miembro es igual á otro cualqt'iiera de los del 'segundo; 
sino que alguno de aquellos es igual á,o,tro de estos, Sa. 
bemo~ P.?f, eje,mplo quq ¡ algebrMcamente ~abJa~~f ,AJ~ 
expresion ~s-:-corréspoi'ídet'l est~S ties va16're~/ 1 

1 ,~· ·,,,:::.._:__,; 'f:lj,_: ¡•·, 

2.; - 1 + \,/ ~ 3; - 1 -V- 3; ,: · ·,' 

que á la expresioll ~ i 6 coáespondeH estós cüatro: 

2;-..2·; ~ V~:.l
1

;:~2V~1;· \ i. · 

y sin embargo la ecuacion {/J_: ,:i :i 6_ no, :nos-,'q1r1e, 
' ' 1 ,(,' 

re decir otra cosa sino q11e el primero de aquellos ¡res 
valores es ig~al al primero de esto& cu,Hro; y soÍ~ en 

, • •1J l d d !, ¡11 1•1 / ,4 '11 1¡ este ·'sentruo es ver u er'a * · · • ·· .. · ·. · 
Lo .que hemo~ practic~do p~m., ve.nir e-r:i. <r:o:11ocitniento 

* , El lenguage algebdico nos parece en esta parte e,cpues'to á los 
mismos incobvc:nie11tes que fos idiomas, que ·cnrecen ,de, .arti~~Jos .. 
Cuando en el latino ·;e 110S dice:, Regi,r fltitts est ui:mitil, dttX, las 
circunst~nci:w en qu; ~e enün¡;ie-esi:a· proposiclon1sótO~s,únicas,quc 
P,ueden determinar su_ ve,rdacl11ro ¡¡entido, , , ' n 1 
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de la regla de que hacemos uso para formar el prod neto 
,,,_ 11_ 

V ax V b, se reduce á elevar este producto á la poten
cia mn; porque si lo hubiéramos reptesentado por z, ó 

' m __ n. 

lo que es lo mismo, si hubiéramos he,cho V ax V b... z; 
elevando primeramente á la potencia m los dos miem-

11 . 

bros de esta ecuacion, tendriamos a V bm zm; y ele-·· 

vando despues á la potencia n los dos miembros de esta. 
última, resultaria a11bm=z"'n. 

Asi tendriamos ya conocido, no el producto que 
buscábamos, sino su potencia del grado mn; ó lo que es, 
lo mismo, teridrianios una ecuacion de este grado con 
dos solos términos, y en la cual la incógnita, que en 
este caso representa el producto que buscábamos, debe
rfa tener, generalmente hablando , mn determinaciones 
(§. 1 S 9)· Esto se <;onci?e con ~acilidad atendiendo á 

, ." ,,._ n_ 

que los factores V a y V b son las'éxpresiones de los va-

lorns que corresponden á las inc6gnitas x é y en las si
guientes ecuaciones de dos solos términos: :i·"'- a= o; 

y1P-b =.o; y siendo por consiguiente la x susceptible 
de m determinaciones, y la y de n determinaciones, se: 
podrán obtener mn determinacjones del producto pedido, 
combinando cada una de las m determinaciones de x con ,. 
cada "una de las n determinacione~ de y. 

Cuando sean reales las cantidades que se han de 
multiplicar', no o~Ürr1rá. dificultad alguna ~n la· ~leccion, 
porque el número de determinaciones de esta especie 
jamas pasa de dos ( §. I S 7), que solo se diferencian en 
el signo. 

I 7 4 Haciendo uso de la trasforrnacion de que 
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nos hemos valido ( §. I 5 9) i conseguiremos en todos éa_., 
sos que recaiga ~oda la difiCL1l~ad sobre las raic.es de-+- r, 
ó de - 1 ; . porque suponiendo x= e1,,t ,- é J' =Bu; indi~ 

, • 1,Z l 

cando con r:J.. y /3 las determinaciones numé,ricas de v'~ 
n- . .• ·1 

y V b sin atender al signo, se con vierten ias ecuaciones 
x 111 ::¡:a=o; J 11 +h=o; en tm+ [ =o; u11 ::¡:: I =o; y se. 

halla la expresion xy ·~+ax V+ b = CJ.(6 V' -1-,1 xJ.¡;; 
: en la cual e1.,{6 representá el producto de los números 
m_,i_ .: 

V a, V b, ó la det~r,min.1do11,,. aritmética de la. raii del 
grado inn del número a 11J/n. : : :· · 

Cuando se haya de p,nrtiqil¡i:dzat ! el producto de 
11l ---· .,'IJ -- . ., ' 

los radicales V ± a y V± b, por razon de estar deter• 
minados los gl'ados de' las cantidades tndk:1lcs que sbq) 

factores 1 sera 1l'ece1;)1do hallar, por füe.lio :;de: lafg26a,? 
ciones t 111 ::¡: r _; éi'; y é"-t- 'r ·· . º. 1dsdif{rentes·le~prts¡&,.) 

,11l •. _. "'-- ' ~ .. , 

nes de V+ l J V+ 1 , Y combi1\arlas1 como coril:Jsponda,, 
Por fortuna son rnras las· veces en que hny necesi-. 

dad de.efectu:1r es_G<\S. ope!·aciMes,,ñ no ser eq ijlgtl!)PS: 

casós mny seqi.:iUos, He. álJUi olgu110s de los ,q{Jy p~ut•. 
ren con mas frecuenci.i : · · 

l o .1- V-b . /- . lb("¡- ./,,.Íu), , . 
." .... Y - (l X - = V tl X V Y - l >< V: 1

1 

j 

y suprimiendo el radical de V.---:-;, obte11i,lrcmos,:,,· ,,~ 

v'...'..a~V -b. Vab ~-•·==:.-V1 ab. 1 

' . ,, ,, ·4·:-' _;' ·4 ·-· - 4 ., __ '4··-; .. ' ti •¡ •• 1:',' 

2.º ... iV:7ax v -b==. v ab (V - 1)\ . . 
.. P,tra evitar ,en este c:a~q la duda de .t1ue hablamos¡ 

(§. I 7 3), no nmltiplicaremos- I por- I; sino.obser•i 
vare.mgS; q~ie· el quidnJ.do: de la rni•z cu.arta de .cuaJqujer 

~. " l. ' 
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cántidad equivale á la raiz cuadrada de la misma can
tid,id, y asi tendremos: 

.41- .41- .4;- . ¡-. v - ax v - b = v ab x V - r. 
_6¡- _6¡- _6¡- _6¡-) 

3. º .... v - a x v - b . v ab x ( v - J 
2 = 

_6¡- _3¡-- _6¡- ,6;
v abxY-r=Vabx-1-1.-v -ab. 

De este modo hallaremos los productos de los radi
ca1es imaginarios de otros cualesquiera grados, y vere
mos que resultan alternativamente reales é imaginarios. 

Del cálculo de loS e:1-poncntcs fi·accionarios. 

I 7 S Cu;ndo en lugar de los signos radicales se 
hace uso de los exponentes fraccionarios para represen
tar las raices que les corresponden ( §. I 3 2), entonces 
se puede aplii.:ar inmediatamente á estos las reglas ge
nerales de Jos exponentes, y se hallan por medio de 
ellas los Ínismos resultados que por los métoqos de que 
nos valemos para citlcular las candda'des radi¿ales. 

Con efecto, si trnsformamos, por ejemplo, q' a'é 
y~a 3

/ en ahf y afcf, tendremos \1/a'bºx\1/ a 3bº= 

afbTx atcT= af+tbTcT=a1bTcT. Observando. despueS: 
.. , • (j I +.!. 

que 1= 1 +f, y que por cons1gmente tts=a s=ax 

a+ ( §. 2. 5); y que ah+c! equivale á \1/~¡;-;~-2-' rernl-
5 •; 5 =.;· ' 5 -- .. 

tará V aª b2 x V aJ e"::: a~ ab" e"; resultado no solamente 
exacto, sino adem;s reducido -á su mas sencilla ex-

pres 1011. 
' 111, 11, ' 

Sea el ejemplo general v' apbq x V V c1
; y tra~for-:: 
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/' •I ,, I 

nrnndo los r:.'hlic:1lcs prnpucstos l'.ll ,r'111h111 , h\,1i hnllnre. 
rn?s ~1or n:.c_~lio d~

1 

la~ rcr;:l~:s di! lo~ tixponcntcs (§. 2~) 

ti·:,,.b ,~í x b ú,.,, ==a .. ,,; b'/11
' + 11

,·'
1• Si l}ll isit.:scmos efectuar nho, 

1 • ' ,¡ r ' 
rn la ndicion de as irat:c:wncs ·

111 
, ,, , sena nccesarla 

rcducirlns {¡ un n1ismo dc11uuiinador ¡ y parn dnr 110¡. 
formidad {¡ los rcm!rndos es nccc~rnio hacer otro tnnto 

f . /1 .r 1·) ¡· con lns rncc1011es - , . or este mcl 10 nos remlt• 
m " • 

IIJI 1lq + ,n1• 1111 

a 11111b -,u,, ...... ¡: 11111"1 y restituyendo los signos rndicales, ten, 
111 "·•N"\\'-- .,, ,u,, ,, 

drcmos: V,11'/)'1 X ✓ l/',· 1 v .,"1'b (/~ :i. f/jl',,t/u • 

176 L,t divi~ion 11t: cl't:t;:1(m t.tmbicu sencillnmente: 
es fadl ver, por t:jem¡,lo, <JUC 

~,;t·b-; .~ , t, 1 b1 

r.¡ f " ., ' 
., 

\ ¡/. t' 1l 1 t' 1 1t' 

.ii: f 

Jicafos, rernha: 
\, ,1 i /, 

•t ''" 
\Jl,i''t· 

tll _,,.,,,,~ 

Vtlb 
!'. 11 

11
·:;11¡,,;¡ 

~ 

bl 
.. ( §. 

,1 f 

i¡,1 

i'. ,,1 

(11,1), it, 

38 ), 

los signos n• 

y reduciendo lt tm comun tlt:ucimin:hlnr !c1s exponentes 
frncc:i@,uios pura efor.:tuur lu nii,t1a,:do11 indicnda, se 
hallará: 

DE ALGElHlA. 
11p 111 -mr 

a 11mb. 11111 vlltl 11P b"q - 1m· 
----~ a !!!.t __ m_s_ 

cnw e 

Y a se deja conocer que la reduccion de los expo
nentes fraccionarios á un mismo denominador produce 
aq ui el mismo efecto qtte ·la reduccion de los rndicales á 
un mismo grado, y co11duce precisnm~nte {1 los n.1ismos 
resultados ( §. I 71 ). 

177 Tnmbien es evidente ( §. I 2 7) que 
111 P r/P m __ 

( v,.;Pi;:::;:(a™)1'=añi=Vci11
P; y (129) que 

El cálculo de los exponentes frnccionarios nos ofrew 
ce uno de los ejemplos mas notables de la utilidad de 
los signos cm1ndo se los elige con inteligencia y _acier~o. 
La arrnlogín.que hay. entre los.exponentes fracc1onanos 
y los enteros hnce que las reglas que se deben seguir 
para el cálculo de estos sean nplicnbles al de aquellos; 
en vez de qne son necesarios, como hemos visto, razo_; 
namientos particulnrcs para dcscubdr las reglas del dü-

culo de las. cantidades radicales, porque el signo ..¡
qnc lus acompaña no. tie_ne co.~1cxio11 alguna c~n la ope .. 
rncioll tp1e con él se rnd1ca, Ct1anto mns nos internemos 
en el ,AJgebra ,, tanto mús echaremos de ver las numero~· 
sas ventajas q\1e hn pred,ucido en esta ciencia fa notacion 
de los exponentes, inventada por DrsMrtN, 
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En fo sucesivo datemos por supuesto que cualquiera ecuacion 
está ya preparada del modo que acabamos de indicar; y asi no ha
brá ecuacion de grado alguno que no pueda estar representada por 
la siguiente, que se llama la ectiacion gmáal de todos los gl'ado.r: 

.,P + P.v 11 -r + Q.v11
-

2 
... ,, +T.v + U =o, 

El vacío indicado por los pu1ltos suspensivos se lle11a cuando 
al exponerte n se le da un valor particular. 

Cualquiera ca11tidad 6 cualquier símbolo algebráico , ora sea de 
los que se denominan cantidades reales, ora de las imaginarias, que 
puesto en lugar de la inc6gnita .v en una ecuacion ya preparada, 
reduce á cero el primer miembro, y por consiguiente satisface á la 
ecuacion, se llama raíz de esta. Pero no tratfodose aqui ele poten
cias, ya se deja entender que la voz raíz se tomn en este tratado 
en sentido muy distinto del que hasta ahora la hemos dado ( §§. 9b 
y u9). . 

. 179 La proposicion que ltemos demostrado(§§. x:i.6 y 159) 
cbn respecto li ciertas ecuaciones, se verifica en todas fas de cual ... 
quier grado; por manera que puede considerarse como principio 
fundamental de toda esta teoría el siguiente: Si mpommos re111•ese11" 
tnda por n cúfilqtiicra l'flÍZ de cr1alq11imi uww'o1i x 11 + Pxn - x.+ 
Q,.n-:i ... + T:ii:+ U . .:.. ó 1 ·el jJrlmtl' .mi1fl1¡,:p dd utr• *' 6X4&/II"\ 
tnmte divi1ible poi• el bhioinio x- n. 

Jfo efecto, suponer que a es· valor de .'1/, 6 raíz de la ecu:iciott 
propuesta, cquivnle á decir que a1'+P111

'-
1 -i-Q1l~-z ... +1'a+< 

U - • • U 11 p 11-1 Q n- 2 T. -º, y por collh1gu1e11te =-a :..- 11 - a ... - a; 
ele mn11ern que la ecuacion propuesta es enteramente 1n misma 
que esta: 

m''+•.P.v11 -x+Q.1111 - 2 ... +T:r} . 
11 p 11 - l Q 1,:- 1 'T' :::;: O 1 .-a ,,_.,. ·a - " .... -.1.a 

la cual puede escribirse de este modo: 
,v"-a'' +'P(x11-x _a11- r)+Q(.v1,-2_ a11- 2}- • 

+ R(tr.:.11 -s·~--·,a1'':""" 3),;~,·•tf,,.,~;·:•,~._, .. ¡,;","* .. ~(tv,_,..f!) -
0

, 

y como las canticlades 11/1 .-.a11 ¡ ro11
- 1-a'''."'r; :ti11

-
2

- 11n-'l,,,,.. 
p,•.-ri, son todas exactnmente clivisibies por el binomio .v-a (§. 158), 
es claro que el primer miembro de. estn última ecuacion sen~ exnc
tamente divisible ¡,or el mismo bi1101nio, y de consiguie11te lo será. 

TOMO ll, Tl' 
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valente á la última. 
Dilembert demuestra la misma propo,icion del modo sigui~nte; 

si imiginamos efectuada la división del primer miembro de la ci:ua, 
cion propuesta por el binomio :i:- a,· y que se haya continundo la 
operacion hasta apurar, como es posible, todos los términos que 
contengan la :r, el residuo final de esta division, en caso que lo ha. 
ya, no podrá tener x. Si pues representamos por R. este residuo y 
por Q el cuoc:iente que suponemos hallado,. tendremos pr~cisa~ 
mente (Aritm. §. 78): xn +Px11

-
1 

.... +&c.:::::Q (:v-a) +di., 
Ahoni, si en lugar de x sustituimos a, el primer miembro debe 
:redudr,e á cero 

1 
puesto que a es valor de x ¡ tambien .· se reduceá 

cero el término Q ( x -t1), porque se reduce á cero el factor x-a; 
debe pues ser R=o sin tener influjo en esto la sustitucion,; por, 
que no existiendo en e_l residuo la x, no se puede efectuar, en el la 
sustitucion, ni menos podrá esta alterar el v:1.lor, que untes tenit: 
Si pues, haciendo la sustitucion debe ser R:::: o, deberá serlo aun 
antes de hacerJa, y de consiguiente el primer miembro de la ecua. 
don propuesta es exactamente divisible por el bi1lomio :v- a., 

180 Para hallar el cuociente de esta division b~sta sustituit 
en lugar de las cantidades :i/l -a11 ; ,1;

11-r-an-r,. :v11-2_A1i-,,, . ., f,P ~ ... , .. -4 

los cuoci.:ntes que dan cuando se las divide por ,'ll-a; los cuales 
son, como ya sabemos(§. 158), los siguientes i 

:,/1-r.-1- n:r:11-i +a•xn-3 .•• + a.n-1 
• ,..11-11. -'-- A M1/'.""'3 ?/,-'l, 

t# -,-- "'~"" ,, ••. + fJ 

xn-3 .. , + ,in-:-::3 

.... ,, .................. , ... 
+r. 

~rdenando los términos del resultado con respecto á las poten• 
c1as de x y rep • d 1 fi . , ' onien ° os coe ·.cientes, vendrá _el cuocleritd lótal 
4 ser:, 

.............. , ... , ........... , .... ~. 
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181 No es necesario mas que atender~ las reglas de la di;i;ion 

pura venir' en conocimiento de que en habiendo dividido por x-a 
I ' · n n e primer tn1etnbro de la ecuadon x + P.-v - 1

+Q.v11
-

2+&c.=o, 
debe resultar un cuociente de esta forma: :t/1-1 + Plx11

-
2 + 

Q':vn--3 +&c., designando por P1, Q1 &:c. los coeficientes co11ocido11 · 
diferentes de los primitivos P , Q &c.; y así tendremos: 

n ' .x ..¡... Pxn-, + &e:. ::::t( ,v -a) ( ,'V1z-1 + pt x"-"' ..¡..&c.); 

y conforme a la obse.rvacion que hicimos ( §. u6), podrá verifi
carse de dos modos la ecuacion propuesta; á saber: 6 haciendo 
:'t"...:.. a::::: o, 6 xn-r + P1 x11-

2 +&e,:: o. Sl ahora tuviere la ecua• 
• :v -1- c.= o una ra1z , será su primer miem-cion xn-r-+- pi n-11. & . b 

bro ex~c:a'.11ente divisible por el binomio x-b; y efectuada que 
:;.ea la d1vJS1on, tendremos: , , 

x + x -f-u¡.C,= :v-h) (x - ..¡..pll,vfl-3..¡..&c.); . 11-1 pt ?t-'1. º· ( 11 2 

y de consiguiente • · · · 
:t/1+P.-v11--i:;+~x11-

2 +&c:=(,v-a)(x.:...b)(,'V-~+P11.-v'!-3 +&c.) 
Podrá pues verificarse la ecuacion primitiva propuesta de tres 

distintas maneras; á saber: 6 haciendo x - a:;:: o, 6 x - b = 0 , 6 
:i,11-•+P":,/1-3 & s· I '1. , · . · + c.= o. 1 a u tima de estas ecuaciones tuvie-
re una ra1z r:. su primer miembro se descompondrá tambien en los 
dos factores· ;1J ~ r: , :vn'."'"31..µ p11(w1!...,44- &t. /.yi teii'dremos' ·,-i;n ;.;¡:;;· 

P.1.·1J-I +&c.= (.-v .l. a) (.1:-b)' (x- e) (i1-3+'Pllt,1;11,-4+&c.); 

d~n.dc se ve que la ecuacion propuesta se podrá verificar de cuatro 
dlstmtas maneras, haciendo sucesivamente .v - a::::: o; ,'V - b = o· 
x-c-o· x11~3...¡..:p111:v11:...4 & y . . , '. .. - , · . • . + c.::: o. . contmuando el mismo 
razonamienfo, ircmcls hallimdc, los factores d~ ,l~s ,RJ;tg,8~ }p~Iiéadc;,s 
por los expo_ nen tes n- 4 11- 5 1_ 6 & ·· ', .,.k!J•1 1

_ •.i¡h, ·· ... ;,,'J , . .. . , .. '· ,, . .' i-;::- . --~·.l.fSl 1g~~ anao á cero 
cada factor de estos se desc

1

ubr_e alguna raiz de la ecuacion que en-
ton~es resulta, vendremos a dar al primer miembro de la ecuacion 
primitiva la forma de un próducto de varios factores binomios del 

FJim;r g~ado .~ ~...:.¡1.~ (,t:7"'b),~ {,1:-c) (x¡-d), 1,,,; •• : .. (x-l); 
es decir ' el polinomio 'q,úe' forllianter·pfihlei friierilbro de la e,U:a.:. 
tion, se habrá desco~puesto en tantos fact;Fés binomios d~l pri~ 
1ner grad_o como u~idades haya en el exponente n que itidicaba 
el grado de la ecuac100. Por manera que la ecuacion general xn + 
P.~11- 1 +&c.= o podrá verificarse de ,l maneras, esto es, ó ha• 
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dcmlo :i:-n=o, ú :v-b :o, o .1:,-.. , :::.::o, {1 .v-d:::.:o 

I 
ó pot 

último :v--1= ü ¡ pero ca m:ccn;11'Ío tc11c1· c11tc11dido c¡uc 110 se de, 
l,cn comidcrar cunw v1m!.1(kra:, :1 1111 mii,1110 tiélllJHJ todns estas 
ecuadoné!l, bine, Auceuiv11111cute; pm:w 1k lo cr1ntrari1i" i11curririnmo 

J• ,. • l • a 
en muniile&ta~ contraditcirn1ctt, •.n Clci.:10 1 1,1 a mrnrnu ticn,h0 qt 

, , r IC 
aupmiéran1ott .i·-11 :/;:: 1,1' y de cnw,1¡-:u1c11tc .t· =:11' Hupu1iéra1no1 
tnml.>icn :r:- b ;;;::;: u, y de c11w,ig11ic11ll' .,· ::.~ h, fic i11fcriri¡1 que fos dos 
cantidadc~ dc1,i¡,;uale» tt~¡mHent«d,rn pm ,, y b 1t1:ri:rn iguales entre sí, 

1 Ui Jüi lr;ihicndo dcrii.:<)lllfllltwto el polinru11ir1 1¡uc se linlla on 
el primer miémhrn de l,1 éC1111d,111 ¡•.cnrr~ 1 pn 1puc1Jtn x11 ~r-PA,,1~1-+: · 
&c.= o, Cll loa n fl\cltm:1s del primer i:r,11ln ,t·-,1, :i:-b, rt:":""c, 

:v-d .... N-l, ea ubsolutamente impcrnihlc: lrnll.u· nin¡¡nn otro fnctor 
de primer grudo del minmo polinomi11, lin dc'"tn, Ni ente polino111io 
facfic ndomus cxuc1u111c111c divi~il1lc ¡,11r .1: _,.. r,, ¡1or ttj«Hnpfo, ten, 

, , 11 JI ll•••t 1,1, ( ) ( n ... r clrrnlll(lS prct:1san1<rn te l ,\' w,f,,, ,\ --+-, l'ild :i· -«. ¡\/ ..¡.. 

p:~- 11
-~ ~,.,&e,), y por co1111i11uic11tir (.\' -· 11) (,:r:-b) (,'1'-c) 

) e ) t1-1 11 ll o. (,i·-d) .... (x-/:::: ,V-.rt (,t: +p,t wl•t>(t\); y COI\\O 

suponiendo .v:::::::::,1 1 fic nith11..c a 1.:crn d )'iimtr 111i«m1lm1 do c11a 

ecm1cio11 1 delie uucodi:lrle 1<> mimio ni llc~,1111,lp, d i:u~l e,n cata l1lp6. 
tesis u~ convierte en ( n-. «,) ( ,l1'"'' 1 

~,., ,,,/
1
···•

1-t~ 1'.l,:t:,) Nt> pudiendo 
n:d11dr~c :Í ~ero el primer J.1, r"r ,,- ri J11lr ~c:r tlc~it;1unlea por$upo, 
5Jcinr; ,, y e,, Cff rn:ci:1;11 in 1p1e ¾e ml111t:» 11 t:w1 el otro factor 
a11

-·
1 + ¡,,,11

-•l'k.::. ; y ílJti la 1,.;11ttid4tl 11 ~td lurt11~umentc raii do 
fo c:c1rndon :1:n-r .. ¡.. Jl,'loll•mll ,+ ~c. ::::nL l)¡; ~,¡ui íltl ~i¡¡uc «}Uli su pri, 
mur mle1tl11r,i 11cr~ tllnt:t1imonte di11i11ililc ptir ,r a, y i¡uc 

a-11
-~r , ,.,,,,,:'l-'J w,¡, .. ,'l.:\:,::::::: ( .v-,,) ( :1/1 ; + p1.i•11""'+&c,)¡ 

de:: dn11dc rci,11 ltil ,¡110 

(:t·-.,) (:1,•-b) (.i·-1 )(.r-,J) .... (11;•-/) 
t=. ( .\' ,_ «) ( ,11 _, 11) ( ,1 11- 1 ••I p1,t 11 l-+- &,,), 

~iylclicQllo lo~ doij mico1hw1t tic tal¡¡ t1,u11dt111 por :ii-,, 
1 

ijndrc•. 
ll)()ij CbtGtru 1 

(:i·-/i)(;r-, )(,t'-d) ... ( ,,·-.t >=Cr-~)(, 11 '' 1 wr••p'.:ir11"".'+&c.~ 
1:11 la c1111l ne puede tlcmui.ilr;1r p,a· rm:dfo (Id t11wn~mita110 <Jijll 4C111 

barnw, do liacc.r, c¡uc id ui:l;1mtl11 1:1twr ➔· plt11''-'5 + &e, del 
11cgundu 111iémhro cfo.l1t ser rlv1ct¡¡au11uc ¡fü,itibl<1 ptir .,:-In yofoc, 
tLrnda e1it11 divhion, y auprlmido ~m: llt:il dt ¡¡mooe nilombroa, el 
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1 • ' 1 ' ' t t • factor comun .v- b, se rec nc1ra a ecuac1on a es o ta: 

1 ( ) ( 11-3 fl 11-4 + & , ) (.i·-c)(,v-d) .. ,(.i·- )= :v-d m +p :v e, 
• d 11 1. 1. • ' • Continuando del n11smo lllO o I se egar.in .i supr1m1r sucesivamente 

de ambos miembros n- 1 factores: por manera que en el pri. 
mero no habrá quedado m~a factor que ,i•-/, y e11 el segundo ha• 
brá solo x- cG ¡ y de a qui será forzoso inforir que ,i• -1= x - u, 
6 que l=u, 

De lo expuesto se sigue que en ninguna ecuacion, sea del gra
do que fuere el número de factores binomios del primer g~ado 
que tenga su primer miembro, jamas puede ser mayor qm f/ mime~ 
,,0 de imidrides · del e.i·ponente del g,·,ido de fa ecuacioll, Y de co11si-

g11imte 1w puede est11 tmc,· m,!.'l'ºr nzimero de !'aias :>t, . 
1 8 3 Esto nos basta para que podamos considerar al primer 

miemiJro de cualquiera ecuacion como un producto de un ¡1úmero 
de filctmes ,v.-a, .v-b, ,t•----:-c, :r-d &e, ig1;1al al exponente de 
su grado; y para que tí consecuencia lo podamos suponer formado 
lo mismo que el ,¡ue hemos hallado(§, 135), con la {111ica modifi .. 
cacion de ser los términos alternativamente positivos y negativos, 

Limit!tndonos, por ejemplo, á cuatro factores, tendrell1os el 
siguicm,te producto: . 

:v4..:... a.v' +al;.~;¡_;; liic.i:'+ aic.a= OÍ 
' ' ' " ,', '' 

-b:i:3 +t1c.v' -11bd,v 
-c.v3 -f-11dx'-acdx 
-d:v 3 -1- bc,i·• -bcdx 

+bd,v' 

-+- .d:11 l 
, , i 1, r 

~11 ~1 cual se deberfo verificar las mis.tnas propiedndos.que liemos _Yª 
ohserva~lo ( §, r S 5), y qu

1
e ge11érnlmc11tc hemos demostrado(§. 13~1 ); 

bien que pm· ser aqni las seg\mdas partes de los binomios las ~aiccs, 
<.fo la ecullcion coa signos ~ontrarios, enunciaremos aquellas mtslllas, 
propieclact11s detmQ~Q,s!gu:i•m.llr. · •1 ,1 · . 

., .Ah;1rn falla cfonlú.~lmr quo, ni C!l n1\1néro üc fü~IOt'~H. llinon:d°,s. ele! 
]?l'hner 1nj,m1lJ1•0 tle c11nlc{1,1ie~n c.oun11iou, t1i por co11.ii¡r,u1lmle el .mnnom 
ilo ruiceR ilo rHta p1wcln snr menor c¡no el de lnR nnit1ml~s (lcl ei,::pvncnlo 
ilc sn p;rado, l)o cs~o se lrnturú en e! G'o111plmw11to dd :rJ.tg~,lira,. 
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ecnacion propuesta, y cuyo número estará indicado ( §. 140 ) por 
t1(11- I) 

I • :¡, ,. 

-Poi· ejemplo, siendo el primer miembro de la ecuación 
,v4-n,v3 +11b:v'_,.t1bc:if+nbcd;::::o 

-bti:3 + mx"-nbd.v 
- c,v3 -1- ad.v' .- ,icd:v 
-d:v3 + bc.v' - bcd,v 

+bd:v• 
+cd.v", 

.el producto de (x-a)><(x~b)x(:1,•-c)x(."C'-d), se puede 
descomponer e11 factores del segundo grado de los seis modos si
gui1mtes: 

(.v- a) (:v-li)>< ( ,v_c) (.v -d); 
· (uv-a) (,i•-c)x(:i:-b) (,v-d); 
(:v-11) (,v..,...;J)x(.v;,._b) (.v- e); 

(.i·- b) (.v-.c)x(a.·-a) (.v-d):; 
(:v...:...b) (.i·-d)x(x -a) (.v- e); 
(.i· - e) (.v-d)x(:1: - a) (.v-b) ¡ 

de _donde resulta que una ccimcion ele cuarto grado puede te11er 
&eis divisores cid segunc;lo, . 

1 
J[ • 

Combinandó ele tres e11 fres lodl,ctores sh11ples se :formarán los 
divisores ternarios t> del ü.:rcet grado de fa propuc~ta, El 11útnexo 
de estos en una ccuacion del grado 11 c~tará indicado pox 

11(11-1) (11-2) 
/l, 2 ,:$-.-.. --; 

y asi sucesivntMlltc, · 

Dt Ita e/imfoncion do !aJ incdgnitaJ que nt111i con1ln'11acltis con otl'llr 
m /,11 ecttr1ciom,r de los grados mpel'io1w al prime,·o., 

1 
, 1 85 . Pn1:n' 1elitninar ,b1!1á .. ,de qos .ind1g1litas que se h:tUc11 combi•. 

nadas 011 d<ls ecu~db¡tos fündamcntalcs de una misma rnestion, bas
tarán los m6toclns indi.cados (,§§. 78 y 84) 8h;mpre que en alguna 
do las dos ecuaciones propu!!st:w no pase del pdmcr grado la in
c6g1.ita c¡ue noi .1.1r<ipougumo:. elimina,: 1 bcau cunlcs fueren el srndo . 
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de esta 1nistnn incc'ignita en L1 011·.1 c~ua..:11111, y d de l:t oh-a inc6g• 
llita en nmb:rn ccuacinncs. 

Si fi,c~cn, pnr cjcmpln I ccuaci11m:~ fondumrntalcs de nlgun pro, 
blcma las doh &isuicntes: 

11,\'; ·+ ,,.v,1 ..¡... 1:111 =/ti. ¡ 

<>b~crvarhuno11 que en la ,q:uwl,1 110 

por consiguicnlc Sl'l',Í t:n.il <kdudr 

tu vendo c•;t:l cxprc,,inn dd v.1lnr lle .?' y 1i11 rn:11lrad11 en lugar de 
ftl y' lle y1 en la primern ccundon, 1·c•,11l1.11 .1 1111;1 llueva ecuncion 
✓ t L • . ' • 1 ¡• • 1 en fa cual no h11M1t yn m.1~ m1:11i:11111.t ,¡111: ,1 ,\', ••,t.1 ccuneum, que 
no tiene maa de una iud1gni1;1, ,e llanu l;i r, 111,u'1mJln,1ldel pro, 
lilcma. 

1 ll 6 Si e11 IM clnn ccunt ionc,, r1·np11c~ll1~ ~e l1111l;ne11 los cundrn, 
dos dti 11 r11 1!,1N iud1gnita~, \N,Í nt'.,tH,1rin p,ml climi11~1· cualquiera de 
cllnu prn· cate métudu dc1l11dl' um1 1'!'tJ'.l't'.~i11 11 di' iu valtlr, resol
v iendu urm de hu, eutacinni:,, 1¡11e 1:11 tnl 1.a~o lrnlu~ tic m dcsc
g11ndn gmlo, 

Si , por ejemplo, no l111hit1~e11 tlt:!luddn de l.1 ¡1rnpucita de algun 
proh/i:111;1 ~•~ca~ d1111 ,·,·11:i,i 1 rnr•, 1 

,·,.v' ,,1 /•.t:')'"4- 1:1• 1 = m1 ¡ 

,'j.'1 ,,¡,,,_y*;:;:::: tll ¡ 

<fo la 1,c'.gu11di\ d1:dmirium1,11,,r:,:::!::Yrl-11:1 
,· )' ,,udituycndo cnfa 

pl'imrm 1••,ta t•1tp1·1•·,i1111 dd v:ilor rk l.1 ,,, y r,11 1;11atlrndo, re~11lt:uia1 

ml /l:i·'Vt1~ ...... ,.,.,.,, (11*-.1·1 ):::::m11 

con lo o,rnl rotk!t r111rci::,1r .í ¡ni11wl';1 lht~ q111· l1e1m•~ i;;onacguido el 
<1hjw1 c¡uc no~ prnp1111i,1m1rn, pun 1¡m: b t'1!1im~ ,<:u4¡Jrin nn con• 
tictne yn inau incé1Hnitn quu h1 ;w ,· pnn u1111" m• 4!'.1 puedo rciolvet 
la ee11ation Hrrnl ~in 1:,,1.1r ¡m·v hmwnk l'n!u,. i,t1 ~ 11n11 formn rncional, 
n1'.r.í 1wc:c~ario hiiccr t¡uct dc~n¡111ri:1r1 d t111lhul, lu1jn el urnl acl11tlla 
Ju i11~r'1¡¡uit;t, p11ra d,tr 4 l,1 e1,11¡¡1,i11n ¡¡ip,dl,1 fnruu, 

H1, CH il Vt'I' ,¡ui: ~¡ til r11dk:1l c~tu,•i~:,t: 111lu i:11 llll mfotnliro¡ 'º 
fo httriii dtlijap,m:ccr elevilfldu 11111llt>t t11ii:m!m.11 111 tuildrndo, Itew1!• 
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t'etnos pues, por tncdio de la trasposicio11, en el primer tniembro 
todos los términos racionales, y haremos que quede solo en el se~ 
gundo d radical. 'Asi te11dremos: 

• · ( 2 •) i _ t. .. 1--r-; , a:v +e ti -:v -m =::+u;vr n _x ; 

y elevando ambos miembros al cuadrado, resultad la ccuaci0n 
1l11:4+c• ( n'-.v')'+m4+ 'l.m.11• (n•·-.i·')}- ,., ·'( e ·.')· 

• • • ( • • ) ..,_,,, .t ,, -.t ' . , -2am .v -2cm ti --.v · · 
fa cual 110 contiet1e ya radical alguno. 

El método de que acabamos de valemos pat'a que desapareciese 
el radical, es digno de ser notado, porque se ofrecen muy á menudo 
ocasiones de ejecutar esta operacion. E,tú, como hemos vi,to, redu
cido á dejm· 10/0 m tm .111ie111b1•0 el radiet1! q11r · qmMmos hacer' du
apa,wer J y á el~Mr de.rp11n /01. tlo1 mlembro1 de la mmcion pro. 
punta tí la potnitia t'tidicada p61• el é:1:pone11te d:l ,·adlóa!. 1 

· · 

x 8 7 · Lo etilharnzoso que es este método eli el caso dcr' haber en 
- la ecun.cio11 muchos radicales, junto con la cliflcultad de resolver co

mo es necesario una de las primitivas ecuaciones propuestas, clifi-' 
cultad que en el estndu actual del Algcbnt es tnuchas veces insupe
rable; Iüin hecho buscar otro medio· de clin1i11ar las i11c6gr1itas sin 
necesidad de hallar prevbtnente e1ti1r~sfon: algii11U: d1é11 vnlor 1d¿ la iú
cbgnita que intentemos eliminar. Por manera que de este modo la 
resolucion de las ecuaciones ha venido á ser el último paso que hay 
que dar para completar la solucion de cualquier problema. 

Parn fncilitar )os cálculos se ponen las ecuaciones de dos incóg.; 
11ita, bajo fa forma de ecuaciones de una. sola, dejan~o .,á 

I 

fa . vista 
únicamente fo que tlos, propongamos eliminnr, Si ti:wlése1nosr :f?Ol!· 

ejemplo, una ecuacion de dos inc(>gnitus 
a:' + a:t:JH- bx =: e)'' + dy +e, 

1iasnrin.mos todos los términos ~ un soio miembro; y ordenfodolos 
con respecto I ti la 111, resultada: ' . . . . . 

.v• +(b+,a)i~'N1JJ..;'~&Jª+ilj+';):=o; 
y haciendo para abreviar b + 1}' =Pi -cyª _. dy -e:::::: Q qúe~ 
daría trasformada la ccuacio11. propuesta en :v• + Px +Q::::: o. 

La ecuacion general del grado m con dos inc6gnitas debe coa~ 
tener tocias las ·¡wte11cia$ de :í: y de J que 110 · pnseri ele este grado, 

TOMO~L VV 
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igualmente <Jllé los ¡rn,dutto~ en 1¡11c l.i .,11111a de los exponentes de, 
y de y no &Cil mayor q11e m. l'odcmo~ puco rcpre1e11tnr In ccuaci . 
gencr.il del grado III con d11H im:{,gnit:rn dd uunlo Niguicnte I on 
.i·

111
-+-(,1•+ l:J'),i·111

-
1 
.. i-(,..i~1{1•~1,t,•').1.

111
"·

1 -+-(/, ;J: r+ h,•1+~y1),vm-3 
..... +(p+,¡y+1:, ', ... + i•, m,~,1 ).\'•I•.( !'' ' •/~• ~ ,.,,,i ... ,..¡.r,i;,m):::o, 

Nv he1n<11, pucHlu en cNtn ecu~,11,_11 ~.1.¡cf11.1c11tc ulguno á Ju llias 
alta potencia .i 111

, Jl"lij\lC ~e p11e1fo r,11.·mprc por medio de la div". 
sion deq1cj 1r ~k m1 multi¡ilkall<,r el ti:rmiuo ,¡ue ,rn <¡uicra en u~a 
ccuadon. l Li1~arn1 '" ah11ra 

l'I •+• I•,·::::: /1
; ( •+· d1• 1, ,,11 ::"·: O • /,,1, d' ,, ..+~l,y1 +k•,l -n 

" ' 1ii,¡ ' ~' ,. ~ .(\ ,' 
,_L 11/=t J' I 1 1 1/1 p-.-.¡,, .... +'lly • ,, •+·,,.,, ...... +r,y =Vi 

y In ecuneion 11ntcri11r tomnnl ent.1 f rnrn ; 
,t/1 ¡1 ,tll=•t ll .111-t J1 111..-3 'J' 

.i "i·• .i ··•• .. ~,i ""' ,.t .. , .. ~, .. ,1·-r-U=:o, 
1 HB Bucn11 i,tid ohNcavar <¡11c pu~dr. di:1:t111me 1~ uliminncion 

1 • • ' 1 • e ti 1111,1 1th:ng•,1ta :1: en l ,1~ 1:c11,11.w11e.,, t:t1r11¡,!r.tnfl 11~ iéijundo grado 
rcurnndo11111¡¡ ernn.ion dr utr.1. Sc¡¡n, Jl·•I' ejc111ph1, fo& tcuacionci ' 

,'t I I'-• /':,; ,¡,,, /J Q • ;t • ~.¡,., J•l,1• + (JI O¡ 

y hnd,rndo la $u,trncd1111 ti:11dri11111P,: ( /• • .,, /'1).l·+Q-Qt::o¡ 
. . (J.-" {JI 

de dcm.\o 11c di:dm::c que,,..= -
1
, , . Su•,ti111vc1nlo nhora esta ' v-~•I I • 

rxpt·ri,inn di:! ,•;tl"r d~ :t· e11 11r.il,¡11irrn d11 IM tl,rn 1.'h.mu;ionea pro, 
1n,c~1111¡, c11 l.1 pri1wa11, pw· ~j11111pf¡¡ 1 IA tr.1.l,1rmm.:muu en eitotrai 

( (J-• (J' )¡ ¡• ((J (J') 
(i'-l''t J•-111··••() o¡ 

)' 1111.::lendn quo dt:ffJt)Jrexi:1111 1nm d~nn111i11ndrm,,,. mi11lrnri: 
( {J-'"• (JI )t ~••• f' (/l •- [11) ( 'J ~,.,.(JI) 1 ti ( JI•~~ ji/ )1*0 

l>c1,rnv11lvio11dn 11111 d11,¡ i'd1í111,,ij !1:t111iw1l ')' tid,;·, icml<1, ten:;d~Oil 
( (J--QI )' ' 1 ( J' ,_ J'I) ( J'(Jf ""'•~Q J'f) O l 

en In c:11111 no t'.1lt.1 tlttil cok~, p,1r.i r1lirn11rr l.1 nu~dun tln~I, sino ro, 
trnncr en lu1:1.ir de 11

, Q, 1'' y (J1 lita hi1mmim1 b trinomios rópre• 
tM1tn1!n~ pnr C\hll lctnrn, }' dttrtm1r lu n¡,11V~dr,r1cij intliml,s," 

1 Oy Anti:11 dt: ¡liltiílr a clin1i11,1r um, da h11 ,lo~ inct',gnita~ que 10 
l, 1lln1 ~n don ecu11dr111c~ de ¡1,r~dn~ ~ur111rit,:c~ 111 ~r¡undo, eonvldno 
olificrv.1r i¡w.1 procíl~liendn. cumo 10 1mpimi::, de Ullll 1nw11111 cue1tion 
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las dos ecuaciones propuestas, e11 ambas repr~se11tnt1 las flos in, óg•• 
nitas unas mismas cantidad~s; y de cons.iguicnte los mis1111,s 1·alores 
que sub ti tu idos satisfagan :Í. una de las ecuaci1,ncs, han de satisfacer 
tambien á la otra para. que sean lcJs que. en la cuestion nos propo• 
xiiamos determinar, Con clfi11 de poner i;11 claro cst,1 mútua co11e
xio11 de las dos ecuaciones flmd:¡.men1ales de un mismo ptoble111a, nos 
propondrnmos ,un ejemplo particular, Asi fijare!llos mejor ias ideas, 
y despues generalizur.emos el razonamiento, 

S1ipongamos . que las. ecuaciones funda1neutalcs de algl1M cues
tion .scatl. 

, .v1 --H311/J1i+3:ry.' ...;... 98 = o ...... ( 1) 
,"V' +4.1:,, - 2y' ~ lO =o., .... (2); 

y que de antctnanó sepa(l'los que etl la cucstion propuesta debe set 
,•::=3. '., 1 . l 1 

llar!t comp,:obal' .este valor :de)ay, ,,foberetnos $ll$tituirlo en la$ 
ecuaciones p'ropliestas; con lo cual se, ~rnsfor111ará11 .tl11 estotra~:¡ 

:11' + 9x' ~ ',1,7:v....:. 98::::: o ..... (,,) 
x' + 12.11-28 = o ...... (b); 

y si el valor que hemos asign~do á lay .es vcrd11dt:rc1, de las dos (11-

timns ecuaciones ha de,,x<isult1111/i1n.;1uismo ;,vatot ,pntn ,ja,,,.'11,Lde· lo 
contrario seria falso el valor supuesto •. RepNseiitetnos por d., el va.,. 
Ior t}Ue para la .v nos dnn,Jus ,dos. últitnaa equacioncs., 6 lo que es. lo 
:n\ismo , el valor que sustituido en lugar de la x sal isface á las d<.s 
ecuncimm (11) y (h); y de lú dctnostrudo ( §. ·x 79) inf.,;rirumos que 
los primeros miembws, de,atnbtu ecuaciones serát1 <::x.1ctam1.l!1le divi. 
sibles por .• -i:......:.e1,,; tohdrán pues.lun dhdsor co111utt'r1,d1¡1},ctial í:lcl>,11, 
,por lo inenos, ser 1parte 'el binomio ,111 - a. lfa efecto, lo~ do¡; pt·i~ 
meros' miembros de las, dos ecuaciones (a) y (/•) tienen ( §. 48) 
por comun divbor 6 :r: ....... :i; y ele consiguiente la combinacion de los 
dos valores y= 3 1 ~:::::: 2, sat:i,foce. ú las•dos ecuaciones primitivas 
y á :la cuestión 'prdpu:est•á,; ., · , , r .; " · , 1..,,, . : , 

Si aun quedase algiú1tl clud11 s9bre,1sLel .COtnUtl _divis<!r di:::,lps 
primeros miembros de': las ecu11cio11es (4). y' (b) cleha darnos 6 co~ 
noccr el valor de la 11,•, se desvánecerá luego que observemos que: es• 
tas ecuaciones el¡t1ivale11 {i estotras; 
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( .'l..'

1 + l l :t'~I~ ,i9) ( ,t' - 1):;:::: f\ 

(.t' ,+ 1 .f ) ( .1.· ~·~ a ) ::.~ o ; 

en foN rtrnlc~ no i•:; )'ª pcm1i1ido dud.,r 1¡u,i hÍ Ji¡11.:cn10:; :1:::::::: 
11 

qué, 
d.111 aml>.1!. 11lem11mrnrc ~atihli:drn~. 

1 90 El medio 1¡11c a,: ;1!,~1111111 tk iudir:ir p~rn dl'!crminiir el va. 
lor de unn d~! l:1\ itit 1\:11it,1~ l11q•p ,¡11c 1•·,ti: , 11rn11ido d de ¡

11 
otra 

puc, 1c t11111h/l'11 ,.t'r\lÍl'!lw, ¡,ar;1 rltn,inaf' , 11,dquicra •1t cl!n~
1 
y co~ 

este olij,•10 har<·mn,, d !,i:•,11il'nl1: rn1,111¡1111,1·111t1: 1111;1 vez <Jllll en ha. 
liicndo <ldr·r111i11a In, M't'.lltl In r1tii1 11 ¡,r, 11111r•,t.1 ti,· 1111a rnc&tion, el 
,,alm d1• 11 11a 1lt: l.11, in,:<1g11i1.1, ,¡11t' Nt: h.il!1•11 111n1lii1ud;19 en hts ecua, 
do11t:s l\1111lamc:ntille111 y tlll luhi1:1,1ln 1m,ti111id,1 en c\ta, u1¡uel va. 
kr que ~u pnnc•m<, 1-l.,1ermi11.1d,1 , a,1.¡uinrn 1, ,., prlmtt'CJh rnietnbros 
de lw; 1101, cc11a, inn!:~ 1111 ,livi•, 1· cr·11r11111 ,¡111· ,rntc~ 110 pm:cian, es 

crn11i11uk•111l1 que~¡ dt",pm·~ ti,• 111:'11.1 i11¡11dl4 ,11,,tir11d11n prac11cnmoi 
con In, primr1n1, rnk:11 lm1:, 1h: l.n¡ .lw1 1·, u.1, in11r,, L1 Rcrié de opel'II• 
dr,11<'.'N 11cri•1,,11fo~ phr.1 lt,dl.1r d m4i¡i1t1r, 1livitmr 1k tlns cuiJmquiera 
c11111idadcij ( S 4H.), el r~·~hluu fl,wl dd,n~ 1t·1ludo<1t ¡\ nmi, Por~ 

inl'c1·11:1, ~¡ nnl1.'lA de h¡1für d \'illio· d1.· l,1 i111.1';p.11i1,1 y, y ,,n hacer 
su~t'tuciun nlgnn,1 en hui c,u11dnr1¡:,, (inul.11111·111,dc~ tic b cucstion, 
J¡,;, orcl~11a11·1nw con rt<t¡1edn II l11 .v, )' dh 111~11111~ i:1111 loa primeros 
niirn,1,r,,,, d1· dl.1!, L1 111i•,111.1 •.,•1i;1 d,· "ft111,i1111c1, ,¡ua prai::1foarin1111M 

p.irn h.11l 1r d 111Jximo di\'h1,1 num111 1!t1 <1-li.,; en !1ihlcndu Ueg•do 
il un l'C!,Íduu íJlh' m1 tn11tt•u!ia la ;1,1, 1M,r1,:rw,~ ir1rnl11r ~ mo cite re. 
eiituf/ ,' pnu¡mi e11t.1 h l.1 wndid1H1 ,,i11 hi i 1ml tm puede cxlatir di, 
vinnr 11lgunn eomun rlii ln11 primcni;; tt1ill111l11n dt· lu ccuador1tn pro• 
¡111.·~111•, 1,rd(•11;ul,111 ¡;1111 rl'•,¡w.:t,i A l.11r, }' 11111 h, 11ul 110 puede por 
c11mi¡;11i,·111r ni,tfr 111111hi11,i.i1,n ~l111w¡¡ 1\i; v.1!i,1c~ dl!i h~ doslncilg•' 
nir,¡,., ,¡11,1 , .. 11i1,li1g1 ¡\ !11~ t'~ll.h:imw"I l1111d,1m11n1¡1lt:!». ni meno14 la 
.cuc~ti(ifl q11,: L1i, haya nri¡ti114d11. I.11 ru1i1d1•11 qm: fmmtmti~ h.aoiQn" 
<lo igu,d ,¡ i.:crn 111¡utl n:~hlmt1 ~,mí ¡,ui;k l,1 wt,ui@11,/íit~ldclaco~• 
1i1,n• pr, 1riuc~tlt. 

1':n l., ¡1,ígiu:1 1ulj1111t,1 •,e puci!rn 1•r1· di:t:lm1tL11 lado lat opera, 
dom•~ 11ue 1tquifrt c1Hé mé111d11, .1pli1,J1dt1 Á !J1,i1 dt~ c(a111Gione11 

Nl ;.¡, ~.t~f ~i,., !1 t:,11 --~$: Q 

¡¡;* +4~:'l'"""' 11'- Hl;::;;o, 

tltl 1111 cuate, J1cmoi t'rnt"~iv cr, el ¡,A1n.tc uitt:rfo,,, Bn fo segun~ 

Segunda division. 

1
- lo ( 9y2 + 10 )x- 2yª-1oy-98 

__ __:.__________ 
X+ 38¡3+ SOJ+ 98 

0 ) ( i8,4+ uot+ 100) 

>J+8604 

\Í cero , · resultará la siguiente ecnacion final : 
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division ct1 la cual lia servido de divisor 

(9v1 +ro) /t'-l'Jl 3 - lOJ1-98, 
ha resultado un re&iduo que 110 contiene la :v ¡ 6 igualado á t:el'o, se
gun prescribe este método, hemos obtrniclo la ecuacic,n final: 

48.l ·+ ~45y4 - r96o,,l +750J•i- ?.940J1-4302=0; 
fa cual rcsu1Jlt,1 110; daní ildemns del vhlor dey== 3 1 indicado ante• 
J'iormcnte, todos lns <lemas valores efe)' que pueden satisfacer á las 
<los ecuaciones fundamentales propuestas. 

19 r Des pues que hayamos resuelto la ecnacion final, ·y 'ol:ite
nido a lgun valor de )', ea necesario para hallar el correspondiente 
de :v, sustitüir aqud en el último divisor, que ddie ~eí· el divisor 
comun de los primeros miembros de las dos ecuaciones propuestas, 
En sabiendo, por ej!.!mplo, que.,•::::: 3 , se pondrá este número e~ 
el segundo divisor (9y2+10) ,v-1,i3-1oy.-98: seleigualal'lÍ 
en seguida ,t cero; y resul trnl la ecu~cion· de 'primer grado 9 M' ...... 

x 8 2 =o; y .de esta se dtiducirá que :v ::::-2. 
Si a~ontecfore, como puede muy bien suceder I q1ie la sustitucio11 

del vnlor ele ·" hiciese desapat·ecer enteramente el últiri10 · divisoh 
scl'{i esto un in,licio scgul'O de que aquella sustitucion deberá efoc1. 
tu.irse en tl divisor anterior, y ele que este ser1í en Jal caso el divi~ 
sor cotnun de los prhneros mieml;irss, d-e•: lns. dos ecuaciones pro_. 
1m..:sta's. En este mislllO C,150 ~ dcspues de hecha la sustítucion 'é i~mí:
lado á, ~ero el penúltimo divisor, tendremos que resolver una ecua .. 
cion de segundo gradú con una sola incógnita .-i: , cuyos dos "ªlores 
corresponderán al único valor que suponl.!mos conC>cido de la y. Si 
la sustit1,1;cion del valor de y hiciese ti1111bien desaparecer el penúlti
mo divisor .. , tendrernc,s tp,Hl hacerla .ell el m:tt.epcnifüi111lo; l]'ue 0en ta:l. 
caso será el divisor coliiun, y con el cual vendní á formarse un~ 
ccuacion- de tercer grado con un:i sola incf1g11ita 11,• ; y entonces ten

. dní ~sta tres valores corresponclicntes nl {rnko ([U()) conocemos de 
la .!I' l ó lo lJUO . es lo mismo, que combinados con 1Jstc sat Íbfa~c11 _i 
las dos ecuílcio11es .. , prl'.lp.11etlb11.~, lfo g~ne(t1l. ,s1::r1í n(!cesn-~io rctroceclea.· 
.hastQ cnco1ttt·ar un divisor 9110 1w se desvnnczca cuando <W 6l l1a• 
gnmos la austi I ucion del. valor de J'• 

l)uedc tnmbicn suceder, que ó 110 resulte re,iduo alguno final , ó 
solo queden c:n 41 cantidades conocidas. J:i.11 el primor caso debcre• 
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mos infrrir que loH pri111er<>:, m¡rn1br1 1, de:: l,t!< d(/s ecuncionc , 
s ttcnen 

un (\ivi1nr ,:01111111 indepwdicntc:, dd 1·:tl1tr dr ,, , v de 1:onsig , 
• • 1 u1ente 

laa eCUíH:111nc11 propucul:rn dcl1cn lcner ettta J1,r111a: ¡, >< l):::: , 

Qx J.>::::.:o; rc¡m:~cntandn ¡11,r /) el 1,.0111u11 divi:,,,r de loi. p•' o, 
• . . • · ,uncro1 

mtembrnri de amho~. ho e, 1w:1 11m", de t'~l:t t11r111.1 M! ve inllledint: 
' ' ' • ' '1 1 1 

mente ,¡ue ae 1,atrnfa..;e a un mti,11'11 1 l1<'m¡•11 ,1 ;¡,, 1 u•,, ha~!~ndoD::::o• 
y e:,tn c::cuacion 111,:1 dar,í el v,d-ir de 1111u ik 1,,,, inc,1H11i1as expresa: 
<lo por mr:dio de.: 1111tra, ,_u,rndo nml1:1,, 1:•,lrn 1n111liínada,, 011 el fac, 
tc;r D.; p1:w ~11.1111h1 e ,_1c !Jdnr no 1,,,111cn¡::1 m~•, ole 1111 ;¡ 1,olu 111068, 
mta, ht: p11dr.1 dctem1111;1r el 1·;1l11r de c,,1~; }' d de la utrn qucdnrá 
ente1·an,1rntc iud11lermi1uuk1, "J';,mlii1;n •.,e ~n1i:,l:t1 e .í 111~ do, e ,, . cua, 
lllifl propuebh& 11uprimie11du 1;1! iitl'.IM tnmun /), r lrndcndu P::::o 
y Q::::::o, por CIIJ'O medí" tcrnhrnv.,, d11¼ t.:11.id1111t:\ quepodrl~ 
darnob N11l11Li,111t••; detcrmiua,Lrn ,hi l.i 1:111h!Í1111 pwpue\l,i. 

Se1111, pnr cjtrn1pln, l,11, dott e,,mh;.Íoun 

( ,1:1: 4- l:11-r) ( m.i· 0o¡, mi-.t) ti; 

(,11,t ..... b(11•-1') < 111.1 MI ll'll-~11)::c1 o 1 

de lnt c,unh11, i,i u11p<menrn~ igual :¡ ur11 t'1 ~cp.t.mdii t:1i;tc1r que csco, 
nmn ú lo, dos tn•itn11,rm, mi111nlm1¾, 1kdud1c11w~ Li ~i~11ientcecu1, 
don, lll\ In cual ,e !111lln11 cm11ltin,1d,1,¡ 11mli.u i1m\:11iia~: 

w.i· =1·· ti'l•-.I ti¡ 

y de n111,,ig11icn1e qucd.11:i i11tlc1crinin~di1 f¡1 1.:11rHion ¡ pero ,i iuprl, 
mirndn c~fl: t:1<.tnr crnuuo, igu;1bunm. 1 C(n1 lrni !ifrnb !itctorcsmtari, 
tos, tcndrcmuN liw do~ rcu,1duncf, 

11N.....,.li,•-,,=t:,1; .111A· .. ~l,~1•-t'::=o, 
6111•1 Ct¡t1ivalcntcrn 11,t'.••I ,fr-.::::.c ¡ ,11s~t,., /;~~•:,:::,'; r h~jti ().BfC supu1,, 
t11 i.cr.i 1kt,crr11i11:1.J,1 In r11t·,filln, p11r•1ln ,¡ur 1~11rnw~ tantas éeu&• 

,c::ion~,, di~lir1t;p, t• iridepi:11ilir11ti:n l:.111t1ei im.l,pu,1,,1,,. ; 

lin el <:m1n en qut1 ~in d~4ll pnri::ttr rr11rw111111!i: d rt!liduo Rnal 
thl 111 últinu tlivibinn i:::mlll!n!:•1 ¡¡t,ln t:nnliihdr~ t1•11ndd,1,, 1nfat/Nlti~1 
l\ 1 · 11 1 . • 1 1i: ,.1 e<!N ccuncurnei; flrnp11t11 ;1w ,.m1 n,1111 ílrlidnrL1r; ¡ porq1111 aquol 

rcN1d1ad11 1111, da :'i ~ou11u:r 1¡111· l11·, pri1ncm~ 111i~mlm.11 mi pueden 
t,·1wr divi~c,r 11l¡;¡uno 1:,mnm\: )" ,p1i: ,Ir I mhÍ¡Juii:rnt) & lo ee1miont1 
lt:N l:1l111 la i111fo,¡n1nHU1: it111di~i1,n ,,i11 L, ,11~l n1, 11t1 rm11d,n vcrlft, 
cu 111111,.u ~ un mi1mo 1icmpt1, fü, el~tln, ¡iu11 ,¡uc rnvieun este 
tcmdidon 1ll'ria nccc,uio 1¡i11 fuitrn nul" mu e¡¡u1i1L,d cuya niagnl, 
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tud esttí determinada en la propuesta de la cuestiot1 ; y esto es un 
absurdo manifiesto. Tiene pues este caso mucha analogía con el 
del §, 68. 

";¡,; 19 2 Todo lo que acabamos de decir se aplica fácilmente á dos 
ecuaciones cunleRquie,a: · · , , 

:/" + P.vm-x +Q:vm-2 + Rvm-3 , ....... +T.v + U=:.o, 
:r/1 -rP'.1111

-
1 + Q.v11

-
2 + R1.v11

- 3 ..... ,., +Yl:v+Z'=o 1 

en las cuales suponemos que la segunda in;6gnita y esté en,vuelta en 
los coeficientes P, Q, P1, Qf &e, Con los pri:neros mitimbros de es~ 
ta~ dos ecuaciones efectuaremos la misma serie de operaciones que 
si buscásemos su mhimo comull divisrJr; y en l'eg:111,Jo á un residuo 
en el cual no se halb la :11, lo igualaremos á ce1·0; y asi tendremos 
la ecua~ion final, que solo tendrá la inc::cígnita .')'; y en habi,mdo de• 
terminado algun valor de est:i (iltima incc\gnita, lo sustituitemos en. 
el último 6 en el penúltimo &c. divisor, el cuql igu1tlado :Í erro, 
nos dará el valor correspondiente de la otra ind>gnita it.', 

Aun nos resta que hacer sobre este método de diminnr las in~ 
c6gnitas una :idvertencia muy importante. Ya se sabe que en la in• 
vestigacion del m:iximo divisor co111un es necesario ej~c1it,1r ciertas 
multiplicncionea ó fin de conseguir que el primer termino del poli-· 
no mio di v kfondo sea exact~mento divi~ible por,cl priq1~r térmim,, del 
divisor. Ahora bien, si no se tiene cuid,Jdo de que con estas multi
plicaciones no se introduzcan factores comunes, saldrá mas compli• 
cado d~ lo que debkra el resultado final; bit.:n q11e en procurando 
que sean los ma:i sencillos que pucd.111 ser los mult.iplkadores que 
se empleen, no tkbc luber el menor rezelo dii q\tt.1 111 ecuacion final 
l1aya p,1,foc::id; alteradon nlgunn, Si .ncerca de esto ,¡ut.1d1ire a lgu11a du•. 
cl:t, se.: pueden ornitir, con aolo el objeto de salir de ella i aquellas mul
tiplicuciones tltl,'l:!1'li11ru 6 wb.ridi,11'i,1J; de esto modo los codidentes 
de los términos del cuoci~nte y del re~iduo serfo foiccioncs; y re, 
dudcnrlo catas á ~,n comun denominador, resulto1 a por n1ancradoi: 

el mismo re~iduo, y por co1,siguiente la, miarna ecuacion final que 
por el nietodo general nnteriormente pre~crito hubiéramos hallndo. 

D<l lo expue~to se infiero que el de¡fucfr de dos ec1ti1do1us con 
Jo1 i11cd_~ nitM lt1 cmadon .fi.1111! es u11 problema determinado, y que 
no 11d1nite mas de una solucion I pcrn no por eso so debe inferir ,1ue 
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un:1 i:nmdnn final 1w punh: pa1e1,\'~e1· :i 111:tH de una snla cninhina, 
cic,n de ec,;uac,;iotu:tt con d11s in~1'iK11i1a1,; anlctt por el <:rmtrnrio debe, 
moR cHtar en la i111cl ig1•ocia de 1¡m· un~ mi~ma ern~don I nal puede 
piirtcnc,ci· (t unil i11finid,1d de dif¡:rc11te11 C1J1UL1inadnnc~ de ccuncif 
neH fundnmentalcn. Nn toe 11,·u•nir.1 1wrn que Hr¡•,uir un orden retr6, 
erado al c¡uc ReguimnN en l.1 ind,11:ndon del 111:i1dtnf! divbor comun, 
para formar ri lllH!fílrn a1hi1río 111¡11.-lb:, dilcrrnt1•4 (r,r11hinncioncsdo 
ecuaci«irw~. Pern wm11 1:Hta cue,,tion •,1•;1 de po,1uíílir110 uao en las 
Matcm~tic,;nH clcmentnlei,, 110 men•u: t¡u~ 0 11 11 dctengnmos lí bacór 
tudas ¡88 ndverLench1s minudnfiu :'1 1¡11e podri~ 1l~r motivo, Esia es 
una do nquellH cc111u11 que ue dt:111:n lkjar 11 I¡¡ 11:1¡\adtl.1d do los lec, 
torea Inteligentes I los cu11le11111brlin 11~gurnmen1u lt:illi1rlnij por aí mi¡, 
mon en ca6n que lcH ucuna iilgurm (icoiur1 ,¡uc h:11 lrng11 conocer ¡4 

11eccaid11d de ella». 
, 93 U11ltr en ver. de lamnr pllf el rntí!mlu ordinario el máKlmo 

diviimr ~omun de l011 rnimcrnA micmhrn~ d11 lijN 1luw ecm1cioneo ~ro, 
pucntn11, tr. vale de un ntliitrio mud111 rnan l,,{111mJu, 1¡uc d11rcn1os~ 
c:onoccr proponi~ndmHm IM ec:tMCÍi111c~ r,i,t11iuntew: 

111 1 + /1.1:1 •+· Q:ti ,,¡,, J< :,;:; n, 
,1,•+ + J'f,'t,I + (.jl.i• 1 -+- }~ 1,t• "' ,f";::; O, 

Si reprer.<intamott por .'t: ~•~'"" rl foLtor (;tll!Hlll 1¡1a1 ndt¡uidren loa 
prinH!l'm 111ic111br(,u de c~tíl~ Cl'.trndnne~ lui:~n t¡110 ll¾I il dttcrminado el 
v11 lnr de la J', pndrt:rnnA t:nn,1i1kru ni primrr micmhm de lo pri, 
mer11 ec11;1t:ion t:f'ilt\il un prmlm:tn c:11yn~ f~,;tnrt~ 11, 111 .i·~- ft, y otro 
foctnr de n~gtmtlo gmki .-1:

1 ..¡ .. ['/11 "''"' 1 ,· y 111 ¡,timi:r mirmbro de la 
migun.Ja 1·m110 otro prnd111 to tic ,v •·- r(. pm d t11,.111r tic t1m:er gndo 
.i• 1 ,i~ p'.i·' ,,.,¡'." ~t~r1 ; ,,iélldo /' y ·l • r'i ,/ y r1 ,mifü:icnte.a indcter• 
1uinndo11, Tcnd1·en1rtíl {Hit'~ 1 

:i'I ..¡... J',1,• 1 ,,¡,. (.J;tt+ Í~ = ( ,'I' _.11,) ( $~ •+ f',"I: +•q) 
:i:•F ~,~ J)t,v1~+., Q'.i 1 +· U1111 + .11 ( .t """""' )<11; 1 ~*'4p1;t'•.,¡,,.1'N>+il), 

HlirnlnR1Hln d1J c111u 11eu111 ionc!l al lilnr1111i(1 .-i - "" e:.mno si fuera 
11t1ll inc6¡r,nitll del primer /'.r111l,1 (, ~. ll.¡), l1111lnrcmm1 

( .'t'' .. ¡.. Px' •+· (,J.t:+ /~) ( r 1 +p 1,,,' .. 4, 9',"t' +r'):::: 
( ,,¡;•! ..¡... /U,r;I + (J.' .i¡} ,+ u.1.,, .,, , ,11 ) ( ,i,' 1 ,,.,. p:t· ·+ O· 

Slonélo Mh1lint tHltt\ úllinu 1.1,.114(.Ínn 1 )' 1ld1icndm11 ,:u,r con8!guiento 
v11rllk11r vio Mt:t11iú,1d dti 11\Ílf¡IUf á At nio¡;un valor putleulu, cub• 
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solutamente indispc11sable que en el primer 111ielrlbro Iiaya tantos 
téríninos y con las mismas potencias. de x como en el segundo; y 
que adt!mas sean iguales los respecti,vps coeficientes t1ue una misrna 
potencia de .v tenga en los dos miembros, Efectuaremos pues las dos 
multiplicaciones indicadas; ordenaremos los terminos de los pro
ductos con respecto álas potencias de .v; ~ igualando los. coeficien
tes que u.na misma potencia tenga en los do~ miembros 1 .teHiltarán las 
siguientes. ecuaciones: , ' 

P+pt::::P1+p; Rp1+Qq1+P1d::::::Jl+Rlp+Q'1,, · 
Q+Pp1 +q':=Q1 +P1p+r¡; Rq1+Q,·1 =S'p+R1q, 
R+Qp1+ Pq1 +r1=ll'-+ Q1p+P1q; Rr'== S1q. 

No habiendo en estas seis ecuaciones mas de cinco cantidades in• 
determinadas, que son p, q, p1, rJ.', r1 l y no posando del primer grii, 
do 11i1iguna. dti tillas, sé podriín."eliminar todas, y por i'iltimo resul
tado tendremos untt ecuacion que no co.ntendrtí mas cantidades que 
JJ, Q, R', z:u, QI, RI., y S1; de consiguiente será esta la ecuacion. 
final, puesto que en ella no liabrá mas inc61¡11ita que la y. 

El múodo que acabamos de exponer se reduce en suma á mul
tiplicar cada uuo de los. primeros miembros. de las ecuaciones por 
u11 factor, cuyoª coeti,cie~tes s<;~,n ip~lete~minaclos t pata ,(Jbtener dos 
productos de un mismo gratlo; á iglinfar en seguida uno con otro 
estos productos; á reunir en un solo miembro todos los terminos de 
ambos, ordenados con respecto á las potencias de la incógnita; y por 
último á igualar á cero ó hacer que se desvanezca el cocfüicnte de 
cada una d1i estas potencias. De este modo lo ha pre:,e11tado Euler 
c11 su i11troduccla11 al a1111/l.ri1 dt lo/ i,¡Jinito.r, De?ignnudo por k. el 
exponente del grado de los procluctos, el multíplidaclor del pri1rier 
miembro de la ecuaciot1 del grado m deben\ ser dd grado k-m, y 
el de la ecuacion del grado n habrá de ser del grado k- 11. Como 
el primer término de cada uno de los nrnltiplii:adr.ircs tiene por coc~ 
ficiente á ln unk!itcl, el primer ,1i1ultiplicadG>r tendr1í k-m coefi
cientes. indeter1ninndos, y el $eguMó' k-,u y do consiguietite el 
número total de coefi.cientes ind~tel'minndns sed ak- 111-n. En la 
reunion de los dos productos deb·e l~aber un número k. de tért11inos 
en donde se halk alguna potencia de la :1:; pero no es necesario ha~ 
cer que se desvanezc!lll ,na~ de k.- x coeficientes,, por\¡ue el de la 

TOMO II, l:.X: 
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pcitencin mns devndn de N ae dcwane e pur bÍ mi~mo, De cato se 
8j11ue que el número totnl ik.-m-,,n de cocfüic11tcs indetcrmi · 

o 
1 

• • na, 
doa deber« ser igunl ;Í k.- J ; l' c.o .u,mi1g111ente el ex11onentc k del 
grado de los productos Llcbern &cr 1Bu11l d m + ,1- 1. Dcberemoi 
pues inultiplicur por un foctor del grudn 11- 1 111 primer iniemb , ro 
de 1:.\ tcuncivn del grod() m '. Y por otro lllt:tor <lcl grado m- 1 al 
primer miw1hrn do la ccuac:11111 tic! p,r_iulo ti; )' por· último igualar 
entro ai los coclicicntci, i¡uc rnda potc111.H1 ,te ·• twga en los dos pto, 
duetos 1 ¡0 cu:11 éO juutanumte lo 1¡ue hcml,~ 11r11t:tic.:"do 1m el ejem, 
plo propucatt), 

Ea digno de obscrvme <¡uc e,tc rrimcr mttotlo tle !foler éontie, 
no el gérmen del que JJ1r,1Jut no, h11. ~lallu u,11 lílll ¡irolijn extcneion 
cll btl teoda dr /111 rm11dona. 

l94 l>ropongfowno~ climitrnr In inc<íi11ita ,T ile hu ecuaciones 
:l...¡.. Jl,i/ "'i"' (J.= O i :i· 1 

.. .,,. pt,r: ,+, Q1 :::::: o 1 

cm las cunleo eu facil ver t¡ue dd1en ~tir del primer grndo loo l\\ultl, 
rlicndorcij tld foctnr c,m11m .i· - « ,' Á Mlhrr, .t·w+ p; :,,• ~i- p'; tendrc, 
mos pues: 1{ ::::o ¡ W= o i J' :,;; o l i¡:: o : 1{::,~ o 1 11 :::::o I y resultQt/: 

1'-+p' =l''+f' } { f-·f' ::;:¡i_p, 
Q+Pp':::::(Jl,,¡,J'lp ¡'¡ .f.l/f'-···Pp':;:Q-QI 

(.¿pi <J.'p Q1r-<lp1:o. 
De las dus ¡irimem ecuncionou le dr:dudr:I: 

( Jl ,_ JII ) ]1 
-• ( Q- (JI) 

I! = 1/i';!!ON b lr;il "'1~ 1/1 ~!"t,il. ~"1Í'' '~-"f"'Pi'tPl',>c'f,/~ 

y mntit11ycn1lo en I• tcrcor111 r1aulmií 1 
(ll-Jl/) Q.'Jl-(Q ~-Q'} Q'=< I'-I") l''Q-(Q-Q')Q, 

(1 (JI-JI') ( l'Q' ·-··<JJ!' '"''""'(Q-Q' )•:o, 
.Ahorn c:11 ncccn11riu dividir l,1 i.ílltlidul 4·1 + Jl.t· ➔·· Q por el fac, 

tor !,11¡1111lblO N••t,,• p 11nr.1 11mer tn d i:m1,i:íenlll el factor i-1 quo 
dche 11er cnmun 4 km primt:rtl-11 mh:1·nbru~ d11 1111 do., etllRtionet pw 
yme,tnn, y ,pie it,lmlndh d t'm1 IH.1'11 1hr, el v¡¡lnr tl4 tt rcpre&ontado 
r1or "' Cunndo día.lu~flllot ewtll dlvitiun <lllllpre,iuemoa ol rc1lduo, 
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que es cabalmente la ccpacio11 final; y sie11do el cuociente .-i:+ P-p 
Jo igualaremos á ce,•o, y deduciremos: x = p- P; y poniendo eit 
Jugar de p la e:x:presion que a11tes hemos hallado de su valor• resul. 

. Q-Q' 
tará:x=-~• 

r 9 5 Con el objeto de que se ejerciten los principiantes, indicá
remos la serie de operaciones que se deben efectunr para eliminar la 
.v de las dos ecuaciones x3 + Pxi + Q.v+R::o, y ,'11 3 + Pl,v 2 + 
Q' x-+ l?.' =::.o, en cuyo caso tendremos JI== o, r1 = o ( §. r 93) ,,'Y 
rcsulrar:ín estas cinco ecuaciones: · 

P+p1=P' +p; 
Q.+Pp'-1-q';::::;.Q' +l''p+q; 

R,+Qp' +Pql=::.Rl +Q'p+ J>lq ,· 
Rp1 + Qq1 == R1p..+ Q1 q >' 

Rql=::.RJq; 
. á fas cuales se les puede dada forma siguiente: 

· p-p1 ;::::;.P--:--P' 
P 1p-Pp1 +q-q1 ::::Q-Q1 

Q1p-Qp'+P'q-Pq1;::::;.R-R1 

'ftlp.'r"!r'.R.p?,+ Qh~Q1';=<? ,, · 
, . . , 11.'r-:.RtJ.'=q, . . . .• 

Por medio de las reglas del§, 88 podriamos ciertatne11te dedu~ir 
de cuatro cualesquiera de estas cinco ecuacio11es los valores de las 
cuatro incógnitas /', p', q, q'; pero sienclo tan sencillas, como son, 
ln primera y: ta última ecuacio11, nos será !foil ~bte11er cc;m mayor 
prontitud el resultado ·final, Hagall'lo• 1 para abrev lar,. 

,l'-1''=~; Q-Q1=.e1 ¡ '.[J..-Jf-~::::.e/1;, 
y de la primera y ,de la última, ecuaciou deducirelnos: 

."RJq 
'P'=p- 11 ; l=•--:;;-, J.<. 

,. ; ¡ ¡ ,¡ ¡; '. ; ' ' : ', ' 1 '}' f Ji/ ,, y, '1 

Sustituyainos e3t~s expr~sione~ en,JaB Ot~as trea ecuac!~~~~
1

; y•:~
. ciendo desaparecer . el denominador .R. , se tmíonnarán en ~~tolra$: 



.. _ R ( <,¿-. Q) ( / 1,-,_ , 1) ~~ R ( J'-1'1) ( (Jt-rº) 

IJ-.-• ( I1 - l'1) ( 1'1 J<- JJ 1<' ;- ('<J-<,!') <, .R .:..._.l{I)' 

Suatitn}'endo eNIRt exprr~ionct en III ce1mi1111 (1), re~ultar! uon ecua. 
don H11al dil'í~ililc por U,. y c1;~r11,111d111rnl~ lllviuiun, 1¡ucdnrfodu, 
dda á lu ki~.uiwle: 

( R - w·., r< /1
; -··· '

1) ( 1'1 u JI ll 1) ( I< ··- U1) (Qt-,t~J 
-( Q' R ~,,,ti¡, 1) 1 (/'t -· ,, ( Q ·-(JI)~"· ( ¡, .,.,, }'') ( Q1-rll)]¡:: 

Rr 1 ( /' ..... 1'') U''I~ 1'1~1)-· (; ti 'l') (l~ -ll.l)]¡ 

en In cu11I aoln foh11 re¡mncr i:n lu¡"t' d<! hn, kt1"11, 1 r', r1' lnscxprc, 
IJÍOll('H í ¡¡11, rt¡11!v.dcn. 

111fí Sí 11,· 11m, I'"' 111i,,krrn I rr~ rw;1,. i,,ntN liual"mentnlcs de un 

mi1,III() prnlilrnl;I I tl1•tii¡•1,11d.1~ p,,¡• (1), (J), (;V, y en lttH11alc1sc 
1ml lrn cn111h:n~d.111 !l'cN im,(1p1i1~,, ,'t' ,,'1"' 1 l\\, J'lfllhn11tiJ1 fl(lf modio dol1 

· rc~t, pre, tidrnlt t:limin11r 1;,u,d1¡11iim1 1hi 11111 1111.!"t!flilil~ ch: c¾oa cu1le,, 
' quitrn 1!e l:i~ ec11~dr:1nc~, 11 In 11}, )'flf ojrm1,l11 , d~ ( 1) y (1), Díl8puts 

11r1<lc111"'' r:I rni11,11· l.1 mi1111111 in.:1'1f!11Í(lt tfo mr11 1;t1mhinadon dcecua• 
Ón11r,., i.;11:111) d,· rn) (:1,), {¡ (A))' { Hl ft'¾Ul!Alldn de ~,rnsdp1 
tlit11i1wc:, l\r'. :,a:, 1111,1 , r,nihi1 111, lhTI df t'W/ldUllfi 't11 la1 ,ual1.11~ 
hal111rán ~01 1 , (;11 'ifüi',init,~ 11r, 1t,, · hlimln11mlt1 ;if1r¡¡.,1 dt «1tu dóttcl/4• 
i.:iuneu 111 ind11Jlf1Íl;1 :)' 1 ri•! ttp·ml'ln l 1A,tri,,!1r1un~ 111 ,,,mion fin.di 
1¡11r r,nlo ,,(1!1tr11rld l.1 ::.. ¡•,;ro h nc~tn1rl1111h11i:rv,r 1¡u1 cfottuando 
t:$t,1 :,U~tli,- _. dimin.1.inn 1 1111 ¡, n1i,. untm 1fol mi¾l!lfi mmfo lit trel 

c:,11;1,il,1i~,. ¡:i'r't,p1HH,t11n 4 fimtrnr l1t ~1:mdtin fü,111, p11ri¡ué 11ina do 
dl.111\e \fr111,1 ·•n\1'111' ' y '11111 ntna tlr+l'I htt ltllll d11 11riri1 d,1q11i 
¡1t<hÍc1ii: ,¡u ',1 rn1111:fon ri11d 1,¡1',1 míl~ t:tnnr•ll111d,1 tic lo qud debic, 
r,1, ¡u,r lu1!Jcnc illlWth1dJo un tá.::t<1r utnfw 1J11~ nada tlcn11 que ver 
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con la cuestion ( §. 84), Bezout en su teo1;f,1 Je las- ectMcfoncs se ha 
valido de un ai bitrio que no tstá expuesto (t este inconveniente; y 
lia hecho ver r¡tee el e:vponmte del gtado de la ecwzcion .final qtie por 
fa elimin11cion debe 1·ewlta1' de malquiei· 111í.rne1·0 de ec11t1cio11ú comple
t/lJ de c11alq11ie1· gr,ido, y que contmga,s igttal 111ímero de im·óg11itas, 
es igi1;il al prodticto de los e:i•ponmtes ddoJ g1·adoJ de ntas ecuat'io
ms. l'oisson, profesor en la escuela politécnica, Iia dacio de la mis
ma proposicion una demostracion mas brev.e y mas directa que la de 
:Bezoiit; pero corno las nociones preliminares que exige no nos per-
m1tet1 ponerla aqui, la expondremos en el compJemmto, · , 

De la indtigflciots de hu l',1ias comms1w,1blrs .,, de lflS r(IÍG'N igw, .. 
lo de lM. cc1111cio11,s 1111mérict1s, 

197 D~spues de haber dado á conocer liís princi¡:ial~s propiecl~
des de lns ecuaciones algebdicas y el. modo de eliminar' las iric6g"nl• 
tas cuando se lrnlle)l combinadas 111\tchas en cada ·ecuacion, vanws 
ú tratar d<: la rcsolucion, 'numerica ele las cc11acio11es ·finales ó c~n 
una sola incc'ignita; es decir, del modo de averiguar sus raices cua9~ 

do sus ,coeficie11,tes ea~~.11 e.xere~ad~s po~; números, : \ , 
Ante. todas coQas. co11vl~ne. tener entendi4o que, m no tmt'me/o 

, el '}71'hml' #nnino df la .,ct1t1cion, flltlS mficimte qtie, la 1111/dad, ~ 
, .rimdo mím:ros mtcros todos los dmws co~fir:ientes, e: decil', todas 

lt,¡ 1:a11tid,1dos co11ocid11s que e111'rnn m la ernacion, 11fogm1á ;le ms 
P'flÍCN 1·Mlcs pod,·,í c.1,p1·csorsc ,poi' zma fr11ccioii; si110 que fo,·zos.1-

,n;!¡tc liaf?1•á,tJ 4r: u~ 11¡ívu1·01 e¡1t,r1•9J .t'('!!tif11~J :¡:,c.O!ffü~~l;t,bfr'·' 
.r, _!'ara demostrar cato. pl'Óposic,ioll 'llup:?n~nm~;i,s, que la Írnccion i!• 
reducible ~- se haya sustituido .en fo ecunciqn ·general , · 

:r/' + J>.i-11- x + Q,v'i - s ...... + T.v + U= o ; 

~ '.No tenemga }Justa ;apc;>r,¡i fll~,9Juci9l! ,1llgµ11a. ,g,enem}, di!, ) 11s ecuacior¡~s 
de \¿s grac1ód' superiores ~í ctrnrth ;' y ~i"-J1i''¡{ d'eC:Ír' ve'rclúá, fa 'úni~;i ~Je 

· podemos mlrar,como cn1npleta es lit de, las écuaclones del ~cgund<;> ;: por,
qm• las fürmulas que conocemos para lrnllar · las rulccs. de las ecuaciones 
de t,•rccro y étrnrt:o grado son muy complicadas, padeccin excepcionen, y 
no son ta11 cómnda¡¡ parn .la práctica como, los métodos c¡ue v:ai11os á ex~ 

· pllcar, ·úc cmtlt¡ulcr muelo se las puede ver cll el Complcnwito.' 
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y ¡1ue por la austitucioo ae rctlu1.i.:,t ,¡ t.rn1 el primer llliembro 1 to, 

11 
mo 6e m¡uiere para que ·/J M!:1 valor tic l.i .t· 1 6 rniz de In ecua, 

cion, Tendremos pucA: 
·n ri-1 n~' • 

O n fl •,· 1' --,,,+/> -·-· + '<" "·• ........ ,, 
ll' ó" ->l 1,n-1. 

y tn\lltiplic~ndo pnr ¡/' tntlott 11111 térrninoN, se trn~rormnd In (di/, 

mn ecuacion en C!,tntra: 
,/' -1- li.,11 - 'ó ·+·Q,," - 3/1\ ........ ,,,. 1',i¡,n- i ~1- Ub" = 01 

111 cuR\ viene á ,1m 
ªti ~¡.. b ( z,ti11-, +Q,,»-• !> • .... ..¡. 1:,1,fl -a+ lfb'l-r):::::o 
m primer miembro de cm (1hirn11 c;:1,u;11.inn ne compone do dos 

pnrtc9 cxpreH11lla11 ¡ior n{1merm e111trnN: l., 11t¡;unda dr. ellas ei exac, 
tamcnto diviuible por li;• y lit primera no lo r.N ( ~. 98) 1 pues queso 

1 • 1 1 t' • ;l il • j • auron<l nll Ul.tua a uacuon /J ¡¡ ~11 mu ump r. cxpre~1011 1 6 que 4 

y b no lit:nt111 ni11i,UI\ divÍf¡or cemrnn. fü por eon~iguionti, /mpoalblo 
que ems dos pnrt11111ean i~u11lc111 cmno 1m indi,pc1n¡¡bh1, 1iara que la 

unn putlieaei deltruir 4 lt otr@, 
1 9fl A c<Hl',ccucnd.i tic t:¡ftt r,1,nervadon ~e !m cehndo de wr 

In 11tilid11d dt lrnccr ,¡ue dc:1rnp,m:1,u111 h~ hnt1..k1n~, dvuna ocuaclon, 
ó de trMíiirmnrln en tílm CU)'U!I cudkicntn ~e"n todos n6mero1 
cntcr<l!i I nin dcji,r de: ncr líl unidad el cm:íh:i1.a11c cfol primer túfml• 1 t 

no, füt11 tm(hrmadon li!ll i::)ceutl\ hucirindn h1 lnc1'lgnita propu!!ttl 
lgunl (1 otrn nuevn lmd1¡i,nilll dividhlu por d ¡,rmlucto d~ todos los 
dc11011ii11:i,lurrN de loi, 1¡uclir111 t .. ,,: ,- tbp11r11 ¾tt nrnlripllcnn todUt los 
térmi1m,1 pnr d rm)'<1r dcrwmitrndur ()Uíl< lu1y1t 1m lit nueva ccuaclon, 

Prnpon1,S5mt1nciw; por cj1Hnph;, trulhrnm lit ec:uadon 
,u,1 ¡,,,: r 

:11 1~~••m «•,f,s .. ¡...""'""' ::::o 
tH rl JI 

eo otro que no tensii qui:hr~dnij: r p~r;1 die, l1mm1on í ;r::L I y 
mnp , 

ponicmlo 01tA txprttlon de ,v 11n h1 (leuadm:i pn1p1.mta. 1 tosull.41.h 
.,1, 1t:,' ~.,, t 

·;;;¡;;9 + ';;¡1;;,·? + ·;;~r¡t -+·-¡=o 1 

y nu1lti¡ili,u1du por m1
,i 

1p' toJo, fo, térmi11011 de e11tll última eeu~• 
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cion, resultar¡Í tra&for111ada la primitiva en otra que 110 debe ya 
tener quebrado alguno, por razon de llUe en el multiplicador mlnlpl 
c&tan contenidos todos los factores de todos los denominadores: 

)13...., 11npy"+ bm'np'y+ cm3n1p' = o, 
Cuando los primitivos denolllinadores m, 11, p tengan factores 

comunes, bastan{ dividir la nueva incógnita y por el mínimo múl. 
tiplo comun de todós aquellos denominadores, Estas simplificacio
nes se ocutren inmediatamente á cualquiera que comprenda el ob
jeto de esta trasformacion I y de consiguiente no hay necesidad 
de que nos detengamos á explicarlas: 110s limitaremos solamen~ 
te á hacer observar que ei todos los denominadores fuesen iguales ,Í 

b • I .Y m, astana· iacer x=-· 
m 

La ecuacion propuesta I que seria entonces 

3 a,v2 b.v e 
x+-+-+-:::::o m m m 1 

se trasfol'marfa en 
y3 ay 2 by e 
-+--+-- -1- -=o; 

1111 m3 tn' tn 

y 1nultiplica11clo por m3 todos los términos I tendriamos 1 

)'l+ay*.-f'.htn_Í)',4-:;cm~~o, 
' E11 habiendo hnllad,o los valores que de esta ecuncion resulten 

¡iarn lay, so les dividid por m, y se tendrán !Oa que de la ecuacion 

pritniLiv.i dd1en res71ltar para la :r:; puesto que x::::L. Y como 
ni 

por consecuencia sea y= 111.v I los valores de y, aerán los de x multi~ 
plicados por m, y pot esta razon se dice que esta trasformacion 
eqnivale :í m11l1iplkar por m lus raíces de la ecuacion propuesta, 

199 Ahora, supuesto que en siendo <' la raiz de la ecuaciot\ 
11,..11 ·+ Px11 -x-1-Q:1,•11 -~ .. ,.'. ........... +S.v'+ T:1,• +·U= o, tenemos 
u=-,,/' - p,¡11

- x - Q1i
11
-~ ....... -T,1( §. 179), es consiguien-

te qu() a haya d~ ·ser uno de los divisores del número· entero U; 
y asi cm1r1do este número tenga pocos divisores scrú fucil sustituir
los sucesivamente en lugar de :11 en la ecuacion propuesta, y poi:
estc medio se reconocer~ si tiene ó no alguna miz comensurable. 

Si se nos propone, por ejemplo I la ccuacion iv3 - 6,1;• + 27~, 
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...,.. g8 = o; atendiendo á que el número 3 8 1.10 tiene mas divisores 
que los números 1, 2, 19, 38, iremos sucesivamente sustituyend 

• • • • o 
estos números, as1.pos1t1va como negativamente, y veremos que sol 
el número entero+ 1. satisface á la ecuacio11 propuesta, y de con~ 
siguiente x==·2. Dividiremos despues por 11,•- 2 el primer n\iem. 
bro de la ecuacion propuesta, é igualando á cero el cuocientc se 
formará la ccuacion ,1,•• - 4.v + 19 ==o, cu ras raíces son imagina-
rias; y resolviéndola hallaremos que en la ecL1acion . , 

:i:3-6,v•+ 27.11_38::=o 
:idmite la x los tres valores siguientes; 

x=i, x=2+Y-15; .v=2-V~. 

200 El método que acabamos' de indicar para descubrirelnú. 
mero entero que satisface :í mm ecuacion , viene á ser casi i111practi
cable cuando el último término de esta ecuacio11 tiene umchos divi
sores; pero de la ecuacion 

U=-an -Pti11 -x-Qa 11 ~ 2 .......... -Tn 
se ded.ucen nuevas condiciones que abrevian mucho el cálculo. A fin 
de hacer mas perceptible el método lo aplicaremos á la ccuacion 
general de cuarto grado; 

:v4 +- P,'l!l + Q.v• + R.i· + S= o. 
Representando com@ antes por a la raiz, tendremos: 

a4 -t-:P11 3 +Qa'+Ra+S=o; 
S=- Ra-Qa'...,... p a 3 -.ii•t; 

de d~11de se infiere qi.ie ' 

~=-R-Qa-Pa•-a1• 
a 

Esta última ecuacion nos Iiace ver que ~ debe ser u11 número 
a 

entero. 

Traslaúando desp11es R al primer miembro, resultan{: 

s • 
-+R=.-Qa-Pa -al; 

(I 

l1acie11do para abreviar !_+R.:... R', y dividiendo por a los dos 
a , 

tniembros 'de la ecuacio11 

tendremos: 

DE ALGEBRA, 

R 1=-Qa-Pa:-a3, 

JJ/ 
-=-Q-Pa-a', 

t,f 

R' 
de donde concluiremos que - debe ser un número entero. 

a 
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Pasando Q al primer miembro; haciendo R' +Q=Q1; y divi
. a 

' . ·¡ . d . b b d Q' P d1endo des pues os os m1em ros por a, o ten remos: -==- -a; 
a 

' . QI 
de donde concluiremos que - debe ser un número entero. 

a 

Pa~ando por último Pal primer miembro; haciendo ~ +P = P1; 

pi .. 
y dividtendo por a, tendremos:-=- r, Reumendo las condi-

a 
dones que acaba~os de enunciar, veremos que el número a no podrá 
ser raiz de la ecuacion propuesta como no satisfaga á las ecuaciones 
siguientes: 

1 S R 1 Q' P 
-+R=R';-+Q=Q';-+P=P'; -+1=0, 

a a a "·· 
ele modo que BJ' QI y P1 sea'n ñútrtercís ente.ros; . . . . ' : _¡. 

De aqui se sigue que para cerciorarnos de si uno ~e los divisores 
a del último término S es ó no raiz de la ecuacion propuesta. de 
cuarto grado , es necesario · 

1. 0 Dividir el último téi-miuo poi• el divi.ro1• a, y at1adir al cuo
ciente el coeficiente del penúltimo término, es décir, el de la primer11 
potmcia x de la incdg11ita: ' ·· . 

2.º Dividfr ata suma por el divisor a, y a1tadir al cuociente el 

,oificimte del término antepenúltimo , a decir, el del rnadrado X" 

de la incógnita: 
3.º Dividir esta ~tima por el divisor a, y a,iadfr al cuo,iente 

el coeficiente del cubo x1 de la incdgnita: 
4-º Dividir uta suma por tl diviJor a, y al/adir al cuociente la 

unidad, d el coeficiente tle la cuarta potencí,i x4 de la incógnita;:, 

Ji el rwdtadofue1·e igual á cero, urá ti di1Jisor a raíz de l,, ema

&1011; pero si alguno de los ,uocimtes 110 f4ur1 núm,ro enttro , ó ntt 
TOMO II, YY 
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Jiw·1: ce,•o tl ,·ernlt,1,lo dr /,1 1í'ti111,, ,tdi, io11, po,fr,11101 Nliw tiert J 
, No qtu a 110 o raíz de /,1 r, 11,u1ot1 prnp11n1 .,. 

L_as niifilllll!í I l!e•,l:1h pt1cdcn np.l i,.11 ,,~1 ;\ la•. <:(a1.ncione5 dé otros cua, 
Jcnq111cra gr:1,dns ¡ pero Ch m'.t:é1;,1rw ltncr cntcnd1.!11 1¡11c aHi en lns di, 
vi~inm:H como 1:n la~ <¡i1c l1~m11u ll.,ma1l 11 íHlil.ioneH, se debe ntcnder 
{¡ hrn hÍgiw:,, Por 111,rncra que 1.,,, adi,,i 11 ncn 1,c c1111vn1ir:ín en $U&trnc, 

don~s bicrnpre 1ptt: el ~ndhic1111• )' el rn1,dc11lr ,¡uc dch:in suniarso 
teng,1n 1,igno:, i.:1111tr:ll'Ít1N. .\•,i ·,1an!t,.Í rn t11da~ la•, ClllillÍoncs cuan, ,1 

lJ 11 11~gut:11111•, {• ,,11111:ir t'I (1lt i11m , 1111 .irntc c1111 d Lw:lkiente .t del 
primu· 1í:rn1Í11t1 ¡ pm·i, ,k ¡., .:1111lrnl'Ío nn ¡i,,,!i ia ,.¡ 1,•1,11l1a1l0 l'crlucirsc 
á ccrn I como CM i11tli,,p1:11~~1i1ll p,11;1 1¡11c el di1·it,11r 11

1 
<Jite Jinyanios 

tlegido, aén raiz de In c..:u,11.;iou. ;c. 

20 1 Cuando 1,1:: uplkan e~tiu rt~.111,J á C'jem¡,111~ pn11iculms,se puo, 
du di~¡HHHH' d t;;Ík11ln d¡: 111;111r1;1 'JI"' q: b:•;rn ~ 1111 miMno tiempo 
fos mrntitüd1111es de tt\d11:i l11~ dil'i¾í.m, dd últi111 .. ti:1111im1 1 y dei~u
l11'ir ~- 11,Í I d¡; dl11N ,.~:.1 1 aits d~: l,1 e,. 11;1d1111 ¡11·11 p11r¼!;1, 

Í'i('/1, pi,r ejrmplt1, fa 1:1.,111-11.Íim p;1rtirnli1r tic cw1r10 gr4do 
,'114-9,i·1+is,i·i-rn,;:+•15:=o; y di-,¡11,11drc1rn 11, d cfüulodcl 
inodo Higuieu te 1 

1..t,k,x S.,~¡.. S, + 8, ~,,., J, - r, -· ;{, ,.._ s, -15, 
...¡~ I' ' ~, ' !! ' 1 5 ' ·+ 1 fi ' ¡¡; • _,,, ~ • ~··· , 1 - 1 1 

-19. -11, -1s ... ~. s, ~-··:1:;, -•:s, -,8, -u. 
- s,-· ¡¡,•1;4~, 
..¡.. f u ' ·+· t ti , ,, 1 s 11 • 
..¡.. 6, .. ¡,,18, -58, 

~;, ~~ V. 

1 , 1 t; 1 ·•· 1'1 / • 

l'odu:1 los di,,i,,,rc:t, 1Jd ídlimn térmirn, i ¡; t,,11111 .:t,l1w11lu1 ror orden 

"' 'Nu 1¡:d.1 t!i·lh,il Jrm1,r.1r.1r w,r ¡., nq111rll" i, lj, 1 ►1n¡ que IAI tanUda~ 
\' lit lll ,1,«i 11•¡,1·e~r11f.o!.1•, ¡111r ' ' 1,.11 ,.,,1.1, 1,. 11 ,¡

1
:,1., iJHllrulo 10n los 

,ri ,f t# 

,,,,,¡¡, l1•1ilt'U ,!ti c11utk1,1,· •lrl ¡o,lwn111l11 .11.;, l'l',1.,(J1l,,1,/l.r.,.Sulvl• 
illd,, 1'"1 •·I liim,mlu :r~~,t, !',1r 11w11•1.1 1¡11r d ,m,dt·1m! Jt tita dlvltion 
iltbcr/1 ,rt': 

'DE AL.GEBRA, 3 5 5: 
d~ magnitud, tanto con el signo-+-como con el signo\.-, et1 la pri• 
tnera línea, que lla111are1110s la línea de los divi5ores. a. 

La segun<la lí11ea ·contiene los cuocientes del número I 5 dividi
<lo suc~sivamente por todos sus divisores ;'y asi la llalllnremos la: Jí;.;¡ 

:. , ,,, . .·S- ' :,,:11 , •. · 

nea de las cantidades -. 
a 

La tercera lí1iea se ha formado nñadiendoá cada tiná de las can
tidades de la línea precedénte el coeficieñte- '/.O de, la primera po;,; 
tencia de la inc6gnita ,1,•; y de consiguiente es la línea de las canti-

i s . 
dades rep.rescntadas por R 1=:.-. -+R. 

n. 
La cuarta línl.!a contiene los c11ocie11tes de cada número de l.a· 

precedente dividido por ~l divisor que le corresponde, y esta es la 

línea de las cantidades .!!!_ ¡ bien que se hatl omitido todos _los cuo
a 

':. ' ' ' . '," , . ' ': 
éientes que 110 eran numeros ellteros, . . 

La quinta línea resulta dé los 11úmeros escrltos e11 fa anterior añ:i
didoá al 11úmero 23 que multiplica á x•; y esta línea comprende 
las cantidades representadas por Q1, · 

La s·extn ifnea contiene los cuocienfes de cad~ 11{1111ero de la nn
terio1· dividido por ei divisor qu~ le c~rrespddt;·~y co11tiene las 

QI 
cantidades representadas por --', 

(1, 

La séptima comprende las sumas de los 11·{1meros de la prece
dente y del coeficiente- 9 que mulliplica á ,-i,• 3 ; y asi se hallan en 

' Q' '' 
ella las C(ltltidadcs representndas por --- + P-.::::. pi. 

(1 

La octava en fin se obtiene dividi<:t¡do cada uno de los núm;>~os 

<le la anterior por el divisor correspondiente, y es la líne1\ de 7; · 
110 hallfodose_¡,. x mas que en fa coluua que á su cabeza tiene 

:'.,. 3 en la línea de lps divisores,. infedremos que la ecuncion pro
p,iesta no tiene mas de una raiz cOmensuruble, la cual es ¿--_ g ; * de 

"' Ilotmando el cuoélcilte' con a1·teglo II lo obsci·vado en In nota ante• 

x4- 9x·1+a3x'-aox+15 _ ¡ 6;i sx-s dor hillarcmos quo ---';.....-------- X ... + • 
' , x.-3 
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manera que: el primer miembro de J,1 c<.:u,11;ion 1,cr~ cx:ictamcntc di. 
vbiblc por :r.·- 3· 

}fo la tahln i¡ue formemos p:irn c11:il,¡uicr:i ntra ecuacion, podre. 
mos omitir los diviwres -1- 1 y - 1 i pnr,¡uc la fft1hlit11cio11 de estos 
se cfoc'.túa dirc1:tntncnlc en l,1 ecuadon 11rnpucut;1 con aum~ prontitud 
y fa1.;ilid11d. . 

:10 1 Sírv11nn~ de nuevo ejemplo la ecundon particulnr de ter" 
cer grado :1:

1 
- 7.1:' •+· gr'í ::;;:: o. 1 >c~puc11 de lmhcr rccnnoddo por!a 

s11RIÍt11do11 dírc.;t¡¡ t¡uc loM 11(1111ern,. ~1·• x y - x no hRtieíitccn 4 eat~ 
ecuacion, forn111remu~ pm· J¡¡, rc¡Ji.tH pr(ccdcntc:~ In t~hln que sigue, 
tenlcnclo ¡m:ucnttl c¡uc por ne1 h;1l1Jr~t en c"111 cclrn1.wn In primera 
potencia de In incógnita ir, d1iben1oi 1.:wui1lcm ul tfoni110 en que 
comwpondia Chtn1· c~t¡¡ ¡mtcnci.i como mi ~u uidkiente fum cm, 
fü pues 11ec1:sario omitir lu tcm:ora linc;1 1 y dctludr i11111cdfatRmontc 
de l:i btlg11nda la cunrtn, 

,+36, .¡.za, •l•tl, ·l•Y, •1·• (,, + .¡, .,¡, 3, .¡,. 1, - t, - :1, ~• -6, -11,-U,"-ll,· ... ¡¡, 

,i. x,-+ ,, .¡., 9, ➔• ➔, •t• e,, •t• 11, +a, +111, -u, -u. !i • .... 6, ◄, -
3
,_

1
,· ... 

1
, 

, ... ,,,11u, .. ,.u111tH• t• ••• , •• u tut , ...... , .... ~ •• ,, •• \ tUU •~O•• f I t t' t • • ., t Jf t - ltHttttttu,u,0111111111111111 

+ 4 , --t~ 9 , -+- >' • •• ,, 4 , 

...,.. $ 1 ~i- l 1 ,4. ~ • - :l ' 
-t,·+•.t,-1,+1; 

o o o 
En eHto ojo111plo Mo vo 1¡110 h11y !re~ r1ftmrn,~ 11110 1n1hímn 4 IO• 

dns !no condidcrne~, lo, cuulc:N !!On 1 +ti, ...¡.. !i r - i t r a1i no ob, 
tienen li un fllthrM tiompc1 IM trc1 rílkei; 1lc 11110 en Htmptible la 
ecu:idnn pr/'lp11c(,ta, y fié rr11H11Ic¡, t¡uc el ¡,rimor miunhrn de ollA et 
el prndu1f11 de /,11 trcI1 t:i.:IIIUN ,,i111¡d,:11 ;1:-~~ • • ,·-s )' ,ilMf-2, , 

20;¡ Con1·1e11c: olit,tll'íll' 1¡1111 li,1r Cl/l1111.inmh líttm1l11n,¡ullllillr48• 
formnn muy (~\;ilmc11tc 1:1.1 ~\;u11dnnc~ mirniiri~ao. :ii tol'klmnoa,gor 
cjempltl 1 

.~
11 + 2P.,11 

- ast.v+ i 4/1' :::ai, 
h11cicndu ,}' ::;p.1•, rc~ul!;11i.11 

p1:., l "'1"' :1p'.t' _,,.. ;¡:u1l,1;..¡ .. l 1/'11::: 0 i 
y com11 lodw1 lu11 térmíma de c,t.1 uc.u11d1.m putdiu1 dMdínc por p}, 
J¡¡ n:dudl'i,11110~ , 

DE AI.GEDRA, 3 S 7 
y en habiendo averiguado que el binomio x;7 es el ~nico divisor 
comensurable del primer miembro de esta última ecuac1on, ó !º qu_e 
es lo mismo, que :v= -7; será facil inferir que en la ecuac1on lt• 
teral propuesta el {mico valor comensurable es y-:=.- 7P• 

La ecuacion literal que hemos propuesto es. de las que se llat~a~ 
tct1t1cioneJ homogenoa1 porque no haciendo cuenta de los coeficien
tes numéricos, contiene cada uno de sus términos igual n(unero de 
factores,* 

:i. 04 Suponiendp ya determinada una de las raices de ui1a ecua: 
don, podéthos mirar como incógnita la diferencia entre esta rai~ Y 
cualquiera de las otrns; y por este medio obtendremos una ecuac10n 
de un grado inferior al de la propuesta, y en la cual pueden obser~ 
varse muchas. propiedades notables •. 

Sea la ecuacion general 
1 

:v"' + P:v m-x +.Q,1,•m-1 + R:17111-3 ...... + T.-v +U= o ; 

representemos por a, /J, ~ 1 d &c. sus raiccs; y sustituyendo en ella 
;,, + y en lugar de ,7: 1 y desenvolviendo las poteucias, tendremos: 

m m-x m(,n-1 ). 111-211)• .--1....ll)ml 
" ' ...- .,r· 2 • ~Ln,a 11)....¡., a .,, .. ....,....,, 1 

·· · (m-1)(,n.:...2)
1 

m-3 • 
+P(l,m-_x+(m-1)Pn.",1-iy+. 2 Ja :,, + .. 

cm-2)(112-s)Q m-4 • l · 
-+Q.im-:i+(m-2)Qii111-3y+ :i. a y+ .. ¡-=:o. 

(m-s) (m-4) R. ,,,_, • 1 
~Ra~'-

3+(m-g)~~~:~~~.: .... , ...... : ...... , ....... ~ .... ,: .. :::, ::r~ ........ ::;;......... . J 
+U. 

lfo cuyo resultado la primera co1una debe reducirse 1~ mo I p.ue~
to qiie a es Unt\ de Ja.s raíces de la ecuacion •. Podemos pues supnfnir 

111' Los lectOres que qnicrnn ver tr:it:tdn C011 mas extcnslon fa ~v~1·ig11a
clón de los divisores commsrw,iblcs de las ccuncioncs numéricas y lit·'.:ralcs. 
iiodráll arndir (¡ la 1mte tcrcern de los Elementos de Algcbra de Claffat11·, 
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e•.·t·,t collll1A ·, clivhli1· •lett¡itt"" ¡·1c,r .•., lti•l•1" 1 t' • · · • " , .,,., , , , ,, ,1, cnn1nos restanteei,, 
temlromos cotoncn 1 , 

111 ,,, 1 ffl m-1 
mfl --i- -·~··~·•···· , . .,,, •. ,,,, .. 

:l 

UI ilUhtHt .......... U,U'fitt·H1 lHHt f fl HtU U· ♦ ftt f ti t • U I t + t t. i ,, t '"' t fhtlttttuu,., 

+1' 
,PocNtn 1¡11e ltrn m rnkc•, de la <:1:11ado11 ¡,rimitiv:t tnm 11 , b e&,, 

J ' 1 1 '1 ' . 1 
,, 

a~ 111 - t 1•;II.:1·N te a u t1111.1 c<uI.11;I1111 , 1¡111: :,,1: lh11na /,1 trasforma-
,/,,, M~r;¡n~1·:::f,~,1; ,,·.::'° ,...,,,'""''''' ,,· .f-...,,,·•,t: ,,,11."''.,"•h &e, 

R~prc~elllcmou l,l c:1;u111,h,11 t1·,1Jrj11rm,,.ll'I ¡11,r 1.1 • , e xpresion s,~ 
guicntc 1 

DE ALGEBRA, 3 S 9 
Cuando la propuesta tenga tres raiccs iguales á a, de modo que 

sea a=b=c, se reducida á ce1·0 dos de las raíces de la ecuacion 
(d), que son b -a y e -a,' en cuyo caso scr:í el primer miembro 
de la ecuacio11 (d) exnctnmente divisible dos veces consecutivas por 
y-o (§, 179) ó por y. Y como no pueda esto verificarse sin que 
hayan desaparecido enteramente los coeficientes A y B, es necesario 
que el valor de a satisfaga á 1111 mismo tiempo ñ las tres ecuaciones 

· V=o; A::::o; B;;;:o. 
Continuando el mismo razonamiento se puede hacer ver que 

cuando la propuesta tenga cuatro raices iguales, I:i ecuacion (d) 

tendrá tres raíces iguales á cero; su primer mit!mbro ser{t exactamen
te divisibl~ tres veces consecutivas por y; y como esto no pueda ve
rificarse sin que sean nulos á un mismo tiempo los coeficientes A, B 
y C, es consiguiente que el valor de a sntisfüga á 1111 mismo tiempo 
á las cuatro ecuaciones · 

V=o; A=o; B=o; C=o, 
Por este medio no solo podremos reconocer si una raiz a ya co

noci<la se halla repelida muchas veces entí'e las de la ecuacion pro• 
puesta, sino tambicn nos scní focil deducir un metodo general para 
averiguar, aun antes de conoc_9r raíz alguna, si la ccuacion tiene 6 110 

rnices iguales 6 repetidas, ' 
Para esto es necesario ohHet11ar que en el ca.so en que sea A:::::: o I ó 
mtim-x +(ni- 1) Pti111

-• +(m-1.)Qt/11- 3 .... + 1'==.o; 

podemos consiqernr á la cantid:1d a como raiz el(.'\ la ecuacion 
,n:i/n-x +(ni- I) Jl,1,111-• +(111-2)Q,'ll'11-3 .... +T= o, 

indic:111do entonces .v una incógnita cualquiern I y puesto que 1e es 
t(lmbien rniz de In ecuacion V== o, 6 :v111 + P.:v111 

... x ...¡.:. &e, :;::: oi 
es consiguiente(§. 189) que :v-ti sea un factor comu11 de los pri
meros miembros ,fo las dos e~uacionea anteriori:s, 

Convirtiendo a5imismo a ct1 ,,: en las can ti :la des E , C &c. ven• 
dr~ :í ser:igual1110ntó el binomio :11-:1 factor cotnun de los prime
ros miembros ele las llt1evas ecuaciones E= o' e::::: o &e, t siempre 
que la raiz ,i reduzca ú cero las cnntidades primitivas B, C {xc! 

Lo, que ac;ibamos de 'decir respecto de la raiz ti convendrá 
igmilllümte tí cnalqui1:ra otrn raíz que se halle repetida muchaq veces; 
y nsi bu~cando por el m6toclc, del 111áximo conrnn divisor los focto• 
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rcN comunes de lm primcro11 mie111lir11 •, de lit~ ecuaclotles 

V= o ; A::::::: o ¡ JI ::::::: o ; C ::::.": o ; &c. 
eRtos C1ctores comu mHJ nm darfo Á c1irwccr l,1n t,dccs iguales de¡ 

• • 1 propucBlll, en el ord,rn mgu1ente: 

Cada uno de lo~ t:1d1,rc# 1¡110 ~e1111 com1rnep N()ln ;Í loa prlmerl)¡ 
miembros de l11s doH primera~ e1:uacimw~ , 11cr.í dnu veces foctor del 
primllr mieml,ro 1h1 la pn,pue'.,lll; e~ decir, i¡uo ~i IM cnntidades re, 
pre:.enl,Hia~ por V y ¡rnr A tul'ieren pnr ,1.nmrn diviunr un~ ex re, 
sion de la li1r111a (.1..·-ct) (.1:-(t), ¡11 ,r rjcmplo, la inc6gniia,i· 
tentld dos vnlrm:, Í¡,!t1Alc1 11 rt.' }' ol roij dw. i1'.11,llc% ,í a¡ 6 lo que es 

lo mismo I el primer micmhrn 1le l,1 prnpuc,;L1 léraln\ eatoa cuitro 
fnctores (.x-«.) 1 ( N-11(.) l ( .11- (t) ¡ ( .'\; - ~ ). 

Cn,la unn d!l lo~ focrnrcH crm111new de lo~ prirnerrin miembro, do 
t,rn tt·e.~ prinwrn.~ ocuaciPtH:~ nnletimc; mcr~ trc.~ vei.:cs fuctor de la 
pmpurRtn ¡ e, decir, 1¡111! •,i lo~ ¡irimw,•, Nnn da la fi1rn1íl (,i•-«)(.v ... ~) 
por cj1:111plo, lo., ~cgundn,, •,crfo tic tnU: (.\'-t1) 1 , (.i·-O)l,De¡ 
mismo mmlo uo plHlíkn contiu114r t:ftl;t) urn~idor¡¡do11~~ lrn,ta doJ1de 
ao 1¡uicr11, 

:1.06' fü muy impr1rt11ntis oh~orvu r¡ut fa ccuncion A:::::o
1 

que 
por In ~uAlitucicm do :1: en lu~nl' tfo 11 vi~nc & ,~r: 

111.i·
111

-
1
--1-(111-1)/ 1.i.,11

····~ •·•·(·m- l)Oi;11 .. -, _._r ... 
0 ~., •~o -r~ ...,. f 

Só deduce imucdi111;1111c1111..1 de líl 1:(.11;1dun ,, , ó tlc la propucsla 
,..,111 _1- l' 111-1 . Q m,,,,\I. •

1
. U .~ ...,... .t~ , i ,\ •• ,. =t . ,l' ,,,,♦ -,1 := O t 

multiplic1111tlu cnd,t tfr111i11u tic t11l.t (iltima p11r d exponente de ¡1 
pc11enci11 do .v ttUll illl hall~ t.o 61, r 1·clmj,111du llllíl 1rnh1Ad al mismo 
exponcntó: n-:cr, ;1 d11 l11 i:u.11 ht dtlni 11dvrr1ir 1¡11i: ~icmlo el término 
V c1¡11iv,1lcn11: ti T' x .1:", 1111 dchc prnd111;Ír 1m r:~til C!per,cion término 
11lg11110, pnr,.¡ur: 11111, de till•, t:11rmr,, 1fohtriJ ,,11r ttr'fl

1 
tij decir, clcx, 

¡wm:11to 1¡1111 en l.1 c.cuitd11n JH11¡111~~1.1 tii:m: J¡¡ .t. J)c la ccua~ion 
.A:=o i1t1 deduce In ,i¡uic11111 11::::,,), 1lel 111iNmo mullo quc.dt::o 
11c 1h:clncíl de TI: ,1 ¡ 1lt: 11 = a ~e tlnlu~ e (·:::::::o, J11 mi,mo 411c 4e 
Á ;:;;::o 110 dc::1!11j11 Ji,,.;:: i); y wii rillCt,i11,11111;'1\ti::. ,¡. 

* H11 la nuynr fmtii ,111 11111 !11,rii( .. t~mrr11~lf, ut 1lrm11e11r11, bien que 
11rl 1111 111111!

11 moy lnromplrw, ,1u~ t<I ,ll~h•ir nmmri tlt: fo1 ¡,rl111ero1 
111hrn1hrnr dt• !.,, 11c11atlo111:;1 f' ,, 1 ,,1·:;;::;~ 11 1.u,1tl1in, 1u, flmom ]guite, 
rfol pil111t1r mhrn1bro Jo la pro¡mtu.t tlr1v11J,1a lt 11ra ¡mtonela cruyo ex• 

DE ALGEBRA, 3 6 I 
·20 7 Co11 el objeto de aclarar mas esta doctrina por medio de un• 

ejemplo, propong:imonos averiguar si hay ó no raíces iguales e11 la 
ecuacion 

:r/ --13:v4-1-67.v3.:.-x7i::1,••+216.v-108 =o. 
En este caw la ecuacion A:=o vietie Ú set·: 

5.v4- 52:11 3 + 201.v"-342111+ zx6=o; _ · 
el divisor comun de los primeros mietnbros de 1u propuesta y ele 
esta {iltima es ,vl - 8:v• + 21.v- l 8, Siendo del t~rcer grado este 
divisor I debe co11tener 'Varios· factores j es pues necesario indagar ,si 
alguno de ellos es tambien divisor exacto del primer 111ie111bro de la: 
ecuacion B = o , la ctr~l es en este caso: 

20.vl - r56.v 2 +402.i·-34i=o; 
y hecha b invc,tigacinn, hallaremos que el binomio :v - 3 es .factor. 
comun de Jj y del divisor que antes hemos lmllado. Esto equivale á 
decir que 'tt.·.,:..; 3 es el máximo divisor comun de V, de A y ~le B ,· y 
de áqúi ·ihfürircti10s que el' primer míemuro V ele_ la e~uac1011 pr~
puestü tiene por factor á ( .i·-3 )l, ó que l_a ecuac.10:1 tiene tres ra1~ 
ces iguales /i 3. Di v idicndo despues el primer d~vtsor comun por 
x- 3 cuantas vcceu consecutivas se puedn I es decir, dos veces, re
sulta '-1'lór último cuocicMe :1:- z. Y como este binomio no sea fac-. 
für t:bíntr11:'111ttifi 't'¡t.Je·,·cltel !)l'irner mi~111bro, cleJa. ecµadioh .propuesta y 
del de Ju ccuacion A::::: o, debemos inferir qúe ( ,1,•-";. )' es otro 
füctor d,,.ü> ptime1· miembro· ele la propuesta, y de consiguiente esta 
ecuncion es equivalente IÍ (.v-3)3 (.v ....... 2)':=o. 

20 g Las mices de la ccuac:iun (ti) scl'ian las diforencias entre la 
rniz '/1 y i::adn ümv de fas otras I si cu ella pusiGra1110s ben lug.ir de ,,,. 
las clifel't:dcfas etitl'e 111' raíz e y1caicl,n iuna de lns Ot1'aS ,,•siea elln pw~ 
iii6rnlnos e eí1 ·lugar de 11; y COlM sl·n e11'ÍbDl·go de 6C1' tan diforéntcis 
estas sustituciones, corn;ervan •estas ecuaciones la misma forma y 
lo~ mismos coeficientes, y se refieren todas á l:1 misma cct1acion pro
puesta I se puede generalizar la misma ecuacion (d) de modo q1~0 

sus rnice's se~h lds <lite.rbndiná de todas lns l'aices de In propu~eta co1n• 
(¡1 , ,1, 1, ', ' 

)O·t;cntc Í:Jene u;1n unidad 111c11os 11,uc en la mist~a propuesta, .l?.~tq se ¡n:e.¡ 
:1~ inferir fii,:i!mente de lo a11terior111cnte expuesto¡ pel'O hemos Cl'CH!o 
roas conveniente dejar esta pl'oposlcion p:ira el CJomplcmeMo, donde se 
halla <1c111(1stn1da <le un m<iclo que nos pJrece sencillo y 1rnevo, 

'l'OMO U, ZZ 
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binadas do cloa en duN, 11.1m t:hto '1,P,t.n,i dílllinar la" tic la . ecua. 
ClOll (,/) >" ele c~lotra: 

'/1/ ¡1 111·--·l f)I m-2 7· r o -1•0 11 + ..:,1 .... -+- ,1 -1~ tf::::: o 
1 

<¡ne debe verifieam: p:mt 1¡uc la tuntid,ul rep1,;•,t•11t;u!,11101,,, º" , 
•· .e,. ra1z 

do la ccm1dn11 prnpu, •,la; pm•¡ue 1111 dcpl:'11t1i(:11do el rcfiulta•lo 
, ' lll,19 

(jlltl de los cndkicnlcH, y 1111 ,¡ucdando rn 1.:l vcHtigio nlguno de¡ 
• 1 ! t ' · · · • 1 • n rn11. rcpresent:11 a pnr ,, , 1 1· 1c1".1 1.onvc111r ., 1111 .,., 1r11:llmentc, 

Ji:! cxponcr1tc dd f,rad11 de In cc1i.1r: i1111 lim1I h.1111:í de uer 111 (m~t) 
l ' 1 1 ·' l ·¡ · · 1 ¡1on111e e numero 1. e ;1r, rn1~c:, 1 e r•,1.1 u 11111,1 ccua1.um 

11•- "· ,,--,·, il -~,.d (li'.C, 

ÍJ-tt, /1-,.t, /•~-./ 1~C. 

i:-a, ,-b, , ,¡ ,S.~. 
ser111gunl ni 11(1mero de lnu pcrmut.rdmm 1¡uc •,e puctltn forlllar toman, 
do de do~ en d"b laN m lcrr.1•, ,, , b, ,. ilí.,:, llltndiemlo ,Í Mli diforen• 
tea aituacione,q, Adt)1111rn, iupucNt• • i¡11c l~i i.:tntid,1dn n--b y b-

11
, 

a-,·)' c-11, b-r y c-,~b ,\/,¡e, ~11111 ,,\: 1lil~:n:111,iu11 en el signo 
. l' l · 1 1 

prcHcltH 10111 11 de tHHc ~crfo 11;l!i;I c~ de dn11 en dtJ11 lu nikc11 do¡~ mis, 
mn ecuoCÍ(la liiu1t I p11r 11w1rnl 1¡11c i;u;111d11 lrny.rn11* 11\acubiorto, por 
ejempln, t¡uc .:v= it, pinlrcmut tern:r cn1c,.1 ,fo ,¡uc 11ttní L1n1bien 
_,,::::: ..... a, De nqui iltl iulforo ,¡uc rm dchtt f·,t,1 turn,itin cc,nuner mua 
pr:tcnrin•. de, In incií¡'.11iL1 1¡11r 1.h tfo n¡11111e1111:1 Jlilf 1 ¡mn¡uo ;u prime! 
1111c111'1ro dche 1,cr el prodtttto de. dtrl!J 11111111:ro 11t: lí11aorca delio• 
g111.1do nrndo, t,tlci, ~Ultl!l :1i'-,,tA e,,,M-,,) (,'1-1.,t.,tt)C§, 184), 
A:,1 t¡uu toda l;1 ecuacmn vimtln\ ií 1011111· utn li11111;i: 

'lllft _, ·t 111°-íl HI-.¡ 1 
,,,, -,•• ¡'P + •J)! "" ..;,. I ,, · Hlllll:H)I 

fo cnal, liiidi:ndn ,?'
1 :::::::.e, M: ci,rrvi:11 i1& nn tMr11r111 l 1 ..¡..;1i11"'1,+, ,; ., r , 

,¡z .... + t;·, -~· 11' o; y ci¡11iv;dir11dn L, i11d,gni111 t Al cuadrado 
do la ,?', l,111 r111u:•, de J¡¡ úlrinrn rtu11,im1 11i:r/in lrill <arndrndos do las 
difcrcndíln do l.111 n1i1,;t1N tl11 ¡1rn¡i111a111. 

Cunvic,111, (lhm·vnr 1¡1111 \Ítmlu prrd~llt11r1111;; nrnlM IJt difücnclaa 
de !y~ rQicun rw1lc11 tJc la prn¡i111:~111, i.ua11 1 o~i1ivci~ fon cuadrado1 tic 
:i,¡ucl 111 11 dithwid;1ij, y 1¡111.· ¡1nr uim,iuuirntn lv1 t•1dnrc1 de 1:sct~n 
t<•dn.~ JHn,itivo~ ~ít111p11:: qne tnd,1~ fo,, rni,c11 1k l11 ctuadon propuei, 
j¡¡ '•C:tfl rr,1l i:111 Ofll u:1111 pn~itii•.1~ 1 !•t¡¡ m:r1tÍ1tíl\, 

8cu, por ejemplo, lu i:t,uadn11 

.;w:1._Jt'~+-"''"m"' ' ll~.,,,,... 

D:E AI.GEDRA, 
y haciendo en ella /t' =a+ y, se 'trasformará en estotra: 

a3 +3aºy+ gay'+ y3} 
-7a-7y =o; 

. +7 
y suponiendo que a represellte una de las raices de la ecuacion pro
puesta, ser:í a1 - 7 ti -1- 7 = o, Suprimiendo pues este trinomio en 
la trasformada; dividiendo por y los términos restantes, y orde-
11andolos con respecto á las potencias de a, tendremo~ 3a• + ga~ + 
y' -7 = 6; Eliminando la a de estn {1ltima ecuacion }' de la anterior 
11 3 - 711 + 7 = o procedente de la suposicion de que a es una de 

• 1 , 1 . fl 1 6 ++ las ratees de la propuesta, resu tam a ecuac1on lila :Y - 42y 
441y" -49 =o, cuyas seis mices son las diferencias de las raices 
de la propuesta, Haciendo z =:,,•, la última ecuacion se trasforma
rá ell estotra: 

z3-4u·/+44xz.-49:=:o; 
cuyas raices serfo los cuarlrados de aquellas diferencias. 

209 La sustitucion de a+J' e11 vez de :v ell cuak¡uiera ccuacioil 
propuesta: 

, :vm+l':1,·111-r +Q:vm-2 .... +U::::o(§. 204), 

sirve tambicn algunna y.ecea.,p.ari¡ 11acer que desaparezca ui10.de los 
turminos de esta ecuacion, En tal ',aso se ordennn los términos de la 
trt1Jjor11111da con respecto á las potencias de lay; y se considera la. 
cantidad d como una segunda incóg11ita, cuyo valor se determina 
igualando :í cero el coeflcicntc del termino que nos propongamos ha. 
cer desaparecer, 1)01· manera \Jlle siendo la ccuacion general tras
formad.,, 

si queremos que desaparezca el segundo termino de esta, JiareJnos. 

'L I l . " J> tltti ..¡.. J' = o ; y dcd11c11::11c ose e e esta supos1c1on que a=- - , sus-
,n 

tituiremos este valor en la t1·11s/01·mml,,, y asi 110 quedadn en ella' 
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mas términos que los que llevan las potencias ym, ym-2 , ym-3 &e, 
De esto se sigue que pal't1 f1•11sfonnai· cualquiera ecuacion en 

otra qm carezca: de .segundo téi-mino, se debe sustituir en lugnl' ¿
1 

la p1'imitiva iucógnit,1 un binomio compuesto de otra nueva illcógni
ta y de 1m quebi-11do cttJ'o mmurador sea el coeficiente del segundq, 

término, y cuyo denomin11do1• Jetl el r:i:ponente del prime,·o, a11tepo· 
niendo á cite q11eb1·ado el 1ig110 confr(;ll'Ío ,1l qtie tmg11 el mi1m~ 

11
• 

i11ndo téi-mino de lti ecwicion propuesta, 

"' Propong:ímonos 1 por ejemplo, trasformar 1a ecuacion .vr.¡.. 

6.-i;~ - g.v ,+, 4 = o en otra que carezca de segundo término; y con, 

forme á la regla prescrita haremos ,'t' =J' -f}= Y - 2. Sustituyen
do este binomio en lügar de la .v, y desenvolviendo las potencias 

1 tendremos la siguiente ecuacion trasformada: 

yl - 6)1"¡""1- 12)' - 8") 

-s.Y + 6 =o, 
+6y'-24y+24J 

. +4 
la cual se t·educe i y 3 - t5y+ 26= o; 

donde li'o, áparece ya el segundo término, es decir, el que debería 
coutener el cuadrado de la llllcva ind,gnita J1, 

Si /a trasformada lrnbiese de 'carecer de tercer t6rminó, esto es, 
del que contiene /a potencia/11-:i, igualtuinmos ú cero el conjunto 

de las cantidades que multiplica11 esta potencia; y para deter111inar 
el valor de a tendriamos que resolver esta ecuncion de segundo 

m(m-1) 
2 

• 

grado: · a -+(m-1)l'a-+Q=o. 
I • 2 

Del mismo modo, pat'a conseguir que la' trasformada careciese 
del cuarto termino, tendríamos que resolver una ecuacion de tir. 
cer grado; y asi sucesivamente, hasta I el último término, que no 
podrá desvanecerse sin determinar el valor de la a por medio de la 
ccuácion 

a111 +Pam-x_t-Qam-i ... +U=o 
1 

absolutamente semejante ~ la propuesta. 

La rnzon de esta semejanza se descubre con fücilidad, Igualará, 
cero el í1ltimo término de la ecuacion trasformada, es suponer que 
uno de los valores de la inc6gnita y es igual :í cero ¡ porque en toda, 
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ecuacion que carece de termino enteramente conocido es cero uno 
de los valores de la incógnita. Y como haciendo J' == o en la ecua
cion .v = y -1- a resulta ,v ::::-a, es claro que para hacer desaparecer 
el último término de la trasformada es necesario que la cantidad 
11 sea uno de los valores de ,-i;, 6 lo que ·es lo mismo, una de las 
raices de la primitiva ecuacion propuesta, 

Las varias trasformaciones que hasta a qui· hemos efectuado con 

Jas ecuaciones nos pueden haber dado idea de otras muchas Pºr 
medio de las cuales podemos conseguir que las raice.s de la· trasfor
mada tengan con las de la propuesta la relacion que queramos. 

210 Algunas veces e~ nec~sario descomponer el prim,:, miem
bro de una ecuacion en factores de un grado superior al primero; 
y no siéndohos posible explicar aqui con alguna exten:ion los di
ferentes medios_ que se pueden emplear para conseguir esta des
composicion; pondremos solo un ejemplo, para dar siquiera á co
noce~ en qué cc:irtsiste la dificultad de esta investigacion. 

Propongámonos hallar los factores de tercer grado del primer 
mie¡nbro de la ecuacion 

:¡;5 - 24.1:l -1- 1.2:i;' - IIX+7=0; 

representeñi'oS' uno de esto's factores por : , . 
x 3 -1-px" +q.v +r, 

fi ientes p a r son indeterminados, y deben ser tales que cuyos coe e , • , . . • 
el primer miembro de la ecuacion pr9puesta sea exactamente d1vt~ 

sible por el factor 
:v 1 -1-px 2 +.q.v+r, 

con independencia ab'soluta de los valores que, p~M3 tener, la :i·. 

Ahora bien ' efectuando la division ; résulta por 1,e~1duo 
-(pl - 2pq- 24p + r- 12 )x-

-'(p'q-pr-q' -24q+ rr )x 
-(p'r-q1·-24r-7); 

• que no puede desvanecerse.por ií misma y con. indepet1-expres10n . 
• d 1 ¡ r de :i: sin que fas, cantidades representadas por las dencia e va o . , ' , ' . . 

· · tales que se reduzcan a cero los tres polnaamws en letras p , q, r sean • . . . . 
h 11 ·b1'nadas en el residuo de la dm,1on, Exige pues la que se a an com . 

. . puesta que se verifiquen estas tres ecuac1on<:s: cuestton pro . 
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fil-~ 2p1¡-14p,1,, 1•- 1 l ~.: IJ 

fl".J-f'I'~,/- '•ft-4- 11 U 

.f/ r·-··,¡r-1.v-- '7 1,1, 
.fü.ta•; trell tlurndonc•, •,e 1lcl1rn p11eu 111ic1r 1.:111110 lah cxprcsio 

1 1 , 1 1 ¡· . . 1 nes n ~e H,1lcu1i ~ e a~ co111 iu11nr·, nctc.,;trw, ¡,,ua , ckrmiuar los vnlor 
l ' • . , J 1 . 1 es de as m<.:ogn1t.w p, ,¡ y r ,· r a ,1 n:·,o 11111111 1 11 en tus ccuncione 

'. 1 1 l l . 110 
reduce tnda l.1 dd1~11 liH , ~i ,1 n1cNt11rn ¡,1op11t1,t,1, 

JI ,., ' , 1 n . . I . ú /!1111 f,11',I l'U01!'(1' //!f' 11,1'1/,l'IW,I; 1(111 ,11 fl 11,lflóllU tlt11t/é1•Íc/t1, 

:a 11 Luego que nm1 h,1y;11110, i;tr(im,1du !le t¡11e 1tin~
1
u110 de ¡01 

divhwm del último tfan1i110 dt: un.1 c,;u,1d,,n th ,._, !ur dé J¡¡ inc6gni, 
tn, po<lemo11 tener ~egurillad dó t¡m: li .:cu,11.i1H1 11u ti1:ne uiz alguna 
u>mcntturnlilc; y }'11 cntr11Kei1 ll!H, irn 1;,un~n 11:t:11nir ¡j loa 111é1odoa 
<le aprt1xim111:ion, j¡.,, cunk~ t''>l.l!l tmlo, tillldJtl111¡¡ en cute principio: 

,i1,·111p1·e ,¡11r h,11/mm d,u í',tr1li.l,1.Ju i¡1u 1111tit11id,11 111 ,tzli 
/i, imás11it11 W ,I /ll'i'rmr min11brn di IUM tttM, iim pr11d11t.t1111 dot 
1•1·rnllr1do1 con J~/t/11 torif1•itt'i11, p11,lm111J trmr ,o·tn:.,1 ,lt 1'" ¡11 ffU/I• 

cion timt mu, r,tir. ro1l, ,límr1·111dí.l,, mtrt /,u do, umtldr14111111 
/111)•1111101 nutitui,/q, 

Si, pnr rj1:111plo, rn d ¡orimn 111ir111!1r,, 1k 1~ ecuntkm ;1;1.,. 

i:,i:r' .. ¡..,7.i·-· 1 ~·;;;:;,J •,U!1lit11i1110~ UH,:1,ivJ1111·1111.1 i )' in cu lugilr<lefa 
,,: , en ve:,,: de 1·edu,irno ií I tro 1am1n 1~ 11ui;1tiu11 w¡uinrn, multar( 
-91 dt.l In 111imrn1~U\tÍlutit:1111 )' wt• 1vi~v dt'. h 11ruumla; y detqrti 
debemos ermcluir t¡ut1 la ccm11:iu11 1m1p11«rn111 ticné un, nli real com, 
¡m~ndida entre 1 y rn, e~ cletir, lllll)'ill' qui~ l )'' ltHltHH' 1¡110 20, 

<.'1111111 tc11d1·,·11111~ lir~11r11t,1111:'11l1' 11c1rijidlltl de c~pro1ar e1ta1 
d111 rd.11 i1,ne,¡ d~ de,it11t1dd.11l, liarrm1,~ de ;i,1ui cr1 11dch11tc u,.o do 
hrn hignn > y < de 1¡11c @e !li!'vcn lih ;:il!(diti~!a¾ pa1;1 i11JknrlM,co• 
Jocundo la c:1111Ídi1tl may1,r ni l11ilo dr li! 11l.ti;;r1t1rn t.1111 ~igno;y a,t 
<:Hcrihimnnn1 

" ' !' ~· >, , p:1r11 HH 11.'íll' fjl!!' ,\" t'~ lll/lror lJlltl l: 

.'t" < .'1.0, Jldnt !:'1)ifC~llf 1¡111:r ,'l llli 111rn11r 1¡1111 10, 

Para dí:mo~tur l11 pr0 ¡1rn,id(1t1 p1c111d~1o1¡¡ ¡indre111os l1mr el. 
Ri¡tuienlll r:i i11mnt1hrnto I n11111cntln r111t ll!Hl pule In~ tét11:1ln0íl po• 
11itiv1J11 Je: l,1 et:u:1cion prnpu11,111 • y por 11tr 11 hit 1émiino11 negativos, 
ti l'l'imcl' micruliro v~ndr.i 4 ~im 
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x3 +7.v-( 13.v2 + 1 ). 

Ahora bien, cuando hemos sustituido 2 en lugar de .v ¡ el resultado 
Iia sido negativo, porque en esta hipótesis x3 + 7x < 13:v" + 1; y 
salió positivo cuando se hizo .v:= 20, porque entonces .v3+7.v> 
13.v'+1, Vemos,. pues, no solo que las dos cantidades represen· 
tudas por: .v3 +· 7.v y 13.vz + e deben aumentar cada una por su 
parte cuando se sustituyan en vez de 111 números mayores, sino tam
bien que la primera aumenta con mas rapidez_que la segunda, pues
to que de menor que era, ha venido á ser mayor que esta. los va-

· lores que se sustituyan en vez de la .v pueden tomarse tan pr6xi
mos como se quiera unos á otros; y de consiguiente se puede ha

cer por este medio que las dos canticlatles propuestas aumenten por 
grados tan pequeiíos como se juzgue conveniente. Si, pues, los gra• 
dos de aumento de ,la primera can,tidad son mayores que los deJa 
segunda, de· ;(nodo que no solo compensan el exceso que esta lleva
~ª :í a,1uella; aino tambieµ ha,cen que por el contrario la ~egunda ven. 
ga á ser menor I que la primera;. es claro que debe existir un tno: 
mento, por dec\rlo asi, en el cual .se igualen ambas cantidades, ,,No 
,, de otra manera, dice L11g1·a11gc, que dos móviles que habiendo 
,. partido de dos puntQs distintos á un mismp tiempo, corren por 

11 tltt mis1110 cntwh1Qi ~n:, (IQ., mls1PQLse1itkl,q,JG9~,Gl,q~,igu~les velocida,• 
,, des 

I 
y lleg.111 6 un mismo tiempo á otros dos puntos distintos; p~

" ro de modo qu~ el móvil que a.l pdnci pi_o iba de tras, se haya pues· 
,, to· delante del. otro;' deben necesariaq1ente haberse reunido en al-

d 1 ' " 
11 gun punto e camrno. . . 
. Es pu~s · Jndud.C!ble qu~, s¡, do~ ca¡itidadcs smtituid¡¡s en lugur1 <!? 
la x ptodllC;eu;xesult;1<;\9s co11 si&l\ºS1.cpntrnrios, debf~ ,1'9r, 1¡,re9isic;,n 
~¡¡,i~tir ,a¡gtUl!l,otra 9tl}Lid:1d;; d,e. 9pya s11st.it.ucio1~ result~ • 

. , : 1 , . ,11 3:+ JX,;::: l 311/ + I 1 

6 lo que es equiv~lente, 
: . x.3 +7.v-(13:v•+,)=o, 

:t:'- 13,'II~ + 7,,:t'·* .l:::::;;:Ot \ , l: : 

La cantidad 1 ,•QG:11 <;ual .ft1fre., .. cura JI\IStituc.ipnprocluzca este re-
sultndo es precisamente la Miz de la ecuacion propuesta. , ¡. , . 

Lo que acaba!noa de obse1·var en la ec.uacion particulnr :v1 - l 3.vi 
+ 7.v:: 1.=::o se ,puede aplicnl', á cualquiera ?trnl, y ¡ma (llle 



'.j 6 8 •rn AT l\I)(l m: .. r::~.rnNTA r. 
b~a lllil!i ¡irrcrptihle lo 1¡m: i,ohrc 1:•,lti p:111 ind,,r nos pmpnncmos <le. 

cir, re¡in:!,ct1tnrc1ll'm ¡11 ,r l1 In hUll1:t ,k lt 1.! 11 1 In~ t,.:nuim:i, pc,hitivos 
dd primer niicmhr<> de la '.:rn:1.1.:i;11; p••r ,V ~:, di~ l11N nc¡¡nti1091 por 
11 el valnl' de.,:, cuy,\ Sllhflll11;t<Hl h,1 ¡,1,•du .. 11!0 1111 re .. uhado uegali, 
vn; y rior b el 1¡ue ha pt't11lt1.ido ,m n•,,11i1:11!11 IH'lNitivo, .(;01110 no 
pimfon vei·ilicarni: 1:Ht.rn tlo1 tircu1i,,t,llh i:h ,,iu ,¡nti <111 l.i primern Bus, 
titm:i1111 ~ea ¡, < N' }' w Ji, M:'¡:1m,!a 1' > S • iutl:rircmo~ i¡uc pues la. 
c:1111 id.,d •¡11c era mc1ior li.1 vrnidu :i rit:r m ,y,,r ,¡11c l.1 otra, debe 
cxii,tir 11 11 val1,r d1: .1: m:iym 1¡m: 11 Y 1111·11,·r 1¡111! b, de tuyu ~llllitu• 

ciou rci,ultnd p ,V, 1'1 111 ,¡,,r 1:~ J., mi,,111,,, /1-. ,V ;.;:!':.o, 

fü1 vi•,hl de cilil ru,m11111il:11tu ¡11 i.l1.i p~1t·1·i,r Ué,r-,d1·io t)t1elos 

vnlom sustituidos 011 h1~,llf de lit :t ~c.111 1m1hn,, pn~itivot 6 anihos 
n~gativo:.; pm,¡u1! ,:u:miln 1i1·1H·n 1iifnm 1li1;:rc•111t•1,, el valor negativo 
hace ,¡uc v:11 i\:n di: ttigno !,,~ lt'·, mi1w•, de J.;1 trn.i. i1111 c¡uc tengan po, 
tendai; de cx¡mm:nte im¡;.1r 1 )' p11 r ,.1,11,ir,ulMllll l.111 (:nr11id11tlen~pt~• 
nc11tad1rn ¡,111• /' )' lV no c•r.t,rn cf;mp1H'\t;1" tlr- un mi~mo modden 
nnih,1s smtit111::iontR. l'!!w dn,;qiim:,c1·íl 1:u,11!¡11irr dt1tlíl 1¡1111 tobre esto 
pueda ü~urrir con u,1!11 lm1:N .,. u: 1111«!~1 ,ló nk mntlu 13 ecuaeton 
propuc~tíl ne reduce IÍ !ill ,füimn h':rmiu11 , r cíílll lrn de tener fotHo, 
snmcnlc 1111 ~i.i11n t:nn1r,11·io 111 ilrl n:~111t111l11 di1 i1l1111m1 de lh douua, 
lit,,, i,,lll·•: ,¡11~ 111111:ri,,1rnrn1c ·,11¡•••11~111,1i la:dwi. Sc.1, por ejemplo, 
la ci.:11;1t.iun ., 

lt· 4 - ·1.1.: 1 ~~~i·" .. ~ 151:'+l)'t,,,.,,'f,;S:¡»¡Y:01 

Y ltadtlltl11 (l/1 e\1.1 :1· "- l )' ,1' l, l/ít ('IHWÍn!~ ~il rrlmcr ml~ln• 
hm reHptc:liv11me111c rn ~~ 11 y -45. 1i1 :l pr1~r dt• IQ!lenlgno, 
ú11111·11ri11!l t",ln~ n· .111!.i.ln'I, ~r d11,l:h1! 11~ 1¡11i1 1h1he t:nli,,tir 1inA:raiz 
d,• l.1 ee11:1, i,111 l'fl(1C 1 )' ~f~ f, ttnp••1•r•1flllill ,,1:t:;;'(1,,, lado d 
¡,r·imt11· 111i<'111!1r,1 •,r rrd11, ir.i il :1, lw·¡(" h11 1'k•~ 11u~th1.H!lóhauNi::í·o¡ 
.1.· - 1 d 111 d, •~ n:•,11lti11ln~ , nu ,.i/'.ll''' c:1·int·f'Jri11u, )' tlo ,omilgui1n, 
te 1,,i,,1ir.í mire /(fil y-" l IIWI r,,:;¡: ,!t1 l.1 i::uijdfltl ¡:irnruen11"Firil 
m11y1Jr ,:011fir1rn1, ÍHn il1i ew, ~11,,titit)',11n,,if ,i íll\ lug~r de i~¡ y &O 

tr ,1•,(r,rn1:lr,1 l:i t'I.IFlti• •11 r11 t'~!ntu 1 

J',¡. ,sf•• :f,1' 1 - i, l "4- J O¡ 

r ~1-" itt '''*' i S;~ 1 +~. 
HAclcmfo J' ·1, 1uir.i 11 N ¡ cu11n1fq ,,, t scrfl F>N. 

DE ALGEBllA, 3 6 9 
Se puede, pues, c11 este caso discurrir de\ mismo n10do q:1e en 

el anterior, y concluir que la ccua,;ion trasformad,\ tiene tilla raiz 
real comprendida entre o. y + 1 ; de donde se sigue que la :ecua'!, 
cio11 propue~ta debe tambicn tener unu ra.iz .real compr~ndid:1, en .. 
t-re O y- 1 ; y por. consiguiente entre los_, valores+ 2 y - 1 , que 
primitlvumcnhi se. sustituyeron, y que p1'oclujeron;. los rc'¡ulta<lo~r 

+12 y-45. 
No pudiendo ocurrir. tnns casos que los que acabamos de exa

minar, podemos ya mirar co1110 suficknten1ente probada la propo-
sicion que in~ent:í.bamos demostrar. · , . . . . . 

212 A1ites cié pasar adelante obscrvare111os que., sean C11ales' 
fueren el grado y los coeíidentcs de una ecuacion I se pued~n sicm-,_ 
pre asignar números quo puestos en lugar de la inc6gt1ita ha~an que 
el primer término valga mas que la suma de todos los demas. Bien 
facil es con vencerse ele la verdad de esta nser&on, en habiendo e b. 
servado· fa rnpidez con que crecen las difore¡1tes ,P.otenc:iqs qe cual
quier número tnnyor que la unidad (§. 06), Entre. estas poten-, 
das fa mns elevada excede tanto mas á las que le son inferiores 
cuanto mas considerable es el númern ·de que se trata; de manera 
que este puede ser tal, que el. excpsC? de una_ de. sus potencias sobre 
d'~cln u1111 de lni otras inferiore,)I lleg9e,J 1~~r .. n,1ayo,r que,. cualquier, ' 
cantidad dada por grande qi1e, sea, V camas.• pues, cómo pod,1mos 
cfeterminar algunos de los números que tenga11 la condicion enu11~ 
ciada. · 

l!:s clnro q11e el caso 111enos favorable seritt aquel c11 que todos 
los coeficientes de la écmtcio11 fuesc11 iguules al mayor de ello~ ; e~ 
decir ,.si en lugar de hi ecuncion 

x1i -4- JJ.11n-x + Q:t:n.-2- ........ , .... i ..... +T.,:+ U= o• 

tu vi e semos 
:1/' + S.v11-t -1~ S,v11-i "" "'"""'" + S11,• + S== o• 

6 lo que pata el,cas_o es lo mismo, . , 
:t:11 ,--4 Sx1,-r. -lsx"-'J. .,. ..... , .. , ... ,,-S:r--iS::::o, 

1·eprese1,t¡u1do por Sel mayor de todos los cocfi\.icntes P, Q .... T, U. 
l)uesto el primer 111icmb!'o de esta última ecuacion baj~ la fot·tna 

,,.,.11 _ s ( {1)11.-1 +.'1111-i "''''"""""""'"" ...¡.. r, 
deberemos tener presente que:: 

'l'OMO II, AAÁ 



TRATADO !tlMRNTAL 
:1:''·- 1 

.vn-r +.,;n-s ............... + t ::::::: "(§, 15n); 
.t·-• I 

Y ~mlÍllll'éJHlo carn cxpre~ion frat "innaria t:11 l11¡~:1r df'! pnlinoinio , • ~ 
1 

, en. 
,crrad,i (h:ntro del p:in:ntc~i,, ~t· con1•1:rt11. e ¡mmcr ruiernbro de 

J(.i'' - 1) , ti .fa" S 
la ecuudon en :v'1 

- , n en •" - •-·+·-, 
:r-1 .i·-, .,·-1 r 

si poncmn:; 1lf rn J11l'.,ir d~ .r , n",11I 111.í: 
J,\J lt S 

fl," - .. + ···"";•· ., ' 
.M-1 Jif-1. • 

. . · ¡ u SMn cnntidnd que ,crá i11Jud,1bh;1m:11tc ¡loi,111va 1.1 1.11 .. cmo~ ,,:,11 :;;:-,,__, 
.M-1 

Si dividimos 11hor1\ \ou ck>h micrnlmiu 1k ctt1;1 cc1m:ion por Mn, re, 
oult;ir! 1 

s ' '( \' •=, ,,,h ¡ tJ Jf ;::, + r, 
M-1 

S11htilt1)•c1nln, ¡rne11 1 1:11 fo¡;,M tk .v 1·! 111,1ynr ik l11a coeficientes 
de In c:luach,11 1m111c:nt,Hln de: 1111a 1111id.11I, 11mkm11•, t~11er fntciase, 
guddad de 1¡uc d primer 1i·1·miiw ~1:d rm1y11r ,¡m: ht u1m11 de iodos 
los d,mm. 

rn 111Ímt!rll /1{ pmld ~rr ll1<'1Htt t¡Ul' d ,pu: nti1l111J1H'l!i de n1\gnnr, 
&ic:111pt,• •¡11,· l,;il,i.-11,I,. ,·11 l., i:u1;1, i,,n \·.11í,,w 1i:1min .. w prn,itivos y 

01rc1~ 1•;11•i,1i, 111T,1th·o,, 1111 l~,1·11· 111w,11n i1111·11111 11,h.rr qu~ d primer 
t(:rminn bc:a marw 1¡11t l., ,1111111 1h: todn,, )1,, tl,,111¡1•, 1 ~inu 10!0 que 
la ~uma do ltlk t1lr111i11"~ l'uwi1in,•, ,,ra 111,1), ,, •JIH' lJ ik l••ij ntgn1i1101¡ 

f!utt,1 pura t'~ln h~NltHA hílu:t ,¡11¡,> d ¡niti,t:r li i míw1 ~1:11. mn¡•or que la 
w111.1 d~ ¡.,,, r,\r111i11 .. •, 11,·:'.'t¡,.,..,: ,. ,"1•, •¡' t·•fhrf1t1rJ !OmijndoM 
i¿;11,d al lllilY, •l' 1111•li, Í1'!l[1' "''!'.:ti i \" ,IIH!lc:11!,1,fo 1l11 111m unidad, 

S11¡i1H••¡{t1 ,¡111: 1:11 l.1 l'ilf.l\, i .. 11 

:1/1 -/l,t·11 "'' 1 (J1'1 ··•J .......... 1\-,-ll;::::::n, 
¡¡j lrncm10~ ,'I,' = Cl I M\ rr1hh (' ,¡ • u rl ¡•1; lllrl m;w1briq r si hace, 
lll1•~ .1·::::: i'mf,,, 1. 11él1e W!' ¡,,ni1iv,, d 1,·•.111• ,,In ,h: h, tu•,IÍlm,inn, de• 
1 ' I' ' ' ' ' 1 ' ' 1cr1:11vin 111 rt1r 1¡111: 1,rn¡:1m 1,11Hn r,, m.n·, ,, 1p1r ,, + r pm rA ter rnz 

dt• l.,,. lliHintt ¡m,pm:•,I¡¡, }' 1¡1w 1k fn¡fA~ fWí rnke1po
•ith;o lm1 1hi eiilur p,tt~;u1m1::flll' 1.n1111•u·m!i1IH culrl'I o 1 J'..¡.1,* 

• A flrll\ 1tJl11rr,, f11trt• l•1ij rnAll-"i r11M1 ,.Hfllflftri.lltfot lu uke1 de 
1111.1 efuitdon, tw le; ¡udll 11,tlllM limita 1h1 i,11.n ¡ d11 qu~ ¡1or uro <ltb1 

DE ALGEDRA, 37I 
Por el mismo medio se puede t:unbicn descubrir unJímite de 

Jas raiccs negativas, y para esto sustituiremos-y en lugar de :v en 
la ecuacion propuesta¡ y cambiaremos todos los signos de );¡ tras
formada pnra hacer positivo el primér té1·mino si resuliase 11eg;1tivo 
(.§. 178 ). Por es\tt trasformacion se consígue que. los v¡¡Jorrs po
sitivos de y correspondan á los valores negativos <le .. i·, y red pro
camcntc; y de consiguiento si fuere R el mayor coefi .. i1:111e negati
vo cfo la ecuacion trasformada, será J{ + 1. l\ll límite de los 1•alotes 
positivos de y, y por cousiguiente,-:R-,i sei:á el delos valores 
negativos de :1;; 

l?or último I si quisiere mos hallar up límite tnns pr6ximo que . 

cn·o á la menor ele las raices, sustituiremos -
1
- en lugar de :v en la· 

y . 
ecuacion propuesta, y prepararemos l!l trasform~da con arreglo á, 
lo prescrito (§. 178), Siendo los valores dey inversos delos d\l .v,, 
corresponderá. el inayor de los primeros al: menor, de los segun~ 
dos, y recíprocamente. Luego si SI+ I indicase el lí1riit'e superior de , 
los valores de y, 6 si tuviéscnios J' <S1 + r, y de consiguiente 

+<JI -f-, J 1 .dcducire~110s dll aq1¡1i que ~ ;< ( S' +, l ) o// ·Y. úldmaM I 

:r ' 
mente que S' <x,. 
. -t-I 

Et1 efecto, se ve facilmente que sin alterar la reláciot1 de des-· 
igualdall de dos cantidades separadas por los signos < ó >, se las 
puede multiplicar 6 dividir por una misma ca11tidad, 6 se les pue-

, / . 
de Stllnllr ó restar la'rnisma 1úiitidád i porn1nt\ern que dn 1iis tixpre-. 
siones en que hacemos uso & lmr sigi1bs' <Y> I -~J 1,;edfican en CStti:'' 
parte las mismas propiedades que si eii cillas estuviese el signo de 
igualdnd, 

entenderse otra· cosa slt1o quo · nlng·una raiz puede llegar ÍI sc1· igual !i ,'. 
11lngm10 de ac¡uellos valores. fl11:e:l:!tratad~•dr/a res~lt1cio11 4, fr¡,r m1rr,., 
cio11es 1111mrfriM,r de iag1·a11ge se ¡,uedeo ver fórmulas parn hallar Hmltes, 
míls priíximos de las raíces que los qt10 nosotros helllos indkado, Sin cm• 
lrnrgo, lo que hemos dicho basta ¡m·a hacer ver que l.1s propodciones.fun~ 
damcntalcs de la· resolncioú de !ns ecuaciones son independientes de la 
i~ea del i1!/i11ito, , 1 
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i 13 De lo did1u ttc 1<i,.111r 1111C" ft',{.¡ rr11,1dn11 dt fl~ 1,¡0 ¡' ' ' . ,. . . , , • mp,1r llt• 

m 1ircc11.11nmtt m1,11·,1111:. rt.il um •~:11!) , 1111tr111·m ,1/ ,le 111 ,11 • , 
, , , . , , ' 1/ /IIJQ té,•, 

1rllfl(}; pnn¡ue ~, so tnmn 11n 1 11n,cr, • Al tJI 1¡11c rl • 11,11 ,1 d. ¡3 , 
A,u1 1, A/ 11""'' .• 4 ,, , , Af•:-·1 .

1 
',

1 
_ ' ' ca1111dud 

;,1,, "1"' Jll ',( "'"",", '4-- Jt :·{: lf 
no dependa man que d,~l ,.li: ,,11 p, i,11!:'r IL~rmino 111" 1 tn , icn ·I , 

., • , , . . -11 · . , • - , ( n un par 
el exponen tu n »tir:i ¡111M1l11.1 ,1•¡•11 .1 1,rnttd,1d ijt el u¡'1111 ,1 1 M 

• . • : • ~ , . i.:, i es po-
s 1 ti v ü I y nqpt1V,I ,,¡ lu (11~•.c 1•1 ll1Pl•\"l'll '•lll'IH",lo; J'flfljllt~ en ttiendo 
' 1 ' Aj,; 1 1 . ' impar e ,~x,,oncnte 11, t,1,ra " 1 ~ uw.nw '"!'"º 1iue M. Sent d 

' 1 . ' ' J. ' ., . 1 ' o o cbto, ~• e 11a111w tcrn11n11 r' l·r11r e ,11,:111i +, r ,,,, hu,e v- M. 
tnldd un rrn!IL1ilo u111 ,,il\1111 u111t1J;Íll .il 1¡11~ tl,1 el 1,1;11; 0: d; 
lf::::01 por lo 1mnl !ltll v,: ljUC 1.i pr1111rni111¡1 ti,·ne 1111,1 rai1. entre 

0 
M \ ' t' ,,• l '1' ' ' ' y 

,._ 1 t:5 ( ec1r, t11.:g11 IVII, ,JI "1 ti 1111\tl tcnmm, l,¡ fuvic1e cJ aiunn-, 
y se lrn~e .i· = ..¡ .• 11{, ~t• h,tlL,d un rc•.ul1.1d 1 , 1,1,n Ni¡111<1 c,,ntrnrio al , 
de 111 MIJH"1ido11 de ,\.' 1,1 i )' 1111r CP!l•,iruin,lc !i:11 ll~ftl ca~o C513!R' 

compH•11dida !;1 r.1it. elllltl t) r~·~~ ¡\J, (~ \k,ii, ,,, .. ,a 'fll•~itiv11, ' 
:u.~ C1und11 lit e111;11,Í•111 ¡1mpt1,.~1.1 •,•,1 tfo 1111 ~r.Hln pnr,per

m:\l\c(:enl po~ilÍvll el pri1t1llr tfo11inn Ji '1 , ~,•,; cu;il fuere el signo· · 
c1ue btl de ¡¡ Jií, )' prn• 1111111 llH ¡mtht:1111,,, ltlHlf t.tllC/il 11lguna, por 
lo 1m1eriorment11 cxpui:~tn, de la t1tÍ\tt•f!d.1 d~ .,'t:1111,1 mi, real qicrn~ 

. ' J' ,,, ' ' 1 

pr~ que rl uldm" 1i•1·111ii111 tc1wt1 d ~i.,•111·1 ,,4, ¡ 1•111',!11 ,111~, ora ¡e ha, 
1::1 •. 1 =·•' Pl',I :t 1 ¡i{, ~¡• h.tl!.,, ¡ l''.I ln1lt••· ~ .. ,~-·~ Uf! multndo po, 
fül1vn ¡ pcrn 1.iMd11 nq•,1111,11 rl 1n11111 n (f, te l1¡¡lb11 l11teicnJo 

611
, 

C\lhiv:1111rn11i ,t ::;:::..¡ .. /lit, ,t o, ;1 - ./11, ltni n:,1ult,11!,1, prmdl, 
tlo~ te,,¡,.11~livn111e11lt) de 1 .. ,, ~i,;w1, ,,+, r ... ¡ }' flllr cow1iguionl~ 
lq . ecua~1t1J1 pm¡me11tn h,1 tlit lt:Uílr en t~tll'!l ti!,,•1 tl;,1 r11 ii:o~ relllet¡ror
.111 111_í'111,,i1 l.1 1111;¡ !,,,,,i·í1•.1 t••111¡qr11.i;.11 r111r,¡¡ JU y 0, y ltto!nll 
IH'¡',111\',I ,:p111¡,¡,;1pl,,!.1 rllllt~ " r ,\J ¡ hww1 hül,, f('llltt-fon 111: 

l,l',1,111 J'•lr 1 ,ur,, 11iti,w;1 (p ll/!fj(! Jt,.1 IU,t,ililili. lm,l,•J, por,, llltJIOS 

1io1 r,ii,.tt I Mlr.r, /,1 1m i pnút 1\ .1 1· l,1 11(1 ,1 11ri• ,lri''l!l,t, , , , · 

21 ~ l1"~tlll•"• y11 ,¡ 1r"1h,1·r ¡•nt ,l¡'fl•~im,;, ¡,,,,, J;¡ij ceuadonell nu• 
I ' 1 lllt'l'l<:íl~ l y fMf,1 . 1;1nir llllh t;t1w¡i1,;n~lhl11 111 ,1m'. ,lírt7mris fj!'íhrd e&te• 

p;1rd\ ul,1r, pn,¡,oilg.~mm1m1 dú1k , por tí,mplo, rwwlvcr la 
t'l:U:h i'IU 

DE ALGliBRA, 373 
-Y en lugar de .v, se trn&formará la prnpuestn en estotrn: 

y4+4yl -+-3)'+ 27=0, 
y teniendo la trasformada positivos todos sus terniinos, es mani
fiesto ,1ue el valor de y debe ser negativo, y por consiguiente el 
de ,v .ha de ser precisamente. positivo. Es; pues, viito que la ecua
cion propue;ta no podr;\ tener raiz alguna negativa, y que todas 
sus raíces reales estan comprendidas entre o y + 5. 

El primer método que se nos ocurre pnra descubrir límites mas 
aproximados, se reduce á suponer sucesivamente x= I; x= 2; 

w := 3; x= 4 ;' y viendo que d(>S de estos números sustituidos en la 
ectndon propuesta dan resultados con signos contrarios·, tendremos 
en aquellos números otros nuevos limites de las raices, Ahora bien, 
lrnciendo en I a ecuacion 

x:= 1, se convierte su primer miembro en +2 r; 

Vemos pues que esta ecuacion tiene dos raiées reales, una de 
ellas comprc11dida e11trc 2 y ~, }' !;1 otra entre 3 y + Pum apro
ximarnos mas tí la primera tomaremos el medio 2,5 entre !ni; dos 
11ú111eros :i. y 3, enlr.e los,c1:rnles sabemos .. qve ~$t6. 9on1pr(lnqidu; y 
l1acie11do x = 2, 5 , el res u I tado de esta omtitucion ser:í: · 

+ 39,oó' 2 5- 62,5-7,5 + 27 =-3,9375; 
y siendo como es negativn, nos lrn,;c ~er que la raíz que buscamos 
se halla entre 2 y 2,5, Tnmandn un m~clio entre estos dos númc-, 

ros saldrá 2,15; peto dejr111dn por ahora las cenlesimaa, y supo-
11iendo que 2,3 e, el valor d11,1>, jmclemos esou•,.cier.tos,de que cono
ce111oa la taiz lJIIC buscábamos, con diforencia de 111Cnos de unn dé
cima de la unidncl ¡ y en cnso ¡¡u1,1 dc,,ee111os aprc,ximarnos mas á 
In exactitud, nCls pCldrcmos valer del metod-0 siguiente debido á 
Nnuto11,_ 

n¡iren:ws .v:::::: 2 ,3 +~ J "! 'al tiempo de sust_ituir este biuom¡o ·en: 
la ecuaci()n propltesta, · tendremos pl'ef;ente que y represen.f:l .una, 
fraccion · muy pequd'Ítl, y 11ue de consigui~nle su cuadrado y dc111as: 

11otencias superi<>tcs son despreciables, Do e.te modo te11drcmos: 
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;1:·1::-.:::(1,3)'1 ., -4(a,a)'v 

-4,'t;
1:::::-.¡.(i,<Ü 1 

•- l l (1 ,3))' 
-3:1: =-!l ( 1 ,H)-:t-v 
+17:~::+17. 

11or l\\etlio do cfilu~ 1;11•,tit11do111:,; H~ t:onvcrtir.í l.1 ccuncion pro. 
,rue~t.1 en -o,5B~¡y- x7,!J1 z.,·=o ¡ 
de dc,udo se deduce lJ11e 

o,~!!•{() 
)' :,: - ~-,,w.,\,.,,.-, 

17,ll 1 1 

Un c:~tll primern npcral.:ion 11() 1m,t1Clll('.1'., 1h: J;rn ccntcuimos I y re, 
aultar~: 

y:=-0,03 i :\.':=1,3-0,0:~ 1,17, 
Parn <ihtenc!r un n111:v11 1-'íllor dll :r n111~ nprn)(im~do á In cxoct[, 

tml i¡uc d pre,:cdcntc, ~11pn11d1t'n111, .,. 1,17+, 1 ; )' nustituycndo 
este binomio en Lt e..:.11:1d1 111 p111¡nrn1,t.1, ,,in hat:rr ,~wo mna que de 
In primer~ po1c11d,1 dt< 11 , r.l rcwuhndu dt< l.1 11u•itit11dtm nerá 

- 01°4595 3 SV- l H,cJ,f,l'í4('ílt,"::::::: o; 
de donJc ae inllimi <¡ue 

.,d =-... ~•º459S~i~, .• =- 1J,1l(l) Si 
1 8 ,0464/';B ' 

y por c:o11Ni¡'.u i,:n k ,t· :".: J, , r, • 5. Jl r ¡,iti~r11 lu c11t~, Oflétntfones pode• 
moH por clttc 111étod1.> ap1nxi11u1rrm~ u11m1n 1¡m:r1111111~ al verdadero 
v11lor de ,\', 

Del mi»nrn motk> p<1du11H1i h~llilr \jllt" c:I v,1hir nprmiimntlo de la 
,cgund.i ui...: rea\ 1:mmpre11tlid,1 t11Hru :¡ y 4 r~ ,,, 3,619¡ 

1 
lle~ 

vnntlo 1~ :1¡11'n~imn, ion 11.1 1,ta !.,,, dir111iill·,iri,,11 illí l:i uuidnd, 
11<í 1',11licnm·, vc11;r r11 .:1,111¡, i111i,•1lfn dd ¡:,r;ah.1 1.ln aproxima, 

cinn ,ptr, poi' 1•fiJl1 mh 11,l'I c.n111sr¡:11i111.,1,, hu,,, 11111!.1 d lii11it11 de lo¡n, 
lo1e~ de lnij ttfrminoi q11i:: ~e dtiipr1t.,iM1 cu LH1 •11Mi1ud1me1, 

Si l¡¡ cc1rncinn pr11p11rir11 líHm: 
:1/11 ,.t.•At.· 111

~' ,:i,(J.~m•-•i ....... 1 r,\'•4•ll=o, 
la •,11•,1iw1í1111 d,: .,,,, 1• en l"r'.11· dr t t.111,1 pur n:~11h,1dn ill primero 
1¡111: lit·rwn lrnlln1h1 (lj. rn,i), ,,ill lrnhrr h1~,11• tm rl rc,ht(l(tOtiUlgu, 
na I porque 1H1 minuh, if en rhfl" 1,1;0 r;1i1 il1t L1 i:1un,:inn, tino 1010 

un valor 11prnl!(im:1tl!'1 de :t, 11,1 ~.~ f!Httl11 ri:,l11t:l1 ~ ,:ero 111 ~tpresion 
,111 ' 1' t 111 •t• t .• t IW ' i º'*O<litHh + A ,fj ,,¡.,, ~f,t 
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Representando esta última por V, la ecuacio11 que en el §. cita• 

do designamos por (d), se trasformará en la siguiente: 

A B •. e 1 m 
V+-y+--y +---y ..... +y =o; 

I l-1, I,2.3 

de la cual se deduce que 

Ay=-V-~yi- e y3.,,.,..:...,i11\ 
l,2 l,2,3 

V Byi Cy 3 ym 
.,, = -A - 1-: 2 A - I • 2 • 3 A .... - A' 

Despreciando las potencias dey superiores á la primera, viene á que
V 

dar y== - A ; y el error es 

By' Cyl y111 
- I • 2 A - I • 2' 3 A ...... --:¡· 

En caso que 1• no difiera del verdadero valor de ,1: mas que en 
l , 1 , 

una cantidad meno~ que-· - a, el error ser:í menor que e muncro 
i' 

que resultaría poniendo .!: .. a en lugar ele y; lo cunl da ria: 
p 

- ~ . :. A ( ; )· ~ X , 2~ 3 A{ ; )3 .... - ~ (+Yª 
V 

Calculando pues esta cnutidacl en el supuesto de)' =-A, 110s cer-

• 1 V ciornrcmos de bi es ú no clcsprecinble en co111parac1on le A ; y 

cuando sel\ tan consideruble que no se la deba despreciar, sen\ ne
cesario buscar para o un· número mas inmedinto al verdadero va• 
lor de :t:, 

l'or co11cltrni0n, en habiendo deterlJlinado algunos valores de 
;•, .,.,, ylt &c. si advertimos que estos valoreH forman una serie de•• 

creciente, 110 nos elche quedar la menor eluda dt: tiue nos vamos 
aproximando mas y mas á la exactitud., 

2 r7 El metodo que acabamos de exponer es conocido con el 
nombre de método de /tiJ siutit11cioms s11coivM, I.agrange lo ha 
pcrfoccioniÍclo consiclerablemente en las Memorias de la Acudemia 
de J3crlin (aíÍos de 1767 y 1768), En primer lugur ha ob&ervado 
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"fll\l rnstituyendn ric,lt> 11íimcr11•, c1i1cnrn, prnli:1 rnuy hl~n suceder 
,¡u<.1 patt;Í~cnHis por l!llcimn de n111i.:ha•; rai1.:,:4 id11 c~li.1rl,1, de ver. Co 

l• · " · 1 1 · · n C celo 1 61 IUVIC~cmntt I por Cflll l' 11 1 ;¡ C( 11ac11 ·ll 
C .i· -1 ) ( .,: ~- D C ., .. _ .. :, ) C :1: - .¡ ) :::: 0 1 

y HÍ en ltwar rlt! .v R11•,1irun1•,r111m l11N mí111c:rm1 0 1 1 i ~ Jl. 
• ,) • . . . i . ' ' ,1 oc.e. pa .. , 

a:mam,>s por encuna do l.1•¡ 1.11~:c~ ·a )' A sin cch.ir d11 l'l~r su existencia• 
¡ . 1 

por<]llll tc111 riamos: 

e (J -· j ) e i, -· o e O - :{ ) < 0 - •f ) :::: "'" ~;;-r 1 " a :.i: 1 = + 1 

( 1 - j) ( t - O ( t - .. :l ) ( t _ .. .¡) : 4 ?! .. : l ·-:. nq, ::::: + 1 • 
• • 1 

re~nltndnu 1¡ue pnr ~e1' 111111111•1 pr1~111v 1 111 nn punlcn indicnrnos la 
existencia do roi,r, nlgun:\, Nin 1:mliM¡\11 dr c•,t:1r i:umprer:didJi dos 
entre los doa v11lofllll ,1n1i111ido,, h,:il e~ vn i¡ue c~tn prcwicnu do 
que la a11stit111.:ir,n de r c:11 lug,1r de. .v ha1.:e n1rinr al 111iu111o 1!cmpo 
km Higncrn de lrn, den f;1,wrc!, .,· -· 1', ,t· -"' 4; ¡iot' llliHICfll 1Jt1c siendo 
11ml10~ neui11ivos nrnudo t1e ¡wnia , (111 rn l11g,1r ti,· ,t·, vienen ambos 
ú ser ¡rnNitiv,m c11.1ndo ~e han:: .i· t i pc.m ni en lu¡i:ir 1ht :e hublé• 
rnmnw (llltHtr1 1111 númt1m cmn¡ 1re11dii1,1 r111 re un f )' ; , qnlo el fiictor 
11:-¼ lmlikrn 111uth1do de wigno, y 110 hulikN olttc11id11 un resultado 
negativo, 

A. ' 1 ' ~ ' º",. t ' 1 1 'l t' ' 1 1 HI sucer erm ,.retlffnul,.I\ tl "' 1U )l!'!l~ft\11~ ijlf~ 1!1111 O en ugu de :V 

n(111Hir111 l:1,y,1 difrrrn('i;i fi1r~1• fl1("JH>r ,¡ur IJ de l~ij r11iccn i y 1, SI 
h11hiimn11•;, (lfll' tjcm¡,111, N11n1i111ido : , ''. , -~, ·;, ~ &c. hubiera~ 
rcrnhmlo dnH vari1H io11c1¡ ti~ 11i¡tnn11, 

Se pr•dria nca•HI ollj1:t11r l'nllfrll 111 1¡11r 111'.ílhamm t!r dtdr, quoen 
lrncicndn de11n¡inrccor l11K cm:lit:icrHlill th"d111w i11ij de ,mi ucoaclon 
tntla~ HUM rnk~, rc1tltij h:111 ,Ir •irr m,nwrrr,, r111n11ij íi t.1H1tida.de1 irrn, 

ci1111;1 k1; }' de r,in,:1111 m11d11 fÍ',¡,, i11nr,, ( \), 1 I.J'.'); r1rm ~t ve con r,d, ' 
lid,1.! ,¡11c aun la•, i:;rnrid 1dr,¡ i, 1:1rin1,,11,•~, 11,,i t "m" ti~ lhedc111c11 puc• 
den H1'.1' t:d,,ij ,¡111:: ,,o difrn:n~i.:11 r11 1ur111,1 de un.:1 1mi1l1rl, 

fü1 Hencr,11 1 n11t11¡uc: u11;1 c,11,1Li11n k11,¡:A mm h»~ r;1i.:cn mlt11,no 
:ip:m:~wln Vllri,11::iot1i:1t 1fo ,i11,nn~ 11111: fH.,, l~•1 íu,!i,¡111111, ~iempre que 
l.l'l i,u·.tirm:i,,,w,, li:1¡'.,lfl cambiar 1,,~ ~;rr:1H1 de un mímew par de 
r .. 111 rc•,. P.1r11 evitM ~•!11" in, 11m·1·11i,·11/1'i ll~ nr1,t%l1rio 1¡11é cada do!UÚ• 
mi:rr,1,1 1k !,m qui:: v~y1111111i, Mh.t'.~iv.1m,:111i; &11~1i1ur1·n,!o I dcw1!~ el me• 
nor limite lww1 d m,1y1,r, tl'tn¡i:m uru difi:1cn1;i;1 n·1t1mr qut In mi~ 
nimii dt luu di.focnd~11 1¡m1 pm:u.t lrnlm cn11t1 1lt,,1 ui,,11 de la ecua• 
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cion propuesta. Por este medio loa llÚmcros que stístituynmos est,arán 
precisamente comprendidos entre las raíces ~onsecutivas; y .las sus. 
tituciones no harán variar de ijÍgno. á mas de lJU factor. Esta ope" 
racion no exige quf conozcamos con exactitud la mínima diferencia 
de las raices; basta que tengamos conocido un límite al cual 110 

pueda ser inferior. 
Para determinar este límite podremQs fo.rrp.iír lit .eouacion cuyas 

raíces son los cuadrados de las diferencias de las raices• de .la: pro. 
puesta(§. 208). :,i:. 

Sea esta ecuacion · 
:zP +pz11-1 +qzn-2 ... , + tz+ u= o .... (D); 

y para obtener el límite menor de sus raíces, haremos ( §. :i. I 2) 

z::::: !.:. ; y la ecuacion (D) so trasformará en estotra: , , 
V " , 

l l l '1 
--+p-+q-.......... +t- +11=or 
't/' 'IJ11-x 'V11-~ V · 

y multiplicando por v11 todos los termin9s 1 tendremos. la siguiente: 
z ttl-l 11....., 

J + pv -1- qv .... + v -1-tt'IJ - o, 
Despejando de su coeficiente (1 v11

, ser(l . 
11 t, n-x q P I v +-v .... +-v,+-v+-,-=o; 

u ti ti, u 
,. fi . ' I y si representamos por - al mayor coe 1c1ente negntivo e e esta 
1' 

ecuacion tendremos: -
1
--< z, No debemos considerar aqui ma~ 

• I' . " -+x . . . 
ti 

que el límite po,itivo; porque es el único que .se refiere á las raices 
reales de la ecuacion propuesta, · 

d• 11' ' X 
11 

En conociendo por este me 10 e 11111te -r-- := 
--+x r+u 

ti 

menor que el duadrado de la tnfoima diferencia de, las raices de 1~ 
propuesta, extraeremos de 61 la ráiz cuadrada, 6 al menos tomare
mos el número inmediatamente menor que aquella raiz ¡ y este nú
mero, que designaremos por k, nos indicad la difere11cia que debe• 
rá haber cntre·cada dos números d~ los que se han de sustituir, Asi 

TOMO II, nnn 
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que I formarem<iu la11 dos series O , -~u k, -4,,, l k, "1"' qk, ..¡... &c. -k, 
...... 'J.k, _ 3k, - &c. 1 do lu cu.1lc11 no to111rn:rm1~ tiln6 téin1inos que 
loe co1r1r11·endidob e11trc In~ límitcN, hi lle fo, raíces pos1tivns co, 
mo de la» ncgativus de In ecu~cion prnpucHfa; y !;1~ vari,1donee do 
sigMo ,¡uc n(is prcHrnlé la ~i:ri1i de In.~ rc~111t.1dn~ obtenidos por la 
8ucettivn rnHtitudnn do c6ton númcrm en Jurar ~le ,'l.' en la ecuocion 

1mipuentn I rwtt i11tlk11rál1 hlli tlitcrc11t11~ r;1koi realcn, tanto positivas 
como ncgativ;u. 

v !l Sea por eje111plo la !:l'.lHll ion 
x1-7,i·•·I '7 ::::::O, 

11\ cua\ (\, H18) 1101 ha contluddti .í l., c:ui:1ci,,n 
,t,1 -,pi1:/..i,,4,fu,-,IS/ ;'.::::o. 

r l 1 ' lfoc.;iendo cu ,,rntn .1t::::: •· , y nri l'll.llH o con rctpt:C:(o á. ln1 PO• 
V 

tcncias de l,i v !mi t6m1i1100 de l,1 1r;1~li11mJi!.1, tcmlromou1 
1 • ,p l 

'11 - ~·11 ·+· ,,,, · '11 - ti¡ 
' 4!,1 ,H) 

y como el m~yor codicien te ne15,.1tirn 1: 11 y, 1•111knw11 kner corten 
I! • t ,, t • 

de qne 11 < 1 o , y rmr ums1t11me11tc it > H:> 1 ,,rrn ¡1111:u MMl'lo to-

mar k:::::: t', < ,, 1 
; y c,,to «e i;crnríq:11i1 í.t lrndrndu k:::: ¡; pero bat, 

Y 10 

tn Auponor K = t I prin¡ue ~¡ en I;¡ Mtima t'tl!a\lt,I\ tmrornmluu,; 
11tuimos 9 11n lug11r dt 11 1 re1tulla y1s1 d1t tnt!t ~u~I inidnn 1111, cnn1ldad 
r,nnitivn, y nui veuinw~ en cirnodmirntu de •11111 v h,, tic m menor 

1 1, 1 • 1 1 <¡uo 9, y por t:(Jllhigoíontc ~>• ¡y(!. p,11 r,í ~cr:=~=-• 
Y Y9 s 

m límite ornynr ile l1rn r11h ll¾ p11~i1;v,1~ il!! !J ei:1u1d1rn propue1ta 
,'1: 1 - 1a:-+• 1 = o 1a 8 i y - a !lit d 1l1t lo ui,1rn m:gJtiva,,; debere, 
mm1 ¡,ue~ ~m1i111ir ,,1"1:11iv.m11:n1e en lu¡¡.,r de .,, lu11 n(mmoo que 10 
J1ulh11 1:11 la~ dú~ ,cric~ uit;uicntc,,; ' 

• 4 ~ 
0, t "'"<'WISt.lJr.•it-fPJHf ~, 

s s a s s 
t it 4 ,4 

~~Wll J I ~ • ~ ~<"''PSfp/',J ♦ •t~·t.~~l 

S S S S 8 
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Podria evit:irse el tener que hacer uso ele la~ fracciones haciend<i 

x 1 , : . • ' ,· · ., .,. , , · •'11 ,, .. •·/ 

:r == _::- , porqu~ en·tonces fas diferencias de los; valores de x' seriah 
8 ' ' ' ' ,, ,, '! 

triples' de las de los valores de :v; y si estas d~ben todas ser mayores 
I ' 

que - , aquellas deberán todas ser mayores que la unidad; y de, 
' 3 ' :' ' ' '' 
consigµiente si i::n la ·ecuacio'n •primitiva. deb'.fatnós sustituir :sucesiv~~ 
mente !ns fracciones. anteriormente indicadas, acberetnos sustituir su
cesivamente los mímeros enteros 

o, 1, 2, 3........................ 24 
I , ...... 1,-3 ..... ,. ... ,., ............ ..:..24 

en la ecuacion trasformada xll - 6 3.v1 + 18 9 = o. Los sigMs de 
los resultados de lns sustituciones .variarán .do,-+- 4 :'i + 5.i de,+ 5, 
á + 6; y de - 9 ,, á ~ x ~: por· manerk que. ltabrá dos "Valores posi
tivos y uno negativo i 

:vi > 4 y < 5} . . {,11,• > ¾ y < í; 
:v'> 5 y <6 y por cons1gu1ente. ,,v>f Y <}; 

y puesto que el valor negativo de :v1 se halla entre - 9 y - ro, se 
, , ', , 9 IO 

J111U11rá t1l. .de ,'11dmtre"""':-. -. y,~-.. , i, 

: ,. , s , .. 1. a •, .. , . . .. . , .. 
Ahora que ya conocemos las diferentes raices de la ec'uacion pro-

puesta con diferencia de menos de -
1
- de la unidad, podremos apro• 

' 'J 3 . . 1 .,· : 

:x:imarnos mas al verdadero vt1lor. de ellas por, el método prescrito 

(§,, 2,l$)•,, Jt;:J , . , r 'J: ·:.•· , .. , :, 1, ,,, 
219 to que hemos prnct1chdo ep los c¡emplos ,que nos I1em?s 

propuesto ' se podrá igualmente Qjecutnr .con una :ecuador¡ de, cual
quier grado, y por este medio vendremos en co11ocimiento de los 
valores aproximados de tocias sus raiccs ¡ ~~ales, Es v~~.<lad qu~ e11 
siendo algo elC:wndo el grado ele la ecuncton, es por lo comun muy 
l~!go y penoso ~1 c~l~ulo *J_pero. ademas,,cl~ ciu,e en algut¡os casos no 
seni 11eceeario recurrir ~ la ecuacion (D), en otros podremos valer-

• En el trntndo de la 1·e.rot11cla11·1mmcrica de las cc11aciones se podrá 
ver tambien un método dado por Lag1·a11ge para evitar el'usó de h1 ce.un..' 
cion (D). 
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nos:, en :ve:t'de ella , de alguMs otros µiedios que e\, estuclio de los 

ramos ,uheriores .del analisis nos dará á co11:ocer. 
,. . p'o/o~~a part¡·h~·ie~os notar que· las sustituciones sucesivas d~ 

los nCtmetos .enteros .o, 'r, :2, 3 &c. en lugar de x ofrecen en niu

cpas ocasiones indicios suficientes para pacer sospechar que cxiiten 
¿lgu~as rai,•~s c{1ya diferencia es meno/que la unidad. En ei últim~ 
ejemplo ·]os 'resultados; de aquellas sustitüciones 

1
serian +- 7, + r, 

-+, :r, + 1-3 &c.; y",1ie11rfo,,qüe. primeramente van disminuyendo y 
eles pues aumentando, tenemos fundamento para creer que entre 101 
dos números· sustituidos,,..¡,. r. y + 2 podrá -haber, dos raíces iguales ó 
casi igu!!les·, Para safo,de esta. du4a es muy buen· ·medio sustituir en 

lugar de, la· inc6gnita·-:p\:imítiva. otra cuyos valores sean inúltiplds de 

lós de aq~ella. Hacie~.d~ :por ejemplo ~::::: • .z.::.: / se trasforma la 
· · , .. '( ·' '· , "' · ., , , • ·10 ' · ·, 

ecuacion propuesta en estotra: 

y 3 -7ooy+7000_0; 
la cual nq es dificil v~r que 'tie~e dos raices po~itivas; una en.tre 1z y 
fA-: .Y otra.,entre 1(5 y V·. JS'? se crea que Prrª des~ubrir_ fa,e~s¡¡ 
tencia de estas raices ha sido n~cesario l¡acer muchas sustituciones;. 
porque si en la ecuacion propuesta sosp~cMbamos tille la~ ralee~ exis: 
tian entre I y 2, en la trasformada deberán existir, en caso que las 
liaya, ·entre 1 o y 20; y en habiendo determinado, segun lo hemos 
hecho, que uno de los ,valores 'deyse bolla entre 13 y 14, y el otro 
entre I 6 y I 7, sal;>remos qu~ u.no de, los valores de :v sil halla entre 
1,3 y 1\4, y otréi' éhtre i~6 y 1\7; 1es'dédr ,' conoceri:mos y~laa 
dos ra.ices positivas de la ecuacion p{opuesta con diforetlGia de u\e, 
nos de una décima de la unidad. · · · '' 

2 20 Cuando los coeficientes de una ecuacion que nos· propon~ 
g~mos re

1
solver sean. ~úmeros muy. c01:s'.d,eri1l~les, será ~uuy cO!lV0· 

n1en5e tr~,t~r~~arla: en_ ~~ra cuy~s coefüi,en~es ,sean much? ,tnas p~· 
<J_llenos; y, est9 se cons,gl~e sustituyendo .en lugnr, de la inc6griit~ 

. primitiva· otra que sea parte alícuota ·de ,ella., St 'tuvi~s~nios, pbt 
ejempló, · 1 

.v4 -8o:v3 + r998:1:' ~ 14937.v ...:. 5000::::; o,, 
hai:ia-mos_.,1,· == 1 oz, y resulta ria: 

z4 -S'.z3 + 19,98.z'- 14,937.z + 0,5 = o; 
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. vez de esta ecuacion tomamos estotra y s1 en 

3 z4-8.z +20:z•- 15z+o,5=o 

que apenas se diferencia de la anterior; viendo, como no es dificil 

ver, que z tiene dos valores real~s comprendidos entre o y I' y 
entre I y 2 ; podr.:mos seguramente inferir que la primitiva incógnita 

x tiene otros dos valores reales comprendidos entre O y 10 , y en-

tre ~o y 20, 

2 2 1 Lttgrange ha dado á r;:ste método de las sustituciones sucesi

vas -una forma que tléne la ve11taja de darnos á conocer inmediata
mente des pues de cada opcracion, cuá11to nos· hemos aproximado 

al verdadero valor de la raíz, Y por otr!\ parte no exige que conoz• 

camos previamente el valor aproximado con diferencia de menos de 

una décima. 
Representemos por a ~l número entero próximamente menor 

que la raiz buscada; y co1110 lo ¡¡uc en tal caso nos falta. para deter~ 

minarla con exacti~t~d, deba ser una fraccion, hagamos x=a-+- .!:...; 
y 

y sustituyamos este binomio en la propuesta. De este modo la ecuacion 

trasformada deberá tener pre~is.1met1te alguna ra.iz mayor que la uni
dad.' llama:ndo b al número entero _próximamente menor que esta raíz 

' 1 • ,, j ''. ¡ ' , < ,{ ;, ; '' i 
ele la trasformada, resultarG por segunda aproximacion .t':;::=a+7 . 
Pero siendo b con respecto á y lo que a era. con respecto á :v, se 

I 
P. odrá en ,la ec.iacion trasformada hacer .Y= b -1- - 1-; y la nueva 

' ' .,, 
ecuacion trasformada te11drit' fonmsamente mfa raiz ,mayor que 

, . '' . ' 
la unidad •. Llamando b.' al número et)tero proxrmamente menor que 

esta raiz, tendremos ~ 
r bf/+r 

:Y:::: b+ -¡;¡- = -¡;,· 
Poniendo este valor en la eirpre,ion del de x, resultará: 

. bl-

:v:::::a+ b.b1-rt ; 

'y este será el tet·cer vo:lor aproxin~ad¿ de x: Del mismo modo po-
1 

dremos hallar el cunrt'o haciendo y 1 =b' + ,:/i; Y representando 
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1ior b" el n<unero entero prt',xinrnmcnte mcnM que y'', tcndrctno¡ 
x b'I"+ r 

.,-1 -:::::Y·+ -¡¡;t .,,,; 

de tlnnde se i11ficre que 

y por último 

y Mi &uceaivnmcnte, 

/,/d /// ,,¡, [,!/ w,¡~ b 
. ·1.Jb"+ x° 

¡.1 ¡,11 .,.,~ r 
:t':;:::¡J...¡.. ,u,, ..• ,,,, ..... ,,., i 

N•' 1,11 + ¡.,ti+ b 

ui Apliq11emn11 e1te métodn :i l;i t:.:uncin11 x1 -7:1:..., 7::::0, 

Ya hc.1mo& vi&t<, < ~. u 8) que 111 me1111r 1fo luii raicc• rooitim do 

• I ¡ · f .,. 5 l • cstn cc.:uat.:wn c•,t;1 rn111prc111 1c ., 1.m t re )' · ' 1 eu < ec1r I entre 1 !{ :1 
1 

y i; h,115111110, puc·, :1:::::::: 1 ~.,,,.,~-; )' tcodrcmn~: 
,'}' 

.,,,-..¡,,1 .. ¡..;!.1'"4 .. 1 1;1, 

!•:l límite de la~ rni.:cu pu~itiv.i~ de t'. 1,1,l ultima crnAt\t1n et $l y 
bll~t1t11yc11dc, uucc,,u,ami:nte o, 1 1 1 , 3 1 4 n, l11r:,1r de ,, 1111 ocha. 

!f.' . '' 
r~ pronto do v1;r r¡uc tit:ne do, rni,c,, m,1J•nrn 'I'"~ la u11idad1 de lns 
rn;i/c,1 l.1 una uc 1,.tlLi r11tfi• 1 r , , y la otr¡¡ tn!rc 1 )' S• .Dcaquirc, 

1 , l 3 . 
fü tnrn p11c11 .t: = i + ; .i·::::: 1 "t· ½; e,1 1lc,. ir, ,1·::;: i I y x::-, 

l t 

ENln~ dn~ v,tlnre, u11rt:ij¡mnih:n á lt,~ 1¡1u) :rnte~ lmuo1 ya l11lfa, 

cfo entrt1 J_, y ,J ..... 1 entre ,,. 5. y .. 1,, y i:11p diíim-11,i11 no l!dg4 ( :4 !{ :l :{ 
1111;1 1111id.al. 

que corrcn¡1r1111lo 4 b t 
x I lrnremo~ ;'I' = t + , y t1rndrernot1 

,,11 - 'J"' -y'·+· t ¡;¡, 

CH1nr, Li ,í11ka r.d1 1¡11e 1c,L1 c .. 1w.i11r1 lit;11i: lllft)'M IJlltl lll unidad 

c•,1.\ v11111mrndida entre x r :¡, vrnill',Í ,; ~cr .f:: 1 +¼:=J.,y 
. i . 

• t * • :A • . I ue ,on,,,gw~nte .t· = r + ::::; SupmrninJo 1fos1mcJj>1:::u+-, 
s a ~ 
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resultará: 

y1!3-3yfli-4yfl- l =o, 
La única raiz que esta ecuacion tiene mayor que In unidad se 

halla entre 4 y 5; tomando pues el límite menor 4, rcsultmí: 
. I 4 13 9 22 y'= 2 +-; Y= l +-::::-; .-v=: I +-==-· 

4 9 9 13 13 
Ya no puede ocultarse cufo füdl seria continuar por el mismo 

método la aproximacion haciendo y" =4+ ~, .y asi suce~iva
y 

mente. 
Volvamos ahora al segundo valor de x, que por la primera apro-

ximacion srbemos ser 'J_, y que corresponde á b := 2; hagamos 
l 

y= z + ;, ; sustituyá1nosl.o en la primera ecuacion trasformada, 

y tendremos despues de haber mudado los signos para liacer positivo 
el primer término: 

J'll +yl' - 1yl - i = o. 
. Esta ecuacion no tiene, asi como su correspondiente en la opera

cio11 anterior, mas de una raiz mayor que la m1idad, la cual se halla 

entre x y 2, Haciendo!/::. I I resultnr1iy= 8; ,v =.:!:_· Haciendo 
8 

. 
1 

' l 1 d del mismo modo.,,,= 1 + -, y ~ust1tuyenc o e11 a segun a tras-
y" 

formada, tendremos: , 
ylll_, 3.,11i-4yll-1 :::::o; 

cuya ecuacio11 tiene uqa sola raiz entre 4'y 5; y cl!'l consiguiente 

5 1 4 19 ' ' 'é ' 1 · y'=- u•=-; 11,•:::: -, Si qu1s1 remos contmuar a aproxima~ 
4 5 l4 

I • • don, haremos y"::::: 4 +-¡¡¡, y as, sucesivamente. 
y 

La ecuacion 111! _.. 7.-v + 7 =o tiene/ ademas una raiz negativa 
comprendida entre - 3 y - 4. Para apro}[imarnos mas á su ver~ 

l 
dad ero valor, haremos ,-r, =- 3 - -:; . ; lo cual dará; 

)'3 - ioy•- 9y- 1 =o;,,•> :i.o y < H; 
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<le lu i;uul rcsultur.í: 

Parn pn5ar man :11!clanfé 1,11 p1111tlrc111r)•; J' =.-:::: 20 +. : . &e, y ob, 
. T 

tl!m!rcmoH bllC~sÍl•:1111c1itc vulme11 1:ndn ve.~ maN npr:1ximndoa á la 
exactitud, 

l.n9 dilcr1inll"• 1•rn:iti11 nc!I tr;P,f:irnud;11,, 1:11yBH rtijpectivns in, 
ci',g11i1:1N hrllt y, .1·1 , y" ,'.1-<r,, 11f1 tc11t!r.io ¡.1111,1¼ nuij de u11a miz tna•;-, 
ym 1¡uc la 11nid.ul, 111ic11t1;111 l.1 propuc~tQ 110 trng,1 nm de unn raiz 
comtHcntlida entre low limilt1, ,, y ti·+· 1 i J'l'rll ~¡ In ccuadon pri, 
rnilivn tuviere dou 6 mas ni.,,cJ ~ompn:ndidJ~ 1:11tní cito! nii,inos 
limite~, com,, ha ~lllctlid11 eo d tj(:mph1 1111tcrior 1 .ilgunus do fo~ 
ccuaci11nc1 tra!1ti,r1n;ufaN 1rn,l1fo 1hi>, (, m~, r.1i1 r.11 ma)'orcu que la 
unid11d, las cuak~ d,mltt mif:cn .í difrrrolc•, "~1in dt nuevas ecua• 
i.:ioncu t r.1~l111·m;1,luN, ¡rnr 1. uyu 111cdí11 m,,. iH·11111~ npru~imando mas 
y ri,uH :11 v1.mh1dt\l1'n vnlnr 1lll c,1d.1 111111 de l.1~ \'111i~~ rnkoa que Ja 

propmi,tn lCtl[\il ¡;1,mpr~·mlid11lf Clltrr ltrn la111Ílll!li il r ¡/ ..¡ .. ,, 

P;irn cj,m:.idc, do 1111@lftrm• lcc:.llnt~ lc!f ¡tro¡, .. mlrcm111 la ceuacio11 
,,;•1 ~~1.lt- fi t>~ 

fo cual 1icno 1111;1 r,1i,i I r,d c11111¡,ic111lid.i cl\ln1 l y 3, Y puesto 
<¡uc l,w l'nl11rc•, 1·11tcr11:, dc J', ,1., ,'4:t:, 1,rr,Ín 1,1, 1 , 1, 1, r 1 8, x, 

1 , 11 ,~1:, l,1~ ~n1 rc,¡i11111li1:11ti::1 v.il111tt~ ,1¡;11,,i111.1du$ do N vcndrfo 
(¡ HCl'l 

1 u 13 4.i ur. 1s~. 5:,ll_ :-,gr_ 1go;, 1641s 
h,¡,,, .,, •••J\ ""'""'"•t" ; C"••• J fm¡,e,, f >'e;-p>,•, 11: ,, 0, , ~ '',, ; ~"1,~-f 

l 10 ti l! ~¡¡ N J}'~ :HV fí¡.,¡. 7837 
1 )c,,puc·, dc liahn e,;¡111c•1111 J. ,ij 11w11,d,1~ p~ri1 lrnll~r las ralm 

rc:il~1• u ,mw~u r11blta i: Í11\;illlltli,,111·;ihk, d1:1 Lrn 1i:. u.1tí .. 111.:ij 11un1Eiic11, 
part:du 1rnlllr,1I 1¡uc: i11did~t1111•~ d11110 ~e: h,dl,m La i111,1gi11nrin1¡ pero 
C.:tlllW c:,111 i11d.1¡l,ili.Ínn n:1¡1.11':rc al¡;u11m tllrrn, 1 Pll!llÍH1ii:nto1 pr4ticu, 
hc11tu1 trdd,, c.nnvc11i1.1n11~ dej;11 h1 l'IIM il t,,'rm1¡iirmrnt11. 

l), hu 1wnp1m:imu:.r J" pt•t1J:roianu, 

2. 2. 3 lfom<n vi,to en li A tic m~:r k,1 1.i deílnidon y 
las pn.ipicdudcs ftrnd¡¡menti\c, de l.1 prfiptu·,io11 y de In 
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equidiferencia, es decir, de las combinaciones de canti
dades que hasta a.hora se conocian con los nombres de 
propo~cion .geométrica f praporcion aritmética. Ahora 
aplicaremos el A1gebrn á nquellas primeras nociones, y 
pór este medio ·deduciremoil de ellas algunos resultados 
que son de un uso frecuente en la Geometría. 

Observaremos en prime,r lugar que tanto, l~ ,equi
diferencia como la proporcion.se pueden representa,r por 
medio de ecuaciones. Sean, por ejen1plo , A, B., .e I D 
los cuatro términos de b primera, y a I b, e, d los 
de la segunda; y con arreglo á lo expuesto ( Aritm. 
§§. I 5 x y 1 2 3) deberemos, tener, #.,~ A=. p-q 
~ = f-; ele cuyas eG~aciones, e.qui~~lentes .¡ las, e,~-
, ,,, I),' ! •. ¡ '" . 1 f ' ' j ' ' ~ ' J , ' 

presiones 
A.B:C.D; a:b::c:d; 

se deducen fácilmente estotras dos : 
A-+ D·= B :::1- C · ad:::: be · 

las cuales nos rui~lfiestái/q~~; ~;'ti /Íttdiferencia' la 
suma de los términos extremos es igual d ta de los' tér:.. 
minos medios; 1 que en la proporcion el proditdo de los 
términ,os extremos es igual al de los términos medios, 
,como lo hidmos ver en la Arittnétic¡¡ (§§. IS}. y I I g) _ 
por ra~onamiehtos eimnciádi:it en'- idiohta•,v~ligar :, ·y: ~ti'~ 
en las ecuuciones, acabamos de traducir al lengua ge á.1• 

gebráico. . 
, . Las proposiciones inversas de las· precedentes se de
muestran· qo111su·inR1'ifa,ciilid,ad,1 .-porqt1~ de las•, ecuaciónes 
.A....,:,D =s:i.B +:e,,; ad::::-bu ~•; á!, · dédurde : iortaédiat:ime1m, 

]) e B A 
b d ·' • • , · 

· ..... _.,-;- - ; -;::::::. ··;·-; y por cons1gt11~.11te siempr, 

quu tengamos cuat1'o can#dadcs tales qtu Jos de éllas 
TOMO .u. ceo 
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dm /a misma .rimw ó el wi.1mo pn1l1uto que las otras 
dos 1 /,r.r primt'/'11.1· s,·r,w lo.r mniius I J foJ' u.gimdas los 
1:rtnn:o.r' ú t1J ,cmlrario, tÍt' 111/fl l'(jm'diJ,rwr:ia 6 de 
'Hllll prn¡1ort:t'rm. 

Ctrnndo es lJ C se 11.uua co11tim1,1- ln eqilidlfe. 
renda, y lo mhmo b1! dkc de l.1 proporcion cuando 
b::::.c; y tcmrnws c.:111011(<.:~ .. J-tl> ·.dJ; ad::::::b';esde. 
dr 1 (JllC d1! Utltt t'quidljcn11dr1 '°"' imur. l,1 Sl/1114 du los 
1,'l:tt·e-t11ot u igrwl ,1t duplu ,frl frt mino m,·dio; l q11u en 
1,m,z p1·oporci011 un#nu,i 1/ pradm 1<1 d, los txtrcmos es 
igual at r:uadt·ad<J d,t tfrmbrn nu:,liu. De esto se infiere 

qt1c lJ :::::: A·+· n; y b ✓;;7¡"; la t:trnthfod 11 es el m,. 
;l ' 

dr'o 6 la nu:dia propurdom1l m itmétit:A entre .A. y 1)1 
y lu cuntkh1d be~ ht mcdi:i prnptm.:iom1l (guomhrlM) 
entre ,1 y tl. 

Lus octrndones fumlnmcmlllc11 

lJ ··- ,,:J: J,). (:; l• ,I 
,,. r 

iios cofülui..:cn tambicn ú hu ~iguit:mcs 
• ,I C:•-.11 l>~",,[i¡' ·I 
,, 11 

lo <.'.trnl manific!it:t que en lu e,iprn\itmc::t A.B,C,,1)
1 

y ,, : b:: ,·; i/ pu1,,:den 1.:m11hiar de lugn lo11 medios, y 
mi nmilrarftn ..1L <:: lJ . .lJ. a a::/, i 1,l, En go1mil 
se podr:ín con kH, Ct1;1tro rc111d11m hatC'I tudas lanrns, 
posicfor1t1111 , tn lH c:u.1lt:~ to ,:,mr,cl'vcn 11111 ecuadones 
.,11+ D n .. l~ C, y ttd lit (,tfritm, §. 1 r 4 ), 

l>.ijund.o y11 111 011uidiforenci,t nmtinucmos etpQ• 
nicudo las prnpicd.it!e~ de l;i 11rn1mr,ion. 
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se les puede añadir ó quitar una misma cantidad m, de 

manera que tengamos ~±m=-:!:_ ±m. Reduciendo á 
a e , 

fracciones los dos miembros, la ecuacio11. vendrá á ser 
b ± m,i ti± me . , , , 'r e• · d ± ,ne 
--=--.;dela cual se deduce estotra-. -b-+-; 

a e , a · · - fila. 

y esta se puede desenvolver y trasformar en la siguienr 

te proporcion: b± ma :· d-+- mc:: a: e; y siendo:.!_= : 
' " ' 

d . l . d ±me tl , b+ a...i-ten remos 1gua mente: - = -b, o _rna: _me:: 
b±m,1 ; 

b: d. 
Las dos ,.últimas proporciones que hemos. dedn

cido de la primitiva, se ·pueden enunciar de esta mane.• 
ra: El p1·z'mer conJecuente mas 6 menos cierto mtmero 
de 'Vetes su antecedente es al scgitndo consecuente mas 
6 menos et mt'smo número de 'VCCes stt antecedente, como 
el prim,r ,Mr.rr¡,i,no n al ,.tcr.c,er.o., .:6 .Jo.mo, el Ngundo es 
al cuarto. 

Comparando separadamente las sumas entte. sí,, y: 
' . , . d+mc e' 

1."s diferencias tamb1en entre s1, tendremos b---= -; 
" +ma 11 

db - rnf:::: ~, de dodde s~·concluitát::; _:_, ;m:-;;, es 
- ,na a " · · · ' 

decir; b + ma: d+mc: :b-ma : d - me; 6 mudlmdo 
de lugar los medios, b+ ma: b-ma:: d +me: d-mc; 
y si hacenios m= r , tendremos solamente b +a: b-a:: 
d+ e: d- e, lo cual' s1eten'uqcia ele esta hlanera: · 

• La suma de' los dos primc1w: th:minos u. á s.tt, di
fermcia como ta .ritma de los dos /1,ltimos us fÍ su di'f" 
jimmcite. 

2 2 5 Pudiendo la proporcio11 a f b : : e: d escribirse 
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de estn mnncrn a: e:: b: d, rcmltar:1 ' 
ll 

a:b; ó: :;: d, dt: donde rcrnlta tptc rJ srgmulo ant,. 
udmf q mas 6 mmos tm drt'lo mímcr·o de 'Vrms el pri.. , 
,,u,·o u al ,U'l;mulo ro11urnmlt1 m1u 6 menos el mismo 
1¡{micr<> tlc WfN rl ,pn'mrro, nmH1 rtMlqui,rti ,l, lo.r 1111 .. 

trcudmtn es d J'U ~·ottJ·rmunfr. 

Eatn proposk:io11 se puede rnmhicn <lc<lucir inme
c:liatamc:mte de la del p(irrnfo irntcriur; pc,m1ue mudnndo 
ele lugo1· los medios do la pro¡wn:iun ¡nimitiv11 a:b::c:d, : 
y nplicándole des pues la proposidon tirndu, tenemos su .. 
ccsivamcnte a: e:: /J: el i e ::i.::: nw: ,l:J:ml1 :,. ,i: b 6: :c:d, 
y dnndo en cst¡¡ últinm iÍ lm¡ lc:tnu a, l1 , r., ti las deno .. 
mint1do11e11 ,1uc tienen en la pl'opui don primitiva, té• 

rnlta ln misma conscc::uem:ia t-lUl:Z 1rn1cs. 
llat:icnllo 111 t ~e sacarJn ht11 prnpordones parti" 

cularcs e::! ,i:,/.'.·!:b: :t1:l!::t::d11:~►,t1:,·-a:ul-+-b1 

,l~·-b ¡ lo cual 1,,1t1icre dcdr "ltte la Jw11"1 6 l,i d{fmnrla 
du los ant,c,dr:tttt:,r es ii la .umu1 11 11 fa .iijír,ntiti du los 
,:ouum,ntu como rm a,,ur:,d,ntt n ,t .m ,011.rmunln y 
quo l,r .ww,i d.- lo.r ,rnlt1r.lrnfc.1 rs «t m ,iijér,nda PMIO 

111 dt /cl.f ,·otut:am,trs rs ,1 .m dijúnmit, 

l
,. 1 , J, ,I f A & ·, 
!tl genera , u tencmo) •, = , ;:- c.,y 

"' t ' l .. 
: t, l , ti A o. 
JJ(ICO!tWS =tJ I l'(tS\1 tnr.i f/ 1 '.J * -=qtx.C,l 

11 I ' f J; 

lo cual dttrá b=t1t¡1 11'::::rtJ i rtJ ¡ /r::=J((J &e., y su~ 
.tmrndt, por mu, p,rru hit primeroJ 1uicmbro1 de estas 
c,:1rndom:s, y por CJtnt fot 1tg1111dmi, tendremos b...,,d+. 

f;t<,h 11qmt-(1J"'rt.¡··•1ttJ ; 6 t•+d-➔1~•'"h t¡ (a+ e .. .,,,-+g)1 
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b+d+J+h » 

de donde se sigue a+c+e+g=q==-;;• 

Este resultado se enu,ncia diciendo que en una se
rie de razones, igitales 6 de .,cantidades proporcz'onales 
a : b : : e : d: : e : f: : g : li ~c. la miria de un número cual
quier a de antecedentes es d la suma de igual número de 
,onuciuntPS como un antcccdent8 es d su conscrncntc. . ' ' 

2 2 6' Cuando hay dos ecuaciones !.... ::::: .!_ y 
, . a i: 

f b d ··1•1·· ,· .. ' -·=-se pue en mu t1p 1car entre s1 los primeros m1em .. 
e g 

brns, y lo mismo los segundos, y resulta otra nueva 
• bf dh · • I . , 

ecu.ac1011 - :=:::: -: '. eqmva ente á, esta: proporciofl 
· , 114 rg. , . , . , . . , · . 

ae: bf:: cg: dh, hi cuaLhubiera resultado igualmente nnil .. 
tiplicaudo cada término de la primera proporcion ........ .. 
a: b:: e: d, por el que le corresponde en la segtmd.a 
e:f::g:hi ·,,,4 ·1 

Cuando se mu!tiplica'.n los tern1inos de· Ll'.fla • 1>róporl. 
don, cada, uno ponn correspondiente de .otra, se' dice 
que las dos proporciohes estan multiplicadas ordcna'da'
tncntc; los productos que resultan estan, como se ve, en 
'propo1•c,ióm1: y las 11li1J11eva1s,ra:zones son ,J;ts, ra:aones•, com• 
puestas de los razones priinidvas ( .Aritm. J .. x 66)~: ,i 

Tambieú' es facil demostrar que de dos propoi·dones 
se puede deducir otra nueva dividiendo 01'denada1ncntu 
los términos de una de las primitivas por los de la otra. 

2 2, 7 ; ~orno d~' la' e~u\1cion : = 7 se infiere esta 

" ., bm ' dm . ' , , 
otra - _ --;¡¡ , la cual equivale á esta proporcion 

' am e 

am : b111 
: c111

: d111
, podremos e~tablecer por principio ge .. 
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ncrn1 que los m,:drados, lus 1.11/111s J w ¿;mcrnl las ¡io, 
tn,ci'tts dt• tm mtsm11 .ft_,·,1,/0 dt: ,·u,111:0 ,·c111tldtidus pt•o, 
porcio11,11!:s at,m t,tml•tr:11 c11 prt1}'ormm. . 

/1 11 ti¡..,.,. 

De ln nmma cwal.'.Hm ···: · se deduce V t '. 
a r n= 

, tll .. , , tu t!t tu 

tiremos esta propcm:iun V ,i: V b:: \I ,·: v1 d~ ltt cual 
nos viene ú dcdr qt1t1 /ns t•m't•n 1fr 1m múmo gratlo de 
cu,ztro frmtid,tdc.r ¡wap11rt'i1111.1lr .r pcnniuuutt tmnbimtn 
propm·cio11, 

'J\1lcs son las p1 i nd p:il\J\ ¡mip iedil1lcr; dt tus pro por~ 
ci<>ncs, cuyu r·corfa no h:t tenido urm t•hjct(> que el do 
descubrir uuus cantidades pu1· mc,!íu dt: ~u compnr11.cion 
con otrns, En el din se lm.:c ya po,u t ,mi di: dertu deno• 
minadoncs latinas <¡tte ~e h.ihi.111 irnp11c•,f0 :1 hs difer~n• 
t'os variad~incs ó wuti1rm,1citmos ipiu puede experi .. 
rncmtur un;t propordon. y ¡mn l.lc¡r,;ttill .i iuutifiuirse en, 
tcrumente ttido c:l up:mm, de la ,lta:trími do ln propor, 
dones si en rn 1 ugiu· to ¡nni~1on lm1 1:H:uaciones corres, 
po11dic11t'(~~; lo rt1al da ria c:11 mi ~cruir nrn11 uniformidad 
á los mt:[<,nln~ y llliU 1,;J,1rid,t1.I .í l.1~ id~H. ' . 

!l. '.A 8 l )¡; l,tS 1n1.1purt'.Í!llltl!I (1; muy hkil pasar á lns 
progrci,ione~; ponp1e h;1bit'mh.111M1 y;,i im;tf{Ítlttdo ep la 
uquidifcrnmJa cc.rntimrn trtll twntid,1di:!I t;1le~ 1 que In ter1 
<:tira c,:xn:1!.1 ,¡ l,1 s,~i:1111d.1 1;w1t1 \:1imq ernt d In primera, 
se oo~ m:urrc iumedi111 .. 11m:mc: C\m11iik·rnr 1111 nl1moró' inw 
<leliuido ,h: ,:ttntitl.t1.k1; ,1 r /,, , , ,l t.ilet qut ca4~ 
t11rn de ell,1\ lleve ú lll ']Ut: t1 p, til.'.edc et minno exceso h 
de miU1érn t1uc sea h tt ➔•I; t' IM·,I·, ,J:;+h 
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e= d + J\ &c. Parn indicar que estas cantidades tienen 

esta particularidad se las escribe asi ~a. b • e. d, fl ,f &c.; 

y la combinacion de todas ellas se llama ptog1·esion arit
mética; pero he creido deber mudar este nombre en :el 
de progrcst'on por difcrmcias. ( Véase Ari'tm. nota del 
§. 1 75·) 

Siendo e =.b +J\; si en esta expresion sustituimos 
en lugar de b In expresion equivalente a+ J\, vendrá á 
ser e= a+ 2J\; y puesto que d =. e+ J\, si sustituimos 
a+ 2 J\ en lugar de e, serú d =.a--1- 3 J\; del mismo mo
do hallaremos que e= tt + 4J\, y asi sucesivamente; de 
lo cual se inficrQ, que rep.resentando por n al número 
q'ne designe el luga{,que en la progresion ocupe un 
término cualquiera, que llmiu1remos l, será z ...... a+(n-1 )J\; 
con cuya fórmula se podrá calcular un término cual
quiera de la progrcsion, sin necesidad de tener conoci .. 
~fos: Jo$ .. término~ .intermei,Uos:, 

Sea, por ejemplo, la'' pfogresion 
·,' 

7 3 · 5 • 7 • 9 i I I • I 3 • IS , l 7 , .&c.; 

en 1a cual el primer término tt= 3; fa diferencia comun 
J\::::: 2 ; y :si:q,1.úi.r:erHos deterruitiar el octa•vo ré}nfüró se
:rá: · 3 +{8 ..:..:\1):2 ...'... 11,· es dec,itfel ,mis1nó11 ~üb hei11ós 
hallado, calculando sucesivamente todos los que fo pre-
ceden. '' ' · · · · · 
. · , La 1magresion: que .11os hemos propt1esto, por ejen\', 
¡plo,, se, llania ·· cnci11ttu. ,•iporqu~, van creéiélldo ;stis tél'i. 

rnfoos ;. pero '\l'.endhí: ,á s6'r dtfcroci'rttttd con solo escrlbidn 
en orden inverso, como aqtii se ve: · 

7 I 7 , l 5 • l 3 , l I • 9 , 7 , S , 3 , I , ,_ 3 ~~!. 
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T.imbien es fo1.:il lrnll.ir t·n ci,ta <.:11alqufo1· t~rmino p 
medio de la formula 11--1•• (11 1) J', c11 teniendo pr:.r 
scntc que Cll t),tc c.:aso e~ h\1:,,ll',1t:ti11,1 O IH!gativn fo dife. 
l'eudn comun ¡,.; pt1rquc nq11i ~e d1:bc re'!ltnr de Cl\da t~. 
niino la difcl'cllcia para h,dlur· el 1~~1111i110 ~iguiento, r. 

Con igua I fal;ili1b\ !it! pu1.:\h: cmwi:1ir la sumn d 
cn:1h¡ni1.•r IIÚllls!t'll d,: t~;¡ mÍllm 1L: 1.'.ll.th¡uicra prngresi/ 
por di11t.mwdas. Rcprasc11t.rndo i.::,t,.1 ¡nogn::~ion por 

11 

• 
,..,.,....,,.}J.¡;,..,. ♦ J ♦ tll,t ,~.A./. . 

y do,ignando por S la nutrn do t1.nhis na términos, ten, 
Jrcmos: 

Escrihfondo los termino~ del i.ci1trndo miembrt1d.c 
estn (!Cunc:iun en un onitm invt;m; del um~rior tendro. 
mos tnmbicn 

S= /~t,n k w+ll,jl i♦ ~•J,rt♦ t-•,i~H .,.,.,~ t '1'·'t'~ {J 'i'l'ji"" (I: 

sunHrndo t•~tas dn~ c.ic:uai:inm!~ y n:u11h:ndu los términos 
,1m.: st~ (;;orn:~¡rnndc-n • r<::H1lt.i1¡t: 
iS .. ::::: ( 11 +. 1)-+ tb ·+ k) •+ (, ~,,. l) 1 ( i .,¡,.,) ·+• (k +')+(/..¡. 11), 

Ahorn .bien, por IJ 11;um:ile1.;1 di.! L, pm¡1rcaitrn renemoi, 
proc~d1tmdo d!ll11de e\ pdnHH tó1minu h1at1 el. último\ 

a ..¡~J\ :::: L11 lH" ,f\ n .... , ,' .. ¡ ...• J\ k; JL.+,/1:::d," 
y por lu iu,·1.ma, pn.,c~:Jicridu dc1>1;it: el último al ptl~ 
mern: 

1-1':k;k-i , .... r,.,,,.¡. b;b-l:a1, 
y tt\ltllll),d~, tlfift\li C1ltim,u cctrndomn ttfü la1 .1ru11tíore,, 
vercnwn tJUC t1+/::;:,;;/J,..¡.Jt F .. M; . 1 u ,icclr, gudf 
&u;tlt¡ui,ra JJf'flJJl'l.dmt pur ,ifrrtttthu /111am11 ilt lunlt, 
,m11n.1· 11.1:tfem,1J' ts i¿:1111/ it l,1 JWntt ,ü tJtrDI drJ.uualu• 
q_uir:~tl térmti,o.r 1guidi.s1amn d, Ju1 utrnmu 1 y de i:on• 
tugu1cmtc 

])E . ALGEDRA. 

2S:::=n ( a-1-l); 
de donde se deduce que 

S= n(n+l) • ,. 
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Aplicnndo estafónnnfa á la progresion-:- 3. S ,7.9 .&c. 

hallaremos que la suma de los ocho primeros término~ 
' - (3+17)8 8 es _ ---'---- = o. 

2 

230 Las dos ecunciones l=.a+ (n- 1) d'; y 

S (ri+/)11 b' l 1 ¿· d ::::: , com tnnlrns 110s presentan e me 10 e 
2 . 

Jrnllar dos de las cinco crrntidndes a; J\, n,. l y S I en es~ 
tando conocidas las otras tres; pero como son demasiado 
fáciles estas aplicaciones, nos parece inútil que nos de
tengamos {i tratar de cada uno de los diferentes casos 
pardcular,es. que .. pueden ocurrir, 

2 3 Jl . ·, Asi como fo eqz¡z'difere,tcla contlnua dió motivo 
para imaginar la prngl·esio11 por diferencias, la propor
cion continua dió orígen ú la progresion por cuocicntes 
ó sen la progrcsion ¿;eométric,1; In cual viene á ser una 
combiuacion ó s.crie de. términos taks, qne e1 cuocientc, 
d~,cualquiera de ellos dividido. por.el ,qi1e,,'..tle, ptec.cde,. 
es sicmprCJ uno mism(.), sea clrnl. fuere el lugm· de la se-
tie donde se tomen los dos términos que hayan de sc,r 
dividendo y divisor. Asi qnc las dos series 

'', :'..::.=. 1 ·2 ':'6: 18 :''5·4: 162: &c. . . \, 

.:...:. 4·5 : I 5 : S : _§__ : J... : &c. 
' • · · 3 9 

son progresiones. geométricas ó por cuocientes; porqne 
si dividimos cualquier tó mino de la primera por el 

':rOMO U, DDD 
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qtrn le preu:,!a, d cuodcm¡,: e• 3 i y tn la scg11nda 
es ;1 ; la pri1fü•rn es cnci1·11t_c, y l:1 '.,l:gunda dur1?ciu,1tc. 
Cnda una du c~ras prugr~:~1<,m:~ 101111:1 ll!la ~cric de rn-
2011cs iguales, y por ·c~o M.: las csLrihc <.:umo st: ha visto, 

Sc:tn ,, , b, t, ,l ............... ~,l,., I, 
los t~rminos 1lc u11a pl'(lgrc~iun por t.:uodcntc~,: hncien• 

do . /' ::: q, tendremos por la 11;1tmaki:i de ci;tn pro. 
il 

grc~wn 

y du comi¿;uic.:111c 
/i a,¡; " .. ,,. h,¡; d: :: e-.¡ u . d,¡; .... ,l:::::kq. 

Po11ic:ndo sm'.csivanH!ll!t: el v.dot" de ben el de e, 
este en d de d, y mi ~t1~·c~iv.rnic11rn, 1c~ulrnrá11 lns si• 
guk11Les cxprc~iu11c11: 

l. 1 t ·! / n,..• 
lJ = (Zq : e= illj ; m¡ ; (f {l,f ,',... fUJ • ¡ 

rcprc.::.rnr,111do p111 11 el 11umc111 1jt1í.1 th:~ign.t el lugar 
1¡lll: en la serie ornpa d 1<:rmi11u l; éJ d número de 
l(>~ términos (Jllc 1H.: 1.:t1midenm en l.t pH1gretfon pro• 
pllCHll, 

'.Por medio ilc In Mrnrnln / r1;¡ """ 1 te. puede c11Icu .. 
lar n1.d1¡11i(·r termino ~i11 t1rlc 1.id,1d do t:um:icer los tér• 
mitJO\ iotnmtidio~. Por c:jc111pl11, t:l Mdnw rdrmino de 
fa prngt'i:.6lon : : :& : 6 : l 8 : ,~.,;:. e~ igunl ¿ l'.l x f:::: 
3936ú. 

:t :{ :.t Tumhhin r.t: pm::di:. nh1cner l.1 rnma de todos 
lu!, tt·rminoti tp1c ~e• q11i,:ra11 de l,1 pmgn:1,imi 

,: . ti. ,, . ,. .. , . ,',/.,, 
J ' f ,t, l ,Í li \, il~ \,.1 ~ . . 

1ium:1111lo tmbwd11nu:m,1 l.1~ t'.t..U;1t:i1111c1 

b ,1.¡; e lit¡; d ''I'°, d,¡; ....... l:kg; 
pon¡11c rernlrnr;í: 
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b +c+d+ e .••• ,. +l=( a+b+c+d ...... +k) q; 

y representando por S la suma cuyo valor buscamos1 
tendremos: 

b+c+d+e ...... +l=S-a; 
a+b.:+c+d ...... +k::::.:S-l; 

de donde con el u iremos S- a ::::::.q ( S--l) , y por cons1 • 

guiente S=: ql-n, 
q-1 

Si por ejemplo quisiéremos hallar Ja suma de los 
diez primeros términos de la progresion 

.:__:2:6:18·:&c., 
la fórmula anteri~/ nos dará: 

2 >< 3 to - 2 = 3 to .._ I =; 5 9 O 4 8 • 
!2 

2. 3 3 Las dos ecuaciones 

l 11-r S ql-,i =a1q ; =--; 
q-1 

contienen las teh1cio11es que elltt·e sí tienen las cinco 
cantidades a, q, 1t , l, S de ct1alquiera progresi?n por 
cuocientes, y nos darún á conocer dos cualesqmern de 
estas cantidades en estando conocidas las otrns tres. 

2. 3 L~ Si en la cxprcsion qrn! hemos hallado de S, 
se sustituye aq11-x en lug¡ir de t, resultará: 

n(t-r) " s-- q-1 . 

Siempre que sea creciente la prog1·esio11, y de con
siguiente sea q > I , será la cantidad q" tnnto maror 
cuanto m:is considerable sea el número n; y podra S 
ser mayor que cualquiera .cantidad por ~rnnde que s~a, 
con tal que se dé á n un n\1:>r con ven1e11te; es decir, 
con tal que se tome un nürnero suficiente ele términos 
de la progresion propue!;ta. l\:ro si la progresion fuere 
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dc..:n:~:ientt~, o lo ~1ul! es lo lllÍimu, :,í ,¡ f.1erc una frac .. 

· • l 1 1 cwn, rL'pn.:sl:tHa~ a por , tc11, H:mm: 
m 

. (t ( t,:" """' l ) 
,.\ ••• ::; .. _, ' '4 ., ,., 

,,m(r · • 1 ) 
tlltl 

111/l ••••• k~~ .'.~,,

tl/l"~,,x. 

. '1 
,11 

y es evidente 1p1c c:u.11110 mayor vaya i,it~ndo el núme. 

1 ' 1 ' . ,1 
1'0 1t tantn 111Cllt)r se H\1.1 C tl'lllllll\l m '/••·•l ; }' por COll• 

siguil:11(0 t.11110 mas \L' apwximar.í t:l valur de J' ií Jn 

lt 
~;,.¡-.,_, ___ ,,,,. 

(111•·- l )1111• 1 

de In pr<1t;1·esion, tnnto rmt•, st: an:r,"íll',Í i,u MIOHt ~ nm • 
,. m~, 1 ! 

y nu11,p1t..: jHm.i•, pod1.í ~cr t..:Xad,1rnt·111i~ iiq1.il ;i c~t,1 enn• 
tid.1d, p111lní .ip1oxiu1an,ti .í t·ll.1 dr m,,,!t) i111u la dife. 
r~:111 i.1 i.t•a nHmm 4JIIC ~:unh1uit:1.1 t ,1111i,l,hl pur peq11efia 
t1u1.: s~n. 

1 '1111 
J,:,, ¡111t"; ., 1·a111i1!.11l , 1¡111' 1·c1we~t:nt;1rcmospot 

1•: t 

J,, w, L1 io11111.1 , 'inn ti lmiik dr· l.1 r,11m.1 de );¡ pro• 
grc1,iu11 lk1;1t,:.Ít•mi; ¡ po1q1tt~ l.1:,. iiih'rt·11fc:'•• n11mu ¡m• 
c:ialc~ tJU@ h,:1rn1" n:¡,1t.:!,,f'Hl,hl11 pt•i ,\. líli .ipniximan mas 

y mP, .'r ;1 1¡,,dl.1 u11ri,l.i.l •111 ¡uah:r j,rnrns igualarse 
t,,;\Jll dl.1, 

' . 
Aplk.111do rM;tfi 

r X : ,, , • 
¡ • .¡. • ti 

DE AT.GEBRA, 397 
r x am 

-·-·=--; de donde m:::: 2; L= - ::::: 2; lo cual 
m 2 m-1 

nos viene á decir que cuantos nrns términos se tomen 
de la anterior progr.esion, tanto mas se acercará su suma 
á ser igual á 2.. Bullamos con efectó 

l ~LI' - 3.-2 ..... - .............................. __ _ 
l 2 

l I ' 7 
I -1--+- ....... , .•.• ~••••••••=- = 2 

2 4 L~ 

r r r _ 15 _ 
I ..; .... ,--~ -1--~ +-

8 
••••••••.•••••---:-- - 2 

2 4 ' ' 8 

I 

2 

1 

4 
][ 

--8-

,! Í I ' :Í: ·, I 8I •l I 
I ..¡.,--+•-·" +- +-,,.,:::::;: . ..!...-. := 2 --, ·~ . 4' 8. . 16 l 6 , . • lÓ 

&c;I 

La cantidad L se suele mirar como la suma de la 
progrcsion dccrelicnte por cuoc'icntes , continuada al 
b1finito; pe1:o nd podemos formarnos una idea bien da .. 
ra del signiikndo ~~p 

1
,es,ta expresioM, como no ,enten-

dnmos por eHa lo 'qt1e designamos· con la voz liirn'ÚJ 
(A1-itm. §. 1·~ l'J'.' ,, 1 • 

' 
1 <1(1¡11-1) · 

2 ~ S J?c In exprcsion S= ....... x se. pt~edcn 
1 1 s·: "''" , •r i,,,1,_:' ,"i,''f" '1 

sacar r~dos 1~;$ 1éri11'inol que coh1pciÍ1e11' T:{ progresion 
cuya st.ma .rnpresc!1ta; porqu9 si ~e efectúa Jn divisio11 
cfo t- ! pt)l' q ;.J.. 1 (§. I 5 8) h:1naremos : 
'1n-1 1...:-qn · 2 ·· , 1 . 4 "11-x· l · 
~·-·• .. ·-·=--~---=l+q-+q+q+q ........ +q ; o 

9-1 .-,-~' .;· .. · ,'!.,,.,,y • ,.·, 

crn1l da S''-,t+aq+al+aq\ .. : ..... +aq 11
-

1
• ' 

Ln 'exprc&ion ,del' valo'r 'ele: l prndnce el mismo r,e .. 
sultado ~foctuanclo la di'vi5ion do m por m- 1 del mo~ 
do siguiente: 



Tn ATA no ¡::r.mnnn.t r. 

m "' 

·+· 
111' 111 

¡ 
' . ,j 
m• 1111 

&c. 
.S,! di vide prim-:r:rnrnmt, m por el primer término 

del divis01· t !itgun !il! h:t\:l: t (.im1111mc111c, y sule I de 
cuocii;11tu 1 se multiplica c~ttl cuodc11tc ptir el divisor, 
y se rcst:.t el prndut:to dd dividc11du ¡ ~e divido dcspues 
el residmi x pur el primer lt;rn1inu ,lcl divisor¡ y snle 

por cuocicnto 
1 

1 ,1uc se mu ltiplka pur tll divisor. y ,,, ' 

remita el residuo ;, ; cun el ~11.11 \C cjt:cutn iguul opo• 

r:11:ion que ccrn d i111tcriur. Cnnrim1,rnthl da esta manera 
st: ech11 do ver nl imtnnte h1 ky \pie "iguen tcidos los 

. . l 1 ' m' 
Cllti~ ICll(t'.S p;1rlla \'.~, Y t,C v,\ lf llC 1l c:,pri:mm --·es 

111-1 

' 1 . ' 1 ' . t f 1 .· · 1·' c1¡rnva ente ,1 .1 ~c111: t "t·• ,,, ,,, , •+· &e, 1 cont • 
m 111 1 m1 , 

mrnda al infinito; y 1i c11 uhhl u11i1 de ltifí t,frminos Sl\S• 

tiuiimm ,1 cu l111•ar dt: r I v !11, multi.11tic11mos todos ;¡ ,,,, m I 

1mr ,1, ~e~ v11dvtt .i lt.íll.ir t1"4"d,J·••,r./ ➔•11.(+&c, 1 es 
dt11,;it • l.1 ¡1111gn:~.hm ,uyu l1miu.i J11rnm11 th::1,igm1'10 por L, 

:1.36 t'11a vct, t¡t1~ r.f~1.11i.rndt1, l.1 dh1ilion que está 
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. d' d 1 . f . . m 1 111 1ca a en a expres10n racc1omma -- , resu ta por 

, m-I 

cuociente la serie interminable 
I I I 

I +,--+-,+-··+&c.; 
1/i tn ,nl 

es claro que ningun nümero de estos términos, por gran
de que sea, podrá jamas equivaler exuctamente á la frac• 

cion ._in_, sea cual fuere el valor de m ó de ,1._; pe• 
m-r m 

ro tnmbien es facil ver que en siendo m > I y de con-

siguiente -~· < I , cada uno de los términos de la serie 
m 

será tanto menor cuanto mas diste del prin1ero; la sllrnrt 

de un cierto número de eUos se aproximará tanto m¡¡s 

'·1 '1n 1 n equ1va er exactamente a -- , cuanto mayor sea e 
m-I 

número de términos que se hayan sumado; y la apro
ximncion será tanto mas rápida cuanto menor que la 

unidad sea _:_, En tal caso se llama con1m-gcntc la serie. 
,n 

Con efecto, si en la division precedente nos li
mitásemos á ton¡ar el primero 6 los dos primeros ó 
los tres primeros &9. términos del cuociente, y al 
mismo tiempo tenemos presentes los residuos, vendrán 
á ser 

Cuocicntcs. Residuos. 

l 1 
],+--., ..................... -

m m 

l X l 
I + ·-~ + -·-;;- .•.. -....... ·-·-¡ 

m , t(i· , m 
&c. 
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A 1H ,rn l,i¡;n I lu!,; tlHH i,:11t t:~ ¡ 1,l H 'i,d,:s (JUC nc:ibainos 
tfo i11di1:a!' 1w pll\::d~:11 :i¡•111xí111a1,,,: al ,·,,.-1d;uk1o valor 

\ 

1 m • , • ¡ . l ,: ~-" ') Slil() a pro¡,nr1 hlll lJ'llt !,,.ail ~ ,:'~ipt'Cí.:1,1hlcs los 
111 -~'''" l 

n::,idun, <JlW lt·i: 1'/il'H.:s¡H1n,L1n i y I n:11<1 ~¾ta drcnnstan .. 
i:ia se ve1 ilíl.'.,t i,ttlo n1a11,!.1 111 1, ·, n1,1yu1 q11,: l.1 unidnd 

, ¡ ' . ) 
solo tll r:~11; ra~n •,1il'it n11n•,:r 111 • ,t •,t}r:i;. 1'.11 tod()s los 
dt..:111:is r;1,os 111:, n:si-lu11,, ,·;11~ " :, iv11,L1 111.1•; y lllílS¡ ele 
co11signk:1Ht: c;;11l.1 v1.:1. v,111 '.,) ·11.li1 m1:1111s d,~,prccfobles;' , 
1.:u:11H:l>S rmis tci11ninvs tumclHPll dl: L1 1,1.:1 i~:, 111;1:, nos ale. 

1 , Y IHH' e~tn rnzon 

~" !Luna ,/lrcr11cnt1t l.1 ~cric. ,,, 
11am adlll ,1r 111a, 1:hlu l¡¡¡g:rn1v'i ~ta·t:!,i v:1mente m:::::: 2, 

m r; m ;. El pd,m:r fd1pm'.'lto d11 

ttl t I I l ,, 
--•·" i 1 ,,,¡" :¡ ,.,¡,. ,,,,¡,,, , .. ¡ .,,,,t~C. 
111-• t ~i ll 1,, 

y ya l1c11w•, vi .,11 tj. ·i. ,; .¡J 1pn: 1,;111 dt:ll(:l li mio q110 
st~ 11.dl.1 en d sq;imJ¡¡ ruici1d1rn ,,1: .. 1p1'1,xim11 tamo mas 
.í 111.·r !.l. 1.:1w11,1:, 111;is t~:nnimP, h: t11m.m de ella¡ míÍ 
put:s c:onvt:rgcm 1.}. 

Dd sc:gtt11tln supm•Mo ~1:: infii,:ic t¡u<t 
r/1 

111· «j \1 

. l ' l ' l • 1 • ' p~~l'I• :,1 lll) 1,IU,;lh ,H t'll',11 ti/ P'I lr-\1 .. \¡no¡ \lljltl!lll;:fiCfl105 

llui,; w1 1 Íi. 11n HÍu11,.:ru 1h: 1i:1ni¡1,, l;i ~cri~ era igual 

' 
1 l . , l . , 1 J a · ·, Ví.'.fü I MrnM1 ,l t ,H' <.m uu rmni,111:iiw u mn, o¡ por• 
'! ' 
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que debiendo el divisor multiplicado por el cnociente 
reprndncir el dividendo, .. es necesario que 

l ::::( l + I + I + I + ........... ) ~; 
y como el segundo mie1nhr-0 de ,esta e.cuacfon se redu
ce á cero, venddamos á"deducir que I :::::o. 

El tercer supue.sto nos conduce á , consecuencias no 
menos absurdas siempre que despreciemos los residuos, 
y miremos á la' serie que resulta por cnocienté, ·como 
una expresion exacta del valor de la fraccion de donde 
se deriva. En efecto, haciendo m = ½, hallaremos: 

,n -=- I:::: I+2+4+8+ I6+&c.; m-x , 

10 cual es . .evidentemente falso. , : i 
' . 

Estas contradicciones desaparecerán luego, que: oh• 
servemos qne en el segundo caso los residuo& 

I I l 
l , - , -. , - 1 &.c. m III m. . . .. 

son todos iguales,án-;, r puies,qm,,e;,jamas:i:disd\inuyen, no 
se les· debe despreciar por nias qué se continúe !}a: divi- , 
sion; por manera que,,al,producto del•divisor por el 
cnociente parcial que tomemos, deberemos añadir el re .. 
sidno I , y asi. te~:idremos la ecuacion exacta 

1,r, 1l:?.:::: (L+ I J+' :1 'i'HXlli"""1'.l,~;,,;, •• r,,l,,,,~10{..fr J,.:' ¡ ,; , , ,. 
En :.el· tercer caso los r,esidt10s 1 ., • · 

1 JI\' i' I ) _1 ¡ ,, X ' 
1, -, -, ~ &c. 

,n m' 111 1 

fortuno la progr,esion cr,,eciente I ; 2 , 4 ,, 8, 16 &c.; y 
de consiguiente sqn menos despreciables, que en el caso 
ant'erior;' p~} h1a1{ern que solo añadie11do á cada, cuo~ 
dentei parch1l el residuo qu

1

e le cor;·esponda, se podrán 

obtener las siguientes . expr,~~i?nes equivalentes á , : ; ,, . , . , . , .. , \ " , ,, ,m, l,, 

TOMO XI, EE.E 



TRATADO ILEMKN~AL 

, -l~--,, 
m m(m•-1 

X 't l ~-,.. , . -~,. ' ' " 

w m1 w1 (r1t-1) 

&e, 
fas cirnles scm toi.lns iguales ú l cunndo m == i:. 

Si hncemos m ;;;;:;:~~,tJ se cü11vcnir:1 la frnccion-.!!!._ 
m .... 1 

" 1 . 1 en _,_,, ,.,,, .. ,,; y ,1 scrw <JUC n:prc~cnta e cucicicnte d ¡ 
t1~1~r oa 

di visicm q uc en ,H¡ uclht cxprosicm en.í iuJicndn ► so con• 
veniní. cu 

ti X 1 
~:::: X - .,¡ .. •· ,, ,~,. ,,,,,,,. &e, 

tl ..¡.. X r, ,i• t11 

y haciendo n = x , tendremos: 
-~•::;;I-•l'·l·l·"l• ► ·l l-.1~&c,J 

Si desprcciunclo los n:tiiiluo11 rcm1,Írcmo1 un llÚmero 
p:11· cfo rclrminm de ltt últimn serie• In última ocuacion 
vendrá ú ser ½::::-:o , y si fuen! impur el n(1mero de tér~ 
minos do lit seriti I ln ecuadcm ,ení i r i y de ,con• 
~iguicnt<.: en todos i.:a~os e~ fal~a l,1 ,:cmu.:ion 11.1puestn1 
en uuos ¡rnr dcfc~to, y en otrn1 por ,xca110 • .Esto nos 
hm:e ver t¡uc, sen '"'Uul fuere d n(um:ro 'l\lt tomemos 
do esttt ,e,· ic, junuu dc!H:rertHHI de•,pn:dn el residuo, 

Si en fo sctrio precedente 11u1Hrnemo11 n;:: ~ > tendro, 
:.1 .r l l f , ' mos x -1: •+· ., .,,,,,. , ., •• ,.,. , -"· &t:. ; en cuya ex• 
!{ •J 1:1 lf> .. 

prcsfon so ve que l:1~ !IUmm: p;tn,iuh:ll 1
1 
i, ,.s,, J~&c: 

,f 8 
son nltcrmni w1me11tc tnny,:iH:~ y mt:norclí q,10 el verda• 

DB .AtGEDRA. 
· ' n · i 

dero valor de -:-- , qt1e en este caso es - ; pero al -
. ,IJ+l ,,',' , S 

mismo •:tiemp.o se ve que. aquellas, sumas se •yan a pro xi~. 

n\1lcido 'm~s y. nu1s Ú ~·;:-ab:~o·Jsi¿'{¡i~nte es con-ve,rgen~ 
: ' ' '3 ' ' ' ' 

te, la setie p1;opuesta, y, el residuo, de 1n division será 
tanto•1 -mas despreciable cuantos mas tér!Uinos tomemos 
delcuocíente. ,· , ,· · · u 

A tmtj_ue, las series cuyos, :términos van au:mentando 
se alejan cada vez n1ns del, verdadero valor de la ex
pl'esion de donde dimanan, y por esta razon se llaman 
divergentes;, oon~ideracklS, sin embargo como mrns me':" 
ras -trasforma¡::iones .de1 : e.staS: expresiones., pueden, sernos 
1riüy útiles, para ·darnos á conocer,t•odns las propiedad~s 
que no tengan conex,ion con lri: .. suma de tales cantidades, 

2 3 7 · Si continuásemos . cuak1uiera di vision alge~ 
br.aicii., en Jai.crial ~l dividenclo no sea .. múltiplo .~~L:di
vis0n·•,ir,c:omo1flo11h.:emo11t11bedn:ai",(~;§:< -~3 .S;>p ¡en 11~.;qhdsJon 
de m · pot mr-1-.i; ~"res1,11ltacia siempr'e expr:esado ,~L cuó~ 
ciente . por una· se:rie, interminable de inonómz'os.,, Las .ex;,
tracciohes, de Jas'. raices i11come11surables ó de potencias 
:ib1perfeotas•,, continuadas, det.mismo n}odd'.<!:o¡nducirán 
•tamb:~n sd. se-~ies(l)rbt,rBlU\lll;P'ie~ e!) ,in'íia,i ~a:$;;,'i:PfP!l1t10(l)&as.rklsr 
,tas: :.sariii<lst se rdb,bendir.án!';cop; más, facilfüacl ,,porriinedio ,~fo 
la. ,fór.mn.la1.deit:1.ihinv.mib1, •1como lo manifestaremos e11 el 
Complemento, ,donde trataremos. de las sedes, mas C0'.10~ 

•cídnsi., ii,¡ , i ,, · ; -

.. , 2 3 ~ , En nin
1
g~11~ .. dq 

1
l~f ~uestione.~ resue1t,as h_as,ti~ 

'aqi1i ha siclo ·ex~oncnte ·ra 1ncog.nifa, 'como lo sena si 
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1ws propnsi~:scmos d1.it~rminar d númcrn de Ios tér.tni-
1108 de 1111a pr1)g1:csion por cum:icmc,~, cuyo primer téi~ 
mi110, el {1l1imo y ln rnun <1 cuo,cic111c nmriin estuvíe" 
SCII d,1dt)S, Cün cfl!cto J parn. IT!i(il ver ehr,a Cllestion teii, 
chiamos (S. i:; 1) la ccuarnrn ' :tt,/'~ 1

) cú }¡¡ CL1aI 
seria n la i11r1ignh;1; y hatii.:1nlo por abrcvfor u - ¡ :::::x 
r,irn lt~t'i:1 / = t't,.(, Lm; 1m:ttJdns ditcm" cxln1e11cos nn~ 
ti.:1iorm0n1.u 110 son rnlidc11t.:~ p,11;¡ rcs1,lvcr c1itn ecuh 
cfon,1' ni ,lut signos que hu~ta abnra lmnc,1s 1tdnptndo ¡

0 
son phra indic;ir la 5crio do upcr;u.:iuucs c¡ue se deben 
ejcrntur con 1:is cnntidade11 ccmocidas, p.ua <¡ne resulte 
f4.l v.ihir de una im.:ogrdta 1¡m, st:¡ ox:poncnte. I>nra,po~ 
ner todo crni mns en dm,1 hugamtll:l notu • segun lo lia 
cjttcutado Euleí· • ln conexion que ti1mc:1t entre s:í lns di~ 
forcntcs operaciones del Algubn1, y cunH} de Cllda un~ 
ele ellas se origiim tu:1:n nuev;, e~pi:do de c:nmidQdo,, 

, 2.1319 • ,; Si repre11onoomo1 pi:>,r ,i y h dot cantidades 
cuah:s(Juicrn t¡1Jc 110~ prop1mgnmoi1 rnmtt1·, podrcmoa de, 
sigrrnr por ,.: el rcsulti1do de 1'"- op1m1dun ►'Y rcndvemds 
fa c1.:mH:ion 1,iguicmc ,:1&1,. b ::;::;:,c: J y ii llt1 tl!t!l ccuacion, 
(jUC 1w9, da tí tnm1cer h:1 ruhu::itm de hrn 1:11.midvdo,:.qJJe 
enfrmie:111, elkti1 q1tt iwi6ren'ma! ,ltdli1d1· ol valor dt t1,:6•:11~«fé 
J, lwlfan::uws ll ;.:'::: ·" - /1 ; b " i:t ; y ,h\l 11q:ui laesmt11c~ 
cioo uri!{irmdn de lu ¡:1di-. itm .i y en ca,o qtt1 el mtnucndo 
sea meno1· tJU o ti t1L111t ni endu t y ,Jll$ ,1;i:ooe.i giulttlll!í,Urw~udJ. 
<la ofec:tt1n1·ne lit nmnu:don t:n el ,mlcn 1m tJUt t1t4Jnd1+ 
<::hl:1 r v icnt1 ú 1er ueg.tti vo el ro11uh.i1.fo. L1:1 rcperida¡¡,llfll¡. 
c.i{/11 di.: una 111h111a t:um i~lad da t>rigcn J In muldplkn• 
dtm; y ii llamamo,s a ñl nmhiplitttdorfb ru Uyt\lti,t~ 
c:rndo y e al prudut:tt;, rcmhcmm t1h "

1 
dM donde se 

~lellt!ce' a J' ,./) ' e / / . í t . l; f a· ' 
i ' 14:,'{ Y; 'kl 111;1u1 ¡m:ic,, ~n r,, ilri~• 

DE ALGJ;:llR.A, 40 5 
sion y las fracciones, qn~ son c~nsecuencia de ella en 
todos los casos en ,qu:e tio es 'posible efectuarla exacta-; 
mente , y .is~)~i residuo• final., La ,repetida ·rni.iltiplicacion 
cl:e ,una, cantidad, por sí. mismn1 p.rocd:uoe las potencias, de 
esta cantidad , por manera que designando por b el nú~ 
mero de veces que a es factor 'en la potencia ~ q\1e ~e 
considere tendr.emos ,aú :._ é, :Esta i ecuacjcm se .difetencia 
ese11cial:m6nte :de las anteriores I en que las éantida'd'es a 
y b: no entrari ambas en ella :de 1111 mismo modo; y de 
aqui procede que la operacion, cuyo re~ultado nos da 
á conocer el valor de la una, no es suficiente .pa1·q, de.,. 
terminar,. el de:.1a otra; ,Si estaudo conocidas e y b ,que-r 
re~os ha,lla'r el 'V~lor de a, nos bitst'a efectirnr una, sim
ple ex:trncéion de ,,raíz; , y esta operacion da .orig~n á 
tina nueva especie de cantidades I que son las mac1ona .. 
les; pero si conociendo a Y e nos pr~p~1sié:emodrnll~r 
e.Ii: valor ·de b ¡. rtendretJ\OS 'que recurrir a, metodos partl• 
culares:¡ qu:e dar.e:nfos:iá fC'0~OtCl' 'lÍ$SP,lít:G~ ,dei.ha.b1er rmani .. 
festado las principales 'propiedades de ln ecLrnc1on ab= c. 

, ,. 2 4-o . Eien ~e, deja 1conocer que; si conservando á la 
letrá.;a ulÍ,oierto v~l:or invariable, que supondremos ma;,. 
~hi,,iaue,,\J.a ·.mni<lad ,1,,hucep10s, V;uriar j ~e~uri , quer~mos 
ebde:h, 1'-<Dfb:e.mos:i~b:teh:er~p¡t11,a rqtitmil.:6s ,Jdsi,n:µmefüos l;ma¡. 
ginwbl.es. ¡;G}on-:efoofo·; Haidehdr@irb :::::i:;ci ~ resu:ltn: c-:r=. I ; y 
despu,es1t,ár prdpd>~cion que; va yn 'credendp b irán _los va
lores de "C siendo' cada vez mayores que la umdud' y 
pod.r{in:H~gia,r1~:.s6lí:;tan grande~ como se, ~lli:ra· 'Si fues~ 
fl'e'gaitiwoLel:; ,vnlor,1dct b ;J1rn.'lqt'tadon1 q uei hevnos, sup!iJeS .. 

t~ ab:!.:.,í: 'J~• c~~ver'tit\~','e/~;1.¡;~/, 6' en!~ =:.//y los 
¡,• .¡ ' ' f.':, ,·,, ,' . ª·' 

:'.Yialores; d~ ,; irían siendo tanto :m~nores 'CtÚtnto n1:1~0: 
foes~ ~l ,:vidor negativo:,,cle,• b; B:?f 1m.ht1e.fa;•ql.1e podria,n 
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llegar á ser tan pec¡uef1os como se (j\ti!iera. Co11 sol , 
pues vnriar el exponente b de Ullu mismn cr111tidad 

0 

so pucdi:Jn ded ndr 1.ie In mishm ecm1don supuesta, pa~ 
ro. i; todos lus nü111crc.1s pmitivos pusiblt?s enteros ó frac~ 
ciorrnrioi; en el c.:.tso tJUO a sea mayor '}lle la unidad, lo 
mismo rncc::dcri.i aun cuando fm,:\c ,1 < I, sin citrn dife~ 
rcw.::in que 1n do t1ue las vatia(ioncs ~fo e prncederia.n ·on 
sentido (tmtrnlio al del ~uo ¡m:t:c,.,lentt: es decir,q.uo 
los valt,res de e ;n11mrnt.u1.1n t:mrntlu lea do b fu1uc 11 nei-
ga tivas; y tlisminuit'ÍíU} ttqtu::fü!'í cu.rndo <mos fuesen 
po~itivos. Pero si st1pmiémnw1 ,, x , r<m1lt11ria siem~ 
pre e::::: l, ~rnd11uicra t¡uc füe1c el vnlor de hypot 
esta r.izon m1rnremos hí tJt cm tndc► e11tc untado como que 
1·cprcNc11ta u ,rn canti\l,ul mnyur e; mc1m1· IJ\rn lll unidad, 

J>arn ind icur 'l tic micnmu ~:trn~crv11mtr11 á .la .c11nti• 
clnd desig11t1d~ pur ,, un mismt, \'nlur, cu111id~rnuiot a 
las cnntidadcs b y r; <:omo 1u11,1011tiblcij di: eu1tntot ~11¡0• 
res put:dau iuwginarhc I o liO!{tlll H! dice• com.o cnntida• 
des 'Vr1ri,1h/(!.1·, to1u·csent.mmw5 ,¡ t!~tu última co11 lat 
forras .t' é 1, ,:w1 l(> cual ht cnuu:iuri ptimiriva s~.tm• 
fornrnrlÍ en estc,trn tt 1 Yu 1c thiju armimlet 1.t.ltod 
esta octm::inn a cada vnlclr pnrdcubr <lo ,r. •cor:rtl$pllnd~ 
otro vnh,r piutit::ul.u· de J, y iil t,1:>imariin'pt:fmat1era 
~uc en ornmdo dótermim1Jo el valor dei· tuí11 dtesfus 
cautidadcs • no puedo yn ter ubitri.-rfo el clt l,11 o~fdJA; 

a.41. U~t,~ 1ni.Hun dcp1mdtmda r, relidon c.nree la& 
cantidnde11 ·~ é :, , en dt!dr • enno t:ttilipii«rpot@®Íll1J 
ile unn c,uu~.i.d "" ~ y ol exptrnont(l! ,,e de irn gMdo,metj\Ct 
m11d1;1 ntcim;icm , pcm1uc pmtdc 1enm¡¡ muy (¡fil, no 10l9 
para lrn, dll:'ulw, ttlgebdi~or,' ,,fon t.unhien plml los ltrth 
nu:ítl~c:i,, l:fo t;lt1<,m:1, 1i comidim1mOJ1 otr¡i ¡1otohd11/de 
fa m1s1mt cmmdaJ a, y tlt:iign;uru.111 por :l tl exponente 
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que corresponde á esta nueva potencia , tendremos 
ax'=J'; y por consiguiente si multiplicamos esta última 
ecuacion por h anterior , · tendremos yy' = ax x a·-c/...:_ 
a"+.vi. Si dividimos.una por otra, resultará · 

.,, · xi .; ª xt-x ----a y - ax -

Ultirnamente, si en cualquiera de las dos ecuacio.; 
nes supuestas elevamos ambos miembros á una pdtencia 
indicada por el exponente m , ó extraemos de ellos la 
ra1z cuyo exponente sea n, tendremos estos otros re
sultados: 

,111= (fl,'VY:'= an,:i•; 
I I X 

f'i'i--(ar)ri = añ. · . 

Los dos primeros resultados nos hacen ver que en 
conociendo los exponentes x y :r/ respectivos á las po
tencias y é y', tendremos en la suma de ellos el expo-
nente q11e córrésponde al pródt1cto fl denlas dos poten
cias ; y en la diferencia de los exponentes x y x' ten. 

. ' 
dremos el que corresponde al cuociente L de las dos .,, 
potencias. La~ dos últimas ecuaciones manifiestan q11e 
el exponente respectivo 0á1 unñ 'p:otencia curalquiera de. y 
se obtiene por medió, cl.e luía simple mnltiplicacion; y 
por medio de u~a si~1ple division el_ que c?rr.espo:1de á 
una raiz cualqmera de y. De aqu1 es facil rnfenr que 
si tuviésemos una .. tabla, en la cual se hnllase11 al lado 
de cada uno de los números y los valores correspondien• 
tes de. ~., de . manera que clado )' se pudiese teneti. 1 x , .y 
recíprocamente, en este caso quedaria reducvda á zma 
simple adicion la multiplicacion de dos números .cuales~ 
quiera; ,porqtie en lugar de .efectuar la operac1qn con 



408 TRATADO HLEMtNTAt 

estos nírnwros que hemos represcmrndo por y 
1
y', sunia .. 

riamos los vnlorcs de .t\.t.1 ,1uc lc!i correspondiesen¡ y 
lmscnm!o dcspues en !u mi~m.t tabla el número respec. 
tivo ú. est., suma I t11¡11d número tk:bcri:1 ser el producto 
qne bt1sc(1ba111os. Asimismo si nat¡Íscnrns de efectunr 
un(\ divhion, busc:niamo; en la rahln los vulorcs do xi 
que correspondiesen ,1l dividc11~lo y ul divisor; restarla~ 
mos del cornispo11dicme al divi~lcndo el respectivo al 
divisor, y el número t}UC corrnsptJndie~o .i la diferencia 
de los vutotcs. de 1·1.i,1 seria el 1e:1wciemc que nos pro, 
poníamos h:dlar. De este mmlu l,1 dÍ'vi.ricm se 111u14 , 

n',t 11or mrdio de l,t SIIJ'lr,1aio11, 

fütos dos ejemplos ¡rnedcn i¡er mfidcntes po.ra dar 
6 conocer la milhJa~I quo dcbu nm1kir de tener ya 
formndas setn~j.111tus t;1hlu, Asi e~ tJUC 110 lm adoptado 
gcnerulmcnto el mo du elhi, deiidtt que N,p,r lu inven .. 
t6. Rn ellas n cmlu unci de lot trom núrmm,, que entran 
en l., ,·t:t1al.:io11 f11111l.11Hc:11e;d ,, ' 10 le ha ntribuido 
cforrn di;111t.1mi1mdon, Los difo1ermi1 vnlort:1 de! cousor, 
vnn d uumbrc gcncrnl de 11timrrt1J', Lo; difttrenres Vil~ 

lores lid cxponoutc :i: euim dc~ígm1tlo11 ,:cm ht denoml, 
rindcm de lo,f(at'Ítmru do lc,9 n(1mon111 i que corretpon~ 
den. 1':l 11(1mc10 i11v,1riahfo rcprtiu::ntittlo pc1r a se llanta 
fo bau de lrt tal,/,, I, ,Jd .i·i,rtmra di l1¡;r~rltmot, Ad que 
/(u loi[m'ifmos .r,w las t:.tprmmtr.r d, /,u poJ1111i11t d 1u~ 
u dr1b11 r/n,1ar tm mímrru 1i11,•,uittble. ;mr11 qu, 11 '()tJfl · 
.rutulv1:m1mt, t~u,1/r111du 1t t1.hhu lu nrím,ro1 imt1g(11a.bl,¡, 

lü1 lo rnccsivo rnpnmmt.tremoM el lug1trit1:nrf de j, 
por ly, de mod,, que 11mí ~=l¡t y por aor 1=1 
ve11clH.i á JtH' J ;~=a1,~. 

1140. Ln~ prnpicdi'ldt.i! tp1e hemcrn demomado de 
los logAritmos son indopi:ndíoutcii, dal v1tlo:r pnrdeular 

DE ALGEBRA, 409. 
del número a ó . de la base; y de ahi es que se pueden 
formar una infinidad de tablas ó sistemas diferentes, eli
giendo para base de ·cada tabla ó sist~ma el número que 
queramos ó mas 110s acomode, con tal que no sea la 
unidad. Toma~d.o, por ejemplo, a= I o, la ecuacion 
fundamental de este _sistema particular sará y= ( I o ) 1Y, 

y de ella se deducirá inmedi~tamente que· los números 
I; 10; 100; 1000; 10000; 100000 &c., qqe .son 
todos potencias perfectas de la base 1 o, tienen por loga• 
ritmos en esta hipótesi los números o, I, 2., 3, 4 , 5 &c. 
En esta serie de logaritmos se pue_den ya observar las 
propiedades generales que hemos demostrado en el pár~ 
rafo antedor. En efecto, sumando los log~ritmos de I o 
y de 1000, que son I y 3, se ve que su suma 4 cor-

-responde á 1 oo oo, que es el producto de los 11úmeros 
lo y 1000. . 

243 En el supuesto de haber elegido á fo por 
base, lós, ldg'itrl'tmos .. de los 11ú111e,ro~.intermédios entre I 
y xo;entre 10 y 100,entre 100 y 1oóo&c! nose 
pueden obtener sino solo por aproximaciort. Si se tratase, 
por ejemplo I de hallar el logaritmo que en este siste.-
111a corresponde á 2,, seria necesario resol ver la ecua
don ( x o y1

::::: 2 ." J?il'ra esto, podternos hacer.,í .. Qso . del rué.
todo que hemos dado ya á conocer ( §. 2 2 1) ; es de
cir, se hallaria primeramente el número entero que mas 
se aproximase al valor de X; y por lo que á esto _res-
pecta, se ve JAJU~diatamente, que la x correspondiente 
al número. ~ está entre o y I :,c pue~Jo que ( 1 o)º= 1; 

y ( I o y::::: I o; haremos pu~s x::::: + ' y tendremos 

. 
( 10) 7 :::::2., 6 ,10=:2.2'•; y como para que se ven-

:roMo n. 
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fique, como debe, esta última c\:t1a\.:io11, ha do estar .z 
! 

entro 3 y 4 , su pondremos ::: . . ,, .. 3 "f,, z' , y resultará: 

6 

6 (1'.timamcnto 

Para qtte se vedfü1uo la últimtt ccm1l:i(rn debe es• 
tar el valor de z' entre 3 y 4 • y de t:c:mi¡igufonte $U• 

;pondremos ;:,' ~:::: 3 •. ," ~,í , y tc11llrenun : 
;,, 

!),=e: Y,,. 
do donde sncanmws: 

( ~ ):{,r ::·:':: :1.· ( 4)11 , uH; ,¡ ( t ;1;)1111, J.¡' 
,f s I;$ ,,, 4 

y despucs do un cono n(11fü:rcl du ,,,mtni hallaremos 
'111c t." c~t:t entre 9 y ro .. D!!I mi~nio mod,1 podremos 
contimrnr rnautu c1uen1111tJ~ lit itpwxi1m1drm; pero co, 
.mo mrestro intente·¡ tn .indicar ,n1;1 rm.;!tldc, ha ,ido iolo 
lll:lllile~t,11•, )a {Hlt,iliilidad du lt.dlar lut lu~rtoitmos dotoij 
du~ lw1 mirn.e.H·os, mrn limi1¡.11i:mtn á 11ttflOrter 91 y 

.rctroccllicndu li:1llarcm<>s :/ :11, ¡ ,':. i,1~. ¡ :t: .!!,j~. 
(,1 t!I 93 ' 

ducientlo á ·dtdnrnles c1ae v:1lnr dt :t. fJa ve qtlo ~stq 
la l'll,lltíl Lifra t:ta;Í <.:ou.lt.lt'mc (1/U el vc1·,fadero1 porque 
da .r 1ii:j o l e:17,; y pur t:áh:ulmi lli.:::v,hlu; ú nrnyor grad~ 
de :lpnix1111:1don ~o h,1 nvcriipt;1dn tJUC npro:dmado 
lmst,17 1h!;:i111alc!, rcfluhfl;t <»dt)tc1Jí:nJ. Pmmoqu~ 
tthlo fog,mtmo debo ~on11idcrnm.t tc>mo cx¡,ommtc del« 
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base, para interpretar este valor de x como el de un 
exponent'e, es necesario imaginarse que si se eleva el 
n(unero I o á la potencia indicada por el número 
3 oro 3 ó o ; y si del rtisultado se extrae una raiz del 
grndo designado por 10000000, res)Jltará un número 

3010300 

muy.próximoá 2;estoes,que ( ro) 10000000 ::=2con 
corta diferencia: e11 cuya. ecuacion el primer miembro 

3010299 ' 

es algo mayo.r que 2; pero el número 1 o 10000000 

será algo menor, * 
244 Muldplicando sucesivamente por 2, S, 4 &c. 

el logaritmo de 2 , se obtienen los de los números 4, 
8, I 6 &c., que son la segunda, tercera, cuarta &c. 
potencias de 2. Añadiendo al logaritmo de 2 los loga• 
ritmos de I o, de I oo, de I o o o &c. se deducen los 
de 2 o de 2 o o , de !1 o o o &c.; y generalmente en co-' , 

11ociendo los logaritfuos de los números primos, es muy 
focil hallar los logaritmos de todos los números com~ 
puestos, pues que estos no pu~den menos de ser po
tencias ó productos de los números primos. Siendo, por 
ejemplo, el número 2 I o igual á 2 x 3 x S x 7, será 
" ' ' li l o =l. 2 + l 3 + 15 + l 7 ; . 
. lO d y por ser S ==-;- , ten remos! 

. l5=lxo-b.. . 
2 4 S Con10 los logaritmos estan por lo_ comun ex-

presados en decimales, se les puede cons1d~rar como 
compuestos de, dos partes; á saber, de las mudad es en~ 
terns que se hallan situadas á. la izquierda: de la coma, 

* Véase la nota última que se Iialla al fin de este tomor 
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y de fos cifras decimales qu~ cstan ú la derecha de ella, 
A la pdn1crn pnrte del logarnmo se fa ha \fado el nom, 
hre de r:a1~1uterúti'ca, porque en 105 logarnmos del sis• 
tema de q1.10 vamos babi.indo, t¡uo resultan de la Sll• 

posicio11 de a=. ro, y tpto so ll:1111an loJmitmo.r comu• 
ncs, da esta pnrtc á wnoccr <.:tdl es el orden mns ele• 
vado de unidades que se halla en el nfonero cuyo ¡0, 

garitmo suponemos conm:ido. En cfc1:to, hallándose en• 
tre o y I tocfos los k1garltnrns de los 11(1111cros com. 
prendidos entre x y l o, tienen precisamente o por ca. 
rnctcrística ; todos los do los nú11Hnn1 comprendidos 
entre 1 o y l <) o tienen x ; tralos los de los níuneros com .. 
prendidos entre I C:)0 y x ooo tienen :a; y en gene .. 
rnl, la c:u·uctedsticn de uu lo1(nrimw tiene una unidad 
rnenos c1ue cifrns de entoro11 hnyn en ln t<imbfouc:ion con 
que esté reprcsentndo el númern, 

A la sogundit [HU'te do cunlc1uior log11ritrno 1 es ele" 
cir, .í la fracdon lb.:imnl 1pm en t5l ao lmllu • lo suelen 
nlgt1nos tfo r el nOJnbre de mtt11tl.M. 

2 4 6 ~rnmbicn es muy ilignci de mnane que en ol 
n1isnm sist:c1nn , siempl'c c¡ue un número !ltHt J <'.l 6 100 

·· 6 1 o o o &e. veces mayor 6 menor cine c:1tro I aus loga• 
ritmos tit:11cn l;i misma fr;tt:don de<:itmd 1 (¡ ~t"l.t lu mi!• 
mn m1mtl.fl'.~ , y sok, se difr:nrnci:m en 1111 ,·ttrtttJrrfrtt'w, 

Abi es epa.~ á lo~ · 
N1ím,•1·ru C<>rrc11,c>mlen lo, L~¡¡ttdlnuu. 
54:~tioo 5,¡351794 

5 4 3 (rn 4173 S i79,+ 
S 4:i6 3,735i794 

S 43 ,6 :.1.,73 S ,794-
5 •h '.i Ó 1,7J52.794 
s ,4 36 0,7:u 2¡94 
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porque siendo cada uno de estos nµmeros el producto 
del inmediato siguiente multiplicado por I o, cada lo
garitmo deberá ser ( §, 24 1 ) la· suma del siguiente y 
del de I o ; y como este logaritmo es la unidad, su adi
cion no puede alterar la fraccio11 decimal del otro, sino 
solo su característ(ca. 

i2 47 Con arreglo á lo expuesto ( §, 240) debe
rán ser neg.ttivos en el mismo sistema los logaritmos• de 
todos los quebrados propios; porque representando todo 
quebrado al cuociente de la di vision del numerador por 
el denominador , el logaritmo de cualq~lier quebrado 
deberá hallarse ( §. i41) l'estando dellogaritmo del nú
rnerador el del denominador; y de consiguiente cuando 
el numerador sea menor q1.rn el denominador, el loga~ 
ritmo snstraendo será mayor que el minuendo; la sus
traccion no podrá efectuarse en el ord.en que la regla 
prescribe, sino en el inverso, y por tanto será negativo 
el residuo, · . 

Para hallar, por ejemplo, el logaritmo de la ~me .. 
cion ½, deberemos restar de ce,·a , que es el I_ogantmo 
de 1 , el logaritmo o, 3 o I o 3 o o del denominador; y 
nsi resultará 

l!:::::ó.á..0 13610300. 

Restando de cero el número mixto 1,3010300, 
CJ.'tlC es el logaritmo de 2 o , tendremos : 

, l 
l-=-1,3010300. 

20 

Siendo 0,3010300 eÍlogadtnfo de 2; y· 0,4771213 
'" { : ' 1Í • • '" 

el de, 3 será l.!:...:=::: c,30 I 03 ºº - º,477. I.2 I 3 =-:-'' s . ' ' ' 
0,1760913 .. 

Si para que sean posibles estas sustracciones, que 
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en realidad no lo son , añadiésemos al logaritmo minuen. 
do las unidades que sean necesarias ó que nos pare . 

. l 'd d ' ' z "ªº conven1e11tes, e res1 uo ven ra a ser positivo;:p ~ 

ro comq estas adiciones equivalen á multiplicar pdr l: 
Q por r o o. ó por I o o o &c. .el quebrado propuesto 
el residuo será el logaritmo de un número I o ó lo; 
ó rooo &c. veces mayor, ó lo que viene á serlo 
I)lismo , será el de. tantas unidades como·· décimas 6 
renté,s{mas ó rnilésir1J,as &c. eq uivalgaq aLmismo que. 
brado·. . . , 

En efecto, si tratando de hallar el logarit111o de½ 
añadimos una unidad al logaritmo del numerador para 
que pued[l restarse el logadtmo del denominador, el re~ 
siduó positivo 0,6989709 será el logaritmo no de ½si
no de S unidades, que es una cantidad I o veces ma
yor que ½, ó lo que es lo mismo , el de tantas •unida
des como décimas equivalen á ½. 

Si .tratando. de l)allar el log~uitmo de - 1
-. añadim~i 

· · 20 : ·, · 

2 unidades al logaritmo .del numerador para que pue
da efectuarse la sustraccion de I, 3 o I o 3 o o, el r.esid110 
positivo 0,6989700 será el logaritmo de una cantidad 
1 o o veces mayor que el quebrado. própuesto, ó lo que 
~s lo mismo, el de tantas unidades como centésinrns éqüi• 

1 
, r 

va en a-. 
20 

Si proponiéndonos hallar el logaritmo d~ , ;, nos p~, 

reciere conveniente añadir 'al logaritr.t10 ,del numerador 

4 unidades , . es decir, el Iogiuitmo · de 1 ººo o'; en hai 
hiendo. su'straido dtl esta suma el log~ritmo del deoo• 
minador, el residuo positivo 3,8239087 será el lo-
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. d / 2 gantmo e un numero I 0000 veces mayor qm¡ - , ó 
. 3 

lo que es lo mismo,; el de tantas unidades como difz 

rm'lési~ias equivalen á ..:...'.· . 
3' 

Aunque los logaritmos que de este modo hallamos 
no sean los verdaderos qt1e buscábamos de los quebra
dos, son sin embargo los, que mas se usan á:fin de evi.: 
tar los logaritmos negativos; y para dar mas uniformi
dad á los cálculos se añaden por lo comun I o ünidades 
al logaritmo d:l numerador. Por manera que tratando 

de hallár el logaritmo de~ restar~m~s pe 1, 0,3 o 103·00 3 . . . .. . . .. ,. 

el logaritmo 0,477I213 cteL denomimtdor ,_ y el residuo 
9, 8 2 3 9 o 8 7 , que es el logaritmo de un número din:. 

~!dlmillones de veces mayor que f, será el que habre

mds dé 'emph~at,f-etf) 1uia~!J1deit· ve:rdalerc:Plcigarfrmo dcil 
quebrado proptl'est0 .... : , .- -c. e 

Es verdad que de- este ,modo empleamos un loga
ritmo. con I O unidades de mas; per0 será muy facil SU-' 

primirlas, · luego que agr'egándosé ~ste lo&aritmo, á al:. 
giah, -1ou¡:; ,f,;háyá· "eñ;tlJ'lils'u?l~ ñ1titd::r:d.es1 b'as~áí:lifes::;.r¡fára 
éfectuar ·aquella st1prdi0Fí jh~p:~n:sab}e pata~ 'reitificar 
éÍc resultado-1--E:o, efecto ;si lnibiérafuos ,de hallar con el 

a1,1~ili? .d~)9s: 1?$:~;·itµt?S- e.~ ff9dnc_to d.e .. ,; _'. ~11ltipli. 

cád¿s ,pot ~-,iR ,: .snmatftítwMr;e'l t1gair~ilio:)' f;i'5'5 2 72.1~ 

JtH"tn:ulfiplicad:or:,con él fogári~mo:,9',8239087"imj su:.: 
primiendo de, la súma fas 10 unidades que este''segun
do lleva de mas; ser.ft 1,079 I 8 I 2 el verdadero loga-
titmo del p:rodú<::tó. qlle buscábamos·. ,. . 
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2. 4 8 Si 1 ¡rnr la inversa , se nos propusiere un ¡0• 

g:iritmo negativo I y se nus ¡m~guntare qué nCimero Je 
,con:esrmnde , yu podemos temer c~ne,.;;i de que deberá 
ser Ull quebrado propio; y supn111cndo, como siempre 
nos es permitido, que su numerador sea la unidad, su 
doncnninador lrnbd, de ser el núml.!rn qnc corresponde, 
da al logaritmo prnpncsrn 11i fui.:l!e positivo, lfo efecto1 
- 0,1760913, qu.e como yn s.1lwmos es el log11ritmo 

d.e -=...,loes por c,msiguicnte de ... ! ... y el log:aitmode! 
8 !• l 

es jmtamente o,r760913. 
Nn es muy 1:<1111od(, p:irn ht pr!1ttkn ene método 

de" hallar el número C<H're11pomlie1mi 11 un k,guitmo ne• 
g.itivo; porque desptHl!i de lrnbtn· dotermimhh1 el núme• 
ro que corresponda al mi11nw lvgul'iuno pusitivo, tene, 
mos adem:.lS que dividir ¡'>or <:tito 11(rn1crn h\ unid~d. Por 
.esta rnzo11 lo que mn, coniAulmcntc iti pn11.:tie1 et restar 
do rnrn, ~los ,, tre!i &l:, 1111idndoij, t.'fi \!tdr • del logariti. 
mo de u 110 de ltJs n(11ncrns x <,:, , 1 <H.i • 1 ooo &c., el lo• · 
garitmo propucstc> t pn:rncind iendt.} 0($ im iigno I se busca 
<lcspues ol número que co.rr~1p<:u11.lc 111 rcnhiuo 1 y ,~ijU• 

tas unidades tenga este n(tn:\ero 1 <ltl'H t11ntmi ddcbnas 6 
t:i.mtC::sinlils 6 mili:ihimus &":. ct:1t1Ív¡,¡lJnín al quebradq 
(l 11e Lnm::ábamos, scgm1 que h11yt,tmo1 ele¡ldo pQra 
1ni1rnc1Hlt> el logar.itmo du 1 ,:i ó ol do 1 oo ó ol do 
I 000 &:e, 

Si no!I propmiérnmo11 , p,cr ejem¡,lo, 1 hdlnr el que; 
unido correspondiente "1 IJ,garittm) ... o,30H)300,re$'1 
tarianws de unn unhh1d ,, de 1 11,,c:iooooo, qu0; ertl 
lognritmu de ro, el foguitTno rl,:40 t 0300, que ,es 
el del denomim1dor de la fnu::don que huscnmos, Bl 
.n:ijíduo 0169897<:H) semi. ( ;. i41) ti lo¡1ritmo pe 
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•tm cubqiente ó quebrado· diez 'Vedes mayor, ó lo que 
es lo mismo, el de tantas u'nidades,corno déci'mas equi• 
valen al quebrado que deseamos conocer. Vietido pues 
en las tablas que el logaritmo 0,6989700 correspon
de á 5 unidades; inferiremos que el· lo,garitino propues~ 
to - 0,30103•00 corresponde á•o,5. 

Si nos propusiéramos hallar el quebrado correspon~ 
diente nl logaritmo ..... o,o 2 8 o 2 8 7, y restásemos de 4 
unidades ó, de 4;0000 ooo, que es el logaritmo de 
10000, .el logaritmo pósitivo 0,0:2802.87, el residuo 
3,97197 I 3 seria el logaritmo de un cuociente 6 .que .. 
brado I o o oo veces rnaror' que ;el que buscamos, ó lo 
que es lo inisino, el de. tantas unidades como diez mité,~ 
simas eqnivalen á, este. último quebrado. En. viendo 
pues en fas tablaLque.,al logaritmo;:3,97197il3 'Cor
responde el n(imero. 9 g 7 S , inferirertios q u6 el lognúf
mo propuesto-0,0270287 corresponde á la fracdo~ 
0 ,9'37 5'· . ' ' 

Pot lo comun· se elige para nfümendo á I cí uni"'. 
dades, 6 lo que .. viene· á s,er lo mismo', al logaritmo de 
J 000000000.0; y dé,, consiguienté el residuo ven.t 
drá á ser i. el logaritmo de un cuociente ó quebrado 
I ºººººººººº cl'éveaes mayor: que elr q,úe:bt1scamos.
Si, por ejemplo, nos propusiéramos hallar. el quebrado 
que corresponde al logaritmo -- o, I ,07 2 1 oo,, restada;; 
mos de I o unidades. el logaritmo positivo o, 107 2 1,00; 

y el res,iduo.9,8927900, qbe en las tablas correspon
de al número 7 8 I 2 so·o o b o'; será el logaritmo de un 
númer.c> 10000000000 veces mayor que .la frm::cfon 
qne buscamos, Será pues esta o,78r2500000, ó lo 
que es lo mismo 0,781 2 S. · 

Si de la sustraccion hübiera resu'ltado 8,8 9 279,00, 
TOMO II, GGG 
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el númet10 corrcspondi1tnte seri;1 7 H I 2 S o,n, o I ydn frac
cion seda 0,0781.15, Si hubiese re!lult.tdt, 7,89(1.7 9001 
fa fracdon scr.ia. 0 1c:io78 I :i S I y en gcm:rnl ~iempre que 
nos prc)pongatn<)s dctcnnin,1r l,1 fra.~:cion i:onc~pondiente 
ú un lúgaritnrn que, t1:ng:i l (í m11,\.11los dcnHl!i 1 la mis,, 
mai combin,1,:iou d~t cifr,11, con c1m: c•,fr n!pn.m:ntado el 
n(11nero cotim q110 e11 lu~ tabl.1t, cmrc1p•111dc ul lugarit• 
mo prnpucsw, n:!prcst:marú la fi.u:drni dr:1.:im;il que se 
buscu,. pero C()tl !;1 ud v<.:1 t!.!nda dt! tJUí.: ~¡ la r;micterls, 
tico foer~ Q ., no ha.br,Í ,,·ro alg,11110 .i lu ,lcn:: .. ha de la 
<:onrn; si b c.wacreri,tkt1 •. ftuire H I h,tha.i un cero 6.ln 
dcre1.Jrn ._fo ht coma; 5i 7 1 dm ; y l:lll l{CJh•utl habrií á In 
clct'e<.:ha. de la coma t,\llt(l! t:ern~ rnmu uni.ladcs falten á 
fo C'1rn~tcrisdca p;iru llcgur á tuwu,. 

2 49 .Es fodl ver qu~ ,i tntt'11lhio de tp1irnr 4 unir 
ditd'b~ ,' J'.J<.>r ejemplo 1 de otro 11ún11ru c'u:tlquier:t, q1M11re, 
presentat11imos llOt' Ni en lugflt de efo"tullr 111 rtntt'ilcdon 
:ifíadinws .i N l.1~ (i u11i,l.1,h:•, 1p11,: Ltlt.m ;il 1uuruendo 
prmt llegar ii I o , la ~,unnt rc11dt.1. 111 itrniih1dcs m:111 que 
el rosidtw í.Jllé bt11:a;;lihun1u1 i y d(l: con"if(Uitnro para ob~ 
tencl' est~ n,~iduu h,1bri1 <JU.., tp1hu de zit¡uclln 11m:m1: 10 
unkl~d.es.. 1:fo e_foctc11 ,N "1"" 6 1 r;, .;; 1 y es ebro 
(JllC c11 1,t1pri1u 1i.:11du 1,1 1h~ c:,,t,1 úhim.at til<preiio11 1 re• 
stil1a N .,¡., e~ dcd1, el vcnla~kru re~iduo que nos 
propuui,rnws h,illar. 

A .rumtit::11em:i.1 tliJ c,1~ otaerv;u::ic1n to ha (leurrido 
<.onvtlrtit en ittlidwic1t rnd~t bit nHtr1u::dunt11 que ;ten• 
gamos 1.:1 uc t::fl!,:t uar c;.;11n lu, log;u iuun, • 1m11títuyemlo en 
veit:, de 1,,,:tdn nutrnt<11tlu l,1 i.::.i111id1hi 1p11¡! ú ,me fitlte para 
llegu ii I o uniJ .. 1dtt!I 1 y 1mprin1ícndci d~ 1.1. iuma ett 
t.,u lo trnid.i.h:,, 

Lt) que Jnltll ' t.1.uJ,¡uter nlunoro p.u:t Uegu A IO 
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6.100 ó 1000 &c. unidades; y.en general lo que fal
ta á cualquier nfamero para componer una ünidud del 
orden fomediafo superlior',t,fos.-m'as:élevaaas que. en él 
haya, se llama su co111plnná1to .. aritmético. Asi que, el 
complemento aritmédco de 7 es 3 ; el. de 84 es:"I 6; 
-el d~ 6,8 7 es · 3 r 3 , y asi i:de · los, demas. Se p'ued~ fácil
mente: hallar et complcmmto :aritmétfco ne:·u¡:rn4mett> 
representado por·una c6mbinacio)1.de:ll}uchas· cifras,, res
tando de,9 el valor de cada una, á éx:cepcion de,Ja pri• 
mera de la derecha, cuyo valor se restirá de I o. 

'El con1pl~mento aritmético.· del logaritmo de un 
número. ,:toma el:noinhre de complcm'mto loga1-ítmi'co del 
mismo número; y haciendo uso.de,esta:expresfo1i:', dii:e.
mos qtfe en vez de · restar el logaritmo de un número 
podremos sumar el complemento ,logarítmico de este 
mismo número, con tril 'que de la suma su primamos I o 
'1.lnidades'.. En caso qt1e se h¡iyan de restar muchos lo
•gndtnios, se.: suma41l élsl(lls·fresf@bti-v:,bs ;,cdmpleme'ntds,, :y 
.de la suma 'Se suprimirán t~ntas decenas,'de 'Unidades C(i• 

mo complementos se hayan sumado. AlgtrnM veces no 
es, posible efectuar la' snBresion de todas estas dece
nas; y entonces el resultado, que tendrá I o· unidiides 
demas, será el compleme,nto logarfrmicc;, . .;le un ·que
brado propio, y correspond~rf en las tabl¡is á un nú
mer6 efaero 1·eprese11tado por la misma combinación de 
cif(as que la fraccion decim!l equivalente al qnebrado 
( §. 248 ).; ' 

La exposicion q.i~e acab~mos de hacer del sistema 
de logaritmos cuya base a-· 1 o, contiene los princi
pios generales necesílrios para la inteligencia de las ta
plas; y con1'o á casi todas ellas las precede una instrnc
clon relativa á Sll particular disposicion y al modo de 
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usarlus, 
nsuntt>. >#1 
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creemos su pedluo Je tenernos mns sobre esto 

:.i 5 0 Cuando despucs de hnhcr elegido una base 
partii.:ul.i.r huyamos dctcrn1i1_1;11~0 el lng:1rirn1c, d.e un n(i• 

mero, nos será sumaim:ntc !,mi hall.ir d h,gnrnmo que 
corresponde al mi~nw llÍ11ncw en {itrn hi~tcma cuulquie, 

, ra; poH¡uc si represeuuimos por ,, , A lu1 buses de los 
(los 5ii.tenws, y por :i: 1 •• r lu!i log.iritmot. ,1ue en ellos 
. c;orrespon.Jen al n(unern J', te11drcrnmi cmis dos ecun• 

• . ,,.,· - ,y ¡ ,1 .,\ ' .. 'J . CIOfleB . ,., -1 " ••w•• , , 

de lns cuales se decluce estotra. ,,:r ,d-", y tomando en 
1111 mismo sistema Jc1q k1g~uitmv5 Jo lo, dos miembros 
. do h.t (¡ltima , tendremos esrum1 ! 

6 su equlvnlento 

X l,i Ld , 

.il.1: "'"fli1. 
Ahora bien , si auponemo, tcmrni.foi en el· sistema 

de la lrn~c ,r, los dus log¡¡1Írmw; tJUO cntnm CD li últ~ 
.mn ectrndun , sorú !,, t , y do euu11igufot1tc toda la 
ccum:ion se trnsform1mt en la "'iEfUÍtmte: 

,t':: .. 11.11, 

,.,t\_:i,, :f I 

1.~1 . 

Si m,i como lrnmo, iu1tcrhmm:mto (§. ~41) puesto 
11 en lug,u· de x, po1um1w, nhcma l.1 en !u,i,tu de X, la 
úldma fdrmuln podrlL encribino do c11ro modo: 

J, 
l,J= 

fa c:uul nc,s tfo á cntcmlor t¡ttc m ,U1.n'tii,ndf ul lo¡arlfii 

"' tn~ tiihh1 d!.'I <~::11111 C i,fü:hm 1:~1ui,01ip¡¡) )' In d~ l!ord& 1011 
lmtuntc Htcro¡rn y evm1Jd1r1. 
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mo quB en fin sistema corresponde á un mímero cuald 
quiera, por el logaritmo qtie á 1ma nue'Va base corres
ponde en el mismo sistema, el cuodcntc es el logaritmo 
que cor1·esponde ,it mismo número en el sistema de la 
mwoa base. 

De. la (¡Jtima fórmula se deduce tambie;1 .. que 

ly ·= IA.,; lo cual ·~os hace ver qtre, sea cual fuer\;l Ly . ... . . 

el nCrmero representado por y , existe entre los logarit-
mos que le corresponden en dos sistemas diferentes una 
rnzun in variable representada por lA. 

i 5 r En cb?ntos sistemas son imaginables el loga.:• 
ritmo de la unidad es necesariamensé cero; porque,. sea 
cual fuere· el valor particülar de a, no puede menos 
de verificarse la ectrncion aº= r. Los logaritmos de los 
números mayoi·es · que I van creciendo· sin límite, ó co~ 
mo se dice, al iiyinito , asi como los mismos números; 
y. por 7lo que 'respé'cta! á los nOmeros :ruenores' qiie la 

unidad 6 fraccionarios,' 1a ecuacion y=.!... ::::::.a-x nos 
{I; 

hace ver qtle cuanto menor sen el número·_r, tanto ma
yor debe ser el, v~lor negativo .de. ::t/; pero como por 
grande que: s·ea este ;vak,~ de'.'x, jamas 'Se podrá verifi-

car que a-:- X ó l; sea. Cct'O '. bi.en que se pueda aproxi-
n 

mar á cero cuanto queramos; es consigtiiente·que no 
pueda asignarse 11i?g1111 logariti110 negativo, por grande 
que lo suponga:mos, qüe pi1eda séil logaritmo de cero; 
y en este sentido debe entenderse la expresion d loga
rihrio de cci·o ú et iiifinito 11ega#vo, de la cual se hace 
uso en muchas tablas. El logaritmo correspondiente á 
:una cantidnd negativa es imaginario. 
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· 2, S z 1>.1semos y,i á manifoi,tar con n1gunos ejem~ 

plos la oplicacion tJUO pncdc __ hal:cmc de los,,logaritmos 
al cúkulo numérico de lai, fmmul.ts :1lgclmw::ns, De ¡0 
expuesto ( §. 2.4 I) se ~iguc <1uc 

J(abd &c.) l,1-+•ll,,., l,·., .. Jd+•&c. 

1( abe {l..::c, ) ... l,t + lh +le,¡. &l·, !1/ ,-lt-~ V-&c.¡ 
dt/ &~. 

y si representamos I}ºr d', e',/' &,:. l_us nimplemcntos 
logarítmicos de lus focturcs del dc1wmmudur, m4 

1 ,,..,,,., =la+ · --t~ , "'4·• u .,., .. , · • · -· 3 :,( x o; ( 
ab,· ) lb l j/ '· · · )'

1 
• 

.lt/ 
porque rnponcmus tomadus trc, cnmplernento!, Siendo 

• ff!-1 

l ¡ 1. ·,, ... fil l • 
J (<t m) ::::: m l,t ; ti" · ,t ; ,, •· : 1t i' u se nos pro, 

11 11 

(t ') ✓j?"""fü~~;· 
1rnsicso fa fürmuli -·~·;·,··,· ........ p1'1rn c,1h:ular cot1 el auri~ 

cv,,iJ r{ 
Jio de los lugarit1111¡~ el ll'Wlt,11111 fürnl dt-: todH la1 ope• 
raciones lJIIO em111 cu c!L1 i11llki11h1, 1 dirí.11mJ,: 

l (tt1 ✓b'.;"'"'~?) 1 (i,~V(b·:·;~·~:y¿i""'"';y~': 
r • 

1 f"1l (b .. rr)'( b t)'J 
' :: '}, l11·•I' ½ 1 (b j 1") ,¡, ½ 1 (l,1,~ .. r.) l 

,; ' :f 

l(i·~i.1:.i~~/) l(ci' r:'j 1
) 1,: + i Id., .... ¡ J; -+··}!/1 

y ele c<rnsiguicnto 
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cuatro; sustraendos. En habiendo hallado el logaritmo 
pe la fqrmula pro piles ta; las, tablas nos darán á · conocer 
el númerq qt1e 1~ corresponde, y ese será el valor del 
resnltctdo de todas las, operaciones que en la fórmula 
estaban indic.1das •. , 

2 5 3 ·· A consecüencia de. los·. mismos · principios se 
determ~n¡t fácilmente, por medio de l:os logaritmos· el 
cuurto término d.e cualquiera proporcion en estando co

,, nocidos los ótrós tres ;'porque si de la proporciona: b:: e: d 

se deduce .d . :!:_·, se deducirá tambien ( §. 2.41) 
. a , . 

Id:::: lb-+lc-1a= lb+lc+a'- 10; 

es decir, que e/ logaritmo· drt cuarto término. desconocido 
es igual 'a ./a suma de los logaritmos dr los mcdi'os mfl., 
nos el logaritmo dp/ e:1:t1'cmo conocido; ó lo que es lo 
mismo, d la súma de los ioga1'itmos dfJ los mcdt'os y del 
complcmrnto logm·ítmico del extremo conocido, r;u:nos z o 
imidadu.. ·. : r i '. " 

1 · · • 

2 5 4 Pimto que toda proporcio11 a: b: : e: d en-

ynelv:e esencialn1ente .esta ecuacion -¡-=--;¡; tomando 

los logaritmos de estos dos miembros, tendremos la-lb=: 
1c-1d, lo cnnl nos hace ver que los cuatro ldgarit1110s' 
de los !ériµi,no~ de toda proporcion la :lb: le, 1d formnn 
una combinncion de términos equidifernntes ( §. 2 2 3). 

La .serie de ecuaciones 
b e d e ) 

,-=:·-b· :::::::'•'-'-:::::-d·=&c. (§. 231. 
"' e . . . . 

conduce igualmente á estotras : 
lb-la= lc-lb=ld-. lc=lo-Id=&c.; 

y de nqui es facil inferir que á toda progresion por 
cuocientes :,-: a; b: e: d: e: &c. correspoüde · Ia progre-
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sion por tliforencius -:- la. lb. le, ld, !ti &e, ; y qt1e por 
consiguiente los logaritmos de los números en progresion 
por cuocicntcs formnn uno progre~fon por diferencias, · 

2 5 5 !:,i tu v h:1,cnws la c1.:ua..::it,n br, =e, en In Cllal 
b y e represen tan <.:ilfll idadc~ ccrnoddus , clctenninariamos, 
el valor de la im:1·,gnit.1 z por medi<> di.! l(,)J logaritmos• 
pon¡uo sii:mdo lb;,;::::::.lb> ttmd,cnrns: .z.lb:::::Jc,ypo; 

consig1.1iento z = .1~· • Del mim10 medio nos valdríamos 
M parn d.etertninat· el valor de :i: en hl ecundon br;:::4, 

pues lú1dcn~lo primernmel'll'e e1 :.14, re&ulumí: ~ 

b,i l lb l l 1.1 , . i ¡,¡ ·.=t;u ~=.,;u· (Jt·- • 
Jt, - ,it-

y l'omandu uucv:uncnte los loftt11iuma ~le los dos miem. 
brvs de Clltn Ciltima ci:uachm, te11drc1tw1: 

1 l ( J./) l 1 l l lb . 11.1-l li .t. (/ = lb = l ·- ¡ y z 

.En esra (¡ 11 ima vxpn:~illu l lh i11t!kn el logaritmo del 
logaritmo de b, y so obricno ,:01uidt:rn11tlo ni logaritmo 

de b ccm10 un númorth Lm1 exprn1,kme1 lr"' y Jl, y to~ 
dns lt1s que so l:)itrecen {i emu • líO lhumm ,1wJidadu,~•~ 
jl()1/t'1/CÍ1t/c.1•. , 1

; 

Cuothmn rd,,ttc,u ,1101 i'rilo"tUI /J rUt'ti, ir/ llttffl, 

• Vari.i•, r•,pe~'ul11dr11Hí~ 1¡ui: tH el rnnu•r,in urnrnm rcl111insá loa 
111tcrnijc, (i h'idiwi. del tli11cr1, vit'llQII il i,r1 1mu tl(I fo

11 
objete» itn• 

~nrti~nte11 :í 1111e 11e r11rcdo 11pli1 M 1,, ll'nn¡¡ di:! lu pronrtiionot, 'Para 
Hllcl 1

.Hc11t:1,1 de lo 1¡11c 11111 ptn¡i .. ru:•1111111 ilnir 4,¡(lft:¡¡ dt !iMll, Cilne• 
c:c,11111,, • '111tr · ¡, ·¡· ¡ l 

• •· , 
11uc ª" 11 11 11 4t r,, 1111r ~u¡¡ rl~ 111'1~ i:11nti,:b1f d(I di.nCIO 

el 
1
1111:1, 1:i 1rn1 pl~.t ttn 11,1r1m:i,11it,1fW¼ mcrt111Hilf!i, 1m rmmulíu:!llri!l 6cn 

<:uah¡im:ra ,, t 1 ¡:¡ c~¡1tciu I a 1 1 , , ¡ • 
• 41 i1tl'llrll~ pr1i1 ll,, IIV,ilíll, lil!IM flltll<I mayoru um1w mu · h' !'· 

11@ .rnu 'll 1~1111 c:,tijll nt¡;;11d~1..iune!l t, lilnm::,¡¡, De •qui ea 

D'.E AtGEnRA, ·· r :: 4 ~ 5 
que el que to1na prestada una cantidad de dinero paf:\ emplearla, 

"clcbe no solo restituirla al cabo de cierto tiempo, sino tambien agre• 
gnr n ella alguna retribucion 6 premio para indemnizar:aJ que se'Ja 
prest6; por razon de las ventajas que este pudiera:haber sacado em-

'\ pleá11dola por sí 1nis1n'.o.' Tal es la idea qlle'.debe1i1os fornlarnoi•de 
los inttHeses {¡ r6difos 'ele( dit1eró.' Para clcternfrnar los que cotrés• 
ponden á cada una de las cantidades que se presten, se refierbn tb

dns ellas como ú unidad á lo o•' monedas de la misma especie 0qtie 
fa suma prestada; en la suposicion de que, en el éontrato se de-
b·e haber e~tipulado cuánto ·debe11 ganar 6 redituar estas 1 ob mo
nedas al cnbo :de algun tlempd ·dado¡ por ejemplo, de un aiío. No 
es este· lugar oportuno para exponer todas las circu11stancias 'queié11 
cada género de especulaciones pueden co11tri_buir á que suba 6 bhje 

• el interes d<tl di11ero s este es asunto para tratado en unos elementos 
de arit111~tica política y comercial despues ,del cálculo de las 'proba~ 
bilidades; Nuest1·0 objeto por al1ora se l'educe tan solo á manifestar 
1n importancia de algunos problemas respectivos á las pro~resiones 
por cuocicntes • 

Supondremos en ge11erul que se hayn pactado que al cabo de un 
año se )rn d<1 pag111· •p~r,éad~ 1,1tnarqp. J3s.,monedas de 1a 5uwa pres- . 
tada un preinio, ·. réditó 6 'intel'es designado· por ,. , el _cúal deberá 
·sor una fracclo11. A' co11secüÚ1cia ,,de esta suposicion los réditos ,ele~ 
vengados en el'.'tilis1110 tiea1po' Jior foo monedas, sed. 1 ool' ,' y los 
de una cantidad cualquiera a estar&.11 representados por al'; y ai de
signamos estos reditos por a, tendremos o:= a,·. 
. Por medio de esta sendl.lípfü1a. flSfornla ~e p~llai:án fücilmente, los 

róditos nnualcs de c;1~lqui~r; cán tid¡¡d, en' s;biendo los que <leven~ 
gnn cadii l ºº tllO!lectaS' 6 :éualquil;\rl\ otra SUri1a en un tié1npo •~Óll(l• 

ciclo. Esta vieno á ,seda cuesl!on fü1¡dq'.m11tal del cálculo. dél 111te-
res simple (hitm: ~- 188 ). · · . 

:z 57: Pero ai el acreeq0f,, 1e(l Jugqr,¡<:lA,l'e~cib~r. ,los redi10s cleve,n~ 
gados ~n el primer aúo, IÓ& deja juntamente cp11 el capital pril~\ili,yp · 
en poder del deudor ~ara que tnmb.ien J'lto,duzcny re~ito.~ en el año 
sigui~nte, ·e1:·C'.IJpitalirespect-iMlq epte:segt\d() ,ano 

1
vend~d á ser el 

primitivo a 1~ns las r6d!tos 'ar ~ue en el pr1me1? de~eugo. Por 111a; 
;:nera que si I'epresentanH)S por 11/ el capital respecttVG> al segundo 

'l'OMO II. lU-U1 
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aí1-1> tc:ndremns: 11 1 :::::: ,, ~h,r-= .1.( 1 ·+-· r ). 

Siendo ,,,,. lnt 1·éllitob th:vi:u¡:,,dilH J"•r la t;nHidad ni en un año 
eer~ ¡1/' ( 1 ~1~ r) los dl: la ~11111.1 ¡/ e l ·+-- t') t'.11 el ~1igundo a5o, su'. 
¡H;ng,11110~ 1¡ue el acret'd11r h1i, d,•¡e 1.u11lií1:n rn p<•tkr del deudor 

' · 1 1 l ' 1 ' ' ' l 1 • 1 y l\~I Cllll)r) :1 IH!ll)a \ .: 1;;1ptlil pr11111111·u ,, }' t 1: urt llllCl'Cf,tH¡ue de, 
vcngv en ¡¡l pdoicr nfío vi11t1 ;Í 1,1n c.:npi,~l p;1r;¡ d heiumlo 

I 
este (;1,i 

1iitál ,i1 ni;rn :,u~ réditm1 ,.t',· vcndrfo ,¡ \1'1 <.:.ipi111I ¡,~r;1 el tercer Bfip, 
l>c uwdo 1¡uc ~¡ 1b,igrn1111on ¡mr ,¡// l'~tc 1ihi111u cu¡ii1.1l, ,erli 

11 11 -::::.,,1.....,.,¡t,,;;;-::¡11 ( i ~-f,,r):::::,1(t ,1,r)', 

I.on rétfüo,i i}LIC i:n 1111 11íh1 1li:;v<111¡:11e el 1ijpitijl ,111 c1tllr{n bien 
. tepreuc11t11,1\oa por ,i11r ¡ y 11u¡.mnicr1111l ,pie trn1l 1im 1¡11c1k11 en poder 
, del duudor, te11Jren,011,quc ttl fin tld 1cr~a ~lítJ, )' par.i quc,/r¡,a 

do cupit,,l para el cuarto, 11cr,{ ' 

1i111 =.11, 11 -+,l11•,;:;:, ,1 11 ( r ..¡... ,, ) ,1. ( 1 •+•r)', 
Se ve cru1 f:1dlidad qu11 ,ti 1;;1htJ ,!el um h• .1/h, ~r,1J 

tt t V ~:= ¡jlll ,,t..,. ¡4111r ~= ,¡l/1 ( } -4~ I') ;:;;;; ,# ( 1 ..¡... I' )~ 1 

y n~i nucr.:~iv1tmonto, Por 0111•.it:uir,m~ r1 c4¡,i1,1l priiuitivo y lu can, 
lidaduµ ¡¡uc el dcudqr t1~1illl,1riJ .ti u1h,1 .Id p1i111"1 Mw 1 6 dol scgun• 
un {¡ <lel 1111\'..!;lr<l &,:. f1i i:irnl1JUÍilfll tl<i ~tlo~ lt1P~{l d pltf!l final do 
lu olilit:a, ¡,.tt, ¡; 1rnu11 ,:111.1 ¡m •¡:, , ... ¡, ,n JI"' um,Írllh;;1 

:: ,1:,,(t11'):,1(1+1'/:,1( 1,,1r) 1 :,1(t~1•r)◄ :&,¡:, 

co la n1:tl d , 11111.;icn te c1¡ 1 1 • r, J el t,:·1m, ,,., )'.<'t1c1 JI ,t (I +r)" :ul, 
.rtpni1c111.i11d11 11or ,1 11 l 11í1111m1 J.i li"w 11i'tui1 1¡1111 h¡¡y¡rn pl!!lldo d®do 
q,11: Btl hito el 1:nipté,,:itn. 

Si lium1 ~ pnr 100 ti lillltf; ,t/'111,1/ i:~1ip111ij11,,, ~•r4 toor::::51 
¡'; ,. ••• S 1 .; t 

1 •N · i 1 ;·; 
1 · 1 t· :;:: ~w I Y en ni~ t:i~n f\/if umt t~hlídid ,t 

ia bab¡i~ do 

te d~termiM 

DE ALGEBRA, 

(:;ys 3,386; y de consiguiente A= 3,386a. Por ma11era que 

1000 pesps prestados coh estas condiciones valdrian· 3 3 86 ·peso·s al 
cabo de los 25 años, co111prcndiet1do en la· suma los intereses no·. 
solo del capital sino tambien de los intereses, 

Si fücsen roo los ~líos de la duracion del empréstito, téndriamos 

A= tl ( :; Yºº= x:sra con Jll\lY c~rta dife~encia;; Y, ~si IO~C:, t'< 
sos producirán al cabo' de ~ste tiempo una: cantidad de cerca de: 
x 31000 pesos, Estos ejemplos manifiestan con cuanta velocidad se 
at1111cnta;1 los fondos cpn la acumulacion de los intereses com-

puestos., . . 
258'' Como en la ecuació11 fu11<:l11111ent;¡_l 1A· Jf(i+r)n del in• 

tercs compuesto entran cuatro cantidades, se puedl': h_acér·uspide e:lla,. 
para resolver cuatrn cuestiones. la,primera·es: c~nC1ciwdo 1fo.r c¡:mti~ 
dadu a, l'. J' i1 ht11lar A; á esta se refieren los ejemplos que he
mos propuesto en el párrafo anterior, etdos cuales se suponían co~ · 
llocidos el capital primitiv.o, el tanto por ciento y: .el nún;1erq de años,, 
y 1108. proponian\os det~nninar á cuanto ascendia al _cabo de este 

tiempo In .~u-miHle,, c;¡a,pJ~a4 y ,r~di,t9~• , . . . • 
. La segtlnda 1, comriuido A, a y n 1,at!ar :r, es decir, el tanto . 

por ciento que .en el qontrato se estipuló. Para re~olver esta cues~ 
tion .deduciremos: dll la ecuacion fondamcntal : . ., .. 

, · 11- ·. · 
··. I +,•=y _A. 

·tr, 

La te11cer111: conott'mdo, A,¡,;r ,¡,,,n:, halla~-- a; par~ )p i:iual; de.duci,-,. 

remos de la misma ecuac'ion la,fórnmE, ' 
A 

a 
( l+'I' )11 

ue nos da i coMcer el capital,que es necesario emplear, para temer, 

~erecho :f percibir ,de,sJ'nies.de:.un. número ~-' de años-utra suma A;· • ' 
, La cuálja:. conocMat, A, a ·ji t'hall,rn 11.;. tio se puede. resolver-, 

sino con el auxilio dt: los logaritmos(§§, 238,y 252), En efecto 
tomando el de cada miembro de]a ecuac:ion fundamental, tendre~ 

moa:. M:;:111+-nl{ 1 r,1-r) -1 J 

de donde so deduce; 
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1A-la 

n= .. ·• 
]( l +1') 

, ]; Por esta última fórmula 3e averigua cuantos· años deben,p:isar; 
para ,que d ca~ital. ,a, juntamente con los 1·éditos, llegue i compo .. , 

ner una cantidad A. 
Para dar uri ejemplo de esta última cuestion s•1pong~tnos que se 

quiera saber cuánto. tiempo serlt necesario pJ1a que se.do~le el ca,
p\1 j }rin~itivu: si~'i1do como antes 5 el tanto ¡1or ciento, ,En esl e 
su;,u~sto será A=· 2 a, y 14 = la+ h; sustituyendo pue~ estos va-

, . . . . . IA-111 . . 
lores particulares· én la fórmula general n == l ). , tendremos 1 

. , . ( t+1· 

1:i. h 
tt= --:- . l! ~· 

,-.-,-.---....,..,,_ 
-121-ho 

cii'n éotta diferencia. 1 

259 La'.cúe~tiob. sigúiente es una ele las mas complicadas que se 
stfelen proponer sobre este asunto. Supongamos c¡ue el acreedor 
lejos de percibir por espado d6 algunos años cantidad alguna¡· éll~ i 

tr,egue en cada año al deudor una nueva cantidad, y que habiou<fo · 
ejecutádo estas'.nu:evas ~g,regaciones durante 1111 número 1,,t'T'":f de"r. 
años, se nos pregunta c11ál n al cflbo 'dé n afio! el importe tot11 / J11 ; 

capitál~s y rédito1 á t'nteres compunto. Sean ,1, b, e, d.,,.,,.,,. k el: ca
pital primitivo y las cantidades agregadas al fin· del primero, se .. 
gundo, tercero, cuarto &c. año; y como la cantidad a permanece' 
en poder del deudor por espacio d~ u~ número n de años., ascen
derá al cabo 1de este tie1npo lÍ <' ( l + 1·)11• La cantidad b que estd 
eti poder· del mismo deudor ti-,- r aifos, '.se ·convertinl al cahó de 
ellos en b ( ¡ -t-1')11-1. La cantidad e, q11e,solo estará durante 111 .... ,0 ., 
,, . í e ')11-2 . • • anos se convcrtm en e. r + 1· , y as1 sucesivamente; en fin ]a 

fütima can l idad k, que solo ha estaclo en pr)der del d~ndor un ano 
d , . k . , • no. a:ra; mas-rq~1e,r ( I +r ), Tendrqni'0s:·.pues' : ... ,. . , , , \ r'1 

A:= fl(r +<rt +b.(¡r + ,.yi-:-x,.,¡;. a(,11.,.¡...1•)11-:-? .. ,; ... ; ... +k(I +i~);' 
f! calculando $eparudamenl'c cada términb del segundo Iiliembró de 
esta écuacion, tendre1110s el valor. de A; 

Este cálculo se simplifica 1¡m¿ho.cunndo 1a can,tidad primitiva,,y: 
las agregad,1s son todas ig11ales•; p9r¡maneriL.qub sea a=b=c=d ... ,r:Úc¡· 

porque en este caso la ecuacion anterior se trasfo;ma fen estotí:a1~1, :i:, 

DE ALGEBRA.' .·· 42.9. 
A= a (r + r ) 11+a(1 +r/1

-
1 
+a (r + r)"'.'"'.=.,'. .. ~+a(i +r ); ' 

en, la c'uat' es 'facil ver. q1;e lds· t61·?1ir/05 dd segui1do mienÍbro fo r.;.,,. 
man una progresion por cudcierltés, cily'o! n'!énor tfrminó' es a ( 1+1·). 
el mayor 11 (1,-1-1•~1', 'y, é[ 'é;uói::i'h1fe i:'-+<n y por cbnsigülente<>Jllf 
suma de tcdos los tGrtninos ~erá (§! 2'3 2)~' '· ;;. · ' : 

) 11+1 ( ) 11( I -1-- 1• -11 l +.1• 

tendremos pues en tal caso: ' . . 
';,' • ·',. ,t·· "'if(i'i..¡.;'?t ;.;.;.;y'\,::;{!);)!.;'.,~· 

4 ::;:fl ( r '.'hJ') ,---- ¡-
,.. . .. . . ::: ., r • ., .. -

Esta ecuacion puede támbien servir para resolver cuatro c71es~ 
t-iories corresp¿ndlentes ~ las que inclícamos respectivas á la ecuacio~ 

· • ' • •r • ¡· "' ',1 ··· ···A==a(1,-r\)n: "·,·•"''~"-- -
. t 2 60 '.., Si 'supdri~n'i8s 'q'ú\i ,Je hdJl~ 'H~-ip\lesfó ¡sl,pres~ado á ;iri~e're~' 
c<impu'esto tina '.calltidad ! A' con 'li 'c;o·:ndfolón: de que' "c{Hicre·eaoi füi:'..l 

ya 'dd per~ibir 'por' espacio ·d~ n áfíos uria 'r~ntá: 1ahuar'a' h:asrir é~titi.¡,;r 
guir pot este medio toda la deuda de capitál yrédftos\ tendremo~·: 
Uha!'Ctleótion inversa de la anterior; porque en esta va el deudor 
descargándosel.del· capital ir inteiésefp'or me.dio dti dife'ren'tés paga~ 
iguales qu~ se .han 1e<efeet1!fE..J:::gl.if~.P,i~4frfante.r. Ca:d!l: •u1'a de 
estas pagas se puede considerar como una anhcipacion hecha al acree• 
dor por el deudo"r ,- don In cual: :dism'irtuyerestetÜñntÍ<.fad .At·t~;..Jn·• 
que tt:ndriá que aprontar si-en todo el-espacio-den años no hubiera 
sati,f~cho cantidad alguna; pero es necesario tener presente que e1' 
valor de cada una de fas\ antidpicione's se ha de calcular refiriGn-

, , .. ,..... ' ' ,.,, ;:;,,,, 
dolas todas á la misi\ia ief(aca·-~1)que el deudo.r tendría q11e apron,. 
tl\r: Ja; sú111a A( I :.¡;..,'.r)n 'si: nq las;hubiera,hecho;•¡Ashque,;:oesigbnn
do por a cada, una de las pagas 1 la que satisface··al fin del primer 
año distará n - 1 ·afias de a·quella época final l y referida á ·esta 
época vendrá :á .. valer 11'( 1 ,-1-,i,.) n--,x,; igual cantidad a satisfecha al 
:für. d.;l• ··s!)gun,dó i. 11ñ-pi'.dis~,d~i~a,*po~adinal:.!1 +-"' 2',"l!fü::\l!·;·, y:,s1f: Vll lor: 
sera a ( 1 -+- ,. ) n-~; el valor. de la tercera a (·1 +r) n--,3,,; y.a !lÍ de 
las <lemas. hasta la última, .cúyó,ivalor:,sér/da•,misma cantidad .ahPor 
manera que sí de este modo ha. de haber percibido el acreedor todo 
el capital con sus r'édito;i'; debe haber ecuacion 'entre la cantidad 
4( :1 rl•\r)~ty)a $.Urna: di:, .Jlts., .amicipadcihésn;efeddas :¡r la::: ~imia: 
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époi;;a fürnl, Tcndrtm1os plm 1 , , 

.d(l -t~ r) fl := ¡j ( 1 -➔~ t•)" , i ..+w il ( t -+, ,')':-; ..¡... tf ( [ 4- r)"-S,,..¡.i,, 
Los térmitl<ia de:! 111:gundo mi~mliul de c1,t,1 c.11i,dun ti rman una 

' J. • prollrcelc,n por uwdcnten, CU}'º méw1r 1¡,, 1111110 e~ ,, ,. d mnyor ca. 
n( 1 + ,.)"-' 1 y d cuo~icnlc n 1 + r·, !'!Gr,.í pu1:, IJ tmm.1 de todos 
1u~ tcrtnino, 

,, 1 ·+· ~) 11 .,,,,,,. ,t 

r 

y lit ccu11cion ttn~crim uo lrai,formad tn rij1 11 1rn1 

(
r 1 .,. , , ~ " 1 ) 

A(t +r)t1::::::;:,1 ., ·· ' . . ,. 
!fon Ctl\hM eeu,dm:i, nui comu hu t¡u,· lir1w•l !i.ilhdu 1:11 fo1 pi{rra,, 

f<is nntcrinrt'íl, ¡itwdc 1,cn•ir p.1r.1 ic1nkí"t 1tMlru Clltt~tivnci; p11rquc 
su<..cBiviunctUé 111.1ctlc r,cr in, l1t:ni111 ".11L1 urrn 1fr l.n ktldlto ¡;a,nliJa, 
des imfotcrmln11d,H, t¡ut cutr,111 c:11 tlL11 tr, 1fo. ir, ll !11 ,1l 1;u.o 11.ama., 
rc:mo11 el prt,iu dd11itl de l>1 re1it.1, 6 1.t mi11111,4 w,14, iJ 111111111,01 

por x oo 1 6 ol nú111ért1 tt dll illÍm tJlll: l,1 n:tl!4 ,l,!,r, il,,tu, Para 111;~: 
lfor ctité últimn c:i ~h:,olut;um:o!t: n1,:t,i:~nri,, 1c,1111i, ~ kt l•iUXJ,O&i 
lfo de~t9 > d~11,p,11J¡¡ndo nrím(lrllltl!iflU ( 1 ~·· t) ,, 1 ,~,i,ll',fiJ , 1, 

,1 

y tnin11111fo ki, lotnrittt1,1~ ilr 1m1hn11 mh 111!111 ,, 1rnJrt:n10111 

n:(.1 +t) l.1 h, ,, .,Jt 1 

dll iJ01uJ¡¡ ,e i.ledw;:ii ,¡u11 

L, 1 1 q 
i l'í t }i .,r1 n1,11tií,:~rnr rl mn ,¡nt 11m·\I~ l«1nh1r d111 li:t lt1rml)lu: 

aurcrim·tn 1. IW% ¡111•¡11mdrcmrn, fl:~vh(lf l.1 ,til'~lin11 ~¡l:!M!l:llle1 
.J J,1/l,w ,¡ur 1 ,rnli,l,1,I u 4,t ,lt J.1ti,L1; (I' ,um,dm111.ft p,ml ,,~ 

I Ít(P, tdr d li ,mu·/1'~1· r11 J li ,1111,i mu ,/, lif.,l,t ,i, ria.Ji; to/1 IJJ, 

,i./ih,r 1/ir,m,r{il1ltU NI nft tl1mpf) ,t bilrro 1/l!Kl'!pur1fl/lf .tim.i/11 ¡p,tJ, 
J t•i> d h1t1f;¡ tU~i,,tl,1 

l':11 r ,!~ t..:uo ~, c:,1mntc:lí l.n~ ,11111i,h,!r, 

••' l: 
UI 

y 11e pide 11 rimlll. 11mii,I 6 H111 lii ifmJ¡j.liJ-1ú ,t, lhip11;ii1tdo p!ftl e,1., 

incógnita en la ecuacion 
. , ' · a{(c+r)n-,-1) 

A( I + r) ti= , ' • 
. ' ' ,. 

.Ai(r ,+,r)11 , 
a=-----

. ( I + I' ) 1f '"'"':' J: 

Sustituyendo en esta f6rmula los valores partlcula'res de las cati. 
ticlades conocidas A, r y !'; y efectuando las operaciones que la 
misma fórmnh prescdbe, .el resql,t!)do final será el valor que desea
mos conocer de 1a renfa anual a, Para .efectuar estos cálculos será 

·tnuy conveniente. que determinemos por,medio de los logaritmos el 

valor de (· 
21 )12; y asi sabremos que (.:..:)X.2 -.~,79586 ;. y de 
20 ' . 20 

consiguiente 1, · 

IOO@,'¡¡¡;,I 1795 86 _: :5@, r·,7!.)586 
a::::------- . 1,79586....:.~1-:-·- 6¡79586·. ?, 

y efectuando con el au1dlio de los logaritm9s las ·operaciones indica
cl,1s en la última ~xpresion I h:illaremos a. l l 282,6 reales. 

Será pu~s necesario satisfacer esta mwalidad para extinguir en 
· x :z .alías 1a iíum11 ció' 't!ii ta}l't'al' as' tóo@ /cales ,·y·de:'s1l'~'tWdltoii¿¡¡¡. 
culadas :í interes compuesto y á razon de 5 por 100 al año •.. 

261 Otrus muchas ~uestioi1es · se, pue'den' proponer· sob~~ esta 
materia; pero los límites á que nos hemos propuesto ~~ñi~ ·esd obra 
no 110S permiten detenernos {t exponer el modo de res~lverlas. Ob
servaremos tan solo que para comparar los valores de dos ó mas 
cantidades pagnderas' á dlf'ete'nt'és 'p1ftJ·s ;;se'<deberl tdcfM• \.iferf¡: á ut!a 
misma 6póca. Si,pongamos ,, para aclnrar ésto; qi1e 'uÍl"l:,ilíique;o est.é 
obligttdo á pagar.una cantidad ,i al,fü1 den afias .contados desde este 
momento; y qüe ahora mismo entrega al acreedor en descuento 1111 

libramiento de un valor representado por b , y pagadero al cabo de 
p arios; y se nos pregunte mtÍllto debe ó u le debe. Para contestar 
á esta pregunta deberemos refedr los valores de fas dos cantidades a 

y b á la época presente, en la cual el valor de la primera se r~duce :í 

tt, . ; porque este es el valor de un capital que ascenderia :í 
(l+t•)lt 

la caatidad a al cabo de n años, Por la misma razo11 el valor de fa 
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cnntid11tl b se reduce a ---,-~-;-- : )' iicgun (111c ente ocgut1do valor 
(x +~)' 

sea menor ó mayor que: el p1in1cro, h dilcrcnda 1lc !1111 dnB inclicarOo 
11uti h: rc11te s11tisfa1.:cr t'1 teng,1 '!lle pm,iliil', l >emi,w por HUffeueato que 

" h I I'!' ' __ .... ~-~-d > __ .,.,.,,,,,,, .. ; y reprcnentcm111 por e 11 1 1 m:ncrn de estas 
(l-l••t•)" ( 1-1~1')" 

do~ cantid~•~ks, de 111mli1 i1ue r1c11 
ti ¡, 

_.,..,,~,,•s111,, ~ t:= t'; 
(1~¡,..1•)'~ (l+tl 

:,upo11gnrnos nden11111 <¡ue d b11i1t111e1•11 no ¡mnl.1 uli\í,1cer O#te resto 
ha,tn p;Micli,s ,¡ anm,. l<:n rnl i::uo In c:11111.IJII ,pie c::n t:r,tr rnorn~nto 
dcbcri,1 H01· e, vc11dr;í :Í hCl' rn nq11dl.1 ,:l'n~il r( r +r)'1, Asi qti'o 
dc»1.rnci¡ dd lrnber ct1treg11dn el libr11miwt" dd v11l111· l·, tendrn el bau. 
<¡uurn ,¡ue Htiwfüccr 111 Jln de 1 allm l11 ~.111ti,l.al n:prc1011tada po~ 
e( t +1·) '1, 6 Jo quo viem1 S mu lu mi1,11w. 

( 

/t /¡ ) ., 
----~--~ (1~inr)"l (¡ ,l(t .. .._,,)1 ' 11-h(l+r\M¡ 
(t +rt' (l + r)1 l · 

n1wtituycndo en lu¡JUl' lfo , ln expre~i, 111 c1¡11,v11lc111e i, ~ 
( l +r)11 , 

l• • 
.. , ·'"--;", y 1mpon1cncfo 'llltl el nt'm1c10 1 flí1íl muyor qul'l t1 y p, 
( t P••• r )1 

L.i11 cantklodco 11, ti, r,,..k, di: •111c 1.t:míh l14hJ~tlo (1, 159)1 so 
v11luaron r11HriéndolH tutl11~ á 111 «fHJt,11 !i11~1 '111 1¡ut 1H: debla d~1uu.r 
d p;1¡\" c1~~ l.! N11111.1 ,·I; r 1·11 d , :f,1,.~ rl, .1¡,i1,rl A y t11d1i lat llll!llf.• 
lid,,do :1c rc.:.füioro1i ~ 11 ~:po,;;:i <:11 ljm:, c11~.\ 1Jd1íd1 t~rn.1inu111, 
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x .a So podrá acaso creer que .para descubrir las raices de cual• 
quierá ecuacion del cuarto grad~, por ejetµplo, 

· ,t4+p,i·3--t-qx•+r:v+:.r::zo . : 
bastará compararla con el producto hallado (§, 183), igualando 
fas cantidades que asi en la ecuacion como en el proclucto sean Co•. 
eficientes de .las 111isnm potencias de la incógnita ,'V; y sin duda por 
esta razon la mayor parte de los autores elementales creen que. esto 
cotejo basta para demostrar que una ernadon de e1Mlqy,ie1· grado 11 
el producto de ta,¡tos f actorrt binoinioJ• Jine,1/e:r corno 1midade1 hay 

m ti e,i'jJom11U de m gratlo; pero ya haremos ver que no tiene 
solidez alguna este modo de discurrir, Nosotros hemos adoptado 
(§, 181.) est.a proposicio11 solo condicionalmente; porque para afir
marla absolutamente y de positivo seria, necesario demostrar que, 
tocia ecu~ciol),, ,de cualqui~r grado que sea, ha de tener forzosamen .. 
te alguna ra.iz real 6 imaginaria; y esto 1\p es facil demostrarlo en 
los elementos del Algebra. Por fortuna 110 necllsitatncis por ahora 
de tal den10stracion, y por otra parte se pueden ver en el Comple~ 

rnmto las reflexiqnes q~,e ,s,gbre,e1te;)l:JWJ,t9 s~ nos h1n ocu~ri~o. Si 
cqtej,ísemoa la' ecu¡1cion ¡lropuesfa' c;Oll el prÓdt1cto. de los cuatro 
factores bi11omio$, reaultada¡1, 6sta~ cuatro, ecuaciones: 

-a-b°-c-d=p; 
ab+ac+fld+bc+bd+cd-=.q; · 

,.....,1bc-abd-acd-bcd=r; 
t:,'/7¡¡1/,,;r. I, , ; 

; Porq deducir nhorn de estas eéuaciohei el valor de cad11. una dt1 
lns letras /J, 'b :, C I d, qu~' rep~esentan á las raices desconocidas di; la 
ec.uaeion propuestn, tendr,i:imwque, empeñarMs en un cálc1,1lo muy 
complicado, si pan\' elimin'ar I eomó eil· necesario I tres de las cuatro 
incógnitas a, b, e; d:hi¡;ie~emos liso del método expuesto ( §, 78); 
pero si nmltipllcarnos p.or a3 la ,.primera, de las cu?tro ecuacion~s¡ 
la segu11dn por az ¡ ,y: la teroera p·dr.:n; si clespues sumat11os. estos 
tres productos .. con la cuartn ecuac:io11 • ·reduciendo tertninos scme, 
juntes, resultará esta nueva ecuación : - .a4 = pa,3, + qa• + 1·11 + J; 

de la cual se han climi11ado las tres incógnitas b, e I d, y que por 
TOMO JI, lII 
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do, del cual vamos á dar alguria idea aplicándolo ~ las ecuaciones 

siguientes• ' ' ' ,¡:¡.,: ' ' ' '' 
'N.v1 +Ptrl +Qx +R=o, 
N'.v 3 +P1.é+Qf..~ + n,.;; o. J 

Multiplicando la p.nmera ,por.J.,i.•,, 1,.v •.lª.··.~.c .. ~.•. • .. J. "N " • . , •· , , .. : · ... ""'' a por. ; y res .. 
tanda el segundo producto del pmnero 1 001110 eu ,_, :,· .,. . .. , 
tará (N1J>-NP')x1 +(N'Q-NQ'):-c+N'R-NB'=o (a)! 
Mui'tipliciindo asi1hisino la prltnerálde las'..ecuaciones propuestas por 
R1 , y la segunda por R I y restando, el segundo producto dd ¡,ri-, 
mero 

I 
tendremos': · · · · · · ' 

(R1N-RN1 ) xi +(R'P- RP') x~ + (R'Q.L..RQI) .-i:=:o¡ 
y dividiendo por ti! todos los términos de esta ecuacion, quedará re-

ducida á · 
(FJN-RN1'):il ..¡;. (R!P,_:,1.{pf);f 4(R1Q;:,_,RQ1) ::::o (b) 
tendremos pues en lugar de las ecuaciónes propuestas las dos ecua• 
dones (n) y (b) del segundo _grado con respecto á x. Si las repre-

sentamos poi: 
11:r/ + p:11 + q :::: o , 
111.v+p1x+q1;::::. o; 

y efectuatnq~ C()I\ estas lo que con las dos., primitiva~, se dedudran, 
de ellas f.1cilmente dos ectiacioP<IS d~l pr1m~51,gra,9~ con respc~to 4 
.v. Por último, deduciendo de cada \\na de estas 'una expresi~n del 
valor de .v, é igualando las dos e~presiones I ten.dremos la ecuacion 
:final. Baste esta ligera idea .de un método _sumamente imrerfecto, 
que no da, luz alguna sobl'.e la mutua conexi.on que entre 5Í ti~ben 
las varias ecuaciones fundamentales ele un mismo problema, 111 so
bre el modo de determinar la incógnita. eliminada, luego gu·e esté 

conocido el valor de la otra, 
S• a Como por el método indicado ( §. 243 ) sea muy penosa la 

detcrminacion del valor de :11 en ta ccuacion x ox== y, en la cual 
suponemos conocido el de y; podemos por el contrario suponer coM 
nacidos diferentes valores de :v, y d~tcnninnr los correspondiente& 
de y, :1 fin de que estos nos. sirvan para resolver la cuestion invcr-

s11, segun vamos á hacer ver, 
Demos ;i 11! varios valores desde o, I basta 0,9; y ffoitmente se 

ve que en habiendo determinado la y 1 que corresponde á .v =o, 1; 



'I' 
6 lo que es lo tni,1no I en l111W~tHlo b,11l,11lo el v:1lor de 10,io, todos 

loo dcmas vnlores do .,, ge dcli:rmi1nm ,:,. ,t1t1,,u,uw llt~,11u11 , ¡•\111iue 

lól": 10·;."r; &c::.,:i:~on rc:NJ1ci.;11v11mc:me la BC'gunda I líi tercera &e, 

potcncine de I o 1 
". 

Ahora bien, ¡Hn· mcdÍiJ tic la cimAccion do III ni i cundradn so 
r 

llahequo xo•=xu 3,irhi77660. 

y extrayendo do Coto <1ltimo rc~ult111lo fo rnit tJHínta, i¡¡¡bremos que 
:r 

xc,;r;:;=x,25H9i5.p J. 

Del tnisttlé> modo éxlraycmlo l.1 r.iit cuuilrul11 do lot dos mlolt\, 
broa de IA {ihima ecm1don, multll 

~l,. 
xo 1

''=Hi :::::1,1uo18454¡ 

y extrnycndo di) loa miernhrnn d« 1:t.U In ni1, 1111i111¡, 1cndrt1nos que 

. rn :::1,1Ha:spi.,y1; 
y clevnndo tt la 111:g11nd11 i !Í ht torcim1 &i:, P"it1hd~11 ltlft mi11mhro, tfo 
la t'dtimn c.:u;1d1111, ohtcndrt:r1111ij 1011 vahiri:11 dt JI eorre:Jpondicntcs 
~ los d~ .v dc.nilc (J ,o l h,litll 0,09, 

Ya Ne dtíA ver 1eJ11·uo ¡,ndrcmrti dc1c1minar lo~ nlom doy eor, 
'ronp1rndi<mtc~ IÍ km dl:l "-' t!rmlc (J,001 lta,,I¡¡ o,oosn d,wde o,oO(H 

lihbt.1 o,o :109 1 y 111,i euet!ílv1uur:nl«i, Ut Olllc uwdi> fotmiWmoo la ti• 
bl.i 11dju11t11. 

, f ":•mo,. · 1 

0,9 
. 8 

1 

7 
,6 
5 
4 
3 
2 
I 

0,09 

8 

~. 
5 
4 
g 
,2, 
l 

1, 
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=- ' J.,. .. - . 1 ¡!:; 

: Números. ~w Números-, .'-;. tógaritm~~-• 1 

7,943 1,8 i347 0,006'69' 
' . :"~ '! 

1;oo'o 2072 54 · · 
6,s09S73445 8 x,ooox8,¡;224 
5,011872336 7 1,000¡6u94 
,s,98 xo71,7,06 '1 4,'on ;)" ,,,, 6,. f,Pg~~3•~165 
3, 16a776,60, 

~ ,1/j,i ."t~·' ;l , l 1QO?I~5I36. 
1 

2 1 $ I i88ó4f'i. 1 r ,ó'oóo 9'21t 6;d ·· 
~,.oo:~i:6z3:15 •'" 8 1,0000 69080 , ... 

1,5,84893 1!,I~ 
.. ,, ,;,;,: , r,pooo46Q 5 3, ,, 

1 , 2 589 2 54u l r,0000 23026 

I,230268771 0,000009 1,oooozo724 
1;102i6443,5 :·;,' ~ u (~1:-oija , ,:Ji1,P9$lf ¡,814tffr, \ 

l ,i;¡,:489¡r 5 5 5e. t .. r,oooor6II8 
t,1481$36i,1,, 

..... 
··1,oooorn816 

,·,\·, 1 ' ~ ' 1 ;• •• ' • q, ., ' ,., ' ! l ,I 22018454 1 ,.5 l,oóoor 1tí3' 
I ,09 6478 196 .· 4 ·· 1·10000092 to,, 
r,071519305 ·S 1,000006908 
1 ,,047 I ~8 54~ i 2 I,OC/C/004Ó?5 . 
r,b23292992, :r I ,.o~p oo 2 g o 2 . -.~ . • e 
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Pnr tnedio dé b tahln pmtdento te r111cde lrntl11r el logaritmo 

el.o cu1ilt¡11ier 11úmero • dividiendo primcr:11111·11te e~te n{1mero ·poda 
IÍHl)'M p11tc,ncia de 1 o t¡mi t:11 él t't,té ¡;,,ntcr1iilJ. y doctunndo ln S4, 
ric de o¡icrneicmcs que indiu1remnu t'tt d cj,r11pl1111lg11icnk1 

Propong,ímonm dttrrmim1r 11 lo,s,uit11111 ,¡11t tOl'rupot1d1 nl 1uí .. 

,mro 2/i "r9 • 
, Uivi<lamna c,\te 11<imer11 por x Mio, i¡ue cu la mayor ¡1otenofa 

de lO ,¡uc en el c~t~ 1,.(1IIICJ1Íd111 }' lcndn:lllll~ 

'54~= 1 L)I X ª·S •HP 
buiqucmoa en la tabla el numem r1r1011ui.11111.rnte 111envr que 215491 
y veremos en ell:1 '111<' 

10"' 4
::::,i: 1.$. l HU6.i;{ 11 

dividi1mos por critcnúmcm ~ ,,5411' }' rtt,uli.mi 11110 

2,s•w = rn · 1 ,íJl -tns 1;n 
busqucmo11 en In tnbln el 1HÍ1m:rn pt«'1,¡im¡¡111e111c meMr que ... ,.,.,;,,,, 
x,014715 177 , y en dl11 vcrr,mHt 1¡uc 

1) ~l·!Hf1 . (\ /#.' 
H> l,OIS!,lll$•HJ: 

divklllmo11 por eHtc: nún11n·o :i 1,~1.1,i1 ¡ S 1 n I Y rc:~ulln& que 
. , i1,,,.,o . ¡¡ . , 
' t,014775177:ta ,..;J¡íJ•Jv.st;r,p1 ' 

C(1111 inuemnt1 del mi~11111 mmli1 d'é, ru~ndn tlivhimu:11 h.Hlt lt1\lar UII 
~uodc:111c1 •Jllll r.t: dífrr.-i,dc lle l.1 uuidMI ~.nli• 1:11 JtUlll'lil dedmale# 
dlil onkn lj!IC uon lt.1r;m111ij ¡u11¡1uc~,11 1li:~111e1,.i1r. 

t;i, por cjcmplo, 11ú11 liuliii!,,,rm,,~ ¡·iw¡HIC!ltn 11pnl)(imu haatalu 
mil~sitmn el l%1t•·iu1m 11ue lm,~btmflf thi :»549, no continuarla,, 
mm, n:1111¡ ln11 dlvi11ionh ¡ pim¡uc Jh, 1mm d1idn111let q11e ti 61tlmo 
cu, •l i.:11tc 1 ,<;, 11,II s 1:, ,f A I i1·11c .itlrrn.1, 1h: h1 11.nitbd fj(ill de 6rdc, 
11n nrn~ devnd11r1 1¡rn: lmi milr~itm•1. l >i1·l1rnlíl'II fítk!i 1 

i• ,,,,. v.1,. 1'1 ,, .. i4,l}f 
15.¡9~;;:: l li'<'. HI .~ H» H),1 1 

y de t:rHP1iguient11 el l01:1,1rirnm <¡ne hu4dl,~IIH>ll 11¡.,mMttnido halla 
Ju, mll~nim;i11 i;:w 3,4tdi, y ,í tm11h111!1.fffln~ h, ~lit,MM~t h1ritulete, 
l1:1lluli1tm111 i1uc d ltigui11un th- 11 S.f.9 11rrtl'1lim1td,, h•&tl lu di,n~I• 
!10111:>Himn, ci~ ¡~,41:1tí;{fi1,1, , 

c:u11 mayur (\tcilídul Ni$ dtlrrmin:1 rmr m1i1.Hn dt 111 rnLlma 14" 
hl,1 d ní,1111'.W c¡ut cnrrc,p;,11flc li ur1 h,ijnÍ1111c1 dado. 5{111 ~t01 por 
ejcmpl11, :i., 5 ·f?; y dcbii:mlu 1m g,~r, ,up¡:1,itit111 H1r 11'1 n(lffll.l:l'O guo 
bu,,i:attHh 
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(1o)~'S47:::::( 10)' x( 10)0

• 5 ><( 10)0'º4x(ro)º' 0 º 7, 
será por consiguiente el producto de estos cuatro factores, Ahora 
bien 

(10)'::: roo, 
(10) 0

, s :=3,162277660, 
( IO )º'º 4= I ,096478096, 
e ro )º'ºº 7= r,016248694; 

segun puede verse en la tabla. Será pues 3 5 2,3 S7 el número cor
respondiente al logaritmo propuesto 2,547. 

Con este mistno objeto de hallar los números correspondientes 
!i los logaritmos que puedan dársenas, publicó el ingles Dod,otJ una 
tabla semejante, bien que tnllcho mas extensa, á la cual tÍtlÜo An
tilogarithmic-canon. 

En el Complemento d,1 Alg,~ra daremos varias formulas para re• 
solver con suma prontitud y facilidad los mismos dos problemas ge
:nerales; á saberi 1,º Dado un ntimero, haltar el logaritmo que le 
corruponde en tm JiJtema walq11iera. 2..º Dado el logal'it1110 qi1e en 
1m sistema, dettrmi11ado corruponde á tm ntlme,·o desconocido, hallar 
este númm,. 



NOTA DEL TRADUCTOR. 

Nos lrn 11arccido cotive11ie11te alíadir al íin del tratado de Alge• 
hl':1 las pequefíae variacfones qttc ha hecho el nutor en su última 
cclicion ; las cuales son tres en tres artículos. y mrn bajo el nombre 
ele ncl icion al Hn del tomo, 

ART. 14- JU nuto1· pone el siguiente ejetnplo, resuelto ya en 
fa aritmética, con el objeto de manifestar 1tt mayor focilidnd que ofreA . 
ce la cscriturn algcbxáica sobre la del desenvolvia1iento de los enun~ 
ciados. 

Sttpo11g-m1101 dos f11mtes I de las ctlllles fa primera co1·,·itttdrJ srJl,1 
sea capaz m 2h ½ de llmm• 1111 o tanque, y que la segtmd1i le llene 
sol(t m :/1 ·~; se p,·eg,mt,J c111Í11to tiempo dcbm ,01·1·e1• junta1 p111·11 111c 
Jtenm d ml.tmo estan1p1c. · 

Si esto tiempo füese dado, se le verifica ria calculando lns c:m
tidncfog de agua vertidas por cada füente , y reU11ie11do los resultados, 
nns ascgurnriamos,ai ellos compo11in11 1n totalidad del agua· que podfa 
c.:on tener el estanque. 

Por lo tanto, pnra fortnar la cc11ncio11 designntcmos po1' :v el tiem
po inc6g11ito, y se iudiciirá sobre ,i• la~ operaciones cnimciaclas ante~ 
rimmente; pero con el fin de hacer fa' solúdon itúÍepencliente de los 
11{uneros d11dos, y aun de abreviar la expresion de los del e11n11cia. 
do, que so11 fraccionarios , las represen taremos tmnbie11 ¡,or letras ; se 
¡iodd pues cscdbir n eu vez ele 2h ! , y b en lugnr de sh ~-

1':Hto Hupuc,to, lomnndo como en adtmctica la capacidad del es-

tanque por unidad¡' ~e.v~r:i. 'lHº ,·· ... ·. , 
La primera fücnte que le lleno. sofa en un. número a' de. l1oras, 

vierte en él en irna hora la cantidad ele'' agua representada por fa 
• I 1 • . / 

fraCCIOll - 1 y pot O llll8ll\O 011 un numero 
~ ; • l ."t} 

l_)Ot :v drív6: In cantidad .i·x - ó -;--· 
. . 11,:.:' :n 

de horas represe11tnclG 

lti segunda .füente, que llena el iniatn~ 

'Vierte en 61 C11 unn 116i:11. fo frn~cioii +; r por lo tatúo en un nú .. 

.( l 'd <l I , 117 mero 111 de horas clara. a cnntl a x ><, T o T' 
'l'OMO U., l<.KK 
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La cantid,nl total ,fo n¡iu:l d11da por 1~~ do, fornte~ ~er¡\ pues 

.:-+ .. :':. ; y como cht,, ca111i(l.11I ild,e •,cr ir111al ;'l la 1¡11(: wiitcnga 
~ /¡ 

el dept'ioirn, y c1uc ~e ha reprcw1,t.uh1 ¡•or L, 1111 i,htl I rie deber5 le• 

11cr la ccnadon 
.1· :r 

"'1·" '. ; f. ., ¡, 

l~sta c.:uat.i,111, tratada pnr l.w rr;),1', ln1e1i11re~ • conduce á 
11/, 

!J.i· -t- ,1.i· :.:::::: ,, l· ' (1 ,t· ::::: _ .. _ l ,, ·+· 1 

La última ft'¡rmula dn, p,ua h·11,1,l\'c1 1,,d\':, !11'.I ~~Mn, de la cuci, 
ti011 prnpuutit, tQln l'cl)l,1 11111y mim¡,k. 

Diví,l,111 ti p•·o,/,ufa th 1111 t11immn •i'" dtt:111,111 ti llt111po 9u1 
imple ti r;1id,, fumlc m f',ll'fi, ¡¡/,1r m l.'m.11· ti nf,111,¡11t por /11 111m,1 
t111 otos mhrur,u; ti .tJPiimtt dmiit,w,, ti t1r1•1p1i ,¡11t rmt1,'la11 wm 
j,mt,u li11 ,;/,, r l11rnfl'1 p,ir,1 llm,/1 !t. 

,Aplicnndu C'.,ta rt"1:l:1 !i lw, 111'i1m11H, ,ld ~1ma,.i,11l,, ie ~;mi 

X :l S t ~ '~ 
:J , ~ " X :i 4 ?, ,t lJ 

Hí ¡, '.if} 

ti l! 

,, e ;{ 
de tlontk ffl,1lc .,· ·' . 

5,, ; 
H1,t() tfl, ,¡uc 1a~ Htellt~•; \ .. tmicnd,. jlllll'A:; llt,0;1;111 l 11 ¡ r1arallc

:t1nr el e11t:00¡11c, 

Niím., • li .,. J:l :1111111 í11tr,,,l11, 1· n1 w, de J¡¡ 1k111f1ltr~don del 
texto 111ia de lo 1¡uc r11 il ,,1· ,11u~ii:ri,1, 1~ ,tul 1~ l1~ tonmfodelos 
.A1111Í!'I' dA /1 /,,tm1,íf inu ¡111hlh.Adi,1, l'Pf .Mr. ( ¡ tit,;tl!Hlll ( 101110 4,0, 

pógina :1 t,9 ~ :i. 1 o• 1101.1), y dito a~i i 

llnliicnJu dcHt:t11n¡11H:~t11 i:l primer mírn1hr1, 1le la eeuacion 
.i11

' 1, P:i;' """'1 
~,,' (/.t"'""' ·• 1'¼,, !# 

tll lo,¡ n !nctc1tlill tfol 11rimct 1:ri1di1 
.1.:-,11 :i-• /¡' ,t•,.,,..,¡ 1 :1:-1/, .. ,,,,, :i:-/f 

.t10 me le p<nld dividir pnr 11i11¡:111H1 .1,trn r~t1toínn ,fo t'tft' grado, 
En di!~fo, 11i f\1or: pmi!,ltl li:t divimion i~or im l1inomio :r ... 11, 

dithcntc tlc lui1 pri1muo!I, u,: ltfülti;1 
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xn+ P.1,•n-x+&c.~(.v-e1.) (,1,•11-t+p.vn-,+&c.) 

y por lo mi,mo se sacada · 
(.i ...... a) ( ::i:-b) (.v-c ) ...... (,1,•....;/):::: (,v.....,u) (:1,n-x +p.v'l-z ..¡... &c.); 
pero si cambiamos.ven et, tendremos 
(«-a) (d.-b) («-c) .... , .. (ct-1)::= (et-u)(ª"+ p~.11-,,x+ &c.); 
y como el segundo miembro se desvanece á causa del faétor nulo 
v., - d., lo cual no sucede al primero, que es el producto de facto
res diferentes <le cero por ser u diferente de ,, , b, """"'" l, resulta 
que el supuesto es un absurdo, y por lo tanto una er:uacirm de im. 
JJMdo cualqt1iera 1io pmde admitfr mas divi101•u • b.i11omios del primer 
g1·111 lo que lru tmidadu del c:vponmtc de m g1·11do, y po1· lo mimw 11 () 
pttc.le tcmr mas 1·aicu. 

Núm. 2 u. El autoq,oue al número 2u una nota interesante, 
que es la siguiente, ' 

A los razonamientos anteriores , tomados cornunmente por evi .. 
dentes, los l1a dudo Mr. Encontre aclaraciones útiles que vamos :i 
exponer. 

l ,
0 He nqui como nos podet110s asegurar de la posibilidJd de 

hacer que los polinomios P y N adquieran incrementos tan peque~ 
iíos como se quiera. Sea P = ct:v111 + C:.1: 11 ..... , .... + J':r/1, suponiendo 
que m sea el mayor exponente de 111 ¡ si en el polinomio anterior so 
pon e por :v • n + y , totnará la forma 

A+By+ c.,,• .... , .. +Ty111, · 

e11 .• h cual los coeficientes A, B, C ......... T son et1 número finito y 
de valor finito¡ el primer termino A será el valor que tome el po• 
lino mio JJ cuando :v =a, lo demas 

.By+cy• ...... +1Yn=J' (B+c.,, ...... +Tym-r) 
será el incremento do dicho polinomio P cuando se aumente dey 
el valor :r:==a· Esto supuesto, si Sdesigna el mayor de los coefi
cientes B, C .......... T, se tendrá 

}) +C;• ........... r,m-x<S(x ..¡.. y ..... ..... .,,111-I) i 

~•~ m-x - l - ?' m( 8) .x+y, ...... ~, ) -- r5 ' 
. l -)' 

luego deberá tenerse 



_ -s,,m+l ser~ r1r,:eba1m:11te n)Cl\(if 1111c I' l 'u )'!l pn¡11e1ic1. no ruede 
1-y 

limitar~e. 
1 ," Si ,,e d,·•.i¡:n:i ¡in1· /1 rl in, rrmr·1•,ln 1lrl fl"linnmi() P I pnrk 

el ,!el p11llnnmi11 ,V, la 111111!w1;1 ,¡i11· H•,11lw:í ~n d v11lnr de 1u 
di{cn:ncia M!d /¡ ,__ h 

I 
Y p111lr .i !Lh,CI ,.,, IWlllll' 1Jil•: t:u;¡l,¡111tr cautidall 

d,nJa, ,:Cltl 1,11h, h;11·e1· méíHlr 1¡w ,li,lu ,:w!idd d i11drm~n10411c 
ieri 11rnyor de h11, d111,: tic ,h,mh:: ,,t:'. ~••111 luid •¡tw l.1 tl'.!é1r11<,i.1 rle los 
¡inlinomhrn 1' y tv· ,,t: l.1 ¡,nilr.i lu, n 1•;11 i.,r rn 11i;1¡'.11i1111k, ran pe• 

1¡u~ífan ccmm ~ti drn:c en el in11n,lln 11c .1 · ., ,¡ ., /· i 1 puesto 
(¡tH: di, h;1 ,lif,·rrnrb p:1•.;1 dt nr¡•.i1i1•:1 :\ •.i·r ¡,,.,,¡¡¡,,,, i:n c:•,h: Íh\trvalo, 

~('. 11p1·oxim:1d 111'1 i'lí,IIÍ,1m•·1111· :, ,n11 t;llll<! ,1rn1,111 ,,i;: 1p1irrn. (l'e,111 

fo.r ,/11 ,,to d, .H,1um,:ti, ,u pur.11 'f' .,,.:;,,,.t,11, Jllll•lÍlMb~ por Mr, 
( " ' . ) 'icr!\OIIIIC, 1,w111 ,J. , ¡i.ic•,111.1 , 1 !.i, 

Adid1111 ;i lt•N 111Í111t;1,,,, tdí )' "$· Pi• r el ~111,;t, Fri ln11 l\1Íme" 

tON l'il'S y 7$ he inter¡mttMln 1.1~ 1H,!m;i,1 !if,•:1i1·,1•, ¡1nr el CXílllllR 

d," f.1 r, 11.1, i, 11 , 
1
11,· r I L, ·. ,,,. , ili, .1H i1,11i,·di lf ,mn,t,·, ~-.. i trntm In había 

J,c .. 1111 ·,ir111¡,r1•: y e•¡(!; wr,li,i 1111' h Í ¡•11rrci,l,i n,h r .. , rmi,¡ui ;r,lo 80 

tr,11.1 d,· JlLlllilci-,Llf ,¡u.:: r,.l.111 /¡••lm ¡, 1,jjfij tin1n1 1111 ,.n11i,,k; uum~\J!c, 
pur•.tu iJlll" 1·r,,11t,ln:11 ,11re.1i,,n,•, ;I l.1 ¡,i-,,,¡,ur•,I~¡ ¡ierohay 
<.1,mu11mcu!<1 mmJmrí 111111!,n ,Ir 1· ,m:,1r , ·.I il ,11r1,li,,1iu; y la !Í• 

g11k11!1'. tJIII' me J¡:¡ c1,m1111i, .1,!11 d ,n;n·,!11 :.\h. l i , ~.d,melrA 
di,1:111•11i,!o, ¡ir.,fr-.,,1· rn l.1 c:1, 11d.1 d~ ~,1Wru.1 ih: ,\l.1¡:1mtÍJ11 tml ha 
p~1(,. ¡;,<1 1m1·, $1/Ím¡d1· ,¡111· l.t 1¡•,11 ,,,: l .1ll,l ,11 l••~ 11i;nm1,·. cimlo1, 
., Mr. F,·.m•,.: d·, p'.rmii:i 1¡111: rkL;.1 1.,T'm1r ilrl 1:ntm1i:11l11 1lc la cu~• 
,. ti1m d.-1 ni1in ·tn !!5 l1 i;l,•:-i dd rlll ¡1mi,b tl1t lih t!'lfteí!S 

., p.1r.1 m11 111;111:rh.111 en c;iminu Üt~,111 u11 1í,m¡•u imltfo1iJc1, y que por 

l • d l' . · • . 44 S ,, o tnistno • e i,a enunciarse asi: dos co1·1·eoJ 1igmn d miJtna cami110 
,, m el mismo 1mtido C1 ABC; 

,f/ 

BJ A B e 
"dopucs r¡1ic dios li,w c01·rido cada 1mo un tiempo walqt1iera, el 
"11110 se hal/(l{;a en A m el mommto m q1ee el otro e1taba m B; .u 
"conoce m -oelocirlttd y la diJtmz.ia AB: u pregmzta ¿ m qué punto 
"del cmnino se mco11t1·m·ánr 

"Este enunciado conduce á la misma ecuacion quo la del níímed 
" 1'0 6 5 ; p

1

ero luego que se establece la co11tinuic)ad del movimiento, 
,, la solucion negativa se explica, sin que sea necesario cambiar la di-
,, reccion de uno de los correos. En efecto, ya que el movimiento 110 

"ha e1111lezn<lo en los puntos A y B, y sí que ambos ant~s .del moM 
,, mento en que se les supone llegados á estos puntos se habian tno- . 
,, viJo del mismo modo durante un tiempo cualquiera' yendo desde 

· "C1 a B, es fücil concebir que el correo que está mns adelante, 6 
,, llega ú B cuando el otro está e11 A, el cual va menos veloz, Iia 
,, debido et1 cierta época l1allarse <letras de este, y encontrarle antes 
" de la llegada de este á A. El signo - indica en tal caso ( como 
,, en la aplicacion del Algebra a la Geometría) que es necesario to• 
,, mar la distnncia AR.I en el sentido _opuesto á la distancia AR que 
,, se ha mirado como positiva. La mudanza que debe hacerse en el, 
,, resultado para que la solucion negativa resulte positiva, se reduce 
,, :i eitablecer que los col-reos han debido encontrarse antes de llegat 
» :11 punto A en vez de hacerlo despues." 

En efecto, cuando se coloca el punto R' entre A y C', en vez 
de ponerle entre A y B, se lialla AB = BR1-AR1; de dotide re~ 
su Ita la ecuacion y - .v:::: 11, en vez de la :r: -y::::: a que se habia 
obtenido descle luego; no es pues 1;ecesario camGiar el signo de &: 

• d . :v y 
la segunda ccuac1011 que aria T ==. -;· 

Mr, Francais aplica con 110 menos éxito estas co1lsidel':tcioncs 
al cnso del núme.ro 75 , reemplazat~do los correos por móviles su
jetos á uy, movimiento continuo y empezado desde un tiempo inde
flnido. fo1u11cin el problema de este modo, " Do1 móviles se 1m1uveii 

,, 1wtformtmente Joo,·e la ,·ect,i CB 

e .A. B 
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., et uno m la direcdon BC, el ot,·o m la d1recdon CB cor1 'l'!elocida, 
., des dadas; el qur u mruve m el pl'imer sentido, Je hallti m B un 
,, 111í111e1·0 conocido ·ae hora1 ,mtes q11e el ofro haya llerrado á A, 

.:, 'se 
,, pide ¿ en qué punto de la ,·ecta i111l~/i11ida BC Je h11ce el encuentro? 

,, La solucion a·= -8 quiere decir lJUC los dos rn6viie(se han 
,, encontrado en el punto R antes que el que viene desde C hácia B 
,, hubiese llegado al punto A, }' que el segundo que va desde B há. 
,, cia C estuviese en C, donde se halla cuando el otro está en A,•• 

La posicion asignada al punto R se verifica observando que el 
dicho punto R resulta de tenerse AC=BC-AB:::::cd- 11 en 
vez de a+cd que se habla obtenido antes, y por lo 111ismo resul, 

lll ciJ-a-.v . 
tará la ecuacion b = e , ecuac1on que da ro:::::: 8. 

De este modo no hay necesidad de invertir el sentido del mo, 
vimiento: a la verdad las circunstancias materiales del problema han 
cambiado, y como lo he dicho antes, esto prueba que existen lllU, 

chas cuestiones fisicas col'respondicntes ú las mismas relaciones ma• 
temáticas; pero los enunciados anteriores tienen la ventaja de no al• 
terar la ley de continuidad, áproximúndose de este modo á la con
sideracion de las líneas que r.inta del modo mas simple y nm gene
ral las circunstancias de la mudanza de signo de lns lllagnitudes. 
(V6ase el 1h1t11do clrmmt11l de 1'rigo11omelt'í11 )' de aplicatio11 d1I 
.Algebrn .1 lii Geometrfo,) 










