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Con la venia.

Excelentisima Sra. presidenta del Gobierno de Navarra.
Excelentisimas e ilustrisimas autoridades.

Queridos colegas universitarios.

Queridos alumnos, familiares y amigos.

Sefioras y sefiores.

Es para mi una gran responsabilidad y honor hacerme cargo hoy de la leccién
magistral inaugural de este nuevo afio académico 2021-2022 en la Universidad
Puablica de Navarra.

1. Introduccién

Mi tema de investigacion desde hace muchos afios se centra en «Matematica del
Orden». Mi objeto de estudio son las estructuras ordenadas.

Resulta curioso que, precisamente en lo que al Orden (con maytscula) se refie-
re, los propios matematicos seamos un poco desordenados. Me explico: los estu-
dios sobre 6rdenes y estructuras ordenadas se encuentran un tanto diseminados
y desperdigados por otras ramas de la Matematica (Algebra, Topologia General,
Analisis Real y Calculo, etc.). En mi opinion, el Orden deberia tener el mismo
rango y categoria que, pongo por caso, el Algebra, el Analisis Matematico o la
Geometria. Y deberia tal vez estudiarse como una disciplina matematica «por si
misma», y no como una mera herramienta auxiliar en otras ramas de la Mate-
matica. Esa «auxiliaridad», quiz4 muy injusta, es lo que hace que la materia de
Orden ande tan desperdigada. Se han hecho esfuerzos, como la creacién de la
revista especializada «Order», alla por los afios ochenta, pero no se ha alcanza-
do atin ese rango de disciplina propia, y eso obliga al investigador a rebuscar en
multiples revistas de distintos ambitos.



... Y es que el Orden es algo muy importante:

«En el principio, cred Dios los cielos y la tierra.
Y la tierra estaba desordenada».

(Génesis 1, 1)

Observacion 1.1. Partiendo de la nada, se pueden crear los niimeros naturales:
la construccion, abstracta, eso si, es la siguiente:

i) Se parte de la «<nada» o conjunto vacio J. (Esto simboliza y representa el
namero cero 0).

ii) Metemos a la nada en la carcel. Esto es: la encerramos entre llaves, pasan-
do a tener {J}. Esto es ya un conjunto (la carcel, si queréis) que contiene
un elemento, que, a su vez, es el conjunto vacio, que ya no tiene elementos.
Esto, es decir {J}, simboliza y representa el niimero 1.

iii) Seguimos adelante. Ya sé que todo esto es muy sutil. El caso es que {J, {T}} es
ya el nimero 2, {, {T}}, {{F, {T}}} es ya el niimero 3. Y asi sucesivamente.

«Dios solo creo los numeros naturales.
Lo demds es obra del hombre».

[Leopold Kronecker, matematico y l6gico
(Legnica, Polonia, 1823 / Berlin, Alemania, 1891)]

Por cierto, todas estas construcciones dan lugar a nimeros diferentes.

2. 2Y qué significa ordenar?
Podemos preguntarnos ahora:

& Cuales son los principales procesos que seguimos cuando tratamos de ordenar
algo?

i) Analizamos el conjunto donde vamos a tratar de definir algiin tipo de orde-
nacion.

ii) Establecemos algtin tipo de relacién (jerarquias, comparaciones, preferen-
cias, indiferencias, etc.) entre sus elementos. A veces, tratamos de encontrar
elementos especialmente destacados (por ejemplo, algtin tipo de maximos).

«Antes bien, examinadlo todo cuidadosamente.
Retened lo bueno».

(1 Tesalonicenses 5, 21)



iii)

iv)

v)

vi)

Analizamos las propiedades de la relacion que hayamos definido. Por ejemplo,
podemos tratar de ver si provoca situaciones no deseadas, incoherencias, etc.
Segan estas propiedades, tendremos o no una ordenacion.

Construimos modelos de referencia que sean isomorfos a las ordenaciones
que hayamos definido. Generalmente, se trata de modelos con alguna or-
denacion sobre un adecuado conjunto de nameros.

Traducimos escalas cualitativas a escalas cuantitativas, si esto es posible.

Vamos con algtun ejemplo:

Ejemplos 2.1.

i)
ii)

ii)
iv)

v)

vi)
vii)

viii)

«El papa de mi papa no es mi papa, es mi abuelo». (Relaciéon que no es tran-
sitiva).

«El amor no siempre es correspondido». (Relacién que no es simétrica).
«Tanto monta, monta tanto, Isabel como Fernando». (Relacién que permite
indiferencia o empates entre elementos).

«jNo se empieza una casa por el tejado!». (Aqui hay ya una cierta idea de
orden).

«Uno puede llegar a ser el padrastro de su padrastro y asi dar cierta sime-
tria a eso de ser padrastro». (Su madre se casa en segundas nupcias, el
padre de su padrastro fallece, y él mismo, el individuo en cuestién, se casa
con la madre de su padrastro, en segundas nupcias para ella. Moraleja: las
«relaciones de parentesco» pueden llegar a ser muy complicadas, y su estu-
dio proporciona modelos interesantes).

«LLos amigos de mis amigos son mis amigos». (Relacion transitiva).
«Preferimos Pedro a Juan. También preferimos Juan a Miguel. Y ademis,
preferimos Miguel a Pedro. Y eso crea un ‘circulo vicioso’... :Qué hacemos
ahora?».

«En general, a mi me gustan mas las manzanas que las peras. Sin embargo,
no puedo decir que tal preferencia sea total, absoluta e incondicional. Me
explico: si ocurriera que llevo comiendo manzanas tres meses seguidos, sin
probar otra cosa, quizd estaria muy feliz si me ofreciesen una pera, aunque
solamente fuese por variar. Y si ocurriera que llevase cinco dias sin comer,
confieso que me daria igual que me ofreciesen una manzana, una pera o
cualquier cosa comestible».

(Aqui, las preferencias no son ya de tipo tajante —«si 0 no», «0 o 1»—, sino
que presentan una connotacién de incertidumbre, pasando a estar valora-
das o graduadas entre 0 —rechazo absoluto y total-y 1 —preferencia absolu-
ta, total e incondicional de una cosa sobre otra—, habiendo, por ende, situa-
ciones intermedias y graduaciones que pueden tomar ya cualquier valor en



[0, 1]. Eso da lugar a lo que se denomina «preferencias difusas o borrosas»,
si bien los matematicos, atin hablando y expresandonos en castellano, uti-
lizamos la palabra inglesa «fuzzy» para referirnos a ellas).

ix) «El orden de los factores no altera el producto». (3O si que lo altera, y mu-
cho?).
Todo depende de qué producto sea ese. No es lo mismo una operacién mate-
matica conmutativa (suma o producto de niimeros naturales) que, pongo por
caso, el orden de las notas de una partitura musical, o de los versos de un poe-
ma. £Se imaginan ustedes ofr una versién de la Novena Sinfonia de Ludwig
van Beethoven en la que las notas se distribuyan al azar? ;Cielos, qué horror!
Tampoco nos gusta demasiado que nos cambien el orden de los apellidos,
aunque haya quien lo haga —pero por decisiéon propia—. Cuento aqui una
famosa anécdota del poeta nicaragiiense Rubén DARIO (Félix Rubén GAR-
CIA SARMIENTO, 1867-1916). Resulta que, en cierta ocasién, en un deter-
minado periédico se refirieron a él como «Dario Rubén». El poeta replicé,
pero lo hizo de manera muy elegante, enviando una breve poesia que pu-
blic6 ese mismo medio de prensa. Decia asi:

«&Que el orden de los factores no altera el producto?
jAh, no!

Eso conmigo no reza.

jQue aqui el producto soy yo!».

(Rubén Dario)

x) «El orden de los factores no altera el producto (bis)». (Las tres cosas que
hay que hacer en la vida).
Se dice que hay tres cosas que uno debe hacer en la vida para que sea ple-
na; a saber: plantar un arbol, escribir un libro y tener un hijo.
Pero, por desgracia y aunque suene a chiste —y no digo que no lo sea—, hay
quien altera ahi el orden, y lo que realmente acaba haciendo es escribir en
un arbol, tener un libro y plantar un hijo. Sin comentarios.

Definiciéon 2.2. Dado un conjunto no vacio X, una relaciéon entre sus elementos
es un orden total si satisface las propiedades:

i) Reflexividad: cada elemento esta relacionado consigo mismo.
ii) Antisimetria: si x esta relacionado cony y, a su vez, y lo esta con x; enton-
ces, x e y deben ser iguales.
iii) Transitividad: si x estd relacionado con y y, a su vez, y lo estd con g; enton-
ces, & debe estar relacionado con z.
iv) Completitud: dados dos elementos x e y, debe ocurrir que o x esta relacio-
nado con y oy lo esta con x (0 ambas cosas a la vez).



Ejemplo 2.3. En el conjunto de los ntimeros naturales, la relacién «>» (esto es,
«ser mayor o igual que») define un orden total.

Obviamente, y como ha quedado ya dicho, en esta literatura especializada apa-
recen muchos mas tipos de ordenaciones, dependiendo de las propiedades de las
relaciones que se definan en un conjunto.

Tales conceptos son muy abstractos y, por ello, no voy a marearles con defini-
ciones abstrusas y dificiles. A cambio, voy a poner una serie de ejemplos ilus-
trativos, que, ademds, juegan con numeros —algo que nos resulta mucho mas
familiar— y que nos servirdan, cuando menos, para tratar de tener una intuicién
acerca de ciertas maneras tipicas de comparar u ordenar objetos.

Ejemplo ilustrativo 1: jQuiero cambiar de coche!

Ejemplo 2.4. Tengo intencién de cambiar de coche, pero no sé muy bien cual
comprar. Estoy dudando entre dos modelos. Para cada uno de los modelos,
sean estos A y B, me pateo la ciudad e, incluso, otras ciudades préximas, mi-
rando concesionarios de vehiculos. Los precios de cada coche, tanto A como B,
no son fijos: en algunos concesionarios, hacen alguna oferta jugosa; en otros,
no tanto.

Asi las cosas, el coche A acaba teniendo un rango de precios, segin donde lo
compre, que varia entre un precio minimo m, y un precio maximo M,. Lo mismo
ocurrira con el coche B; su precio oscilard entre un minimo m,, y un maximo M,
segiin dénde lo adquiera. Asi las cosas, yo s6lo podré afirmar, sin ningtin género
de duda, que «el coche A es mds costoso que el coche B» si se da la circunstancia
de que el precio minimo m, al que pueda adquirir A es superior al precio maxi-
mo de venta, M, relativo al coche B (esto es: m, > M,,).

El ejemplo es prototipico de un tipo de ordenacion que técnicamente se deno-
mina orden-intervalo.

Ejemplo ilustrativo 2: ¢Debe llevar algo de cebolla la tortilla de patatas?

Ejemplo 2.5. Un cierto individuo tiene alergia o intolerancia a la cebolla, asi que
la tortilla de patata, que le gusta a rabiar, la toma siempre sin cebolla. Cuando va
de pinchos y vermut, pide siempre uno de tortilla de patata. Ocurre que, seguin
el bar en que lo pida, el pincho de tortilla que le sirven tiene a veces un poqui-



tin de cebolla, pero €l no llega a detectarlo a menos que esa cantidad de cebolla
supere un cierto «<umbral de percepcion», que consideraremos que es fijo. Para
tal individuo, ese umbral serd el mismo siempre, y un pincho de tortilla frente a
otro pincho de tortilla se considerara «ciertamente mas encebollado y, por ende,
rechazable» si la diferencia entre la cantidad de cebolla que lleve uno frente a
la que lleve el otro supera ese «<umbral de percepcion» fijo de nuestro individuo
consumidor compulsivo de tortilla de patata. Si dos pinchos de tortilla son tales
que la diferencia entre la cantidad de cebolla que llevan no supera tal umbral de
percepcion, el individuo no lo nota, y se muestra «indiferente» entre consumir
uno de los pinchos de tortilla o el otro.

Pues bien, ocurre aqui que esa indiferencia es intransitiva: si nuestro consumi-
dor come un dia un pincho sin nada de cebolla y, al dia siguiente, uno con, pongo
por caso, 10 mg de cebolla —algo por debajo de su umbral de percepcion—, los
vera como indiferentes. Si al siguiente dia le damos un pincho con 20 mg de ce-
bolla —atin por debajo del umbral-, seguira indiferente... Si vamos aumentando
paulatinamente 10 mg de cebolla cada dia, entre dos dias consecutivos nuestro
consumidor no notara nada (sera indiferente), pero, cuando se llegue al umbral
de percepcion, cosa que, tarde o temprano, sucedera, notara que el pincho esta
claramente encebollado si se compara con el primero que tomé que no llevaba
nada de cebolla.

Como dato jocoso, un amigo mio, que es fisico y buen cocinero, preparaba con
mucho cuidado y sutileza una tortilla de patata muy redondita que, en una mitad
(de un didmetro para arriba), no llevaba cebolla, y en la otra mitad (de ese dia-
metro hacia abajo), si que llevaba. La llamaba «la tortilla de patata cudntica»,
puesto que, a la vez, llevaba y no llevaba cebolla.

El ejemplo es prototipico de un tipo de ordenaciéon que técnicamente se deno-
mina semiorden.

3. ¢De verdad son odiosas las comparaciones?

Por mas que la sabiduria popular nos repita una y otra vez que las comparacio-
nes son odiosas, en Matemadticas son absolutamente fundamentales. Al estudiar
estructuras, las comparamos entre si, y eso sirve después para clasificarlas. Es-
tructuras similares decimos que son «isomorfas», o que responden exactamente
al mismo patrén. Asi las cosas, en cada tipo general de estructuras que queramos
estudiar buscamos «patrones» o modelos estandarizados. Se trata, ademas, de
que tales modelos sean faciles de reconocer y manejar.



Observacion 3.1. Vamos a establecer tres modelos numéricos bdsicos:

i)

iii)

Ordenacién usual de los ntimeros reales: vemos cada namero real como un
punto situado en una recta.

Un namero es mayor que otro si, en tal recta, cae mas a la derecha. Este
orden lo representamos por el simbolo habitual de «ser mayor o igual que»,
que denotamos «>», o por su analogo de «ser menor o igual que», denotado
«<». Por ejemplo: -3 <4;5>5;17 > 3; 20 < 20; 50 > 40; 300 < 700. Se trata
de un orden total.

Orden-intervalo tipico en la recta real: ahora trabajaremos con intervalos
[a, b] de ntimeros reales. Un intervalo [c, d] sera preferido a otro [a, b] si
ocurre que esta situado, en su totalidad, mas a la derecha que [a, b] (esto
es, b < ¢). Esta relacion de preferencia es transitiva. Dos intervalos que se
solapen (esto es ¢ < b), por extraflo que nos parezca, se consideraran aqui
indiferentes. Por cierto, esta relacion de indiferencia es ya intransitiva, lo
que hace que haya que manejar estas ordenaciones con mucha atencién y
cuidado.

Semiorden tipico en la recta real: aqui vamos a suponer que somos muy
pero que muy miopes, de manera que solo podemos distinguir un nu-
mero de otro si la diferencia entre ambos supera una cantidad fija (por
fijar ideas, supondremos que esta es 1), que sera nuestro umbral de per-
cepcion, constante, fijo e inmutable. Cuando no podemos distinguir dos
niameros, los declaramos indiferentes. Solo cuando ocurre que a - b > 1
entonces si que somos capaces de declarar que «a es mayor que b». Este
tipo de ordenacion corresponde también al anterior de orden-intervalo,
pero con la peculiaridad adicional de que ahora todos los intervalos que se
consideran tienen la misma longitud (a saber, nuestro umbral de percep-
cion 1). No podriamos distinguir entre 3 y 7. Si que podriamos distinguir
entre 5 y 7. Aqui, la indiferencia es también intransitiva, pero hay atin
mas sutilezas.

Observacion 3.2. Por supuesto, en la teoria especializada se emplean muchos
mas modelos de referencia, no solamente los descritos en la observacion ante-
rior. Incluso se manejan modelos que no son numéricos, o que manejan otros
conceptos (por ejemplo, nimeros difusos —«fuzzy numbers»—, el plano lexico-
grafico, la linea larga, etc.). Los tres descritos anteriormente son quiza los mas
importantes, pero debe quedar claro que no son los tnicos.

Distinguiremos ahora entre dos procesos fundamentales que empleamos, mu-
chas veces sin percatarnos de ello, cuando analizamos, definimos o establece-
mos algin tipo de ordenaciones, a saber, la adaptacion frente al establecimiento



de un isomorfismo o retrato fiel de un determinado tipo de ordenacién en un
modelo, generalmente, numérico.

Cuando adaptamos, resulta que tal vez la ordenacién final que definimos no
refleje exactamente las comparaciones individuales, dos a dos, que podrian in-
cluso dar lugar a inconsistencias (generalmente, intransitividades).

Un ejemplo muy sencillo es el dar la clasificacion final de la Liga de Primera
Divisién (veinte equipos). El orden final es un orden total, ya que hay sistemas
de desempate. Pero, en este orden final, no podemos adivinar lo que ha ocurrido
en los encuentros individuales. Si dijésemos que «un equipo a es mejor que otro
b si le ha ganado los dos partidos», veremos que hay casos donde esto ocurre vy,
sin embargo, la clasificacion final —al aparecer mds equipos y resultados de a y b
con terceros—, puede ser tal que b haya quedado delante de a. Esto es muy fre-
cuente. Las demas alternativas (aparte de a y b) no son en absoluto irrelevantes
para la posicion final relativa entre a y b, que, como hemos dicho, puede ser la
opuesta a la que se daria si solamente jugasen la liga estos equipos, y ninguno
mas. Ademas, teniendo en cuenta ya tres equipos a, b y ¢, puede darse el caso
de que, en los enfrentamientos individuales, a supere a b, b haga lo propio con
¢, y ¢ lo haga con a, dando lugar a un ciclo o intransitividad, que un orden total,
al ser este transitivo, nunca va ya a reflejar.

Por otra parte, cuando definimos un isomorfismo de estructuras ordenadas, las
estructuras en si deben ser matematicamente «las mismas». Han de tener exac-
tamente las mismas propiedades abstractas. Generalmente, una de estas orde-
naciones viene dada por una escala cualitativa (comparamos objetos, cosas o
elementos de un conjunto, y definimos preferencias ahi) y la otra suele ser una
escala cuantitativa o numérica. Se trata, por tanto, de reflejar esa escala cualita-
tiva mediante niimeros, de manera que un objeto a que se prefiera a otro b debe
tener asignado un ndmero o valor v(a) que sea mayor que el niimero o valor v(b)
correspondiente al objeto b. Por cierto, esto es absolutamente fundamental a la
hora de poner precios a las cosas, si nos basamos en las preferencias que tene-
mos definidas sobre ellas y aplicamos el «tanto te prefiero, tanto vales».

Ejemplo 3.3. Una tribu cultiva cuatro tipos de fruta: manzanas, peras, platanos
y melocotones. A todo el mundo le gustan mas las peras que cualquier otro tipo
de fruta, detestan los platanos, y les da igual comerse una manzana que un me-
locotén. Esto seria una escala cualitativa de preferencias.

Si esa tribu abriese un mercado y sacase las frutas a la venta, no tendria nin-
gun sentido que un platano costase 10 dolares, mientras que una pera valiese

10



5 doélares. Sin embargo, si vendemos las peras a 10; los melocotones y las man-
zanas, a 7; y los platanos, a 2, este sistema numérico 2 < 7 < 10, escala ya cuan-
titativa, refleja fielmente (o de manera isomorfa, que asi se dice en esta jerga
matematica) lo que ocurre en las preferencias de la tribu.

Como ya ha quedado dicho, alguna definicién inherente a esta teoria resultaria
quiza demasiado abstracta o técnica para ser expuesta aqui. Nuestras compa-
raciones, preferencias, jerarquias, etc. no siempre vienen dadas por niimeros.
Son escalas y, a veces, son solamente cualitativas.

Vamos a definir, eso si, y a riesgo de ser ahora un poquito técnicos, pero no de-
masiado, cudles serian los principales isomorfismos posibles (cuando los haya,
que no siempre va a haberlos) entre escalas cualitativas y escalas numéricas o
cuantitativas.

Definicion 3.4. Sea X un conjunto no vacio, y sea R una relacién binaria definida
en X, de manera que, si x4, y son elementos de X, la notacion xRy la interprete-
mos como «x es al menos tan bueno como y». En estas condiciones, tenemos:

i) La relacion R es un preorden total representable numéricamente si existe
una funcién' F definida en el conjunto X, y tomando valores en los nime-
ros reales, tal que xRy se da si y solamente si F (x) < F (y), para cualesquie-
ra elementos x, y de X.

Notemos que esta F transforma la escala cualitativa R en una escala nu-
mérica, que refleja exactamente —por aquello del «si y solo si»— lo que esta
ocurriendo en X.

ii) La relacion R es un orden-intervalo representable numéricamente si exis-
ten dos funciones F, G definidas en el conjunto X, y tomando valores en los
nameros reales, tal que F (x) < G (x), y ademas xRy se da si y solamente si
G (x) < F (v), para cualesquiera elementos x, y de X.

iii) La relacion R es un semiorden representable numéricamente si existe una
funcién F definida en el conjunto X, y tomando valores en los niimeros rea-
les, tal que xRy se da si y solamente si F (x) + 1 < F (y), para cualesquiera
elementos x, y de X.

1. En muchos contextos, generalmente relacionados con Economia o con Teoria de la Deci-
i6n, esta funcién F se denomina «funcién de utilidad».

2]
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Observacion 3.5. Una vez dadas estas definiciones clave, a los matematicos que
trabajen en Teoria del Orden les van a aparecer de inmediato las siguientes tareas:

i) Caracterizar completamente las relaciones R que son preérdenes totales
representables numéricamente.
ii) Caracterizar completamente las relaciones R que son 6rdenes-intervalo re-
presentables numéricamente.
iii) Caracterizar completamente las relaciones R que son semiordenes repre-
sentables numéricamente.
iv) Clasificar los preérdenes totales que no sean representables numéricamen-
te. iHay diferentes tipos de no representabilidad? ;Cudles son?
v) Clasificar los 6rdenes-intervalo que no sean representables numéricamente.
vi) Clasificar los semiérdenes que no sean representables numéricamente.
vii) Buscar representaciones numéricas para preérdenes totales, 6rdenes-in-
tervalo y semiérdenes, que cumplan, ademas, alguna condicién adicional
deseable segin el contexto (por ejemplo, que preserven alguna operacién
como una suma o similar, que sean continuas con respecto a alguna topo-
logia dada, etc.). Y, por ende, habra que caracterizarlas y catalogarlas.
viii) Consolidar una teoria adecuada para el manejo de preferencias u ordena-
ciones difusas («fusgy») en ambientes de incertidumbre.

A continuaciéon, mostramos un pequenio panorama o resumen del estado de la
cuestion ahora mismo.

«Hasta donde se ha llegado?

4Qué problemas permanecen todavia sin resolver?

Resultados 3.6.

1) Desde finales del siglo XIX (a través de la obra de G. Cantor, entre otros),
se sabia ya que cualquier orden total definido sobre un conjunto finito,
o infinito numerable®, es numéricamente representable. Ademds, puede
conseguirse una representacion numérica (funcion de utilidad) que tome
valores en niimeros racionales (cociente de niimeros enteros).

2. Sin 4animo de quebrar las neuronas de nadie, digo aqui que hay distintas categorias, je-
rarquias o «tamafos» de infinitud. Técnicamente, se les llama cardinalidades. La mas pequeia
es la de los niimeros naturales. La de los puntos de una recta, denominada cardinalidad del
continuo, es estrictamente mayor; se trata de un tipo de infinitud superior.
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i) Se conocen diversas caracterizaciones de la representabilidad numérica
de predrdenes completos. Las primeras aparecieron a finales de los arios
treinta (Milgram) y comiengo de los cuarenta (Birkhoff ). Las hay, ademds,
utlizando distintas técnicas matemdticas (por ejemplo, topologia general).

ii1) Se conocen también distintas caracterizaciones de la representabilidad
numérica de ordenes-intervalo [Fishburn (1973), Doignon et al. (1984),
Bosi et al. (2001), etc.].

iv) La caracterizacion de la representabilidad numérica de semiordenes se
higo esperar, y mucho. Ha sido uno de los grandes caballos de batalla de
esta teoria especializada. Ya planteada por R. D. Luce (1956) y Scott y
Suppes (1958), finalmente se resolvié por Candeal e Indurdin en el anio
2010, si bien desde entonces han aparecido algunas nuevas caracterisa-
ciones, obtenidas de forma independiente por diversos autores, algunos,
de nuestro equipo de trabagjo.

v) Una clasificacion de los 6rdenes totales que no son representables numé-
ricamente se debe a Beardon et al., y fue obtenida en 2002. Después, han
aparecido mds, clasificando segiin otros criterios.

vi) La representabilidad numérica continua de predrdenes totales fue carac-
terizada por G. Debreu® en 1964.

vii) La representabilidad numérica continua de ordenes-intervalo se ha re-
suelto muy recientemente (ca. 2020).

i) La representabilidad numérica continua de semidrdenes constituye aiin
un problema abierto para los investigadores en esta teoria especializada.
Se conocen resultados parciales significativos: por ejemplo, estd caracte-
rizsada en el caso de semidrdenes definidos sobre conjuntos finitos.

ix) Se conocen resultados diversos acerca de representaciones numéricas de
estructuras algebraicas ordenadas desde comiengos del siglo XX.

x) Estudios acerca de preferencias y ordenaciones difusas («fugsy») apare-
cen tltimamente (ca. 2010 en adelante), aunque haya precedentes que
daten de los anos ochenta. La teoria va adquiriendo cada ves mds rigor,
y consolidandose, si bien queda todavia mucho por hacer al respecto.

Observacion 3.7. He de decir aqui que llevo dedicandome a investigar sobre este
tipo de cuestiones desde hace unos treinta afos, habiendo dirigido varias tesis
doctorales sobre el particular. Algunos de los mejores logros de investigacion

3. G. Debreu (1921-2004) fue matemdtico y economista. Recibié el premio Nobel de Eco-
nomia en 1983.
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obtenidos en el seno de mi equipo de trabajo tienen que ver, precisamente, con
esas cuestiones y resultados antes expuestos.

En vez de demostrar aqui los resultados antes citados, que son muy técnicos y
requieren de una amplia gama de artilleria matematica y conceptos y desarro-
llos previos meticulosos, me limitaré a citar una conocida anécdota atribuida al
premio Nobel de Economia Gérard Debreu. La anécdota, tal vez apdcrifa, gira en
torno a los resultados que caracterizan la representabilidad numérica de 6rdenes
totales.

Resulta que muchos economistas pensaban, alld por los afos cincuenta, que
cualesquiera preferencias que pudiera tener un consumidor eran siempre repre-
sentables numéricamente por una funcién de utilidad (en otras palabras, cabe
entender aqui que «todos los preérdenes totales son numéricamente represen-
tables»). Debreu sabia que eso no es asi, pero los economistas le cuestionaban
que los contraejemplos que pudiera haber eran algo «propio de matematicos» vy,
sobre todo, «alejado de la realidad».

Debreu reaccioné asi, segin se cuenta: a uno de sus colegas economistas, muy
critico con los matematicos, le invité a comer. Debreu sabia que su colega era
buen gourmet; de hecho, era un glotén, comedor algo compulsivo. Ante todo, le
gustaba comer. Entre dos posibles cantidades de comida, elegiria siempre la ma-
yor, aunque se le restringiera la bebida. Eso si, ante dos platos con exactamente
la misma cantidad de comida, preferiria ya el menu que le permitiera una mayor
cantidad de bebida para acompanar.

Debreu, sabedor de todo esto, le dijo a su amigo: «;Me temo que tus preferencias
sobre la comida no admiten representacion numérica ninguna!». Y asi es, en
efecto (aunque no voy a dar aqui la demostracion técnica de por qué tales prefe-
rencias no son representables numéricamente).

El ejemplo, bien conocido entre quienes nos dedicamos a la Matematica del Or-
den, es prototipico de lo que se denomina en la literatura «orden lexicografico
del plano real», que es uno de los mas clasicos 6rdenes totales no representables.
Y, jocosamente, a este ejemplo de Debreu le llamamos «ejemplo del glotén» o
incluso se llama «teorema del glotén» al teorema que afirma que el plano lexico-
grafico no se representa numéricamente en la recta real.

«Si asi fue, asi pudo ser; si asi fuera, asi podria haber sido.
Pero como no es, no es. Eso es Logica.

[Charles Lutwidge Dogson, mas conocido como Lewis Carroll (1832-1898):
capitulo cuarto de A través del espejo y lo que Alicia encontré alli].
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4. &Y esto sirve para algo?

Huelga decir que todo aquello donde intervenga algtun tipo de orden puede con-
siderarse una aplicacién de esta teoria, y puede, por tanto, ser estudiado, ana-
lizado con un mayor rigor e, incluso, controlado o consolidado por ella. Mas
todavia, aparecen teorias, en otras ramas de la ciencia o de la técnica, cuya base
o sustrato matematico es propio de la Matematica del Orden, si bien a veces no
nos percatamos de ello a primera vista. Esto, generalmente, ocurre porque el
lenguagje propio de cada disciplina concreta puede ser diferente del que se utiliza
por los matematicos que se dediquen al Analisis Real o a la Teoria del Orden, vy,
mas concretamente, al estudio de representaciones numéricas de estructuras
ordenadas.

Como quedé dicho al principio de la introduccién, al no haber sido la Teoria del
Orden una disciplina matematica estudiada per se, sino, por el contrario, encon-
trarse como afiadido (notable, eso si) en otras teorias o ramas mas consolidadas,
los articulos especializados sobre Teoria del Orden se hallan a veces dispersos
en revistas que, en ocasiones, ni siquiera son de Matematica (pura), sino de
otras disciplinas como Economia, Psicologia Matematica, etc. Y, por suerte o por
desgracia, esto viene siendo asi también porque nuevas revistas enteramente
dedicadas al estudio del orden (por ejemplo Order, fundada en 1984) a veces no
tienen tanto impacto como otras revistas de otros ambitos (por ejemplo, Journal
of Mathematical Psychology).

Citamos a continuacién una serie de ejemplos significativos de teorias cuya base
cientifica es la Matematica del Orden:

Ejemplos 4.1.

i) Estudios acerca de Entropia en Termodinamica (Fisica).
ii) Teoria de la Utilidad en Economia, asi como también en Teoria de la Deci-
sion.

«gDonde estd la utilidad de nuestras utilidades?
Volvamos a la verdad: vanidad de vanidades».

[Proverbios y Cantares XXVII, de Campos de Castilla;
Antonio Machado Ruiz (Sevilla, 1875-Collioure, Francia, 1939)]

iii) Teoria de las Votaciones y de la Eleccion Social.

iv) Teoria de las Légicas de Orden Superior.
v) Teoria de la Medicion (Measurement Theory) en Psicologia Matematica.
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vi) Teoria de Clasificaciones y Sistemas de Puntuacién (Ranking Theory).
vii) Teoria de Preferencias Difusas (Fusgy Preferences).

Y como todo lo anterior queda como algo demasiado abstracto y teérico, voy a
terminar esta seccion poniendo dos dltimos ejemplos como botones de muestra,
pero ahora estos ejemplos van a ser concretos y propios de alguna situacion
prdctica real. Con la exposicién de tales ejemplos, daré ya por terminada esta
leccion inaugural del curso 2021-2022 en la Universidad Pablica de Navarra.
Espero que haya sido de su agrado.

Ejemplo 4.2. (Ejemplo practico 1: Contratando al personal necesario para montar
una empresa)

Una empresa quiere contratar personal. Para ello, hace un examen de aptitud
que consta de cien preguntas. El que mejor ha puntuado tiene 99 puntos, y el
segundo mejor clasificado ha obtenido 98. El peor de los candidatos para ser
contratado solamente ha obtenido un punto. Cualquiera diria que, si la empresa
dnicamente quiere fichar a una persona, contrataria sin dudar al mejor clasifica-
do, el que obtuvo 99 puntos. Pero, ;qué ocurrird si la empresa puede contratar
a dos personas en ves de a una?, idebe la empresa verse obligada a contratar
ahora al segundo clasificado, el que obtuvo 98 puntos en la prueba? La mayts-
cula sorpresa que podemos llevarnos es que la respuesta es negativa. No siempre
contrataran al segundo clasificado en el examen. Mas todavia, hay situaciones
en las que la empresa contratara al primer clasificado, el de los 99 puntos, junto
con el dltimo clasificado, que solamente obtuvo 1 punto. Esto puede resultar
impresionante e insélito... Sin embargo, la empresa puede tener buenas y con-
tundentes razones para obrar asi.

En efecto, pensemos que cada una de las preguntas del examen consiste en la
realizacion de una determinada tarea, y que, ademas, cada una de las cien
tareas es absolutamente necesaria, e imprescindible de hecho, para que la
empresa pueda_funcionar.

Pudiera ocurrir que haya una entre las tareas que sea tan rara y extrafia (por
ejemplo, saber traducir simultaineamente de la lengua arapaj6é de las reservas
de indios americanos de Wyoming y Oklahoma al idioma hiri motu hablado en
Paptia Nueva Guinea) que solamente una persona haya podido ser capaz de ha-
cerla. Y pudiera ser, ademas, que esa misma persona solo haya realizado correc-
tamente esa prueba tan poco comun. Pues bien, en un tal hipotético caso, ese
altimo clasificado con solamente 1 punto puede darse por felicitado y satisfecho,
ya que seria contratado. Insistimos aqui en que su tarea es imprescindible.
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Este ejemplo pretende ilustrar la dificultad del estudio de las extensiones de
ordenaciones de un conjunto a su conjunto potencia*, siguiendo unos criterios
previamente establecidos. Es un tema de investigacién que estuvo en boga, por
sus aplicaciones en Economia y Teoria de la Decision, alla por los anos ochenta,
y en el que hoy dia hay todavia una amplia gama de cuestiones abiertas y de
problemas sin resolver.

Ejemplo 4.3. (Ejemplo practico 2: ¢Sabriamos salir de un laberinto?)

Supongamos que entramos en un laberinto®. Después de andar un poco por ahi
dentro, nos ponemos muy nerviosos. No encontramos la salida, y queremos salir
a toda costa, aunque sea por la misma puerta por la que entramos. No nos im-
porta encontrar la salida «buena u oficial» o regresar a la puerta de entrada, con
tal de escapar de alli y asi tranquilizarnos al fin. £ Se le ocurre a alguien alguna
idea para salir de ahi, aunque quizd haya que caminar durante un buen rato?

Pues bien, una regla que funciona aqui es la denominada «regla de la mano
derecha»®, y que consiste en ir tocando siempre con la mano la pared de la dere-
cha. Eso si, hay que llevar control de los lugares por donde hemos pasado’. Se ob-
serva asi, que, cuando llegamos a un callejon sin salida, con esa regla, tal callején
se recorre dos veces (una de ida y otra de vuelta), y ya no se recorre mas. Como el
nimero de tramos o callejones del laberinto es finito, tarde o temprano, habremos
de encontrar la salida, aunque sea a riesgo de recorrer todos los callejones.

Como ha quedado dicho, el ntimero de callejones es finito. Y eso es esencial.

En este ejemplo, parece que la teoria de ordenaciones, o la denominada «Ma-
tematica del Orden», solamente interviene aqui para darnos el ttil consejo de

4. Conjunto de los subconjuntos de un conjunto dado.

5. Quien haya visto la hermosisima pelicula La Huella («Sleuth»), dirigida en 1972 por Joseph
Mankiewicz y protagonizada por Michael Caine y Laurence Olivier, recordard una famosa escena
en la que Michael Caine trata de salir de un laberinto a base de setos vegetales. Y, mientras, el
malvado Laurence Olivier le iba cambiando los setos de posicion, ya que alguno de ellos estaba
montado sobre un resorte que podia girar. De esta manera, el laberinto iba cambiando, para
desesperacién absoluta de Michael Caine, que, con tales cambios, no iba a poder salir a menos
que Laurence Olivier se aburriera y le dejase libre. En el modelo o ejemplo que proponemos aqui,
vamos a suponer, claro, que nadie hace trampas: nuestro laberinto serd fijo, no va a cambiar.

6. Para los zurdos, hay buenas noticias: pueden usar la regla analoga, de la mano izquierda,
que también es igual de efectiva.

7. Lo de echar miguitas de pan en el suelo, al estilo de Pulgarcito, puede no funcionar si hay
pajaricos por ahi. La idea del hilo de Ariadna me gusta mads a ese efecto.
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proceder siempre con calma y no ponernos nerviosos, y guardar un cierto orden,
sistematico, en los recorridos esos que tendremos que hacer en el laberinto.

Pues bien, alli escondido o implicito, hay bastante mas, hay algo bastante mas
profundo y sutil. Sin saberlo, resulta que estamos ordenando las distintas trayec-
torias de una manera alfabética o lexicografica. (No doy aqui los detalles técnicos
de ello. Puede estudiarse también en Teoria de Grafos. Se trata de ordenar con-
venientemente los caminos de un grafo finito). Y este orden subyacente a nuestra
regla de la mano derecha, siendo sobre un conjunto finito y siendo un orden ex-
haustivo, que no se deja ningtin hipotético camino por recorrer si fuese necesario
hacerlo, funciona perfectamente y constituye la clave para hallar la salida.

«Bueno... jHemos estado ahi!».
(Miguel Indurdin Larraya®,
nacido en Villava, Navarra, 1964).
Agradecimientos
Tendria que agradecer a tanta gente el haber podido llegar hasta aqui hoy, que
la lista de agradecidos podria llegar a ser, sin duda, mas larga que todo el texto
que le precede.
Asi que, quizad por deformacién profesional como matemadtico que soy, voy a
hacerle caso a Euclides (ca. 325 a.C. / ca. 265 a.C.), quien en el Libro 1 de sus
Elementos y, mas concretamente, en el nimero 8 de las «Nociones Comunes»
que siguen a sus famosos Postulados, deja bien sentado que:

«El todo es mayor que la parte».

Y asi os digo yo ahora:

jGracias de todo corazon a todos y a todas!
Mila esker denei, bihotz-bihotgetik!

He dicho.

8. No somos parientes, pero, al menos, entre 1991 y 1996, yo siempre decia que era «mi primo».
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