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Introduccion general

Este Trabajo Fin de Master tiene como objetivo estudiar la forma de
abordar la probabilidad con una parte de componente 16gico en alumnos
de 2° de Bachiller.

El trabajo se estructura en dos partes. En la primera parte se realiza un
estudio longitudinal del curriculo y en los libros de texto en el tercer
ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato con relacién al tema
indicado.

En la segunda parte se propone un estudio sobre el proceso de
razonamiento en el estudio de la probabilidad, que se ha puesto en
marcha en un aula de 2° de Bachillerato de Matematicas orientadas a las
Ciencias Sociales de modalidad nocturna en el marco del Practicum II
del Master. Los resultados extraidos de esta experimentacion se
fundamentan en un cuestionario construido ad hoc, teniendo en cuenta
asimismo las restricciones institucionales.

El trabajo concluye con una sintesis, unas conclusiones y unas
cuestiones abiertas.
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Parte I:

Las matematicas en el curriculo vigente y en los
libros de texto
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Master se analiza como se
aborda el tratamiento de la probabilidad en el curriculo y en los libros
de texto en el tercer ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato.

El andlisis de divide en cinco capitulos. En el primer, segundo y tercer
capitulo se muestran en forma de tabla los contenidos, criterios de
evaluacién y estdndares de aprendizaje evaluables del curriculo
vigente que hacen referencia a la probabilidad en cada uno de los
grados. En el cuarto se presentan ejemplos de las actividades
(ejercicios, problemas, cuestiones y situaciones) tipo propuestas en
un libro de texto de 2° de Bachiller, asi como en tres cursos anteriores,
1° de Bachiller, 4° de 1a ESO y 3° de la ESO.

Las conclusiones que se extraen del andlisis comparativo de los
contenidos de ambas fuentes (curriculo y libro de texto) se exponen
en el quinto capitulo. El objetivo aqui es valorar la coherencia de los
manuales con relacion al curriculo vigente y resaltar las presencias o
ausencias de conocimientos matemaéticos relativos al tema objeto de
andlisis.
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Capitulo 1
La probabilidad en el curriculo vigente

En este capitulo presentamos los contenidos minimos del bloque de probabilidad
y estadistica definidos en el curriculo vigente, referentes al tercer ciclo de Educacion
Primaria, los dos ciclos de la ESO y Bachillerato. Aunque este bloque engloba tanto la
probabilidad como la estadistica nos vamos a centrar en la probabilidad.

Es presente andlisis tiene como objetivo analizar como se avanza de forma
ascendente en la dificultad del contenido impartido en cada curso, y si éste tiene una
secuencia logica que va a favorecer el estudio del mismo por parte de los alumnos.

Se pueden definir los contenidos como el conjunto de conocimientos, habilidades,
destrezas y actitudes que contribuyen al logro de los objetivos de cada ensefianza y etapa
educativa y a la adquisicion de competencias. Los contenidos se ordenan en asignaturas,
que se clasifican en materias y dmbitos, en funcion de las etapas educativas o los
programas en que participe el alumnado. (Gobierno de Espafia. Ministerio de Educacién
y ciencia. Boletin Oficial del Estado(BOE), 2015)

La normativa vigente por la que se rige el presente curriculo, en la que nos vamos
a apoyar constantemente a lo largo del andlisis es:

e Curriculo de las ensenanzas de Educacién Primaria en la Comunidad Foral de
Navarra. BON ndmero 174, de 5 de septiembre de 2014.

e Curriculo de las ensefianzas de Educacién Secundaria en la Comunidad Foral de
Navarra Decreto Foral 24/2015, de 22 de abril. Boletin Oficial de Navarra nimero
127, de 2 de julio de 2015.

e Curriculo de las ensefianzas de Educacién Secundaria en la Comunidad Foral de
Navarra. Decreto Foral 25/2015, de 22 de abril. Boletin Oficial de Navarra nimero
127, de 2 de julio de 2015

Se ha de tener en cuenta que, aunque nos centramos en el bloque de probabilidad
hay que tener muy presente durante el desarrollo del proyecto al bloque 1 de contenidos
del curriculo: procesos, métodos y actitudes en matemaéticas. En este bloque se desarrollan
una serie de contenidos que afectan en mayor o menor medida a la totalidad de los
bloques.

Algunos de los contenidos de este bloque son la planificacién del proceso de
resolucion de problemas, estrategias y procedimientos puestos en prictica, uso del
lenguaje apropiado: (grafico, numérico, algebraico, etc.), reformulacién del problema,
resolver subproblemas, empezar por casos particulares sencillos, buscar regularidades y
leyes, etc. reflexion sobre los resultados, practica de los procesos de matematizaciéon y
modelizacién.... Como se podrd comprobar a continuacion estos contenidos van a tener
una importante relevancia en el estudio realizado.

Para la realizacién del andlisis del curriculo vigente se han definido una serie de
descriptores del contenido a los cuales se les ha asignado un cdédigo. Estos han sido
definidos por orden de aparicion en el curriculo y son los siguientes:

* (1. Fenémenos aleatorios y deterministas.

* (C2. Experimentacion e interpretacion.

* (3. Espacio muestral y sucesos.

* (4. Célculo de probabilidades. Regla de Laplace.
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* (5. Probabilidad compuesta.
* (6. Probabilidad condicionada.

e (7. Combinatoria

* (8. Teorema de Probabilidad Total y Teorema de Bayes.

1.1. Contenidos en Educacion Primaria

3¢ Ciclo de Educacion Primaria

Contenidos

5° Primaria

6° Primaria

C1. Fenémenos aleatorios y
deterministas.

C2. Experimentacion e

Caricter aleatorio de algunas

Caricter aleatorio de algunas
experiencias.

interpretacion. experiencias. Iniciacidn intuitiva al calculo de la
C3. Espacio muestral y - probabilidad de un suceso.
sucesos. -

C4. Célculo de probabilidades. i )

Regla de Laplace.

C5. Probabilidad compuesta.

C6. Probabilidad condicionada.

C7. Combinatoria.

C8. Teorema de Probabilidad
Total y Teorema de Bayes.

Tabla 1. - Contenidos en el 3°" Ciclo de Educacion Primaria

1.2. Contenidos en ESO.

1¢* Ciclo de Educacion Secundaria

Contenidos

1° E.S.O.

2° E.S.O.

C1. Fenémenos aleatorios y
deterministas.

Fenémenos deterministas y aleatorios.

Formulacién de conjeturas sobre el
comportamiento de fendmenos aleatorios
sencillos y disefio de experiencias para su
comprobacidn.

C2. Experimentacion e
interpretacion.

Frecuencia relativa de un suceso y su
aproximacion a la probabilidad mediante la
simulacién o experimentacion.

C3. Espacio muestral y sucesos.

Sucesos elementales equiprobables y no
equiprobables.

Espacio muestral en experimentos sencillos.
Tablas y diagramas de arbol sencillos.

C4. Célculo de probabilidades.
Regla de Laplace.

Célculo de probabilidades mediante la regla
de Laplace en experimentos sencillos.

CS5. Probabilidad compuesta.

C6. Probabilidad condicionada.

C7. Combinatoria.

C8. Teorema de Probabilidad
Total y Teorema de Bayes.

Tabla 2. - Contenidos 1¢" Ciclo de Educacion Secundaria.
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2° Ciclo de Educacion Secundaria

3°E.S.O 3°E.S.O 4° E.S.O. 4° E.S.O.
Contenidos Matematicas Matematicas Matematicas Matematicas
aplicadas académicas aplicadas académicas
C1. Fenémenos Experiencias
aleatorios y - . Azar y probabilidad. -
aleatorias.

deterministas.

C2. Experimentacion
e interpretacion.

Utilizacién de la
probabilidad para
tomar decisiones
fundamentadas en

diferentes contextos.

Utilizacién del
vocabulario
adecuado para
describir y
cuantificar
situaciones
relacionadas con el
azar y la estadistica.

C3. Espacio muestral

Sucesos y espacio

Frecuencia de un

Y SUCESOs. muestral. suceso aleatorio. Calculo de
Célculo de Céleulo de probabilidades
C4. Célculo de probabilidades probabilidades mediante la regla de
probabilidades. Regla - mediante la regla de mediante la. Regla Lapl.ace y otras
de Laplace. Laplace. Diagramas de Laplace ’ técnicas de recuento.
de drbol sencillos. '
Experiencias
aleatorias
compuestas.
Utilizacién de tablas
C5. Probabilidad Probabilidad simple |de contingencia y

compuesta.

y compuesta.

diagramas de 4rbol
para la asignacién de
probabilidades.

Probabilidad simple
y compuesta.

C6. Probabilidad
condicionada.

Sucesos
dependientes e
independientes.
Diagrama en 4rbol.

Probabilidad
condicionada.

Sucesos
dependientes e
independientes.

C7. Combinatoria.

Permutaciones,
factorial de un
namero.

Introduccién a la
combinatoria:
combinaciones,
variaciones y
permutaciones.

C8. Teorema de
Probabilidad Total y
Teorema de Bayes.

Tabla 3.- Contenidos 2° Ciclo de Educacion Secundaria
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1.3. Contenidos en Bachillerato

Bachillerato
1° Bachiller 2° Bachiller
Matematicas 1° Bachiller Matematicas 2° Bachiller
aplicadas a las Matematicas aplicadas a las Matematicas
Contenidos ciencias Sociales ciencias Sociales
C1. Fenémenos
aleatorios y - - -
deterministas.
Probabilidades
iniciales y finales y
C2. Experimentacion verosimilitud de un
. . - - suceso. -
¢ Interpretacion. Profundizacién en la
Teoria de la
Probabilidad.
C3. Espacio muestral Sucesos. i ) SUCESOS.

y Sucesos.

C4. Calculo de
probabilidades. Regla
de Laplace.

Asignacion de
probabilidades a
sucesos mediante la
regla de Laplace y a
partir de su
frecuencia relativa.
Axiomatica de

Asignacion de
probabilidades a
sucesos mediante la
regla de Laplace y a
partir de su
frecuencia relativa.
Axiomética de

Asignacion de
probabilidades a
sucesos mediante la
regla de Laplace y a
partir de su
frecuencia relativa.
Axiomética de

Kolmogorov. Kolmogorov. Kolmogorov.
C5. Probabilidad Experlmentos E?xpenmentos E?xpenmentos

simples y - simples y simples y
compuesta.

compuestos compuestos. compuestos.

Probabilidad Probabilidad Probabilidad

condicionada. condicionada. condicionada.

C6. Probabilidad
condicionada.

Dependencia e
independencia de
sucesos.

Dependencia e
independencia de
sucesos.

Dependencia e
independencia de
sucesos.

C7. Combinatoria.

Aplicacién de la
combinatoria al
calculo de

Aplicacién de la
combinatoria al
calculo de

probabilidades. probabilidades.
C8. Teorema de Teoremas de la Teoremas de la
Probabilidad Total y - - probabilidad total y | probabilidad total y
Teorema de Bayes. de Bayes. de Bayes.

Tabla 4. - Contenidos en Bachillerato.

1.4. Analisis de los contenidos

Los contenidos que aparecen a lo largo del curriculo lo hacen en forma de
“curriculum en espiral”. (Bruner, 1988) Los contenidos son introducidos en orden
ascendente de dificultad y en los cursos siguientes se repasan los contenidos impartidos
en cursos anteriores, pero nunca repitiendo informacion sino amplidndola, dandole otros
enfoques y se incluyen nuevos una vez se han afianzado los anteriores.

En el tercer ciclo de primaria se observa como se comienza a introducir los
contenidos generales de la probabilidad. El contenido general de este ciclo es empezar a

14
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conocer los fendmenos aleatorios y comenzar a realizar una interpretacion de éstos. Estos
contenidos se identifican con el descriptor C1., C2. y C3. Aunque se habla del calculo de
probabilidades, éste se realiza de una forma mas intuitiva, sin la utilizacion de la regla de
Laplace.

En el primer ciclo de la ESO se observa céomo en 1° de la ESO no se imparte
ningun tipo de contenido de probabilidad. Como vamos a observar a lo largo del curriculo,
cuando en un curso se les da mas peso a los contenidos de probabilidad es en detrimento
de los contenidos de estadistica y viceversa (Como ya hemos dicho anteriormente la
estadistica y probabilidad conforman uno de los bloques). En 2°de la ESO se amplian y
repasan los contenidos impartidos en primaria sobre los fendmenos aleatorios e
interpretacion del comportamiento de fenémenos sencillos (C1. y C2.). De igual forma se
introducen los contenidos relativos a los sucesos y el espacio muestral y el célculo de
probabilidades simples. (C3. Y C4.)

En el segundo ciclo de la ESO de igual forma que en el primero en 3° E.S.O.
Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas no se imparte ningtin contenido de
probabilidad. Por el contrario, en 3° E.S.O. Matematicas orientadas a las ensefianzas
académicas se refuerzan los contenidos impartidos el curso anterior (C1. C2. C3.y C4.).
La gran diferencia es que se comienza a introducir nociones de combinatoria (C7), como
es son las permutaciones y el factorial de un nimero.

En 4° E.S.O. Matemiticas orientadas a las ensefianzas aplicadas vuelven a repasar
lo impartido en 2° de la ESO (C1. C2. C3. y C4), en 3° de aplicadas no se imparten)
ademds de la probabilidad simple y compuesta y los sucesos dependientes e
independientes. (C5. y C6.). En 4° E.S.O. Matemadticas orientadas a las ensefianzas
académicas, nuevamente se profundiza en la interpretacion de los resultados, haciendo
hincapié en la utilizacién de un vocabulario correcto (C2), se trabaja el cdlculo de
probabilidades (C4) para las cuales se debe detener en cuenta los sucesos y el espacio
muestral (C3), y la combinatoria, combinaciones variaciones y permutaciones. Aunque
en 3° ya s e dan unas pequenas nociones es aqui cunado se acaba de introducir el contenido
de combinatoria (C7). Ademas, se trabaja de forma mds completa la probabilidad simple
y compuesta (C5) (haciendo una distincién mds completa entre ambas) y la probabilidad
condicionada (Distincién entre sucesos dependientes e independientes (C6).

A la hora de realizar el andlisis en 1° de Bachillerato solo observamos contenidos
de probabilidad en Matematicas Orientadas a las Ciencias Sociales. Las diferencias mas
importantes con los bloques anteriores, es que ya no repasan de forma explicita los
contenidos de los primeros descriptores, sino que se comienza con el cdlculo de
probabilidades (operaciones con sucesos) y la axiomdtica de Kolmogorov (C3 y C4)
experimentos compuestos, probabilidad condicionada y la combinatoria. (C5, C6'y C7)

En 2° Bachiller Matematicas aplicadas a las ciencias Sociales la gran diferencia
con el curso anterior es que no se cita implicitamente la correcta interpretacion de los
problemas (C2), aunque es un contenido igual de importante que en cursos anteriores. Se
constata la ausencia implicita de combinatoria (aunque ciertas nociones van a ser
necesarias para el cdlculo de probabilidades) y especialmente se estudian la probabilidad
total y teorema de Bayes (C8). En 2° Bachiller “Matemaéticas puras” se hace un repaso
mas profundo de contenidos previos ya que en 3° no aparecen estos contenidos (C3,C4,C5
y C6), ademds de la combinatoria aplicada al cdlculo de probabilidades (C7) y el teorema
de la probabilidad total y Bayes (C8).

Aunque en 2° de Bachillerato en el curriculo aparecen contenidos de probabilidad
en ambas modalidades de estudio. Le dan un mayor peso o importancia en las CC. SS.

15
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En “matematicas puras” raramente se pregunta en las pruebas de acceso a la universidad
sobre los contenidos de probabilidad y estadistica y, dado que los profesores siempre
suelen ir con el tiempo justo (agobiados y atados a las fechas) en numerosas ocasiones
los docentes optan por no impartir estos contenidos.

Podemos concluir este capitulo afirmando que los contenidos que aparecen en el
curriculo (aunque tienen ciertas variaciones en funcion del itinerario o modalidad de
estudio analizada) siguen una secuencia logica que favorece el estudio por parte de los
alumnos. Cada curso se repasar contenidos del curso anterior y se amplian para poder ir
avanzando de forma gradual en la adquisicién de conocimientos

16
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Capitulo 2

Los criterios de evaluacion de la probabilidad en el curriculo vigente

Tras haber analizado los contenidos de probabilidad pasamos a hacer lo propio
con los criterios de evaluacion. Los criterios de evaluacion son el referente especifico
para evaluar el aprendizaje del alumnado. Describen aquello que se quiere valorar y que
el alumnado debe lograr, tanto en conocimientos como en competencias; responden a lo
que se pretende conseguir en cada asignatura. (Gobierno de Espafia. Ministerio de

Educacién y ciencia. Boletin Oficial del Estado(BOE), 2015)

De igual forma que en el caso anterior se definen una serie de descriptores

codificados de evaluacion.

« CEI.
« CE2.
 CE3.

« CE4.
 CEs.

« CE6.
e CE7. Combinatoria.
e CE8.

Fendmenos aleatorios y deterministas.
Experimentacion e interpretacion.

Espacio muestral y sucesos.

Calculo de probabilidades. Regla de Laplace.
Probabilidad compuesta.

Probabilidad condicionada.

2.1. Criterios de evaluacion en Educacion Primaria

Teorema de Probabilidad Total y Teorema de Bayes.

3" Ciclo de Educacion Primaria

Contenidos

5° Primaria

6° Primaria

CEl. Fenémenos aleatorios y
deterministas.

CE2. Experimentacion e
interpretacion.

3. Identificar situaciones de la
vida diaria en la que se dan
sucesos, imposibles, posibles o

CE3. Espacio muestral y
sucesos.

seguros, valorando la utilidad
de los conocimientos
matemadticos adecuados y
reflexionando sobre el proceso
aplicado para la resolucién de
problemas.

3. Observar, hacer
estimaciones y constatar que
hay sucesos imposibles,
posibles o seguros, o que se
repiten.

4. Identificar, y resolver
problemas de la vida diaria,
conectando la realidad y los
conceptos estadisticos y de
probabilidad, valorando la
utilidad de los conocimientos
matemadticos adecuados y
reflexionando sobre el proceso
aplicado para la resolucién de
problemas.

CEA4. Calculo de
probabilidades. Regla de
Laplace.

CES5. Probabilidad compuesta.

CES6. Probabilidad
condicionada.

CE7. Combinatoria.

CES. Teorema de Probabilidad
Total y Teorema de Bayes.

Tabla 5. - Criterios de evaluacion 3¢ Ciclo de Educacion Primaria.
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2.2. Criterios de evaluacion en ESO

1¢* Ciclo de Educacion Secundaria

Contenidos 1° E.S.O 2°E.S.O

1. Diferenciar los fenémenos
deterministas de los aleatorios,
valorando la posibilidad que ofrecen las
CEl. Fenémenos aleatorios y matemadticas para analizar y hacer
deterministas. predicciones razonables acerca del
comportamiento de los aleatorios a partir
de las regularidades obtenidas al repetir
un ndmero significativo de veces la
experiencia aleatoria, o el cdlculo de su

CE2. Simulacién, experimentacion e ) probabilidad.
interpretacion.
2. Inducir la nocién de probabilidad a
partir del concepto de frecuencia relativa
CE3. Espacio muestral y sucesos. - y como medida de incertidumbre
asociada a los fendmenos aleatorios, sea
CE4. Célculo de probabilidades. Regla ] 0 no posible la experimentacion.
de Laplace.

CES5. Probabilidad compuesta. - -

CES6. Probabilidad condicionada. - -

CE7. Combinatoria. - -

CES. Teorema de Probabilidad Total y )
Teorema de Bayes. -

Tabla 6. - Criterios de evaluacion 1¢" Ciclo de Educacion Secundaria.
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2° Ciclo de Educacion Secundaria

3°E.S.O 3°E.S.O 4° E.S.O. 4° E.S.O.
Contenidos Matematicas Matematicas Matematicas Matematicas
aplicadas académicas aplicadas académicas
CEl. Fenémenos
aleatori.o§ y - 4. Estimar la B
deterministas. posibilidad de que
ocurTa un suceso 1. Resolver
asociado a un 3. Calcular .
. o diferentes
_ _ experimento probabilidades ituaci
CE2. Simulacion, aleatorio sencillo, | simples y SrTHIones ¥

experimentacion e
interpretacion.

CE3. Espacio muestral
y SuCesos.

CEA4. Cilculo de
probabilidades. Regla
de Laplace.

calculando su
probabilidad a partir
de su frecuencia
relativa, la regla de
Laplace o los
diagramas de arbol,
identificando los
elementos asociados
al experimento.

CES. Probabilidad
compuesta.

CES6. Probabilidad
condicionada.

compuestas para
resolver problemas
de la vida cotidiana,
utilizando la regla
de Laplace en
combinacién con
técnicas de recuento
como los diagramas
de 4rbol y las tablas
de contingencia.

problemas de la vida
cotidiana aplicando
los conceptos del
calculo de
probabilidades y
técnicas de recuento
adecuadas.

CE7. Combinatoria.

2. Calcular
probabilidades
simples o
compuestas
aplicando la regla de
Laplace, los
diagramas de arbol,
las tablas de
contingencia u otras
técnicas
combinatorias.

CES8. Teorema de
Probabilidad Total y
Teorema de Bayes.

Tabla 7. - Criterios de evaluacion 2° Ciclo de Educacion Secundaria
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3.3. Criterios de evaluacion en Bachillerato

Bachillerato
1° Bachiller 2° Bachiller
Contenidos Matematicas 1° Bachiller Matematicas 2° Bachiller
aplicadas a las Matematicas aplicadas a las Matematicas
ciencias Sociales ciencias Sociales
CEl. Fenémenos
aleatorios y - - -
deterministas. -
CE2. Simulacién, 3. Asignar
i 16 sucesos aleatorios .
interpretacion. : 1. Asignar
B3 E - en experimentos babilidad
CE3. Espacio simples y i probabilidades a
muestral y sucesos. compuestos sucesos aleatorios en
utilizando la regla experimentos s.1r.nples Y
de Laplace en compuestos, utilizando
CE4. Célculo de combinacién con la re]gjg.la de, ’Laplace en
o diferentes técnicas compbINAcion con .
probabilidades. Regla de recuento v la - diferentes técnicas de 1. Asignar
de Laplace. Y recuento personales, probabilidades a

CES. Probabilidad
compuesta.

CE6. Probabilidad
condicionada.

CE7. Combinatoria.

axiomatica de la
probabilidad,
empleando los
resultados
numéricos
obtenidos en la
toma de decisiones
en contextos

relacionados con las

ciencias sociales.

diagramas de arbol o
tablas de contingencia,
la axiomatica de la
probabilidad,

CES. Teorema de
Probabilidad Total y
Teorema de Bayes.

el teorema de la
probabilidad total y
aplica el teorema de
Bayes para modificar la
probabilidad asignada a
un suceso (probabilidad
inicial) a partir de la
informacién obtenida
mediante la
experimentacion
(probabilidad final),
empleando los
resultados numéricos
obtenidos en la toma de
decisiones en contextos
relacionados con las
ciencias sociales.

sucesos aleatorios en
experimentos simples
y compuestos
(utilizando la regla de
Laplace en
combinacién con
diferentes técnicas de
recuento y la
axiomatica de la
probabilidad), asi
COmoO a sucesos
aleatorios
condicionados
(Teorema de Bayes),
en contextos
relacionados con el
mundo real.

Tabla 8. - Criterios de evaluacion en Bachillerato.

2.4. Analisis de los criterios de evaluacion.

A la hora de realizar el andlisis de los criterios de evaluacién en el dltimo ciclo de
primaria podemos observar que al igual que en los contenidos los descriptores implicados
son CE1., CE2. y CE3., y tienen que ver sobre todo con la observacién del tipo de suceso
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y la resolucién e interpretacion de problemas simples mediante el célculo de
probabilidades. En 6 de primaria ademas de identificar y resolver problemas se realizan
y contrastan estimaciones.

En 2°de la ESO tiene un mayor peso el diferenciar los fendmenos deterministas
de los aleatorios y los sucesos y su interpretacion, (CE1. y CE2.), se comienzan a estudiar
la nocién de probabilidad a partir del concepto de frecuencia relativa (CE3. y CE4.).

En el segundo ciclo de la ESO, y mas concretamente en 3° académicas de la ESO
el criterio de evaluacién que mayor relevancia tiene es el del cdlculo de probabilidades
(CEA4.) para ello se han de tener en cuenta los anteriores. Hay que ser capaz de identificar
un suceso aleatorio e interpretarlo, conocer el espacio muestral y los sucesos implicados
(CE1. CE2.y CE3))

En 4° de la ESO de aplicadas los criterios de evaluacion son practicamente los
mismos que los de 3° de académicas con la gran diferencia que el cdlculo de
probabilidades se combina con técnicas de recuento como los diagramas de arbol y las
tablas de contingencia teniendo en cuenta la probabilidad compuesta y condicionada
(CE.5 y CE.6). En 4° de la ESO de académicas cobra nuevamente gran relevancia el
calculo de probabilidades (CE.4), se introducen estos ultimos criterios mencionados
(CE.5 y CE.6) y la mayor diferencia con cursos anteriores es que se evalda el calculo de
probabilidades mediante otras técnicas combinatorias. (CE: 7)

En los contenidos de 3° de la ESO de aplicadas ya se refleja la introduccion a la
combinatoria, aunque esta no viene reflejada en los criterios de evaluacion (todavia no
cobra tanto peso) como ya lo hace en 4° de la ESO.

En 1° de Bachiller aparecen los criterios mencionados anteriormente y se resalta
la axiomatica de la probabilidad, (C4) empleando los resultados numéricos obtenidos en
la toma de decisiones en contextos relacionados con las ciencias sociales. (C2)

En 2° de la ESO destaca la utilizacion del teorema de la probabilidad total y aplicar
el teorema de Bayes para modificar la probabilidad asignada a un suceso (probabilidad
inicial) (C7) con la diferencia en que el las orientadas a las Ciencias Sociales se resalta

la toma de decisiones en contextos relacionados con las ciencias sociales. (C2)
mientras que en de “ciencias puras” se realiza en contextos del mundo real.

Podemos concluir el capitulo afirmando que los criterios de evaluacion van de la
mano, como en 1égico con los contenidos impartidos.
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Capitulo 3

Estandares de aprendizaje evaluables de la probabilidad en el

curriculo vigente

Para concluir con el dltimo bloque del curriculo se va a realizar un andlisis de los
estdndares de aprendizaje evaluables siendo definidos éstos como: especificaciones de los
criterios de evaluacion que permiten definir los resultados de aprendizaje, y que
concretan lo que el estudiante debe saber, comprendery saber hacer en cada asignatura;
deben ser observables, medibles y evaluables y permitir graduar el rendimiento o logro
alcanzado. Su diseiio debe contribuir y facilitar el diseiio de pruebas estandarizadas y
comparables. (Gobierno de Espafia. Ministerio de Educacién y ciencia. Boletin Oficial

del Estado(BOE), 2015)

Nuevamente se le ha asignado un c6digo a cada descriptor:

* EAI. Fenémenos aleatorios y deterministas.

* EA2. Experimentacion e interpretacion.

* EA3. Espacio muestral y sucesos.

* EAA4. Calculo de probabilidades. Regla de Laplace.
* EAS. Probabilidad compuesta.

* EAG6. Probabilidad condicionada.

e EA7. Combinatoria.

* EAS. Teorema de Probabilidad Total y Teorema de Bayes.

3.1. Estandares de aprendizaje evaluables en Educacion Primaria

3¢ Ciclo de Educacion Primaria

Contenidos

5° Primaria

6° Primaria

EA1. Fenémenos aleatorios y
deterministas.

3.1. Determina todos los
posibles sucesos que pueden
darse en fendmenos aleatorios.

EA2. Experimentacion e
interpretacion.

3.1. Identifica situaciones de
caricter aleatorio.

3.2. Resuelve problemas muy
sencillos de azar y
probabilidad.

3.2. Calcula, de forma
intuitiva, la probabilidad de
que ocurra un suceso en
fenémenos aleatorios sencillos.
3.3. Efectda conjeturas y
estimaciones en juegos de azar
sencillos.

EA3. Espacio muestral y
SUCesos.

3.4. Resuelve problemas
sencillos de azar y probabilidad

EAA4. Célculo de
probabilidades. Regla de
Laplace.

EAS. Probabilidad compuesta.

EAG6. Probabilidad
condicionada.

EA7. Combinatoria.

EAS. Teorema de Probabilidad
Total y Teorema de Bayes.

Tabla 9. - Estdandares de aprendizaje evaluables en el 3°" Ciclo de Educacion Primaria.
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3.2. Estandares de aprendizaje evaluables en ESO

1¢* Ciclo de Educacion Secundaria

Contenidos

1°E.S.O

2°E.S.O

EA1. Fenémenos aleatorios y
deterministas.

1.1. Identifica los experimentos
aleatorios y los distingue de los
deterministas.

EA2. Experimentacion e interpretacion.

1.2. Calcula la frecuencia relativa de un
suceso mediante la experimentacion.

1.3. Distingue los conceptos de posible y
probable y gradda o cuantifica la mayor
o menor probabilidad de los resultados
esperados en un experimento aleatorio.
2.1. Describe experimentos aleatorios
sencillos y enumera todos los resultados
posibles, apoyandose en tablas,
recuentos o diagramas en drbol sencillos.
2.4. Realiza predicciones sobre un
fenémeno aleatorio a partir del calculo
exacto de su probabilidad o la
aproximacion de la misma mediante la
experimentacion.

2.5. Utiliza la probabilidad para elegir la
opcidén més adecuada en situaciones o
juegos de azar sencillos.

EA3. Espacio muestral y sucesos.

2.2. Distingue entre sucesos elementales
equiprobables y no equiprobables.

EA4. Célculo de probabilidades. Regla
de Laplace.

2.3. Calcula la probabilidad de sucesos
asociados a experimentos sencillos
mediante la regla de Laplace y y la
expresa en forma de fraccién y como
porcentaje.

2.4. Realiza predicciones sobre un
fenémeno aleatorio a partir del calculo
exacto de su probabilidad o la
aproximacion de la misma mediante la
experimentacion.

2.5. Utiliza la probabilidad para elegir la
opcidén més adecuada en situaciones o
juegos de azar sencillos.

EAS. Probabilidad compuesta.

EAG6. Probabilidad condicionada.

EA7. Combinatoria.

EAS. Teorema de Probabilidad Total y
Teorema de Bayes.

Tabla 10. - Estdndares de aprendizaje del 1°" Ciclo de Educacion Secundaria.
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2° Ciclo de Educacion Secundaria

Contenidos

3°E.S.O.
Matematicas
aplicadas

3° E.S.O. Matematicas
académicas

4° E.S.O. Matematicas
aplicadas

4° E.S.O. Matematicas
académicas

EA1. Fenomenos
aleatorios y
deterministas.

4.1. Identifica los
experimentos aleatorios
y los distingue de los

1.2. Formula y
comprueba conjeturas
sobre los resultados de
experimentos aleatorios

1.2. Identifica y describe
situaciones y fenémenos de
caracter aleatorio, utilizando
la terminologia adecuada

deterministas. . . oy
y simulaciones. para describir sucesos.
1.3. Aplica técnicas de
célculo de probabilidades en
la resolucién de diferentes
4.2. Utiliza el - situaciones y problemas de la
. 1.1. Utiliza un . es yp
vocabulario adecuado . vida cotidiana.
o vocabulario adecuado
para describir y o 1.4. Formula y comprueba
e L para describir .
cuantificar situaciones . . conjeturas sobre los
. situaciones .
relacionadas con el azar. . resultados de experimentos
EA2. L relacionadas con el azar . . .
. 0z 4.4. Toma la decisién . aleatorios y simulaciones.
Experimentacion e - . y la estadistica. o .
. . correcta teniendo en 1.5. Utiliza un vocabulario
interpretacion. 1.2. Formula y

cuenta las
probabilidades de las
distintas opciones en
situaciones de
incertidumbre.

comprueba conjeturas
sobre los resultados de
experimentos aleatorios
y simulaciones.

adecuado para describir y
cuantificar situaciones
relacionadas con el azar.
3.1. Utiliza un vocabulario
adecuado para describir,
cuantificar y analizar
situaciones relacionadas con
el azar.

EA3. Espacio
muestral y sucesos.

EAA4. Célculo de
probabilidades.
Regla de Laplace.

4.3. Asigna
probabilidades a sucesos
en experimentos
aleatorios sencillos
cuyos resultados son
equiprobables, mediante
la regla de Laplace,
enumerando los sucesos
elementales, tablas o
arboles u otras
estrategias personales

3.1. Calcula la
probabilidad de sucesos
con la regla de Laplace
y utiliza, especialmente,
diagramas de drbol o
tablas de contingencia
para el recuento de
casos.

1.2. Identifica y describe
situaciones y fenémenos de
caracter aleatorio, utilizando
la terminologia adecuada
para describir sucesos.

2.4. Analiza
matemadticamente algtin juego
de azar sencillo,
comprendiendo sus reglas y
calculando las probabilidades
adecuadas.

2.1. Aplica la regla de
Laplace y utiliza estrategias
de recuento sencillas y
técnicas combinatorias.

EAS. Probabilidad
compuesta.

EAG6. Probabilidad
condicionada.

3.2. Calcula la
probabilidad de sucesos
compuestos sencillos en
los que intervengan dos
experiencias aleatorias
simultdneas o
consecutivas.

2.2. Calcula la probabilidad
de sucesos compuestos
sencillos utilizando,
especialmente, los diagramas
de 4rbol o las tablas de
contingencia.

2.3. Resuelve problemas
sencillos asociados a la
probabilidad condicionada.

EA7. Combinatoria.

1.1. Aplica en problemas
contextualizados los
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conceptos de variacion,
permutacion y combinacion.

EAS. Teorema de
Probabilidad Total y
Teorema de Bayes.

Tabla 11. - Estdndares de aprendizaje en el 2° Ciclo de Educacion Secundaria.

3.3. Estandares de aprendizaje evaluables en Bachillerato

Bachillerato
1° Bachiller Matematicas . 2° Bachiller .
. . . . 1° Bachiller e . 2° Bachiller
Contenidos aplicadas a las ciencias ... | Matematicas aplicadas 206
. Matematica . . . Matematicas

Sociales a las ciencias Sociales
EA1. Fenémenos
aleatorios y - - - -
deterministas.

5.1. Utiliza un vocabulario

adecuado para describir

. ado p . 1.4. Resuelve una
situaciones relacionadas con . . )
- situacion relacionada con

el azar y la estadistica. .

EA2. la toma de decisiones en
. 0z 5.2. Razona y argumenta la .

Experimentaciéone | - - condiciones de -
. . interpretacion de . . .
interpretacion. . . ‘o incertidumbre en funcidn

informaciones estadisticas o iy

. de la probabilidad de las
relacionadas con el azar .. )
. distintas opciones.
presentes en la vida
cotidiana.
1.2. Calcula 1.2. Calcula
probabilidades de probabilidades a partir

EA3. Espacio
muestral y sucesos.

EA4. Célculo de
probabilidades.
Regla de Laplace.

EAS5. Probabilidad
compuesta.

EAG6. Probabilidad
condicionada.

EA7. Combinatoria.

3.1. Calcula la probabilidad
de sucesos en experimentos
simples y compuestos
mediante la regla de
Laplace, las férmulas
derivadas de la axiomdtica
de Kolmogorov y diferentes
técnicas de recuento.

sucesos a partir de los
sucesos que constituyen
una particién del espacio
muestral.

de los sucesos que
constituyen una
particién del espacio
muestral.

1.1. Calcula la
probabilidad de sucesos
en experimentos simples
y compuestos mediante
la regla de Laplace, las
férmulas derivadas de la
axiomdtica de
Kolmogorov y diferentes
técnicas de recuento.

1.1. Calcula la
probabilidad de
sucesos en
experimentos simples
y compuestos
mediante la regla de
Laplace, las férmulas
derivadas de la
axiomadtica de
Kolmogorov y
diferentes técnicas de
recuento.

EAS. Teorema de
Probabilidad Total y
Teorema de Bayes.

1.3. Calcula la
probabilidad final de un
suceso aplicando la
férmula de Bayes.

1.3. Calcula la
probabilidad final de
un suceso aplicando la
férmula de Bayes.

Tabla 12. - Estdndares de aprendizaje en Bachillerato.
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3.4. Analisis de los estindares de aprendizaje evaluables

Como ya se ha mencionado y se ha podido comprobar anteriormente los criterios
de evaluacién son enunciados muy amplios que han de detallarse o especificarse mediante
los estandares de aprendizaje evaluables.

A la hora de analizar los estdndares de aprendizaje evaluables en el dltimo ciclo
de primaria se puede observar como se especifica que mientras en 5° de primaria es
suficiente con identificar situaciones aleatorias en 6 ya se pide determinar todos los
posibles sucesos aleatorios ademds de calcular probabilidades y resolver problemas
sencillos. (EA1. EA2. y EA3.)

En 2° de 1a eso encontramos mads estdndares que sobre la interpretacion, distingue
los conceptos de posible y probable, describe experimentos aleatorios sencillos realiza
predicciones utiliza la probabilidad para elegir la opcién més adecuada (EA1 y EA2.),
distingue entre sucesos elementales equiprobables y no equiprobables EA)3. Calcula la
probabilidad de sucesos asociados a experimentos, realiza predicciones utiliza la
probabilidad para elegir la opciéon més (EA4.) No es suficiente con realizar el calculo de
probabilidades, sino que hay que saber interpretarlas y tomar decisiones en funcion de
ellas.

Ya en 3° de la ESO de académicas los estidndares de aprendizaje son bastante
similares a los de 2° de la ESO siendo la mayor diferencia el asignar probabilidades a
sucesos en experimentos aleatorios sencillos equiprobables, enumerando los sucesos
elementales, tablas o drboles u otras estrategias personales.

EN 4° de la ESO tanto de académicas como de aplicadas, se incluye el cdlculo de
probabilidades de sucesos compuestos sencillos en los que intervengan dos experiencias
aleatorias simultdneas o consecutivas (EAS. Y EAG6.), especificando en las mateméticas
aplicadas la utilizacion, especialmente, de los diagramas de darbol o las tablas de
contingencia. (ESS5.) De igual forma en esta modalidad se resuelve problemas sencillos
asociados a la probabilidad condicionada (EA6.) de igual forma se aplica en problemas
contextualizados los conceptos de variacién, permutacion y combinacion. (EA7.)

Ya este segundo ciclo de la ESO se hace un gran hincapié en la utilizacién de un
vocabulario correcto a la hora de describir o interpretar los problemas que va a perdurar
en los cursos de Bachiller siguientes.

En primero de Bachiller lo més remarcable es la utilizacion de la axiomaética de
Kolmogorov y diferentes técnicas de recuento. (C4). Ya en 4° de la ESO se incluye el
calculo de la probabilidad final de un suceso aplicando la férmula de Bayes.

Conforme van avanzando los cursos, en numerosas ocasiones los descriptores no
varian, pero si que aumentan o se matizan los estdndares de aprendizaje evaluables.
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Capitulo 4
Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en los libros de texto y su
relacion con la probabilidad en el curriculo vigente

En este capitulo del trabajo se realiza un andlisis exhaustivo de los diferentes
ejercicios, problemas, cuestiones y situaciones que nos encontramos a lo largo de los
libros de testo desde 3° de la ESO hasta 2° de bachillerato para posteriormente en el
siguiente capitulo poder analizar la concordancia de éstos con el curriculo vigente.

Se han analizado los libros de texto correspondientes tanto a las matematicas
aplicadas como académicas (siempre que aparezcan contenidos de probabilidad) en el
segundo ciclo de la ESO. De igual manera en Bachillerato se analizan los libros de
matemadticas “ciencias puras” y de matemadticas orientadas a las ciencias sociales.

Tanto en la ESO como en Bachillerato se ha decidido analizar los libros de la
editorial de ANAYA. En cada punto posterior se especificard el libro utilizado.

4.1. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 3° de la ESO Académicas

En el siguiente punto se va a analizar el libro de Matematicas orientadas a las
Ensenanzas Académicas 3. ESO. Se ha elegido la version digital que se facilita al
profesorado, ya que se cuenta con material extra, asi como el solucionario de apoyo y
otros recursos digitales... (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

Actividad Tipo |[%|Ejercicio ] Problema [_|Cuestién [ ISituacién

Descripcion. En el siguiente ejercicio se comprueba si el alumno ha comprendido la
diferencia entre fendmenos aleatorios y deterministas (C1), cual es el espacio
muestral y que es un suceso (C3)

Ejemplo:

En una urna hay 10 bolas de cuatro colores. Sacamos una bola y anotamos su color.
a) ;Es una experiencia aleatoria?
b)Escribe el espacio muestral.

¢) Inventa cinco sucesos.

a) Si, pues el resultado depende del azar.

b) E={R, A, V. N}

c) Respuesta abierta. Por ejemplo:
5 ={R A, V|N] 5 = [R, Nj S5 = {V}
Se=1A] S5={A,V, N}
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Actividad Tipo || |Ejercicio || Problema (3¢ |Cuestién [ ISituacién

Descripcion. Con esta cuestion el alumno ha de calcular las probabilidades de que ocurra

cada suceso (C4) e interpretar los resultados (C2).

Ejemplo:

:Qué es mis Ficil, sacar un 5 al tirar un dado, o sumar 5 al tirar dos dados?
Al tirar un dado: P[5] = %
h ]

Al tirar dos dados, hay cuatro posibilidades de sumar 5 (1 + 4,2+ 3,3 + 2, 4 + 1) entre 36:

4 1

Plsum M -

[suma 5] 369
Por tanto, es mis Ficil sacar un 5 al tirar un dado que sumar 5 al tirar dos dados.

Actividad Tipo |[% |Ejercicio ] Problema [_|Cuestién | ISituacién

Descripcion. Célculo de probabilidades para experiencias regulares mediante la regla de
Laplace (C4).

Ejemplo:

efil] Tiramos un dado y hacemos girar la ruleta:

a) ;Cudl es la probabilidad de obtener dos miimeros pares?

b)Halla la probabilidad de obtener un niimero mayor que 2 en el dado y un color que
no sea azul en la ruleta.

¢) Calcula la probabilidad de obtener un 6 o un 5 en el dado.
d)Calcula la probabilidad de que la suma de los resultados sea mis de 10.

a) P[par y par] = P[par] - Plpar] = % % = %

b) P [mayor que 2 y no azul] = P[mayor que 2] - P[no azul] = % .

dﬁ%oﬂ:%+%=%

d) Construimos la tabla del espacio muestral:

2|3 |4]|5]|6]|8]|2 |10
Y 3 | 5|5 6| 7] 9] 10 [
BEN < [ 5 | s | 7| 8|10 50NN
BY s | s | 7 [ s | o [NENiaas
s FEEAEREREDY |
'« I EAEAEREDN @ |
Psuma mayor que 10] = ]—g
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Actividad Tipo |[%|Ejercicio ] Problema [_|Cuestién [ Situacién

Descripcion. Se trabaja el cdlculo de probabilidades mediante la resolucién de diagramas
de arbol sencillos (C4.)

Ejemplo:

m EXPERIENCIA L. Soltamos una bola desde el embudo de arriba del aparato
del margen. ;Cudl es la probabilidad de que caiga en cada casilla? (Supo-

nemos que en cada ramiﬁazcidn la bola tiene la misma prababilidad de ir

a cada ramal).

Resolvemos previamente, a la > A— PlA] :%
derecha, otra experiencia en la - ‘T 1
que los dos ramales C, y C, se B — P[B] *3'2°%
mantengan separados. ¢, PICy 111
Como en el aparato del margen 3 2.6
los ramales C; y C, se unen en C,—> PIC,] - % ; % :%
un tinico ramal, la probabilidad - il
¥ e D—»pp=Lt.1_1
de Ces: (D] 3°3°9
P[C)=P[C]+P[Cy) = L+ 1o > B—s P =lol=l
[Cl=PICI+PIC) =L+ da 3 ) PIE) =k e

Actividad Tipo |[ |Ejercicio [%] Problema | |Cuestién [ ]Situacién

Descripcion. Bajo el titulo de “Entrénate resolviendo problemas” se plantean una serie de
problemas no tan estdndar que tratan de hacer pensar a los alumnos, que
utilicen la l6gica y sean capaces de dar una solucién. Tiene mds que ver con
el bloque transversal de Procesos, métodos y actitudes en matemaéticas.
(planificacidn, estrategia, reflexion, planteamiento....)

Ejemplo:

* Una chica se queda sin dinero para pagar la pensién en la que se hospeda. No recibird dine-
ro hasta dentro de siete dias. Tiene una pulsera de oro con siete eslab queel | 1
admite como pago.

Pero no se fian cada uno del otro: el hospedero no consiente en que tenga ninguna deuda y
ella no quiere pagar nada por adelantado. Convienen, como pago, un eslabén al dia.

;Cudntos eslabones debe partir para poder pagar uno al dia? (Se supone que quicre estro-
pear lo menos posible su pulsera).

Con partir un eslabdn es suficiente: el tercero.

\
-

La entrega de eslabones serfa como se indica en la siguiente tabla, en la que hemos llamado:

Eslabén suelto — 1. Dos eslabones unidos — 2. Cuatro eslabones unidos — 4.
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Actividad Tipo |[_|Ejercicio ] Problema [3%]Cuestién [ Situacién

Descripcion. De los recursos digitales se ha seleccionados esta cuestion en la que se ha de
analizar si el juego es equitativo mediante el célculo de probabilidades (C4.) ,
el andlisis de los sucesos (C3.) y la toma de decisiones (C2.)

Ejemplo:

Ricardo apuesta en un juego con un dado: pone una ficha en un nimero; si sale ese

numero se lleva 5 fichas (la suya y otras cuatro) y, si no sale, pierde la ficha. ;Es
equitativo?

Si el dado es correcto, todos los nimeros tienen las mismas posibilidades de salir.
Supongamos que Ricardo apuesta al 6.

RESULTADQS POSIBLES

o [ o O o ©o
o o [
[ o ® o o ©
PIERDE PIERDE PIERDE PIERDE PIERDE GANA
1 FICHA 1 FICHA 1 FICHA 1 FICHA 1 FICHA 4 FICHAS
——— —_—
PIERDE 5 GANA 4

Vemos que, tedricamente, en seis tiradas, perdera 5 fichas y ganara 4. Es decir, esta en
desventaja; el juego no es equitativo.

Si hace una sola tirada, ganara o perder3, depende de la suerte; pero si hace muchas
tiradas, terminara perdiendo con toda seguridad.

Actividad Tipo |[%Ejercicio | Problema [ Cuestién [ ]Situacién
Descripcion. Bajo el titulo de utiliza tu ingenio se plantea un ejercicio en el que se han de
calcular probabilidades (C4.) que nuevamente se sale de los ejercicios estandar
en el que el alumno ha de reflexionar acerca del planteamiento e interpretar
los resultados. (Bloque 1)

Ejemplo:
Todas las papeletas de una rifa se han vendido en tres pueblos: Montejo, Montoro y Montilla.
En Montoro se han vendido la mitad que en Montejo, y en este, el triple que en Montilla.
¢ :Cual es la probabilidad de que toque el premio en cada uno?

Supongamos que la probabilidad de que toque en Montejo es p. Las probabilidades para cada
poblacién serfan:

Montoro (mitad que en Montejo) —

Montejo

wiw P s

Montilla (un tercio de Montejo) ——

La suma de probabilidades debe ser 1:
b 6
2 11

Las probabilidades para cada poblacién son, por tanto:

3

1

£ _ Al _
+p+3_le Gp_Iap_

Montoro —

Montejo —

2
11

& —_
(=]
h |G“ ._.|G‘. r\_,|r;'~.

L
(Y]

Montilla — =
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4.2. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 4° de la ESO

4.2.1. 4° de la ESO Aplicadas

Se va a analizar el libro de Matematicas orientadas a las Ensefianzas Aplicada 4°.
ESO de la editorial de Anaya. Nuevamente se han utilizado los recursos digitales por sus
ventajas. (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas
Aplicadas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

Actividad Tipo |[¥]Ejercicio || Problema [_|Cuestién | Situacién

Descripcion. El primer ejercicio es muy similar al de 3° de la ESO en el que se trabajan los
fendmenos aleatorios y deterministas (C1), el espacio muestral y la definicion
de un suceso (C3)

Ejemplo:
3. En una urna hay 10 bolas numeradas. Sacamos una bola y anotamos el niimero.

a) ;Es una experiencia aleatoria?
b) Escribe el espacio muestral.

c) Inventa cinco sucesos.

a) 51, pues ¢l resultado depende del azar.
bj£=1{1,2,3,4,56,7,8,9, 10}

c) Respuesta abierta. Por ejemplo:

Sy “rar” = {2, 4, 6, 8, 10} Sy: “mmear” = {1, 3, 5, 7, 9}
S5t “murTIeLo DE 37 = {3, 6, 9} S “murTieLo pE 57 = {5, 10}
Se: “NUMERO PRIMO” = {2, 3, 5, 7} 5¢: “CUADRADO PERFECTO = {1, 4, 9}

Actividad Tipo | (¥]Ejercicio | Problema [ |Cuestién [ ISituacién

Descripcion. Se trabaja el cdlculo de probabilidades mediante la regla de Laplace (C4.)

Ejemplo:
1. Extraemos una carta de una baraja espafiola con 40 naipes. Halla la probabilidad de ob-
tener:

a) El as de espadas.

b} El rey de bastos.

c) Una figura (sota, caballe o rey).
d) Una copa.

a) P[as de espadas] = %

b) Plrey de bastos] = %

¢) P[una hgura] = % e
10 1
0

d) P[una copa) = i
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Actividad Tipo |[_|Ejercicio ] Problema [3%¢]Cuestién [ Situacién

Descripcion. Se atribuyen probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio por
experimentacion, atribuyendo como probabilidad de un suceso el nimero de
su frecuencia relativa. (C2. C3.y C4.)

Ejemplo:
2. Lanzamos un dado 1000 ve- Representamos los resultados obtenidos.
ces y obtenemos los siguientes 020
resultados: | sl LY | L - o
f=157 f@ =171 & | 157 | 157/1000 = 0,157 A = I
fB)=160 (4 =166 B | 171 | 17171000 =0,171 i
F5) =171 f(6)=175 ) | 160 | 160/1000 = 0,160 0.10¢
:Se puede suponer que el da- . 166 | 166/1000 = 0,166 00 C
? ; 0o
do es correcto: - 171 | 171/1000 = 0,171 :
@ | 175 | 1751000-0175 5% 4 5 &
Si el dado es correcto, la probabilidad de cada cara es 1/6 = 0,166... Las fre-
cuencias relativas obtenidas son todas ellas valores bastante préximos a este. Por
tanto, por su comportamiento en estas 1 000 tiradas, el dado parece correcto.

Actividad Tipo || |Ejercicio (%] Problema [ |Cuestién [ ISituacién

Descripcion. En el siguiente problema se trabaja la probabilidad compuesta (C5. se
compone de las experiencias de sacar una bola de la 1* urna + 2* urna). La
probabilidad condicionada y la diferencia entre suceso dependientes e
independientes. (C6.). Resolucién mediante un diagrama de arbol.

Ejemplo:

2. Sacamos una bola de la 1.2 urna y la echamos en la 2.2, Luego, sacamos una bola de la 2.2

. 009 200

1.* urma 2. uma
a) ;Cuil es la probabilidad de que las dos bolas sacadas sean azules?
b} ;Cuil es la probabilidad de que alguna bola sea azul? Hazlo mediante la probabilidad

del suceso contrario.

Se trata de experiencias dependientes:

a} |[:J— L'IHH;.; |.!: 'I.ITI!'.I._E
ri"’" AZUL
%,/J ATUL f:“““;a,.
o - TR ROJA
QH“HH i AZUL
I 1. —F
A ROJA {fﬁj’
3 T RojA
9
Plazur 1. y azor 2.%] = Plazur 1.*] - Plazon 2. azuL 1.%] = 22 2 1.1
: 3 4 3 2 3
b) Plalguna azui] = 1 — Plninguna azut] = 1 — P[roja 1.7 y roja 2.7] =
=1-Plroja 1.%] - Plroja 2.%roja 1.7 = 1 - % %= 1- % = %
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Actividad Tipo |[_|Ejercicio ] Problema [%]Cuestién [ Situacién

Descripcion. En la siguiente cuestion (de los recursos digitales) Se ha de reflexionar
acerca de la dependencia o independencia de un suceso (C6.)

Ejemplo:
1. En los siguientes experimentos compuestos por dos experiencias, senala si estas son
dependientes o independientes:

a) Al levantarme observo el dia. Si estz nublado, es muy probable que me lleve un
paraguas, y si hace sol, es poco probable que lo lleve.

(] Independientes

(] Dependientes

Actividad Tipo |[%|Ejercicio ] Problema [_|Cuestién [ ISituacién

Descripcion. Se analiza e interpreta una tabla de contingencia. Importante diferenciar entre
porcentajes y probabilidades. Corresponde al descriptor C2. (interpretacion:

Ejemplo:
Interpretar una tabla

TIFO DE ACTIVIDAD EXTRAESCOLAR
| cuLTumac | oeporTiva | nincuna | ToTaL
Bl 36 72 | 120
| 2.0 | 15 0 45 | 100
Em 21 | 4 | 35 | 100
4\3 2% | 50| 16| 80

rorar [IEE: 160 = 168 | 400

Observa la tabla que tienes arriba y responde:

a) ;Cudntos estudiantes del centro participan en actividades culturales? ;Cudntos de ellos
son de 2.°7

b) ;Cudntos estudiantes del centro no participan en ninguna actividad extraescolar? De
ellos, ;cudntos son de 4.7

¢) ;Cudntos estudiantes de 3.7 participan en actividades deportivas?
d) ;:Cuintos estudiantes que participan en actividades deportivas son de 3.°¢

a) % - 100 = 18 — El 18 % de estudiantes del centro participan en actividades culturales.
22100 20,83 — E120,83% son de 2.°
b) % - 100 = 42 — El 42% de los estudiantes del centro no participan en ninguna actvidad

extraescolar,

6 = t a
S5 100 =95 — El9,5% son de 4.°,

¢) El 44 % de alumnos de 3.” participan en actividades deportivas.

d) % - 100 = 27,5 — El 27,5 % de los que participan en actividades deportivas son de 3.°
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Actividad Tipo || |Ejercicio [ %] Problema [ ICuestién [ ISituacién

Descripcion. Cilculo de probabilidades mediante un juego cotidiano y conocido. (C4.)

Ejemplo:
22. gil] ;Conoces e domind? Es un juego cuyas fichas son de este tipo:

5

" te

Hay fichas con todas las puﬁiblﬂ combinaciones con los nameros 0, 1, 2, 3, 4, 5y 6,
incluyendo las dobles como el 6-6 del dibujo.

a) Comprucha que en total son 28 fichas.

Si sacamos una al azar, halla la probabilidad de que:

b) La suma de los nomeros sea 6.

c} La suma sea un nimere impar.

d) El producto de los dos niimeros sea menor que 6.

En el desarrollo del juego, las fichas se van poniendo sobre la mesa v se van enlazando
WS CON OIras, asi

La siguiente ficha debe tener un 2, y se situaria a la izquicrda, o un 5, ¢ iria a la derecha.

e} ;Cuil es la probabilidad de que, sacando al azar una de las restantes fichas, pueda
enlazar con una de las que estin sobre la mesa?

a) Las fichas posibles son:
O3] ) OF] O CE O CE
(1:) Ed (8 (T =3
ERIERIEFIEZRE=
(o] [did [ [
R

En roral san 28 fichas.

b} P|susma 6] = Ei = %

[ =)

c) Plsmaa apar] = = %

Z

oo

1
2

L

d} Pleropucho < 6] =

o

&) Casos posibles = 22 porque va h..1:.' 6 fichas sobre la mesa.

Casns favorables = 8 porque de las 13 fichas que podrian usarse, 5 ya estdn en la mesa.

Pleniazar] = %:]—4]

4° de la ESO Académicas

Se va a analizar el libro de Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas
4°. ESO de la editorial de Anaya. (Jiménez, Albero, Gonzélez, & Cafias, Matematicas
orientadas a las Ensefianzas Académicas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)
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Actividad Tipo | (¥]Ejercicio || Problema [ ICuestién [ |Situacién

Descripcion. Utilizacién de distintas técnicas de conteo, variaciones, permutaciones y
combinaciones (C7.)

Ejemplo:

11 Ocho problemas muy parecidos. En cada uno de los siguientes problemas la pre-
gunta es: ;De cudntas formas se puede bacer?

a) 3 chicos van a comprarse un polo cada uno a una heladeria en la que hay 6 clases de
polos.

b)6 chicos van a comprarse un polo cada uno a una heladeria en la que hay 3 clases de
polos.

c) Repartir 3 polos distintos entre 6 chicos.

d) Repartir 3 polos iguales entre 6 chicos.

¢) Un chico escoge 3 polos entre 6 distintos.

f) Un chico escoge 3 polos entre 6 iguales.

g) Repartir 6 polos distintos entre 6 chicos.

h) Repartir 3 polos de fresa y 3 de vainilla entre 6 chicos.
Sus soluciones son: CP, Pg, VRZ, 1, VRS, V1. Estdn dadas en otro orden y se pueden
repetir.

a) VR? = 6* = 216 formas

b) VRS = 3° = 729 formas

c) Vfl = 120 formas

d) C2 = 20 formas

e) L’E 120 formas
f) 1 forma
g P = 720 formas

h) C% = 20 formas

Actividad Tipo | (¥]Ejercicio || Problema [ |Cuestién [ ISituacién

Descripcion. Repaso de los conceptos de espacio muestral y sucesos vistos en cursos

anteriores (C3.)

Ejemplo:

1. Una bolsa tiene 10 bolas numeradas del 1 al 10. La experiencia consiste en sacar una bola

¥ anotar su nimero.

a) ;Cuil es el espacio muestral?
b) Considera estos sucesos:
A = “ndmero primo” B = “miltiplo de 3
Describe los sucesos signientes:
A A’ AUB AU A’
B B' AN B ANA
a) F=1{1,2,3,4,56,7,8,9, 10}
b)A=1{2,3,57} A'={1,4,6,8,9, 10}
B=1{3069 £'=1{1,2,4,5,7,8, 10}
AUB=1{2,3,5,6,7,9 AN B=1{3}
AUA'=E ANA'=
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Los niimeros son:

Actividad Tipo |[_|Ejercicio ] Problema [%]Cuestién [ Situacién
Descripcion. Se trabajan técnicas de conteo (C7.)
Ejemplo:

5. a1l ;Qué niimeros de dos cifras diferentes se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 4, 52

12 21 31 4] 51

13 23 32 42 52

14 24 34 43 53

15 25 35 45 54
Actividad Tipo |[%|Ejercicio ] Problema | |Cuestién [ Situacién
Descripcion. Se trabaja el espacio muestral la definicidn de sucesos y el cdlculo de

probabilidades mediante la regla de Laplace. (C3. y C4.)

Ejemplo:

2. Lanzamos dos dados y anotamos la menor de las puntuaciones.
a) Escribe el espacio muestral e indica la probabilidad de cada une.

b) Calcula:
Pl< 4] Plno < 4]
17 EEESESEREEES
2 INEBEIEAEIE
B ¢ | | |3 |33
__+ HIHEEEDEE
B [ [ | < |5 (s
s EEEIEIEIERK
ﬂ.}E:{],z,ﬂ,‘i,S,ﬁ}
k1 9 _1 L=
Pl 36 P12 = 3¢ = PBl= 3¢
- = = F s
Al =g PPl=3¢=13 Plol =
= _27_3
b) P[< 4] = P[1] + P[2] + P[3] = 364
P[nnqé]:l—P[-:ai]:]_%:%
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Actividad Tipo |[ |Ejercicio [ Problema (3¢ |Cuestion [ ]Situacién
Descripcion. Probabilidad compuesta. (C5.) Diferenciar entre sucesos dependientes e

independientes, antes de trabajar la probabilidad condicionada (C6.)
Ejemplo:

2. Lanzamos un dado. Si sale par, extraemos una bola de la bolsa A. Si sale impar, de la B.

Las experiencias, ;son dependientes o independientes?

Son dependientes, porque al ser los contenidos de las bolsas distintos, el resultado depende de
qué bolsa se saque, que depende del valor obtenido al lanzar el dado.

Actividad Tipo |[%|Ejercicio | Problema [_|Cuestién | |Situacién

Descripcion. Calculo de probabilidades (C4.) de experiencias compuestas (C5.) apoyandose
en una tabla de contingencia. Probabilidad condicionada (C6.)

Ejemplo:

4. En una bolsa hay 40 bolas huecas, y dentro de cada una hay un papel en el que pone sio
NO, segiin esta tabla:

a) Describe los sucesos si, NO, @, @ / 51, 5i / @ y calcula sus probabilidades.

b)Hemos sacado una bola reja. ;Qué probabilidad hay de que haya si en su interior? ;Y
si la bola es azul?

c) Se ha sacado una bola y dentro pone si. ;Cuidl es la probabilidad de que sea @ ;Y @2
Yo

a) st — sacar una bola al azar y que sea si.
No —» sacar una bola al azar y que sea no.
@ — sacar una bola al azar y que sea roja.
®/si — deentre las bolas que dicen si, sacar una roja,

si/ @ — de entre las bolas rojas, sacar una que dice si.

Plsi] = £3= Plwo) =1-Plsi] = L
P[Ol=%=% P[Ifsf}:é?}:% P[s:‘f.]=é—3=%
h]P[sff.]=l—3=% Pisi/ @] = -
L}P[.J‘lSI]F%:% P[lfsfl:%:% P[.jsi]=%
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Actividad Tipo

[ |Ejercicio (%] Problema [ ICuestién [ ISituacién

Descripcion.

Como ya ocurria en cursos anteriores al final del tema se plantean una serie
de actividades en los que los alumnos han de reflexionar y pensar, acerca de
la frecuencias de un suceso (C4.)

Ejemplo:

Tarea con trampa

Alberto y Cristina rellenan, para un trabajo de clase, un tablero de 50 casillas del siguiente
modo: avanzando de izquierda a derecha y de arriba abajo, se decide a cara o cruz si la casilla
se colorea de rojo o de verde.

ALBERTO | |l::mm~m

Pero el caso es que uno ha hecho el trabajo conci d tirando una da por cada
casilla. Y el otro, con pa, lo ha rellenado en un caprich

Sin embargo, el profesor ha puesto mala nota al que no ha trabajado. ;Cémo lo ha descu-
bierto?

:Sabrias td cémo descubrir al que ha hecho la trampa?

Sefialamos con un punto las casillas que tienen un color diferente de la anterior:

Cambios de color: 38 Cambios de color: 26
Cambios posibles: 49 Cambios posibles: 49
Frecuencia relariva: 38/49 — 78% Frecuencia relativa: 26/49 — 53%

Ha hecho trampas Alberto, porque su frecuencia relativa (78 %) se separa mucho del tedrico

50 %.

Actividad Tipo

[__|Ejercicio (3¢ ] Problema [_|Cuestién | ISituacién

Descripcion.

Para concluir la unidad didéctica se plantea un ejercicio de 16gica que puede
enmarcarse en el bloque 1 de contenidos.

Ejemplo:

= Estds junto a una fuente y dispones de un cintaro de 10 litros y otro de 6 litros.
a) ;Cémo te las ingeniarias para medir, exactamente, 2 litros de agua?
b) ;Qué cantidades distintas puedes medir con los cintaros de que dispones?

a) [10 litros |[ 6 litros |

==y Llenamos el de 10 litros y vaciamos su contenido en el de 6 L

4 G~, Quedan 4 y 6 litros. Vaciamos el envase de 6 L
4= =0 Quedan 4 y 0 litros. Ponemos los 4 [ en el envase de 6 /.

i} 4 Quedan 0 y 4 litros. Llenamos el de 10 litros.

0 T4 Hay 10 y 4 litros. Con el de 10 [ rellenamos el de 6 litros.

8 6~ Quedan 8 y 6 litros. Vaciamos el de 6 litros.
B~ 0 Quedan 8 y 0 £ Llenamos el de 6 / con el contenido del de 10.

- @ 6 Quedan 2 y 6 litros. Ya hemos conseguido los 2 litros.

b) Se pueden conseguir 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 y 16 litros.
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4.3. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 1° de Bachiller

1° Bachillerato . Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales

En el libro de 1° de Bachillerato de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales
no hay una unidad didictica destinada al estudio de la probabilidad. En el tema 9
Distribuciones de probabilidad de variable discreta aparecen algunas actividades del
cadlculo de probabilidades. (Jiménez, Gonzdlez, Canas, & Ferndndez, Matemdticas
aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Bachillerato. Anaya + Digital., 2015)

Actividad Tipo | [ Ejercicio ] Problema [_|Cuestién | ISituacién

Descripcion. Se trabaja el espacio muestral y los sucesos (C3.) y el célculo de
probabilidades.

Ejemplo:

4 [anzamos cuatro dados. Calcula:

a) Pltres PAR y un 5], b) Plun 1, un 3, un 5 y un Pag]

Actividad Tipo |[%]Ejercicio || Problema [_|Cuestién | ISituacién

Descripcion. Nuevamente se trabaja el espacio muestral y los sucesos (C3.) y el cdlculo de
probabilidades.

Ejemplo:

S Extraemos tres naipes de una baraja de 40. Calcula:

a) P[3 Ases], b) P[un AS, un CABALLO y un REY]

alpuna negra?

2 hlancas v 1 negra. lanzamos tres dados
con esas cardcreristicas. ;Qué probabili-
dad hay de obtener alpuna cara hlanca v )

Actividad Tipo |[%|Ejercicio ] Problema | |Cuestién [ Situacién

Descripcion. Se trabaja el cédlculo de probabilidades mediante la regla de Laplace
apoyandonos en diagramas de arbol.

Ejemplo:

2. Cileulo de probabilidades. Diagrama en drbol

Tiramos tres dacdos. Cuadl e la profabili- Consideramos tres posibilidades: *17, par = {2, 4, 6} ¥ o'mo resvrrano = [3, 5).
dad de obtener atgsin "1 7y alpin rai?

Construimos un diagrama en drbol para seguir el procesn: conseguir al menos un
“17 y un pan

T e = TR} - Al :
 a g o L 6B XN
1 W ey 13 3
T (21) = cnalquies . I
- L ] W
2 e 17— g o0 O N
| _ LRI == '!: I _.||-
e WAk LB S
& 6 6 IIG
¥ g LI | !
; | usbquiess L
L 1] K
P - 28 w0 = 3 o 3o, . L -
- 6 & 6 Ik
6 . Pk M =y Y3 L8
Hazlo ti. Un dado ticne 3 caras rojas, 6 6 6 Il

Plalgin “17 y alpin var] = :’ 4 3 b LU 3 L J

216 216 36 @ 216 @ 216 36 216 216
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4.4. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2° de Bachiller

2° Bachillerato “Ciencias Puras” v Matematicas orientas a las Ciencias Sociales

Se va a analizar conjuntamente el libro de Matemaéticas 2°. Bachiller tanto de
“ciencias puras” como el orientado a las ciencias Sociales de la editorial de Anaya. En
ambas modalidades de estudio el contenido de la unidad didéctica es exactamente el
mismo. (Jiménez, Gonzdlez, & Canas, Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales II.
Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Actividad Tipo |[ |Ejercicio | Problema [%]Cuestion [ ]Situacién

Descripcion. Se trabajan las operaciones con sucesos (C3.) ayuddndose de su representacion
grafica mediante diagramas de Venn.

Ejemplo:

5§ Ayudate de diagramas para resolver cada apartado.

a) Expresa A U B como unién de tres sucesos incompatibles. Puedes utilizar alguno de los si-
guientes: A, B, A-B, B-A4, AN B.

b) El suceso A - B es igual a algunos de los siguientes sucesos; di a cudles: AM B, AN B, A'M

B, A-{AN B)
a) bi
AUB={A-BUAN B U (B-4) A=B=ANB=4A-[(AN K}
Actividad Tipo |[ |Ejercicio [%] Problema [ Cuestién [ ]Situacién
Descripcion. Este ejercicio es muy completo y en €l se trabajan el cdlculo de probabilidades
(C4.) y la probabilidad condicionada (C6.). Para ayudar a la resolucién del
mismo es aconsejable el realizar el diagrama de Ven y ordenar los datos
mediante una tabla de contingencia.
Ejemplo:

En una comunidad de 40 vecinos, 15 de ellos tienen perros, 8 tienen gatos y 5 tienen perros y gatos.
S sl il aivatr: i vecino de it conesminlanl. Calculier Lo sigutentes probabiliduides

a) P(PERRD 0 GaATO]

b) Plui pERRO ni carof

c) Pleerrofcaro]

PERROS | NO PERROS | TOTAL

a)P|PERRO 0 GATO] =

c) Plrernro/cato] =

GATOS 3 . =
NO GATOS | 10 2 =
2 TOTAL 15 23 4”
10+45+3 18 o, 45
40 40

ol

b) P[ni pERRO ni GATO] = ﬁ =0),55

= 0,625 (de los 8 que tienen garo, 5 también tienen perro),

o wn

42




Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Actividad Tipo | |Ejercicio ] Problema [3%]Cuestién [ Situacién

Descripcion. Se trata de afianzar el cdlculo de probabilidades, asi como las propiedades de

que se deducen de la axiomatica y los teoremas. (C4.)

Ejemplo:
3 Sabemos que:

PIMUN]=06 PMNN]=01 PM]=07
Calcula P[M], PIN], PIN’], PIM'N N'].
PM=1-PM)=1-07=03
PIMUN]=PIM]+ PIN]-PIMNN] = PIN]|=PIMUN]+PIMN ] -P[M] =
=0,64+0,1=03=04
PiN]2l=PN]=1=-04=06
PIMNNT=PMUN)]=1=-PlMUN)] =04

Actividad Tipo |[%|Ejercicio | Problema [ Cuestién [ ]Situacién

Descripcion. En el siguiente ejercicio se refuerza el célculo de probabilidades (C4.) y el
concepto de probabilidad compuesta (C5.)

Ejemplo:

17 Observa estas cajas con bolas de colores:

ooBadd  curpol®

Tenemos un dado que tiene cuatro caras marcadas con la letra A y las otras dos, con la letra B.
Tiramos el dado, elegimos la caja que indica y sacamos, al azar, una bola.

a) ;Cudl es la probabilidad de que sea roja? ;Y negra?
b) La bola extraida ha resultado ser roja. ;Cuil es la probabilidad de que proceda de la caja B?

Describimaos el experimento en el signiente diagrama en arhol:

CAJA COLOR DELA BOLA

: g 9 o o
5/10_ xopo bl T
A xﬁ;—““— AT
[ -4 3 _ 3B
% I Pluecra) = —- ===
210 NEGRD 6 10 15
4110 _ oo 5 4
2 = RO} - .
B Plemasyraal 6710 2
&0 Az b) Plcaja B/roja] = IR - ==

15
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Actividad Tipo || |Ejercicio (%] Problema [ ICuestién [ ISituacién

Descripcion. Se proponen numerosos problemas en los que se aplica el célculo de la
Probabilidad Total y el Teorema de Bayes. (Contenidos nuevos en este curso
C8.) De igual forma se trabaja la probabilidad condicionada. (C6.)

Ejemplo:

26 La cdudad A tiene el doble de habitantes que la B. Un 30% de cindadanoes de B lee literatora, y

solo un 10% de ciudadanos de A lee literatura.
a) 5i sabemos que un cindadano vive en la ciudad A o en la B, ;qué probabilidad hay de que lea

literatura?

b} Si nos presentan a un cindadano de alguna de las dos cindades que lee literatura, jqué proba-
bilidad hay de que sea de la ciudad B2

Como la cindad A tiene el doble de habitantes que la B, un ciuda-

: " : : s TN
dano elegido al azar entre las ciudades A o B dene doble probabi- (SUBACRS) -EEER TRk A
1L 0
. 5

lidad de pertenecer a A que a B. Por tanto: —

A-t'_\_\_\_\_\_

= 70% son opositores
* 25 % concursan

* 5% denen enchufe
Calcula:

D
a}) P[LEER LITERATURA] = 2,10 .1 30 1 el
37100 3 100 6
30100 __ ¢
P[B 1. 30 B
r LEER LITERATLURA e * )
b) P{B/LEER LITERATURA] = L J St L wioo N7
PLEER LITERATURA] 1 5
3
Actividad Tipo |[ |Ejercicio [%] Problema | |Cuestién [ ]Situacién
Descripcion. Problema para aplicar la Probabilidad Total y el Teorema de Bayes (C8.)
Ejemplo:

31 En una ciudad, los ascensos de barrendero a jefe de grupo son muy disputados. Se puede acceder
por tres conductos: por opesicion, por concurso de méritos o por enchufe. La probabilidad de
que un barrendero alcance la plaza si oposita es de 0,2; si concursa, es de 0,8 y si tiene enchufe,
seguro que la consigue. Los aspirantes a jefes de grupo se reparten de este modo:

a) ;Cudntos de los 120 jefes de grupo consignieron el ascenso por enchufe?
b) ;Cuil es la probabilidad de que un cierto jefe de grupe haya alcanzado la plaza por concurso?
¢} ;Qué probabilidad tiene un jefe de grupo escogido al azar, de haber obtenido la plaza oposi-

tando?
ASCENDHR, a) PlASCENDER FOR ENCHUFE| = = S D 0,05
02 g 100 20
o DPOSITOR == o El niimero de jefes que ascendieron por enchufe fue:
T 100 U.T'.'__ 8] :
/ 120-0,05=6
25/100 L b) P|HABER CONCURSADO Y ASCENDER] = 25 4.220,05
COMCURSANTE =T x et ' e | B 10” L B LR
J}“ MO
70 25 ]
Plascesper] = —— 0,2+ ——- 0,84+ ——-1=0,39
S1100™, I B ) Plascenoer] = 455 " 100 " To0
ENCHLUTATHD) -\—_':__:_\___ i 0 ifl:
i PHABER OPFOSITADO/ASCENDER] = u‘ %:J = 0,39
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Actividad Tipo || |Ejercicio || Problema [ Cuestién [ |Situacién
Descripcion. Ya en 2° de Bachiller se plantean una serie de cuestiones tedricas en la que se

han de realizar demostraciones de ciertas propiedades vistas en la teoria. Se
enmarcaria en el cdlculo de probabilidades C4.

Ejemplo:

3% Demuestra la siguiente propiedad:
PlA U B] = P[A] + P[B] - P[A N B]

descomponiendo A U B en tres sucesos distintos.

PIAUB| =PA-{AN B +PIAN B+ PIB-(AN B)] =
=P[A]-PIAN Bl + P[AN B] + P[B]-P[AN B =
= P[A] + P[B] - Fl4A N B]
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Capitulo 5
Resultados

Durante el desarrollo del presente capitulo se trata de realizar un andlisis
comparativo entre el curriculo de los distintos cursos y los libros elegidos, en este caso
los de la editorial del Anaya, tanto para secundaria como para bachillerato.

Se tratard de examinar las presencias y ausencias de los contenidos relativos a la
probabilidad y como son tratados; y se analizara los grados de coherencia de estos libros
con el curriculo.

5.1. Ausencias y presencias en el curriculo y en los libros de texto

Como ya se ha mencionado anteriormente el disefio del curriculo se realiza en
forma de espiral de Bruner, en el que en los cursos posteriores se repasan y se profundiza
en los contenidos de los anteriores, ademas de introducir nuevos contenidos.

Esta caracteristica se observa claramente en la siguiente tabla que se muestra a
continuacion en la que se analiza longitudinalmente los contenidos del curriculo por
medio de los descriptores mencionados anteriormente.

Contenidos

Educacion

Primaria Educacion Secundaria Bachillerato

59 69 10 20 30 30 40 40 10 10 20 20
Aplicadas | Académicas | Aplicadas | Académicas | CC.SS. CC.SS.

C1. Fenomenos

aleatori.os y / / / /

deterministas.

C2.

Experimentacion e / / /
interpretacion.

C3. Espacio / /

muestral Yy SucCesos.

C4. Calculo de

v
v
v

NIERNERBRERR

probabilidades. v
Regla de Laplace.

C5. Probabilidad /
compuesta.

C6. Probabilidad
condicionada.

SUIENEIENEIEN

AU IRNE RN

C7. Combinatoria.

U NN I N NE N

C8. Teorema de
Probabilidad Total
y Teorema de
Bayes.

NI

Tabla 13. - Descripcion longitudinal de los contenidos del curriculo.
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Para apreciar un ejemplo de cdmo un mismo contenido del curriculo es tratado
de diferente manera en funcién del curso en el que aparezca se muestra una comparativa
entre la definicion de la ley de los grandes nimeros de 3° de la ESO y la de 2° de
Bachillerato
Se llama frecuencia absoluta de un suceso § o, simplemente, frecuencia de S, al

Al repetir muchas veces, /N, una experiencia aleatoria, la frecuencia relativa de niimero de veces que ocurre S. Se designa por fS).

cada suceso, S, toma valores muy parecidos a su probabilidad: Se llama frecuencia relativa de S a la proporcién de veces que ocurre S.

£(S) = P[S] O = A/i\.s")

Y cuanto mds grande sea N mds se parece f,(S) a P[S].

Esta propiedad se llama ley de los grandes niimeros. ltm fr(S) = P[S] LEY DE LOS GRANDES NUMEROS
W

Figura 1. - Comparacion de definicion de la ley de los grandes niimeros entre 3° ESO 'y 2° Bachiller.

Lo mismo ocurriria por ejemplo con la definicién de probabilidad de un suceso,
que mientras en 3° de la ESO se define como “indica el grado de confianza que podemos
tener en que ese suceso ocurra. Se expresa mediante un niimero comprendido entre 0y
17, en 2° de Bachiller se enuncia la axiomatica de la probabilidad, asi como los teoremas
que se deducen de ella....

En los siguientes puntos se analiza la presencia y ausencia de los contenidos del
curriculo de los distintos cursos.

5.1.1. 3° de la ESO Matemaéticas Académicas

Tras haber realizado el andlisis del libro de 3° de la E.S.O. podemos afirmar que
los contenidos impartidos se adecuan en gran medida a los que se muestran en el
curriculo. Estos aparecen en el mismo orden que en el curriculo, que es el orden 16gico
de estudio, ya que los conceptos van aumentando de dificultad y es necesario el haber
comprendido los anteriores antes de continuar en el proceso de aprendizaje dentro de la
unidad didéctica.

Al comienzo de la unidad did4ctica se realiza una introduccion sobre el origen de
la probabilidad, y se introducen algunos de los matemdticos mds importantes de este
campo como pueden ser Cardano, Pascal, Fermat, Bernoulli o Laplace. Lo cual a mi
forma de parecer es realmente importante.

Hay una paradoja subyacente con respecto a esta asignatura que chirria en el
sistema educativo. Un alumno de primero de bachillerato pasa a segundo conociendo,
supuestamente, la obra de Cervantes, del Arcipreste de Hita, de Quevedo, de los grandes
escritores esparioles que en el mundo han sido. También debe tragar con otros, como,
con todos mis respetos, Mesonero Romanos, Pereda o Valera. Sin embargo, asumiendo
la necesidad de la nueva asignatura ciencias para el mundo contempordneo, estamos
aceptando lo que ocurre realmente en las aulas, que un estudiante de bachillerato no oye
hablar en la asignatura de quimica de Lavoisier, el padre de la quimica. Raro es oir en
clase de fisica o matemdticas el nombre de Newton, quizd el mayor cientifico de la
historia, ni de Aristarco, el primer heliocéntrico, capaz de medir en el siglo IlI antes de
Cristo el tamaiio del Sol y de la Luna. ;Quién aporté mds para el conocimiento humano,
Newton o Pereda? (Alconchel, 2014)

Ya desde el primer punto del libro lo primero que se muestra es el concepto de
suceso aleatorio correspondiente al descriptor C1. De igual forma en un lateral del libro
se realiza una aclaracion Etimolégica. Saber de donde vienen el nombre de las cosas es
realmente importante para la correcta comprension de la terminologia, las cosas se llaman
de una determinada manera por alguna razon, hay que saber relacionar los conceptos para
una correcta interiorizaciéon y comprension de éstos. El tutor del centro lo recalcaba una
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y mil veces con la frase: “Podian haberlo llamado tenedor, pero como se trata de.... lo
han llamado...”. En cuanto lo enunciaba los alumnos ya sabian lo que iba a decir a
continuacion.

Etimologia
Aleatorio: Relativo al azar.

En latin, alea significa dado y tam-
bién suerte, azar.

Figura 2. - Etimologia.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

Una vez repasado este concepto se pasa a explicar que es el espacio muestral y los
tipos de sucesos C3, seguido de la probabilidad de un suceso. Nuevamente aparecen en
los laterales ciertas aclaraciones de conceptos.

Recuerda
[ (frecuencia) es el nimero de veces
que ocurre un suceso.

/. (frecuencia relativa) es la propor-
cién de veces que ocurre el suceso.

Figura 3. - Recuerda.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemdticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

Tras haber repasado estos conceptos que ya aparecen en cursos anteriores se
enuncia la Ley de Laplace para experimentos regulares C4. y se muestran varias
experiencias a modo de ejemplo.

T /‘f "L;-‘ B EXPERIENCIA 1. Lanzamos dos monedas v observamos el niimero de caras
) } | -
- | N f gue obtenemos.
g \“- - + -“‘-_ ;
—~ Al lanzar dos monedas, pueden salir 0 caras, 1 cara o 2 caras. Sin embargo,
/' } ) 2 I estos tres casos no son igualmente probables. Para hallar sus probabilidades,
i CARAS CARA . "
‘?"h. - ]]JLL]lll!.‘s COMmMoO antes.
(f—\ ] En la tabla del margen vemos claramente que:
¥, 1 i
ey
s CARA CARAS ; ! : 1 2
- FI0 caras| = 1 Pll caral = = = IT P2 caras] = ]_
4 4 2 LS

Figura 4. — Experiencias.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

En cuanto a la toma de decisiones y la interpretacién C2. se trabaja continuamente
a la hora de resolver los problemas planteados.

En el curriculo todavia no aparece la probabilidad compuesta C5.; no obstante, en
el libro se introduce para la resolucién de problemas sencillos mediante diagramas de
arbol.
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Experiencias compuestas. Diagramas en arbol

Si lanzamaos una moneda v un dado, zouil es la probabilidad de obtener o (+)
en la moneda y 5 en el dade? Esia es una experienda compuesta de otras dos
{“lanzar una moneds™ y “lanear un dado”). La probabilidad pedida es el producto
de las probabilidades, pues cads resultado de la moneda puede darse con cada

resultado del dado: P+ y 53] = P[+] - P[5] = ]1 £ EI = i]"
£ i) "

Para estudiar estas EXPETIENCias COmMpUEsLas &5 muy util ¢l diagrama en drbol.
La EXPERIENCIA 11, analizada en la pigina anteriorn, puede describise mediante

un Ij-I:tIE:FLI.I'[]-'l ETH d[!N!l:

It monads 2% monods

12— PICyC)- %%ql —= P caras] f
1z d
2 WE 8 — picy+)-1.1 -'—|
27274 WP I fio L)
I-_"I;"_Jldl R
3 ol =Pyt ] =R e
VI 12— =g 5y
e o 1 1 l 19 s |
12 g Phytd=g-g=g — el =

Figura 5. - Experiencias compuestas diagramas de drbol.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas

Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

De igual forma la probabilidad condicionada C6. tampoco aparece en el curriculo,
pero se comienza a estudiar de forma intuitiva en el taller de matematicas que aparece al

final del temario.

N mhkilzidmd n on ol s o 2 o
Probabilidad con condiciones [N=

|
Varla la probabilidad de un sucso st se alonl con b condicion de que haya ocurrdo |_
‘ I ] )
=y

previamente otro suceso? Analiz los dos ejemplos gue sipuen.

Ejemrio 1. Tiempo durante of mes de encro

Se han anctado los dizs de Nuvia durnee o mes de enero en denta localidad (observa
que son 18], Se han sefialado con un punte rojo los dias de uvia mas otro dia de Tuvia
{son 14). A partir de estos daros nos hacemes dos preyrntas:

a) Siwv oonvDRoN. Sihoy e un dia caalguien, joudl es la b oo conincian: 83 hoy ha Bovido, jadl es b probali-
profubilidad de que Hueva mafiana? lickadd de quae Hhaeva manana?
flrmmaal = 18/31= 0,58 = Pliomvi] = 60% Floamvial = 14718 = 0,78 = Ploomvas] = 80%

Figura 6. - Probabilidad con condiciones.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemdticas orientadas a las Ensefianzas

Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

Como ausencias podemos destacar, la de la combinatoria, mds concretamente de
las permutaciones y el factorial de un nimero C7. De igual forma echo en falta la
representacion de la unién y la interseccidon de sucesos mediante diagramas de Venn,
aunque este contenido no es impartido como tal aparece es ejercicios sencillos.

El esquema general que se utiliza es en una primera instancia el desarrollo tedrico,
seguido de unos ejemplos o ejercicios resueltos. Al final de la teoria se plantean mas
ejercicios y problemas graduados graficamente en cuanto a su dificultad. Para concluir se
incluye un apartado titulado taller de Matemaéticas con varios apartados: para acabar el
temario planteando una serie de actividades bajo el titulo de piensa y préictica. Dentro de
este apartado hay varios subpuntos: lee y comprende (como ya hemos mencionado
anteriormente hay que tener siempre en cuenta el Bloque 1 del curriculo, procesos,
métodos y actitudes en matemaéticas, en el que podria estdn englobado este apartado de la
unidad didéctica) utiliza tu ingenio y entrénate resolviendo problemas
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Se concluye con unas actividades de autoevaluacién que sirve a los alumnos para
comprobar si se han comprendido los contenidos impartidos.

5.1.2. 4° de la ESO Matematicas Aplicadas

El libro de 4° de la E.S.O. de aplicadas es muy similar al de 3° de Académicas
tanto en formato como en los primeros contenidos. Esto es debido a que en 3° de
Aplicadas no han visto probabilidad y parte de estos contenidos son similares. La
introduccioén al tema es practicamente la misma a excepcion de que el primer punto de la
unidad did4ctica es una reflexion acerca del calculo de probabilidades ;experimentacion
o cdlculo matemdtico? Aunque en el curriculo ninguno de los contenidos cita
explicitamente este contenido (C2.). De igual forma se muestran que es un suceso
aleatorio, espacio muestral, tipos de sucesos y cdlculo de probabilidades mediante la regla
de Laplace (C1., C3. Y C4.) con la diferencia de que en este curso ya se expone la ley de
los grandes nimeros (mayor formalismo matemadtico). De igual forma aparecen las
aclaraciones mencionadas anteriormente.

Las principales diferencias estdn en que al igual que en curriculo aparecen las
experiencias compuestas C5., diferenciando entre sucesos independientes y dependientes,
y enunciando la condicién de independencia. Se muestran ejemplos graficos muy
sencillos que son facil de comprender por parte de los alumnos.

N>/

La 1.2 es as.
Quedan 3 ases

en 39 cartas.

La 1.2 noes as.
Quedan 4 ases

en 39 cartas.

Figura 7. - Ejemplo suceso dependiente.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemdticas orientadas a las Ensefianzas Aplicadas
4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

Tras aprender la diferencia entre sucesos dependientes e independientes, se
explica la probabilidad condicionada (C6.), asi como su expresion formal. Se resuelven
ejercicios mediante diagramas de 4rbol.

Ejercicios resueltos (e
2. Extraemos tres caridas de wna Lo describimos en un di;tg[.m].; en drbal:
baraja espaiiola. Hallar la __ 3+ EXTR
probabilidad de obtener tres 2EXTR 38 AS
A0 e A
TR J A% Quedan 38 cortas.  —
ASES. . g . 55
|. 1. e 339 - e ellas, 2 ases. — v
- 36058 ™= MO AS
AS (uedan 39 cartas. Ssbork2x
'j-"'l-U//’ ’ e ellas, 3 ases. “
36/39 & w0y AS
L
36440
0N o as
P'[3 ases] = Plasyas y as] = Plas] - Plasen 2./ asen 1.7 -

i e 3 2 1
Plasen3fasen 13y 28— =L . = _ -
[as i 7T 4p 0 39 38 2470

Figura 8. - Ejercicio resuelto, probabilidad condicionada.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Caifias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas Aplicadas

4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)
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En la teorfa se muestran las tablas de contingencia y se diferencia entre
proporciones y probabilidades (lo cual no se muestra en el curriculo) pero resulta
interesante ya que los alumnos pueden tener dificultades a la hora de diferenciar ambos
conceptos. Para finalizar se realiza una explicacion mds detallada acerca de la
probabilidad condicionada y como interpretarla en una tabla de contingencia.

Probabilidades condicionadas

Una de las probabilidades obtenidas arriba, Plocvrrorac /1.7, es una probabi-
lidad condicionada. El colective de referencia no es el ol de estudiantes del

centro, sino solo los de 1.7,

Andlogamente, P[3.° / currurad] significa que el colectivo de referencia es el
conjunte de estudiantes que participan en alguna actividad culrural v nes pre-
guntamos por la probabilidad de que, al elegir uno de ellos al azar, sea de 3.°.

Figura 9. - Tablas de contingencia y probabilidad condicionada.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzalez, & Caias, Matematicas orientadas a las Ensefianzas
Aplicadas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

En cuanto a la ausencia del curriculo no aparece un punto es el que se muestre
implicitamente las diferencias entre las experiencias simples y compuestas, aunque este
contenido aparece explicito para saber diferenciar entre sucesos dependientes e
independientes.

5.1.3. 4° de la ESO Matematicas Académicas

El libro de 4° de la E.S.O. de académicas la principal diferencia con el de
académicas es que se dedica un tema entero a la combinatoria C7. Se realiza una
introduccién del origen de la combinatoria y cédmo surge. Posteriormente se analizan
ciertas estrategias basadas en el producto como son la estrategia del casillero y la
utilizacion del diagrama de arbol para confeccionar conjuntos ordenados.

L. Jrene tiene 4 pantalones y 6 cantise-
tas. ;Cudntas indumentarias pueds
r:’.!'-lr.’l{:..':l".’;

Sitwadas asi las prendas, panta-
dones en las fhlas v camisetas en
las columnas, :no es claro que
L'H.d.&l !-.'Mr{;Hi’f'.?!.f.rl."!-ﬂ' UI.:IJE]H. LIz
casilla. ¥ que, por tanto, hay
4 % 6 = 24 indumentarias posibles?

Figura 10. - Estrategia del casillero.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemdticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

En el siguiente punto se estudian las aquellas formas de conteo en las que influyen
el orden como son las variaciones con repeticidn, variaciones ordinarias (sin repeticion)
y las permutaciones.

En los laterales aparecen la teoria resumida y organizada mediante puntos de
forma que el alumno sea capaz de identificar de un vistazo las principales caracteristicas
de cada técnica de conteo, siguiendo el formato de cursos analizados anteriormente. De
igual forma se muestran ciertas aclaraciones.
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Wariaciones con repeticion

* Hay m clemenros de partida.
® Sc forman agrupaciones de # de

L CHOE "]Em"l‘ll’ﬂ.‘..
Aclaracion e

- > ® Pucden esrar repetidos,
En estos enunciados, la estraregia del

2 * [mporta ¢l orden en que se ponen.
cazillero no resulea eficaz. Por eso re- P 1 P

* Observa que puede ser n=m ¢,

currimos al diagrama en drbaol. >
incluso, n> m.

Figura 11. - Aclaraciones.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemdticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

Para concluir el temario de combinatoria se estudian las combinaciones (Cuando
no influye el orden). Dentro de este punto se realiza un inciso en el repaso de los nimeros
combinatorio.

De igual forma que en los libros analizados de cursos anteriores, al final del
temario aparece en el taller de matematicas algunos problemas no tan estdndar en los que
los alumnos han de reflexionar y pensar, no solamente aplicar las férmulas y métodos de
resolucion aprendidos.

@emprender}
los puentes de Honigsheve (N

Los habitantes de la antigua cindad prusiana de Konigsberg (hoy pertenece a Rusia
v se llama Kaliningrado), al pasear a orillas del rio Pregolya que Ta atraviesa, se plan-
teaban ol siguicnie acertijo:
2% puede hacer un recorride gue atraviese los siete puentes gque comunican las
disiintas paries de la civdad, dividida por el vio, sin repetiv ninguno?
En 1736 el problema llegs 2 oidos de Euler, que o esquematiog en un grafico de
puntos y lineas, en ¢l gue cada punto representa uno de los sectones o wonas del e

mendy, ¥ L'.:L'l]ii. I;I'.Il:it. t! t:l'!!i.“’.‘l: O CAIming L prasc poT un Fli.l.l:n.lt'_ .A_'ﬁl‘ ]i.' n‘_'cuht': mauy

Eicil demostear quie el pmhlﬂna no tiene solucion.

(Msserva gue para gque el problema tuviera solucidn, solo en dos de los puneos po-
drfan confluir un nidmers impar de lneas.

» JCudles de estos i_-_r.i.ﬁu:s s F:»ur_ﬂlr_'n dibujar sin levantar el [;ipi'f. del Turu:i ¥ sin

repetic ningin tramo?

O 0 D =

* Supdn que los tramos se pueden deformar, alargar y acorar ;0ué dos se pueden |
transhormar, uno en otro?

Figura 12. - Los puestes de Konigsberg.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

Este temario coincide con los contenidos que aparecen en el curriculo. En este
caso los contenidos siguen el mismo orden de aparicién que en curriculo, aunque se trate
del descriptor C7. (Ya que en los primeros cursos la combinatoria no aparece en los
contenidos y los descriptores se definieron en orden de aparicion de los contenidos). Estas
técnicas de conteo nos pueden resultar ttil a la hora de realizar el cédlculo de
probabilidades.
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Tras realizar el estudio de la combinatoria se pasa al tema de célculo de
probabilidades. En esta unidad didactica se comienza nuevamente por una introduccién
seguido de la explicacién de los sucesos aleatorios, las operaciones con los mismos y sus
propiedades (C1 y C3). Aunque estos contenidos no aparecen de forma implicita en el
curriculo es necesario el realizar un repaso para posteriormente poder realizar el calculo
de probabilidades (C4).

A diferencia que en el libro de aplicadas se explica detalladamente la diferencia
entre experiencias simples y compuestas (C5). De igual forma se desglosan las diferencias
entre las experiencias dependientes e independientes (C6), para posteriormente explicar
la probabilidad condicionada y la utilizacion de las tablas de contingencia.

Para concluir la unidad nuevamente nos encontramos con unas actividades muy
interesantes en el taller de matemdticas. Se quiere destacar una de ellas, en la que se
justifica el contenido de que se ha de utilizar un vocabulario adecuado para describir y
cuantificar situaciones relacionadas con el azar.

O7ay % TEND ik

Hzal V ejperdnia

Supdn que participas en este juego:  “Tirames un dade. 5i sule menos de tres, ganas 3 euros:
ent catso conirarie, pagas 3 euros a o barca’”

Mas con ventaja o con desventaja? (3, por el contrario, ;ni lo ano ni lo otre? jEs equitative?
Veamos: En cada irada, de seis resulizdos posibles, dos we faivorecen (1, 2} y cuatro we hacen
pender (3, 4, 3, 6). Por tanto, en teoria, si repites ¢l juego muchas veces, de cada seis tiradas
ganards en dos v perdests en cuntrec SEX 2 -FEX4 =21 €.

Lo que supons, a la larga, salic perdiendo una media de 0,3333... eurs por tirada
(-2 :6=-0,333_. ). Es decir, el juego no es equitativo, pues favorece 1 una de las partes (en
exte caso, la banca). =
A la panancia (+) o péndida (-) media por jugada se le lama esperanza matemdtica, y un
juegn es equikativo cuando su esperanya matemitica es cero; es decir, $isu analisis tedrico no
favorece a ninguna de L partes. 3
* Cuil seria la esperanza del juepn cambiando un povo el enundado?

*Tiramos un dade. Si tale menos de bres, pangr 6 €; em caso contrario, pagary 3 € a la banca”™
) dadln Si sall de fres, | 6 € i 2 Ealal

o #Qué dirfas de un juego de lotetia que por cada 1000 euros vendidos entrega 800 euros en
prefios?

Figura 13. - Comprende y exprésate.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemadticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2016)

Se puede concluir el andlisis del libro afirmando que se ajusta de forma correcta
al curriculo, y no se observa ninguna ausencia de contenido en el temario del libro.

5.1.4. 1° de Bachiller Matematicas Orientadas a las Ciencias Sociales

En el libro de 1° de Bachillerato de Matematicas Orientadas a las ciencias sociales
no aparece ninguna unidad didictica dedicada integramente en los contenidos de
probabilidad, aunque en el primer punto de la unidad 9 distribuciones de la probabilidad
de la variable discreta se realiza una pequeia sintesis de los contenidos de la probabilidad.
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Presentacion del libro

Presentacion del libro

Resolucion de problemas

Blogue 1. Aritmética y algebra

:
2 ‘5.'[ Aritmética mercantil

M
=

ReCUI’SOS de Ia unidad @ Evaluacion @ Exposicion gﬁercltachﬁn

Todos los recursos de la web

Créditos

Distribuciones de probabilidad de-
variabte continua

Soluciones a las autoevaluaciones

Figura 14. - Indice libro 1° Bachiller de Matemdticas Orientadas a las Ciencias Sociales.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzalez, Cafas, & Ferndandez, Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales 1.
Bachillerato. Anaya + Digital., 2015)

En el libro se muestran los contenidos de suceso aleatorio (C3.) asignacién de
probabilidades y la ley de los grandes nimeros (C4.), experiencias compuestas (C5.) y la
diferencia entre experiencias compuestas dependientes o independientes (Probabilidad
condicionada C6).

Se enuncia por primera vez la axiomdtica de Kolmogorov, aunque de Gnicamente
de forma introductoria y anecdética.

J Axiomatica de Kolmogorov

El tratamiento riguroso de los sucesos, las
probabilidades asociadas a ellos y las propie-
dades con que se rigen unos y otras, se deno-
mina axiomatica de Kolmogorov en honor
al matemdtico ruso que la construyé.

En el proximo curso encontrards un trata-

miento de la probabilidad que se aproxima
a esa axiomadtica.

Figura 15. - Axiomdtica de Kolmogorov.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzalez, Cafas, & Ferndandez, Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales 1.
Bachillerato. Anaya + Digital., 2015)

Aunque no se le dé un gran peso dentro de la unidad did4ctica en unas escasas 5
hojas, se observan todos los contenidos del curriculo, sin llegar a profundizar en ellos, a
excepcion de la aplicacion de la combinatoria al calculo de probabilidades (C7.)
Principalmente se trabaja de forma superflua el cdlculo de probabilidades mediante la
regla de Laplace.
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5.1.5. 2° de Bachiller

Como ya es habitual la unidad didéctica comienza con una introduccién al azar y
la probabilidad. En el primer punto se repasan el concepto de experiencia aleatoria (C1.),
la cual, como ya se ha observado en cursos anteriores, no viene de forma explicita en el
curriculo, pero es necesario el realizar un repaso de este concepto.

Posteriormente se expone el concepto de espacio muestral y suceso (C3), para
pasar a explicar las operaciones y relaciones con sucesos. La mayor diferencia de este
punto con los cursos de secundaria es que estas relaciones se representan graficamente
mediante diagramas de Venn.

AU B (selee A union B) es el suceso formado por todos
UNION los casos de A y de B.
DE SUCESOS El suceso A U B se verifica cuando ocurre uno de los dos,
A o B, oambos.

AN B (se lee A interseccion B) es el suceso formado por
INTERSECCION todos los casos que son, ala vez, de A4 y de B.
DE SUCESOS El suceso A N B se verifica cuando ocurren simultdnea-
mente A y B

A= B (selee A menos B) es el suceso formado por todos los

DIFERENCIA casos de A que no son de B.
RESUCEGOR A~ B se verifica cuando lo hace 4 y no B.

El suceso A'= E—A se llama suceso contrario o comple- 7 £
SUCESO mentario de A4. A
coMPLEMENTARIO =~ El suceso A’ se verifica siempre y cuando no se verifique A.

Al suceso A’ también se le suele designar con A.

Dos sucesos, A y B, se llaman incompatibles cuando no p £

SUCESOS tienen ningtin caso comin. Es decir, cuando 4 N B =@, B
INCOMPATIBLES Los sucesos incompatibles no se pueden verificar simultd-

neamente.

Figura 16. - Operaciones y relaciones con sucesos.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzilez, & Caflas, Matemadticas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

De igual forma se muestran algunas propiedades importantes como pueden ser las
Leyes de Morgan

*Si Ac B, entonces AUB=By ANB=A4

, (AUB)=A'NB| Estas dos propiedades se llaman leyes
(ANB) = AURB| deMorgan y se utilizan mucho.

Figura 17. - Leyes de Morgan.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzalez, & Caiias, Matemadticas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Aunque el formato de los libros de Bachillerato es ligeramente diferente a los de
Secundaria en los laterales de las hojas se muestran nuevamente una serie de aclaraciones.
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J Cuando “ocurre” un suceso

Se dice que un suceso se verifica, o que ocu-
rre, cuando al realizar la experiencia aleato-
ria correspondiente, el resultado es uno de
los casos de dicho suceso.

Por cjemplo, si al tirar un dado sale un 5,
han ocurrido, entre otros, los sucesos {5},

{3,5, 6}, {1, 5}, E.

Figura 18. - Cuando ocurre un suceso.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzdlez, & Cafas, Matemadticas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Siguen la misma estructura en la que se enuncia la teoria, seguido o junto a algin
ejemplo o ejercicio resuelto para acabar el punto con la propuesta de ciertas actividades.

En el siguiente punto se analiza la frecuencia y la probabilidad, distinguiendo
entre frecuencia relativa y absoluta y definiendo la ley de los grandes nimeros. (Lo cual
no se impartia en cursos anteriores)

Se llama frecuencia absoluta de un suceso § o, simplemente, frecuencia de S, al
niimero de veces que ocurre S. Se designa por f(§).

Se llama frecuencia relativa de S a la proporcion de veces gue ocurre S.

£(8) = %

M Ley de los grandes nimeros

: Al realizar reiteradamente una experiencia aleatoria, la frecuencia relativa de un cier-
Hoja de cilculo en la que puedes to suceso, f7(S), va tomando distintos valores. Estos valores al principio sufren
comprobar experimentalmente la ley de los grandes oscilaciones pero, poco a poco, se van estabilizando (oscilan cada vez me-
granees riimeros. ) nos). Cuando N crece mucho, se aproximan a un cierto valor que es la probabilidad

de S, P[S].

0,200

o M \{'.r'm fr(8) = P[S] LEY DE LOS GRANDES NUMEROS
LT N —oa
e

pU—

0,160
0,140

Por ejemplo, al lanzar un dado se obtienen los valores de f#(3) para
0,120 N = 20, 40, 60, 80, 100, 120, ...

0,100 . s
Los valores de f7(3) se van estabilizando en torno a 1/6 = 0,166.

40 80 120 160 200 240 380 320 360 400 440 480 520 560 600 640 (Observa la evolucién en la grifica del margen).
Figura 19. - Frecuencia y Ley de los grandes niimeros.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzalez, & Cafias, Matemadticas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

De igual forma otra de las grandes diferencias es el estudio de la axiomatica de
Kolmogorov (aunque en el libro no la llaman propiamente asi) y los teoremas que se
deducen a partir de ella.
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AXIOMAS
La probabilidad de cada suceso es un niimero. Se han de cumplir los siguientes
axiomas:
Ax.1 Cualquicra que sea el suceso S, P[S]= 0.
Ax.2 Si dos sucesos son incompatibles, la probabilidad de su union es igual a la
suma de sus probabilidades.
ANB=O = P[AU B] = P[A] + P[B]
Ax.3 La probabilidad roral es 1: P[E] =1

En esencia, estas tres pmpiu;d;ldcs indican que la cantidad toral de |):'Uh:1hi1id;1d es
igual a 1 y se reparte aditivamente entre los distintos sucesos. Por tanto, la probabili-
dad de cada suceso es un nimero comprendido entre 0 y 1: 0 < P[S] <1

TEOREMAS
T1 P[A'] =1-P[A]
T2 P[@]=0

T3 Si Ac B, entonces P[B] = P[A] + P[B - A]

T4 Si Ac B, enonces P[A] < P[B]

T5 Si A,, A,, ..., A, sonincompatibles dos a dos, entonces:
PIA, U Ay U ... U A]] = P[A}] + PIA,] + ... + P[A,]

T.6 P[AU B]=P[A] + P[B] - P[AN B)

T.7  Siel espacio muestral £ es finito y un suceso es S = {xy, x3, ..., 5},
entonces:

P[S] = Plx,] + Plxy] + ... + Plx]

Figura 20. - Axiomas y Teoremas.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzalez, & Caiias, Matemadticas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Tras impartir esta teoria se le dedica un punto a la asignacién de probabilidades
mediante la regla de Laplace. Todos estos contenidos corresponden al descriptor C4.

Se pasa a estudiar la probabilidad condicionada y la independencia de sucesos.
(C6.) organizando los datos en tablas de contingencia. Nuevamente el desarrollo tedrico
se apoya en la representacion grafica de los diagramas de Venn.

Dados dos sucesos, A y C, se llama probabilidad de A condicionadaa C y se
escribe PAIC] a:

PLAIC] = PIANC] Mide la proporcién de veces que ocurre 4

PC] de entre las que ocurre C.
De la expresion anterior se deduce que P[4 N C] = P[C] - P[A/C].
Anidlogamente, P[CIA] = % = Pl4 N C] =P[A4] - P[CIA].

Figura 21. - Probabilidad condicionada.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzilez, & Caflas, Matemadticas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Posteriormente se aclara el concepto de probabilidad compuesta (C5) y se
extiende la explicacion de experiencias dependientes e independientes: En el curriculo
este contenido aparece antes de la probabilidad condicionada, lo cual a mi juicio seria
mds adecuado.

Para concluir la unidad did4ctica se explican dos nuevos contenidos. La
probabilidad Total y el Teorema de Bayes (C8).
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Tenemos n sucesos, Ay, A, ..., A,
Son incompatibles dos a dos y tales que A, U A, U ... UA, =FE.
Entonces, para cualquier suceso S se cumple que:

P[S] = P[A,] - P[S/A,] + P[A,] - P[SIA,] + ...+ P[A] - P[SIA)]

A la probabilidad P[S] descompuesta de este modo se la llama probabilidad
total.

Demostracion

Descomponemos S en sucesos incompatibles:
S=4,NHUuA,NHU..UMA,NS)

Aplicamos la propiedad T.5 de las probabilidades:
P[S]=PlA, N S) + P[4, N S] + ... + P[4, N S]

Teniendo en cuenta que P[4, N §] = P[A,] - P[S/A,], se obtiene la expresion
buscada.

Figura 22. - Teorema de la Probabilidad Total.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzélez, & Cafias, Matematicas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Si expresamos P[S| como probabilidad total, se obtiene la llamada férmula de

Bayes:

P[A,/S) =

P[A;]- P[SIA})

PlA,]-P[SIA|]+...+ P[A,)- P[SIA,)

En la prictica, més que la formula, resulta muy qtil seguir el proceso en un diagrama

en arbol:

PIS/A,]

A ———— S ... P4 NS]
PIS/A)]

A S ... PlA4NS | —3 Pis]
PIS/A,]

i S ... Pl4,Ns]

Si sabemos que ocurrié S, sobre el grifico se obtiene que:

Figura 23. - Teorema de Bayes.

PlA;NS]

PlAIS] = — 5t

Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Gonzélez, & Cafias, Matematicas II. Bachillerato. Anaya + Digital., 2016)

Ademas de los nuevos contenidos impartidos, el libro de Bachillerato se diferencia
de los de Secundaria en la rigurosidad de la teoria y en la demostracion de ésta (en cursos
anteriores parte de la teoria se enunciaba pero no llegaba a demostrarse)
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5.1.6. 2° de Bachiller Matematicas Orientadas a las Ciencias Sociales

En cuanto al libro de 2° de Bachiller Matemdticas Orientadas a las Ciencias
Sociales es practicamente idéntico al de “ciencias puras”. Aunque el contenido del
curriculo es muy parecido, la gran diferencia apreciable es la de la aplicaciéon de la
combinatoria al cdlculo de probabilidades, la cual no aparece en el temario del libro.

Aunque los contenidos del curriculo son practicamente los mismos, en CC.SS. se
ha de profundizar mas en la Teoria de la Probabilidad, y se ha de tener un mayor énfasis
en el estudio de las probabilidades iniciales y finales y verosimilitud de un suceso.

Es por ello, por lo que de alguna forma la editorial deberia de adaptar y orientar
los recueros a las Ciencias Sociales.

5.2. Coherencia de los libros de texto en relacion con el curriculo.

En este punto del curriculo se analiza el grado en el que los libros de texto se
ajustan al curriculo, que como ya hemos mencionado anteriormente, se adecuan
correctamente (en términos generales, a excepcion del libro de 1° de Bachiller CC.SS.) a
los contenidos del curriculo. Los contenidos de la unidad didéctica aparecen en el mismo
orden que en curriculo ya que de esta forma se favorece el aprendizaje de los contenidos.

Para concluir este apartado, se valora positivamente el gran trabajo por parte de la
editorial Anaya en todos y cada uno de los libros analizados. Se destaca tanto la estructura
grafica que facilita la adquisiciéon de contenidos, resaltando lo que es realmente
importante, llamando la atencién de los alumnos... como la gran cantidad de recursos
complementarios al libro de texto, tanto para los alumnos como para los docentes. Se
cuenta con ndmeros ejercicios interactivos y animaciones a los cuales se hace referencia
a lo largo de la unidad didéactica. De igual forma todos los libros cuentan con su
solucionario que puede servir de ayuda para el docente.

GUXsy -3

Lectura: ;Es posible dar leyes que regu-
len el azar?

(1) a priori: antes de empezar.

Figura 24. - En la web.
Nota: Imagen extraida de (Jiménez, Albero, Gonzdlez, & Cafias, Matemdticas orientadas a las Ensefianzas
Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital., 2015)

Los libros se encuentran en formato digital, que lo podemos enmarcar dentro de
la necesidad de la utilizacién de las TIC’s (nuevas tecnologias de la informacién y la
comunicacion) tan importantes hoy en dia, como nos ha mostrado forzosamente la

pandemia. Se le pueden proporcionar a los alumnos para que se lo descarguen en su
ordenador personal o Cromebook. No todos los libros cuentan con los mismos recursos.
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Presentacion del libro

Presentacion del libro

Fracciones y decimales

Potencias vy rafces

3 Problemas aritméticos

4 Progresiones

El lengusje algebraice

.- Sistemas de ecuaciones

Funciones y graficas
ReCUrSOS de |a Unidad @ Evaluacidn @ Exposicion QEjelcEtacidn

9 Funcionss lineales

Alumnacio Profezorado

0 Problemas métricos @ Todos los recursos de |a wab I o]
Transformaciones geométricas
_13 Tablas y graficos estadisticos

14 . Parametros estadisticos

'Is ‘Azar y probabilidad

Propuesta didactica (P)

Recursos del profesorado (P)

Figura 25. - Libro digital.

Se incluyen unas propuestas didécticas que pueden ser de ayuda al docente para
la realizacion de la planificacién de cémo ha de tratarse y desarrollarse una determinada
unidad didéctica, siendo algunos de los puntos tratados en este recurso:

* Conocimientos minimos.

* Anticipacion de tareas.

e Complementos importantes.
* Adaptacién curricular.

También aparecen recursos del profesorado como:

* Pruebas de evaluacion

* Tareas para entrenar las pruebas basadas en competencias
* Inclusién y atencidn a la diversidad

* Material para el desarrollo de las competencias

* Adaptacion curricular

e Portfolios

* Solucionario

Para concluir me gustaria destacar la utilizacion de los recursos de las hojas de
calculo. Los recursos didacticos interactivos pueden llegar a ser muy utiles, y desde mi
punto de vista el realizarlos mediante una hoja de cdlculo en Excel es infinitamente mas
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interesante que un recurso web. Los alumnos comienzan a familiarizarse con ellas (se
utilizan en una infinidad de trabajos) y puede llegar a serles muy ventajoso en su futuro
profesional.

4AaB ¢ | Bl E| F |G| H [ ¢ Jal® |t ] m | N L & | P | @
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Figura 26. - Hoja de cdlculo Ley de los grandes niimeros.
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Parte I1:

Analisis de un proceso de estudio de las
matematicas en secundaria
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En esta segunda parte del Trabajo Fin de Master se analiza un proceso
de estudio sobre la Iégica y la probabilidad en 2° de Bachillerato de
Matemiticas orientadas a las Ciencias Sociales de la modalidad
nocturna.

El anélisis de divide en cuatro capitulos. En el primer capitulo se
analiza el contenido de probabilidad en el libro de referencia
utilizado. En el segundo, se estudian las posibles dificultades u
errores previsibles durante el proceso de aprendizaje de la unidad
did4ctica, asi como sus posibles origenes. En el tercer capitulo, se
muestra el proceso de estudio seguido, detallando en la distribucién
del tiempo de las clases, asi como las actividades adicionales y el
trabajo auténomo por parte de los alumnos. Para concluir, en el
ultimo punto se analiza el proceso de experimentaciéon seguido
mediante un cuestionario y el estudio y discusién de los resultados.
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Capitulo 6
La probabilidad en el libro de texto de referencia

El este apartado se va a realizar un andlisis exhaustivo y detallado del libro de
referencia utilizado en para realizar el presente estudio Ciencias Sociales II, de Segundo
de Bachillerato para la modalidad de educacion a distancia. Aunque el estudio se ha
realizado en los grupos de educacién en modalidad nocturna se utiliza este libro disefiado
para la educacioén a distancia. Esto es debido a que la tarde se imparten tanto la modalidad
a distancia como nocturna, por lo que los profesores encargados de la docencia, junto al
departamento de matemdticas del instituto se decidi6 utilizar el mismo temario de
referencia para ambas modalidades. Estas dos modalidades de estudio no son las usuales
de un instituto y cuentan con ciertas peculiaridades, tanto en cuanto a la tipologia y
necesidades del alumnado (alumnos mds mayores, que estdn trabajando, con cargas
familiares...), como en el enfoque de los contenidos con muchos ejemplos de la vida
cotidiana, mds practicos....

Esta no es la tinica referencia que el docente utiliza para impartir las clases ya que
también se apoya en otros recursos.

Para realizar el siguiente andlisis nos basamos en varios articulos de revistas
cientificas que son referenciadas a lo largo del capitulo. Estos autores enfatizan en la
importancia de comprobar la idoneidad del libro de texto de referencia, que esta es una
de las herramientas utilizadas en el proceso de estudio mds importantes.

La siguiente figura resume las principales caracteristicas de dicha nocién:

ﬁlgfagémn Recursos cnioas:
Comunicaciin Tiampo
INTERACCIONAL MEDIACIONAL
(Negoclacidn) {Disponibilidad)
h
oS
AFECTIVA P\ ECOLOGICA
{Implicacian) o {Adaptacion)
Aciiudes
Emociones Sotiedad
Molivacionss Escuety
AlTA Curriculo
¥
COGMITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) {Representatividd)

Acoplamienta
Participacion
Apropiacion

Figura 27. - Idoneidad Diddctica.
Nota: Imagen extraida de (Godino J. D., 2011)

La idoneidad didéctica es una herramienta que permite el paso de una did4ctica
descriptiva hacia una didéctica orientada a una intervencion efectiva en el aula. Es un
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proceso de instruccién se define como la articulacién coherente y sistémica de las seis
componentes siguientes: (Godino J. D., 2011)

* Idoneidad epistémica, se define como el grado de representatividad de los
significados institucionales implementados o pretendido, respecto de un
significado de referencia.

* Idoneidad cognitiva, indica el grado en que los significados pretendidos pueden
ser potencialmente desarrollados por los alumnos. Proximidad de los significados
personales logrados frente a los significados pretendidos o implementados.

* Idoneidad interaccional. Las configuraciones y trayectorias diddcticas permiten,
identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y
resolver los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

* Idoneidad mediacional, adecuacion de los recursos materiales y temporales
imprescindibles para el desarrollo del proceso de aprendizaje.

* Idoneidad afectiva, grado de implicacién o motivacién (interés, motivacion,
disposicion, ...) del alumnado en el proceso de aprendizaje. Esté relacionada con
factores que dependen de la institucion y aquellos factores que dependen del
alumno propio alumno y de su trayectoria previa.

» Idoneidad ecolédgica, el grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro y a los condicionamientos del entorno.

El andlisis ontosemidtico de la leccion se ha de abordar en una primera instancia
con una perspectiva global que identifique sus objetivos y estructuras principales de las
configuraciones didacticas. Posteriormente se pasard a realizar un anélisis mas detallado
de cada una de ellas. (Font, Wilhelmi, & Godino, 2006)

6.1. Objetos matematicos involucrados

La configuracién epistémica juega un papel central en la situacién problema y esta
orientada a la definicion de nuevos objetos matemdticos (nuevas definiciones y
procedimientos de construccion) (Font, Wilhelmi, & Godino, 2006)

El objeto matematico designa a todo lo que es indicado, sefialado o nombrado
cuando se constituye, comunica o aprende matematicas. (Godino & D'Amore, 2007).

Los diferentes tipos de objetos matemdticos son los que se muestran en las
siguientes tablas:

Lenguaje

Verbal

Espacio muestral, suceso, suceso elemental, suceso seguro, suceso imposible
interseccion de sucesos, union de sucesos, sucesos incompatibles, sucesos contrarios o
complementarios, diferencia de sucesos, Leyes de Morgan, diagramas de Venn,
probabilidad de un suceso, frecuencia relativa, Ley de los Grandes Numeros,
experimentos aleatorios, sucesos equiprobables, Regla de Laplace, diagramas en arbol,
probabilidad condicionada, sucesos independientes, Teorema de la probabilidad Total,
Teorema de Bayes.

Grafico

Diagramas de Venn, tablas de contingencia, diagramas de arbol, pictogramas.
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. Aprobados Suspensos Total 5 .
N Chicas 7 10 17
F, . queygr men:‘;eozwgual
Chicos 8 5 13 y 7 \1/2 ‘/7 %
Total 15 15 30

Simbélico

E={1,2,3,4,5,6 }, A= {sacar nimero par} = {2,4,6 },,D,U,N, A =B, <> #<,2>
,P(A), P(A/B), L.

Tabla 14. - Lenguaje.

Situaciones

Ejercicios descontextualizados
La mayor parte de los ejercicios descontextualizados que aparecen tratan de afianzar

las propiedades de la probabilidad de un suceso, las leyes de Morgan y el célculo de
probabilidades, probabilidades condicionadas.

De los sucesos de un experimento aleatorio se sabe que P(A) =%, P(B) =% y P(AUB) =21.
Calcular a) P(A); b) P(B); c¢) P(AnB) y d) P(AnB).

. Sobre lo sucesos A y B se conocen las siguientes probabilidades : P(A) =0,7; P(B)=0,5 P(An B)=045

Calcular:
a) P(A/B);

b) P(AMB).
Ejercicios contextualizados
El grueso de los ejercicios que aparecen en los apuntes estan contextualizados en mayor

o menor medida. Los contenidos mencionados en el punto anterior se trabajan también
de forma contextualizada.

Comprobar las leyes de De Morgan en el juego de tirar un dado, sabiendo que A ={2,4,6} y B = {5,6}.

Se lanza un dado de 6 caras mal construido y experimentalmente se determina que P(1)=0,1; A(2) = 0,2; P(3) =0,
P(4)=0,1yP(5)=0,15.

a) ;Cual es la probabilidad de salir un 67

b) ¢Cual es la probabilidad de sacar un nimero impar con este dado?

Problemas contextualizados
De igual forma hay problemas contextualizados del célculo de probabilidades,

probabilidades condicionadas, utilizacién del teorema de la probabilidad total y

teorema de bayes.
En un Instituto, la probabilidad de que un alumno apruebe matematicas es 0,6 y de que apruebe economia es 0,4,

mientras que la probabilidad de que apruebe las dos es 0,3.

a) ;Cudl es la probabilidad de que apruebe matematicas o economia o, lo que es lo mismo, de que apruebe al
menos una de estas dos asignaturas?

b) .Y de que no apruebe ninguna?

c) ¢Y de que no apruebe matematicas ni economia? (Es otra forma de plantear el apartado anterior).
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Una cadena de montaje de una fabrica esta dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un
incidente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente eg
1/50; la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en|
un dia surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active,
b) Calcular la probabilidad diaria de que la alarma se active. ¢) La alama se acaba de activar, 4 cual es la probabilidad
de que haya realmente un incidente?

. Seguimos en el sector del automovil. Una fabrica produce tres modelos de coche: A, By C. Cada uno de los modelos
puede tener motor de gasolina o diesel. Sabemos que el 60% de los modelos son de tipo A y el 30% de tipo B. El
30% de los coches fabricados tienen motor diesel, el 30% de los coches del modelo A son de tipo diesel y el 20%
de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades de los siguientes

SUCesos:

Cuestiones descontextualizadas
Aunque no son numerosas, también aparecen una serie de cuestiones
descontextualizadas en las que hay que realizar la comprobaciéon de algunas
propiedades, leyes o teoremas.

Dado un espacio muestral E = {r,s,t,u,v,w,x ).z} y dos subconjuntos o sucesos de este espacio muestral A= {r.s,tu,v}

y B = {t,vx} comprobar las leyes de Morgan:

12 AUB=ANB.
2 AnB=AUB.
Dados A y B sucesos de un experimento aleatorio, demuestra que si A y B son independientes, entonces
a) Ay B son independientes,

b) y también A y B son independientes.

Tabla 15. - Situaciones.

Procedimientos
Introduccién del origen del estudio de la probabilidad.

Contextualizacion de los contenidos impartidos de forma tedrica.
Uso de distintas estrategias de conteo para el cdlculo de probabilidades.

Organizacién de la distinta informacion que nos proporciona el problema en tablas de
contingencia.

Construcciéon de diagramas de arbol para representar grificamente los posibles
resultados de un experimento que consta de varios pasos sucesivos.

Tabla 16. — Procedimientos.

Conceptos

Previos
Experimento aleatorio, espacio muestral, sucesos, Leyes de Morgan, probabilidad de

un suceso, sucesos equiprobables, regla de Laplace, diagramas de arbol, probabilidad
condicionada, tablas de contingencia y sucesos independientes.
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Emergentes
Teorema de la probabilidad Total y Teorema de Bayes.

Tabla 17. — Conceptos.

Propiedades
Leyes de De Morgan. 1* AU B = AN B , el complementario de la unién es la interseccién de

complementarios; 2* AN B = AUB, el complementario de la interseccion es la unién de
complementarios.

n?decasos favorables

Regla de Laplace. P(4) =

n2de casos posibles

P(ANB)
P(4)

Probabilidad de B condicionada a A. P(B/4) =

Sucesos independientes. Dos sucesos son independientes cuando la realizacion de uno de ellos no
influye sobrela realizacion del otro y se cumple P(A N B) = P(A) = P(B)

Probabilidad total. Permite calcular la probabilidad de un suceso en funcién de las probabilidades
condicionadas de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos:
P(B) = P(A)) * P(B/ A1) +(A2) * P(B/A;)+...+P(An) x P(B/ Ay).

P(4))*P(B/A))

Teorema de Bayes. Permite calcular la probabilidad condicionada P(4;/B) = @)

Tabla 18. — Propiedades.

Argumentos
Justificacion de la formula de union de sucesos.

Comprobacion de las leyes de Morgan, mediante el uso de formulas y diagramas de
Venn y aplicacion a problemas.

Justificacion de la probabilidad condicionada mediante el uso de férmulas tablas de
contingencia y diagramas de arbol y aplicacién a problemas contextualizados.

Comprobacion de la condicién de independencia de sucesos.

Comprobacion en un diagrama de arbol que la interseccion de todas las probabilidades
es 1.

Andlisis empirico, deductivo e interpretacion de los resultados.

Tabla 19. - Argumentos.

6.2. Analisis global de la unidad didactica

En este punto del capitulo se va a realizar un analisis global de la unidad didactica
de probabilidad del libro de 2° de Bachillerato Orientado a las Ciencias Sociales redactado
por el CIDEAD Centro para la Innovacién y Desarrollo de la Educacion a Distancia.
(Castelo, Hernandez, & Hernandez).
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El libro se estructura conforme a los bloques que aparecen en el curriculo a
excepcion del Bloque 1, procesos métodos y actitudes (transversal a los demds), siendo
el tema 8 de Probabilidad el primer tema del bloque 4 de probabilidad y estadistica.

El libro se compone de diez unidades didacticas contenidas en tres grandes
bloques de contenido.

. Algebra, matrices, sistemas de inecuaciones y programacion lineales.

* Funciones, donde se tratan limites, continuidad, derivadas, representacién e
introduccion al célculo integral.

* Probabilidad y estadistica, donde se exponen los conceptos elementales de
probabilidad y se dan los fundamentos de la inferencia estadistica.

En el dltimo bloque del libro se resuelven una serie de problemas de probabilidad
sin combinatoria, pero afladiendo un apéndice de combinatoria necesaria para la correcta
resolucion de problemas de probabilidad.

Al comienzo del tema se introduce el origen de la probabilidad, asi como algunos
matematicos relevantes en este campo y los objetivos que se pretenden alcanzar a lo largo
de la unidad did4ctica.

Recordar en qué consiste un experimento aleatorio.

Conocer qué es un suceso y las operaciones con sucesos.

Aprender a aplicar la regla de Laplace.

Identificar sucesos independientes y calcular probabilidades condicionadas.
Calcular probabilidades totales y la de que un efecto tenga determinada causa.

ARl

Posteriormente se muestra un esquema de los contenidos que se van a impartir a
lo largo de la unidad didactica y como estan interrelacionados con conceptos, para que
los alumnos cuenten con una visién global de la misma:

Juegos o experimentos aleatorios

Sucesos Probabilidad
compatibles incompatibles experimental
Regla de Laplace
Dependientes independientes condicionada

Combinatoria

// | Probabilidad total

Vaqauqnes Vanacmngs. ) Permutaciones
ordinarias con repeticion Teorema de Bayes

Combinaciones

Figura 28. - Esquema contenidos impartidos en la unidad diddctica.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)
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Para finalizar la introduccidn a la unidad didactica, se muestra el indice de
contenidos que se expone a continuacion:

1. Espacio muestral, sucesos y operaciones con sucesos. Propiedades.
2. Definicién de probabilidad de un suceso
2.1. Propiedades de la probabilidad de un suceso.
2.2 Asignacion de probabilidades por la frecuencia relativa.
2.3. Asignacién de probabilidades en experimentos aleatorios con resultados
equiprobables, Regla de Laplace.
3. Diagramas en arbol y la resoluciéon de algunos problemas sencillos de probabilidad.
3.1. Principio de multiplicacién y diagramas en arbol.
3.2. Diagramas en arbol y problemas de probabilidad.
4. Probabilidad condicionada.
5. Sucesos independientes
6. Probabilidad condicionada y probabilidad total.
6.1. Probabilidad condicionada y diagramas en arbol
6.2. Probabilidad total
7. Teorema de Bayes
8. Combinatoria
8.1. Factoriales
8.2. Variaciones con repeticion
8.3. Variaciones ordinarias
8.4. Permutaciones ordinarias
8.5. Combinaciones
9. Probabilidad y combinatoria
9.1. Elecciones simultdneas al azar
9.2. Elecciones sucesivas al azar.

Este libro a diferencia de los analizados en la primera parte del trabajo tiene unos
formatos distintos a los libros usuales de la educacion. No cuenta con las tipicas
aclaraciones que suelen aparecer en los laterales de las hojas ni es tan grafico, (no hay
tantos colores, pictogramas...)

La estructura comun que sigue cada punto puede resumirse en que al principio
aparece la teoria de los contenidos que aparecen en el mismo, posteriormente se muestran
unos ejercicios o problemas resueltos y para finalizar se proponen a los alumnos una seri
de actividades. En los puntos posteriores se va a analizar en profundidad como se
estructura cada punto de los contenidos.

6.2.1. Espacio muestral, sucesos y operaciones con sucesos. Propiedades

Al principio de la unidad didéctica se repasa que un experimento aleatorio esta
caracterizado por la imposibilidad de prever el resultado independientemente de que se
realice siempre en las mismas condiciones.

Después y con ayuda de una tabla se repasan los conceptos impartidos en cursos
anteriores como: espacio muestral, suceso, suceso elemental, suceso seguro, suceso
imposible interseccion de sucesos unién de sucesos, sucesos incompatibles y sucesos
contrarios o complementarios explicando el significado y aportando un ejemplo de cada
uno de ellos.

Se muestra un ejemplo resuelto en el que se trabajan los contenidos previamente
repasados:
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Ejemplo

1. En un campamento de verano se practican dos deportes: futbol y natacion. De los 120 jovenes inscritos, 75 se
han apuntado a futbol y 57 a natacion, mientras 23 se han apuntado a ambos deportes. ; Cuantos han ignorado el
futbol? ; Cuantos han desechado la natacion? ¢ Cuantos practican el futbol pero no la natacion? ; Cuantos practican
la natacion pero no el futbol?  Cuantos jovenes se han inscrito en futbol o natacion?; Cuantos no se han apuntado
a futbol ni a natacion?

Solucién:

Se suelen representar estos datos por diagramas, llamados diagramas de Venn. El conjunto E representa el total
de jovenes. Dentro hemos dibujado dos ovalos, Fy N, que corresponden a los jovenes que practican futbol y natacion
respectivamente.

Figura 29. - Ejercicio resuelto mediante diagramas de Venn.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Se continuda definiendo la diferencia de sucesos, que (aunque no es una operacion
nueva y se exponen las leyes de Morgan). Nuevamente tras la teoria aparece un ejercicio
resuelto, y para acabar este primer punto se proponen una serie de actividades en las que
se trabajan todos estos conceptos.

(& Actividades

R R ———
m i 1. En un sondeo hecho a 200 personas se les preguntd por sus habitos. A la pregunta de si fumaban regularmente,
92 han respondido que si, 68 han admitido que consumen regularmente bebidas alcoholicas y 45 que fuman y beben.
¢ Cuantas personas son fumadoras, pero no consumen alcohol? ; Cuantas consumen regularmente alcohol y no
son fumadoras? ; Cuantas no son fumadoras ni consumen alcohol? ; Cuantas son fumadoras o consumen alcohol

con regularidad?

71

. Dado un espacio muestral E = {,s,t u,y;w,x,y,z} y dos subconjuntos o sucesos de este espacio muestral A = {,s,{ u,v}
y B = {t v.x} comprobar las leyes de Morgan:

12 ALB=A NB.

I Y
[

Figura 30. - Actividades propuestas sobre el espacio muestral, operaciones con sucesos y propiedades.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

6.2.2. Definicion de probabilidad de un suceso

En este punto, en primera instancia se expone que es la probabilidad de un suceso
y como se representa. No se menciona explicitamente las Leyes de Kolmogorov, pero se
muestra la axiomaética de la probabilidad y las consecuencias derivadas de esta:

1. Para cada suceso A, P(A) = 0.
2. La probabilidad del suceso seqguro, E, esigual a1, P(E) = 1.
3. Si Ay B son dos sucesos incompatibles, An B = @, entonces P(AUB) = P(A) + P(B)

Figura 31. - Axiomas de probabilidad.

Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)
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1. Para cada suceso A, la probabilidad del complementario, A , es igual a 1 menos la probabilidad de

A, P(A)=1-P(A).
2. La probabilidad del suceso imposible es 0, P(®)= 0.

3. SiA, A, A, ..., A, son sucesos incompatibles dos a dos, entonces
PAU AU Ay U A) = P(A)) + P(Ay) + P(Ag) + ... +P(A,)

4. Para cada par de sucesos Ay B, se cumple que: P(Aw B)= P(A)+ P(B) -P(An B).

Figura 32. - Consecuencias derivadas de los axiomas.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Se define la frecuencia relativa de un suceso y se justifica mediante la Ley de los
Grandes Numeros. Se atribuyen probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio
por experimentacion, atribuyendo como probabilidad de un suceso A el nimero fr(A4).

Por ultimo, se define que son los sucesos equiprobables y se enuncia la regla de
Laplace.

n° de casos favorables
PIA) = n° de casos posibles

Figura 33. - Regla de Laplace.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

6.2.3. Diagramas en arbol y la resolucién de algunos problemas sencillos de probabilidad.

Cuando un experimento aleatorio consta de varias pruebas sucesivas la
numeracion de los procesos elementales ya no resulta tan sencillas. Para ello se introduce
el proceso de multiplicacién primero, y posteriormente se aplica en los problemas de
probabilidad junto a los diagramas de arbol. En este punto en la théorie se muestra un
ejemplo:
Veamos, por ejemplo, un juego sencillo: se tira un dado y una moneda y queremos conocer la probabilidad

del suceso A = {sacar numero mayor que 2 y cruz}. Un diagrama en arbol nos ayuda a conocer los sucesos
elementales del espacio muestral.

1 2 3 4 5 6

AN SN N
L 2 2 2 T 2 T TR

(o) (14) (2c) (2+) (Bc) B+) (4c) @4+ (Bc) (5+) (6c) (6.4)
4 1

1773

Figura 34. - Ejemplo del principio de multiplicacion y los diagramas de drbol.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Por un sencillo recuento vemos que P(A)
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6.2.4. Probabilidad condicionada.

Se muestra que cuando dos sucesos aleatorios estdn relacionados y el saber que
ha ocurrido uno, modifica la probabilidad del otro, hablamos de probabilidades
condicionadas:

También se organiza la informacidn proporcionada en el problema en tablas de
contingencia.

En un curso de 2° CCSS hay 30 alumnos de los cuales 17 son chicas y 13 chicos. En la evaluacion de matematicas
han aprobado 7 chicas y 8 chicos.

Resumimos la informacién anterior en un cuadro, también llamado tabla de contingencia:

Aprobados Suspensos Total
Chicas 7 10 17
Chicos 8 5 13
Total 15 15 30

Figura 35. - Probabilidad condicionada. Tablas de contingencia.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

6.2.5. Sucesos independientes

Unos de los mejores recursos para la resolucion de problemas sencillos son sin
duda los diagramas de 4drbol mencionados anteriormente y la identificacion de sucesos
independientes. Se definen dos sucesos independientes, cuando uno de ellos no suministra
informacién sobre la realizacion del otro.

P(ANB
Hm:-%&%1

Figura 36. - Formula probabilidad condicionada.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

P(A~B)=P(A)-P(B)

Se enfatiza en la importancia de esta férmula ya que garantiza que la
probabilidad de la unién es igual al producto de sucesos.

6.2.6. Probabilidad condicionada y probabilidad total.

En la primera parte de este punto se recalca que, para la resolucién de problemas
de probabilidad condicionada, la organizacién de la informacién mediante diagramas de
arbol.

Posteriormente se expone como en ocasiones se pueden calcular la probabilidad
total de un suceso a partir de las propiedades condicionadas y se enuncia que es un sistema
completo, el cual tiene que cumplir dos condiciones:

76



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

17) Son incompatibles dos a dos, A A; = @, siempre que i #/.

2%) La union de A,, A,, ..., A, es el suceso seguro A, AL ... UA, = E.

Figura 37. - Condiciones de un sistema completo.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

El teorema de la probabilidad total dice:
Si A, A, ..., A, es un sistema completo de sucesos y B es un suceso del que Unicamente conocemos las
probabilidades condicionales P(B/A)), entonces la P(B) viene dada por la formula:

P(B)=P(A,)-P(BIA)+P(A,)-P(BIA)+..+P(A)-P(B/A)

Figura 38. - Definicion del Teorema de la Probabilidad Total.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Las demostraciones de este libro son bastante completas y rigurosas...

6.2.7. Teorema de Bayes

Si tenemos un sistema completo de sucesos, el teorema de bayes permite calcular
la probabilidad de que un determinado efecto tenga una determinada causa:

Si A, A, ..., A, esun sistema completo de sucesos y B es un suceso cualquiera del que Unicamente
conocemos las probabilidades condicionadas P(B/A), entonces la probabilidad de A, condicionada a B viene
dado por la férmula

P(AJ-P(B/A,)
P(A)-P(BIA)+P(A,)-P(BI A)+..+P(A)-P(BIA,)

P(A IB) =

Figura 39. - Enunciado Teorema de Bayes.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

6.2.8. Combinatoria v probabilidad v combinatoria.

Aunque este punto de la unidad didictica no ha llegado a impartirse en
profundidad, dado que raramente caen ejercicios propiamente de combinatoria en las
pruebas de acceso a la universidad y se andaba justos de tiempo, ciertas nociones son
necesarias para el cdlculo de probabilidades, ya que, para realizar el célculo de
probabilidad mediante la regla de Laplace, en conteo de casos favorables entre casos
posibles no siempre es sencillo, por lo que existen otras formas de conteo.

Lo primero que se hace es repasar el concepto de factorial. Posteriormente se
enuncian que son las variaciones con repeticion y las denominadas variaciones ordinarias
(sin repeticion), y como se definen.

VRyp=n" Vi =n(n-1)(n-2) ..-(n-p+1)

Figura 40. - Variaciones con repeticion y variaciones ordinarias.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Seguido se definen las permutaciones como las posibles ordenaciones del
conjunto de los n objetos que lo forman.
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Figura 41. - Permutaciones ordinarias.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Para

finalizar el dltimo punto, se expone como cuando el orden en el cual los

objetos son elegidos no nos interesa nos encontramos con las combinaciones.

_ n!
M Vo _[=pll__ n

c =
" p| p! p! ~ pkn—p)

Figura 42. - Combinaciones.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)

Para

concluir la unidad didactica se mientras una tabla a modo de recuerdo de los

principales contenidos impartidos a lo larco de ella bajo el titulo de Recuerda:

oot

v

Leyes de De Morgan.1? AUB = A B, el complementario de la union es la interseccién de complementarios;
2 AnB=AUB, el complementario de la interseccion es la unién de complementarios.
n° de casos favorables
n°de casos posibles
P(AnB)
P(A)

Reglade Laplace. P(A) =

Probabilidad de B condicionada a A. P(B/ A) = 0 P(ANB) =P(A)-P(B/A).

Sucesosindependientes. Dos sucesos son independientes cuando la realizacion de uno de ellos no influye sobre

la realizacion del otro y se cumple P(AnB) =P(A)-P(B).

Probabilidad total. Permite calcular la probabilidad de un suceso en funcion de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos:
P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA).

Teorema de Bayes. Permite calcular la probabilidad condicionada P(A, / B) interpretando ésta como la probabilidad
de que lacausade Bsea A.

' P(B) P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA)
Variaciones conrepeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos de p objetos en los que
puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas, dos grupos seran distintos si tienen distintos objetos o, si

tienen los mismos, en orden diferente; su nimero viene dado por VR, , = n”.

Variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos que pueden formarse
con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si tienen los mismos, en
orden diferente; sunimeroes: V., = n-(n—1)-(n-2)- ... -(n—p+1).

Permutaciones de n objetos y corresponden a todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos.
Se simbolizan por P, y su nimero es: P, =n!.

Combinaciones de n elementos, tomados de p en p, son los grupos de p elementos distintos, de modo que dos combina-
ciones son diferentes si se diferencian en algin elemento y seran iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden
V,

np

p!

en que aparezcan. El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p vale: C,, =(;) -

Figura 43. - Recuerda.
Nota: Imagen extraida de (Castelo, Hernandez, & Hernandez)
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6.3. Otros aspectos relevantes.

Los contenidos del material didictico Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales II, de Segundo de Bachillerato para la modalidad de educacién a distancia, se
ajustan al Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, y de la O.M. ESD 1729/20008,
de 18 de junio de 2008, por los que se regula el curriculo de la Ley Organica de Educacion.
Esto refleja que el libro tiene unos afios ya que estas leyes de ya estdn obsoletas.

En el desarrollo del material didactico para segundo de Bachiller se ha de tener
siempre en cuenta las pruebas de acceso a la universidad, sin dejar de lado claro est4, la
responsabilidad que se tiene de aportar un material sencillo, con ejemplos cotidianos,
alejado de anécdotas, pero especialmente centrado en ese objetivo especial. Un alto
numero de las actividades planteadas han sido extraidas de las pruebas de la selectividad
de todas universidades espafiolas, incluyendo de igual forma a la UNED.

A la hora de redactar el libro se ha tenido un especial cuidado en que los conceptos
matemdticos que aparecen sean cercanos a la realidad social actual, ya que un material
didéctico de esta naturaleza debe ser capaz de aportar los instrumentos necesarios para la
correcta interpretacion y andlisis de manifestaciones humanisticas, econdmicas,
politicas.....

Se hace un gran uso de diversos ejemplos, ya que es de esta forma como se
entiende que es la mejor guia para actuar con seguridad. Todas las actividades, extraidas
de modelos de examen se encuentran claramente clasificadas en orden ascendiente de
dificultad para establecer una correcta pauta de aprendizaje.

El libro ababa por completarse con una solucidn detallada de todas las actividades
que han sido propuestas a lo largo del mismo y concluye con un glosario en el que se
recogen los términos matemaéticos empleado a lo largo de todas las unidades didacticas.

NOTA: Puede ser descargado en la sede electrénica del Ministerio de Educacion
y Formacién Profesional:

https://sede.educacion.gob.es/publiventa/matematicas-aplicadas-a-las-ciencias-
sociales-ii-2-bachillerato-bachillerato-a-distancia/bachillerato-matematicas-ciencias-
sociales/16046
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Capitulo 7
Dificultades y errores previsibles en el aprendizaje de la unidad didactica

En este capitulo del trabajo se van a analizar las dificultades y errores que se pueden
prever en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la unidad didactica. Es realmente
importante realizar este tipo de andlisis para poder anticiparte a futuras problematicas y contar
con los recursos necesarios para poder enfrentarse a ellas.

Aunque a priori se pueden detectar y comentar algunos de estas dificultades u errores,
es la experiencia la mejor de las aliadas para poder conocerlos y obrar de acorde a las
necesidades de los alumnos.

Durante el desarrollo del Practicum II en mi caso, se ha contado con dos tutores en el
centro, siendo uno de ellos un veterano en esto de la educacién con una larga trayectoria a sus
espaladas (a punto de jubilarse). Ha tocado muchos palos en esto de la docencia; ha impartido
clases en la modalidad diurna, nocturna, a distancia, bachillerato internacional (el cual le
decepciond), ha llevado un blog de educacion, ha realizado una infinidad de proyectos, siendo
siempre fiel a su modo de entender la educacidén, que dista bastante de la educacién
convencional a la que todos estamos acostumbrados, en el que a los alumnos se les ensefia
algoritmos para la resolucion de ciertos ejercicios tipo mds que a razonar.

A la hora de impartir los contenidos los abordaba de manera que se centra més en que
los alumnos capten la idea fundamental, entiendan lo que estan haciendo y luego ya se podra
pasar a los formalismos matemaéticos que los describen, como aplicarlos etc....

El docente ha sabido mantenerse actualizado en lo que a las nuevas tecnologias y la
innovacion en la investigacion didéctica se refiere... Dando solucién, u otro enfoque, a
problemas que antiguamente eran mas dificiles de plasmar, mediante recursos interactivos,
recursos de GeoGebra etc

No sigue tanto la estructura de los libros, ya que domina el temario y lo aborda de la
forma que la experiencia de todos estos afios le ha ensefiado que es la mejor para que los
alumnos pueden llegar a entender, comprender e interpretar lo que realmente estdn haciendo,
aunque esto no es una ciencia exacta ciertos patrones o dificultades aparecen sistematicamente
a lo largo de los afios.

7.1. Dificultades

A la hora de hablar de las dificultades previsibles se ha se tener en cuenta que el
presente analisis se va a realizar en 2° de Bachiller de Ciencias Sociales de la modalidad
nocturna. Esta cuenta con ciertas caracteristicas especiales que la diferencian de la modalidad
diurna.

Ademads de estas caracteristicas propias de la modalidad, y no menos importante, es la
tipologia del alumnado que decide optar por ella la cual se analizard en profundidad
posteriormente.

De igual forma se ha de tener en cuenta que los dos afios anteriores hemos sufrido una
pandemia global en la que el clima de incertidumbre era brutal y muchos de los alumnos
todavia arrastran ciertas carencias de aquel periodo lectivo tan convulso. Aunque se siguieron
impartiendo las asignaturas de forma online, esto entrafiaba una dificultad extra, tanto por
parte de los docentes a la hora de impartir las clases, como en la adquisicidén de competencias
y contenidos por parte de los alumnos. Esto se plasma perfectamente en las pruebas de acceso
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a la universidad en la que los dos cursos anteriores han sido significativamente “mas
sencillas”. En este curso, aunque poco a poco se va retomando la normalidad en las aulas, al
arranque del mismo, todavia se contaba con la incertidumbre de cémo iba a transcurrir.

Es por ello por lo que cobra una especial relevancia el repaso de contenidos impartidos
en cursos anteriores, ya que practicamente la totalidad de los alumnos proceden de diferentes
centros y no podemos dar por supuesto qué contenidos les han impartido.

Para poder analizar las dificultades previsibles se va a seguir la estructura que se
muestra en el indice de contenidos del libro de texto que ya han sido analizados en el capitulo
anterior:

En el primer punto de la unidad didactica, los alumnos a priori no tendrian que tener
ningun tipo de dificultad a la hora de identificar fenémenos aleatorios, definir el espacio
muestral, identificar y definir sucesos seguros imposibles, elementales, complementarios,
independientes...De igual forma no se presuponen dificultades a la hora de trabajar con la
unioén e interseccion de sucesos. En lo que el alumno puede tener mds dificultades es en el
concepto de la diferencia de sucesos A — B como suceso A N B, es decir los elementos de A
que no pertenecen a B e interpretar las leyes de Morgan..1°A U B = A n B, el complementario
de la unién es la interseccion de complementarios; 2° ANB=AUB,el complementario de la
interseccion es la unién de complementarios. Probablemente estos enunciados no aporten
demasiado a los alumnos, pero si los interpretamos mediante un diagrama de Venn y el alumno
realmente comprende que es lo que significan, es mds facil que se acuerde de ellos o en su
defecto sea capaz de deducirlos

INDICE DE CONTENIDOS

1. ESPACIO MUESTRAL, SUCESOS Y OPERACIONES CON SUCESOS. PROPIEDADES ........ccivtiiiiinnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn 150
2. DEFINICION DE PROBABILIDAD DE UN SUCESO ... uuittetete ttatetae neaeenenaesnenensaneneseannenasaeneenennenns 153
2.1. Propiedades de la probabilidad de un suceso 153
2.2. Asignacion de probabilidades por la frecuencia relativa 155
2.3. Asignacion de probabilidades en experimentos aleatorios con resultados equiprobables. Regla de Laplace 156
3. DIAGRAMAS EN ARBOL Y LA RESOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS SENCILLOS DE PROBABILIDAD ............c0iveunnnnn 158
3.1. Principio de multiplicaciéon y diagramas en arbol 158
3.2. Diagramas en arbol y problemas de probabilidad 159
4 PROBABILIDAD CONDICIONADA! [ . o ioc S slale s o onlainis/sin s inix sin‘e"s o n[ala s (a)w 078 a an o e1w ] a1 L o o ala 8 ]S o 1o mioalb o 1oTe] ) ale oloe]siala a}aaels e aTaln 161
8 SUCESOS INDER END EN TR S I e o a ala aetole s lala tnale s alaa o a A o elm o naTan]a et e el o m7a e (o w1 o mlm! e e o m ) A o L U o o [tV 163
Sucesos independientes en pruebas independientes 163
6. PROBABILIDAD CONDICIONADA Y PROBABILIDAD TOTAL .....ivttiiieeennneeeasnnnassssssnssssssnsssssnssnnessnanannsns 166
6.1. Probabilidad condicionada y diagramas en arbol 166
6.2. Probabilidad total 168
T ORI A DI B A B S B o 7o) A Ta)a0e e alm o 8 a (e o] ) olm o o o o M ool oo e 0 m T 1" Wm0 3 T e 0 [ e e 170
B COMBIN AT ORI o o e =l a = an s malala weia a o alels min e minta ula/s ATaTalatln a’n AT Al s aLa A &% alsom o a alataln o n"aT aTa sl o m aru A ol A alaa e a e S In T & o aa 173
8.1. Factoriales 173
8.2. Variaciones con repeticion 173
8.3. Variaciones ordinarias 174
8.4. Permutaciones ordinarias 176
8.5. Combinaciones 176
9 PROB AR IDAD Y COMBIN AT ORI e e tal=ls /= = =a/a\allals = s aYal(alale s utaletabelale w el atalala's ae ulatelata win us\al=luls'x afatatela ula s o\ alatulalalax slals 179
9.1. Elecciones simultaneas al azar 179
9.2. Elecciones sucesivas al azar 180

Figura 44. - Indice de contenidos.

En el 2° punto, otra de las dificultades previsibles por parte de los alumnos es la
interpretacion del desarrollo tedrico de la axiomética de probabilidad, (en la clase se centraban
bastante mds en la practica que en desarrollos matemadticos formales). Aunque en este caso la
axiomdtica de Kolmogorov es bastante sencilla, las demostraciones de las consecuencias de
no suele resultarle sencillo a los alumnos. Por otro lado, el concepto de frecuencia relativa no
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debe suponer ningtin problema, al igual que la asignacién de probabilidades mediante la regla
de Laplace que ya se ha realizado en varios cursos anteriores.

En cuanto al punto 3 no se intuye ningun tipo de dificultad a la hora de aplicar el
principio de multiplicacion para la resolucion de problemas de probabilidad sencillos
mediante diagramas de arbol. Estos diagramas son muy intuitivos y los alumnos por lo usual
los comprenden rdpida y facilmente. En algunas ocasiones tienen dificultades a la hora de
asignar las probabilidades a cada rama, aunque esto es mas un problema de interpretacion del
enunciado y comprension lectora. En el punto 4 de la probabilidad condicionada tampoco se
presuponen grandes dificultades. Las tablas de contingencia normalmente también las
entienden ya que han sido trabajadas en numerosas ocasiones a lo largo de los afios. La
resolucion de problemas de la realidad cotidiana ayuda a los alumnos a comprender estos
conceptos de mejor forma.

En el punto 5 de sucesos independientes, tampoco tiene porque haber ningun tipo de
dificultad. La definicién tedrica en ocasiones puede descolocar a los alumnos, o realmente no
llegan a entender qué es lo que quiere decir, pero en cuanto se les pone un ejemplo de la vida
cotidiana como puede ser, tirar una moneda y después un dado, los alumnos ven de forma
evidente que el resultado de la moneda no influye en la del dado, por lo que se trata de sucesos
independientes.

En cuanto al punto 6 y como ya hemos mencionado anteriormente el alumno suele
comprender el concepto de probabilidad condicionada, el conocimiento de que ha ocurrido
uno de los sucesos modifica la probabilidad de otro, por lo que el concepto del teorema de la
probabilidad total no supone problemas. Las mayores dificultades de este punto estan en el
concepto de sistema completo de sucesos, y su definiciéon formal. Una vez les pones un
ejemplo y les haces ver que la suma de las ramas del arbol siempre es 1 (la unién de sucesos
es el suceso seguro, y que los sucesos son incompatibles, no pueden ocurrir a la vez) acaban
por comprenderlo. Practicamente la totalidad de los alumnos sabe aplicar el teorema de la
probabilidad total, la dificultad estd a la hora de escribir formalmente el desarrollo matemético
del problema. La notacion utilizada no siempre es la correcta. Por ello es realmente importante
recalcarles desde el principio la importancia de escribir siempre lo que estamos haciendo,
antes de la resolucién numérica.

La explicacién formal del Teorema de Bayes (punto 7) puede ser complicada para los
alumnos. Para entender el teorema los alumnos han de tener claro que la interseccién de dos
sucesos es conmutativa: P(A N B) = P(A) * P(B/A) = P(B) * P(A/B) y que en funci6n de
los datos proporcionados por el problema ha de seguirse un camino u otro.

Por ultimo, el bloque de combinatoria es que mads dificultades entrafia para los
alumnos. En estas técnicas de recuento no hay una férmula infalible que la aplicamos y resolve
el problema, sino que cada problema hay que analizarlo y pensar primero que técnica de
recuento ha de utilizarse y cémo hemos de contar, pudiéndose complicar estos ejercicios
muchisimo para los alumnos. Del punto 8 y 9 se impartieron algunas pinceladas, pero llegaron
a estudiarse en profundidad.

7.2. Errores y su posible origen

Tras haber analizado las dificultades previsibles pasamos a analizar los posibles
errores de cada punto, asi como su origen. A lo largo de todos estos puntos podemos incluir
el error a la hora de interpretar los enunciados de los problemas, problema que la educacién
espaiola todavia no ha sabido solventar....
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7.2.1. Espacio muestral, sucesos y operaciones con sucesos. Propiedades.

Errores a la hora de traducir el lenguaje matemaético al lenguaje ordinario. La letra o
que aparece en la union de sucesos no es una “o exclusiva” sino que es “inclusiva”, en algunos
libros para evitar este posible error se traduce como “o/y”. El posible origen de este error
puede estar en que en otras aplicaciones como puede ser por ejemplo la programacion el o es
excluyente (un caso u otro, nunca los dos) en la mayor parte de situaciones.

Identificar la resta de sucesos como la interseccion del primero de los sucesos con el
complementario del segundo. En la figura que se muestra a continuacién se resalta en verde
la definicidn correcta y en rojo la erronea.

E
A B

Figura 45. - Resta de succesos.

Errores a la hora de aplicar las Leyes de Morgan. En el mayor nimero de los casos
estos errores son debidos a que los alumnos se aprenden de memoria las férmulas, en vez de
saber deducirlas o interpretarlas, y en un momento dado comienzan a dudar, se les olvida....
Aqui se ve facilmente la necesidad de aprender a pensar.

Durante el proceso de aprendizaje se debatieron las Leyes de Morgan mediante un
diagrama de Venn antes de enunciarlas. De hecho, los alumnos llegan a distintas conclusiones
(ambas correctas) que son realmente el enunciado de las leyes de Morgan, sin saberlo. Cada
alumno defiende su punto de vista, la argumenta y se mantiene firme en su decision... lo que
nos permite comprobar que han comprendido los conceptos impartidos y el funcionamiento
de los diagramas de Venn.

1*Leyde Morgan AUB =ANB 2* Ley de Morgan AN B = AU B.

Figura 46. - Representacion de las Leyes de Morgan mediante diagramas de Venn.

Lo que es realmente importante es la comprension de los conceptos o en su defecto el
tener los recursos necesarios para poder llegar a ellos. Las formulas aprendidas sin entenderlas
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se les van a olvidar. El docente institucionaliza el contenido impartido, explicando que las
deducciones a las que se llegan se tratan de las Leyes de Morgan.

7.2.2. Definicion de probabilidad de un suceso

Uno de los errores tipico de los alumnos es afirmar que P(A U B) = P(A) + P(B)
para cualquier suceso. Este error puede venir del enunciado del 3°" axioma de la probabilidad
que afirma que si A y B son dos sucesos incompatibles A N B = @, entonces P(AU B) =
P(A) + P(B). Si estos sucesos no son incompatibles, esto deja de ser cierto y P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(A N B). Si los alumnos no se aprenden las férmulas, sino que aprenden a
razonarlas mediante diagramas de Ven (un recurso muy util) evitamos este tipo de errores.

7.2.3. Diagramas en arbol y la resolucién de algunos problemas sencillos de probabilidad.

Aunque por lo general los alumnos captan muy bien la metodologia de los diagramas
de arbol, pueden aparecer errores a la hora de asignar probabilidades a las diferentes ramas.
Uno de los métodos de control para ver que se estdn asignando bien las probabilidades es
comprobar que la suma de las probabilidades de las ramas es 1. Al poner un 60% en un
diagrama de arbol asignan la probabilidad de 1/6 en vez de 6/10. En ocasiones te sorprenden
con estos fallos, que hay que recalcarlos para intentar que no vuelvan a suceder. Es un error
mas de comprension que de concepto.

| mm<_

0.06
; §
Figura 47. - Incorrecta asignacion de probabilidades.

7.2.4. Probabilidad condicionada.

Confundir la probabilidad condicionada y compuesta. Este error es de origen 1éxico,
ya que ambos conceptos se parecen en cuanto a escritura y fonema.

Error a la hora de diferenciar la probabilidad condicionada y la interseccién de
probabilidades, en ocasiones los confunden.

Interseccién de sucesos:

A B

ANB

Figura 30. - Interseccion de sucesos.

Probabilidad condicionada. Sabiendo que ha ocurrido el suceso B, se pide calcular la

probabilidad de que ocurra A. P(A/B) = Pf:é;f

que para interpretar el diagrama de Venn nos encontramos en el drea de color rojo. Una vez
ya estamos en el drea de color rojo hay que ver cudl es la probabilidad de que ocurra el suceso
A dentro de dicha area.

- Sabemos que ha ocurrido el suceso B, por lo
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0.5 0.2 0.3

Figura 31. — Probabilidad condicionada.

Nuevamente si se intentan aprender la férmula de memoria suelen acabar
equivocandose. Con el diagrama de Venn lo comprenden de forma que ya no sea tan facil que
se produzcan errores.

0.2
P(A/B) = 5= = 04

Si el suceso B ya ha ocurrido tendriamos:

B=E

04 ) 0.6

Figura 32. - Probabilidad condicionada
Por lo que el alumno ya puede observar que la P(4/B) = 0.4.

7.2.5. Sucesos independientes

En este punto uno de los errores més tipico es confundir suceso independiente con el
suceso incompatible. El origen de este error mas que conceptual, es claramente de 1éxico o
fonético. Ambas definiciones son muy proéximas en cuanto a su fonética y escritura lo que
puede inducir a errores.

7.2.6. Probabilidad condicionada y probabilidad total.

Uno de los principales errores es no identificar correctamente el sistema completo de
sucesos del que se compone el espacio muestral. Esto es debido en gran parte a la mala
comprension e interpretacion del enunciado. Otro de los errores mds comunes es el de no
utilizar las probabilidades condicionadas necesarias para el cédlculo o la interpretacion
incorrecta de las mismas.

En muchas ocasiones estos errores pueden llegar a ser de notacién mds que de
concepto, hay que acostumbrar a los alumnos a que escriban todo que realizan, enfatizando
en la importancia de que la notacion utilizada sea la correcta.

7.2.7. Teorema de Bayes

Es frecuente el error en el manejo de la férmula de la probabilidad condicionada y del
teorema de Bayes y la notacion, como ya se ha mencionado en puntos anteriores. Otros errores
se dan a la hora de identificar los datos y decidir si “el problema ha de seguir un camino o
otro”. De igual forma en ocasiones se comenten errores a la hora de asignar las probabilidades
a las distintas ramas de los arboles.

7.2.8. Combinatoria

En este punto de la unidad didéctica el principal error cometido se produce a la hora
de identificar si nos encontramos entre un variacién, permutacién o combinacién. De igual
forma hay numerosos errores a la hora de realizar el conteo, ya que cada problema o ejercicio
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es diferente y hay que pensarlo. Una vez mads, aparece la necesidad de implementar técnicas
de pensar y reflexionar....

Tras el andlisis realizado podemos concluir afirmando que hay que recalcar a los
alumnos la importancia de la notacién matematica, no es suficiente con llegar a la solucion,
sino que han de ser capaces de plasmarla de forma correcta. Por otro lado, es realmente
importante que los alumnos sean capaces de saber realmente qué es lo que estdn haciendo, y
que no se limiten simplemente a aplicar ciertos algoritmos o férmulas para la resolucién de
los problemas. En muchisimas ocasiones al repetir algoritmos se pierde el concepto de lo que
estamos realizando o resolviendo.

Se destaca la importancia de operar mediante fracciones ya que, aunque esto no deberia
suponer ningun tipo de problema la realidad observada en el aula nos dice que para muchos
alumnos si que es dificil utilizarlas correctamente.

Para concluir también se enfatiza en el origen epistemoldgico de las de las definiciones
para que los alumnos sean capaces de realizar asociaciones de conceptos. (Ej: Interseccion de
sucesos, qué es la interseccion de dos calles: el espacio donde ambas confluyen, se unen o se
juntan, el espacio comin a las dos.)
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Capitulo 8
El proceso de estudio

En el presente capitulo se trata de describir el proceso de estudio seguido durante el
transcurso de la unidad didactica del aula de 2° de Bachiller de Matematicas orientadas a las
Ciencias Sociales de la modalidad nocturna, durante la realizacion del Practicum II. Esta
asignatura consta de 4 sesiones por semana con una duracién de 50 min por sesién. En la
distribucién de estas sesiones encontramos la particularidad de que los jueves se imparten dos
clases consecutivas. La verdad es que, a mi juicio, esto permitia aprovechar més el tiempo en
la clase ya que en la segunda hora no se pierde el tiempo de entrada al aula, ni el que los
alumnos suelen tardar en concentrase. También es cierto que al tratarse de dos horas seguidas
al final del dia en ocasiones también se le puede observar que los alumnos acaban cansados.

N2S i

i~ Lunes Martes Miércoles Jueves Viermes

mediodia

iz de Esp Ose E,
M A (B210)

Ecode la em JimE, {Eco de la em JimE,
MM (B210) MM (210}

His de Esp Ose E,
M A (B210)

recreo

Fun de Adm y lim
E, M M (B208)
Psicologia Her S, A
(B210)

Fra (Se idi Bar A, R

18:15 (B301)
18:05 | Ale (Se idiint Ale

His de Esp Ose E,
M A (B210) co de la em JimE,
MM (B210}

19:10 (Mat-Aplala Loz R,
20:00 WV (210

recreo
Mat Aplalaloz R,

MV (B210) Mat Aplala Loz R,
.................................. WV (B210)

Figura 52. - Horario 2° de Bachiller Matemdticas orientadas a las Ciencias Sociales (Nocturno)
Nota: Imagen extraida de (IES Sagasta Logroiio, 2015)

La metodologia utilizada en el transcurso de las clases es mayoritariamente magistral,
aunque cuenta con ciertos rasgos de dialdgica. Esto es debido a que en estas clases de
educacion de la modalidad nocturna el nimero de alumnos matriculado es pequefio (y el
numero de los que acuden regularmente a clase es atin mas reducido) y es posible tener un
feedback continuo con el alumno de manera que esto nos permita saber si comprenden los
contenidos, qué dudas tienen, qué es necesario repasar... Este didlogo continuo profesor
alumno, ha de trabajarse clase tras clase, creando un clima distendido y cercano en el que los
alumnos se sientan cémodos a la hora de preguntar. Esto nos permite adaptar los ritmos de
trabajo si la situacion lo requiere.

Para impartir la siguiente unidad didactica se ha seguido como libro de referencia el
libro de 2° de Bachillerato orientado a las Ciencias Sociales redactado por el CIDEAD,
mencionado y analizado anteriormente (el cual se muestra en los anexos) ademds otros
contenidos de refuerzo, siendo el mas destacado de ello la coleccion de examenes de acceso a
la universidad de La Rioja (EBAU Matemdticas Exdmenes de Matematicas en la EBAU, s.f.).

El capitulo se compone de tres puntos. En el primero de ellos se muestra la distribucién
del tiempo de las sesiones durante el transcurso de la unidad didéctica. En el segundo se
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muestran las actividades adicionales al libro de texto y finalmente se concluye con un punto
en el que se muestran las tareas propuestas al alumnado como trabajo auténomo.

8.1. Distribucién del tiempo de la clase.

En este punto del capitulo se va a detallar como ha sido la distribucion del tiempo a la
hora de impartir la unidad did4ctica. Esta se ha desarrollado a lo largo de 9 sesiones més una
sesion introductoria (0) y una sesién de repaso. De las 10 sesiones la primera de ellas se trata
de una sesion introductoria en la que se comienza por repasar los contenidos y conceptos
Vvistos en cursos anteriores.

En la siguiente tabla se puede ver el calendario con el resumen de los distintos
contenidos impartidos a modo de resumen.

., Jueves 03/03
Lunes 28/02 Miércoles 02/03 T GEEEET
Introduccién al bloque de | Se continua con la Probabilidad de un Introduccidn a los
probabilidad y estadistica. | resolucidn de ejercicios de | proceso. diagramas de arbol
Repaso de conceptos: la sesion anterior. - Propiedades. Ejercicios.
-Experimentos aleatorios. | - Diferencia de sucesos. - Frecuencia relativa.
-Espacio muestral. - Leyes de Morgan. - Regla de Laplace.
-Sucesos. Resolucion de ejemplos. Ejemplos.
-Operaciones con sucesos.
Resolucién de ejercicios () 1 2

.. Jueves 17/02
Lunes 7/03 Miércoles 16/03 12 Sesion 22 Sesion
- Principio de Probabilidad condicionada. | Resolucién de problemas Resolucion de problemas.
multiplicacion. - Tablas contingencia. probabilidad condicionada.
- Diagramas de arbol. Resolucion de ejemplos. - Sucesos independientes.
Ejercicios. 4 5 6

., Jueves 24/03
Lunes 21/03 Miércoles 23/03 R FEEEE
- Probabilidad total. - Teorema de Bayes. Dudas.
- Sistema completo de Ejercicios. Resolucion de problemas.
sucesos.
Resolucion de ejemplos.

9 10

Tabla 20. - Calendario distribucion de las sesiones.

A continuacién, las siguientes tablas exponen detalladamente la distribucién del
tiempo empleado en el desempefio de cada una de las subtareas o secciones en las que
distribuimos las sesiones de la unidad didactica, asi como quién es en encargado de impartirla
y tipo de proceso ensefianza aprendizaje. Dentro de los cinco grandes tipos de procesos
(magistral, dialégica, colaborativa, adidactica, estudio auténomo.) destacamos tres de ellos
que son:

* Magistral. El docente es el encargado de “hacer la clase”, el docente es el protagonista
de la ensefanza y tiene a cargo el desarrollo y la responsabilidad en el progreso de la
actividad. Tanto las fases de regulacion como de institucionalizacién (valida el
conocimiento impartido) son tipicamente magistrales.

* Dialdgica. El docente dialoga con los estudiantes e incorpora sus respuestas en su
discurso, modificando, en el caso de que sea necesario, su argumentacion y las
conjeturas realizadas. No se trata de una organizacién con preguntas retéricas, sino
que se procura evaluar el nivel de logro de los estudiantes y sus necesidades.
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* Estudio auténomo. La tarea personal o un examen son actividades en las que el alumno
ha de trabajar por si mismo, sin la necesidad de alguien mas. La organizacion de estas
dindmicas en las que cada estudiante debe afrontar una tarea, de forma totalmente
autobnoma. Este estudio se puede aprovechar para realizar un seguimiento
personalizado, y de esta forma poder afrontar tareas mas avanzadas (estudiantes con
mayor rendimiento), y del mismo modo acompasar el ritmo y los aprendizajes a las

necesidades de la clase (estudiantes con menor rendimiento).

Estas definiciones aparecen como aclaraciones en la memoria de Practicum II.

Sesién 0: Lunes 28/02

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Valoracidn examen trimestre anterior. 5min Docente Magistral/Dialdgica
Breve introduccidn al bloque de probabilidad y estadistica. | 5min Docente Magistral/Dialdgica
Repaso general de contenidos.

—Exper!mentos aleatorios. 30min Docente Magistral/Dialdgica
-Espacio muestral.

-Sucesos y operaciones con sucesos.

Realizacion de ejemplos 10min Docente Magistral

Sesién 1: Miércoles 02/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Breve repaso de lo visto en la sesidn anterior 5min Docente Magistral/Dialdgica
Explicacién de las Leyes de Morgan y la diferencia de 25min Docente Magistral/Dialégica
sucesos

Realizacidn de ejemplos 10min Docente Magistral
Resolucién de ejercicios 10min Compartida | Magistral

Sesidén 2-3: Jueves 03/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Definicion de la probabilidad de un proceso.

i Propledafjes. . 30min | Docente Magistral

- Frecuencia relativa.

- Regla de Laplace

Realizacidn de ejemplos 20min Docente Magistral/Dialdgica
Introduccidn a los diagramas de arbol 15min Docente Magistral
Resolucién de ejercicios 35min Compartida | Magistral/Dialdgica

Sesién 4: Lunes 7/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Explicacidn del principio de multiplicacion. 10min Docente Magistral
Diagramas de arbol ligados a problemas de probabilidad 10min Docente Magistral/Dialdgica
Realizacion de ejemplos y ejercicios. 30min Compartida | Magistral/Dialdgica

Sesidn 5: Miércoles 16/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Explicacién de la probabilidad condicionada. 20min Docente Magistral
Organizacién de datos mediante tablas contingencia 10min Docente Magistral/Dialdgica
Ejemplos 20min Docente Magistral

Sesion 6-7: Jueves 17/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Resolucidn ejercicios probabilidad condicionada. 20min Compartida | Magistral/Dialdgica
Sucesos independientes. 20min Docente Magistral

Ejercicios 60min Compartida | Magistral/Dialdgica
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Sesién 8: Lunes 21/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Exphcacmn de la Probabilidad total. 25 min Docente Magistral

- Sistema completo de sucesos.

Realizacion de ejemplos 25min Compartida | Magistral/Dialdgica

Sesién 9:Miercoles 23/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Explicacidon Teorema de Bayes. 20min Docente Magistral
Resolucién de ejercicios. 30min Compartida | Magistral/Dialdgica

Sesién 10:Jueves 24/03

Tipo Tiempo [Responsable | Tipo de docencia
Planteamiento de dudas sobre los contenidos de probabilidad. 50min Alumnos Magistral/Dialdgica
Resolucidn de problemas. Compartida | Magistral/Dialdgica

Tabla 21. -Distribucion del tiempo de las sesiones.

8.2. Actividades adicionales planificadas

Como ya se ha mencionado anteriormente, se sigue le libro de referencia, intercalando
éste principalmente con ejercicios de la EVAU planteados en La Rioja en cursos anteriores.

El libro se les proporciona a los alumnos de forma gratuita en formato pdf a través de
la plataforma de Office 365. El acceso de los centros educativos, los docentes del equipo
directivo y el alumnado es habilitada por el Gobierno de La Rioja, desarrollada en el marco
de la innovacion y formacioén, para facilitar tanto el intercambio de informacién y contenido
(equivaldria al Classroom que se utiliza en Navarra).

Tanto el alumno como el docente tiene acceso a todos a las funcionalidades de Office
356 siendo las més utilizadas el SharePoint mediante en el que se cuelgan los documentos a
los que queremos que el alumno tenga acceso, y el Outlook, (correo de Office) para
comunicarse con ellos.

SharePoint 0 = & 9 \( R )
@ ]
PMS21_N2_MCS Grupo privado ¥ Nosesigue & 14 miembros

nicio T Cargar E= Editar en vista de cuadricula £ Sincronizar = Todos los documentos Y G s
=)

Conversaciones
0 Documentos It

Documentos
= @ Nombre Modificado Modificado por ~ Agregar columna

Compartido con nosot...
Bloc de notas 12 Evaluacién

= 22 EVALUACION

& Agregar chat en 32 Evaluacion

Dstos adjuntos de correc electrénico

I8k 21-22_Dosier informativo EBAU.pdf
IS EJERCICIOS LOGICA ¥ PROBABILIDAD (Solu... 13 demayo M Valie Lozano Ramas

B} listado_calculadoras_ebau.pdf

Volver a la version clasica de

Figura 53. - Office Gobierno de La Rioja.

A través de esta plataforma el docente facilita dos pidginas webs en las que los alumnos
pueden encontrar una infinidad de recursos extra que les pueden servir para afianzar y asimilar
mejor los conceptos impartidos y reforzarlos.

En la primera de ellas, solucionarios 10, se facilitan los solucionarios a ejercicios y
problemas de la gran mayoria de las asignaturas impartidas de distintas editoriales. Para 2° de
Bachillerato CC.SS. se cuenta con los siguientes solucionarios: (Solucionarios10, s.f.)
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* Solucionario Matemdticas 2 Bachillerato Anaya

¢ Solucionario matematicas 2 Bachillerato Santillana
e Solucionario Matematicas 2 Bachillerato SM

e Solucionario matematicas 2 Bachillerato Editex

¢ Solucionario Matematicas 2 Bachillerato Oxford

Estas actividades complementarias son de cardcter opcional y en ningin momento se
han tratado en clase a diferencia de la coleccion de exdmenes de la EvAU.

La segunda pagina web es EVAU Matemdticas en la que el alumno puede acceder
facilmente a los exdmenes de acceso a la universidad de cada comunidad auténoma de los
ultimos afios (desde 2017).

8. 3. La tarea: actividad autonoma de los alumnos prevista

A la hora de analizar este dltimo punto del capitulo se ha de tener en cuenta que las
clases se imparten en modalidad nocturna, con sus caracteristicas y peculiaridades. Es cierto
que aunque conforme va aumentando los cursos las tareas que se les mandan a los alumnos
dejan de estar tan pautadas y pierden ese criterio de obligatoriedad, no es tan extrafio que en
2° de Bachiller atn se les siga mandando ciertas actividades de trabajo auténomo, las cuales
cuentan para nota... En nuestro caso, un 20% del peso de la nota final de la asignatura
corresponde a la realizacién de una serie de actividades propuestas por parte del docente. En
este caso y debido a que la docente iba justa de tiempo para el desempeiio tanto de la presente
unidad didéctica como de las siguientes se les propuso el cuestionario realizado como trabajo
autbnomo, reconociendo y valorando el trabajo y esfuerzo que responder este cuestionario
puede llegar a requerir, con este 20% de la nota mencionado anteriormente.

Es por todos es tristemente sabido que si a los alumnos se les dice que un tema,
problema o ejercicio no cuenta para nota o no va a entrar en el examen la mayoria de ellos no
van a dedicarle ni un dpice de atencion o esfuerzo a comprender el tema o resolver el problema
0 ejercicio.

No se le manda tarea propiamente dicha a excepcién de lo ya mencionado, lo que si se
les proponen son ciertos ejercicios tanto del libro como de la coleccién de exdmenes de la
EvAU, los cuales van a ser resueltos en clases posteriores para ver las dificultades que tienen
y poder enfrentarse a ellas antes de su resolucion. En muchas ocasiones si los alumnos no
tienen dificultades y el docente no lo cree oportuno algunos problemas no se resuelven en
clase, sino que en ellas se realizan otro tipo de actividades u problemas. Es aqui donde se ve
claramente el feedback continuo entre alumno y profesor.

Podemos concluir afirmando que no es necesario mandar una serie de actividades para
realizar de manera autonoma de forma claramente pautada, ya que las realidades de los
alumnos son muy variopintas y por lo general éstos ya tienen la madurez necesaria para
organizarse como creen oportuno. El que tiene interés viene a clase con dudas, pregunta por
ejercicios de refuerzo.... y el que no tiene interés no va a realizar las actividades propuestas
sean de caricter obligatorio o no.

Muchas veces se ve una clara diferencia entre aquellos alumnos que quieren realizar
la prueba de acceso a la universidad y los que solamente quieren obtener el titulo de
bachillerato. Los que pretenden realizar la prueba de acceso suelen pedir més ejercicios de
refuerzo, y trabajan maés en ellos, lo que implica que platean mds dudan en clase, proponen la
resolucion de ciertos problemas....
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Capitulo 9
Experimentacion

En el dltimo capitulo del trabajo se detalla la experimentacion llevada a cabo en el
Précticum II durante el desempeino de la unidad didactica referente a la probabilidad. Se ha
disefiado un cuestionario en el que no aparecen problemas o ejercicios “tipo” sino que se trata
de ver si los alumnos son capaces de pensar reflexionar y junto a los contenidos impartidos
utilizar la 16gica y el ingenio para conseguir llegar a las soluciones.

En este proceso de estudio es el docente el encargado de impartir la mayor parte de las
sesiones, aunque el docente en practicas participa activamente en parte de ellas, tanto en el
disefio y preparacion de las actividades, como en momentos puntuales en el desempefio de las
clases.

En primer lugar, se va a realizar una explicacion del proceso seguido a la hora de
realizar el cuestionario, para continuar analizando las cuestiones y comportamientos
esperados y concluir analizando y discutiendo los resultados. El cuestionario que se va a
presentar a los alumnos se engloba dentro del 20% de la nota que los alumnos tienen destinado
al trabajo auténomo.

9.1. Muestra y diseiio de la experimentacion

En el primer punto del capitulo se estudia la muestra a la cual se le va a realizar el
cuestionario. El cuestionario se ha realizado en el instituto L.LE.S. Praxedes Mateo Sagasta en
la clase de 2° de Bachiller de matematicas orientadas a las Ciencias Sociales de la modalidad
de nocturno con las caracteristicas propias de esta modalidad.

En ambas modalidades de estudio (tanto diurna como nocturna) la asistencia a clase es
obligatoria para poder optar a la evaluacion continua (no es posible faltar a mas del 25% de
las clases), pero a diferencia del del Bachillerato diurno, en esta modalidad nocturna se pueden
repetir inicamente aquellas asignaturas que el alumno tiene suspensas sin necesidad de tener
que repetir el curso completo. Es también posible asistir a un curso completo, ademds de las
asignaturas pendientes del curso anterior, durante un mismo afio lectivo.

En cuanto al perfil del alumnado, en numerosos casos son alumnos que ya estdn un
poco desilusionados con la educacién convencional, no han llegado a adaptarse correctamente
en sus institutos de origen, tienen cargas laborales o familiares que les hicieron abandonar los
estudios y posteriormente los han retomado, o simplemente compaginan estudios y trabajo....
En definitiva, nos encontramos ante un alumnado heterogéneo.

La clase se compone de un total de 12 alumnos de los cuales 4 han abandonado
totalmente la asignatura y solamente 5 alumnos tienen intenciones de presentarse a las pruebas
de acceso a la universidad.

El alumnado mads representativo de la clase es aquel que procede de otros centros tras
ya haber cursado Bachiller y a al que le quedan ciertas asignaturas pendientes (en muchas
ocasiones tienen pendientes una asignatura tanto de 1° como de 2° de bachiller). Esto queda
reflejado claramente en las asignaturas impartidas por el centro. Este oferta tanto la modalidad
a distancia como nocturna de matematicas de “ciencias puras” y de matematicas orientadas a
las ciencias sociales, tanto de 1° como de 2° de Bachillerato.

Para que salgan adelante la modalidad presencial, se han de matricular un minimo de
8 alumnos (no es un nimero fijo, sino que puede variar a funcién del criterio del inspector de
turno) y por lo normal, para 1° de Bachiller nunca se llega a este minimo por lo que se imparten
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solamente la modalidad a distancia, mientras que para 2° de Bachiller lo usual es que se
imparta tanto la modalidad a distancia como la nocturna.

En cuanto al nivel de mateméticas, como ya hemos mencionado anteriormente, gran
parte de los alumnos llegan al instituto con las ultimas asignaturas que tienen pendientes por
lo que hay una gran heterogeneidad también en cuanto conocimientos, en los que algunos de
ellos si que tienen un nivel acorde a la etapa de estudio mientras que otros presentan mayores
dificultades.

9.2. El cuestionario

El objetivo del cuestionario es el de analizar si los alumnos han comprendido el
contenido de la unidad didactica y son capaces de ir mds alld y razonar ante distintas
situaciones en las que tengan que utilizar la lI6gica y el ingenio. Se huye de los ejercicio “tipo”
o estandar para hacer reflexionar a los alumnos, trabajar el andlisis critico, razonamiento, la
comprension e interpretacion lectora...

Durante el proceso de aprendizaje el docente trata de fomentar estas estas pautas de
aprendizaje, introduciendo a los alumnos en sus clases algunos juegos o retos a los alumnos
como analizar la frase “La mayor parte de las personas tienen un niimero de piernas superior
al de la media” ;Creéis que es cierta? ;A qué se debe? De esta forma se fomenta la
participacion y el debate de la clase... Que levanten la mano los que crean que... ;Por qué?

Otro de los retos que se ha propuesto a los alumnos, fue el de decirles. Si tenemos un
dado trucado en el que la probabilidad de que salga 1 es el doble de la que salga cualquiera
del resto de los niimeros. ;Cudl es la probabilidad de que salga cada uno de los valores?

P(1r213r4r516) = (2pl pl p’ p’ p’ p)
1
2p+p+p+p+p+p= 1luegop=7

Para la realizacion del siguiente cuestionario se elabord una primera seleccion de
ejercicios que se dejaran en los anexos, de los cuales se seleccionaron seis de acuerdo a ciertas
caracteristicas como la dificultad y los contenidos trabajados, para que sean lo més adecuados
posibles al nivel observado en la clase.

A continuacién, se exponen los enunciados de los seis problemas planteados en el
cuestionario. Aunque claramente los tres primeros ejercicios son mds sencillos que los tres
siguientes, no se ha querido ordenar en orden de dificultad ya que es necesario que los alumnos
se enfrenten a todos los problemas, y, en muchas ocasiones si saben que éstos estdn ordenados
por dificultad, si no saben hacer un problema, ni lo intentan con el siguiente.

Se ha puntuado cada problema planteado, siendo la puntuacién de cada uno de los
ejercicios diferente, en funcion de la dificultad y niimero de cuestiones que se incluyen en €l.

Los ejercicios que plantean mds de una cuestion se exponen €stas en orden creciente
de dificultad.

Problema 1.

Supongamos que la probabilidad de que nazca un nifio es exactamente igual a la de
que nazca una nifia, aunque en realidad se sabe que no son exactamente iguales. Una pareja
tiene dos hijos.

a) ¢;Cudl es la probabilidad de que los dos hijos sean nifios? (0.5 puntos)
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b) (;Cudl es la probabilidad de que los dos hijos sean nifios, si el mayor es un nifio? (0.5
puntos)

¢) (Cudl es la probabilidad de que los dos hijos sean nifios, si al menos uno de los hijos
es un nifio? (0.5 puntos) (Villatoro, 2010)

En el primero de los problemas planteados, se abordan diferentes estdndares de
aprendizaje evaluables como pueden ser el 1.2. Calcula probabilidades de sucesos a partir de
los sucesos que constituyen una particion del espacio muestral y 1.1. Calcula la probabilidad
de sucesos en experimentos simples y compuestos mediante la regla de Laplace, las formulas
derivadas de la axiomadtica de Kolmogorov y diferentes técnicas de recuento que a su vez se
corresponden con los descriptores EA3. Espacio muestral y sucesos, EA4. Calculo de
probabilidades. Regla de Laplace, EAS5. Probabilidad compuesta y EA6. Probabilidad
condicionada.

Problema 2.

Se lanza un dado y se introducen en una caja tantas bolas blancas como indica el
niimero obtenido, se vuelve a lanzar el dado y se introducen en la caja tantas bolas negras
como indica el niimero obtenido, y a continuacion se saca de la caja una bola al azar. ;Cudl
es la probabilidad de que sea blanca? (1.5 puntos) (Frabetti, El juego de la ciencia.
Probabilidades sorprendentes., 2021)

El segundo problema planteado, aborda el estandar de aprendizaje 1.1. (célculo de
probabilidades en experimentos compuesto), que a su vez se corresponde con los descriptores
EA3. Espacio muestral y sucesos, EA4. Célculo de probabilidades, regla de Laplace, EAS.
Probabilidad compuesta y EA6. Probabilidad condicionada.

De igual forma y como ya se ha mencionado con anterioridad, en la realizacién de este
cuestionario cobra una especial relevancia el Bloque 1 de Procesos, métodos y actitudes en
matematicas y se utilizarian los estandares:

* 1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la
resolucion de un problema, con el rigor y la precision adecuados,

* 2.1. Analiza y comprende el enunciado a resolver (datos, relaciones entre los
datos, condiciones, conocimientos matematicos necesarios, etc.),

» 2.3. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento en la resolucion
de problemas, reflexionando sobre el proceso seguido y

e 3.2, Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y razonamientos
explicitos y coherentes.

Problema 3.

Cierta convencion reunia a cien politicos. Cada politico era o bien deshonesto o bien
honesto. Se dan los datos:

* Al menos uno de los politicos era honesto.
* Dado cualquier par de politicos, al menos uno de los dos era deshonesto.

/ Puede determinarse partiendo de estos dos datos cudntos politicos eran honestos y
cudntos deshonestos? (1.5 puntos) (Cinta de Moebius. Exprime tu mente., s.f.)

El siguiente problema podria relacionarse con el estandar 1.2. (hay que reconocer los
posibles sucesos del experimento, suceso seguro e imposible) relacionado con el descriptor
EA3. Espacio muestral y sucesos.

De igual forma que en el anterior se pueden aplicar los siguientes estdndares del bloque
1: 1., 2.1. y 3.2. (estos se refieren principalmente a la correcta comprension, razonamiento,
argumentacion y la forma de expresar el resultado)
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Problema 4

Alicia, Bob y Carol conciertan un duelo triple. Alice no es buena tiradora: solo da en
el blanco 1/3 de las veces. Bob es mejor: da en el blanco 2/3 de las veces. Carol es infalible:
siempre acierta. Disparan por turnos: primero Alicia, luego Bob, luego Carol, luego de nuevo
Alicia y asi hasta que solo quede uno de los tres. En su turno cada uno es libre de disparar a
quien crea oportuno ;Cudl es la mejor opcion de Alice en su primer turno? (1.75 puntos)
(Frabetti, El juego de la ciencia. Nimeros vampiros., 2021)

El siguiente ejercicio se relaciona con los estdndares de aprendizaje evaluables .2.
(sucesos y espacio muestral) y 1.4. Resuelve una situaciéon relacionada con la toma de
decisiones en condiciones de incertidumbre en funcién de la probabilidad de las distintas
opciones, que se relacionan con los descriptores EA2. Experimentacion e interpretacion y
EA3. Espacio muestral y sucesos.

Este ejercicio espera que se realice de forma argumentativa, no mediante el cdlculo
estricto de las probabilidades, por lo que cobra una especial relevancia nuevamente el bloque
1 siendo estos, 1.1., 2.1., 2.2. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados
de los problemas a resolver, contrastando su validez y valorando su utilidad y eficacia, 2.3. y
3.2. A los estindares de aprendizaje ya mencionados se le afiade la importancia de la
realizacion de estimaciones y la contrastacion de los resultados.

Problema 5.

El tio Henry, la tia Em y Dorothy meten sus brazos sucesivamente y en este orden en
lava hirviendo. Las probabilidades de sobrevivir a la prueba son del 50 %, y gana el primero
que sobreviva. ;Cudles son las probabilidades de ganar de cada uno? (1 punto) (Frabetti, El
juego de la ciencia. Probabilidades sorprendentes., 2021)

;Demasiado facil? Supongamos que el macabro juego no termina con el primer
superviviente, sino con el primer muerto. ;Qué probabilidades de sobrevivir tiene Dorothy?
(1 punto) (Frabetti, El juego de la ciencia. Nimeros vampiros., 2021)

Tanto en la primera como en la segunda parte del problema, se aplican los estdndares
1.1. (relacionada con el cédlculo de probabilidades). De igual forma en ambas serian aplicables
los estdndares del 1* bloque 1.1., 2.1, 2.3., 3.2 (comprensién, razonamiento y argumentacion)
y 6.2. Usa el lenguaje, la notacién y los simbolos matematicos adecuados al contexto del
problema de investigacion.

La principal diferencia es que en la segunda parte del problema también se aplicaria el
estdandar 5.1. Profundiza en la resolucién de algunos problemas planteando nuevas preguntas,
generalizando la situacién o los resultados, etc., ya que los alumnos han de realizar ciertas
reflexiones para poder dar una solucion al problema y argumentar su respuesta.

Problema 6.

El faraon Apofis envejecia y le faltaba decidir a qué sirvientes iba a llevar a su
siguiente vida. Tenia dudas con Ahmed, el escriba con el que disfrutaba jugando a los
acertijos, pero sabia que para llevarlo con él lo tendria que sepultar vivo y lo respetaba
demasiado para hacerle eso. Penso que lo mejor seria que un ‘ultimo acertijo fuera el que
tomara la decision. He aqui lo que hizo escribir en su testamento: A mi muerte el gran
sacerdote deberd preparar 100 perlas: 50 perlas negras y 50 perlas blancas. Cada uno de
mis servidores serd invitado a depositar dichas perlas en dos jarrones opacos. Tendrdn
derecho a distribuir las perlas como quieran. Cuando todas las perlas se encuentren en los
jarrones, el gran sacerdote entrara en la sala, escogerd uno de los jarrones al azar y tomaria
una perla. Si es blanca, se sacrificard al servidor. Si es negra, el servidor se salvard. Ahmes
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se salvo porque fue inteligente para colocar las perlas de forma que la probabilidad de que
el gran sacerdote sacase perla negra fuese la mdxima posible, ;como lo hizo? (1.75 puntos)
(Asin)

En el dltimo de los problemas planteados los estdndares aplicables del bloque de
probabilidad serian el 1.2. y 1.4. (célculo de probabilidades y toma de decisiones). De igual
forma que es casos anteriores, del bloque 1 se trabajan los estdndares 1.1.,2.1.,2.2. 2.3.y 3.2.
Comprende, razona argumenta y contrasta las soluciones utilizando un lenguaje y notacién
adecuados.

9.3. Cuestiones y comportamientos esperados

En el presente apartado se exponen los resultados esperados para cada uno de los
ejercicios planteados. Se proponen distintas soluciones concordes a los métodos de resolucion
y notaciones utilizadas a lo largo de la unidad didéctica.

Problema 1

mye = {Ser de sexo masculino (nifio) el primero de los hijos (Mayor)}
mye = {Ser de sexo masculino (nifo) el segundo de los hijos (Menor)}
1.1. Mediante tablas de contingencia
a) De los cuatro posibles resultados solo en uno los dos hijos son varones, por lo que la
probabilidad es de 1/4.

P(mlg N ng) = Z

b) De los dos posibles casos en el que el hijo mayor es nifio, solamente en uno de ellos

el menos va a ser nifio, por lo que la probabilidad va a ser de .1/2.
1
P(ng/mlg) = E

¢) Sdlo hay tres casos posibles en los que al menos uno de ellos sea hijo, y solamente
en uno de los tres casos los dos son hijos, luego la respuesta es 1/3.

P(mlg n ng/mlg U ng) ==

3
Mayor Menor Mayor Menor
m f |muf 711 f |muf
m l/4)1/4 1/2 m 1/4 D1/4 1/2
fol1a 14 12 foTLa 14| 1/2
mUf | 1/2 1/2 1 mU f | 1/2 1/2 1
Mayor Menor
T f |muf

m 1/4 D1/4 1/2

f /4 [1/4] 1/2

mUf [ 1/2 1/2 1

Figura 54. - Problema 1. Solucion mediante tablas de contingencia de los apartados a, by c.
a) 2° Mediante diagramas de arbol:

1
P(mlg N ng) = Z
b)

P(mqe N'my0)
P(mlg)

| = ] =
1]
[NCY N

P(ng/mlg) =
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c)

1
P(mye N'Myo) * P(Mye UMpe/mye) 7*1 1
P(m19 n ng/mlg U mZ‘—’) = P(mlo U m20) - - §

1
P(mye Nmy) = 2

1
P(mye Nmye) = 7

1
7
Mo
l <
2
1
P(f ) ng) ) Z
<
1

P(f1e 0 f0) =2

Figura 585. - Problema 1. solucion mediante diagrama de drbol.

El primero de los problemas se ha modificado un poco la nomenclatura, en vez de nifio
y nifia, se ha optado por poner masculino o femenino con el objetivo de que la nomenclatura
pueda inducir a errores. De igual forma en vez de hijo mayor o menor se habla del 1°y 2° hijo.

Se trata de un problema sobre el célculo de probabilidades, el cual es el mas “estandar”
de los que han sido planteados. Se proponen dos formas de resolver el problema, mediante la
organizacion de los datos en tablas de contingencia o diagramas de arbol.

En la primera de las opciones es relativamente sencillo, teniendo los casos bien
identificados, contar los casos favorables y los posibles en funcién de las condiciones
descritas. Van a tener toda la informacién detectable de un vistazo (en forma de frecuencia
absoluta).

Si el alumno toma como método de resolucion los diagramas de 4rbol a la hora de
realizar los dos primeros apartados no va a tener ningin tipo de problema o dificultad,
mientras que éstos si que pueden aparecer en la tercera cuestion, en la que el planteamiento y
la descripcion formal del mismo ya no son tan sencillos y se pueden llegar a complicar.

Realmente se espera que este tercer apartado lo realicen mediante la tabla de
contingencia, o en el caso de que se efectie mediante un diagrama de arbol, se aborde esta
ultima cuestion realizando un simple cuenteo de casos que facilita mucho la resolucién.

Problema 2

Se puede y se espera que se resuelva sin cdlculos, pues basta con darse cuenta de que
las bolas blancas y negras son intercambiables, por lo que, dada la simetria de la situacion, la
probabilidad tanto de que la bola sea blanca como negra es de 1/2.

1B = {Introducir una bola blanca en la caja.}
1N = {Introducir una bola negra en la caja.}

P(1B) = Probabilidad de introducir una bola blanca en la caja
= Probabilidad de sacar un uno en el primer dado

P(1N) = Probabilidad de introducir una bola negra en la caja
= Probabilidad de sacar un uno en el segundo dado

P(SB) = Probabilidad de sacar una bola blanca tras realizar el priemer experimento de introducirlas
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P(18n m):ai6 P(SB/1B 0 1N) =%(12)
PUBAN) =2 PISBAB AN = ¢ 15)
(1B 3N) = = P(sBAB N3N = = (1
3N ol a8 e nam = (3 T (1+1+1+1+1+1)7223
| . "36\2 3 4 5 6 7/ 5040
m PUBN ) = 2 P(SB/1B n4N) =33(-5-)
P(1BN 5wl=-31-5 P(SB/1B nSN) =3ls(le)
m P(18n am:% P(SB/1B n6N) =3l6(17)
PQEA N = 5 P(SB/2B A 1) =%(33)
1 12
2N P2B 2N = o P(SB/2B n2M) =5 (—‘)
- P(2B 3N) = = P(5B/2B n3N) o f 12 2 2 2 2. 2 341
3N =3 =ﬁ(_5)
PSB/2B) == (S + 2+ 24 24 S45) =
) s 36\3t1t 56T 78/ 5040
“ P(2B04W) = 2 P(SB/2B n4N) =-3—5(—ﬁ)
P2BN SN = o PISB/2B ASN) = 2 (37)
m P(2Bn 6Nl=% P(SB/1B 1 6N) =%(%)
P(38n m):sis P(SB/3B n 1N) n%(%)
1 1 /3
P(3B02M) = ¢ P(SBAB 2N = 3 —5)
- P(3BN 3N)=% P(SB/3B n3N) =3i6(%)
1/2 2 3 3 3 3 2509
3B P(SB/3B)=—(—+—+—+—+— —)=—
- m PGEN 4N = 5 P(SB/3B n4N) =3i5(37) 36\4 5 6 7 8 9/ 30240
P(3Bn smz-;l-é P(SB/3B nSN) :-335(%)
m P(3Bn 6N]=% P(SB/3B n6N) =3l6(%)
P(4B n1N) a% P(SB/4B n1N) “%s(is)
P(4B n2N) :% P(SB /4B n2N) =%(%)
1 1 74
P4B N30 = P(SB/4B N3N) =2 (—7) — " (4 i " 4+ 4 i 4+ 4 ) o
1 1 74 36 \5 6 7 8 9 10/ 22680
“ PL4B 04N = P(SB /4B n4N) :R(_a)
P(4B n5N) =% P(SB /4B n5N) =3Ls (%)
PU4B N 6N) :% P(sa/qsnsw):als(%)
P(sBn mn:% P(SB/SB 0 1N) :%(Ee)
P(sBn zm:% P(SB/SB n2N) :%(37)
P(SBN 3w)=% PSB/SE n3N) =%(%)
156 5 5 5 5 5
’ wifs P(SB/SB)=§5 (_6+ F+tg+gt Tﬁ+ﬁ)= 0.102297
P(sBN -m):ﬁ P(SB/SB n4N) :E(_g)
P(SB n5N) :% P(SE/SB N SN) :%(%)
1 1 5
m P(sEn6N) == P(SB/5B n 6N) =E(ﬁ)
1 1 /(6
P(6BN 1N) = o P(SB/6B 0 1N) :3_5(_7)
1 1 (6
P(6BN zar):ﬁ P(5B/6B n2N) :3(—3)
(6803 == ¢ -2 (%)
aN Pl6BN3W) = - PisB/EB 3N =3 (3 TEITLE T
ﬂ ) . PB/6B) =57 (5+ 5+ 5+ 75+ 17 +13) = 0108868
Pl6E naN) =5 PsB/6E 0 4D == (ﬁ)
1 1/(6
PlsB nSW) - PSB/6B 0 SN) 2 (ﬁ)
(68 n6N) = ( -2 (%)
P(6B n6N) =5 #(seB 06N =3¢ (35

223 341 2509 2131
P(SB) = P(B/1B) + P(B/2B)+ P(B/3B) + P(B/4B) + P(B/5B)+ P(B/6B) = m+ m+ m‘f m+ 0.102297 + 0.108868 ~ 0.5

Figura 56. - Problema 2. Solucion mediante diagrama de drbol.
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No obstante, para todos aquellos que traten de resolver el problema contando casos,
ya no resulta tan evidente, pero podrian llegar a la solucién. El conteo de casos no es nada
sencillo ademés de que se dan un elevado nimero de posibilidades, por lo que también es
laborioso, pero si éste se organiza bien mediante un diagrama de arbol, no es nada
descabellado que lleguen a la solucién.

De igual forma mediante la realizacion de estos cdlculos de probabilidad el alumno
puede comparar su hipdétesis inicial y contrastar los resultados. A veces lo que parece muy
intuitivo puede resultar engafioso, més si cabe en el bloque de probabilidad.

Problema 3

El primero de los datos me indica que por lo menos uno de los politicos es honesto. En
el segundo de los datos nos dice que, si cogemos una pareja cualquiera, al menos uno de ellos
va a ser deshonesto.

Para ello es necesario que los otros 99 sean deshonestos, ya que si tuviéramos dos
honestos, tomando esa pareja, no se cumpliria el segundo requisito. Es la tnica forma en la
que podemos asegurar que se cumplan los dos requisitos.

Este ejercicio es probablemente el mas sencillo de los que han sido planteado por los
que se espera que practicamente la totalidad de los alumnos lleguen a la conclusién correcta
y sean capaces de interpretarlo.

Se pueden apoyar en pictogramas, o representarlos de alguna forma.... De igual forma,
siempre es necesario que se contraste la solucién obtenida con los requisitos del problema,
para cerciorarse de que es correcta la solucion.

Problema 4

En el siguiente problema se espera que los alumnos lleguen a una solucién mediante
una argumentacion como la que se muestra a continuacion, concluyendo que la mejor opcién
que garantiza que Alicia sigue con vida tras la primera ronda es:

* La mejor opcion para Alicia es disparar al aire.
* Elsiguiente en disparar serd Bob, que podemos presuponer que disparara contra Carol,
ya que es la mds que mejor punteria tiene. Entonces pueden ocurrir dos opciones:
* Si Bob acierta y mata a Carol solo quedarian vivos, Alicia y Bob, siendo el turno
de Alicia, y teniendo de esta forma una elevada probabilidad 1/3 de salir victoriosa.
* Si por el contrario Bob falla su disparo y no mata a Carol, serd Carol quien tenga
el turno y escogera disparar contra Bob a quien matard seguro ya que nunca falla.
* Nuevamente quedarian vivos Alicia y Carol, y el turno corresponderia a Alicia
que sigue teniendo 1/3 de probabilidades de ganar, aun siendo la que peor
punteria tiene.

Si, por el contrario, Alicia no opta por disparar al aire pueden ocurrir los siguientes casos:

* Alicia dispara a Bob y acierta, el turno corresponde a Carol que mata a Alicia.
* Alicia dispara a Bob y falla, Bob dispara a Carol y falla y Carol mata a Alicia.
* Alicia dispara a Bob y falla, Bob dispara a Carol y acierta: (2/3)(2/3)=4/9. Turno
de Alicia con probabilidad 1/3 de matar a Bob.
* Alicia dispara a Carol y acierta, el turno corresponde a Bob que tiene 2/3 de
probabilidad de matar a Alicia, luego la probabilidad de que Alicia siga con vida con
1/3 de probabilidad de matar a Bob es: (1/3)(2/3)=1/9.
* Alicia dispara a Carol y falla, Bob mata a Carol: (2/3)(2/3)=4/9 y llega el turno de
Alicia con probabilidad 1/3 de matar a Bob.
* Alicia dispara a Carol y falla, Bob dispara a Carol y falla y Carol mata Alicia.
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La probabilidad de que Alicia quede viva al pasar el primer turno es de 4/9 si opta por
disparar a Bob y de 5/9 si dispara a Carol. En ningin caso tiene la seguridad de seguir con
vida para la segunda ronda.

Si el alumnado trata de resolverlo realizando el célculo de probabilidades el problema
se complica y les puede llegar a resultar realmente dificil encontrar la solucién correcta, ya
que ésta no es para nada intuitiva, sino que, al contrario, a priori no es la solucién que
esperarfamos.

Muchos de los alumnos previsiblemente argumenten que la mejor de las opciones es
que en el primer turno de Alicia dispare a Carol, (ya que es la que mejor punteria tiene), pero
contrastando esta hipétesis se llega a la conclusién que no es la mejor opcion para que Alicia
salga del duelo victoriosa.

Problema 5
En el 5° problema el tio Henry tendrd una posibilidad de ganar de 0.5.

Para que gane la tia Em ha de suceder que pierda Henry y luego ella gane por lo que
la probabilidad serd de 1/2 x 1/2=1/4 = 0,25

Por tdltimo, para que gane Dorothy ha de suceder que pierdan los dos anteriores y ella
gane, por lo cual la probabilidad serd de 1/2 x 1/2 x 1/2 =1/8 = 0,125.

MH = {Pierde Henrry = Muere Henrry}
VH = {Gana Henrry = Vive Henrry}

Figura 57. - Problema n° 4. Resolucion del 1°" apartado mediante diagramas de drbol.

P(GH) = P(VH) = % =05

P(GE) = P(MH) x P(VE) = —+ = =2 =

S5 =7=025
111 1
P(GD) = P(MH)x P(ME) x P(VD) = %> > === 0125

Para la resolucion de esta primera parte del problema se espera que los alumnos
utilicen la estrategia del diagrama de arbol. Este diagrama tiene la peculiaridad de que
mientras una de las ramas (la del caso de victoria) acaba si el suceso ocurre (ya que el juego
habria terminado con la victoria), la otra se desgrana nuevamente en las otras dos opciones de
vivir y morir, y esto vuelve a ocurrir hasta que le llega el turno a Dorothy.

En la resolucion de esta primera parte del problema los alumnos, a priori no deberian
tener ningun tipo de dificultad si son capaces de interpretarlo correctamente e identificar
cuando se termina acaba el juego.

En cuanto a la segunda cuestion, la probabilidad de sobrevivir de Dorothy serd que la
suma de las probabilidades de que sobreviva el tio 1/2 més la probabilidad de que sobreviva
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la tia 1/2 x 1/2=1/4 = 0,25 maés la probabilidad de que sobreviva ella en el caso de que llegue
su turno 1/2 x 1/2 x 1/2 =1/8 = 0,125. La suma de estas tres probabilidades serd de 0.875.

Figura 58. - Resolucion del 2° apartado mediante diagramas de drbol (1° ronda).

1 1 1 7
P(GD) = P(MH) + P(ME) + P(VD) = 5 + 7 + 8-8" 0.875
Lo que ocurre en este caso es que ha sobrevivido a la primera ronda, pero el juego
continua y si ninguno de sus tios muere, sera su turno nuevamente siendo las posibilidades de
sobrevivir a la segunda ronda:

Figura 59. - Resolucion del 2° apartado mediante diagramas de drbol (2° ronda).
P(GD) = P(MH,) + P(ME,) + P(MD,) + P(MH,) + P(ME,) + P(VD,)
—1+1+1+ ! + ! + ! = 63—09843
2 48 16 32 64 64
Y asi se podria continuar jugando, origindndose un arbol infinito en el que las
probabilidades de sobrevivir cada vez sean menores.

De acuerdo con lo que se ha explicado el alumno ha de realizarse ciertas preguntas
como (La solucién a la que se quiere llegar es la de victoria en la primera ronda? ;Cudndo
acaba el juego? O en su defecto argumentar la respuesta obtenida.... Debe darse cuenta de
que este problema podria entrar en un bucle infinito que nunca se acabaria. No se espera que
la totalidad de los alumnos llegue a estas conclusiones, pero si que al menos algunos de ellos,
sean capaces de ir mds alld de lo que el problema plantea y obtenga estas conclusiones.

Problema 6

El alumno deberia de llegar a la conclusion de que la mejor de las opciones es colocar
1 sola perla negra en uno de los jarrones y las otras 99 en el otro. En este caso la probabilidad
de sacar negra es si elige el jarrén en el que estd sola la perla negra es total y si elige el otro
jarrén es 49/99.

49

. 1 1 74 . _
La probabilidad de sacar negra es 7 X 1+ X 55 597 cualquier otra reparticion

disminuye la probabilidad de sacar la bola negra.
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Es un problema en el que se trata el calculo de probabilidades propiamente dicho, pero
desde otro enfoque en el que los alumnos han de realizar sus propias hipétesis y luego
contrastarlas de forma que lleguen a la solucién adecuada... No es un problema dificil, pero
hay que pensar, por lo que se espera que mientras algunos de los alumnos llegan a una solucién
correcta, otros no sean capaces de llegar ésta.

Para concluir el presente punto del capitulo, teniendo en cuenta que no son esperables
muy buenos resultados en el cuestionario, porque el nivel de la clase no es el mejor, por lo
que se han planteado ejercicios en los que la dificultad varia notablemente de unos a otros; asi
podemos observar hasta que donde son capaces de llegar los alumnos. De igual forma, aunque
muchos de los ejercicios los van a ser resueltos de forma muy intuitiva, queremos observar si
la argumentacion seguida es correcta. También se analiza si la notacion utilizada es rigurosa
y adecuada y si se ponen en préctica las distintas técnicas 0 métodos utilizados a lo largo de
la unidad didéctica.

9.4. Resultados

Tras analizar la realizacién del cuestionario y los comportamientos esperados en este
punto del capitulo se muestran los resultados obtenidos en el mismo. Como ya hemos
mencionado anteriormente, el cuestionario estaba valorado con el 20 % de la nota destinada
al trabajo autébnomo de los alumnos y la puntuacién de cada uno de los ejercicios se encontraba
claramente definida.

A la hora de cuantificar la nota se ha valorado positivamente el esfuerzo de los
alumnos, dando por vélido en ciertas ocasiones el resultado de la prueba, aunque este no esté
totalmente argumentado correctamente (esto es algo anecdético que se acordd con el tutor del
instituto para fomentar la participacion, y con lo que no estoy de acuerdo totalmente). Como
se ha podido observar claramente, no es la mejor época del afio para realizar un cuestionario,
y menos de estas caracteristicas. No se trata de ejercicios estdndar que les sirva para repasar
lo que es posible que les pongan en el examen de la asignatura o en las pruebas de acceso a la
universidad, por lo que en cierto modo hay que recompensar el esfuerzo en este tramo final
del curso. Tras corregir los ejercicios algunos de los que los han entregado, tenian una nota
muy baja por lo que se ha tratado de valorar lo més alto posible.

Esto se ha creido oportuno ya que la finalidad del presente proyecto en ningtin caso se
centra en realizar unas correcciones rigurosas y exhaustivas (que también seria lo ideal) sino,
analizar ciertos contenidos o competencias mencionados anteriormente que tienen que ver con
el razonamiento 16gico y la probabilidad.

La modalidad de ensefianza nocturna, asi como la tipologia de su alumnado es muy
caracteristica y heterogénea, como ya se ha visto por lo que los resultados obtenidos en el
cuestionario también lo son. Estdn notas se muestran de forma anecddtica ya que no son muy
representativas por lo ya mencionado anteriormente.

En la correccién de estos problemas, en la mayor parte de los casos se da como buena
una solucién del problema y se ha penalizado muy poco la nomenclatura inadecuada, los
errores en el formalismo matematicos y la ausencia de justificacion rigurosa de los mismos.

Este sistema de correccion valora mas el razonamiento 16gico matemético que los
formalismos matematicos.

Las notas obtenidas por los alumnos que han presentado el cuestionario formulado se
muestran tabuladas a continuacion en la siguiente tabla.
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Problemas = 2 (3| 4 2 6
a|lb|c a b

EST.1 0,5(05| - |15 - | - 1 0,75(1,75 6
EST.2 0,5/0,5| - [15(1,5] - - - - 4
EST.3 0,5/0,5/05|1,5(1,5| - - 10,25(1,75| 6,5
EST.4 0,5/0,5/0,5( - [1,5] - - - - 3
EST.5 0,5/0,5/0,5(1,5(1,5| - 1 0,75 1,75 8
EST.6 0,5/0,5| - - |1.5] - - - - 2,5
EST.7 0,5/05| - [15(1,5] - - 0,25 - 4,25

Tabla 22. - Calificaciones cuestionario.

Realmente no tiene mucho sentido el realizar un andlisis numérico cuantitativo de los
resultados, ya que estas notas han sido “infladas” y no son, como ya se ha mencionado,
totalmente representativas, por lo que nos vamos a centrar principalmente en el andlisis
cualitativo de los distintos ejercicios. Se ve una clara diferencia entre las puntuaciones
obtenidas en los tres primeros ejercicios (mds sencillos) y los tres siguientes.

A la hora de analizar los ejercicios planteados se ha decidido realizarlo en todos los
casos mediante la utilizacion de variables didacticas, analizando exhaustivamente las
respuestas de los alumnos, debido a la peculiaridad de los mismos.

Problema 1:
Se plantean las siguientes variables didacticas:

EST1 |EST2 |EST3 [EST4 |EST5 |EST6 |[EST7
V1. Diagrama de arbol X X X X
V2. Probabilidades de las ramas X X X X
V3. Identificacién 12 y 22 experiencia X X
V4. Tabla de contingencia X
V5. Probabilidad correcta de la interseccion (a) X X X
V6. Probabilidad condicionada correcta (b) X X X
V7. Resolucion correcta apartado ¢ X X X
V8. Notacidn adecuada X X X X

Tabla 23. - Variables diddcticas Ejercicio 1.

A la hora de analizar este primer problema la mayor parte de los estudiantes lo han
planteado mediante la resolucién de un diagrama de drbol, mds concretamente cuatro de los
siete estudiantes han realizado este planteamiento, dos de los restantes han decidido abordar
el problema mediante la organizacion de los datos en tablas de contingencia, y el restante no
utiliza ninguna de las estrategias.

De las cuatro personas que han abordado la resolucién del problema realizando
diagramas de arbol, las cuatro son capaces de resolver tanto el apartado a como el b, aunque
no todas utilizan una nomenclatura adecuada. Dos de ellas, de igual manera argumentan y dan
una solucién correcta al apartado c, otra da una solucién errénea del mismo, y la restante da
una solucién correcta que no termina de argumentar, (se observa cdmo en una primera
instancia da una solucion errénea que tacha). De hecho, esa solucién que ha tachado la vemos
en la respuesta de otro de los alumnos. Solamente dos de las cuatro optan por identificar la
primera y la segunda experiencia, lo que les ha podido resultar util a la hora de realizar el
problema. Aunque esta identificacion entre los apartados a y b en el primer paso no es
obligatoria, si que es muy recomendable.
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Figura 60. - Resolucion del problema 1 EST 4.

De los dos alumnos que optan por la realizaciéon de tablas de contingencia, uno de
ellos, que no ha acudido regularmente a clase, realiza el ejercicio de manera bastante intuitiva,
sin practicamente utilizar la notacién adecuada, pero planteando “bien” la tabla y dando una
solucion correcta a los apartados a y b, y una errénea para el c (realmente la tabla de
contingencia no es correcta, pero su argumentacion si). Este alumno da las probabilidades en
porcentajes, en vez de en forma de un ndmero entre Oy 1.

Esta solucién que aporta para el apartado ¢ de 0.5 podria haber sido esperable antes de
impartir la unidad didéctica y era uno de los posibles errores contemplados que se esperaba
que realmente ninguno lo cometiera.

El otro de los alumnos realiza con una notacién correcta, los tres apartados del
ejercicio.
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Figura 61. - Resolucion del problema 1 EST.1.

El alumno restante no utiliza niunguna de las dos opciones, mencionadas
anteriormente y no emplea una notacion adecuada. Cabe destacar de este alumno que es el
unico que utiliza nimenros decimales en vez de fraciones a la hora de hacer los célculos
numéricos.
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Figura 62. - Resolucion del problema 1 EST.7.
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Problema 2:

Para organizar la informacién de los resultados nuevamente se realiza una tabla en la
que se definen distintas variables didacticas que son analizadas posteriormente.

EST1 | EST2 | EST3 | EST4 | ESTS | EST6 | EST7
V1. Solucién correcta X X X X X
V2. Argumentacion sin célculos X X X X X
V3. Argumentacion con calculos X X
V4. Argumentacion correcta X X
V5. Diagrama de arbol (conteo casos) X
V6. Tabla de contingencia X

Tabla 24. - Variables diddcticas Ejercicio 2.

Cinco de los estudiantes son capaces de dar una solucién correcta (ya que es bastante
intuitiva), pero solamente dos de ellas son capaces de argumentarlas correctamente, ya sea
mediante el cdlculo de probabilidades o explicando las causas de la probabilidad obtenida
como solucién, de forma adecuada y correcta.

]
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Figura 63. - Resolucion del problema 2 EST7.
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Uno de los estudiantes que da una solucién correcta no espone una solucion
nuéricaaunque realmente da una solucion que es correcta, pero no la argumenta.
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Figura 64. - Resolucion del problema 2 EST3.

La argumentacion realizada sin cdlculos realmente no es muy rigurosa, pero al menos
lo que dice es correcto y se ve que realiza un esfuerzo por razonarlo.
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Figura 65. - Resolucion del problema 2 ESTS.

El estudiante nimero 1 realiza el planteamiento mediante una tabla de contingencia,
caso que no habia contemplado pero que realmente es mucho mds comodo a la hora de
organizar los datos que un diagrama de arbol. Realiza una argumentacion correcta (quizas no
rigurosa en cuanto a la explicacion y la notacién), pero es capaz de organizar todos los posibles
casos, y dar una solucién correcta utilizado un método que es valido.

108



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

@33 = Rolos Worias 3.

lte!| el8i]i2ke tR |S& |68
v | z 3 4 Ly g -
e | 3 " L4 ¢ 7 &
3| & ¢ 7 § 4
i | S 4 ? g 4 lo
LV 4 7 & G le 1]
6V | 1 & q 1o TN

Gue Une bhntey tne 4, !(fmmoob: e, f,
J(y&mhﬁza 3"“‘]”‘4,5,.-"1%?65/@@(; 6 rgho.
P=d/2 4134199 ¢ /S 1/6 417 ¢2I3 4.~ 4 6/12=] 8

36 pokbilecloddys p= K75¢= s0%

Figura 66. - Resolucion del problema 2 ESTI.

Los otros dos estudiantes comienzan a realizar el conteo de casos (o tratan de hacerlo)
pero parece que se atasca y no contempla todas las posibilidades, no dan realmente una

solucion al problema.
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Figura 67. - Resolucion del problema 2 EST4.

Problema 3:

Para el siguiente problema se han definido dnicamente las siguientes variables
didécticas:

EST1 | EST2 | EST3 | EST4 | ESTS [ EST6 | EST7
V1. Solucidén correcta X X X X X X
V2. Argumentacion correcta X X X
V3. Apoyo pictogramas X

Tabla 25. - Variables diddcticas Ejercicio 3.

109



Loégica y probabilidad en 2° de Bachillerato matematicas orientadas a las Ciencias Sociales

La totalidad de los alumnos, a excepcién de uno de ellos son capaces de llegar a la
solucion correcta, aunque algunos de ellos no la argumentan o no lo haces de forma totalmente
vélida.

Dos de los estudiantes solamente ponen la solucién sin hacer ningtn tipo de
argumentacion justificando su respuesta.
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Figura 68. - Resolucion del problema 3 EST7.

Tres de ellos argumenta de forma correcta ademds uno de ellos realiza una especie de
pictograma en el que se apoya.
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Figura 69. - Resolucion del problema 3 ESTS.
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Figura 70. - Resolucion del problema 3 EST5.

Uno realiza una argumentacidn que es correcta pero no completa, argumenta uno de
los requisitos, pero aunque probablemente lo tenga en cuenta, el otro requisito no lo plasma
explicitamente en su solucion.
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Figura 71. - Resolucion del problema 1 EST3.

Por tltimo, otro de los estudiantes da una solucién que indica que no ha terminado de
comprender el problema, su respuesta es incorrecta.
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Figura 72. - Resolucion del problema 3 ESTI.
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Problema 4 :

Se definen las variables didéacticas que se muestran en la siguiente tabla:

EST1 | EST2 [ EST3 | EST4 | ESTS | EST6 | EST7
V1. Dan una solucidn (correcta o no) X X X X X
V2. Argumentacion o solucidon correcta
V3. Realizacién diagramas de arbol

V4. Da como solucién disparar a Carol X X X X
Tabla 26. - Variables diddcticas Ejercicio 4.

Dos de los estudiantes no da ningun tipo de solucidn a la actividad planteada (directamente
ni intentan hacerlo, o si lo intentan no llegan a plasmar nada en la solucidn). Tres de los restantes

argumentan su respuesta y la justifican, como ya se ha podido observar en la tabla de forma
incorrecta.
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Figura 73. - Resolucion del problema 4 EST5.

Los otros tres llegan a la misma conclusién que sus compafieros apoyandose en la realizacion
de un diagrama de arbol y tratan de justificar posteriormente la solucion obtenida.
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Figura 74. - Resolucion del problema 4 EST?2.

La totalidad de los alumnos que resuelven el problema, dan como solucién que la mejor de
las opciones es disparar a Carol. Este era uno de los errores mds previsibles de todo el cuestionario,
ya que la solucién correcta no resulta nada intuitiva.

Problema 5:

Se definen las siguientes variables diddcticas que se muestran en la siguiente tabla.

EST1 |[EST2 |EST3 |[EST4 |ESTS5 |EST6 |[EST7
V1. Dan una solucidn (correcta o no) X X X X

V2. Solucién correcta al apartado a

V3. Realizacién diagramas de arbol

V4. Solucién correcta al apartado b (1er turno)

xX X X X

xX X X X

V4. Identifica el posible juego infinito
Tabla 27. - Variables diddcticas Ejercicio 5.
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Solamente dos de los alumnos dan una solucién numérica y en ambos casos es
correcta. En ambos casos son capaces de identificar el diagrama de drbol y dar una solucioén
correcta. La notacion utiliza no es rigurosa ni la adecuada. pero lo realmente importante es
que saben realizar la interpretacion del enunciado y su posterior resolucion, hay que recalcar

que utilicen una notacién matemadtica adecuada, tras haber cursado la unidad didactica
correspondiente a la probabilidad.
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Figura 75. - Resolucifén del problema 5 ESTI.
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Figura 76. - Resolucion del problema 5 EST5.

112



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Los otros dos alumnos que dan una solucién al problema, en ambos casos indican
que la probabilidad de vivir de Dorothy es superior a la de los otros dos participantes en el
“juego” lo cual esta deduccioén es correcta.

No dan solucién a la primera cuestion del problema, y no dan una solucién numérica
en el segundo, por lo que no seria correcto ya que el enunciado lo pide implicitamente.
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Figura 77. - Resolucton del problema SESTIL y EST3

Problema 6:

Para realizar el andlisis del dltimo de los problemas se definen las siguientes
variables didécticas:

EST1 |EST2 |EST3 [EST4 |EST5 |EST6 |EST7

V1. Da una solucidn (correcta o no) X X X
V2. Solucién correcta al ejercicio
V3. Se apoya en pictogramas

V4. Utiliza una notacion matematica

X X X

Tabla 28. - Variables diddcticas Ejercicio 6.

Solamente tres de los alumnos realizan el dltimo de los ejercicios planteados en el
cuestionario y en los tres casos la solucién obtenida es correcta.

Dos de ellos se apoyan en un pictograma para la resolucion del ejercicio. Uno de ellos
también realiza un diagrama de arbol en el que identifica claramente que el sacerdote tiene las
mismas probabilidades de elegir un jarrén u otro y da un valor numérico a la probabilidad de
salvarse.
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Figura 78. - Resolucion del problema 6 EST3.
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Figura 79. - Resolucion del problema 6 ESTS.

El tercero de los alumnos da una solucién correcta e identifica las probabilidades de
vivir si elige cada uno de los jarrones pero no la probabilidad total de vivir.
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Figura 80. - Resolucion del problema 5 ESTI.

9.5. Discusion de los resultados

En el presente capitulo se va a realizar una discusién de los resultados obtenidos por
los alumnos en el cuestionario.

En el primer problema, la mayor parte de los alumnos lo abordan utilizando diagramas
de arbol como ya era previsible. Esta técnica la comprenden sin dificultad por lo que en
primera instancia suele ser uno de los recursos que barajan o plantean para la resolucién de
un problema.

Por lo general los alumnos utilizan una nomenclatura adecuada y acorde a la unidad
didéctica impartida. Este formalismo matemético no tiene el mismo rigor en la tercera cuestion
del ejercicio, en el que los alumnos realizan un conteo de casos favorables entre casos posibles
sin plasmar este formalismo matematico en la descripcion de la probabilidad del suceso
descrito.

Cabe destacar la respuesta de uno de los alumnos que a lo largo de todo el cuestionario
da las soluciones de la probabilidad en porcentajes y no mediante un nimero entre 0 y 1.
Realiza grandes razonamientos a lo largo del cuestionario, pero no tiene ningun rigor en
cuanto a la nomenclatura matemadtica utilizada a lo largo del mismo. Aunque se trata de un
alumno con grandes capacidades en la tercera evaluacién no ha sido capaz de acudir
regularmente a clase, lo cual puede justificar las peculiaridades de su respuesta.

Este alumno en un examen estdndar obtendré previsiblemente peor nota que alguno de
sus compaifieros, si en la correccién del mismo se penaliza la ausencia de rigor matematico,
aunque la realidad de lo observado nos indica que probablemente entienda mejor que ellos
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como funciona la probabilidad, y lo que es més importante, sabe comprender y razonar como
resolver una determinada situacion.

Ya en el segundo ejercicio la mayor parte del alumnado es capaz de dar una solucién
correcta (quizds muchos mds de forma intuitiva que mediante el razonamiento 16gico) al
problema, aunque no todos son capaces de argumentarla. Alguno de ellos practicamente ni lo
intentan. Solamente uno de ellos lo justifica numéricamente, mediante una tabla de
contingencia. El alumno que da una solucién errénea no ha comprendido bien el enunciado
del problema como se ve claramente en la solucién aportada, probablemente se trata mas de
un problema de comprension lectora que de razonamiento 16gico matematico.

Esta respuesta no estaba contemplada o no era esperada, pero tras verla probablemente
sea mejor opcion que la estrategia esperada del conteo de casos mediante un diagrama de
arbol. Lo esperable era que los alumnos justificasen su solucion al problema sin la realizacién
de calculos numéricos, por lo que las respuestas no distan mucho de ello. Si que se esperaba
que se explayaran un poco mds en su razonamiento o que realmente justificaran correctamente
su respuesta, no que dieran la solucién al problema sin explicar como han llegado a ella.

En el tercero de los ejercicios, probablemente el més sencillo de los planteados, todos
los alumnos a excepcidon de uno son capaces de dar una solucién correcta al mismo, pero
solamente la mitad de ellos lo justifican de manera totalmente correcta. Aunque realmente se
les recalcé a los alumnos la peculiaridad del cuestionario y que tenian que argumentar todas
sus respuestas, tras observar los resultados, se llega a la conclusion de que hay que continuar
recalcando la importancia que tiene razonar la respuesta, ya no en este cuestionario sino en
cualquier ejercicio que se les puede llegar a plantear. Probablemente alguno de los alumnos
que no justifica su resultado seria capaz de hacerlo correctamente, pero no le dan la
importancia o relevancia que realmente tiene justificar lo que hace y se queda satisfecho dando
un resultado numérico sin explicacion alguna.

En el cuarto problema, los resultados son acordes a lo esperado. Alguno de los alumnos
trata de resolverlo mediante un diagrama de arbol, que como ya se ha mencionado es uno de
los recursos 0 métodos mds utilizados por parte de los alumnos. La totalidad de los alumnos
que responden a este ejercicio (dos de ellas ya ni lo intentan) dan como solucién que la mejor
de las opciones es disparar primero a Carol. Esta era probablemente la solucién errénea mas
esperable ya que intuitivamente parece que la mejor de las opciones es disparar primero a
quien mejor punteria tiene, que asi va a aumentar las probabilidades de sobrevivir.

Analizando los resultados obtenidos en el quinto ejercicio, se ve que solamente dos de
ellos son capaces de realizar un planteamiento adecuado del diagrama de arbol descrito por el
problema. Esto difiere bastante de lo esperado ya que se presuponia que los alumnos no iban
a tener grandes dificultades en este problema, al menos en la resolucién de la primera cuestion
planteada en el mismo.

Las dificultades pueden venir de que los alumnos estdn acostumbrados a la realizacién
de diagramas de arbol simétricos, en el que el niimero de sucesos de las ramas incipientes es
el mismo, mientras que en el ejercicio planteado si se sigue un camino el juego se termina,
mientras que, si se sigue el otro, este continia. Los alumnos no llegan a realizar una
interpretacion correcta del enunciado del problema, ya que la resolucién no entraiia grandes
dificultades si se entiende qué pide el problema.

En la resolucion de los tres dltimos problemas se ha de tener en cuenta la comprension
lectora. Los enunciados ya no son tan sencillos, y en ocasiones pueden resultar tediosos. De
igual forma se trata de enunciados mads largos de lo habitual y esto siempre afiade dificultad.
En ciertas ocasiones cuando los alumnos ven enunciados muy largos, esto ya les predispone
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a no hacerlos porque lo asocian enunciado largo a enunciado complicado, o encuentran
dificultades en la comprension lectora de los mismos y, obviamente, no los pueden resolver
si no los han leido y comprendido.

Los dos alumnos que plantean este ejercicio y dan una solucién correcta al primer
apartado, son capaces de hacerlo también en el segundo. Haber entendido correctamente en
funcionamiento del juego y les permite realizar con facilidad el célculo de las probabilidades
que ya no es complicado.

Ninguno de ellos reflexiona sobre si el juego puede continuar si Dorothy sobrevive y
llega nuevamente su turno, no se plantean la probabilidad de sobrevivir en la segunda y
posteriores rondas.

Para concluir, en el sexto y dltimo de los problemas inicamente tres alumnos dan una
respuesta y en los tres casos ésta es correcta. Dos de ellos se apoyan en un pictograma para la
resolucion del ejercicio. Uno de ellos también realiza un diagrama de arbol en el que identifica
claramente que el sacerdote tiene las mismas probabilidades de elegir un jarrén u otro y da un
valor numérico a la probabilidad de salvarse.

Como conclusién de los resultados, se puede decir que en términos generales los
alumnos no estdn acostumbrados a la resolucién de estos tipos de ejercicios, y les cuesta
realizar estos razonamientos logico-matemdticos. Les cuesta pensar, si les sacas de los
ejercicios “tipo”” en muchos casos se bloquean o se inhiben.

No es que los alumnos no piensen, absolutamente todo el mundo piensa, pero no todos
lo hacen detenidamente, ni pueden apoyarse en unas ideas de los que estén seguros y
proporcionen confianza. Si esto ocurre, si no se potencia el pensamiento correcto y propio, el
sistema educativo estd fracasando a la hora de preparar a los alumnos para enfrentarse a los
retos del mundo exterior.

La mayoria de los centros continda considerando a la memoria como base del
aprendizaje, aunque es infinitamente mds importante el que los alumnos aprendan a pensar de
forma correcta y adecuada, y lo mds importante, que es muchisimo mads ttil para su vida diaria.
Se tiene que dejar de lado el método de ensefianza tradicional de aprender por repeticion, (que
todos hemos experimentado en algunos de nuestros procesos educativos) El docente ha de ser
paciente con los alumnos, esto no se consigue de un dia para otro, y debe retarlos y motivarlos
continuamente

Se ha de tratar de que los alumnos lleguen a utilizar importantes destrezas de
pensamiento para conectar con el contenido del curriculo, (aprender a partir y desde el
curriculum), incluyendo un pensamiento critico y creativo, asi como diversos modos de
andlisis. Esto es lo que da lugar a un pensamiento y conocimiento profundo, al contrario que
la educacion tradicional, en la cual, la memoria es el vinico modo de aprendizaje, y los
alumnos acaban teniendo tan solo conocimientos superficiales de aquello que estdn
aprendiendo. (Swartz, Padre del método Aprendizaje basado en el Pensamiento, 2017 )

La equiparacién entre educacion tradicional y educacién memoristica o repetitiva no
es correcta, antes, como ahora, han existido muchos profesores que han conseguido que sus
alumnos aprendan con metodologias muy variadas que siguen siendo ttiles en la actualidad.
El problema constatable de gran cantidad de alumnos que prefieren aprender algoritmos y se
resisten a pensar es también problema de muchos profesores que se sienten mas seguros
ensefiando técnicas que ensefando a pensar. Esto se observa habitualmente en matematicas:
se resuelven monton de sistemas de ecuaciones, pero no se plantea un problema real que puede
ser expresado y resuelto mediante ecuaciones o también de forma mucho més sencilla; se
ensefa el célculo de la media y la desviacion tipica de una muestra de datos en vez de mostrar

116



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

qué nos dicen estos datos sobre la muestra; se aplica la regla de Laplace pero no se ensefia a
asignar adecuadamente la probabilidad a un suceso; ...

No existe la dicotomia entre educacion tradicional y educacion actual, que pueden ser
similares, aunque antes se utilizase la pizarra y ahora se use el ordenador. La dicotomia esta
entre la educacidn que ensefia a pensar y la que no lo hace. Aprender matemaéticas es aprender
a pensar con légica, es saber distinguir hipdtesis de tesis, es definir correctamente, demostrar
razonadamente, detectar errores y, en ultimo término, plantear y resolver adecuadamente
problemas, tanto de la vida académica como personal y social.
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Sintesis, conclusiones y cuestiones abiertas

Breve sintesis

Durante el presente trabajo de fin de méaster de profesorado se analiza el proceso de
estudio de la probabilidad de 2° de bachillerato de mateméticas orientadas a las ciencias
sociales de la modalidad nocturna.

En la primera parte el trabajo se realiza un analisis longitudinal de los contenidos de
probabilidad presentes en el curriculo desde el dltimo ciclo de Educacién primaria hasta el
bachillerato. Para ello se estudia a fondo el contenido los criterios de evaluacion y los
estandares de aprendizaje presentes en el curriculo de las diferentes etapas educativas para
posteriormente hacer lo propio con los libros de texto utilizados en dichos cursos.

Tras analizar el curriculo, se examinan los ejercicios, problemas y cuestiones tipo de
cada uno de los libros en los que aparece contenido de probabilidad desde 3° de la E.S.O. hasta
2° de bachillerato. Para finalizar esta primera parte se analizan las presencias y ausencias del
curriculo en los libros de texto y la coherencia de los textos con éste.

Es absolutamente necesario la realizacién de este andlisis para conocer la evolucién
del contenido matemdtico referente a la probabilidad para luego ser capaces de adecuar el
proceso de estudio de estos contenidos al curso correspondiente.

La segunda parte del trabajo se centra en el propio proceso de aprencizaje del
contenido de probabilidad en el 2° curso de Bachillerato de Ciencias Sociales. Para ello lo
primero que se realizae es un andlisis completo de los contenidos de probabilidad en el libro
de referencia utilizado para impartir la unidad didéctica, desglosando los diferentes objetivos
matemadticos, para posteriormente realizar un andlisis gobal de la unidad y destacar ciertos
aspectos relevantes. Tras ello se estudian las dificultades y errores previsibles ala hora de
realizar este proceso de aprendizaje.

Se continua mostrando el proceso que se ha seguido a la hora de realizar la
experimenteacion, desglosando el tiempo de las sesiones utililizadas en impartir cada
conenido. Para fianlizar se analiza en proceso de experimentacion realizado en el aula,
detallando el disefio del cuestionario, asi como la comparacionde los resultados esperados con
los obtenidos.

Conclusiones generales del trabajo

Como conclusiones del trabajo se destaca en primera instancia la importancia de la
utilizacién de una nomenclatura matematica adecuada al nivel cursado, asi como la
justificacion de los resultados obtenidos en los ejercicios o problemas planteados. Al nivel de
bachillerato no basta con dar una solucién correcta al problema, ésta se ha de plasmar de forma
adecuada y detallando el razonamiento seguido para obtenerla. Muchas veces los alumnos
dejan de lado estos formalismos tan necesarios.

De igual forma se observa claramente la importancia de la comprension lectora de los
alumnos, los cuales, si no comprenden los que les pide el problema, dificilmente van a poder
realizar un razonamiento correcto y llegar a obtener una solucién.

Se destaca por encima de todo lo demds la importancia de que los alumnos sean
capaces de pensar y razonar, lo cual va a ser mucho mas util en su vida diaria y les va a
preparar para posibles retos que se les planteen.
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Lo primero que hay que entender es que las matemdticas son un arte. La diferencia
entre las matemadticas y el resto de las artes, como la miisica y la pintura, es que nuestra
cultura no la reconoce como tal. Todo el mundo entiende que los poetas, pintores y miisicos
crean obras de arte, y que se expresan con la palabra, la imagen y el sonido. De hecho,
nuestra sociedad es bastante generosa en cuanto a la definicion de expresion creativa;
arquitectos, cocineros e incluso directores de television se consideran artistas. Entonces, ;por
qué no los matemdticos?

Parte del problema es que nadie tiene la menor idea de qué hacen los matemdticos.
La percepcion comiin parece ser que los matemdticos estdn relacionados de alguna forma
con la ciencia; quizd ayuden a los cientificos con sus formulas, o metan grandes niimeros en
los ordenadores por una u otra razon. No hay duda de que, si el mundo tuviese que ser
dividido en «sonadores poéticos» y «pensadores criticos», la mayoria de la gente pondria a
los matemdticos en la tiltima categoria. (Lockhart, 2008)

Lamentablemente, el sistema educativo actual empleado para ensefiar matemdticas
destruye, con frecuencia, la curiosidad natural y el amor a la creacion de patrones innatos en
un nifo.

A mi forma de ver, a lo largo de la vida educativa se han de crear en el aula unas pautas
para fomentar el aprendizaje basado en el pensamiento (o del inglés TBL Thinking-Based
Learning). Estas pretenden ensefiar a los alumnos a razonar, pensar, tomar decisiones y, en
definitiva, a que los alumnos no solo adquieran los conocimientos y contenidos de las distintas
unidades didécticas, sino que sean capaces de desarrollar habilidades y destrezas relacionadas
con el pensamiento. Los alumnos han de ser capaces de poner en préctica habilidades,
destrezas y conocimientos, de forma auténoma y adecuarlas al contexto de la situacién
presente y futura.

Aunque ahora esto es tratado como una metodologia activa, deberia ser el objetivo
principal de cualquier docente, ya no solo de matemdticas, sino de cualquiera de las
asignaturas. Es verdad que esto hay que entrenarlo y fomentarlo dia a dia y no siempre es
sencillo.

Este enfoque de la educacién pretende ensefiar a pensar eficazmente a los estudiantes
a través del curriculo potenciando involucrar activamente al alumno para aprender a aprender.
Esto promoverd que los alumnos sean més eficaces, autbnomas, flexibles, resolutivas... y en
definitiva, competentes, principalmente en cuanto a la competencia para aprender a aprender.

El docente tiene el papel de guiar y presentar objetivos retadores a los alumnos, de
forma que éstos aprendan a usar destrezas superiores de pensamiento, no Unicamente la
memoria y la repeticién de algoritmos u métodos de resolucion y aplicarlas al aprendizaje de
los distintos contenidos.

Estas habilidades de pensamiento se han de practicar periddicamente, Las clases
pueden ser magistrales, pero en un determinado momento o situacion debemos proponer algin
reto que requiera de la utilizacién de estas habilidades, o en su defecto al final de la unidad
did4ctica, dedicar algo de tiempo a desarrollar estas habilidades contextualizadas en el temario
impartido.

De esta forma se consigue que los estudiantes aprendan de una forma més motivadora
y activa a través de las técnicas de pensamiento. Se deja de lado una docencia en la que el
objetivo del alumno es pasar los exdmenes de una manera pasiva y memoristica como
actualmente continda ocurriendo en muchas aulas centradas en el papel del docente. Lo
realmente importante es que aprendan habilidades o pautas de pensamiento importantes e
imprescindibles desde una manera profunda y enriquecedora, logrando de esta forma que los
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alumnos sean capaces de comparar y contrastar situaciones y de contar con la destreza
necesaria para tomar decisiones y resolver problemas. Estas habilidades adquiridas perdurardn
a lo largo de su vida.

En Espafia al igual que otros paises, la educacion se sustenta demasiado sobre la base
de la realizacién de exdmenes estandar para determinar qué es lo que el alumno recuerda de
los contenidos adquiridos a lo largo de las correspondientes unidades didédcticas. Esto da un
protagonismo mayor que el que el aprendizaje requiere a la repeticion de los contenidos que
a la propia competencia sobre los mismos, lo cual no garantiza un aprendizaje adecuado.

En el libro de Ken Bain “Lo que hacen los mejores profesores universitarios” aparecen
distintos tipos de profesores que utilizan muy distintas metodologias, pero todos coinciden el
algo: El buen profesor es el que consigue que sus alumnos aprendan. Me parece resefiable la
frase: “Si los alumnos estudian s6lo porque quieren sacar buenas notas o ser los mejores de la
clase, no les ird tan bien como si estudiasen porque tienen interés”. Despertar el interés de los
alumnos es prioritario y no se consigue con ejercicios mecdnicos y repetitivos. Dedicar tiempo
a que los alumnos piensen siempre resulta productivo. (Brain, 2004)

Cuestiones abiertas

Seria muy interesante plantear este mismo cuestionario, o uno similar adaptado al nivel
del alumnado, en una clase en la que desde pequenios se haya formado a los alumnos en el
trabajo con estas pautas de pensamiento mencionadas anteriormente. También seria util
disefiar un proyecto conjunto entre los docentes de primaria y de secundaria e ir analizando la
consecucion de los objetivos mediante la utilizacion continua de esta metodologia para
ensefiar y aprender a pensar.

También podria ser interesante plantear un cuestionario de estas caracteristicas en una
clase en la que se fomentan estas pautas de pensamiento y en otra en la que el docente no
dedica tanto tiempo a ensefiar a pensar y analizar si realmente se observan diferencias y se
consiguen los beneficios esperables, que se van a mencionar posteriormente.

Se ha de estimular desde pequefios el razonamiento matemdtico junto con la
comprension lectora, hay que trabajar conjuntamente ambas capacidades, esenciales en el
desarrollo cognitivo de los nifios e intimamente relacionadas.

Se propone que los docentes al final de la unidad didactica dediquen una parte de la
ultima sesion al planteamiento de ciertos retos logico matemdticos cuyo contenido esté
relacionado con la unidad didé4cticas impartidas.

Estas capacidades, si se entrenan, se puede llegar a conseguir y proporcionan grandes
logros y beneficios incrementando la habilidad de cada alumno. Esta estimulacién temprana
favorecera su desarrollo y permitira su utilizacion en distintas situaciones de la vida cotidiana.
Esta estimulacién ha de ser acorde a la edad y caracteristicas del alumnado, adaptdndose a sus
ritmos de trabajo, y tratando de que sea lo mds amena, divertida y agradable posible.

Este pensamiento 16gico-matemaético incluye el pensamiento numérico y la destreza
en el célculo matemético, permite comprender conceptos abstractos, realizar razonamientos y
encontrar las distintas relaciones existentes. Estas habilidades van mds alld del mero
aprendizaje de las matemdticas como de una asignatura mas.

Los beneficios que el razonamiento puede llegar a aportar a los alumnos favorecen
notablemente la consecucién de las metas y logros personales y, por lo tanto, contribuyen al
éxito personal y profesional.
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La inteligencia 16gica para nifios contribuye a:

* Desarrollar la inteligencia y el pensamiento.

* Aumentar la capacidad de solucionar problemas asociados a distintos &mbitos de la
vida, mediante la formulacién de hipétesis y predicciones.

* Fomentar la capacidad de razonamiento, mejorando la planificacién del proceso de
resolucion e identificando las metas.

* Establecer relaciones entre diferentes conceptos y de esta forma llegar a una
comprension mas profunda.

* Proporcionar orden y sentido a las acciones y decisiones tomadas.

Como ya se ha visto en el andlisis de los libros de secundaria, ciertas editoriales (como
la de Anaya) proponen ciertos retos 16gicos y matematicos al final de la unidad didéctica.
Muchos de los docentes no le dedican tiempo a esta parte del contenido que es igual de
importante o més que el resto.

De igual forma, en internet aparecen una infinidad de recursos para ir trabajando este
este pensamiento y razonamiento criticos. Una de las formas mas utilizadas a la hora de
fomentarlo es a través de la realizacion de fichas, adaptadas al nivel del curso en las que se
van a usar, como las que se muestran a continuacion.

Ya desde muy pequefios (en educacion infantil) la mayoria de los contenidos
matematicos son principalmente 16gicos. Se aprende realizando comparaciones, ordenando
conceptos, relacionando y asociacion ideas y expresando correctamente las caracteristicas
comunes que definen los objetos.

Fichas para alumnos de educacién infantil:
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Figura 81. - Fichas logica matemadtica educacion infantil.
Nota: Imagen extraida de (Orientacionandujar, 2015)

Fichas para alumnos de educacién primaria:
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/ Piensa y razona

¢Cudl es el orden de llegada?

De cuatro corredores ciclistas se sabe que C hallegado
nmediatarmente detras de B vy D hallegado en medio de
Ay C &Cudl es el orden de llegada?

ST ) Y L ) Y ST Y

C/

Piensa y razona

4Qué edad tlene cadauna?
Hugo, Noa y Maria son primos. Maria es mayor

M

que Noa y Noa es mayor que Hugo. Uno de ellos
tiene 13 afios. Maria tiene 6 afios mas que Noa.

Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Piensa y razona

dQuien estaallado?
En una flla de cuatro nifes, Marta esfa al
lado de Carla pero no al lado de Mateo. S
Marta no esta al lado de Maria,
dQuien esta dllado de Maria?

Piensa y razona
LQué dia de la semana estaban 7

Hugo juega dl IPad los unes, martes y miercoles y su
hermana Noa Juega los Jueves, viernes y sabado. Un da
Hugo le dio a su hermana "ayer me focd a mi jugar®

Noa tlene 4 afios mas que Hugo. St Hugo no tiene
13 afios éCuantos afios tiene cada uno?
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Figura 82. - Fichas logica matemdtica educacion primaria.
Nota: Imagen extraida de (ACRBIO, 2018)

“Pues armi tarmblén me foco jJugar- djo Noa

<En que dia de la sernana estaban?

Fichas para alumnos de educacién secundaria y bachillerato:

1. Pensar y Razonar
Razona y resuelve los problemas

2Qué dia de la semana sera?
Un nifio ha decidido ducharse solo tres dias a la semana para ahorrar agua.

Hoy, su madre le ha dicho que hiclera el favor de ducharse y &l ha respondido:
-Ya me duche ayer, ademas me he duchado seis dias seguidos
Este nifio nunca miente iqué dia de la semana es hoy?

||3. Pensar y Razonar
Razona y resuelve los problemas

2C6mo pasa a la otra orilla?

Un pastor tiene que pasar un lobo, una cabra y una lechuga a la otra orilla de un rio,

dispone de una barca en la que solo caben él y una de las otras tres cosas. Si el lobo se

queda solo con la cabra se la come, si la cabra se queda sola con la lechuga se la come,
<como debe hacerlo?.

www.educayaprends.com Celio Rodriguez Ruiz

L com Celia Rodriguez Ruiz

23. Pensar y Razonar
Razona y resuelve los problemas

1Qué bebid cada uno?

Angel, Borls, César y Diego se sentaron a beber. El que se senté a la lzquierda de Borls,
bebié agua. Angel estaba frente al que bebia vino. Quien se sentaba a la derecha de
Diego bebia anis. El del café y el del anis estaban frente a frente. {Cudl era la bebida de
cada hombre?

www sducoyaprende.com Celia guez Rulz

25. Pensar y Razonar
R y lve los problemas

LDe qué color es su pelo?
Tres personas, de apellidos Blanco, Rublo y Castafio, se conocen en una reunién, Poco
después de hacerse las presentaciones, la doma hace notar:

"Es muy curicso que nuestros apellidos sean Blanco Rubio y Castafio, y que nos ha-
yamos reunido aqui tres personas con ese color de cabello”

"§i que lo es -dijo la persona que tenia el pelo rubic-, pero habrés cbservade que
nadie tiene el color de pelo que corresponde a su apellido.” “iEs verdad!” ~exclamé quien
se apellidaba Blanco.

ide qué color tiene el pelo cada uno?

o cls.com Calia Radriauer Rulz

Figura 83. - Fichas logica matemdtica educacion secundaria y bachillerato.
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Nota: Imagen extraida de (Rodriguez, s.f.)

Para concluir, podemos afirmar que hoy en dia existen infinidad de recursos, en todo

tipo de soportes, que nos ofrecen, como docentes, un amplio abanico de posibilidades a la
hora de enfocar cémo se ha de tratar y fomentar en las clases el pensamiento critico y 16gico.
Las nuevas tecnologias, una vez més, pueden ser nuestras aliadas, ya sea para la bisqueda de
recursos o para la utilizacion de algin tipo de recurso interactivo en la simulaciéon de
experimentos como los que se muestran a continuacién y que se engloban dentro del proyecto
Gauss (El INTEF desarrolla el Proyecto Gauss para ofrecer al profesorado numerosos items
didécticos y de applets de GeoGebra, de practicamente todos los contenidos de matematicas
de Primaria y de Secundaria)

Provecto

Gauss

Estadistica y probabilidad
Estadistica y probabilidad \JIY'\\/P:"ZI"\*.

&0

Gauss El problema de Monty Hall
Carrera de caballos (suma). Simulacién

ES0 - Cirses: 19 - 2% - Juegos y apuestas - Estimacion Ei prot
trato"
ol misi

ESO - Cursos: 20 - 40 - Jueges y spuestas - Estimacisn

unidense Let's Make 2 Deal ["hagamos un
Monty Hall, En Espafia se utilizé

Bisicamante o proble:

®

TUPREMIC ES...

Figura 84. - Applets proyecto Gauss.

U otros recursos como pueden ser la programacién por bloques, ya que en la

programacion esta muy presente este pensamiento 16gico. En muchos institutos cuentan con
alguna asignatura optativa en la que trabajan estos tipos de recursos que pueden ser muy
interesantes.
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Figura 85. - Scratch (programacion por bloques)

124



Referencias

ACRBIO. (14 de Marzo de 2018). Imdgenes educativas. Obtenido de Fichas para razonar y
pensar, reforzamos el pensamiento matematico:
https://www.imageneseducativas.com/fichas-para-razonar-y-pensar-reforzamos-el-
pensamiento-matematico/fichas-para-razonar-y-pensar-reforzamos-el-pensamiento-
matematico-portada/

Alconchel, M. B. (2014). ;Y los ciruelos chinos? Retrospectiva dcrona de un profesor de
matemdticas. Barcelona: Editorial GRAO.

Asin, M. J. (s.f.). Problemas 16gicos y soluciones. Apuntes Intensificacion en Matemadticas
(Master Profesorado).

Aulaplaneta. (16 de Octubre de 2017). Obtenido de Ventajas del aprendizaje basado en el
pensamiento o Thinking-Based Learning (TBL):
https://www.aulaplaneta.com/2017/10/16/recursos-tic/ventajas-del-aprendizaje-
basado-pensamiento-thinking-based-learning-
tbl#:~:text=El%?20aprendizaje%20basado%20en%20el,de %20los %20temas %20del
%20curr%C3% ADculo.

Brain, K. (2004). Lo que hacen los mejores profesores de universidad. Cambridge.

Bruner, J. S. (1988). Desarrollo cognitivo y educacion. (Seleccion de textos por Jesus
Palacios): Ediciones MORATA S. L.

Castelo, S. C., Hernandez, A. S., & Hernandez, L. V. (s.f.). Bachillerato a distancia
Matemdticas Aplicadas a las Ciencias Sociales I1. Ministerio de Educacion Cultura y
deporte. Subdireccion General de Aprendizaje a lo largo de la vida. CIDEAD Centro
para la Innovacién y Desarrollo de la Educacion a Distancia.

Cinta de Moebius. Exprime tu mente. (s.f.). Obtenido de Problemas de 16gica, matematicas e
ingenio. Los cien politicos.: https://www.cintademoebius.com/problema-logica/los-
cien-politicos/

Comunidad Foral de Navarra, Boletin Oficial de Navarra (BON). (2014). Decreto Foral
60/2014, de 16 de julio, por el que se establece el curriculo de las ensefianzas de
Educacion primaria en la Comunidad Foral de Navarra. (BON 174, de 5 de
septiembre, Anexo [ 41-57).

Comunidad Foral de Navarra. Boletin Oficial de Navarra (BON) . (2015). Decreto Foral
2572015, de 22 de abril, por el que se establece el curriculo de la ensefianzas del
Bachillerato en la Comunidad Foral de Navarra. (BON 127, de 2 de julio, 81-90).

Comunidad Foral de Navarra. Boletin Oficial de Navarra (BON). (2015). Decreto Foral
24/2015, de 22 de abril, por el que se establece el curriculo de las ensefianzas de
Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Foral de Navarra. (BON 127,
de 2 de julio, 44-57).

EBAU Matemdticas Exdmenes de Matemdticas en la EBAU. (s.f.). Obtenido de
https://www.ebaumatematicas.com/matematicas-ccss-ii/

Font, V., Wilhelmi, M. R., & Godino, J. D. (2006). Anélisi ontosémico de una lecién sobre
la suma y la resta. Relime Nimero, Especial, (pp. 1331-155).

Frabetti, C. (07 de Mayo de 2021). El juego de la ciencia. Numeros vampiros. El mundo.
Obtenido de https://elpais.com/ciencia/2021-05-07/numeros-vampiros.html
Frabetti, C. (14 de Mayo de 2021). El juego de la ciencia. Probabilidades sorprendentes. El
mundo. Obtenido de Probabilidades sorprendentes: https://elpais.com/ciencia/2021-

05-14/probabilidades-sorprendentes.html

Gobierno de Espafia. Ministerio de Educacion y ciencia. Boletin Oficial del Estado (BOE).
(2007). Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, por el que se establece la



Loégica y probabilidad en 2° de Bachillerato matematicas orientadas a las Ciencias Sociales

estructura del bachillerato y se fijan sus ensefianzas minimas. BOE 266, de 6 de
noviembre de 2007, 45381-45477.

Gobierno de Espafia. Ministerio de Educacion y ciencia. Boletin Oficial del Estado(BOE).
(2015). Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el
curriculo bdsico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. BOE 3,
de 3 de enero de 2015, 169-546.

Gobierno de Espafia. Ministerio de Educacidn, Politica Social y Deporte. Boletin oficial del
Estado (BOE. (2008). Orden ESD/1729/2008, de 11 de junio, por la que se regula la
ordenacion y se establece el curriculo del bachillerato. BOE 147, de 18 de junio de
2008, 27492-27608.

Godino, J. D. (2011). Indicadores de idoneidad didéctica de procesos de ensefanza y
aprendizaje de las matematicas. X111 CIAEM-IACME, (Recife, Brasil).

Godino, J., & D'Amore, B. (2007). El enfoque ontosemico como un desarrollo de la teoria
antropolégica en la didactica de la matematica. Revista Latinoamericada de
investigacion en matemdtica educativa, (pp. 191-218).

IES Sagasta Logroiio. (2015). Obtenido de
https://iessagasta.larioja.edu.es/index.php/nuestra-oferta-educativa/bachillerato-a-
distancia/d-semipresencial/n-2bach/n-horario-2b-2

Jiménez, J. C., Albero, 1. G., Gonzailez, M. J., & Caiias, R. C. (2015). Matemditicas
orientadas a las Ensefianzas Académicas 3. ESO. Profesorado. Anaya + Digital.
Madrid: GRUPO ANAYA, S.A. ISBN: 978-84-678-5817-4.

Jiménez, J. C., Albero, 1. G., Gonzailez, M. J., & Caiias, R. C. (2016). Matemditicas
orientadas a las Ensefianzas Académicas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital.
Madrid: GRUPO ANAYA, S.A. ISBN: 978-84-698-1876-3.

Jiménez, J. C., Albero, 1. G., Gonzalez, M. J., & Caiias, R. C. (2016). Matemditicas
orientadas a las Ensefianzas Aplicadas 4. ESO. Profesorado. Anaya + Digital.
Madrid: GRUPO ANAYA, S.A. ISBN: 978-84-698-1878-7.

Jiménez, J. C., Gonzdlez, M. J., & Caiias, R. C. (2016). Matemadticas aplicadas a las
Ciencias Sociales Il. Bachillerato. Anaya + Digital. Madrid: GRUPO ANAYA, S.A.
ISBN: 978-84-698-2053-7.

Jiménez, J. C., Gonzélez, M. J., & Caiias, R. C. (2016). Matemditicas Il. Bachillerato. Anaya
+ Digital. Madrid: GRUPO ANAYA, S.A. ISBN: 978-84-698-2052-0.

Jiménez, J. C., Gonzilez, M. ]., Canas, R. C., & Fernandez, E. S. (2015). Matemdticas
aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Bachillerato. Anaya + Digital. Madrid: GRUPO
ANAYA, S.A. ISBN: 978-84-698-0536-7.

Lockhart, P. (2008). En El lamento de un matemdtico (pags. 739-766).

Orientacionandujar. (13 de Septiembre de 2015). Orientacion Andujar. Obtenido de
Coleccion de fichas para trabajar razonamiento Légico matematico educacién
Infantil: https://www.orientacionandujar.es/2015/09/14/coleccion-de-fichas-para-
trabajar-razonamiento-logico-matematico-educacion-infantil/

Rodriguez, C. (s.f.). Educa y aprende. Obtenido de Fichas didacticas. Ejercicios de Logica
Matemitica para nifios: https://educayaprende.com/fichas-logica-matematica-
razonar-y-pensar/

Rubio, M. M. (s.f.). Educacion 3.0. Obtenido de Pautas para fomentar el aprendizaje basado
en el pensamiento en el aula:
https://www.educaciontrespuntocero.com/noticias/como-ensenar-a-pensar/

Solucionarios10. (s.f.). Obtenido de https://solucionarios10.com/2-bachillerato/matematicas/

Swartz, R. (04 de Marzo de 2015). Director del National Center for Teaching Thinking. (D.
Momto, Entrevistador)

126



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Swartz, R. (23 de Enero de 2017 ). Padre del método Aprendizaje basado en el Pensamiento.
(M. Amorés, Entrevistador)

Villatoro, F. R. ( 7 de Enero de 2010). La Ciencia de la Mula Francis. Obtenido de ;Cudl es
la probabilidad de tener dos hijos varones, si uno de ellos se llama Francis?:
https://francis.naukas.com/2010/01/07/cual-es-la-probabilidad-de-tener-dos-hijos-
varones-si-uno-de-ellos-se-llama-francis/

Wilhelmi, M., & Lasa, A. (2022). Plantilla memoria de Practicum II. Pamplona: UPNA
(Universidad Publica de Navarra).

127






Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Indice figuras

Figura 1. - Comparacion de definicion de la ley de los grandes numeros entre 3°

ESQ Y 22 BACKIIIEE. ...ttt be e enesseneas 48
Figura 2. = EHMOIOGIA. ........cccooeeeeeeieieeeeeeeeeteeeetee ettt sae e eaeeae e 49
FIQura 3. - BECUEKUA. .........ccooeieieieeeeeeee ettt 49
FIQUra 4. — EXPDEHIENCIAS. ......cc.oceeueenieieieeeeee ettt ettt sae s saeenea 49
Figura 5. - Experiencias compuestas diagramas de arbol................cccccoeeeevvereernanen. 50
Figura 6. - Probabilidad con CONAICIONES. ...............c.ccooueeueveeieieieieieeeieieiesie e 50
Figura 7. - Ejemplo suceso dependiente. ...............cccueevereneeieieieieieiesese e 51
Figura 8. - Ejercicio resuelto, probabilidad condicionada.................cccccoeevevenvnnnen. 51
Figura 9. - Tablas de contingencia y probabilidad condicionada................................. 52
Figura 10. - Estrategia del CaSIllero. .................cccoeueieoeeenieeeeeeeeeeeeeese e 52
Figura 11, - ACIQraCiONES.............ccooueeeeieiieeeeeeeeeee ettt 53
Figura 12. - Los puestes de KONIGSDEIG. ..........cueuecueeeeeeeiieieeeeeeeeeeeiesesiesse e e 53
Figura 13. - Comprende y eXprésate..................ocwueieiiiiininiiciiiiisee s 54
Figura 14. - Indice libro 1° Bachiller de Matematicas Orientadas a las Ciencias
SOCIAIES. ...ttt ettt ns 55
Figura 15. - Axiomatica de KOIMOQOIOV. .............c.cceceveeeiiiieiceeeeeeeeeeiesie e 55
Figura 16. - Operaciones y relaciones CON SUCESOS. ...........cccoeevueereesreceeenrenserenensenns 56
Figura 17. - LEeYES de MOIQan..............ccooeeeeieeieieieieeieseee ettt 56
Figura 18. - CUuando OCUITE UN SUCESO................cccecueeueeeieieeieeeeeeeeeeseiesessesse e eaens 57
Figura 19. - Frecuencia y Ley de los grandes NUMEr0S. ..............ccceeeeevecveeneevenennnes 57
Figura 20. - AXiOMAS Y TEOIEMAS. ......c..ccceeeeeeieieiieieeeseee ettt enen 58
Figura 21. - Probabilidad condiCionada..................c..cccceveveeieieieeeieieieiesiesiese e 58
Figura 22. - Teorema de la Probabilidad Total. ................ccccooeeeieieeeceeiiiesieeesieeenn, 59
Figura 23. - Teorema de Bayes. ............ccueevieieieieieeeseeeee ettt 59
FIQUIA 24. - ENJQ WED. ...ttt sbesae v eae 60
Figura 25. - LIDro Qigital. ...........cooveeeieiiiieieeeeeeeeeeeteeee ettt sae v v eae e 61
Figura 26. - Hoja de calculo Ley de los grandes nUmeros................ccccceevveeeevenennne. 62
Figura 27. - Idoneidad DIdACHCA. ..............ccooeevueoeecieieieieecieeeeeeee e 67
Figura 28. - Esquema contenidos impartidos en la unidad didactica.......................... 72
Figura 29. - Ejercicio resuelto mediante diagramas de Venn...............ccccevevveveennnen. 74
Figura 30. - Actividades propuestas sobre el espacio muestral, operaciones con
SUCESO0S Y PrOPIEUAGES. .........ccueeeieeeeeieiieeeeieeeee ettt ettt re s sa e sesse b eaeenas 74
Figura 31. - Axiomas de probabilidad.....................ccccuveenininiiiiiiieieieeesese e 74
Figura 32. - Consecuencias derivadas de I0S axiomas. ............ccccccceveeeeeecvneneeveennne. 75
Figura 33. - Regla de Laplace. ................coceeeeeeeeeieieieeeeeeeeeeeeeeee e 75
Figura 34. - Ejemplo del principio de multiplicacion y los diagramas de arboil. ........ 75
Figura 35. - Probabilidad condicionada. Tablas de contingencia. .................c.c......... 76
Figura 36. - Formula probabilidad condicionada. ................ccccceeeeveevenieciecenenerenenne 76
Figura 37. - Condiciones de un sistema completo. ..............c.ccccouevveceeceecieveeseneseereenns 77
Figura 38. - Definicion del Teorema de la Probabilidad Total. ..............cccccooevevenennen.. 77
Figura 39. - Enunciado Teorema de Bayes..........cccooveieieiiiiniiicieeeeeee 77
Figura 40. - Variaciones con repeticion y variaciones ordinarias. .................cc.c......... 77
Figura 41. - Permutacion@s OrdiNAriQs. ............c.ccecuecueeueeueeeeeeeeeeeeeeseiesessesse e 78
Figura 42. - COMDBINACIONES. .........cccoueueeieieieiiieieeeieeeeese et ssens 78
Figura 43. - BECUEIAA. ............ooviiiiiiiiiiiii e 78
Figura 44. - Indice de CONTENIAOS. ..............ccoeeeeeeeieieieeeeeeeeee et 82
Figura 45. - ReSIa @ SUCCESOS. ..........cceeueeeeieiieieieeeeseee ettt 84

129



Loégica y probabilidad en 2° de Bachillerato matematicas orientadas a las Ciencias Sociales

Figura 46. - Representacion de las Leyes de Morgan mediante diagramas de Venn.

............................................................................................................................................... 84
Figura 47. - Incorrecta asignacion de probabilidades....................c.cccceeueveveveeeennannn. 85
Figura 48. - Interseccion de SUCESO0S..............cccceoeieerieieieeeeeeeee et 85
Figura 49. - Probabilidad condicionada..................ccccccoevereniniiinieieieieesese e 86
Figura 50. - Probabilidad condiCionada.............ccceieieieieneneneccceeeeeeeee e 86
Figura 51. - Probabilidad condicionada...................c.ccccceoiveneineneoenineeeseeeeeenes 86
Figura 52. - Horario 2° de Bachiller Matematicas orientadas a las Ciencias Sociales
(INOCIUITIO) ...ttt ettt ae et st et e sebenseeae e 89
Figura 53. - Office Gobierno de La RIiOja. ............cccooeeeeenenieieeeeeeseeeeeeeee s 92
Figura 54. - Problema 1. Solucion mediante tablas de contingencia de los apartados
B, D Y Coeeeeeeeeee ettt et aeeteereers et et et e beereens 99
Figura 55. - Problema 1. solucion mediante diagrama de arboil. .............................. 100
Figura 56. - Problema 2. Solucion mediante diagrama de arbol............................... 101
Figura 57. - Problema n® 4. Resolucion del 1¢" apartado mediante diagramas de
BIDO. ...ttt ettt n ettt ae et et n et tenes 103

Figura 58. - Resolucion del 2° apartado mediante diagramas de arbol (12 ronda).104
Figura 59. - Resolucion del 2° apartado mediante diagramas de arbol (22 ronda).104

Figura 60. - Resolucion del problema 1 EST.4. ..., 107
Figura 61. - Resolucion del problema 1 EST. 1. .......ccooviveieinieieieeeeeeeeeeeeene 107
Figura 62. - Resolucion del problema 1 EST.7. ... 107
Figura 63. - Resolucion del problema 2 ESTY . .........ceeeeieieeeieeeseee e, 108
Figura 64. - Resolucion del problema 2 ESTS. ..., 108
Figura 65. - Resolucion del problema 2 ESTA. ............cceeeineeeiieeeeeeeieeeena 108
Figura 66. - Resolucion del problema 2 ESTT. ..........coooeeveeneeieieeeeeeeeeeeeienan 109
Figura 67. - Resolucion del problema 2 EST4. ..........eeeeeeeeieeeieeeeeeeee e, 109
Figura 68. - Resolucion del problema 3 EST7. ............ceeineeeiieeeeeeieeeeeienn 110
Figura 69. - Resolucion del problema 3 ESTA. ... 110
Figura 70. - Resolucion del problema 3 ESTS. ..., 110
Figura 71. - Resolucion del problema 1 ESTS. ..., 110
Figura 72. - Resolucion del problema 3 ESTT. .........ccoovivevieineieieeieeeeeeeeeeene 110
Figura 73. - Resolucion del problema 4 ESTA. ..o 111
Figura 74. - Resolucion del problema 4 EST2. ..., 111
Figura 75. - Resolucion del problema 5 ESTT. ...t 112
Figura 76. - Resolucion del problema 5 ESTA. ... 112
Figura 77. - Resolucion del problema 5 EST1. y ESTS........ccooveveeeieieeeeeee, 113
Figura 78. - Resolucion del problema 6 ESTS. ...........ooeveeeeieieieieieeeeeeeeee, 113
Figura 79. - Resolucion del problema 6 ESTA. .............cooeeeieeeeiieieeeeeieeeienes 114
Figura 80. - Resolucion del problema 5 ESTT. ... 114
Figura 81. - Fichas I6gica matematica educacion infantil. .................cc.cccceeeeeenene.n. 122
Figura 82. - Fichas I6gica matematica educacion primaria..................c.ccceeeeveeenensn. 123
Figura 83. - Fichas I6gica matematica educacion secundaria y bachillerato.......... 123
Figura 84. - Applets Proyecto GAUSS. ...........cccceeeeeeceeceeiesieeieeeeee e 124
Figura 85. - Scratch (programacion por bIoQUES).................cccoueeeeeceeceevieceeeeeeene, 124

130



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Indice tablas

Tabla 1. - Contenidos en el 3¢" Ciclo de Educacion Primaria................cccoceeeuen... 12
Tabla 2. - Contenidos 1¢ Ciclo de Educacion Secundaria. .................cccceceeeereenen.... 12
Tabla 3.- Contenidos 2° Ciclo de Educacion Secundaria.................cccccoeeeeeeecueennnne. 13
Tabla 4. - Contenidos en Bachillerato. ...............cccoouoveeeeceeceeeeeieeieeeeceeeeeeeee e, 14
Tabla 5. - Criterios de evaluacion 3¢ Ciclo de Educacion Primaria. .......................... 17
Tabla 6. - Criterios de evaluacion 1¢ Ciclo de Educacion Secundaria....................... 18
Tabla 7. - Criterios de evaluacion 2° Ciclo de Educacion Secundaria....................... 19
Tabla 8. - Criterios de evaluacion en Bachillerato. ....................ccccooveeveeeeeceeceeceeannnnn. 20
Tabla 9. - Estandares de aprendizaje evaluables en el 3¢ Ciclo de Educacion

PHIMMALIA. ......c.oocvievieiieieeieieeteetee ettt ettt ettt ettt sa et e s e s e ssesbeeseessessessensansessessensens 23
Tabla 10. - Estandares de aprendizaje del 1¢" Ciclo de Educacion Secundaria. ..... 24
Tabla 11. - Estandares de aprendizaje en el 2° Ciclo de Educacion Secundaria. ... 26
Tabla 12. - Estandares de aprendizaje en Bachillerato...............c..ccccecvevveveveeeenennne. 26
Tabla 13. - Descripcion longitudinal de los contenidos del curriculo.......................... 47
Tabla 14. - LENGUAJE. ........ocueeeeeeieieieeeeee ettt 69
TabIa 15. = SIHUACIONES. ..o 70
Tabla 16. — ProCeaimi@nlos. ...............ccooeeieieieieieieeeieiesiee ettt 70
Tabla 17. — CONCEPIOS. ..ottt be s eseesenean 71
Tabla 18. — Propi@aades..................oeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeee et 71
Tabla 19. - ArQUMENTOS. ......cc.ooueeeeeieieeeeeee ettt sttt ae s 71
Tabla 20. - Calendario distribucion de 1as SESIONES...............cccceecveeveeeveeceaeeeeeeeeneenn, 90
Tabla 21. -Distribucion del tiempo de 1as SESIONES..............cccccueceecieceeceeneereeeeeee, 92
Tabla 22. - Calificaciones CUESHIONANIO. .................c.ccueeeeueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 106
Tabla 23. - Variables didacticas EJErciCio 1..........ccuveveveieeeeieeeieeeieieieeeee e 106
Tabla 24. - Variables didacticas EJErCICIO 2...............c.ccueeeceeceeeeieieirieieeeieeeeereneens 108
Tabla 25. - Variables didacticas EJErCiCiO 3.............cccueveceeenieieieiieieeeieeeeeveens 109
Tabla 26. - Variables didacticas EJErCiCIO 4.............ocueeveeeeieieieeeeeeeiesiesieee e 111
Tabla 27. - Variables didacticas EJErciCio 5................cooevieieieeeieieieeeseeeeenes 111
Tabla 28. - Variables didacticas EJErCiCiO 6.................cwecueeeeeieieiieieieieeeeeveneen, 113

131






Rubén Blasco Alvarez de Eulate

Anexos

A. Unidad didactica del libro de texto.
B. Orientaciones unidad didactica
C. Ejercicios preseleccionados

133






Rubén Blasco Alvarez de Eulate

A. Unidad didactica del libro de texto

Probabilidad

| origen del estudio de |la probabilidad se encuentra en los juegos de azar. Los primeros
E problemas fueron planteados por jugadores. El gran duque de Toscana mostro en el
siglo XVI su sorpresa al advertir que al tirar tres dados se obtenia con mas frecuencia

10 que 9 puntos, cuando ambas cifras — 10 y 9 — se descomponian, segun él, de 6 maneras
diferentes. El problema del gran duque fue resuelto por Galileo.

Otro problema famoso planteado a mediados de siglo XVII por el caballero de Meré, un cortesano
francés, a Blaise Pascal dio lugar a una relacion epistolar entre el jurista y matematico Pierre
de Fermat y el propio Pascal en la que se fijaron los fundamentos del calculo de probabilidades.

El estudio de probabilidad alcanzo un gran desarrollo, durante el siglo XIX, de la mano de
los fisicos Maxwell, Gibbs y Boltzmann. Creadores de lo que se conoce como Mecanica Estadistica,
g en la que asignan probabilidades a los
estados de las moléculas de un gas
contenido en un recipiente. Estos
estudios condujeron a James Clerk
Maxwell (1831 — 1879) a afirmar que
la verdadera logica del mundo esta en
el calculo de probabilidades. Sin animo
de ir tan lejos, en esta Unidad didactica
solo nos cefiremos al estudio de la
probabilidad en juegos o experimentos
aleatorios sencillos. También introdu-
ciremos el concepto de probabilidad
condicionada y sucesos indepen-
dientes, utiles importantes para la
resoluciéon de muchos problemas de
; : k. i probabilidad. La Unidad termina con
= Juego de mesa (ISFTIC. Banco de imagenes) " el estudio de la probabilidad total y el
teorema de Bayes, éste Ultimo es un intento de cuantificar en qué grado varias causas contribuyen
a la aparicion de un efecto. Hemos dejado, a modo de apendice, dos apartados al final para
resolver algunos de los problemas de probabilidad con ayuda de la combinatoria.

En esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Recordar en que consiste un experimento aleatorio.

2. Conocer qué es un suceso y las operaciones con sucesos.

3. Aprender a aplicar la regla de Laplace.

4. Identificar sucesos independientes y calcular probabilidades condicionadas.

5. Calcular probabilidades totales y la de que un efecto tenga determinada causa.
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Juegos o experimentos aleatorios
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1. Espacio muestral, sucesos y operaciones
con sucesos. Propiedades

Sabemos, lo hemos visto el curso pasado, que un experimento aleatorio se caracteriza por la imposibilidad de
prever €l resultado a pesar de que se realice siempre en las mismas condiciones. Recordamos, en el cuadro siguiente,
la terminologia basica en torno al experimento aleatorio de tirar un dado una Gnica vez (una Unica prueba).

Concepto Significado Ejemplo
. Conjunto de todos los resultados posibles | _ _
Espacio muestral i g OB, E={1234586}
Cada uno de los subconjuntos del espacio | , _ . _
Suceso —— A={sacar nimero par} = {246}
Suceso elemental | Suceso constituido por un Unico resultado. | C = {sacar el numero 3}={3}
Suceso constituido por todos los resultados | - ; _
Suceso seguro rY— E = {sacarnimero menorque 7} ={12,3456}
. Suceso que no se realiza nunca; es el D ={sacar un niimero mayor que 7} = ®
S ble
UoEs0 Impos suceso que no contiene resultado alguno. | £l suceso imposible se simboliza por @
A= i ={246
Interseccion de Suceso constituido por el conjunto de resul- sy nun'wem par }=246)
y B ={sacar nimero mayor que 4} = {5,6}
sUoesos tados comunesaAyaB. .
AN B = {nimero par y mayor que4}={6}
- Suceso constituido por sucesos elementa- ey _
Union de sucesos bedsAsiD Aw B ={ntimero par o mayor que 4} ={24,56}
Sy Sucesos cuya realizacion simultanea es
. ! imposible, es decir, su intersecciéonesel | A= {sacarnimero paryy B={3}, enfoncesA~B= @
incompatibles N
suceso imposible.
A= {sacar nimero par}y A= {sacar nimero impar}
; . . . |AnA=®yAUA=E
Sucesos mntrarllos Son dos sucesos incompatibles cuya union Fosenlerk i 5o s certintos da A o sl
o complementarios | es el suceso seguro.

mentos de £ que no pertenecen a A. Los sucesos E
@ son complementarios, yaque E=QyEnd = Q.

La letra “o” que aparece en la definicion de la unién de sucesos no es una “o exclusiva’, sino una “o inclusiva”
como se ve en algunos escritos “ofy".

150
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Ejemplo

1. Enun campamento de verano se practican dos deportes: futbol y natacién. De los 120 jévenes inscritos, 75 se
han apuntado a fitbol y 57 a natacion, mientras 23 se han apuntado a ambos deportes. ;Cudntos han ignorado el
futbol? ; Cuantos han desechado la natacion? ; Cuantos practican el fiitbol pero no la natacion? ; Cuantos practican
la natacién pero no el futbol? ; Cuantos jévenes se han inscrito en futbol o natacion?; Cuantos no se han apuntado
a futbol ni a natacion?

Solucion:

Se suelen representar estos datos por diagramas, llamados diagramas de Venn. El conjunto E representa el fotal
de jovenes. Dentro hemos dibujado dos évales, Fy N, que corresponden a los jovenes que practican futbol y natacion
respectivamente.

La parte comtn a F y N simboliza los jovenes que se han apuntado a fltbol y natacion, es decir, FNN. Los que
han ignorado el fltbol pertenecen al conjunto F y son 120 - 75 = 45. Los que no han escogido natacién constituyen
el conjunto expresado por N y son 120 - 57 = 63.

E

Los que practican futbol y no natacién, es decir, el conjunto F~ N esta constituido por 75 - 23 = 52, mientras
que los que practican natacion y no futbol, los del conjunto N~ F , son 57 — 23 = 34. Es evidente que F es unién
de dos conjuntos incompatibles N~ F y F~N, ya que los que se han apuntado a flithol pueden dividirse en dos
grupos: los que practican también natacion y los que no, luego F = (FAN)w(F~ N); y lo mismo ocurre con N,
N = (NnF)U(NAF).

Por otra parte, FUN esta formado por F N, FmN y N F , en consecuencia esta compuesto por 52 + 23 + 34 =
109 jovenes. Finalmente, el conjunto F ~ N, los que no se han apuntado a ftbol y no se han apuntado a natacién,
constituye el complementario de los que se han inscrito en algo, FUN , y en consecuencia FUN = F ~ N; ademas
resultan ser : 120 - 109 = 11.

1 RES 4»

138



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

PROBABILIDAD

Vamos a deducir algunas propiedades de las operaciones con sucesos mencionadas antes.

Aungue no es una nueva operacién definimos la diferencia de sucesos A -B como el suceso AB, es decir,
los elementos de A que no pertenecen a B. Segun esto los elementos de A se dividen en dos sucesos incompa-
tibles: los que pertenecen también a By los que no pertenecen a B, pero si a B. Luego A = (AnB) (A~ B). Del
mismo modo, resulta facil de ver que el complementario del complementario de A , A, es el propio A.

Mayor dificultad e interés ofrecen las leyes de De Morgan, las hemos visto en la Glfima pregunta del ejemplo 1,
que enunciamos asi:

1 AUB = A ~B, el complementario de la unién es igual a la interseccion de complementarios.
2% Ar~B = AUB, el complementario de la interseccidn es igual a la unién de complementarios.

El nombre de estas leyes proviene del l6gico britanico que las estudio, Augustus de Morgan (1806 - 1871).

Ejemplo

2. Comprobar las leyes de De Morgan en el juego de tirar un dado, sabiendo que A={2,4,6} y B ={5,6}.
Solucion:
En el juego de tirar un dado, el espacio muestral es E = {1,2,3,4,5,6}
Si A={2,4,6}, A={1,3,5); y como B = {5,6}, entonces B = {1,2,3,4}. Por ofra parte A B = {6}.
Primera ley de De Morgan: AUB =AB.
Dado que AUB ={2,4,5,6}, AUB ={1,3}; y por otro lado A n B = {1,3}. Luego la igualdad se cumple.
Segunda ley de De Morgan: AnB= AU B.
Dado que AnB ={6}, AnB=1{1,2,3,4,5); y por otra parte A LB = {1,2,3,4,5). Luego la igualdad también se
cumple.

(> Actividades

1. Enun sondeo hecho a 200 personas se les pregunté por sus habitos. A la pregunta de si fumaban regularmente,
92 han respondido que si, 68 han admitido que consumen regularmente bebidas alcohélicas y 45 que fuman y beben.
¢ Cuantas personas son fumadoras, pero no consumen alcohol? ; Cuantas consumen regularmente alcohol y no
son fumadoras? 4 Cuantas no son fumadoras ni consumen alcohol? ;Cuantas son fumadoras o consumen alcohol
con regularidad?

y B = {tv,x} comprobar las leyes de Morgan:
12 AUB=AnNB.
2° AnB=AUB.

£
1
1
i
1
1
i
i
1
i
i
i
m i 2. Dado un espacio muestral £ = {rs,t.u,uw,x,y.z} y dos subconjuntos o sucesos de este espacio muestral A = {r,s,t,u,v}
1
i
1
1
1
1
1
i
i
=
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2. Definicion de probabilidad de un suceso

Al realizar un experimento aleatorio desconocemos cual va ser el resultado, por lo que no tenemos la certeza
de que ocurra o no un determinado suceso A; pero si podemos asignar al suceso A un nimero que mida la posibilidad
de que ocurra. Este nimero se llama probabilidad del suceso A y se simboliza por P(A).

2.1. Propiedades de la probabilidad de un suceso

Antes de asignar un nimero a cada uno de los sucesos de un experimento aleatorio, vamos a establecer algunas
propiedades deseables de esa asignacion. Para cada suceso A, es decir, para cada subconjunto del espacio
muestral E, al nimero P(A), que mide la probabilidad de que A ocurra, le vamos a imponer que cumpla las siguientes
exigencias ( 0 axiomas):

1. Para cada suceso A, P(A) = 0.
2. La probabilidad del suceso seguro, E, esigual a 1, P(E) = 1.
3. Si Ay B son dos sucesos incompatibles, A B = @, entonces P(AUB) = P(A) + P(B)

Aln sin saber como asignaremos probabilidades a un suceso, nos encontramos ya con algunas consecuencias
de los axiomas anteriores, y que nada tienen que ver con el modo de calcular P(A). Veamoslas, son las consecuencias
siguientes:

1. Para cada suceso A, la probabilidad del complementario, A | es igual a 1 menos la probabilidad de

A P(A) =1 -P(A).
Demostracién : Como E=AUA y AnA = ®, segin el axioma 3, P(E) = P(Au A) = P(A)+P(A) y por
el axioma 2, 1= P(A) + P(A). Despejando P(A), resulta P(A) =1- P(A). Esta formula es sumamente (il

porque en muchos problemas resulta mas facil el calculo de la probabilidad de A que la de A.

2. La probabilidad del suceso imposible es 0, P(®)=0.

Demostracion: Como E y ¢ son complementarios, de la consecuencia anterior, P(®) =1-PE)=1-1=0.

3. SiA, A, A, ..., A, son sucesos incompatibles dos a dos, entonces
PA L AL AU A = P(A)) + PA;) + PAy) +... +P(A,)
Demostracion: Es una consecuencia directa del axioma 3.

4. Para cada par de sucesos A y B, se cumple que: P(Aw B)= P(A) + P(B) -P(An B).

Demostracion: Sabemos que A=(AnB)U(ANB), yque (AnB) y (AnB) son incompatibles, luego
P(A)=P(AnB)+P(AB)y P(AnB)=P(A)—P(AB). Por ofra parte AUB = (A-B)UB=(AnB)UB
ycomo AnB y B son incompatibles = P(AwB) = P(AnB) +P(B). Sustituyendo P(AnB) por la expresion
calculada antes, obtenemos P(Au B) = P(A)+ P(B) — P(A B). Esta férmula se emplea en muchos problemas
sencillos de probabilidad.

183 RE= 4>
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Ejemplos

3. SiAy B son sucesos de un espacio muestral con P(A) = % P(B) =% y P(AnB) =% .

Calcular: a) P(AUB), b) P(A), c) P(B), d) P(AnB)y e) P(AUB).

Solucion:
_ 2.1 117
a) P(AUB)—P(A)+P(B)—P(Am5)_g+§—g_ﬁ_
b) p(A)=1-P(A) =1-2=3.
1 2

¢) P(B)=1-P(B)=1-3=3

d) Utilizamos la 12 ley de De Morgan: AUB=ANB, luego
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =1— 7~ ===.
e) Utilizamos la 22 ley de De Morgan:A~B = A UB, luego

P(Zuﬁ)=P(AmB)=1—P(AﬁB)=1—%=%,

4, En un Instituto, la probabilidad de que un alumno apruebe matematicas es 0,6 y de que apruebe economia es 0.4,

mientras que |a probabilidad de que apruebe las dos es 0,3.

a) ;Cual es la probabilidad de que apruebe matematicas o economia o, lo que es lo mismo, de que apruebe al
menos una de estas dos asignaturas?

b) (Y de que no apruebe ninguna?

c¢) ;Y de que no apruebe matematicas ni economia? (Es ofra forma de plantear el apartado anterior).
Solucion:

Sea A el suceso aprobar matematicas y B el aprobar economia. Légicamente A es suspender matematicas y
B es suspender economia.

a) El suceso A B es aprobar al menos una asignatura,
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,6+0,4-0,3=0,7.

b) No aprobar ninguna es &l suceso complementario de A U B, luego
P(AUB)=1-P(AuB)=1-0,7=0,3.

¢) No aprobar matematicas ni economia es el suceso A B, que por la 12 ley de De Morgan es igual que AuUB,

luego P(AB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,7=0,3.
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(& Actividades

3. Dos sucesos Ay Btales que P(A) = 0,45, P(B) = 0,6, P(A\w B) = 0,8. Calcular P(Ar B).

1

4. De los sucesos de un experimento aleatorio se sabe que P(A) =3

P(B):% y P(AuB):%.

il

5. En un experimento aleatorio sabemos que P(AUB) =%, P(AnB) =% ¥ P(B) =§.

Calcular las probabilidades de los sucesos A, By A B.

1
]
1
]
]
1
1
i Calcular a) P(A); b) P(B); c¢) P(AnB) y d) P(AnB).
I
I
i
]
]
I
I

2.2. Asignacion de probabilidades por la frecuencia
relativa

La frecuencia relativa del suceso A, f, es el cociente que resulta al dividir el nimero de veces que ocurre A,
n,, entre el nimero de veces que realizamos el experimento aleatorio, N,

f(A)

_ nimero de veces que ocurre A on
ntimero deveces que realizamos el experimento

=iA
N

La frecuencia relativa de un suceso, al aumentar el nimero de veces que realizamos el experimento,
converge o tiende a estabilizarse alrededor de un nimero fijo. Esto es tanfo mas notorio cuantas mas veces
realicemos el experimento. Esta aproximacion de la frecuencias relativas a un nimero fijo esta garantizada
por la llamada Ley de los Grandes Numeros. De este modo atribuimos como probabilidad del suceso A el
namero £ (A). Esta forma de atribuir probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio se dice por
experimentacion o empirica.

Ejemplo

5. Una cadena de montaje de una fabrica esta dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un inci-
dente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente es 1/50;
la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en un dia
surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active. b)
Calcular |a probabilidad diaria de que la alarma se active.

Solucion:

Llamaremos A al suceso la alarma se activa, / al suceso se produce un incidente y a los sucesos A y ], no se activa la

alarma y no se produce incidente. Segln esto sabemos que P(ANT) =%, P(InA)= LS% y P()) =ﬁ :

a) Si la alarma salta y se produce un incidente, estamos ante el suceso A /. Por otra parte, sabemos que
1= (In A) v (In A), siendo (In A) y (In A) incompatibles. Luego
P(l)=P((lnA)u(l N A) = Pl nA)+P(I N A)
Sustituyendo los valores conocidos en la igualdad anterior,
1 1 1 1 1
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b) Queremos conocer P(A) y sabemos que A = (In A) U (I~ A), siendo (In A) y (T~ A) sucesos incompatibles.

1 7

Por tanto, P(A) = P((I nA)U(T M A) =P nA)+P(T NA)= 125 =55

—=0,028.

C?' Actividades

6. Selanza un dado de 6 caras mal construido y experimentalmente se determina que P(1) =0,1; P(2) = 0,2; P(3)=0,3;
P(4)=10,1yP(5) =0,15.
a) ;Cudl es la probabilidad de salir un 67
b) ;Cuél es la probabilidad de sacar un nimero impar con este dado?

7. La probabilidad de que un equipo de fltbol gane un partido es 0,5 y la de que pierda es 0,2. ; Cual es la probabi-
lidad de que empate?

2.3. Asignacion de J)robabllldades en experimentos
aleatorios con resultados equiprobables. Regla de Laplace

Cuando es previsible que todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio tengan la misma
disponibilidad de salir podemos atribuir, como probabilidad, a cada uno de ellos el nimero

1
n°® total sucesos elementales

Esta asignacion de probabilidades que sélo podemos hacer en experimentos aleatorios con resultados o sucesos
elementales equiprobables, es decir, todos tienen la misma probabilidad, nos permite disponer de una regla para
hallar la probabilidad de cualguier ofro suceso. Veamos cémo se hace.

Si A={a, a,, ..., a,} €s un suceso constituido por n sucesos elementales, entonces es posible escribir este

SUCES0 como union de sucesos incompatibles dos a dos, asi: A={a,}u{a,}u..u{a} .

La probabilidad de A, si empleamos la consecuencia 3, sera:

PUA) = Pfay 2.8, ) = P2} Uz} U Ula ) =Pla} +Pla} . +Play =L+ Lo 4 1T

En donde hemos supuesto que m es el nimero fotal de sucesos elementales del experimento aleatorio. Luego,

n°de sucesoselementalesde A

P(A)= n°de sucesos elementales de E

o RE=S 4>
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Alos elementos de A se les suele llamar resultados favorables a la realizacion del suceso A y a los de E,
resultados posibles; por lo que la formula anterior se acostumbra a escribir asi:

n°de casos favorables
n°de casos posibles

P(A) =

Aeste cociente se le llama Regla de Laplace, y sera |a formula que emplearemos en la mayor parte de los
problemas, salvo en aquellos en que las probabilidades vengan asignadas ya en el enunciado.

Ejemplo

6. El control de calidad de una fabrica descubre que cada 2.000.000 de piezas producidas hay 10000 defectuosas.
Si no se modifican las condiciones de fabricacion, ;cual es la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea
defectuosa?

Solucion:
10000 1

P(pieza defectuosa) = 3000000 = 200

= 0,005 . El nimero 0,005 se puede leer como un porcentaje:

0,005 = 0,5/100 = 0,5%. La probabilidad indica un porcentaje, es decir, el porcentaje de éxito o de ocurrencia de
un suceso.

(& Actividades

1

i

i

! a) A ={se obtiene al menos un 5}.
i

E b) B = {se obtiene un doble}.
! c) AnB

i

! d AUB.

i
I
]
]
i
i
L

9. Se elige un nimero natural entre el 1y el 20 de manera que todos tengan la misma probabilidad de ser escogi-
dos. ¢ Cudl es la probabilidad de que el nimero escogido sea divisible por 2 o por 37 ;Cudl es la probabilidad de
que sea divisible por 3 y no por 67

157 mé 4p»
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3. Diagramas en arbol y la resolucion de
algunos problemas sencillos de probabilidad

3.1. Principio de multiplicacion y diagramas en arbol

En los problemas de probabilidad, a veces, nos dan |a probabilidad de algunos sucesos y nos piden calcular la
de otros sin hacer referencia a la naturaleza del experimento aleatorio al que pertenecen. En otros, conocemos
la naturaleza del experimento aleatorio, casi siempre con resultados equiprobables, y nos piden calcular la probabilidad
de determinados sucesos. En este Gltimo caso, al aplicar Ia regla de Laplace, tenemos que contar sucesos elementales
o casos favorables y casos posibles. Si el experimento aleatorio es simple como tirar un dado, extraer una carta
de una baraja, contar chicos a los que les gusta el fatbol o la natacién, etc., la enumeracion directa de los sucesos
elementales es suficiente.

Cuando el experimento aleatorio consta de varias pruebas, es decir, consiste en tirar varios dados, una moneda
y un dado, extraer varias cartas, extraer varias bolas de una urna, escoger varias personas, etc., la enumeracion
de los sucesos elementales no es tan sencilla. Sin embargo, el principio de la multiplicacion facilita mucho las cosas.

Principio de la multiplicacién: Si un experimento aleatorio esta constituido por p pruebas, teniendo cada una
deellas n,, n, ny,..., n, resultados, entonces el nimero total de resultados del experimento aleatorio es

My My Nyt 1,

Los ejemplos que vienen a continuacion nos ayudaran a comprender y ufilizar este principio.

El ejemplo muestra que los diagramas en arbol son muy Utiles no solo para contar el nimero de sucesos
elementales de un suceso en un experimento de varias pruebas, sino también para identificar cada uno de esos
sucesos elementales del espacio muestral.

Ejemplo

7. Un restaurante ofrece a sus clientes una carta en la que hay 3 primeros platos, 4 segundos y 2 postres. ; Cuéantos
menus diferentes se pueden elegir?

Solucion: Podemos pedir 3- 4- 2 = 24 menis. Si empleamos un diagrama en arbol, podemos, ademas de deter-
minar el nimero de mends, identificar cada uno de ellos. Supongamos que A, A, A, son los primeros platos y By,
B,, B,y B,, los segundos y C, y C,, los postres. Disponemos un diagrama en arbol asi:

G GC GG GG G G GG GG GG G G GG GG GG G

Recorriendo las ramas del arbol de arriba abajo obtenemos todos los menus posibles: A;B,C,, A,B,C,, A,B,C,....,
A,B,C,, en total 24.

o RE=S 4»
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(5 Actividades

m 10. Un restaurante ofrece a sus clientes una carta en la que hay 3 primeros platos, 4 segundos y 2 postres, flan o helado.
¢Cuantos menus diferentes se pueden elegir en los que el postre es flan?
m distintas se puede ir de A a C? Calcula el nimero de modos de hacer el trayecto de ida y vuelta A - C - A

|
i
i
|
| 11. Enfre el pueblo Ay el pueblo B hay 4 caminos, y de B salen 3 caminos para el pueblo C. ;De cuantas maneras
i
: empleando recorridos distintos a la ida y a la vuelta.

3.2. Diagramas en arbol y problemas de probabilidad

En buena parte de los problemas de probabilidad nos encontramos ante experimentos aleatorios de varias
pruebas, y para resolverlos resultan sumamente Utiles los diagramas en arbol.

Veamos, por ejemplo, un juego sencillo: se fira un dado y una moneda y queremos conocer la prababilidad
del suceso A = {sacar niimero mayor que 2 y cruz}. Un diagrama en arbol nos ayuda a conocer los sucesos
elementales del espacio muestral.

P
(1c) (1.+) (2¢c) (24) (3.¢) (3.+) (4c) (44) (5¢) (5+) (6.c) (64)

ANANDN D
R 2 A DR T S

Por un sencillo recuento vemos que P(A)= % =%_ Si consideramos el dado primero, |a probabilidad de

obtener mayor que 2 es 4/6, es decir, que esperamos que salga mayor que 2 en los 4/6 de todas las tiradas, recuerda
que la probabilidad es un porcentaje. Si a continuacion tiramos la moneda es de esperar gue salga cruz en la mitad
de las tiradas. Por tanto, al tener dos porcentajes encadenados, es de esperar que salga mayor que 2 y cruz en

los 52 de todas las tiradas que hagamos; en consecuencia, la probabilidad de A sera: P(A) = 53 1i = %
Esto nos induce a emplear diagramas en arbol reducidos al suceso A que " %

nos interesa, de modo que el diagrama anterior quedaria reducido a éste:
Podemos afirmar, por tanto, que la probabilidad de A es igual al producto mayor menor o igual

de las probabilidades de las ramas que conducen a él. Este tipo de diagramas que2 w2

cuando estudiemos la probabilidad condicionada.

(> Actividades

12. En una urna hay seis bolas negras y cuafro rojas. Se extraen dos bolas: a) sila primera se devuelve a la urna, calcula
la probabilidad de que las dos sean de distinto color; b) calcular la probabilidad de que las dos sean del mismo color,
sila primera no se devuelve a la urna.

. o . . & o 1 1 1 1
en arbol, reducidos al suceso que nos interesa, seran particularmente utiles /7 \/z /2/ %
c * c +

=

13. Se extraen dos cartas de una baraja de 40. a) Calcula la probabilidad de que ambas sean ases. b) Calcula la
probabilidad de que la primera sea un as y la segunda no. Considera el caso de que haya devolucion de la primera
carta y de que no la haya.

B B
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Ejemplos

8. Dos cazadores disparan sobre la misma liebre. Afortunadamente para la liebre se sabe por experiencia que la pro-
babilidad de acertar de uno es 4/7 y del otro, 5/9. ; Cudl es la probabilidad de que la liebre se salve? ;Cual es la
probabilidad de que al menos uno acierte?

Solucion: Hacemos un diagrama de dos pruebas, una para cada cazador.

47 i

/\/

AA AF FA FF

Primer cazador

Segundc cazador

La liebre se salva siambos fallany P(FF) == === =0,19. La probabilidad de que al menos uno acierte corres-

ponde a la probabilidad de que acierte el primero, el segundo o los dos a la vez, es decir, de los sucesos elemen-
tales: AF, FAy AA 44 35 45 17

P(AF UFAU AA) = P(AF) +P(FA)+ P(AR) = 3.5 +5- 242 S =22

4 _17

El mismo resultado se obtiene de P({al menos uno acierta}) =1-P(FF)=1- 7=

9. Se extraen dos cartas de una baraja de 40.
a) Sila primera carta se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.
b) Sila primera carta no se devuelve a |a baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean figuras.

Solucion: a) Simbolizamos por R salir rey y por R no salir rey.

4/40 36/40

12 extraccion 4 4

PRR)= .24 _ 1
4;7/ \%mo 4!7 \%:40

1 1
2037070 700~ 0"
—Pextraccron

b) Hay 12 figuras: 4 sotas, 4 caballos y 4 reyes. Si no devolvemos la primera carta, en la segunda extraccion hay
s6lo 39 disponibles. Sea F = {salir figura} y F = {no salir figura}

1204 28/40
3 F  1*extraccion P(FF) = E .1_1 =0.084
40 3 A
11@7 ‘ms 1217 \mse 0
X — 2% extraccion
F F F F
160 @ = 4p
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4. Probabilidad condicionada

Cuando dos sucesos de un experimento aleatorio estan relacionados, el conocimiento de que ha ocurrido
uno de ellos puede modificar |a probabilidad del ofro. Veamos un ejemplo.

En un curso de 2° CCSS hay 30 alumnos de los cuales 17 son chicas y 13 chicos. En la evaluacion de matematicas
han aprobado 7 chicas y 8 chicos.

Resumimos la informacion anterior en un cuadro, también llamado tabla de contingencia:

Aprobados | Suspensos Total
Chicas 7 10 17
Chicos 8 5 13
Total 15 15 30

Si elegimos al azar una persona de este curso estamos ante un experimento aleatorio cuyo espacio muestral
tiene 30 sucesos elementales y la probabilidad de cada suceso elemental es /5. Consideremos los sucesos

A={serunachica} y B-={estaraprobado}
entonces
T

15 _1
PA=1 v P(B)=2=1

Si queremos hallar la probabilidad del suceso ser chica y haber aprobado, éste seria: P(ANB) = 7

30
Imaginemos que, en este juego de elegir una persona del curso, alguien sabe que la persona elegida es una

chica y quiere saber la probabilidad de que también haya aprobado. Simbolizaremos esta probabilidad por P(B/A), que

significa probabilidad de B sabiendo que A ha ocurrido o probabilidad de B condicionada a A. Segun la tabla tenemos

|~

P(BIA)=1

-~

Dividiendo numerador y denominador de esta fraccién por 30 se obtiene

7730 P(A)

HBMFW%=TBO P(ANB)

Es decir, la probabilidad de B condicionada a A, nos indica la proporcion de veces que ocurre B de entre
todas las que ocurre Ay esta probabilidad se calcula por las formulas

P(AB)

PBIA ==

0 P(AnB)=P(A)-P(B/ A)

De otro modo, la probabilidad de B condicionada a A indica en qué se convierte la probabilidad de B cuando
se restringe el conjunto de resultados posibles de E a A.

161 Ea E] é;l 4p»
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Ejemplo

10. Al tirar dos dados se sabe que la suma de los resultados ha sido 8, ;cudl es la probabilidad de que al menos haya
salido un 57

Solucion:

El suceso A = {la suma de los dos dados es 8} = {(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)} y el suceso B = {al menos sale un
5}. Es evidente que A~ B={(3,5),(5,3) } , luego
P(ANB)

- _Y%_
P(BIA)==pr =575 =

| r

Sin embargo, observamos que la probabilidad de B es P(B) = — ; ya que hay 11 resultados favorables a que salga

1"
36
al menos un 5 entre los 36 posibles:

(1,8), (5,1), (2,5), (5,2), (3,5), (5,3), (4.5), (5,4), (5,5), (6,5) y (5,8).

(S~ Actividades

a) P(A/B);
b) P(ANB).

15. Segun la estadistica del hotel de un balneario la distribucion de clientes por sexo y edad es a siguiente: 23% hombres
con mas de 45 anos, 7% hombres con menos de 45 afios, 60% mujeres con mas de 45 anos, 10% mujeres con
menos de 45 afios.

La persona alojada en la habitacién n° 222 se sabe que tiene 80 arios, ¢ cual es la probabilidad de que sea una mujer?

16. Una cadena de montaje de una fabrica esta dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un
incidente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente es
1/50; la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en
un dia surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active.
b) Calcular la probabilidad diaria de que la alarma se active. ¢) La alarma se acaba de activar, ¢ cuél es la probabilidad
de que haya realmente un incidente?

Nota : los apartados a) y b) estan resueltos en el ejemplo 5.

162 mé 4p
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5. Sucesos independientes

Sin duda los diagramas en arbol y la identificacion de sucesos independientes son los mejores recursos para
resolver problemas de probabilidad sencillos. Veamos qué caracteriza a los sucesos independientes. Consideremos
el juego de tirar un dado y los sucesos

A = {salir menor que 5} = {1, 2, 3, 4}
B = {salirimpar} = {1, 3, 5}
A B = {salirimpar y menor que 5} = {1, 3}

La probabilidad de estos sucesos es

1

4 2 3 2
PiA)=%=% PB)=5=5 v P(AnB)=%=

1
3
La probabilidad de salirimpar sabiendo que ha salido menor que 5, P(B/A), seria
P(AnB) 13 1

PBIA="pm ~23"~7"

pero también P(E)=% ,entonces  P(B/A) = P(B).

Es decir, la probabilidad de B condicionada a A es igual a la de B o, lo que es lo mismo, la probabilidad de B
no esta modificada por la informacion suministrada por A. En este caso se dice que A y B son independientes v,
por tanto, la formula de la probabilidad condicionada

P(ANB)

PBIA)=—5r

queda
P(AnB)

PE="pa

o P(AnB)=P(A)-P(B)

Esta ultima formula es importante porque garantiza que la probabilidad de la interseccion de dos sucesos
independientes es igual al producto de las probabilidades de cada una de ellos.

Dos sucesos se llaman sucesos independientes cuando la realizacion de uno de ellos no suministra informacion
sobre la realizacion del otro. Se pueden encontrar en un juego simple, como el del ejemplo anterior, 0 en experimentos
aleatorios de varias pruebas. Es, en estos juegos, donde los sucesos independientes tienen mas interés.

Sucesos independientes en pruebas independientes

En los juegos con varias pruebas puede ocurrir gue los sucesos de una prueba sean independientes de los
de ofra 0 no. En un caso estamos ante pruebas independientes y en otro, ante pruebas dependientes. Veamos
algunos experimentos aleatorios de uno y otro tipo:

1. Tirar una moneda y después un dado. Es evidente que el resultado de la moneda no influye en el resultado
del dado. Son pruebas independientes y los sucesos relativos a cada prueba son independientes.

18 REaS 4P
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2. Extraer dos cartas de una baraja. Si al sacar la primera carta la devolvemos al mazo de cartas, tenemos
dos pruebas independientes; el resultado de la primera no influye en el resultado de la segunda. Pero sino
se devuelve la primera carta al mazo, entonces el resultado de la segunda va a depender del resultado de
la primera.

Ejemplos
11. Se extraen dos cartas de una baraja de 40.
a) Sila primera carta se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.

b) Sila primera carta no se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.
Solucion:

Este problema lo hemos resuelto mediante un diagrama, pero admite otra forma resolverlo. Consideremos los
Sucesos
A ={sacarreyenla1?®), B={sacarreyenla2?® y
A B ={sacarreyen la1®y sacarreyen la 2%}

a) SiAy B son independientes, y esto ocurre cuando devolvemos la primera carta,
AN T
40 40 100
b) SiAy Bno son independientes, y esto ocurre cuando no devolvemos la primera carta,

P(A”B)=P(A)-P(B,‘A)=:_G.%=ﬁ

P(AnB)=P(A)-P(B) = 0,01

12. Calcular la probabilidad de obtener al menos un 6 al tirar un dado cuatro veces.
Solucién:

Cuando nos encontramos ante el suceso {obtener al menos 6} debemos pensar que es complementario de {no
sacar ningtin 6}. La probabilidad de {no sacar 6} en una firada es

Pl{ro 6))=

Llamemos A, al suceso no sacar 6 en el primer lanzamiento del dado, A, al sucese no sacar 6 en el segundo lan-
zamiento y A; y A, , el mismo resultado en los lanzamientos tercero y cuarto. El suceso A, A, Ay A, es no
sacar 6 ni en el primero, ni en el segundo, ni en el tercero y ni en el cuarto lanzamiento, todos estos sucesos son
independientes ya que lo que ocurra en un lanzamiento no influye en el siguiente, y su probabilidad sera:

P(ANA NANA) =P(A)-P(A)-P(A)-P(A) =§'§'§'§=(§} - 0,482
Luego |a probabilidad de obtener al menos un 6

P({obtener al menos un 6 en cuatro tiradas}) = 1- P({no sacar 6 en cuatro tiradas}) = 1 - 0,482 = 0,518.

164‘ R E& 4p
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13.Una persona desea jugar en una atraccion de feria, donde regalan un peluche, si al tirar un dardo acierta en un
blanco. Si sélo se permite tirar tres dardos y la probabilidad de acertar en cada tirada es 0,3:

a) ¢Cual es la probabilidad de llevarse el peluche?
b) ;Cual es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente al tercer intento?

Solucion:

Los diagramas en arbol son muy engorrosos cuando tenemos mas de tres pruebas; en estos casos resulta mas
practico identificar sucesos independientes. Llamemos

A, = {acertar con el primer dardo} y A, = {no acertar con el primer dardo},
A, = {acertar con el sequndo dardo} y A,= {no acertar con el segundo dardo},
A, = {acertar con el tercer dardo}  y A, = {no acertar con el tercer dardo};

ademas sabemos que
P(A) = P(A) = P(A}) = 03y P(A;) = P(A;) = P(A}) = 0.7.

Todos los sucesos mencionados anteriormente son independientes, como puede comprobarse al realizar la
actividad 16. Por lo tanto,

a) se lleva el peluche si al menos acierta con un dardo, pero esto es el complementario de no acertar con ningiin
dardo

P(A UA UA)=1-P(A A AA)=1-P(&)-P(A)-P(A,) =1-0,7-0,7-0,7 = 0,657:

b) se lleva el peluche en el tercer intento si falla el primero y el segundo, pero como A, A, y A, son independien-

tes, tenemos

—

P(A, A NA)=P(A)-P(A)-P(A)=0,7-0,7-0,3 =0,147.

(5 Actividades

[ Tt o -

m E 17. Dados A y B sucesos de un experimento aleatorio, demuestra que si A y B son independientes, entonces
a) Ay B son independientes,
b) y también Ay B son independientes.

18. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,6; P(B) = 0,2 y P(AUB) = 0,7. Calcular:
a) P(A B) y razonese si los sucesos A y B son independientes; b) P(Aw B).

19. Sacamos sucesivamente dos cartas de una baraja.
a) Vemos la primera y |la devolvemos al mazo de cartas, ;cuél es la probabilidad de que las dos sean copas?

b) Después de ver la primera no la devolvemos al mazo de cartas, ¢ cual es |a probabilidad de que las dos sean
copas?

BB
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6. Probabilidad condicionada y probabilidad total
6.1. Probabilidad condicionada y diagramas en arbol

Al resolver problemas de probabilidad condicionada ayudan mucho los diagramas en arbol; tanto si son
experimentos con varias pruebas, como si no.

Si nos encontramos con un juego de dos pruebas y A es un suceso de la primera y B es un suceso de la segunda,
entonces es posible esquematizar el juego asi:

A/\T\
AN

En las ramas de este esquema podemos escribir:

P(A) P(A)

A A
P(B/ﬂy WE/A} P(B/Ay wﬁfﬁ)
B B B B

Luego la probabilidad del suceso A B sera: P(A— B) = P(A)- P(B/A), es decir, el producto de las ramas indica
que se realiza A en la primera prueba y B en |a segunda. Si embargo, la probabilidad de B, dado que

B=(Ar B)w (A B), sera:
P(B)=P((AnB)U(ANB))=P(ANB)+P(ANB)=P(A)-P(BI A)+P(A)-P(BIA),
es decir, la suma de los productos de las ramas que conducen a él.
Ejemplos
14. Un examen consiste en elegir al azar dos temas de un programa de 20 y desarrollar uno de ellos. Un alumno sabe
11 temas.

a) ¢Qué probabilidad tiene de aprobar el examen?
b) ;Qué probabilidad tiene de saber un tema y ofro no?

Solucién: Los sucesos A, = {sabe el 1°tema} y A, = {sabe el 2° tema} no son independientes porgue

P(A,) = 11120, pero P(A,) = 10/19.

166 mé 4p
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a) P(B)=P(A)-P(B!A)+P(A)-P(BIA)=0,25-0,7+0,75-0,2 = 0,325. Por consiguiente, el 32,5% de los
inversores obtiene beneficios.

b) P(AnB)=P(A)-P(B/A)=0,75-08=06.

¢) Se trata de hallar la probabilidad P(A/ B), que por la definicion de probabilidad condicionada nos conduce a

P(AnB) P(A)-P(BIA) 07502

PAIB)==pa=—"p@ = 035 -4

La generalizacion del apartado a) de este ejemplo nos conduce al teorema de la probabilidad total, que

veremos en seguida, y la generalizacion del apartado c) nos conduce al teorema de Bayes que veremos en el
proximo epigrafe.

6.2. Probabilidad total

En ocasiones, es posible calcular la probabilidad de un suceso en funcidn de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos. Esto ocurre cuando el conjunto de sucesos
conocidos constituye un sistema completo de sucesos. ;Qué es un sistema completo de sucesos? Pues un
conjunto de sucesos A;, A,, ...., A, constituye un sistema completo de sucesos si cumple dos condiciones:

1) Son incompatibles dos a dos, A A; = @, siempre que | #}.
2%) Launion de A,, A, ..., A, es el sucesa seguro A, A\ L UA = E.
El teorema de la probabilidad total dice asi:

Si A, A, ..., A, es un sistema completo de sucesos y B es un suceso del que Unicamente conocemos las
probabilidades condicionales P(B/A), entonces la P(B) viene dada por la formula:

P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA)

Demostracion: Como Ay, A,, ...., A, son incompatibles dos a dos, también lo son los sucesos
AN B, AN B, .., AnB yademas B = (A BJu(A,nB)u .. U(A,"B)

Yy encon secuencia

P(B)=P(A,nB)+P(A,NB)+...+P(A. nB)=P(A)-P(BI A)+P(A,)-P(BIA))+...+ P(A,)-P(BI A,).

En los ejemplos veremos que ya sabiamos resolver problemas de |a probabilidad total con un sencillo diagrama
en arbol.

1 RE=S 4p
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Sabe A, No sabeA,
10 v 9

PAJA) =35 P(R/A) =1 o

PAJK) =1L P(AJA) =25

(AA) =15 19

AN A, AnA,  AnA, A A,
a) Aprueba si sabe al menos uno,
9 8 17

P({sabe al menos uno}) = 1- P({no sabe ninguno}) = 1-P(A NA,)=1- 2019 95°

Como % =0,8105 , tiene mas de un 81% de posibilidades de aprobar. El mismo resultado obtendriamos

sumando los productos de las ramas que conducen a A,n A,, A,n A,y AN A,.

b) La suma de las probabilidades de A, A,y A, A, nos da respuesta. Por consiguiente,

1 9 9 11_99
P(A NA,)+P( AnAz)—ﬁ 9 ﬁﬁ_m_o,sm.

En un experimento aleatorio en el que no esta claro que existan varias pruebas, también resultan ttiles los
diagramas en arbol como se pone en evidencia en €l ejemplo siguiente.

Ejemplos

15. Los resultados de una encuesta indican que solo un 25% de los que invierten en bolsa tienen conocimientos bur-
satiles. De ellos el 70% obtiene plusvalias. Sin embargo, Unicamente un 20% de los que compran acciones sin
conocimiento del mercado de valores consigue ganancias. Se pide:

a) Probabilidad de que elegido un inversor al azar obtenga beneficios. ; Qué porcentaje de los que compran accio-
nes consigue plusvalias?

b) ;Cual es la probabilidad de que un inversor elegido al azar no tenga conocimientos de bolsa y no consiga
ganancias?

c) ¢;Cuales la probabilidad de que habiendo obtenido beneficios no tenga idea de la bolsa de valores?

Solucion: Distinguiremos dos sucesos A = {sabe de bolsa} y B = {obtiene beneficios} y sus contrarios A y B. Sobre
el diagrama en arbol resolveremos los dos primeros apartados.

P(A)=0,25 P(A)=0,75

Sabe (A) No sabe (A)

FHBI —O/ \BM b0 3/ WJ =08

Beneficio (B)  No beneficio (B) Beneficio (B No beneficio (B)

" RE=S 4»
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Ejemplo

16. El 40% de los créditos que concede un banco son para la vivienda, el 35% para la industria y 25% para el consumo.
Resultan fallidos el 4% de los créditos a la vivienda, el 6% de los créditos a la industria y el 8% de los creditos al
consumo. Se elige al azar un prestatario del banco, 4 cual es la probabilidad de que no pague el crédito? ;y cuél
es la probabilidad de que pague el crédito?

Solucion: Los créditos vivienda, industria y consumo forman un sistema completo de sucesos. Son incompatibles
y su unién constituyen todos los créditos que concede el banco. Con un sencillo diagrama en arbol de dos pruebas
veremos mejor las cosas.

04 0,35 0,25

Vivienda Industria Consumo

W Nes o,o% \),94 w/ Wz

Fallido No fallido Fallido No fallido Fallido No fallido

Un credito fallido es el que no se paga y sabemos por el teorema de la probabilidad total que la probabilidad de un
suceso es la suma de los caminos que conducen a él:

P(Fallido) = P(Vivienda) - P(Fallido | Vivienda) + P(Industria) - P(Fallido | Industria) +
+P(Consuma) - P(Fallido | Consumo) = 0,4 -0,04 +0,35-0,06+0,25-0,08 = 0,057.

Es decir, 5,7 % de los créditos resultan fallidos.
La probabilidad de que se pague, es decir, No fallido, sera: P(Nofallido) =1—P(Fallido) =1-0,057 = 0,943.

El mismo resultado hubiéramos encontrado sumando las ramas que conducen a No fallido. En todo caso, no esta
bien eso de no pagar los préstamos.

(> Actividades

20. Tenemos 4 urnas. En la primera hay 5 bolas blancas y 3 negras; en la segunda 6 blancas y 7 negras; en la tercera
hay 4 bolas blancas y 2 negras y en la cuarta hay 6 bolas negras. Si elegimos una urna al azar y extraemos una bola,
¢scudl es la probabilidad de que sea negra?

r
1
I
I
i
1
:
! 21. En un hotel hay tres cajas fuertes. En una de ellas hay 6 joyas buenas y 2 falsas; en otra, 5 joyas de valor y 1
1 falsa; y enlatercera, 8 joyas valiosas y 3 falsas. Suponiendo que un ladrén sélo puede abrir una caja fuerte y llevarse
| una joya, ¢cudl es la probabilidad de que se lleve bisuteria?

|

I

I

|

|

1

22, En una empresa el 70% son empleados y el 30% directivos. EI 80% de los primeros son casados, mientras que 40%
de los segundos son solteros. Se elige una persona al azar en la empresa. ¢ Cual es la probabilidad de que sea
soltera?

e o ——————————
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7. Teorema de Bayes

Si interpretamos un sistema completo de sucesos, A;, A,, ...., A, , como las causas de que se produzcan ciertos
efectos, y uno de esos efectos es un suceso B, entonces el teorema de Bayes permite calcular la probabilidad de
que un efecto tenga una determinada causa. En ofras palabras, permite calcular la probabilidad condicionada P(A/B)
interpretando ésta como la probabilidad de que la causa de B sea A,

El teorema de Bayes tiene este enunciado:
Si A, A, ..., A, esun sistema completo de sucesos y B es un suceso cualquiera del que Unicamente
conocemos las probabilidades condicionadas P(B/A)), entonces la probabilidad de A condicionada a B viene
dado por la férmula
P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA,)

Demostracion: De la definicion de probabilidad condicionada podemos escribir
P(AnB)=P(A)-P(BIA) 'y P(AnB)=P(B)-P(AB)
Si dos cosas son iguales a una tercera, son también iguales entre si; luego P(A)-P(B/A,)=P(B)-P(A, |B)

Despejando P(A/B), se obtiene

A)-PBIA) _ P(A)-P(B/A)
P(B) P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA)

dado que P(B) =P(A)-P(B/A)+P(A,)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA,), (teorema de la probabilidad total).

p(a18)=""

Ejemplos

17. Un modelo de automavil se fabrica en 3 factorias distintas: A, By C. De A sale el 25% de la produccion anual, en
B se hace el 42% y en C el 33%.

El 2% de los coches fabricados en A sufre una averfa en el primer mes de rodaje, lo mismo ocurre con el 3% de
los fabricados en B y con el 4% de los fabricados en C. Un cliente tiene un coche que se ha averiado en el primer
mes de uso, ;cual es la probabilidad de que se haya hecho en C?

Solucion: Los sucesos A, B y C estan formados por los automéviles que se fabrican en cada una de las factorias.
Ademas, constituyen un sistema completo de sucesos: son incompatibles y su union es toda la produccion anual
de este modelo. Un diagrama en arbol facilita siempre las cosas.

0,25 0,42 0,33
A B G
9/ Naa 0.0% \}.9? OV WG
Averia No averia Averia No averia Averia No averia
170 R E S 4p
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Conocemos el suceso el coche se ha averiado, y queremos calcular la probabilidad de haya sido fabricado en C,
se trata de hallar P(C/ Averia) y es, segun la formula de Bayes,

. P(C)-P(AverialC) _ P(C)- P(Averia/ C) -
P(Cl Averta) === 5 averia) — ~ P{A)-P{Averial A)+ P(E)-P(AverialB) + P(C)-P{AveralC) ~
0,3-0,04 —

~0,25-0,02+0,42-0.03+0,3-0,04

18. Seguimos en el sector del automévil. Una fabrica produce tres modelos de coche: A, By C. Cada uno de los modelos
puede tener motor de gasolina o diesel. Sabemos que el 60% de los modelos son de tipo A y el 30% de tipo B. El
30% de los coches fabricados tienen motor diesel, el 30% de los coches del modelo A son de tipo diesel y el 20%
de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades de los siguientes
slcesos:

a) Elcoche es del modelo C.
b) Elcoche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel.
c) Elcoche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C.

Solucion: A pesar del galimatias que sugiere el enunciado, se trata de un problema de probabilidad total y formula
de Bayes. Tal vez lo mejor sea organizar los datos en un diagrama en arbol. El dato “el 30% de los coches fabricados
tienen motor diesel” se utilizara en el apartado b).

0,6 03 0,1

A B c
V \0,7 0,2/ \),8 / \
D G D G D G

a) Los coches del modelo A, junto con los coches de los modelos By C, constituyen un sistema completo de sucesos
y, por tanto, los coches del modelo C seran el 10%. Esto es asi porque 1-(0,6 +0,3)=1-0,9=0,1.

b) SiD es el suceso tener motor diesel y nos piden calcular P(A/D), por la férmula de Bayes:

P(AID) = P(A);é?’ al 0%23 ~0,6.

¢) Como P(D) = 0,3, empleando la férmula de la probabilidad total, resulta
P(D)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(DIB)+P(C)-P(DIC)
0,3=0,6-0,3+0,3-0,2+0,1-P(D/C)

P(DIC)= 9:3;0161‘13_‘0@= 0.6.

i RES 4»

158



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

PROBABILIDAD

19. Continuamos en el sector del automévil, pero ahora en el negocio del taxi. Tras un estudio realizado sobre los taxistas
de una ciudad espafiola, se ha observado que el 70% tiene mas de 40 afios y de éstos el 60% es propietario del
vehiculo que conduce. También se ha averiguado que el porcentaje de taxistas que, no superando los 40 afios, es
propietario del vehiculo que conduce se reduce al 30%. Se pide:

a) La probabilidad de que un taxista, elegido al azar, sea propietario del vehiculo que conduce.

b) Se elige un taxista al azar, y se comprueba que es propietario del vehiculo que conduce, 4 cual es la probabili-
dad de que tenga mas de 40 afios?

Solucion: Llamemos P al suceso ser propietario y P no ser propietario. Al suceso {mas de 40 arios} lo simboli-
zaremos por My al suceso {igual o menos de 40 afios} lo simbolizaremos por M . Con un diagrama en arbol
veremos las cosas con mas claridad.

07 0.3

M M
YN YN
P P P P
a) La probabilidad de P, como My M son un sistema completo de sucesos, puede calcularse por el teorema de
la probabildad total - b _ b u1y. p(p | M)+ P(RA). (P 111) = 0,7-0,6+0,3-0,3 = 0,51.
b) Se trata de hallar la probabilidad de M condicionada a P, P(M/P), empleando la férmula de Bayes obtenemos:
P(M)-P(PIM) _0,7-0,6

PMIP) = == g o == =0,8235

(& Actividades

[ e e S R S S S R e - -

=

23. En una empresa el 70% son empleados y el 30% directivos. El 80% de los primeros son casados, mientras que el
40% de los segundos son solteros. Se elige una persona al azar en |la empresa. Sabiendo que se ha elegido una
persona soltera, ;cudl es la probabilidad de que sea directivo?

=

-

i
1
i
1
I
i
24. Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales. La probabilidad de que un caso se |
deba remitir al bufete A es 0,3; de que se remita al bufete B es 0,5 y de que se remita al bufete C es 0,2. La probabilidad |

de que un caso remitido al bufete A sea ganado en los tribunales es 0,6; para el bufete B esta probabilidad es 08 |

y para el bufete C es 0,7. :

a) Calculese la probabilidad de que la empresa gane un caso. i

b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado el bufete A. ¢

i

1

1

i

i

i

25. Un rosal no esta en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de mantenerse que de perderse.
La probabilidad de que se mantenga si no se riega es 0,25. La probabilidad de no regar el rosal es 2/3. Siel rosal se
ha perdido, ¢ cual es la probabilidad de no haberlo regado?
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8. Combinatoria

La regla de Laplace nos obliga a contar objetos de un conjunto, casos favorables y casos posibles. Esto no
siempre es una labor facil. Para estas situaciones, en las que no podemos contar facilmente y los diagramas en
arbol resultan engorrosos o insuficientes, existen técnicas de conteo que emplearemos para resolver algunos
prablemas de probabilidad.

8.1. Factoriales

Si n es un nimero natural mayor que 1, se llama factorial de n al producto de los n primeros nimeros naturales.
El factorial de n se simboliza porn!y sera:

nt=n-(n-1)+(n-2)+ ...+ 3-2-1.
Si nos piden calcular 4 factorial y luego 6 factorial, escribimos:
41=4-3-2-1=24
6!=6-5-4-3-2-1=720.

Aceptaremos que 0! =1y también 1! = 1. En una calculadora cientifica, con las teclas | SHIFT se hallan
factoriales.

(& Actividades

26. Calcula: a) 5!; b) (9-2)!; c) (10 -4)L
27. Calcula (n-p)! Cuandon =10y p=8.

cuando n=10y p=6, y luego cuando n = 10 y p = 4. ; Dan el mismo resultado?

HEEE

|
29. Calcula —
p!-(n—p)!

r 1
i 1
i 1
i 1
I 1
I 1
1 n! 1
t 28. Calcula 1 cuando n=12yp=4. '
I 1
1 1
I 1
i 1
i 1

8.2. Variaciones con repeticion

Podiamos haber titulado este apartado asi: ;como elegir al azar, sucesivamente y con devolucion, p objetos (o
sucesos elementales) entre n disponibles?.

Se trata, en realidad, de elegir un objeto, registrarlo y devolverlo a la coleccion; y repetir esta operacién hasta
tener el registro de los p objetos. Un ejemplo nos ayudara a comprenderlo: 4 cuantos resultados distintos podemos
obtener al extraer 3 cartas, de una baraja de 40, si devolvemos cada vez la carta extraida al mazo?

Para la 12 extraccion tenemos 40 cartas posibles, pero si devolvemos la carta, para la 2° tenemos también 40
y, al reponer ésta, parala 3% tenemos igualmente 40.

12 extraccion | 2%extraccion | 37 extraccion
Resultados posibles 40 40 40

Luego, por el principio de multiplicacion, todos los posibles resultados del juego seran: 40- 40- 40 = 40°.
s RnES <«
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Otro ejemplo: ; cuantos resultados distintos podemos obtener al tirar tres veces un dado?

En la 12 tirada pueden salir 6 resultados, en la 22 tirada, como es independiente de la 12, pueden salir también 6; y
en la 32 también 6, porque es independiente de las anteriores.

12 tirada 2° tirada 3% tirada
Resultados posibles 6 6 6

Por el principio de multiplicacion pueden salir: 66+ 6 = 8° resultados.

De un modo general, las variaciones con repeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos
de p objetos en los que puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas dos grupos seran distintos si tienen
distintos objetos o, si tienen los mismos, en orden diferente.

Las variaciones con repeticion de n objetos tomados de p en p se simbolizan por VR, y su nimero
viene dado por

VR, =n®

Ejemplo
20. ;Cuantos numeros de teléfono fijo pueden empezar por 917
Solucién: Los nimeros de teléfono fijo tienen 9 lugares, como tenemos los dos primeros fijos, con un 9y un 1,

disponemos de diez cifras, de 0 a 9, para llenar cada uno de los siete lugares restantes. Se trata de variaciones con
repeticion de 10 elementos tomados de 7 en 7,

VRy57 = 107 = 10000000

Hay, por tanto, posibilidad de tener hasta diez millones de niimeros de teléfono fijo en la Comunidad de Madrid.

(> Actividades

30. a) ;Cuantas columnas tenemos que cubrir a las quinielas para tener la certeza de acertar los catorce? b) ;Y el pleno al :
quince? :

I

31. ¢ Cuantos nimeros de teléfono movil, de nueve cifras, hay que empiecen por el 67 !
od

8.3. Variaciones ordinarias

Disponemos ahora n objetos de los que elegimos, sucesivamente y sin devolucion, p objetos. Por gjemplo, ¢ de
cuantas maneras diferentes pueden extraerse 3 cartas de una baraja de 40, si no se devuelve ninguna al mazo
después de cada extraccion?

N EH

oy

Para la 1# extraccion disponemos de 40 resultados posibles; para la 2%, 39 y para la 3% (nicamente 38, que son
las cartas que quedan en el mazo después de las dos primeras extracciones.

12 extraccion | 2° extraccion | 37 extraccion
Resultados posibles 40 39 38

Por el principio de multiplicacion seran: 40- 39- 38 = 59280 maneras diferentes.

174 mé 4p
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En general, las variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos
que pueden formarse con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si
tienen los mismos, en orden diferente.

Simbolizaremos las variaciones simples de n objetos tomados de p en p por V, , . Para calcular su nimero,
como vimos en el ejemplo, imaginemos que disponemos de p cajas

1 1 [C1 ... [

12 caja 2% caja 3% caja p-ésima caja
Para la primera podemos seleccionar n objetos. Hecho esto, nos quedan n - 1 para la segunda; n - 2 para
tercera. Continuado de esta forma, para la Gltima caja, la p-ésima, nos quedan n—(p— 1), es decir, n—-p+ 1.

Aplicando ahora el principio de multiplicacién:
Vip=n(n-1)(n-2) ..«(n-p+1)

En ocasiones empleamos ofra formula para calcular las variaciones. Si al segundo miembro de la igualdad
anterior lo multiplicamos y dividimos por (n -p)!, resulta:
(n—p)! _n-(n=1-...-(n—p+1)-(n—p)-(n—p-1)-..-3-2-1 n!

V., =n-(n—1)-(n—2)-...-(n—p+1)-(n_p)! A=) (n—.p)!

Ejemplos
21.Enuna carrera de 100 m participan 6 corredores, ;de cuantas maneras diferentes se pueden repartir las medallas
de oro, plata y bronce?
Solucion: Indicamos los 3 primeros lugares de llegada con las palabras oro, plata y bronce.

1° oro 2°plata 3° bronce
6 5 4

Para el primer lugar puede elegirse cualquiera de los 6 corredores, para el segundo solo pueden elegirse 5, porque
uno ya llegé primero, y para €l tercer lugar sélo pueden elegirse 4 corredores, los que quedan. Se trata de variaciones
simples de 6 objetos tomados de 3 en 3,

Vi3 =6+ 5+ 4 =120 maneras diferentes.

Con la tecla , precedida de |a tecla | SHIFT |, es posible calcular variaciones ordinarias. El calculo anterior

se haria asi: 6 [SHIFT 3= 120.

22. ; Cuantos nimeros de 4 cifras diferentes mayores que 3000 es posible escribir con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 67

Solucién: Los numeros de 4 cifras mayores que 3000 que podemos formar con { 1, 2, 3, 4, 5, 6} deben comenzar
por3,4,5086,
3 4

5 6

para los otros tres lugares hay disponibles 5 cifras para agrupar de 3 en 3, y como las cifras han de ser diferentes
estamos ante V;,. En consecuencia, el total de nimeros mayores que 3000 sera:

4:Vyy=4-5-4-3= 240,

18 RES 4»
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(5 Actividades

m | 32, En una clase de 24 alumnos se elige delegado y subdelegado. Si todos son candidatos, ;cuantos resultados posibles E
habra? !
H

8.4. Permutaciones ordinarias

¢ Qué ocurriria si dispusiesemos de n objetos y elegimos, sucesivamente y sin devolucion, n objetos? Estariamos
ante el problema de calcular variaciones simples de n objetos tomados de n en n. Para resolverlo disponemos,
como en el apartado anterior, de n cajas

L0 L L1 e ]

12 caja 2% caja 3% caja n-ésima caja

Para la primera podemos seleccionar n objetos; para la segunda n—1; para la tercera n - 2. Procediendo de
la misma forma, cuando lleguemos a la n-ésima caja sélo nos quedara un objeto disponible, n—n + 1 = 1. Aplicando
la formula tenemos:

Vin=n-(n-1)-(n-2)- ...-3-2+1=n!
Las variaciones simples de n objetos tomados de n en n se llaman permutaciones de n objetos y corresponden a
todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos. Se simbolizan por P, y hemos visto que su nimero es:

P,=n!

Ejemplo

23. Dos chicos y dos chicas entran en una cafeteria; si por la puerta sélo cabe una persona, ¢ de cuantas formas
posibles pueden entrar?
Solucion: Son cuatro personas que Unicamente pueden entrar de una en una, luego formas posibles de entrar son:
P,=41=4:3:2:1=24

(& Actividades

8.5. Combinaciones

Cuando el orden en el cual han sido elegidos los p objetos entre los n disponibles no nos interesa, estamos
ante combinaciones de n objetos tomados de p en p. Emplearemos las combinaciones cuando hagamos extracciones
simultaneas.

176 mé 4p
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Par ejemplo, imaginemos una urna con ocho bolas iguales numeradas de 1 a 8. Extraemos 3 bolas, sin devolver
ninguna. En este caso atendemos unicamente a los numeros que llevan las bolas extraidas y no reparamos en el
orden de salida. Obtenemos asi subconjuntos de 3 elementos de un conjunto {1, 2, 3, 4,5, 8, 7, 8} de ocho elementos.

El nimero de subconjuntos de 3 elementos que se pueden formar con un conjunto de ocho elementos se
simboliza por C;, y se lee combinaciones de 8 elementos tomados de 3 en 3. Es evidente que cada uno de
estos subconjuntos de 3 elementos, digamos el {2, 5, 7}, puede ordenarse de 3! maneras diferentes; en consecuencia,
hay 3! veces mas subconjuntos de 3 elementos ordenados, Vs, que no ordenados, C; ;; esto nos permite establecer

la igualdad: S T

de donde V.,
Ca,a = N
Generalizando, definimos combinaciones de n elementos, tomados de p en p, a los grupos de p elementos

distintos, de modo que dos combinaciones son diferentes si se diferencian en algun elemento. Sin embargo, dos
combinaciones son iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden en que aparezcan.

; G g i o n
El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p lo simbolizamos por C,,, 0 por[ ]y como
hemos visto en el ejemplo se calculan por la formula: P

C =[n}= vn‘p
e |
p| P
n!

Por otra parte, como V= —pl podemos escribir

Ejemplos
24. En un curso de 2° de bachillerato hay 26 alumnos y se debe elegir una comision formada por tres alumnos.
¢+ Cuantas comisiones se pueden formar?

Solucién: En una comision no hay una jerarquia que implique un orden, luego se trata de combinaciones de 26 ele-

26 1
]: 2! _ 2600. Las calculadoras cientificas disponen de la

mentos tomados de 3 en 3, es decir, Cza‘z = [ 3 [T 323

tecla para calcular combinaciones. El calculo se haria asi: 26 3 = 2600.
25. En un curso de 2° de bachillerato hay 12 chicos y 14 chicas y se debe elegir una comision integrada por dos chi-

cos y dos chicas ;Cuantas comisiones se pueden formar?

Solucion: En las comisiones aplicamos combinaciones. Hay C.,, = 66 maneras de elegir 2 chicos entre 12 y
Cy, =91 de elegir 2 chicas entre 14. Por el principio de multiplicacion habré C,;, C,,, comisiones formadas por
2 chicos y 2 chicas, es decir, .
Ciy5' Cyq5 = 66+ 91 = 6006 comisiones.
26. Se reparten 4 cartas de una baraja de 40, es lo que los jugadores llaman una mano.

a) ;Cuantas manos distintas se pueden dar?

" RE=aS 4»
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b) ;Cuantas de estas manos estan formadas Unicamente por bastos?
c¢) ¢En cuantas manos entran dos caballos?

d) :En cuantas manos entran dos copas y una espada?

e) (En cuantas manos apareceran al menos tres copas?

Solucién:

40!
ﬂ, C“M = 41—36|=91390 i

b) Hay 10 cartas de bastos y con ellas podemos formar Cy,, = 210 grupos de 4 bastos.

c) La baraja tiene 4 caballos y con ellos podemos formar C, , grupos de 2 caballos. Nos quedan 40 — 4 = 36 car-
tas para elegir las otras 2 que faltan. Por el principio de multiplicacién, habra

Cy Cys, = 3780 manos con dos caballos.

d) Disponemos de 10 copas para tomar 2 y los podemos hacer de C,,, maneras y 10 espadas para tomar 1, esto
lo podemos hacer C,; = 10 maneras. Nos quedan 40 — 10— 10 = 20 cartas para elegir la cuarta, entonces por
el principio de multiplicacién tendremos:

Cip" Cipy* Cypy = Cypyr 10-20 = 9000 manos con 2 copas y 1 espada.

e) Sien una mano entran al menos 3 copas, quiere decir que entraran 3 o 4 copas. Entran 3 en G, Gy =
Cip3730-= 3600 manos. Entran 4 copas C,y, = 210 manos. En total, entran 3 o 4 copas en

Cpy 30 + Cypy = 3600 + 210 = 3810 manos.
27. Al tirar seis monedas diferentes , jde cuantas maneras pueden salir 4 caras y 2 cruces?

Solucion: Se trata de formar, con los signos ¢ y +, palabras de 6 signos, empleando 4 veces ¢y 2 el signo +, como
esta CC+C+C

Imaginemos que tenemos 6 cajas

1 J 1 1 7 []
13 23 33 43 5& 63
y que podemos elegir cuatro de ellas para poner una letra ¢. Una eleccion podia ser 12, 28 4%y 62, pero seria lo
mismo elegir 6%, 4%, 27y 12, porgue el resultado es el mismo: poner una ¢ en ellas. Las elecciones posibles no
dependen del orden de eleccion se trata de C; 4 , es decir,

B

Cou = 15,

Este nimero sera el mismo que si eligieramos dos cajas, entre las seis, para poner el signo +. Porque poniendo
la letra ¢ en cuatro nos quedan dos para poner el signo +.

(= Actividades

"

l . I .

' 35. Se reparten 5 cartas de una baraja de 40 cartas. a) ;En cuantos manos sale exactamente un rey? b) ; En cuantas
1 salen dos copas? ;En cuantas sale al menos un oro?
i
]
I
1
1

36. a) ;De cuantas maneras distintas pueden elegirse 3 personas en un grupo de 6 mujeres y 10 hombres? b) ;Y 3
personas de modo que 2 sean mujeres y 1 hombre?
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9. Probabilidad y combinatoria

La combinatoria es Util en |a resolucion de problemas de probabilidad cuando se trata de hallar la probabilidad
de sucesos en experimentos aleatorios con resultados equiprobables en los que podemos emplear la regla de
Laplace.

Las técnicas de conteo que hemos estudiado en el apartado anterior facilitan el recuento de los casos favorables
y posibles de la formula de Laplace. En este apartado resolveremos algunos problemas tipicos de probabilidad.

9.1. Elecciones simultaneas al azar

El elegir p objetos en una coleccion de n objetos significa formar subconjuntos de p elementos de uno mayor
de n elementos.  Cuantos subconjuntos de p elementos hay en ofro mayor de n? Esto sabemos que son combinaciones
de n elementos tomados de pen p, C,, y la probabilidad de elegir cada uno de estos subconjuntos es:

1
C.,
Ejemplo
28. Se extraen simultdneamente 4 cartas de una baraja de 40. Calcula la probabilidad de que salgan:
a) cuatro caballos;

b) dos caballos y dos reyes;

c) al menos un rey.
Solucion: El nimero de casos posibles es Cy,, = 91390. Veamos ahora cada apartado.

a) Una baraja tiene 4 caballos y hay C,; = 1 maneras de elegir 4 caballos entre 4 disponibles. Casos favorables = 1,
luego
Pidicahaling)m o 1
Cpy 91390
b) Una baraja posee 4 caballos y 4 reyes. Tenemos C,, maneras de elegir 2 caballos y C,, maneras de elegir
2 reyes. Y 2 caballos y 2 reyes, C.,* C,» =66 = 36. Estos son los casos favorables, por tanto

C“-Cﬁ_ 36
Cuss 91390

P(2 caballos y 2 reyes) =

c) Al menos un rey quiere decir que pueden entrar 1, 2, 3 ¢ 4 reyes. Calculemos primero no salir ningtn rey. Si
sacamos los 4 reyes, quedan 36 cartas y con éstas podemos formar Cy;, manos en las que no hay reyes. Si
restamos esta canfidad al nimero total de manos, tendremos las manos en las que al menos hay un rey:
Cups — Cs54= 32485, Estos son los casos favorables; en consecuencia la probabilidad pedida es:

C,,—-C
P(al menos un rey) = % = % =0,3554.

404

0 RE=S 4>

166



Rubén Blasco Alvarez de Eulate

PROBABILIDAD

9.2. Elecciones sucesivas al azar

Las elecciones sucesivas al azar se pueden hacer de dos formas: con devolucion (o reemplazamiento) y sin
devolucion (o sin reemplazamiento).

En el primer caso, elegimos un objeto, lo registramos, y lo devolvemos a la coleccion; seguidamente elegimos
otro objeto y hacemos |as mismas operaciones; y repetimos el proceso hasta tener registros de p objetos. Estamos
formando variaciones con repeticion de n elementos tomados de pen p, VR, , = n’, y la probabilidad de cada una
de estas elecciones es:

1
VR

e

Si, por el contrario, elegimos un objeto, lo registramos, pero no lo devolvemos al conjunto, y repetimos estas
operaciones hasta completar p objetos, entonces estamos ante variaciones simples de n elementos tomados de p
en p; y la probabilidad de cada una de estas elecciones es

1
Vn

P

Ejemplos
29. ;Cual es |a probabilidad de que salgan dos caras al tirar 3 monedas?

Solucion: Casos posibles VR, ; = 2°=8. Los casos favorables, las monedas son distintas o identificables, son: cc+,
ctc, +cc. En fotal 3, luego

P(dos caras) = 3/8 = 0,375.
30. a) ; De cuantas maneras pueden hospedarse 6 viajeros en 10 habitaciones individuales de un hotel?

b) Si los viajeros se han instalado sin saber que 7 de las habitaciones tienen bafio, jcual es la probabilidad de
que les haya correspondido a cada uno una habitacion con bafo?

Solucion: a) Son variaciones de 10 elementos tomados de 6 en 6, ya que cada viajero toma una habitacion dis-
tinta, y las habitaciones estan ordenadas, tienen niimero, luego hay:

Vigs= 10+9-8: 7+ 6+ 5 = 151200.
maneras de hospedarse.
b) Sihay 7 habitaciones con bafio los casos favorables son
V?,S =7-6-54-3-2 = 5040.
Los casos posibles ya los hemos calculado en el apartado a); por tanto, la probabilidad pedida es

1o RES 4»
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37. En una oposicion entran 20 temas, de los que salen 3 por sorteo y el opositor escoge uno para contestar. Un opositor
sabe los 7 primeros, ¢ cudl es |a probabilidad de que apruebe?

38. Si un sufrido opositor, de la misma oposicion del ejercicio anterior, sélo sabe los 6 Ultimos temas, 4cudl es la probabilidad
de que apruebe?

HdEH -

39. Se barajan 10 tarjetas numeradas del 1 al 10, para que gueden en un orden al azar. Calcular:
a) la probabilidad de que la primera sea 7;

b) la probabilidad de que la 7 y la 2 estén consecutivas.

+  LeyesdeDeMorgan.1? AUB=AnB, el complementario de la union es la interseccion de complementarios;

2 AnB=AUB, el complementario de la interseccion es la union de complementarios.

{e}
. RegladeLaplace. P(4)= n° de casos favorfa\bles_
n°de casos posibles

P(ANB)
P(A

v Probabilidad de B condicionada a A. P(B/ A) =

0 P(AB) =P(A)-P(B/A).

v Sucesosindependientes. Dos sucesos son independientes cuando la realizacion de uno de ellos no influye sobre
la realizacion del otro y se cumple P(AnB) =P(A)-P(B).

~ Probabilidad total. Permite calcular la probabilidad de un suceso en funcion de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos:
P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+. .+P(A)-PBIA).

~  Teoremade Bayes. Permite calcular la probabilidad condicionada P(A, / B) interpretando ésta como la probabilidad
de que lacausade B sea A.
p(a 1By~ PA)-PBIA) P(A)-P(BIA) _

P(B) P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-PBIA)
+ Variaciones conrepeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos de p objetos en los que
puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas, dos grupos seran distintos si tienen disfintos objetos o, si

tienen los mismos, en orden diferente; su nimero viene dado por VR p = n.

¥ Variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos que pueden formarse
con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si tienen los mismos, en
orden diferente; sunimeroes: V,, = n-(n=1-(n-2)- ... -(n—p+1).

+~ Permutaciones de n objetos y corresponden a todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos.
Se simbolizan por P, y su nimero es: P, =nl.

v Combinaciones de n elementos, tomados de p en p, son los grupos de p elementos distintos, de modo que dos combina-
ciones son diferentes si se diferencian en alglin elemento y seran iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden

n) V
en que aparezcan. El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p vale: C,, =[PJ = —:;’;—

i RE=S <
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B. Orientaciones unidad didactica

Orientaciones Tema 8

Curso: 2°

Bachillerato NOCTURNO

Asignatura: MATEMATICAS I

Bloque VI : Probabilidad y estadistica.

Probabilidad:

*  Probabilidad. Probabilidad condicionada.

* Probabilidad de experiencias de dos 0 mas pruebas
e Teorema de la probabilidad total

 Teorema de Bayes

Desde el punto de vista procedimental es fundamental:

* Entender el concepto de funcion de probabilidad en casos discretos.
* Entender el concepto de probabilidad condicionada y
de sucesosindependientes.
*  Saber distinguir entre sucesos dependientes e independientes en
contextosconcretos.
*  Saber aplicar el Teorema de la probabilidad total en casos prdcticos.
* Saber utilizar el Teorema de Bayes en casos prdcticos.

169







Rubén Blasco Alvarez de Eulate

C. Ejercicios preseleccionados

EJERCICIOS LOGICA Y PROBABILIDAD

1. Supongamos que la probabilidad de que nazca un nifio es exactamente igual a
la de que nazca una nifla, aunque en realidad se sabe que no son exactamente iguales. Una
pareja tiene dos hijos.

(Cudl es la probabilidad de que los dos hijos sean nifios?
(Cudl es la probabilidad de que los dos hijos sean nifios, si el mayor es un nifio?

(Cudl es la probabilidad de que los dos hijos sean nifios, si al menos uno de los
hijos es un nifio?

2. Cuantas personas crees que tienen que estar en una misma sala para que haya
una probabilidad de mas del 50% de que al menos dos de ellas cumplan los afios el mismo
dia.

3. Se lanza un dado y se introducen en una caja tantas bolas blancas como indica
el nimero obtenido, se vuelve a lanzar el dado y se introducen en la caja tantas bolas
negras como indica el nimero obtenido, y a continuacién se saca de la caja una bola al
azar. ;Cudl es la probabilidad de que sea blanca?

4. Alicia, Bob y Carol conciertan un duelo triple. Alice no es buena tiradora: solo
da en el blanco 1/3 de las veces. Bob es mejor: da en el blanco 2/3 de las veces. Carol es
infalible: siempre acierta. Disparan por turnos: primero Alicia, luego Bob, luego Carol,
luego de nuevo Alicia y asi hasta que solo quede uno de los tres. ;Cudl es la mejor opcioén
de Alice en su primer turno?

5. El tio Henry, la tia Em y Dorothy meten sus brazos sucesivamente y en este
orden en lava hirviendo. Las probabilidades de sobrevivir a la prueba son del 50 %, y
gana el primero que sobreviva. ;Cudles son las probabilidades de ganar de cada uno?

(Demasiado facil? Supongamos que el macabro juego no termina con el primer
superviviente, sino con el primer muerto. ;Qué probabilidades de sobrevivir tiene
Dorothy?

6. Un tahur tiene tres monedas en el bolsillo: una con dos caras, una con dos cruces
y una normal (con cara y cruz). Saca una moneda al azar, la lanza al aire y sale cara. ;Cudl
es la probabilidad de que salga de nuevo cara si vuelve a lanzarla?
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7. Tres presos, A, B y C, se encuentran en celdas separadas y estdn condenados a
muerte. El gobernador ha seleccionado a uno de ellos al azar para ser indultado. El alcaide
sabe cudl estd indultado, pero no se le permite decirlo. El prisionero A le ruega al alcaide
que le haga saber la identidad de uno de los dos que van a ser ejecutados. "Si va a perdonar
a B, dame el nombre de C. Si va a perdonar a C, dame el nombre de B. Y si me perdonan,
lanza una moneda en secreto para decidir si nombrar a B o C."

El alcaide le dice a A que B debe ser ejecutado. El prisionero A estd complacido
porque cree que su probabilidad de sobrevivir ha aumentado de 1/3 a 1/2, como ocurre
ahora entre €l y C. El prisionero A le cuenta en secreto a C la noticia, quien razona que la
posibilidad de que A sea perdonado es sin cambios en 1/3, pero estd contento porque su
propia oportunidad ha subido a 2/3. ;Qué prisionero tiene razén?

8. Supongamos que un matrimonio tiene cuatro hijos. ;Cudl es la probabilidad de
que dos de ellos sean nifas y dos nifios? ;Seria el caso mds probable?

9.- El fara6n Apofis envejecia y le faltaba decidir a qué sirvientes iba a llevar a su
siguiente vida. Tenia dudas con Ahmed, el escriba con el que disfrutaba jugando a los
acertijos, pero sabia que para llevarlo con él lo tendria que sepultar vivo y lo respetaba
demasiado para hacerle eso. Pensé que lo mejor seria que un “ultimo acertijo fuera el que
tomara la decision. He aqui lo que hizo escribir en su testamento: A mi muerte el gran
sacerdote debera preparar 100 perlas: 50 perlas negras y 50 perlas blancas. Cada uno de
mis servidores serd invitado a depositar dichas perlas en dos jarrones opacos. Tendran
derecho a distribuir las perlas como quieran. Cuando todas las perlas se encuentren en los
jarrones, el gran sacerdote entrara en la sala, escogerd uno de los jarrones al azar y tomaria
una perla. Si es blanca, se sacrificard al servidor. Si es negra, el servidor se salvard. Ahmes
se salvo porque fue inteligente para colocar las perlas de forma que la probabilidad de
que el gran sacerdote sacase perla negra fuese la maxima posible, ;cémo lo hizo?

10. Cierta convencion reunia a cien politicos. Cada politico era o bien deshonesto
o bien honesto. Se dan los datos:

. Al menos uno de los politicos era honesto.
. Dado cualquier par de politicos, al menos uno de los dos era deshonesto.

(Puede determinarse partiendo de estos dos datos cudntos politicos eran honestos
y cuédntos deshonestos?

11. Juan se levanta por la mafiana y descubre que la luz de la habitacién no
funciona. Abre el cajon de los guantes, en el que hay diez guantes negros y diez azul
oscuro. ;Cudntos guantes ha de sacar para estar seguro de que saca al menos dos del
mismo color?
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