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UNIVERSIDAD PÚBLICA DE NAVARRA

Resumen

Departamento de Ingeniería

Doctor en Filosofía

Disposición óptima de sensores para la estimación de cargas mecánicas mediante
medidas de deformación. Aplicación a aerogeneradores

por Julen BACAICOA Díaz

LA monitorización de la salud estructural (SHM) en aerogeneradores represen-
ta un desafío crítico en la eficiencia operacional y mantenimiento de estas
complejas estructuras. La investigación desarrollada en esta tesis doctoral

aborda la disposición óptima de sensores y la aplicación de técnicas de medición
de deformación mediante galgas extensiométricas para la estimación precisa de las
cargas mecánicas en secciones circulares. A través de métodos innovadores y un
enfoque práctico, se plantean unas técnicas para la estimación robusta y precisa de
fuerzas y momentos que se aplican en los diferentes componentes de los aerogene-
radores.

En primer lugar, se calcula la deformación de una galga situada arbitrariamente,
considerando que está colocada en el perímetro de una sección transversal circular.
A continuación, se expone cómo puede estimarse el torsor externo completo a partir
de las medidas de deformación de un conjunto de galgas, y se presenta una colección
de configuraciones óptimas de galgas obtenida a partir de diferentes criterios de
optimización y restricciones impuestas.

Después, se presenta una metodología para obtener nuevas configuraciones óp-
timas de galgas extensiométricas que permitan estimar determinadas componentes
del torsor externo sin la influencia de otras componentes no deseadas. Se desarrolla
un algoritmo de optimización y se obtienen configuraciones óptimas para la esti-
mación de diferentes cargas y compensación de la deformación térmica, además de
presentar una colección de novedosas configuraciones óptimas para la estimación
de determinadas componentes del torsor simultáneamente.

A continuación, se realiza un análisis de sensibilidad, para estudiar la propa-
gación de incertidumbre desde las medidas de deformación de las galgas hasta la
estimación de las cargas. Se definen las posiciones y orientaciones nominales de las
galgas extensiométricas en los puentes típicos de Wheatstone y determinadas confi-
guraciones novedosas, así como las matrices de relación inversa para la estimación
de las cargas a partir de las medidas de deformación. Posteriormente, se presenta
el procedimiento llevado a cabo para el análisis de sensibilidad, y se presentan los
resultados obtenidos desde cuatro perspectivas diferentes tras el análisis de sensibi-
lidad aplicado a un aerogenerador.
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Seguidamente, se realiza la calibración estática de una nueva configuración óp-
tima de galgas obtenida para la estimación de todas las componentes del torsor ex-
terno simultáneamente. Se fabrica un eje hueco a escala para la instalación de la
configuración de galgas y se llevan a cabo un total de 6 experimentos de calibración
aplicando diferentes cargas en cada uno de ellos. Una vez establecida la relación li-
neal entre las deformaciones de las galgas y las diferentes componentes del torsor, se
obtiene la matriz de observación experimental. Además, se realiza la validación del
procedimiento de calibración por medio de un experimento adicional, concluyen-
do que la configuración de galgas es capaz de estimar el torsor completo con una
fiabilidad y precisión razonable.

Finalmente, se exponen las conclusiones alcanzadas en esta tesis doctoral, así co-
mo una serie de propuestas para futuras investigaciones y líneas de trabajo. Esta
sección brinda un cierre a la investigación realizada, resumiendo los hallazgos clave
y destacando las implicaciones y perspectivas que surgen a partir de los resultados
obtenidos. Además, se plantean posibles direcciones para ampliar el conocimiento y
profundizar en áreas relacionadas con el tema abordado en esta tesis doctoral.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Motivación

EN un mundo en constante evolución, donde el equilibrio entre el crecimiento
económico y la sostenibilidad ambiental se ha convertido en una prioridad
global, la búsqueda de fuentes de energía renovable se ha vuelto más apre-

miante que nunca. En este contexto, la energía eólica ha emergido como una de las
soluciones más prometedoras para satisfacer la creciente demanda de electricidad
sin comprometer el medio ambiente.

Los parques eólicos, con sus aerogeneradores que se alzan sobre el horizonte,
simbolizan el progreso hacia un futuro más sostenible y limpio. Estas estructuras
imponentes aprovechan el poder del viento para convertirlo en energía eléctrica,
reduciendo las emisiones de gases de efecto invernadero y disminuyendo nuestra
dependencia de los combustibles fósiles. A medida que la conciencia sobre la im-
portancia de la transición hacia fuentes de energía más renovables se ha ido fortale-
ciendo, la industria eólica ha experimentado un crecimiento exponencial en todo el
mundo.

No obstante, a medida que la industria eólica se expande y madura, han surgido
desafíos que deben ser superados para aprovechar al máximo este recurso natural.
Uno de estos desafíos radica en comprender y optimizar el rendimiento de los aero-
generadores en funcionamiento, así como prolongar su vida útil de manera rentable.
Es en este contexto que la presente investigación cobra relevancia, ya que se enfoca
en un aspecto fundamental para alcanzar estos objetivos: la estimación precisa de
las cargas mecánicas que actúan sobre los componentes mecánicos de los aerogene-
radores.
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La comprensión de las cargas mecánicas se convierte en un factor clave para el
diseño, la operación y el mantenimiento eficientes de los aerogeneradores. Estas es-
tructuras están sujetas a fuerzas variables y complejas debido a la interacción con el
viento y otros factores ambientales. Por lo tanto, entender cómo estas cargas mecá-
nicas afectan a la integridad de los aerogeneradores es fundamental para garantizar
su funcionamiento óptimo y seguro a lo largo del tiempo.

En este contexto, surgue la necesidad clara de evaluar y monitorizar la integridad
estructural de los aerogeneradores existentes. Muchos de estos sistemas se encuen-
tran más allá de su vida útil de diseño, y entender su estado actual es esencial para
tomar decisiones informadas en términos de mantenimiento, reparación y gestión de
activos. La falta de información precisa sobre las cargas mecánicas que actúan sobre
los aerogeneradores puede llevar a costosos daños o interrupciones en la generación
de energía, lo que hace imperativo desarrollar métodos de estimación confiables y
eficientes.

Además, a medida que los aerogeneradores se instalan en ubicaciones cada vez
más remotas y difíciles de acceder, se enfrenta el desafío de instalar sistemas de mo-
nitorización que proporcionen información suficiente y de calidad sobre las cargas
mecánicas. Esta investigación se ha centrado en abordar esta necesidad, desarrollan-
do estrategias para una disposición óptima de sensores que permitan capturar de
manera precisa y confiable las deformaciones y por tanto, realizar estimaciones de
las cargas a las que están expuestos los aerogeneradores.

La estimación precisa de las cargas mecánicas y la disposición óptima de los sen-
sores desempeñan roles fundamentales en el mantenimiento predictivo de aerogene-
radores. Estas estructuras, expuestas a condiciones variables y dinámicas generadas
por el viento, requieren una monitorización continua para detectar posibles anoma-
lías y desviaciones antes de que se conviertan en fallos costosos. La estimación de las
cargas mecánicas permite evaluar el impacto del viento y otros factores ambientales
en la estructura de los aerogeneradores, proporcionando información crucial para
su mantenimiento eficiente.

En la actualidad, la estimación de cargas en aerogeneradores se lleva a cabo utili-
zando puentes completos de Wheatstone, que permiten medir la deformación en la
zona de colocación de las galgas extensiométricas. Éstos son ampliamente utilizados
y han demostrado ser eficaces para estimar las cargas en los diferentes componen-
tes del aerogenerador. Sin embargo, las configuraciones de galgas extensiométricas
utilizadas actualmente están diseñadas para estimar cada componente de carga de
forma individual, y en ocasiones puede resultar un inconveniente, por ejemplo, por
el reducido espacio disponible para su instalación en determinados componentes
mecánicos del aerogenerador. En este sentido, surge la necesidad de investigar y
desarrollar nuevas configuraciones óptimas de galgas extensiométricas que sean ca-
paces de estimar varias cargas –o todas– de forma simultánea.

Al lograr esta capacidad de estimar varias cargas simultáneamente, se obtendrí-
an ventajas significativas en la monitorización y control de los aerogeneradores. Por
un lado, se simplificaría el proceso de instalación y calibración, ya que se requerirí-
an menos galgas extensiométricas en comparación con las configuraciones actua-
les que estiman cada componente de carga individualmente. Además, se reducirían
los posibles errores asociados a la colocación inadecuada de las galgas o a la falta
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de precisión en el conocimiento de las propiedades materiales y geométricas de los
componentes mecánicos a los que adherir las configuraciones de galgas.

En otro orden de cosas, la falta de precisión o incertidumbre en el proceso de
pegado de las galgas extensiométricas al espécimen puede tener un impacto signifi-
cativo en la estimación de las cargas. Si las galgas se pegan ligeramente desplazadas
o giradas con respecto a las posiciones nominales, las deformaciones registradas es-
tarán influenciadas por la respuesta del espécimen en esas áreas cercanas, lo que
puede llevar a estimaciones sesgadas de las cargas, que difieren de las reales ejer-
cidas sobre los diferentes componentes del aerogenerador. Además, las galgas ex-
tensiométricas tienen una dirección de sensibilidad específica, lo que significa que
son más sensibles a las deformaciones en determinadas direcciones. Si se adhieren
con una orientación inexacta, la sensibilidad de las medidas puede verse afectada,
lo que produciría unas medidas de deformación ligeramente diferentes y por tanto
una estimación de las cargas errónea.

De manera similar, las características geométricas del espécimen, como las di-
mensiones, la forma o la ubicación de los puntos de medición, también influyen en
los valores de deformación de las mediciones y en consecuencia en la estimación de
las cargas.

Para abordar estos desafíos, podría ser interesante realizar un análisis de sensi-
bilidad para determinar los efectos del posicionamiento erróneo de las galgas ex-
tensiométricas en la estimación de las cargas, así como de qué manera afecta la in-
certidumbre del conocimiento de las propiedades del material y las características
geométricas de los componentes del aerogenerador a la hora de realizar las estima-
ciones de las cargas.

Finalmente, para abordar otro aspecto, hasta la actualidad se han desarrollado
sensores especializados destinados a la estimación de las tres fuerzas y los tres mo-
mentos que actúan conjuntamente sobre determinados componentes mecánicos. Es-
tos sensores, ad-hoc, se instalan de manera personalizada en el componente a moni-
torizar, adaptándose a su geometría y requerimientos específicos. Sin embargo, nos
encontramos con el desafío de que, en el caso particular de los aerogeneradores, la
geometría de sus componentes ya está preestablecida y no es modificable para ade-
cuarse a los sensores diseñados a medida.

Ante esta coyuntura, también podría ser interesante emplear una novedosa confi-
guración óptima capaz de estimar las 3 fuerzas y 3 momentos simultáneamente. Es-
ta configuración de galgas extensiométricas será concebida de manera que se pueda
adaptar a la geometría circular preexistente en algunos componentes de un aeroge-
nerador. Por ello, sería interesante tratar de implementar una de estas configuracio-
nes de galgas en uno de los componentes a escala del aerogenerador y realizar un
minucioso proceso de calibración con el objetivo de evidenciar la aplicabilidad, fun-
cionalidad y capacidad de estimar simultáneamente el torsor completo, es decir, las
tres fuerzas y los tres momentos.
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1.2. Estado del Arte

La monitorización de la salud estructural de aerogeneradores, también conocida
como Structural Health Monitoring (SHM), ha experimentado avances significati-
vos en las últimas décadas. Estos avances han sido impulsados por la necesidad de
maximizar la vida útil de los aerogeneradores, mejorar su rendimiento y reducir los
costos asociados con el mantenimiento y reparación [1, 2].

A medida que la industria eólica ha crecido, la necesidad de desarrollar técnicas
efectivas de SHM se ha vuelto cada vez más evidente. En la década de 1990, se rea-
lizaron investigaciones pioneras en SHM para aerogeneradores. Michaels et al. [3]
presentaron una estrategia de monitorización de la salud estructural de aerogenera-
dores utilizando sensores y técnicas de vibración. Su estudio sentó las bases para la
aplicación del SHM en aerogeneradores y estableció los fundamentos para la moni-
torización continua de la salud estructural de las turbinas eólicas.

Durante la década del 2000, se produjo un creciente interés en la implementación
práctica de técnicas de SHM en la industria eólica. Investigadores como Van Dam-
me et al. [4] desarrollaron una red de sensores inalámbricos descentralizados para la
monitorización de palas de aerogeneradores. Su propuesta permitió la recolección
de datos en tiempo real y proporcionó información valiosa sobre la respuesta estruc-
tural de las palas bajo diferentes condiciones de carga. Además, Zhu et al. [5] inves-
tigaron el uso de sensores de rejilla de fibra óptica de Bragg para la monitorización
de la salud estructural de palas de aerogeneradores, demostrando su efectividad en
la medición de deformaciones y detección de daños.

En la última década, el uso de técnicas avanzadas de monitorización y análisis de
datos ha revolucionado el campo de la monitorización de la salud estructural de ae-
rogeneradores. En 2015 Wang et al. [6] propusieron un marco basado en datos para la
detección y localización de daños en aerogeneradores utilizando técnicas de Machi-
ne Learning y análisis de vibraciones. Esta metodología aprovechaba la abundancia
de datos disponibles a través de los sensores para mejorar la detección temprana
de anomalías y la identificación precisa de las ubicaciones donde se producen los
daños. Asimismo, Park et al. [7] realizaron una revisión exhaustiva de las técnicas
basadas en vibraciones para la monitorización de palas de aerogeneradores, desta-
cando la importancia de las mediciones precisas y el análisis avanzado de datos para
la detección de daño y la evaluación de la salud estructural.

Continuando con el avance en el campo de la SHM de aerogeneradores, es funda-
mental considerar la selección adecuada de sensores para la obtención de informa-
ción precisa a partir de los mismos. Por ello, el tipo de sensores que deben utilizarse,
su ubicación y la información que puede obtenerse mediante ellos han sido temas
de investigación en las últimas décadas en diversos campos de la ingeniería. Debi-
do a su precisión y bajo coste unitario, las galgas extensiométricas son uno de los
sensores más utilizados. Éstos se adhieren al componente de interés en los lugares
donde se desea conocer la deformación mecánica. Las galgas suelen montarse en
puentes de Wheatstone que producen una medida de tensión eléctrica proporcional
a la deformación que sufren las galgas [8, 9, 10].

Las medidas de la deformación se utilizan para determinar indirectamente otras
propiedades como cargas o deflexiones, que pueden no ser directamente medibles
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con un sensor. Por ejemplo, Zhang et al. [11] emplearon galgas extensiométricas pa-
ra estimar las cargas en rodamientos de maquinaria rotativa mediante el método de
las tres secciones, considerando la deflexión por flexión con galgas situadas en la
parte superior e inferior de un modelo plano del eje. Las galgas extensiométricas
también se han utilizado en el diseño de sensores de fuerza en uno o varios ejes.
Templeman et al. [12] en una reciente investigación presentan una revisión del es-
tado del arte de los sensores de fuerza multi-eje basados en diferentes tecnologías
de detección de deformación, siendo las galgas extensiométricas una de ellas. Estos
sensores de fuerza suelen utilizar la deformación debida a las cargas de flexión para
medir las cargas. Un ejemplo puede ser el dinamómetro presentado en [13], que uti-
liza la deformación por flexión para determinar la fuerza de corte en un proceso de
mecanizado.

También, en el ámbito de la ingeniería civil, las galgas extensiométricas han de-
mostrado ser valiosas para la monitorización de estructuras como puentes y edifi-
cios. Por ejemplo, Žnidarič et al. [14] utilizaron galgas extensiométricas para medir
la deformación en un puente colgante y evaluar su comportamiento estructural. Asi-
mismo, Zhao et al. [15] emplearon galgas extensiométricas en un estudio de evalua-
ción de la salud estructural de un edificio utilizando datos de deformación. Estos
estudios resaltan la utilidad de las galgas extensiométricas para la obtención de in-
formación precisa sobre la respuesta estructural en tiempo real.

Además de su aplicación en ingeniería civil, las galgas extensiométricas también
han sido utilizadas en otros campos. En la industria automotriz, por ejemplo, se
han empleado para medir la deformación en componentes críticos como chasis y
carrocería, lo que permite evaluar su resistencia y seguridad. Un estudio realizado
por Hildebrand et al. [16] presenta una metodología para la medición de deforma-
ciones en componentes automotrices utilizando galgas extensiométricas.

En definitiva, el SHM en aerogeneradores, al igual que en el resto de ámbitos de
la ingeniería, es de gran importancia para garantizar un funcionamiento óptimo y
seguro de estas estructuras clave en la generación de energía renovable. El uso de
técnicas avanzadas de monitorización, como el análisis de datos y técnicas de Ma-
chine Learning, han revolucionado el campo de la monitorización de aerogeneradores
en la última década. En los sucesivos Apartados, se va a explorar el estado del arte
de los principales capítulos de estas tesis, examinando con detenimiento las investi-
gaciones innovadoras más recientes.

1.2.1. Estimación óptima del torsor completo

La estimación de cargas mecánicas es una línea de investigación de gran impor-
tancia en una variedad de aplicaciones industriales y científicas, y es particularmen-
te relevante en el campo de la energía eólica. Los aerogeneradores, que convierten
la energía cinética del viento en electricidad, están sujetos a una variedad de car-
gas mecánicas, incluyendo fuerzas de viento, gravedad, y tensiones internas en la
estructura. Estas cargas pueden variar ampliamente en magnitud y dirección, de-
pendiendo de factores como la velocidad y dirección del viento, la orientación de la
turbina, y la operación del sistema de control de la turbina. Por lo tanto, la capacidad
de estimar con precisión estas cargas es crucial para garantizar la operación eficiente
y segura de los aerogeneradores.
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La estimación de las cargas mecánicas normalmente se lleva a cabo mediante
el uso de sensores que se adhieren a la superficie del componente a monitorizar y
miden determinadas magnitudes físicas, como por ejemplo, la deformación o el des-
plazamiento. Estos sensores, se basan en la premisa de que hay una relación lineal
entre la magnitud física que se mide y aquella (o aquellas) que se desea estimar. En
el contexto de sensores de deformación, como puede ser una galga extensiométrica,
esta relación se puede representar como:

ε = wt (1.1)

donde ε es la deformación medida por la galga, t es el conjunto de cargas mecánicas
que se desean estimar y w es el vector de observación que contiene toda la informa-
ción del sistema mecánico. A partir de medidas de deformación de varios sensores
en diferentes instantes de tiempo y el conocimiento del vector de observación w, se
podría resolver un sistema lineal de ecuaciones para obtener una estimación de las
cargas mecánicas que están actuando sobre el componente del aerogenerador donde
se han instalado las galgas.

A lo largo de las últimas décadas, se han realizado numerosos avances en la es-
timación de cargas mecánicas. Una de las aplicaciones más comunes implica el uso
de sensores para estimar directamente las fuerzas y momentos que actúan sobre la
estructura de la turbina. Sin embargo, la ubicación y orientación de estos sensores
puede tener un impacto significativo en la precisión de las estimaciones de las car-
gas. Así pues, los investigadores a lo largo del último siglo han desarrollado varios
criterios de optimización para determinar el posicionamiento óptimo de los senso-
res. Estos criterios buscan maximizar la precisión de las estimaciones de carga, mi-
nimizar el error de medición, y garantizar que los sensores estén ubicados en áreas
de alta sensibilidad a las cargas de interés.

Uno de los primeros trabajos sobre estimación de cargas fue realizado en el con-
texto de la robótica por Uchiyama et al. [17] en 1991. Éstos propusieron un procedi-
miento sistemático para el diseño estructural de sensores de fuerza/momento de un
robot a partir de medidas de deformación de galgas. Emplearon un índice basado
en el número de condición de la matriz de observación y demostraron a partir del
análisis por elementos finitos cómo la minimización de este índice conducía a un
diseño óptimo del sensor con un menor error de medición. Finalmente, a partir de 8
galgas extensiométricas diseñaron el sensor y realizaron una minuciosa calibración
hasta concluir el correcto rendimiento del mismo.

Un año más tarde, en 1992, Bicchi [18] desarrolló una novedosa técnica para el
diseño óptimo de sensores de fuerza/momento multi-eje mediante galgas extensio-
métricas. Ésta se fundamentaba en la minimización de una función objetivo mate-
mática que correspondía con la optimización de la precisión del sensor. La función
objetivo, se basaba en el cálculo del número de condición de la matriz de observa-
ción del modelo con el objetivo de optimizar el número y posición de los sensores.
Bicchi además, apuntó que el número óptimo de sensores es aquel que minimiza
el número número de condición del criterio, y remarcó que la adición de sensores
redundantes puede afectar negativamente al número de condición, dando lugar a
sensores menos precisos. Bicchi logró, como resultado de su trabajo, determinar las
posiciones óptimas de los sensores de deformación en una configuración compuesta
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por 6 galgas, la cual permitía la estimación simultánea del torsor completo en ejes
de sección transversal circular.

En esta misma línea, Mignolet y Choi [19] en 2002 desarrollaron una estrategia au-
tomática para seleccionar las posiciones y orientaciones óptimas de los sensores de
deformación para capturar de la mejor manera la respuesta modal de una pala de ae-
rogenerador. Utilizaron un algoritmo genético para optimizar la relación señal-ruido
de las medidas de deformación, teniendo en cuenta el ruido inherente del sistema y
el posicionamiento incorrecto de los sensores. Concluyeron que la metodología pro-
puesta se puede utilizar para seleccionar las posiciones y orientaciones óptimas de
las galgas extensiométricas en las palas a fin de capturar la respuesta modal de la
pala, incluso en presencia de errores de posicionamiento aleatorios de los sensores.

Además del índice de observabilidad basado en el número de condición de la
matriz de observación del sistema, en 2008, Sun y Hollerbach [20] llevaron a cabo
un estudio sobre la selección de los índices de observabilidad para la calibración
de robots. Analizaron varios índices de observabilidad, entre los que se incluyen el
D-Optimality y el E-Optimality. Llegaron a la conclusión de que D-Optimality es
el mejor índice para minimizar la varianza de los parámetros. Sin embargo, para
minimizar la incertidumbre en los pares aplicados en las articulaciones del robot,
concluyeron que el criterio E-Optimality es el mejor índice de observabilidad1.

El criterio D-Optimality se ha empleado en diversas referencias como [21, 22,
23] en el contexto de Posicionamiento Óptimo de Sensores (Optimal Sensor Placement).
Estas referencias describen procedimientos de optimización basados en la matriz de
información de Fisher [24] para la optimización de la posición de diferentes sensores.
Uno de los primeros trabajos en este contexto es el de Udwadia [25], en la que se
presenta una metodología de identificación de parámetros para la optimización de
la posición de los sensores para diferentes números de ellos. En [26] se presenta una
metodología para la colocación óptima de sensores basada en la matriz de información
de Fisher y se investiga el efecto que tiene el daño en la estructura en el rendimiento
de los sensores.

En 2012, Li et al. [27] desarrollaron una metodología de posicionamiento de sen-
sores dependiente de la carga para la monitorización de la salud estructural de sis-
temas, considerando tanto las características dinámicas estructurales como las con-
diciones de carga reales. El objetivo del método propuesto era lograr una estimación
insesgada de las coordenadas modales, y en consecuencia, la mejor identificación
modal y de daño. Seleccionaron las posiciones óptimas de los sensores mediante
la aproximación de las respuestas estructurales reales con las formas modales de
interés y realizaron los experimentos en una cercha de seis pisos para validar la
metodología.

Asimismo Sarangi et al. [28] en 2013 llevaron a cabo una investigación para ve-
rificar experimentalmente la ubicación óptima de los sensores de deformación y su
importancia en la determinación precisa de los factores de intensidad de esfuerzo
del modo I o de tracción. Utilizando la técnica de una sola galga de Dally y Sanford,
demostraron que se pueden determinar valores altamente precisos de los factores de

1En el modelo lineal de la Ecuación 1.1 que relaciona la deformación de una galga y el torsor, los
parámetros resultarían ser las componentes del torsor externo t, mientras que el par aplicado en la
articulación del robot sería análoga a la deformación ε de la galga.
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intensidad de esfuerzo si los sensores de deformación se colocan en las ubicaciones
óptimas.

En el contexto de la industria ferroviaria, Bagheri et al. [29] en 2017 propusieron
una metodología para la estimación de las fuerzas de contacto rueda-raíl y el posi-
cionamiento óptimo de galgas extensiométricas en un conjunto de ruedas de tren.
La investigación se basa en la eliminación de armónicos indeseados mediante una
nueva disposición de los sensores en el puente de Wheatstone y en el velo de la rue-
da. La metodología que emplearon proporcionaba la mejor ubicación radial de las
galgas en la rueda para atenuar el efecto del ruido en el sistema de medición.

En 2021, Ahmad et al. [30] avanzaron en la estimación del torsor completo y el po-
sicionamiento óptimo de sensores al diseñar un sensor de fuerza/momento de seis
ejes con una disposición revolucionaria de 32 galgas extensiométricas. Utilizaron el
método SQP (Sequential Quadratic Programming) para optimizar el diseño estructural
y validaron sus resultados mediante un modelo de elementos finitos, logrando re-
ducir significativamente el error de medición a 1.15 %, la mejor publicada hasta ese
momento.

Uno de los últimos trabajos realizados en el contexto de posicionamiento de sen-
sores fue llevado a cabo por Mehrjoo et al. [31] en 2022. Desarrollaron un procedi-
miento basado en un método bayesiano para el posicionamiento óptimo de galgas.
Mediante esta técnica lograron estimar los parámetros, monitorizar las condiciones
y detectar virtualmente las tensiones de una turbina eólica off-shore atendiendo a los
costes de instalación de los sensores.

Además del posicionamiento óptimo de los sensores, también se han realiza-
do avances significativos en el desarrollo de sensores para la estimación de las
componentes del torsor conjuntamente. Estos sensores, que a menudo se basan en
tecnologías como las galgas extensiométricas o la fibra óptica, son capaces de esti-
mar simultáneamente todas las componentes del torsor, proporcionando una ima-
gen completa de las cargas que actúan sobre la estructura. Los avances en este área
han incluido mejoras en la precisión y fiabilidad de los sensores, así como minimizar
el error de medición.

Uno de los trabajos que ha tenido gran impacto fue aquel realizado por Liu y Tzo
[32] en 2002. Los autores propusieron un novedoso sensor de fuerza/momento de
seis ejes, empleando galgas, que estaba formado por cuatro barras en > idénticas.
A través de un análisis mediante elementos finitos en conjunto con una optimiza-
ción del diseño para obtener altas sensibilidades de medición, lograron un sensor
formado por 20 galgas con una buena isotropía y sensibilidad de medición.

Unos años más tarde, en 2011 Mastinu et al. [33] también desarrollaron un sensor
de fuerza/momento de seis ejes, cuyo elemento sensor era una estructura forma-
da por tres radios con galgas. Esta estructura, unida al marco de la celda de carga
mediante articulaciones especiales diseñadas para evitar la fricción, permitió una
medición precisa de las tres componentes de una fuerza y uno de los momentos que
actúan sobre el propio sensor.

En 2013 en la Universidad Politécnica de Milán, Ballo et al. [34] realizaron avan-
ces significativos en el diseño y construcción de una célula de carga de seis ejes. El
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elemento estructural de detección de la célula de carga estaba formado por una es-
tructura de tres radios con 8 galgas extensiométricas cada una. Tras una cuidadosa
calibración pudieron demostrar la alta precisión y linealidad del mismo.

Otro trabajo interesante fue realizado por Yuan et al. [35] donde presentaron en
2015 un sensor de fuerza/momento de seis ejes con un diseño muy compacto para el
pié de un robot humanoide. El sensor tenía un grosor de 12 mm, es decir, más delga-
do que la mayoría de los sensores multi-eje que existen en la actualidad. Emplearon
materiales de bajo costo y un total de 16 galgas extensiométricas para que el sensor
fuera más asequible que otros sensores comerciales. Los resultados de los ensayos
de validación indicaron que el sensor tenía una buena sensibilidad y un error de
linealidad inferior al 0.62 %.

Finalmente, uno de los últimos trabajos fue realizado por Huang et al. [36] en
2018. Los investigadores lograron diseñar un novedoso sensor de fuerza/momento
de seis ejes basado en la tecnología de fibra óptica para aplicaciones robóticas. Este
sensor utilizaba un elemento de detección elástico compuesto por 4 vigas flexibles
y 4 vigas cruzadas elásticas para convertir las fuerzas y momentos en tensión en
las superficies de las vigas cruzadas elásticas, que a su vez eran detectada por 16
rejillas de Fibra de Bragg (FBG). La tensión la obtuvieron mediante el análisis teórico
utilizando la teoría de la viga de Timoshenko y fue validado mediante un análisis
de elementos finitos.

1.2.2. Parámetros omitidos

La modelización estadística, y en particular la estimación de parámetros en mo-
delos lineales, es una herramienta crucial para comprender y predecir fenómenos en
una amplia gama de disciplinas científicas. A menudo, el modelo ideal es aquel que
puede explicar completamente un fenómeno observado utilizando un conjunto cla-
ro y conciso de parámetros. Sin embargo, la realidad es que los fenómenos naturales
son complejos y a menudo intervienen múltiples factores. Esto lleva a la necesidad
de considerar diferentes conjuntos de parámetros.

El primer grupo, que podríamos llamar parámetros de interés, incluye aquellas va-
riables que el investigador busca comprender y cuantificar activamente. Estos pa-
rámetros son vitales para las inferencias y conclusiones que se desean extraer del
modelo. Por otro lado, existen parámetros omitidos que son aquellos que no tienen
interés pero que pueden afectar las estimaciones de otros parámetros que sí son de
interés. Aunque estos tienen el potencial de influir en el resultado, pero no son el
foco principal del estudio. Podrían estar presentes debido a la estructura inheren-
te del sistema que se está estudiando o simplemente para controlar la variabilidad
no explicada por los parámetros de interés. La presencia de estos parámetros puede
complicar la interpretación del modelo, ya que su influencia debe ser considerada,
pero no son el objetivo principal de la investigación.

Esta dualidad en el abordaje de la modelización refleja una tensión inherente en
la estadística: la necesidad de equilibrar la precisión con la simplicidad. Aunque la
inclusión de múltiples conjuntos de parámetros puede proporcionar una descripción
más completa y precisa de un fenómeno, también puede complicar la interpretación
y aplicación práctica del modelo. Por lo tanto, es fundamental ser conscientes de esta
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distinción y considerar cuidadosamente qué parámetros incluir y cómo priorizarlos
en su análisis.

Una de las primeras investigaciones realizada con los parámetros omitidos fue
llevada a cabo por Fellman [37] en 1976. En ella analizó el efecto de la presencia
de parámetros omitidos en modelos lineales y presentó un método para la estima-
ción de los mismos basada en la generalización del teorema de Markoff propuesta
por Rao [38]. Fellman también analizó la precisión de las estimaciones y cómo la
presencia de parámetros omitidos puede afectar a la estimación de los parámetros
estimables. Asimismo, Cox y Reid [39] estudiaron diversos modelos lineales con pa-
rámetros omitidos y concluyeron que los parámetros omitidos deben ser ortogonales
a los parámetros de interés. Kubáček [40] estudió más a fondo los modelos lineales
mixtos con parámetros omitidos y proporcionó una prueba de la existencia del Lo-
cally Minimum Variance Quadratic Unbiased Invariant Estimator. En 1991 Godambe [41]
propuso una técnica de ortogonalización de parámetros para abordar el problema de
los parámetros omitidos dentro de modelos totalmente paramétricos y semiparamé-
tricos.

Una década más tarde, Kunderová [42] estudió los modelos lineales con paráme-
tros omitidos y su aplicación en la medición de deformación, y probó que cuando se
trata de investigar deformaciones únicamente es posible despreciar los parámetros
omitidos. También logró presentar una transformación del modelo lineal que elimi-
naba los parámetros omitidos sin pérdida de información sobre los parámetros de
interés [43].

En 2012, Aravkin y Leeuwen [44] propusieron un método para estimar de manera
eficiente los parámetros omitidos en problemas inversos. La investigación se basaba
en proyectar un subconjunto de variables a una amplia variedad de problemas de
máxima verosimilitud y máxima verosimilitud a posteriori2 con parámetros omitidos,
como la varianza. Como resultado, fueron capaces de incorporar la estimación de
parámetros omitidos en problemas a gran escala, con y sin restricciones.

Uno de los trabajos más recientes fue realizado por Suzuki et. al en 2020 [45] en
el que se enfocaron en la estimación del estado cuántico en presencia de parámetros
omitidos. En él, abordaron diferentes escenarios y métodos para estimar los paráme-
tros de interés del modelo, sin la influencia de los parámetros omitidos. Asimismo,
en 2022 Lok [46] proporcionó una metodología general para el cálculo de la varianza
de los parámetros de interés cuando los parámetros omitidos se estiman en un pri-
mer paso. Concluyeron que la estimación de los parámetros omitidos puede reducir
significativamente la varianza de los parámetros de interés.

1.2.3. Incertidumbre en configuraciones de galgas

La estimación precisa de fuerzas y momentos en materiales sólidos es una tarea
crítica en muchos campos de la ingeniería. Las galgas extensiométricas han sido am-
pliamente utilizadas en este contexto, permitiendo mediciones fiables y precisas. Sin

2Al igual que la estimación por máxima verosimilitud, busca maximizar la probabilidad de obte-
ner datos observables, pero lo hace teniendo en cuenta el conocimiento previo que se tiene sobre los
parámetros.
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embargo, la implementación y uso de estos sensores implican diversos desafíos y
consideraciones que pueden afectar la precisión de las estimaciones.

Estas imprecisiones tienen como origen diversas fuentes de incertidumbre, las
cuales se propagan hasta el cálculo final de las estimaciones de las fuerzas y mo-
mentos. Esta propagación de incertidumbre no solo depende de los factores técnicos
asociados con las galgas extensiométricas, sino también de las propiedades mecáni-
cas y geométricas del espécimen a monitorizar, condiciones ambientales del entorno,
etc. La interacción de estas fuentes de incertidumbre puede llevar a una considerable
variabilidad en las estimaciones, y requiere de un análisis cuidadoso para entender
y mitigar su impacto.

En la incertidumbre de la medición de las galgas extensiométricas influyen mu-
chos factores. Entre ellos se encuentran la sensibilidad transversal, las variaciones de
temperatura, las no linealidades del puente de Wheatstone, la resistencia intrínseca
de los cables y los parámetros de las galgas extensiométricas [47, 48]. Una de las
posibles incertidumbres que no ha recibido mucha atención es aquella relacionada
con la precisión de instalación (posición y orientación) con la que se adhieren las
galgas sobre la superficie del sólido a monitorizar. Es decir, evaluar la incertidumbre
en la estimación de cargas debida a la incertidumbre en el posicionamiento de las
galgas, especialmente si existen otras cargas adicionales además de aquella carga a
estimar. Estas cargas adicionales se denominan cargas secundarias y se sabe que su
presencia puede afectar drásticamente a la estimación de la carga de interés debi-
do al denominado efecto de cross-talk. Además, en la mayoría de las referencias de
la bibliografía tampoco se menciona cómo las tensiones mecánicas se transforman
en fuerzas y momentos a través de la geometría del sólido sobre el que se fijan las
galgas. Por lo tanto, esta incertidumbre también depende de los parámetros geomé-
tricos y de material del sólido (áreas y momentos de la sección transversal, módulos
de Young y de Poisson, etc.).

Dos de las primeras referencias en las que se menciona la incertidumbre asociada
a las imprecisiones en el posicionamiento de las galgas datan de los años 40 y 50 [49,
50]. En estas referencias y en la mayoría de las posteriores [48, 51], la incertidumbre
se propaga de las deformaciones a las tensiones (no a las cargas) y suponen que la
tensión es uniaxial o que la tensión es biaxial con direcciones principales conocidas.

Una primera aproximación a la sensibilidad cruzada en términos de cargas para
un eje cilíndrico fue investigada por James en 1988 [52]. Éste evaluó la incertidum-
bre introducida en un puente de Wheatstone, destinado a estimar el momento torsor,
debido al posicionamiento erróneo de las galgas y en presencia también de la car-
ga axial. Más recientemente, se realizó un análisis de sensibilidad cruzada debida al
posicionamiento erróneo de las galgas extensiométricas [53]. Este análisis se realizó
para un transductor de anillo extendido específicamente diseñado para estimar car-
gas, y concluyeron que debe prestarse especial atención en el posicionamiento de las
galgas extensiométricas para minimizar las sensibilidades cruzadas.

El efecto de posicionamiento de las galgas depende principalmente de tres facto-
res [48]: (a) la relación entre la deformación algebraica máxima y mínima en los dos
ejes principales, (b) el ángulo entre el eje de la deformación principal máxima y el eje
de la deformación que se pretende medir, y (c) el error angular de instalación entre
el eje de la galga y el eje de la deformación que se pretende medir. Aunque estas
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condiciones se mencionan en varias referencias, en ningún caso se tiene en cuen-
ta que los dos primeros factores pueden variar con el tiempo en un sistema en el
que las tensiones son de tipo biaxial. En el problema que se investiga en esta tesis,
las deformaciones que se producen en cada punto del perímetro de un componen-
te dependen del torsor completo (fuerzas y momentos) ejercido en cada instante de
tiempo. Por lo tanto, las condiciones (a) y (b) varían constantemente con el tiempo
y hacen que la incertidumbre de estimación de la carga sea muy diferente de un
instante a otro.

El efecto de cross-talk ya se ha investigado en estudios relacionados con el análi-
sis del momento torsor en el eje lento (Low Speed Shaft–LSS) de aerogeneradores.
Pedersen et al. [54] observaron que, en maniobras de Idling3 en las que el momento
torsor estimado debería ser próximo a cero, la estimación del momento torsor varia-
ba en ±1 kN debido a pequeñas imprecisiones en el posicionamiento de las galgas
extensiométricas instaladas en el LSS. Asimismo, Zhang et al. [55] también obser-
varon el efecto de cross-talk entre los esfuerzos cortante y torsión, y diseñaron un
método de medición multicanal con tres puentes de Wheatstone para suprimir su
efecto. Este metodología demostró una manera eficaz para reducir la perturbación
relacionada con el efecto de cross-talk.

Es relevante señalar que, aunque los sistemas de galgas extensiométricas pueden
calibrarse incluso en estructuras tan grandes como los aerogeneradores [56, 57, 58,
59], la calibración no puede manejar las incertidumbres relacionadas con el efecto
de cross-talk causadas por los desalineamientos de las galgas extensiométricas sin un
cálculo completo de la matriz de calibración como hacen, por ejemplo, Chavez et al.
[60] para dispositivos pequeños.

1.2.4. Calibración de sensores

La calibración de sensores destinados a la estimación de cargas es un proceso
vital en numerosas aplicaciones industriales, científicas y tecnológicas. A partir de
este procedimiento se asegura que los sensores encargados de medir una magnitud
física –ya sean eléctricas, mecánicas, térmicas u otras– operen con precisión y pro-
porcionen una medida fiable de la magnitud a medir. Existen diversas técnicas para
calibrar sensores en función de su tipo, la naturaleza de la magnitud física que se está
midiendo, y los requisitos específicos de la aplicación en cuestión. Algunas de estas
técnicas pueden ser relativamente sencillas, basadas en comparaciones con patro-
nes de calibración conocidos. Otras pueden ser altamente complejas, incorporando
modelos matemáticos avanzados y simulaciones para ajustar los sensores con pre-
cisión. La elección de la técnica de calibración adecuada puede depender de varios
factores, como la precisión requerida, el entorno operativo, y el costo. No importa
cuán avanzado sea un sensor, si no está calibrado correctamente, puede dar lugar a
grandes errores de medición.

Por lo general, la calibración de sensores se puede dividir en dos tipologías dife-
rentes: estática y dinámica. La calibración estática consiste en medir las magnitudes

3La maniobra de Idling en un aerogenerador se refiere al proceso de reducir o detener la producción
de energía, generalmente al disminuir la velocidad de rotación de las palas o desconectar la turbina
del generador, manteniendo así la operación en un estado de baja actividad o ralentí sin apagar com-
pletamente el sistema.
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físicas en condiciones estables y controladas, sin cambios durante el período de me-
dición. Este método es altamente preciso, ya que elimina las variaciones temporales
que podrían afectar la lectura. La calibración estática es especialmente útil cuando
se necesita una alta precisión y se tiene control sobre las condiciones de medición,
como en laboratorios o entornos industriales controlados.

Por otro lado, la calibración dinámica se aplica cuando las magnitudes físicas
varían con el tiempo. Esta técnica tiene en cuenta las fluctuaciones y permite que
los sensores respondan de manera efectiva a cambios rápidos en la magnitud física
a medir. Si bien es vital en situaciones donde las condiciones son inherentemente
cambiantes, la calibración dinámica puede ser más compleja y desafiante de imple-
mentar correctamente.

En cuanto a los sensores de deformación se refiere, como las galgas extensiométri-
cas que nos ocupan, la técnica de calibración más común para su correcta operación
resulta ser la calibración estática. Ésta implica la aplicación de cargas conocidas al
espécimen sensorizado y la medición de la deformación en las posiciones de los sen-
sores. La relación entre la carga aplicada y la deformación medida se utiliza para
establecer una curva de calibración, que a posteriori en el proceso de monitorización
se emplea para transformar las medidas de deformación en estimaciones de carga.

En 2014 el Instituto Tecnológico de Harbin de la mano de los investigadores Sun
et. al [61] diseñaron y calibraron un sensor de fuerza/momento de seis ejes para
su posterior instalación en un manipulador serie de 7 GDL para aplicaciones espa-
ciales. El sensor estaba compuesto por 6 galgas extensiométricas y se centraron en
mejorar la precisión del proceso de calibración del sensor mediante el estudio de las
diferentes fuentes de incertidumbre del sistema de calibración.

A su vez, Freddi et. al [62] diseñaron un sensor de fuerza/momento de seis ejes
compuesto por 16 galgas extensiométricas. Realizaron una calibración estática expe-
rimental del sensor, aplicando cargas crecientes y decrecientes de manera escalona-
da, hasta alcanzar el valor del fondo de escala. Una vez registrados los valores de
deformación de las galgas, interpolaron linealmente los datos hasta obtener la rela-
ción empírica entre las cargas y la deformación de las galgas. Así pues, realizaron
un ensayo de validación y lograron un buen desacoplamiento entre las diferentes
cargas y un error de estimación menor al 11 % para uno de los momentos flectores,
un error del 100 % para la fuerza axial y un error inferior al 3 % en la estimación del
resto de cargas. Concluyeron que los errores de estimación obtenidos eran grandes,
y en particular, para la fuerza axial y los momentos flectores.

Ese mismo año 2015, Gil et. al [63] realizaron un estudio centrado en la calibración
de un sensor situado en el eje lento de un aerogenerador de accionamiento directo de
750 kW (KBP-750D). Emplearon un sistema de adquisición con 40 canales de entrada
y 12 galgas extensiométricas (dispuestas en tres puentes completos de Wheatstone)
para la estimación de los momentos de flexión y torsión. A continuación llevaron a
cabo un minuciosa calibración mediante la aplicación de cargas externas conocidas
en los extremos de las palas del aerogenerador. Los autores destacaron que la cali-
bración in situ no fue una tarea fácil debido a la frecuente rotura de los puentes de
galgas extensiométricas causada por el frío intenso.

Pocos años más tarde, Liang et. al [64] propusieron un método de calibración e
investigaron sobre el desacoplamiento de un sensor genérico de fuerza/momento
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multi-eje aplicado a robótica. Éste estaba compuesto por varios puentes completos
de Wheatstone y su aplicación principal era la adquisición de información háptica
en cirugía virtual y en la medición de la fuerza interactiva entre herramientas qui-
rúrgicas y tejidos blandos. La calibración del sensor la realizaron empleando técnicas
con Redes Neuronales de Retropropagación y Machine Learning, logrando unos errores
de acoplamiento en las cargas del 0.1 %.

Finalmente, una de las investigaciones más novedosas fue realizada por Al-Mai
[65] también en 2018. En ella diseñaron un ligero sensor óptico de fuerza/momen-
to de seis ejes, formado por multitud de elementos (espejos reflectantes, fibra óptica,
LEDs y LTVs, etc.), que a partir de variaciones en la intensidad de la luz era capaz de
estimar las fuerzas y momentos de contacto entre el pie humano y el suelo durante la
marcha. La calibración del sensor se llevó a cabo utilizando un nuevo procedimiento
basado en el modelo de estimación Least Squares Decision Trees (LSDT), y logró redu-
cir los errores de estimación a un 0.53 % y aumentar en un 55.17 % la velocidad de
estimación.

1.3. Objetivos

El propósito central de esta tesis doctoral radica en ampliar el conocimiento so-
bre la estimación óptima de cargas mecánicas en secciones circulares y su potencial
aplicación en el contexto de los aerogeneradores. Más concretamente, se pretende
estimar el torsor de cargas aplicadas en los componentes de sección circular me-
diante sensores de deformación que puedan colocarse en el aerogenerador una vez
que éste está construido y en funcionamiento, y que el sensor pueda implementarse
independientemente de cuál sea el diseño del aerogenerador. En consecuencia, se
han establecido una serie de objetivos específicos, los cuales comprenden:

Modelado de las deformaciones en un punto de la superficie de un eje cilí-
ndrico sometido a un torsor de esfuerzos genérico.

Optimización de configuraciones de un número indefinido de galgas exten-
siométricas en base a un modelo analítico de eje para la estimación del torsor
completo o algunas componentes del mismo simultáneamente.

Estudio de propagación de la incertidumbre en presencia de errores en el po-
sicionamiento de las galgas extensiométricas y desconocimiento con precisión
de los parámetros de material y geométricos del componente del aerogenera-
dor.

Determinación de una metodología de calibración del sistema de medida en
base a mediciones de galgas en prototipo a escala.

1.4. Organización de la Tesis Doctoral

La estructura de esta tesis doctoral sigue una organización dividida por Capí-
tulos. A través de esta estructura, se abordan de manera sistemática y secuencial
los distintos aspectos relacionados con la temática de investigación. Cada capítulo
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se centra en un aspecto específico del estudio, proporcionando una estructura clara
y lógica para el desarrollo de la investigación y la presentación de los resultados
obtenidos.

En el Capítulo 2 se calcula la deformación de una galga situada arbitrariamente,
considerando que está colocada en el perímetro de la sección transversal circular. Se
obtiene una expresión explícita de la deformación de la galga en función de las com-
ponentes de fuerza y momento del torsor externo en la sección específica del eje. Más
adelante se muestra cómo puede estimarse el torsor externo completo a partir de las
medidas de deformación de un conjunto de galgas. La posición y orientación de las
galgas en la periferia del eje se optimizan para estimar los componentes del torsor
según diferentes criterios de optimización. Dado que las medidas de deformación de
las galgas también pueden verse afectadas por los cambios de temperatura, también
se presenta un procedimiento para compensar la deformación térmica. Finalmente
se presenta una colección de configuraciones óptimas de galgas obtenida a partir de
los diferentes criterios de optimización y restricciones impuestas.

El Capítulo 3 presenta una metodología para obtener nuevas configuraciones óp-
timas de galgas extensiométricas que permitan estimar determinadas componentes
del torsor externo sin la influencia de otras componentes. A continuación, se desa-
rrolla un algoritmo de optimización y se obtienen configuraciones óptimas para la
estimación de diferentes cargas compensando la deformación térmica. Además, se
propone un método para el cálculo de la varianza de estimación de los parámetros
de interés. Finalmente, se presenta una colección de novedosas configuraciones óp-
timas para la estimación de determinadas componentes del torsor simultáneamente.

En el Capítulo 4 se definen las posiciones y orientaciones nominales de las galgas
extensiométricas en los puentes típicos de Wheatstone y determinadas configuracio-
nes novedosas, así como las matrices de relación inversa para la estimación de las
cargas a partir de las medidas de deformación. Posteriormente, se presenta el pro-
cedimiento llevado a cabo para el análisis de sensibilidad y se calcula una expresión
analítica mediante las series de Taylor para obtener una estimación de la incerti-
dumbre de las cargas estimadas. Finalmente, se presentan los resultados obtenidos
desde cuatro perspectivas diferentes tras el análisis de sensibilidad aplicado a un
aerogenerador.

A continuación, en el Capítulo 5 se realiza la calibración estática de una de no-
vedosa configuración óptima obtenida en el Capítulo 2 para la estimación de todas
las componentes del torsor externo simultáneamente. Se fabrica un eje hueco a es-
cala para la instalación de la configuración de galgas y se realizan un total de 6
experimentos de calibración aplicando diferentes cargas en cada uno de ellos. Una
vez establecida la relación lineal entre las deformaciones de las galgas y las dife-
rentes componentes del torsor, se obtiene la matriz de observación experimental.
Finalmente, se realiza la validación del procedimiento de calibración por medio de
un experimento adicional, concluyendo que la configuración de galgas proporciona
una buena precisión y fiabilidad en la estimación del torsor externo.

Finalmente, en los Capítulos 6 y 7, se exponen las conclusiones alcanzadas en esta
tesis doctoral, así como una serie de propuestas para futuras investigaciones y líneas
de trabajo. Estos Capítulos brindan un cierre a la investigación realizada, resumien-
do los hallazgos clave y destacando las implicaciones y perspectivas que surgen a
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partir de los resultados obtenidos. Además, se plantean posibles direcciones para
ampliar el conocimiento y profundizar en áreas relacionadas con el tema abordado
en esta tesis doctoral.



17

CAPÍTULO 2

ESTIMACIÓN ÓPTIMA DEL TORSOR COMPLETO EN
EJES MEDIANTE GALGAS EXTENSIOMÉTRICAS

ESTE segundo Capítulo describe el procedimiento para la obtención de nuevas
configuraciones de galgas extensiométricas para la estimación de cargas me-
cánicas en ejes cilíndricos basado en cuartos de puente de Wheatstone. Para

ello, en primer lugar a partir de un conjunto de bases, parámetros y coordenadas se
determina la expresión explicita de la deformación de una galga arbitraria en fun-
ción de las componentes del torsor externo aplicado al eje. A continuación, a partir
de tres criterios de optimización diferentes, se obtiene una colección de configura-
ciones de galgas novedosas. Finalmente, se discuten sus ventajas/desventajas.

2.1. Planteamiento de medición: puentes completos frente a
cuartos de puente

Existen configuraciones de galgas comúnmente aceptadas utilizadas para medir
cargas de flexión, torsión o axiales [47]. La Figura 2.1 ilustra la forma en la que habi-
tualmente se sitúan las galgas, junto con su correspondiente puente de Wheatstone.
Éstas son útiles ya que miden cargas específicas a la vez que compensan el resto de
cargas y las deformaciones térmicas. En otras palabras, esto significa que la salida de
un puente de Wheatstone proporciona una tensión proporcional a una única carga,
independientemente del valor de las demás cargas y deformaciones térmicas. Por
ejemplo, la configuración de la Figura 2.1a puede medir cargas axiales compensan-
do las cargas de flexión y torsión. A su vez, la configuración de la Figura 2.1b se
utiliza para medir las cargas de flexión compensando las cargas axiales y de torsión.
Por último, la configuración de la Figura 2.1c se utiliza para medir la torsión com-
pensando las cargas axiales y de flexión. Las tres configuraciones de la Figura 2.1,
cuando se conectan en la forma que describe la Figura 2.1d, también compensan la
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deformación térmica. Esta es una propiedad muy importante asociada a la configu-
ración de las galgas y a la forma en la que las galgas están conectadas en el puente
completo.
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(c) Medida de momento de torsión. (d) Configuración de puente comple-
to de Wheatstone.

FIGURA 2.1: Configuraciones típicas para la medición de cargas específicas.

A pesar de que el uso de las configuraciones de galgas de la Figura 2.1 está muy
extendido, tienen el inconveniente de necesitar 4 galgas extensiométricas y la limi-
tación para medir una sola carga. Se podría pensar que para medir una sola carga
podría ser suficiente una sola galga, pero normalmente se necesitan más de una para
compensar otras cargas y deformaciones térmicas. Por ejemplo, para medir cargas
de flexión se necesita una sola galga, como en la Figura 2.2b, si la deformación de la
galga sólo se produce por un momento de flexión. Si también hay una carga axial,
la deformación de la galga es una combinación de cargas axiales y de flexión. Por lo
tanto, en presencia de cargas axiales y de flexión, se necesitan al menos 2 galgas para
medir la carga de flexión y compensar la carga axial. Sin embargo, es más habitual
utilizar la configuración de la Figura 2.1a con 4 galgas porque mejora la sensibilidad
de la estimación compensando los efectos térmicos.

En resumen, una galga extensiométrica situada arbitrariamente en una viga se ve
afectada por cada una de las seis componentes del torsor (las tres fuerzas y los tres
momentos). Con las configuraciones habituales, se utiliza un conjunto de galgas para
estimar una sola componente del torsor, independientemente de las deformaciones
que generen el resto de cargas y compensando las deformaciones térmicas.
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Por esta razón una de las novedades que se propone en esta tesis es, en lugar de
dedicar un conjunto de galgas para la estimación de cada componente del torsor,
dedicar un conjunto mayor de galgas para estimar todas las componentes del torsor
conjuntamente.

En las configuraciones típicas, las galgas extensiométricas se montan en una con-
figuración conectada a un circuito de puente completo o de medio puente en el que
se mide una sola tensión eléctrica, lo que permite estimar una determinada carga.

El uso de puentes completos de Wheatstone tiene algunas ventajas sobre el uso
de medios puentes o cuartos de puente. Por ejemplo, como todas las galgas exten-
siométricas están adheridas al mismo espécimen, es común que estén expuestas a
la misma temperatura. Dado que el circuito del puente de Wheatstone suma eléc-
tricamente la resistencia de dos de las galgas y resta la resistencia de las otras dos,
cualquier efecto de la temperatura se compensa automáticamente y las variaciones
de temperatura no tienen influencia en la medición de las cargas.

Otra ventaja de utilizar puentes completos de Wheatstone está relacionada con
la sensibilidad. Por ejemplo, la sensibilidad de la configuración de puente completo
de la Figura 2.1b para medir el momento flector es dos veces mayor que la confi-
guración de medio puente de la Figura 2.2b, ya que hay el doble de galgas en la
primera. Por lo tanto, dos medios puentes serían equivalentes a un puente completo
en términos de sensibilidad.

Utilizando cuartos de puente es posible llegar al mismo resultado. Si cada una
de las 4 galgas extensiométricas de un puente completo de Wheatstone se conectase
en un circuito de cuarto de puente diferente, sumando y restando la contribución
de cada una de ellas matemáticamente (y no eléctricamente como en el circuito de
Wheatstone) se obtendrían los mismos resultados de carga mecánica de un puente
completo. Este punto de vista tiene una ventaja interesante: la medición de la caída
de tensión de una galga en un cuarto de puente puede utilizarse para estimar varias
componentes del torsor. Eso conduce a un resultado de gran potencial: para un con-
junto de galgas, cada uno de ellos en un cuarto de puente, se pueden estimar varias
cargas como diferentes combinaciones lineales de las caídas de tensión a la salida de
los cuartos de puente.
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(b) Dos galgas: cuando además existe
una fuerza axial.

FIGURA 2.2: Configuraciones de galgas para la estimación de momentos flectores.
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Para ilustrar esto, veamos dos formas de medir el momento de torsión y la fuerza
cortante:

1. Las Figuras 2.3a y 2.3b muestran las configuraciones típicas en las que las gal-
gas extensiométricas están adheridas a un eje para medir el momento de tor-
sión y la fuerza cortante, respectivamente. Las Figuras 2.3c y 2.3d representan
sus correspondientes puentes completos de Wheatstone. Para estas configura-
ciones el momento de torsión (M1) y la fuerza cortante (F3) son proporcionales
a las correspondientes tensiones de salida del puente completo de Wheatstone,
VTor

out y VShe
out , respectivamente. Asimismo, estas tensiones de salida son propor-

cionales a las combinaciones lineales de las deformaciones de las galgas:

M1 ∝ VTor
out ∝ (ε1 − ε2 + ε3 − ε4)

F3 ∝ VShe
out ∝ (ε5 − ε6 + ε7 − ε8)

(2.1)

donde ε i es la deformación de la i-ésima galga. Si se desean estimar tanto la
fuerza cortante como el momento de torsión, se deben montar 2 puentes com-
pletos con 8 galgas extensiométricas y 2 canales de medición.
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(b) Configuración de galgas para
la medición de la fuerza cortante.

(c) Puente completo de Wheatstone
para la medición del momento de tor-

sión.

(d) Puente completo de Wheatstone
para la medición de la fuerza cortan-

te.

FIGURA 2.3: Configuraciones típicas para la medición del momento de torsión y
fuerza cortante.
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2. Por otro lado, con las 4 galgas de la Figura 2.3a, es posible medir tanto la tor-
sión como la fuerza cortante si las galgas se montan en cuartos de puente, es
decir, un puente de Wheatstone para cada galga extensiométrica con tres resis-
tencias constantes como se muestra en la Figura 2.4. Teniendo en cuenta que la
tensión de salida puede aproximarse como proporcional a la deformación de la
única galga del cuarto de puente, con cada una de las galgas de la Figura 2.3a
conectada a un cuarto de puente individual, la torsión (M1) y la fuerza cortan-
te (F3) serían proporcionales a las combinaciones lineales de las deformaciones
medidas, tal y como se muestra en la Ecuación 2.2:

M1 ∝ (V1
out −V2

out + V3
out −V4

out) ∝ (ε1 − ε2 + ε3 − ε4)

F3 ∝ (V1
out −V2

out −V3
out + V4

out) ∝ (ε1 − ε2 − ε3 + ε4)
(2.2)

Con este enfoque, sólo se necesitarían 4 galgas para medir la torsión y la fuer-
za cortante, cada uno de ellos con su correspondiente circuito de cuarto de
puente.

FIGURA 2.4: Circuito eléctrico de un cuarto de puente de Wheatstone.

En esta tesis se seguirá el segundo planteamiento, es decir, la caída de tensión
que se produce en cada una de las galgas extensiométricas se medirá mediante un
circuito de cuarto de puente. En consecuencia, cada componente del torsor se cal-
culará como una combinación lineal diferente de las mediciones de los cuartos de
puente. Ya que van a emplearse cuartos de puente de Wheatstone, a continuación en
la próxima sección, se van a ilustrar algunas de sus características más significativas
con el fin de obtener una visión más detallada.

2.1.1. Cuarto de puente de Wheatstone

Una de las formas más común para acondicionamiento de señales analógicas es
mediante puentes de Wheatstone. Es un circuito eléctrico que se utiliza para medir
resistencias desconocidas mediante el equilibrio de los brazos del mismo. Éste está
constituido por dos divisores de tensión formados por las resistencias R1, R2, R3,
y R4, tal y como se muestra en la Figura 2.5. Se alimenta con una tensión continua
de entrada Vin y a la salida se obtiene una tensión flotante (Vout), es decir, no refe-
renciada a masa. Puesto que el puente de Wheatstone está formado a partir de dos
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divisores de tensión, el cálculo de la tensión de salida Vout del puente se puede de-
terminar como la resta de tensiones individuales Vout de los dos divisores de tensión.
De esta forma, se obtiene la siguiente relación entre tensión de salida y de entrada
para un puente de Wheatstone genérico:

Vout

Vin
=

R3

R3 + R4
− R2

R1 + R2
=

R1R3 − R2R4

R1R3 + R1R4 + R2R3 + R2R4
(2.3)

FIGURA 2.5: Circuito de puente de Wheatstone genérico.

Una de las características que los puentes deben cumplir es garantizar la con-
dición de equilibrio del puente, lo que permite la medición de variaciones de re-
sistencia en alguno de sus brazos. La condición de equilibrio entre resistencias del
puente se define mediante la razón característica de las resistencias (kR) y resulta ser
la siguiente:

kR =
R1

R2
=

R4

R3
(2.4)

A continuación, se verán algunas de las características del cuarto de puente de
Wheatstone más detalladamente. Las galgas extensiométricas son sensores que mo-
difican su resistencia interna en función de la deformación a la que se ven sometidas.
Principalmente se basa en el efecto piezoresistivo, siendo una propiedad que tienen
ciertos materiales a cambiar el valor nominal de su resistencia eléctrica cuando se les
somete a determinadas deformaciones mecánicas. Partiendo del puente de Wheats-
tone de la Figura 2.5 si se sustituye la resistencia R1 por una galga con resistencia
nominal R0, se puede expresar su valor de resistencia como la suma entre su resis-
tencia nominal y la variación de resistencia debida a su deformación (∆R). Así, el
valor de la resistencia de la galga en términos de su resistencia nominal y variación
de resistencia es R0 + ∆R = R0(1 + ∆R/R0). Para satisfacer la condición de equili-
brio de la Ecuación 2.4, además, las resistencias de los brazos restantes deberán tener
un valor nominal R2 = R3 = kRR0 y R4 = R0. Si se sustituyen estos valores de resis-
tencia en la Ecuación 2.3 y se define δ0 = ∆R/R0 como el ratio entre la variación de
la resistencia y resistencia nominal de la galga, se obtiene la relación entre la tensión
de entrada y salida para el cuarto de puente en equilibrio:

Vout

Vin
=

kRδ0

(kR + 1)(kR + 1 + δ0)
(2.5)
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Obsérvese que ésta relación es no lineal en δ0.

De la Ecuación anterior facílmente se puede deducir que en ausencia de deforma-
ciones debidas a cargas mecánicas y variaciones de temperatura, la galga no sufre
variaciones en su resistencia (δ0 = ∆R/R0 = 0) y por tanto, la relación entre la ten-
sión de salida y entrada es nula. Pese a que el objetivo de un puente de Wheatstone
es obtener una tensión de salida linealmente proporcional a la magnitud a medir,
como se puede observar, en los cuartos de puente esto no es del todo así. Por ello,
en multitud de ocasiones la Ecuación 2.5 se suele aproximar, si (kR + 1) � δ0, a la
siguiente expresión lineal en δ0:

VL
out

Vin
=

kRδ0

(kR + 1)2 (2.6)

Esta aproximación es aceptable siempre y cuando las variaciones de resistencia
(∆R) sean pequeñas frente al valor de la resistencia nominal (R0). A medida que la
relación δ0 = ∆R/R0 aumenta, el error de linealidad también lo hace. Definiendo el
error en la linealidad como:

Vout −VL
out

Vout
= − δ0

kR + 1
(2.7)

se puede ver que para deformaciones muy pequeñas (δ0 muy pequeños) la aproxi-
mación lineal presenta un error pequeño frente a la expresión lineal. En la Figura
2.6 se ha representado gráficamente, para distintos valores de kR, la relación entre la
tensión de salida y entrada para un cuarto de puente y su aproximación lineal.
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FIGURA 2.6: Relación lineal y no lineal entre la tensión eléctrica de salida y entrada
de un cuarto de puente de Wheatstone para distintos valores de kR.

Analizando detalladamente la Figura anterior, se ve que con mayores valores de
kR la relación entre la tensión de salida y entrada real se acerca notablemente a la
aproximación lineal del cuarto de puente. Sin embargo, a pesar de esta mejoría en la
linealidad, la sensibilidad en la medida empeora bruscamente. La sensibilidad del
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cuarto de puente puede obtenerse como:

S =
∂Vout

∂R0
=

kR

(kR + 1)(kR + 1 + δ0)

Vin

R0
(2.8)

En la Figura 2.7 se ha representado la sensibilidad normalizada (S R0/Vin) de un
cuarto de puente, y puede observarse que a medida que aumenta el valor de la razón
característica de las resistencias, kR, la sensibilidad del puente disminuye cuadráti-
camente. Sin embargo, la sensibilidad es independiente de los cambios de resistencia
de la galga. La sensibilidad normalizada es máxima para kR = 1 e igual a 0.25, pero
para kR = 1 en el puente realmente se produce un importante error de linealidad
por lo que habrá que buscar un compromiso entre linealidad y sensibilidad.

10!2 10!1 100 101 102

kR

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

S R0

Vin

FIGURA 2.7: Sensibilidad normalizada de un cuarto de puente de Wheatstone para
distintos valores de kR.

Esto hace pensar que cuando se está amplificando una señal analógica mediante
cuartos de puente debe encontrarse un compromiso entre la linealidad y la sensibili-
dad del mismo. Existen diversas formas de solventar esta problemática. Por un lado,
se podrían emplear puentes de Wheatstone más complejos, como el medio puente
y puente completo, lo que imposibilitaría la estimación de todas las componentes
del torsor mediante una única configuración de galgas. Por otro lado, se podrían
sobredimensionar algunas de las resistencias que forman el cuarto de puente hasta
cierto punto. De esta manera se obtendría una relación entre tensión de salida y en-
trada más lineal, y la sensibilidad del puente no se vería fuertemente comprometida.
Por ejemplo, si en el puente de Wheatstone de la Figura 2.5 se instalase la siguiente
combinación de resistencias: R1 = R0(1 + δ0), R2 = R3 = ρR0 y R4 = R0, donde ρ
es el factor de sobredimensionamiento, quedaría garantizada la condición de equili-
brio de la Ecuación 2.4, y se podría obtener una relación entre la tensión de salida y
entrada más lineal y a su vez, una peor sensibilidad.
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2.2. Determinación de la deformación de una galga situada
arbitrariamente en un eje de sección cilíndrica

En esta Sección se describe el procedimiento para la determinación de la defor-
mación de una galga individual colocada en el perímetro de un eje cilíndrico bajo la
acción de un torsor externo. Empleando un conjunto de bases y coordenadas, en pri-
mer lugar se calcula el tensor de tensiones en la localización de la galga y posterior-
mente se obtiene una expresión explícita de la deformación de la galga en función
de las componentes de torsor externo.

2.2.1. Acotación de una galga extensiométrica arbitraria

El objetivo es acotar la posición de las galgas extensiométricas en un eje de sección
transversal circular, así como definir las bases empleadas para la determinación de
las componentes del torsor. Por motivos simplificativos, el torsor va a ser calculado
en el punto O y las galgas van a estar posicionadas en la periferia del eje. Para acotar
la posición de la galga nos ayudaremos del punto Q. Como se desea una posición
óptima de las galgas, sus posiciones son desconocidas a priori y estarán definidas
por dos ángulos constantes que determinarán la posición periférica y la orientación
de cada galga, y una coordenada que determinará su posición longitudinal en el eje.

O,Q

P

O

P,Q

y

z

2

3 2′

3′

3′

x ≡ 1 ≡ 1′

3′′

1′′

θ

ϕ

ε′′11

δ

x

FIGURA 2.8: Acotación de una galga extensiométrica en un eje de sección transver-
sal circular.

Se ha considerado que la sección transversal del eje es constante en la proximidad
de la sección considerada y que está sujeta a 3 fuerzas y 3 momentos que constituyen
el torsor con respecto al punto O. El material de la sección se ha supuesto que es
lineal e isótropo y se supone también que se cumple el principio de Saint Venant con
las galgas posicionadas suficientemente lejos de las cargas.

Para determinar la posición y orientación de cada galga, se han empleado cua-
tro bases de orientación, tres coordenadas angulares y una coordenada longitudinal
como se muestran en la Figura 2.8. La base xyz es una orientación fija al suelo y la
dirección positiva del eje x es coincidente con la velocidad angular del eje. La coor-
denada angular θ determina la rotación del eje respecto del suelo y la coordenada
angular ϕ determina la posición de la galga en el punto P y la orientación de la base
1′2′3′. El ángulo δ determina la orientación de la galga extensiométrica y la coor-
denada x establece la posición longitudinal de la galga en el eje. Como la galga es
solidaria al eje, las bases 123, 1′2′3′ y 1′′2′′3′′ también son solidarias al eje. Las bases
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1′2′3′ y 1′′2′′3′′ son diferentes para cada galga puesto que cada una de ellas depende
de sus propias coordenadas ϕ y δ. Por el contrario, las bases xyz y 123 son comunes
para todas las galgas.

Como es probable que cualquier vector o tensor se quiera expresar en cualquiera
de las bases definidas, se definirán las matrices de cambio de base adecuadas. Si se
conocen las coordenadas de un vector v en la base 123, es decir, {v}123, y se desean
sus coordenadas en la base xyz, {v}xyz, la matriz de cambio de base [R]123

xyz se puede
emplear de la siguiente manera:

{v}xyz =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

123

xyz

{v}123 = [R]123
xyz {v}123 (2.9)

Análogamente, las siguientes dos matrices de cambio de base se definen como:

{v}123 =

1 0 0
0 cos ϕ − sin ϕ
0 sin ϕ cos ϕ

1′2′3′

123

{v}1′2′3′ = [R]1
′2′3′

123 {v}1′2′3′ (2.10)

{v}1′2′3′ =

 cos δ 0 0
0 1 0

− sin δ 0 cos δ

1′′2′′3′′

1′2′3′

{v}1′′2′′3′′ = [R]1
′′2′′3′′

1′2′3′ {v}1′′2′′3′′ (2.11)

Estas matrices de cambio de base se emplearán en apartados posteriores puesto que
la deformación de cada galga se mide en su propia base 1′′2′′3′′ mientras que las
componentes del torsor se desean en las bases xyz y 123.

2.2.2. Tensor de tensiones para un torsor arbitrario

El torsor que se pretende estimar es aquél que ejerce la mitad derecha del eje de
la Figura 2.8 a la mitad izquierda. Las componentes de fuerza y momento del torsor
en las bases 123 y 1′2′3′ están relacionadas entre sí como:

F
′
1

F
′
2

F
′
3


1′2′3′

=

1 0 0
0 cos ϕ sin ϕ
0 − sin ϕ cos ϕ

123

1′2′3′

F1
F2
F3


123

=

 F1
F2 cos ϕ + F3 sin ϕ
−F2 sin ϕ + F3 cos ϕ


1′2′3′

(2.12)


M
′
1

M
′
2

M
′
3


1′2′3′

=

1 0 0
0 cos ϕ sin ϕ
0 − sin ϕ cos ϕ

123

1′2′3′

M1
M2
M3


123

=

 M1
M2 cos ϕ + M3 sin ϕ
−M2 sin ϕ + M3 cos ϕ


1′2′3′

(2.13)

donde F1 representa la fuerza axial, F2 y F3 representan las fuerzas cortantes, M1
representa el momento de torsión, y M2 y M3 representan los momentos flectores
con respecto al punto O. A pesar de que se desea calcular las componentes del torsor
en la base 123, para el cálculo de las componentes del tensor de tensiones éstas se
van a definir en la base 1′2′3′.

Sea P el punto donde se encuentra posicionada la galga extensiométrica, definida

según la Figura 2.8 y sea t
′
O = (F

′
1, F

′
2, F

′
3, M

′
1, M

′
2, M

′
3)
>

el torsor externo en el centro
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del eje (punto O) expresado en la base 1′2′3′. Para calcular el tensor de tensiones
σP en el punto P producido por el torsor externo t

′
O, primero se determina el tensor

de tensiones relacionado con las componentes individuales del torsor. El tensor de
tensiones compuesto se calculará por superposición de los tensores de tensiones in-
dividuales. Para el sólido diferencial representado en la Figura 2.9, el torsor definido
es aquél que está aplicado en la cara sombreada.

1
′

2
′

3
′

τ
′

13

τ
′

12

σ
′

11

τ
′

13

σ
′

11

τ
′

12

(a)

1′

2′

3′

P

OQ

P

(b)

FIGURA 2.9: Sólido diferencial en el punto P.

Como ya se ha mencionado el torsor externo está caracterizado en el punto O,
sin embargo, se desea conocer éste en el punto en el que se cruzan el eje con el
plano donde se encuentran posicionadas las galgas extensiométricas, es decir, en el
punto Q. Estos dos puntos están relacionados con la coordenada longitudinal x, y
por tanto sería suficiente con trasladar el torsor del punto O al punto Q. Tan sólo
las componentes de fuerza del torsor provocarán unos momentos adicionales tras la
traslación del torsor, y resultan ser los siguientes:{

M
′
Q

}
1′2′3′

=
{

M
′
O + QO× F

′}
1′2′3′

=


M
′
1

M
′
2

M
′
3


1′2′3′

+


x
0
0


1′2′3′

×


F
′
1

F
′
2

F
′
3


1′2′3′

=


M
′
1

M
′
2 − xF

′
3

M
′
3 + xF

′
2


1′2′3′

(2.14)

De este modo, agrupando las componentes de fuerza y momento, el vector del torsor
t
′
Q expresado en la base 1′2′3′ que ha sido trasladado al punto Q resulta ser:

{
t
′
Q

}
1′2′3′

=



F
′
1

F
′
2

F
′
3

M
′
1

M
′
2 − xF

′
3

M
′
3 + xF

′
2


1′2′3′

(2.15)

Las componentes del tensor de tensiones se establecen definiendo las tres superfi-
cies mutuamente ortogonales en el punto P. Las normales de cada superficie estable-
cerán, en este caso, los ejes cartesianos 1′, 2′ y 3′. En general, cada superficie tendrá
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una tensión normal y dos tensiones cortantes. La tensión normal se designa por σii
y las tensiones cortantes actuantes en la superficie por τij. En la notación de doble
subíndice, el primer subíndice indica la dirección de la superficie normal mientras
que el segundo subíndice resulta ser la dirección de la tensión. Por convenio, los es-
fuerzos cortantes en las caras positivas1 del cubo diferencial serán positivos cuando
apunten en la dirección positiva del eje de la base. Como el tensor de tensiones es
simétrico2 se cumplirá que, τij = τji, ∀i 6= j.

Las componentes del tensor de tensiones provocadas por cada esfuerzo se calcu-
lará a continuación:

Efecto de la fuerza axial: una fuerza axial F
′
1 ejercida en la dirección positiva

del eje 1′ causa una tensión de compresión en toda la sección. Por lo tanto, el
tensor de tensiones en el punto P asociado a la fuerza axial resulta ser:

[
σF′1

]
1′2′3′

=

− F
′
1

A 0 0
0 0

0


1′2′3′

(2.16)

donde A es el área transversal de la sección.

Efecto del momento flector: un momento flector M
′
3 ejercido en la dirección

positiva del eje 3′ causa una tensión de tracción en el punto P. De esta forma,
el tensor de tensiones asociado a este momento flector resulta ser:

[
σM′3

]
1′2′3′

=

M
′
3+xF

′
2

ω 0 0
0 0

0


1′2′3′

(2.17)

donde ω es el módulo resistente de la sección a flexión.

Efecto de la fuerza cortante: según la Teoría de Viga de Timoshenko [66], una
fuerza cortante F

′
3 ejercida en la dirección positiva del eje 3′ causa una tensión

cortante negativa en el punto P, igual a:

τ
′
13 = − F

′
3

κA
(2.18)

donde κ es el coeficiente de cortante que representa el ratio de tensión cortante
media en la sección con respecto a la tensión cortante en su centroide. Para una
sección circular hueca, κ toma la siguiente expresión [67]:

κ =
6(1 + ν)(1 + m2)

2

(7 + 6ν)(1 + m2)2 + (20 + 12ν)m2
(2.19)

donde ν es el módulo de Poisson, m = r/R, y r y R son los radios interior y
exterior del eje de sección de corona circular, respectivamente. Esta expresión
también es válida para secciones circulares completas, imponiendo que r = 0,

1Las caras positivas del cubo son aquellas en las que el vector perpendicular hacia fuera coincide
en dirección con la dirección positiva de un eje de la base.

2El tensor de tensiones es simétrico, si se cumple el Lema de Cauchy. Este implica que el material
considerado sea lineal, elástico e isótropo.
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y para secciones de tubo de pared delgada imponiendo r = R. Por tanto, el
tensor de tensiones asociado al esfuerzo cortante puede expresarse como:

[
σF′3

]
1′2′3′

=

0 0 − F
′
3

κA
0 0

0


1′2′3′

(2.20)

Efecto del momento de torsión: un momento de torsión M
′
1 aplicado en la di-

rección positiva del eje 1′ causa una tensión cortante negativa en el punto P.
En consecuencia, el tensor de tensiones asociado al momento de torsión es:

[
σM′1

]
1′2′3′

=

0 0 −M
′
1R

Ip

0 0
0


1′2′3′

(2.21)

donde Ip es el momento de inercia polar de la sección.

Las componentes F
′
2 y M

′
2 del torsor no causan ninguna tensión en el punto P.

La superposición de los 6 tensores de tensión individuales proporciona el tensor
de tensiones

[
σP(t

′
Q)
]

1′2′3′
expresado en la base 1′2′3′. El tensor de tensiones resulta

ser simétrico y resulta ser el siguiente:

[
σP(t

′
Q)
]

1′2′3′
=

− F
′
1

A +
M
′
3+xF

′
2

ω 0 − F
′
3

κA −
M
′
1R

Ip

0 0
0


1′2′3′

=

=

σ
′
11 τ

′
12 τ

′
13

σ
′
22 τ

′
23

σ
′
33


1′2′3′

(2.22)

El resultado obtenido en la Ecuación 2.22 representa el tensor de tensiones com-
puesto caracterizado en el punto P, a causa de un torsor externo caracterizado en
el punto Q en el que sus componentes se encuentran caracterizadas en el punto O.
Cabe remarcar que el punto P representa la posición en la periferia del eje, ϕ, y po-
sición longitudinal en el eje, x, de una galga concreta, exclusivamente. De ahora en
adelante pos razones simplificativas de notación se designará el tensor de tensiones
σP(t

′
Q) como σ.

Además, es importante destacar que en el plano 1− 3 del sólido diferencial del
punto P, las componentes de tensión σ22, τ12 y τ32 (así como, τ21 y τ23) son nulas tal y
como se puede observar en el tensor de tensiones de la Ecuación 2.22. Esto se debe a
que se trata de una superficie libre en la cual no aplican esfuerzos en esas direcciones
específicas.
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2.2.3. Deformación de una galga para un torsor arbitrario

Con el objetivo de calcular el torsor de deformaciones ε en términos del tensor de
tensiones σ, sus componentes se pueden expresar en forma de vector columna:

σ = (σ
′
11, σ

′
22, σ

′
33, τ

′
12, τ

′
23, τ

′
13)
>

(2.23)

ε = (ε
′
11, ε

′
22, ε

′
33, ε

′
12, ε

′
23, ε

′
13)
>

(2.24)

donde las componentes del tensor de deformaciones simétrico resulta ser:

[
ε
]

1′2′3′ =

ε
′
11 ε

′
12 ε

′
13

ε
′
22 ε

′
23

ε
′
33


1′2′3′

(2.25)

En forma vectorial, se mantiene la siguiente relación entre tensión y deformación:

σ = Dε (2.26)

y si el material es lineal, elástico e isótropo, la matriz constitutiva D puede expresarse
de la siguiente manera, donde E y ν resultan ser los módulos de Young y Poisson,
respectivamente.

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0
1− ν ν 0 0 0

1− ν 0 0 0
1− 2ν 0 0

1− 2ν 0
1− 2ν

 (2.27)

Como la galga extensiométrica está alineada con el eje 1′′, el tensor de deforma-
ciones se expresará en la base 1′′2′′3′′ de la siguiente forma:[

ε
]

1′′2′′3′′ = [R]1
′2′3′

1′′2′′3′′
[
ε
]

1′2′3′ [R]1
′′2′′3′′

1′2′3′ (2.28)

Tomando la componente (1,1), se obtiene la deformación de la galga, ε.

ε = ε
′′
11 (2.29)

Definiendo el vector torsor externo tO = (F1, F2, F3, M1, M2, M3)
> en términos de las

componentes del torsor en la base 123, y como ε es lineal en tO, la expresión explícita
de la deformación de la galga puede expresarse de la forma ε = ∂ε

∂tO
tO = w tO donde
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la expresión explícita del vector fila w resulta ser:

w(ϕ, δ, x) =



(1+ν) sin2 δ−1
EA

− (1+ν) sin 2δ sin ϕ
κEA − x·(ν sin2 δ−cos2 δ) cos ϕ

Eω
(1+ν) sin 2δ cos ϕ

κEA − x·(ν sin2 δ−cos2 δ) sin ϕ
Eω

R(1+ν) sin 2δ
EIp

((1+ν) sin2 δ−1) sin ϕ
Eω

− ((1+ν) sin2 δ−1) cos ϕ
Eω



>

(2.30)

Para una galga posicionada en un punto arbitrario definido por ϕ, δ y x, la Ecuación
ε = wtO proporciona la deformación de la galga para un torsor arbitrario tO. En los
sucesivos apartados nos referiremos a este torsor externo simplemente como t.

Imponiendo que la galga quede longitudinalmente posicionada en el plano que
contiene el punto O, es decir, x = 0, la expresión explicita del vector fila w resulta
ser:

w(ϕ, δ) =



(1+ν) sin2 δ−1
EA

− (1+ν) sin 2δ sin ϕ
κEA

(1+ν) sin 2δ cos ϕ
κEA

R(1+ν) sin 2δ
EIp

((1+ν) sin2 δ−1) sin ϕ
Eω

− ((1+ν) sin2 δ−1) cos ϕ
Eω



>

(2.31)

Ésto supone que la estimación del torsor externo t se realiza en la sección trans-
versal del eje donde se instala la propia galga extensiométrica.

2.3. Estimación óptima del torsor externo

Hasta el momento se ha obtenido una expresión explícita que relaciona el torsor
externo al que se ve sometido un eje y la deformación de una galga pegada sobre
este. En la presente Sección se va a exponer la manera en la que se van a calcular
las nuevas configuraciones de galgas que permitirán la estimación óptima del torsor
externo.

2.3.1. Estimación del torsor externo en términos de la deformación de va-
rias galgas

Supongamos que debe estimarse el torsor t a partir de las medidas de defor-
mación. Como el torsor tiene p = 6 componentes, es necesario emplear, al menos,
p galgas extensiométricas para estimar cada una de las componentes individuales.
Sean n ≥ p el número de galgas dispuestas a lo largo de la periferia de una cierta
sección del eje. Denotando por ε i la deformación de la i-ésima galga y siendo ϕi, δi
y xi los ángulos que determinan la posición en la periferia, orientación y posición
longitudinal en el eje de la i-ésima galga (i = 1, . . . , n) según lo definido en la Figura
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2.8, se puede definir el siguiente sistema de ecuaciones:


ε1
ε2
...

εn

 =


w1
w2
...

wn




F1
F2
F3
M1
M2
M3


(2.32)

donde wi = w(ϕi, δi, xi). Agrupando las n deformaciones mecánicas en el vector ε y
los n vectores fila wi en W, la Ecuación 2.32 se puede reescribir como:

ε = Wt (2.33)

Definiendo ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn), δ = (δ1, δ2, . . . , δn), x = (x1, x2, . . . , xn) y ϑ =
(ϕ, δ, x), la matriz W = W(ϑ) representa la matriz de observación de dimensiones
n × p que contiene toda la información de la posición de las galgas. Midiendo la
deformación de las galgas para cada instante y evaluando W para una determinada
configuración de galgas, uno puede resolver el sistema lineal de la Ecuación 2.33
para calcular t en términos de ε, siempre y cuando la matriz W tenga rango máximo.

Sin embargo, en un marco experimental, el vector ε se medirá con incertidumbre
y será apropiado usar la Teoría de Regresión Lineal [68] para estimar t y la varianza
de t. Nos referiremos al estimador de t como t̂ y a su varianza como var(t̂), respecti-
vamente.

Un modelo lineal estadístico típico en el que el vector de deformación medido, εm,
se escribe como la suma de la deformación mecánica verdadera, ε, y la incertidumbre
de medición, e.

εm = Wt + e (2.34)

donde tanto εm como e resultan ser variables aleatorias [69, 70] y W es determinis-
ta, es decir, es conocida sin incertidumbre. Por simplicidad en la argumentación, se
va a asumir que la esperanza de la medida del error va a ser nula. Denotando el
operador esperanza como E [·], esta asunción se puede expresar como: E [e] = 0.
Generalmente, esta asunción requiere de la calibración de los puentes de galga [56].

En esta situación, el Estimador por Mínimos Cuadrados Ponderados de varianza mí-
nima para t coincide con el Estimador de Máxima Verosimilitud [71, 68, 70, 72]:

t̂ = (W>Σ−1W)
−1

W>Σ−1εm (2.35)

donde Σ = E
[
ee>

]
es la matriz de covarianzas de e. Puesto que εm es una varia-

ble aleatoria, la estimación de t, t̂, también será una variable aleatoria. El estimador
de la Ecuación 2.35 es conocido como Estimador de Markov o Mejor Estimador Lineal
Insesgado (Best Linear Unbiased Estimate) [24, 70].

De las Ecuaciones 2.34 y 2.35 la expresión (t̂− t) se puede reescribir como:

t̂− t = (W>Σ−1W)
−1

W>Σ−1e (2.36)

y el estimador será insesgado (E
[
t̂− t

]
= 0) sí E [e] = 0.
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Asimismo, la varianza de t̂ se puede expresar como:

var(t̂) = E
[
(t̂− t)(t̂− t)>

]
= (W>Σ−1W)

−1
(2.37)

Si todas las galgas extensiométricas resultan ser del mismo tipo y características,
se puede suponer que la varianza de su incertidumbre de medición es la misma. Por
la tanto:

Σ = var(e) = var(εm) = var(εm)In (2.38)

donde var(εm) es la varianza individual de cada galga e In es una matriz identidad
de dimensión n× n. Por tanto el estimador de t de la Ecuación 2.35, asumiendo que
se cumple la Ecuación 2.38 da como resultado:

t̂ = (W>W)
−1

W>εm (2.39)

Debido a que las galgas están adheridas al eje, la matriz W(ϑ) es constante. Por lo
tanto, si la expresión (W>W)

−1W> se computa offline, la estimación en tiempo real
del torsor sólo requiere de una multiplicación entre matriz y vector, lo que hace que
la estimación del torsor sea muy eficiente.

Asumiendo que la Ecuación 2.38 se cumple, la varianza de la estimación del tor-
sor resulta ser:

var(t̂) = var(εm)(W>W)
−1

(2.40)

y sólo tendrá que calcularse una vez.

Si n > p, la varianza de las deformaciones medidas se puede estimar como [70]:

̂var(εm) =
(εm −Wt̂)>(εm −Wt̂)

n− p
(2.41)

Haciendo uso de N diferentes medidas del vector deformación, una estimación
más precisa de la varianza puede calcularse según:

̂var(εm) =
∑N

k=1(ε
k
m −Wt̂k)

>
(εk

m −Wt̂k)

N(n− p)
(2.42)

donde εk
m y t̂k son las k-ésima deformación medida y estimación del torsor, respecti-

vamente.

2.3.2. Estimación óptima del torsor

El principal propósito de este apartado es determinar la posición y orientación
de las galgas extensiométricas para una estimación óptima del torsor. Por lo tanto,
se debe establecer algún criterio de optimización para determinar que una configu-
ración de galgas es mejor que otra. Debido a que las deformaciones mecánicas se
calculan como combinaciones lineales de las componentes del torsor, tal y como se
muestra en la Ecuación 2.33, la información sobre la posición y orientación de las
galgas está contenida en W, es decir, W = W(ϑ). Por tanto, no es necesario conocer
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t para calcular la configuración óptima. Es más, a partir de la Ecuación 2.40 es po-
sible calcular la varianza de t sin hacer experimentos si se conoce la varianza de las
mediciones de deformación.

Existen multitud de criterios de optimización en la literatura, pero tal y como de-
mostraron Sun y Hollerbach [20], el criterio D-Optimality teóricamente es el mejor
índice de observabilidad para maximizar la observabilidad del torsor. En otras pa-
labras, sería el mejor índice de observabilidad para minimizar la varianza del torsor
externo. Más aún, este criterio es invariante en escala, de modo que es insensible a las
diferentes dimensiones de las componentes del torsor (fuerzas y momentos).

Asumiendo que la Ecuación 2.38 se cumple, y omitiendo el factor de escala
var(εm), la función de coste FD del criterio D-Optimality puede escribirse como [70,
72]:

FD(W) = − log(det(W>W)) (2.43)

La obtención de la Ecuación 2.43 se explica en detalle en [72], donde Swevers et al.
resuelven el problema de la optimización de trayectorias para la estimación de pa-
rámetros dinámicos en robótica. La determinación de los parámetros de la trayectoria
es análoga a la determinación de la posición de las galgas en la presente tesis.

En la década de los 90, Driels et al. y Gautier et al. [73, 74], propusieron otro criterio
de optimización, en el contexto de optimización de trayectorias de robots. Este está
directamente relacionado con la minimización del número de condición de la matriz
de observabilidad W, lo que permite maximizar el índice de observabilidad de las
deformaciones. De ahora en adelante nos referiremos a él como criterio del Número
de Condición (NC), donde su función de coste FC resulta ser:

FC(W) = cond(W) (2.44)

Sun y Hollerbach [20], a su vez, también demostraron que el criterio de optimi-
zación E-Optimality es el mejor índice de observabilidad para minimizar la incer-
tidumbre de estimación de las deformaciones, ε̂. Es decir, una vez se ha estimado
el torsor, t̂, se pueden estimar las deformaciones según ε̂ = Wt̂, y ya que existe in-
certidumbre en la estimación del torsor, las deformaciones también se estiman con
incertidumbre. Así pues, la función de coste FE del criterio de E-Optimality puede
escribirse como:

FE(W) =
1

λmin
(2.45)

donde λmin, es el mínimo valor singular del producto de matrices W>W.

Una vez establecido el criterio de optimización, para la determinación de la po-
sición y orientación de las galgas extensiométricas, ϑopt, bastaría con resolver el si-
guiente problema de minimización:

ϑopt = argϑ mı́n
{
F (W(ϑ))

}
sujeto a : c(ϑ) = 0

(2.46)

donde c(ϑ) = 0 son restricciones opcionales no-lineales. Por ejemplo, estas restric-
ciones podrían emplearse para obligar a que dos galgas estén posicionadas con el
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mismo ángulo ϕ y misma posición longitudinal x, y que sus ángulos δ estén desfa-
sados 90◦. Esto llevaría a utilizar Rosetas X [47] en lugar de galgas individuales.

2.3.3. Estimación óptima del torsor con compensación de efectos térmicos

Si se realiza una medición cuando la temperatura (T ) difiere de la presente duran-
te la calibración, se produce una deformación inducida por la variación de tempera-
tura. Esta respuesta a la temperatura es reversible y los efectos desaparecen cuando
las galgas están a la temperatura de calibración. En la literatura, esta respuesta de la
temperatura se denomina habitualmente como deformación aparente [47].

Hay muchos factores que afectan a la respuesta de las galgas a la temperatura
[8, 47, 9]. Tanto el material de la rejilla de medición de las galgas extensiométricas
como el material de la pieza donde se adhiere la galga, tienen su propio coeficiente de
dilatación térmica. Por lo tanto, cuando se produce un cambio de temperatura ambos
materiales se dilatan/contraen y provocan una deformación no relacionada con las
cargas mecánicas. Además, los coeficientes de resistencia eléctrica de los materiales de
las galgas y los cables también dependen de la temperatura, lo que resulta en una
contribución adicional a la deformación aparente.

Para minimizar estos efectos térmicos, se pueden utilizar galgas extensiométricas
con compensación de temperatura [9]. Este tipo de galgas extensiométricas están dise-
ñadas con un coeficiente térmico que compensa, en la medida de lo posible, estos
efectos térmicos. Estas galgas sólo son útiles si se adhieren a materiales con un coefi-
ciente de dilatación térmica específico. Sin embargo, la compensación completa no
es posible con estas galgas para un rango continuo de temperaturas porque los co-
eficientes de expansión térmica de los materiales y el coeficiente de temperatura de
la resistencia eléctrica del material de la galga dependen ambos de la temperatura.

Una forma eficaz de compensar los efectos de la temperatura consiste en utilizar
varias galgas extensiométricas. Eligiendo una configuración adecuada, se pueden
estimar las cargas mecánicas haciendo que las respuestas a la temperatura de las
diferentes galgas se compensen entre sí.

En esta situación, supongamos que las galgas perciben una cierta deformación
relacionada con las variaciones de temperatura, εT . Esta deformación será indistin-
guible de la deformación relacionada con las cargas mecánicas, ε. El modelo más
sencillo para esta deformación térmica viene definido por εT = αT ∆T , donde αT es
el coeficiente de dilatación térmica del material y ∆T es la variación de temperatura.
En esta ocasión, en el estudio que nos incumbe no va resultar necesario, puesto que
podemos trabajar directamente con εT . Por tanto, para tener en cuenta las variacio-
nes de temperatura, las deformaciones medidas, εm, deben escribirse como:

εm = ε + εT + e (2.47)

Asumiendo que cualquier posible efecto térmico afecta a la medida de todas las
galgas extensiométricas de la misma manera, la deformación por temperatura puede
escribirse como εT = 1εT , donde 1 es un vector n × 1 de unos y εT es un escalar
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desconocido. Sustituyendo ε = Wt y εT = 1εT en la Ecuación 2.47 se obtiene:

εm =
[
W 1

] { t
εT

}
+ e. (2.48)

Podríamos referirnos a la Ecuación 2.48 como el sistema de ecuaciones extendido en
el que se ha tenido en cuenta la deformación a causa de los efectos térmicos. Este
sistema lineal es análogo al de la Ecuación 2.33 donde la matriz W y el vector t
han sido extendidos con una columna y una fila, respectivamente. Por lo tanto, los
procedimientos de estimación y optimización presentados anteriormente también
pueden aplicarse al sistema extendido.

El procedimiento descrito puede generalizarse a una situación más compleja en
la que todas las galgas extensiométricas no se vean sometidas a los mismos efectos
de la temperatura. Por ejemplo, en una aplicación al aire libre, si 6 galgas estuvieran
adheridas a una estructura cilíndrica en 3 parejas, y algunas parejas permanecieran
a la sombra y otras expuestas al sol, se podría construir el siguiente modelo:

ε =

 1 0 0
W 0 1 0

0 0 1




t
εT ,12
εT ,34
εT ,56

 = Wete (2.49)

donde 1 y 0 son vectores columna de unos y ceros de tamaño 2× 1, respectivamente,
εT ,ij es la deformación relacionada con las variaciones de temperatura en las galgas
i y j, y el tamaño del vector t extendido, te, y el número de columnas de la matriz W
extendida, We, sería p = 9.

2.4. Características de la resolución numérica de los proble-
mas de optimización

La obtención de nuevas configuraciones de galgas requiere de la resolución nu-
mérica del problema de minimización de la Ecuación 2.46 para cualquiera de los
criterios propuestos. Dada la gran cantidad de veces que hay que resolver los pro-
blemas y la no-linealidad de las ecuaciones a resolver, la resolución de estos proble-
mas se realiza mediante programas de cálculo numérico, como puede ser Matlab o
la versión libre GNU Octave.

En el caso que nos concierne, deben resolverse problemas de minimización mul-
tivariable en los que el número de variables a optimizar puede variar en función de
las hipótesis o restricciones de partida. Si se considera que todas las galgas han de
situarse en una misma sección, por ejemplo, cuando el espacio para su instalación es
reducido, tan sólo se deben calcular los valores ϕopt y δopt para cada una de las gal-
gas y se tienen un total de 2n parámetros. Sin embargo, si las galgas pueden situarse
en cualquier posición longitudinal del eje, adicionalmente ha de calcularse el valor
de xopt para cada galga, lo que aumenta a un total de 3n el número de parámetros.
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En función de las características que se deseen para la configuración de galgas, la
resolución del problema de minimización en algunas ocasiones requiere de restric-
ciones para los parámetros y otras ocasiones los parámetros óptimos pueden tomar
cualquier valor. En este caso el software de cálculo empleado es Matlab y por tan-
to, para la resolución de los problemas con restricciones se ha empleado la función
fmincon, mientras que para los problemas sin restricciones la función fminunc.

Si se analizan uno a uno, en el problema restringido se han definido únicamente
las siguientes restricciones de igualdad, que principalmente vienen definidas por la
imposición de emplear rosetas de galgas:

Al emplearse rosetas de galgas, estas siempre han de posicionarse azimutal-
mente y longitudinalmente por parejas. Es decir, cada pareja de galgas deberá
estar en la misma posición del eje.

El desfase entre la orientación de las galgas que forman la pareja debe ser un
ángulo determinado, una vez más, para la implementación de rosetas.

Cuando se sabe que la posición azimutal del conjunto completo puede tomar
cualquier valor, la orientación de una pareja de galgas se fija a 0◦, para poder
tomarla como referencia para el resto de parejas de galgas.

Se establece un dominio para todos los parámetros que intervienen en la op-
timización. Por ejemplo, las coordenadas angulares ϕ y δ pueden tomar cual-
quier valor, lo que permite tener continuidad en la resolución del problema.
Sin embargo, con el fin de que la coordenada x no tome valores infinitos, y por
tanto el problema de optimización no diverja, se ha restringido a un intervalo
finito.

Por el contrario la resolución del problema sin restricciones, lógicamente no re-
quiere de restricciones y por tanto, los problemas de minimización en los que se
permita que las galgas se sitúen en secciones distintas no se van a poder resolver. La
razón principal es que los valores que pueda tomar la coordenada x durante la opti-
mización deben estar acotados a un intervalo, y mediante la función fminunc esto no
es posible.

Como cualquier problema numérico de minimización, su resolución requiere dar
unos valores iniciales a los parámetros que se desean calcular para posteriormente
evaluar la función de coste del criterio. Es común que estos valores iniciales sean
aleatorios, lo que puede conllevar a que algunos de ellos estén fuera del dominio de-
finido y por tanto la solución inicial al problema de minimización sea no factible. Por
esta razón, ya que no siempre se obtendrán soluciones factibles en una primera itera-
ción es conveniente repetir la resolución del problema de minimización y quedarse
con la mejor solución. Al respecto, los problemas de minimización se han resuelto un
total de 500 veces.

Cada uno de los criterios de la Sección 2.3.2 tienen una finalidad distinta, y por
tanto, el significado y magnitud de la función de coste de cada uno de ellos también.
Establecer un criterio para la convergencia de los problemas de minimización puede
llevar a definir diferentes tolerancias para cada uno de los criterios de optimización.
En este caso, se han fijado unos valores de tolerancia para la convergencia comunes
para los tres criterios de optimización, es decir, un número máximo de evaluaciones
de la función y un número máximo de iteraciones de 104, y unas tolerancias de la
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función y paso de 10−12 (véase la Figura 2.10). Los valores escogidos son aquellos
que permiten obtener unos resultados fiables tras la optimización y además, no su-
ponen un gran coste computacional. Asimismo, se han comprobado los códigos de
parada (exitflag) del proceso de minimización y se ha podido ver que todas las opti-
mizaciones llevadas a cabo han sido factibles y que el motivo de la parada en todas
ellas es debida a que la variación de los parámetros a calcular entre dos iteraciones
consecutivas resulta ser menor que la tolerancia de paso.

FIGURA 2.10: Tolerancia de la función y de paso de los problemas de minimización.

2.5. Configuraciones óptimas de galgas obtenidas mediante
el criterio D-Optimality

Una vez definidos los criterios de optimización, las posibles restricciones de los
problemas de minimización y los criterios para su convergencia, llega el momento de
evaluar las configuraciones óptimas obtenidas. Precisamente en esta Sección se van
a analizar aquellas configuraciones obtenidas a partir del criterio de optimización
D-Optimality y restringiendo todas las galgas a situarse en la misma sección del eje
(x = 0). Esto se corresponde con imponer que la coordenada x de la Figura 2.8 tome
el valor cero para todas las galgas, de forma que el torsor se estime en la misma
sección en la que se colocan las galgas.

2.5.1. Estimación óptima del torsor externo mediante 6 galgas extensio-
métricas

Si no se desea compensar la deformación a causa de los efectos térmicos, basta
con utilizar 6 galgas extensiométricas para estimar las 6 componentes de t. El proce-
dimiento de optimización de la Sección 2.3 se ha aplicado para valores diferentes de
los parámetros geométricos (A, ω, Ip, R, κ) y del material (E, ν). Un análisis de los
resultados revela que la estructura de las soluciones tiene la siguiente forma:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆
}

(2.50a)

δopt =
{

α,−α, α,−α, α,−α
}

(2.50b)
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Por un lado, se observa que el valor óptimo de α es distinto para diferentes valo-
res de los parámetros geométricos y del material. Por otro lado, puesto que la dispo-
sición óptima de las galgas en el eje es simétrica axialmente, esta solución es óptima
para cualquier valor de ϕ̃ y ϕ̆, y se obtiene una configuración particularmente in-
teresante para ϕ̃ = ϕ̆ = 0. En esta situación podemos considerar la configuración
óptima como tres parejas de galgas posicionadas a lo largo del perímetro con el mis-
mo ϕ mientras que el desfase entre parejas es de 120◦. Además, las orientaciones de
las galgas de cada pareja vienen dadas por +α y −α.

Evaluando la matriz W para esta configuración para un valor genérico de α y
valores simbólicos de los parámetros geométricos y del material, se obtiene la expre-
sión de la función de coste del criterio de optimización de la Ecuación 2.43:

FD(W) = − log
(

4(ν + 1)6sin62α(cos2α− νsin2α)
)
− log

(
36R4

κ4 A6E12 I2
pω4

)
(2.51)

De esta expresión es evidente que el óptimo valor de α depende sólo de ν ya que
α no aparece en el segundo término de la Ecuación 2.51 y el primer término sólo
depende de α y ν.

Analizando la dependencia de αopt (el óptimo α) con respecto a ν se concluye que
para valores típicos del módulo de Poisson de metales comunes, es decir, entre 0.25 y
0.40, el valor de αopt varía entre 28◦ y 26◦, lo que puede considerarse una variación
pequeña.

La Figura 2.11 representa el criterio de optimización D-Optimality en términos
de α para ν = 1/3, donde la orientación óptima de la galga es αopt = 26.8◦.
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FIGURA 2.11: Valor de la función de coste del criterio de optimización D-Optimality
en términos de α para ν = 1/3.
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Evaluando la matriz W y W−1 con los valores de ϕopt y δopt de la Ecuación 2.50,
para ϕ̃ = ϕ̆ = 0, se obtienen las siguientes expresiones:

W =



− f (α,ν)
AE 0 g(α,ν)

κAE
Rg(α,ν)

EIp
0 f (α,ν)

Ew
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(2.52)

W−1 =
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(2.53)

donde f (α, ν) y g(α, ν) vienen definidos por:

f (α, ν) = cos2α− νsin2α (2.54)

g(α, ν) = sin2α(ν + 1) (2.55)

Nótese que los valores de α para los que el criterio de optimización D-Optimality
tiende a infinito en la Figura 2.11 son precisamente los que hacen que algunas co-
lumnas de W sean iguales a cero, es decir, los valores de α que resuelven f (α, ν) = 0
o g(α, ν) = 0.

También es interesante observar que, aunque no se ha requerido en la optimi-
zación, para la configuración de la Ecuación 2.50 y para cualquier valor de α, los
efectos térmicos se compensan para todas las componentes del torsor excepto para
la fuerza axial. Esta afirmación se puede comprobar sumando todos los elementos
de cada fila de la matriz W−1 y observando que esta suma sólo es distinta de cero
para la primera fila. Por lo tanto:

t̂ = W−1 (εm + εT 1) = W−1εm + εT
−EA
f (α, ν)

(1, 0, 0, 0, 0, 0)> (2.56)

Por lo tanto, se demuestra que para esta configuración, sólo la estimación de la
primera componente de t (la fuerza axial) está corrompida por una variación homo-
génea de la temperatura.

Con el objetivo de analizar la observabilidad del torsor para diferentes valores de
α, se estima la matriz de covarianzas del torsor utilizando la Ecuación 2.40. Para re-
presentar la varianza de cada componente del torsor, en la Ecuación 2.57 se muestran
los elementos de la diagonal de la matriz de covarianzas divididos por la varianza
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de la medición:

var(F1)

var(ε)
=

A2E2

6
(
cos2α− νsin2α

)2 (2.57a)

var(F2)

var(ε)
=

var(F3)

var(ε)
=

A2E2κ2

3sin22α(ν + 1)2 (2.57b)

var(M1)

var(ε)
=

E2 I2
p

6R2sin22α(ν + 1)2 (2.57c)

var(M2)

var(ε)
=

var(M3)

var(ε)
=

E2ω2

3
(
cos2α− νsin2α

)2 (2.57d)

La Figura 2.12 representa el logaritmo de la varianza de las componentes del
torsor en términos de α para la configuración definida por la Ecuación 2.50 y para
valores unitarios de los parámetros A, E, κ, Ip, ω y ν = 1/3. Se han trazado líneas
verticales para valores de α iguales a 0◦, 26.8◦, 30◦, 45◦, 60◦ y 90◦ con el fin de desta-
car la varianza de cada componente para esos ángulos. La figura muestra claramente
que la mejor orientación para la estimación de la fuerza axial y los momentos flec-
tores ocurre para α = 0◦, mientras que la mejor orientación para la estimación del
momento de torsión y las fuerzas cortantes ocurre para α = 45◦. Sin embargo, el
valor óptimo para medir el torsor completo resulta ser αopt = 26.8◦ que se encuentra
entre estos ángulos. Para los valores de α iguales a 0◦, 60◦, y 90◦, el criterio de optimi-
zación D-Optimality tiende a infinito, junto con la varianza de algunas componentes
del torsor.

FIGURA 2.12: Logaritmo de la varianza de las componentes del torsor en términos
de α para ν = 1/3, y A, E, κ, Ip, ω y R unitarios.
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Las soluciones obtenidas para el valor óptimo de α no son en general fracciones
enteras de 180◦ y puede ser difícil colocar las galgas en el eje con precisión para
estas orientaciones. Por otra parte, las galgas suelen estar unidas por rosetas [47]
en las que los pares de galgas están desplazados 60◦ o 90◦ por lo que utilizar estas
rosetas puede ser una solución práctica que permita una instalación de las galgas
más fácil y precisa, aunque las configuraciones no sean óptimas.

Con el objetivo de emplear rosetas, el problema de optimización de la Ecuación
2.46 puede resolverse con las siguientes restricciones:

Tres parejas de galgas, cada pareja en una roseta y con el mismo valor de ϕ.
Matemáticamente, las restricciones pueden escribirse como:

ϕ2 − ϕ1 = ϕ4 − ϕ3 = ϕ6 − ϕ5 = 0 (2.58)

Las orientaciones (ángulos δi y δj) de las galgas de cada pareja deben estar
desfasadas un determinado ángulo 2β (cuyo valor se fijará en 60◦ o 90◦). Ma-
temáticamente las restricciones se pueden escribir como:

δ2 − δ1 = δ4 − δ3 = δ6 − δ5 = 2β (2.59)

Con el objetivo de proporcionar una visión de la simetría de las configuraciones
óptimas, se define un ángulo γ que establece la orientación de la roseta mediante
el ángulo medio de la pareja de galgas, como en la Figura 2.13. De esta forma, la
orientación de las galgas de la pareja (i, j) puede escribirse como δ(i,j) = γ± β.

P

3′′
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1′′
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3′′
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1′′
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3′

1′
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δj

β

β
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FIGURA 2.13: Parámetros γ y β para la definición de la orientación de las rosetas.

Empleando restricciones para la optimización se obtienen dos resultados intere-
santes, concretamente imponiendo 2β = 60◦ y 2β = 90◦. Imponiendo el uso de
rosetas con un desfase entre galgas de 2β = 60◦ la configuración óptima de 6 galgas
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resultante es la siguiente:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.60a)

δopt =
{

30◦,−30◦, 30◦,−30◦, 30◦,−30◦
}

(2.60b)

Esta configuración es la misma que la descrita en la Ecuación 2.50 para α = 30◦

y ϕ̃ = ϕ̆ = 0, y además coincide con la acotación de una roseta según la Figura 2.13
para los valores de β = 30◦ y γ = 0.

Sin embargo, la configuración óptima de 6 rosetas imponiendo la restricción 2β =
90◦, coincide con la configuración de la Ecuación 2.50 para α = 30◦ y ϕ̃ = ϕ̆ = 0, y
también con la acotación de una roseta según la Figura 2.13 para los valores de β =
45◦ y γ = 0. Así pues, la configuración óptima encontrada resulta ser la siguiente:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.61a)

δopt =
{

45◦,−45◦, 45◦,−45◦, 45◦,−45◦
}

(2.61b)

A la vista de los dos resultados anteriores, es preferible elegir la configuración
con α = 30◦ frente a α = 45◦ puesto que la primera solución está mucho más cerca
del óptimo (αopt = 26.8◦) para ν = 1/3.

Gráficamente las galgas, para las configuraciones con 2β = 60◦ y 2β = 90◦, se
posicionarían en el eje tal y como se muestra en la Figura 2.14.
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(a) Configuración de 6 galgas con
2β = 60◦.
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(b) Configuración de 6 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 2.14: Configuraciones de 6 galgas con restricciones para la estimación de t
obtenidas mediante el criterio D-Optimality.

La diferencia entre las configuraciones óptimas y no óptimas puede calcularse
mediante la varianza de la estimación de las componentes del torsor. Evaluando la
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Ecuación 2.57 para α = 30◦, la varianza de las componentes de t resulta ser:

var(F1)

var(ε)
=

8A2E2

3(ν− 3)2 (2.62a)

var(F2)

var(ε)
=

var(F3)

var(ε)
=

4A2E2κ2

9(ν + 1)2 (2.62b)

var(M1)

var(ε)
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2E2 I2
p

9R2(ν + 1)2 (2.62c)

var(M2)

var(ε)
=

var(M3)

var(ε)
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16E2ω2

3(ν− 3)2 (2.62d)

Para α = 45◦, la varianza de las componentes de t resultan ser:

var(F1)

var(ε)
=

2A2E2

3(ν− 1)2 (2.63a)

var(F2)

var(ε)
=

var(F3)

var(ε)
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A2E2κ2
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var(M1)

var(ε)
=

E2 I2
p

6R2(ν + 1)2 (2.63c)

var(M2)

var(ε)
=

var(M3)

var(ε)
=

4E2ω2

3(ν− 1)2 (2.63d)

Comparando los valores de las Ecuaciones 2.62 y 2.63, las varianzas para estimar
los esfuerzos axiales y de flexión (F1, M2,M3) son menores para α = 30◦, mientras
que las varianzas para los esfuerzos de torsión y cortantes (M1, F2, F3) son menores
para α = 45◦. En cualquier caso, el valor de la función del criterio de optimización
D-Optimality definido en Ecuación 2.43 es menor para la primera configuración.

Por último, recordar que al resolver el problema de optimización para la deter-
minación de estas soluciones óptimas, no se ha exigido la compensación de los efec-
tos térmicos. En el próximo apartado se utilizan más galgas extensiométricas para
encontrar configuraciones óptimas capaces de estimar t compensando las deforma-
ciones a causa de los efectos térmicos.

2.5.2. Estimación óptima del torsor externo mediante 8 galgas extensio-
métricas

Con el fin de obtener una configuración simétrica que compense los efectos tér-
micos, se han añadido 2 galgas extensiométricas a la configuración anterior. Con 8
galgas, se ha buscado una configuración óptima en la que las galgas se posicionan
por parejas, al igual que en el apartado anterior, para que estén posicionadas con
el mismo valor de ϕ y que tengan un desfase de 2β entre sus orientaciones δ. Estas
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restricciones se pueden escribir matemáticamente como:

ϕ2 − ϕ1 = ϕ4 − ϕ3 = ϕ6 − ϕ5 = ϕ8 − ϕ7 = 0 (2.64)

δ2 − δ1 = δ4 − δ3 = δ6 − δ5 = δ8 − δ7 = 2β (2.65)

Con dichas restricciones, se ha empleado el procedimiento propuesto en la Sección
2.3.3 para obtener las configuraciones óptimas que compensen los efectos térmicos
para 2β = 60◦ y 2β = 90◦.

Tras resolver el problema de optimización para 2β = 60◦, se observa que las
configuraciones óptimas dependen de ν pero todas las soluciones comparten una
estructura común que puede escribirse como:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 90◦, 90◦, 180◦, 180◦, 270◦, 270◦
}

(2.66a)

δopt =
{

γ + β, γ− β,−γ + β,−γ− β, γ + β, γ− β,−γ + β,−γ− β
}

(2.66b)

donde γ = γ(ν). Para un valor de referencia de ν = 1/3, se obtiene la siguiente
configuración:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 90◦, 90◦, 180◦, 180◦, 270◦, 270◦
}

(2.67a)

δopt =
{
−9.9◦, 50.1◦, 9.9◦,−50.1◦,−9.9◦, 50.1◦, 9.9◦,−50.1◦

}
(2.67b)

mientras que para diferentes valores de ν, se obtienen valores de γ ligeramente dife-
rentes para valores fijos de ϕopt. Esta configuración coincide con la estructura de la
Ecuación 2.66 para 2β = 60◦ y γ = 20.1◦.

Tras resolver el problema de optimización para 2β = 90◦, la configuración óptima
resulta ser:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 90◦, 90◦, 180◦, 180◦, 270◦, 270◦
}

(2.68a)

δopt =
{

60◦,−30◦, 30◦,−60◦, 60◦,−30◦, 30◦,−60◦
}

(2.68b)

independientemente de los valores numéricos de los parámetros geométricos y del
material. Además, esta configuración coincide con la estructura de la Ecuación 2.66
para 2β = 90◦ y γ = 15◦.

Las configuraciones óptimas definidas en las Ecuaciones 2.67 y 2.68 se represen-
tan en Figura 2.15. Ambas son configuraciones de galgas extensiométricas destaca-
bles ya que tienen las siguientes propiedades:

Se pueden emplear rosetas, asegurando un ángulo preciso entre las parejas de
galgas.

Las rosetas están desfasadas 90◦ (en dirección azimutal) lo que facilita pegar las
rosetas con precisión.

Las configuraciones compensan los efectos térmicos sin necesidad de ninguna
galga o dispositivo adicional.

Las configuraciones son las óptimas (impuestas las restricciones) que maximi-
zan la sensibilidad de la medición.

Las configuraciones son simétricas, lo que proporciona expresiones simétricas
para la estimación de los dos momentos flectores y los dos esfuerzos cortantes.
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Las varianzas de los momentos flectores son iguales entre sí, al igual que las
varianzas de los esfuerzos cortantes entre sí.
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(b) Configuración de 8 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 2.15: Configuraciones de 8 galgas con restricciones para la estimación de t
obtenidas mediante el criterio D-Optimality.

Además, estas configuraciones tienen una propiedad adicional muy interesante
en cuanto a la robustez en una aplicación práctica. Si una sola galga extensiomé-
trica o una roseta de dos galgas se dañara por accidente, las configuraciones de 8
galgas extensiométricas seguirían proporcionando suficiente información para con-
tinuar estimando todas las componentes del torsor, ya que el rango de la matriz W
seguiría siendo 6. Sin embargo, la estimación mediante 6 galgas extensiométricas no
compensaría las deformaciones térmicas. En esta situación, habría que conocer qué
galgas se han dañado para poder realizar el cálculo de t̂ a partir de las filas de W
relativas a las galgas extensiométricas funcionales.

2.6. Configuraciones óptimas de galgas obtenidas mediante
el criterio D-Optimality, situadas en distintas secciones
del eje

En las configuraciones de la Sección anterior todas las parejas de galgas se dispo-
nen en una misma sección del eje ya que se han restringido sus posiciones longitudi-
nales en la optimización. Sin embargo, en esta Sección las posiciones longitudinales
de las galgas, x, van dejarse libres en la optimización, de manera que puedan tomar
cualquier valor finito.

2.6.1. Estimación óptima del torsor mediante 6 galgas extensiométricas

En la Sección 2.3.3 se ha visto que si se desea compensar la deformación causada
por los efectos de la temperatura, además de estimar el torsor completo, al menos
han de emplearse n = p + 1 = 7 galgas extensiométricas. Dado que en este apartado
las configuraciones óptimas obtenidas están formadas por 6 galgas, es imposible (al
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menos en principio) compensar la deformación debida a los efectos térmicos, y tan
sólo se podrán estimar todas las componentes del torsor externo.

Resolviendo el problema de minimización de la Ecuación 2.46, se ha encontrado
la configuración óptima de la Ecuación 2.69. En esta ocasión se han impuesto una
serie de restricciones: que las galgas se disponga en parejas azimutalmente y lon-
gitudinalmente, y que estén desfasadas entre sí 2β = 60◦. Así, se podrían emplear
rosetas para la configuración con la siguiente forma:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.69a)

δopt =
{

30◦,−30◦, 30◦,−30◦, 30◦,−30◦
}

(2.69b)

xopt =
{

0, 0, 0, 0, 0, 0
}

(2.69c)

Asimismo, imponiendo que el desfase entre las galgas que forman la roseta sea
de 2β = 90◦, se ha obtenido la configuración óptima de la Ecuación 2.70.

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.70a)

δopt =
{

45◦,−45◦, 45◦,−45◦, 45◦,−45◦
}

(2.70b)

xopt =
{

0, 0, 0, 0, 0, 0
}

(2.70c)

Comparando las dos configuraciones anteriores con las obtenidas en las Ecua-
ciones 2.60 y 2.61, respectivamente, se observa cómo las posiciones angulares ϕopt

y δopt son exactamente iguales. En las configuraciones óptimas de las Ecuaciones
2.69 y 2.70 existe un GDL libre adicional por cada galga, como es la coordenada
longitudinal x, que puede tomar cualquier valor finito (x ∈ [−L, L]) durante la opti-
mización. Sin embargo, a pesar de esta libertad, la posición longitudinal óptima para
todas las galgas coincide con la de las configuraciones obtenidas en las Ecuaciones
2.60 y 2.61, donde todas las galgas se sitúan en la misma sección transversal. Esto
puede traducirse en que si el objetivo es estimar el torsor completo sin atender a las
deformaciones causadas por los efectos térmicos, empleando rosetas de 60◦ y 90◦,
las dos configuraciones anteriores resultan ser las óptimas.

Si no se aplican restricciones que impongan que el desfase entre parejas de galgas
sea un determinado ángulo, se ha obtenido la configuración de la Ecuación 2.71. Si
nos fijamos bien es exactamente la configuración óptima de la Ecuación 2.50, para
α = 26.8◦ y todas las galgas dispuestas en la misma sección. Las galgas se distribu-
yen en la periferia del eje en dos tríos de galgas, se pueden posicionar en cualquier
posición azimutal ϕ̃ y ϕ̆, respectivamente, y las galgas de los tríos están desfasadas
120◦ entre sí. A pesar de utilizarse la misma nomenclatura ϕ̃ y ϕ̆ que en la confi-
guración de la Ecuación 2.50 sus valores necesariamente no tienen porqué ser los
mismos. De ahora en adelante, en las posteriores configuraciones se emplearán es-
tos acentos para designar los desfases en la posición azimutal de las galgas en el eje.
En esta ocasión, analizando la expresión simbólica de la función de coste del criterio
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de optimización, se observa cómo también es dependiente del valor que tome ν.

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆
}

(2.71a)

δopt =
{

26.8◦,−26.8◦, 26.8◦,−26.8◦, 26.8◦,−26.8◦
}

(2.71b)

xopt =
{

0, 0, 0, 0, 0, 0
}

(2.71c)

Analizando la varianza de la estimación de las cargas, se observa que son exac-
tamente iguales que las de la configuración de la Ecuación 2.50. El cálculo de las
varianzas permite obtener las expresiones de la Ecuación 2.72, en este caso en fun-
ción de la coordenada x. La única afectada por la posición longitudinal de las galgas
es la varianza de la estimación de los momentos flectores.

var(F1)

var(ε)
=

A2E2

6
(
νsin2δopt − cos2δopt

)2 (2.72a)

var(F2)

var(ε)
=

var(F3)

var(ε)
= − A2E2κ2

3sin22δopt(ν + 1)2 (2.72b)

var(M1)

var(ε)
=

E2 I2
p

6R2sin22δopt(ν + 1)2 (2.72c)

var(M2)

var(ε)
=

var(M3)

var(ε)
= h(x2) (2.72d)

donde h(x2) es una función cuadrática dependiente de la coordenada x y el escalar
δopt tomaría el valor de 26.8◦.
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FIGURA 2.16: Varianza de la estimación de los momentos flectores en función de la
posición longitudinal de las galgas, para valores de los parámetros geométricos y

del material del eje lento de un aerogenerador.
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Evaluando numéricamente la varianza de la estimación de los momentos flecto-
res para distintos valores de x se obtiene la Figura 2.16. Se puede ver que la varianza
de la estimación toma el mínimo valor cuando todas las galgas se sitúan en la sec-
ción donde se aplica el torsor externo, es decir, cuando x = 0. Sin embargo, a medida
que las galgas se van alejando de esta sección la varianza de la estimación aumenta
cuadráticamente.

Como se ha podido observar en las configuraciones óptimas formadas por 6 gal-
gas (3 parejas), la posición longitudinal óptima es la misma, es decir, todas las galgas
se sitúan en la sección donde se aplica el torsor (x = 0). De este modo, se mantiene la
simetría longitudinal en el posicionamiento de las galgas, evitando que dos parejas
se sitúen en una sección y la pareja restante en otra sección distinta. Sin embargo,
en las configuraciones óptimas de 8 galgas de secciones posteriores veremos como
también se mantiene la simetría en su posicionamiento longitudinal, pero en este
caso dos parejas de galgas se situarán en una sección y las otras dos parejas en una
sección diferente.

2.6.2. Estimación óptima del torsor mediante 8 galgas extensiométricas

El hecho de emplear configuraciones de 8 galgas permite la estimación del tor-
sor completo y compensar la deformación térmica. En esta Sección, todas las confi-
guraciones están compuestas por 8 galgas y además sus posiciones longitudinales
pueden tomar cualquier valor en la optimización, como veremos a continuación.

Aplicando una vez más el criterio de optimización D-Optimality, e imponiendo
que se empleen rosetas con galgas desfasadas 2β = 60◦, se ha obtenido la configu-
ración óptima de la Ecuación 2.73 y representada en la Figura 2.17a. En esta ocasión
también la configuración óptima depende de ν. Los valores de ϕopt van desfasados
cada 120◦ y 60◦ y viceversa, mientas que los valores de δopt mantienen la misma es-
tructura que en la Ecuación 2.66. Además, la configuración es óptima para cualquier
ángulo ϕ̃. Para un valor típico de ν = 1/3 e imponiendo 2β = 60◦, se ha obtenido la
siguiente configuración, siendo el valor γ = 24.3◦:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 180◦, 180◦, 300◦, 300◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(2.73a)

δopt =
{

5.7◦,−54.3◦, 54.3◦,−5.7◦, 5.7◦,−54.3◦, 54.3◦,−5.7◦
}

(2.73b)

xopt =
{

L, L, L, L,−L,−L,−L,−L
}

(2.73c)

En comparación con la configuración de la Ecuación 2.67 donde todas las galgas
se sitúan en la misma sección del eje, en la configuración anterior las parejas de
galgas se sitúan en dos secciones diferentes y distintas de aquella en la que se estima
el torsor. Por esta razón, el valor de la función de coste del criterio D-Optimality
FD es menor para la configuración de la Ecuación 2.73 frente al valor de la función
de coste de la configuración de la Ecuación 2.67. Además, si se compara la varianza
de la estimación de las componentes del torsor, la configuración de la Ecuación 2.73
permite estimar las componentes del torsor con una menor varianza, y notablemente
menor para los momentos flectores, que a partir de la configuración de la Ecuación
2.67.
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Resolviendo la optimización para 2β = 90◦ se ha encontrado la configuración
de la Ecuación 2.74 y representada en la Figura 2.17b. Esta configuración es inde-
pendiente de los valores de los parámetros geométricos y del material, y por tanto,
es robusta ante la posible incertidumbre en el conocimiento de las propiedades del
material y geometría del eje.

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 104◦, 104◦, 166◦, 166◦, 298◦, 298◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(2.74a)

δopt =
{

0◦, 90◦, 0◦, 90◦, 45◦,−45◦, 45◦,−45◦
}

(2.74b)

xopt =
{
−L,−L,−L,−L, L, L, L, L

}
(2.74c)

A diferencia de la configuración de la Ecuación 2.73, que los valores δopt sean en-
teros facilita en gran medida su instalación en la superficie a medir. No obstante, la
varianza de las estimaciones resulta ser algo mayor, ya que como se verá a continua-
ción, se encuentra más lejos de la configuración óptima con un número menor de
restricciones. Así mismo, las valores numéricos de las posiciones azimutales (ϕopt)
de las galgas podrían dificultar su instalación.
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(a) Configuración de 8 galgas con 2β =
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FIGURA 2.17: Configuraciones de 8 galgas situadas en secciones diferentes con res-
tricciones para la estimación de t obtenidas mediante el criterio D-Optimality.

Precisamente en la configuración óptima de la Ecuación 2.75 y representada en
la Figura 2.18, la única restricción empleada ha sido delimitar el valor que puede
tomar la coordenada x. La menor varianza de estimación del torsor se obtiene para
valores muy grandes (o muy pequeños) de x, es decir, para secciones alejadas del
punto de aplicación del torsor externo. Para un valor de ν = 1/3 los valores de ϕopt

siguen la misma estructura de la Ecuación 2.66, dando como resultado los valores
2β = −124.6◦ y γ = 65.6◦.

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 180◦, 180◦, 300◦, 300◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(2.75a)

δopt =
{

3.3◦,−52.1◦, 52.1◦,−3.3◦, 3.3◦,−52.1◦, 52.1◦,−3.3◦
}

(2.75b)

xopt =
{

L, L, L, L,−L,−L,−L,−L
}

(2.75c)
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Una vez más al estar tratando con configuraciones formadas por 8 galgas exten-
siométricas, dos parejas se ubican en una sección y las otras 2 en otra sección dife-
rente, permitiendo así obtener una configuración simétrica con respecto a la sección
donde se aplica el torsor.
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FIGURA 2.18: Configuración de 8 galgas situadas en secciones diferentes con res-
tricciones sólo para x para la estimación de t obtenida mediante el criterio D-

Optimality.

2.7. Configuraciones óptimas de galgas obtenidas mediante
el criterio NC

El segundo de los criterios de optimización utilizado para la determinación de
configuraciones óptimas tiene relación con el número de condición (NC) de la matriz
de observación W. En esta Sección se van a analizar las configuraciones óptimas que
se han obtenido mediante el criterio NC, tanto con 6 como 8 galgas, para diferentes
restricciones en los problemas de minimización.

2.7.1. Estimación óptima del torsor mediante 6 galgas extensiométricas

Siempre y cuando no exista la necesidad de compensar las deformaciones térmi-
cas causadas por variaciones de temperatura, es suficiente emplear 6 galgas exten-
siométricas para estimar todas las componentes del torsor. Minimizando la función
de coste FC y restringiendo la solución para poder instalar rosetas con 2β = 60◦,
se ha obtenido la configuración representada en la Figura 2.19a con los siguientes
valores óptimos:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.76a)

δopt =
{

58◦,−2◦, 58◦,−2◦, 58◦,−2◦
}

(2.76b)

Si comparamos los valores óptimos podemos ver fácilmente que son muy simi-
lares a los de la Ecuación 2.60, siendo ésta la solución del mismo problema de mini-
mización (con las mismas restricciones) pero empleando un criterio de optimización
distinto. Analizando las varianzas de la estimación de las componentes del torsor
de la configuración anterior es sencillo comprobar que son mayores que las de la
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configuración de la Ecuación 2.60, salvo para la fuerza axial. Esto es así, dado que el
criterio D-Optimality empleado para la obtención de la configuración de la Ecuación
2.60 precisamente sirve para minimizar la varianza de la estimación.

Restringiendo las orientaciones de las galgas a rosetas con 2β = 90◦, la configu-
ración óptima resultante es aquella representada en la Figura 2.19b donde las galgas
toman los siguientes valores óptimos:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.77a)

δopt =
{

22◦,−68◦, 22◦,−68◦, 22◦,−68◦
}

(2.77b)

Las restricciones impuestas para la obtención de la configuración anterior son
las mismas que las de la configuración de la Ecuación 2.61 obtenida con el criterio
D-Optimality. Una vez más, la única diferencia ha sido el criterio de optimización
empleado. Equiparando las varianzas de la estimación entre ellas, son notablemente
menores para la configuración de la Ecuación 2.61. En cambio, la varianza de la
estimación de F1 es exactamente la misma en ambas configuraciones.
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(a) Configuración de 6 galgas con
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(b) Configuración de 6 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 2.19: Configuraciones de 6 galgas con restricciones para la estimación de t
obtenidas mediante el criterio NC.

En las dos configuraciones anteriores, dadas las restricciones impuestas para em-
plear rosetas de galgas el resultado obtenido es óptimo. Sin embargo, se sabe que
existe una configuración óptima también con un menor valor de la función de cos-
te (FD) que las configuraciones de las Ecuaciones 2.76 y 2.77. Ésta se corresponde
con el resultado óptimo del problema de minimización sin restricciones, y es aque-
lla representada en la Figura 2.20 donde las posiciones y orientaciones de las galgas
resultan ser:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆
}

(2.78a)

δopt =
{

52◦,−5◦, 52◦,−5◦, 52◦,−5◦
}

(2.78b)
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Revisando la configuración se puede ver que en ausencia de restricciones las gal-
gas se distribuyen en dos tríos, siendo el desfase de 120◦ entre las galgas que forman
el trío. Además cada trío puede instalarse en cualquier posición azimutal, añadiendo
ϕ̃ y ϕ̆ a cada trío respectivamente. Si se establece que ϕ̃ = ϕ̆ las galgas se posicio-
nan por parejas, y se obtiene una configuración similar a la de la Ecuación 2.76. Por
consiguiente, dada esta similitud podría implementarse la configuración de la Ecua-
ción 2.76 ya que al emplear rosetas con las galgas desfasadas 2β = 60◦, facilitaría la
instalación de las mismas en el eje.
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FIGURA 2.20: Configuración de 6 galgas sin restricciones para la estimación de t
obtenida mediante el criterio NC.

2.7.2. Estimación óptima del torsor mediante 8 galgas extensiométricas

Como hemos visto en la Sección 2.3.3, si se desean compensar las deformaciones
a causa de las variaciones de temperatura, debe emplearse una galga adicional para
ello. Con la única finalidad de obtener configuraciones simétricas se han obtenido
configuraciones de 8 galgas, que además de estimar las 6 componentes del torsor
también compensen la deformación térmica. Esto requiere de la extensión del siste-
ma de ecuaciones (εm = Wt + e) hasta obtener el sistema de la Ecuación 2.48 donde
la matriz W se extiende con una columna de unos a su derecha.

Sin embargo, en todas las configuraciones óptimas encontradas, el hecho de ex-
tender la matriz W hace que el valor que toma la función de coste del criterio NC
sea muy elevado, es decir, el número de condición de la matriz de observación ex-
tendida sea muy elevado. Las configuraciones de 8 galgas obtenidas resultan ser
óptimas pero distan mucho del valor de la función de coste comparándola con el
resto de configuraciones óptimas. Si analizamos las varianzas de la estimación de
las componentes del torsor de las configuraciones obtenidas, se puede ver que son
mayores que las mismas varianzas de las configuraciones obtenidas mediante el cri-
terio D-Optimality. Por esta razón todas las configuraciones óptimas formadas por
8 galgas obtenidas mediante el criterio del Número de Condición que compensen la
deformación térmica no se van a analizar en las próximas secciones.
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2.8. Configuraciones óptimas de galgas obtenidas mediante
el criterio NC, situadas en distintas secciones del eje

Continuando con el análisis de las configuraciones óptimas resultado de aplicar
el criterio del Número de Condición, en la presente Sección se van a analizar varias
nuevas configuraciones en la que las galgas se pueden situar en cualquier sección
transversal del eje.

2.8.1. Estimación óptima del torsor mediante 6 galgas extensiométricas

Una vez más, analizando las configuraciones obtenidas cuando las galgas pue-
den posicionarse longitudinalmente en cualquier localización, se puede ver que los
valores óptimos son exactamente iguales a aquellas en las que se fuerza a que todas
las galgas se sitúen en la misma sección. Empleando rosetas con un desfase entre
la pareja de galgas de 2β = 60◦, se ha obtenido la configuración de la Ecuación
siguiente y representada en la Figura 2.21a:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.79a)

δopt =
{

58◦,−2◦, 58◦,−2◦, 58◦,−2◦
}

(2.79b)

xopt =
{

0, 0, 0, 0, 0, 0
}

(2.79c)

Para un desfase entre cada pareja de galgas de 2β = 90◦, se ha encontrado la
configuración óptima representada en la Figura 2.21b y toma los siguientes valores
para sus parámetros:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.80a)

δopt =
{

22◦,−68◦, 22◦,−68◦, 22◦,−68◦
}

(2.80b)

xopt =
{

0, 0, 0, 0, 0, 0
}

(2.80c)

En las dos configuraciones previas, a pesar de dejar libre la coordenada x, ésta
toma el valor de cero como resultado de la optimización y por tanto todas las galgas
se sitúan en una única sección. Nótese que las configuraciones coinciden con las de
la Sección 2.7.1, de tal manera que las restricciones adicionales impuestas no han
alterado las posiciones y orientaciones óptimas de las galgas.

Sin embargo, eliminando la restricción que impone el desfase entre parejas de
galgas se ha encontrado una configuración de galgas que mantiene la estructura de
la Ecuación 2.50 en los valores de las posiciones azimutales y orientaciones de las
galgas siendo α = 80◦. Esto es, las galgas se sitúan en 3 parejas desfasadas 120◦ entre
sí y todas ellas en una misma sección, de manera que se mantiene la simetría en la
disposición de las mismas. Esta configuración es la representada en la Figura 2.22 y
toma los siguientes valores para sus parámetros:
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ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.81a)

δopt =
{

80◦,−80◦, 80◦,−80◦, 80◦,−80◦
}

(2.81b)

xopt =
{

0, 0, 0, 0, 0, 0
}

(2.81c)
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(a) Configuración de 6 galgas con
2β = 60◦.
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(b) Configuración de 6 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 2.21: Configuraciones de 6 galgas situadas en secciones diferentes con res-
tricciones para la estimación de t obtenidas mediante el criterio NC.
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FIGURA 2.22: Configuración de 6 galgas situadas en secciones diferentes con res-
tricciones sólo para x para la estimación de t obtenida mediante el criterio NC.

Se ha podido deducir que en este caso a medida que se introducen más restric-
ciones al problema de minimización, el valor de la función de coste (FC = cond(W))
aumenta. Esto es debido a que al introducir restricciones adicionales algunos de los
mínimos locales de la función de coste desaparecen y por tanto su valor numérico se
ve incrementado. Por esta razón, comparando la configuración de la Ecuación 2.81
sin apenas restricciones, con las configuraciones de las Ecuaciones 2.79 y 2.80 que
imponen el uso de rosetas de galgas, es la que estima el torsor para un cond(W)
mínimo.
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2.8.2. Estimación óptima del torsor mediante 8 galgas extensiométricas

Al igual que en la Sección 2.7.2, al imponer que se compensen las deformacio-
nes térmicas, la matriz W extendida aumenta considerablemente su número de con-
dición. Por este motivo las configuraciones de 8 galgas que pueden disponerse en
secciones diferentes obtenidas a partir del criterio Número de Condición, también
carecen de sentido y por tanto no se va realizar un análisis de las mismas.

2.9. Configuraciones óptimas de galgas obtenidas mediante
el criterio E-Optimality

Finalmente, en la presente Sección se van a estudiar las configuraciones óptimas
obtenidas utilizando el criterio de optimización E-Optimality. Para ello, como siem-
pre, se van a analizar las configuraciones donde todas las galgas se fuerzan a situarse
longitudinalmente en la misma sección y aquellas que pueden situarse en cualquier
otra, así como, configuraciones de 6 galgas y 8 galgas que compensen la deformación
térmica.

2.9.1. Estimación óptima del torsor mediante 6 galgas extensiométricas

Primeramente, se analizan las configuraciones de 6 galgas donde sus posiciones
longitudinales se restringen a una misma sección, y además, se impone el uso de
parejas de galgas para la implementación de rosetas. Aplicando la restricción que
obliga a que el desfase entre las galgas que forman la roseta sea de 2β = 60◦, se ha
obtenido la configuración de la Figura 2.23a y toma los siguientes valores para sus
parámetros:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.82a)

δopt =
{

2◦,−58◦, 2◦,−58◦, 2◦,−58◦
}

(2.82b)

A simple vista se puede apreciar que es muy similar a las configuraciones de las
Ecuaciones 2.76 y 2.79 obtenidas mediante el criterio del Número de Condición. El
módulo del valor de las orientaciones óptimas de las galgas es exactamente el mis-
mo, en cambio, el signo es el contrario. Es interesante precisar que si se comparan las
varianzas de la estimación entre sí, se observa que es justamente la misma, lo que nos
hace pensar que a efectos prácticos para la estimación del torsor son equivalentes.

De igual manera, empleando rosetas con 2β = 90◦ se ha obtenido la configuración
de la Figura 2.23b y con las siguientes localizaciones óptimas para las galgas:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(2.83a)

δopt =
{

45◦,−45◦, 45◦,−45◦, 45◦,−45◦
}

(2.83b)



2.9. C.O.G. obtenidas mediante el criterio E-Optimality 57

Es patente que la configuración anterior es exactamente la misma que la obte-
nida a partir del criterio D-Optimality en las Ecuaciones 2.61 y 2.70. Así pues, ya
que es una configuración óptima resultado de emplear el criterio D-Optimality y
E-Optimality también, es una configuración capaz de estimar el torsor externo con
la mínima varianza posible y además permite estimar las deformaciones medidas
con la mínima incertidumbre. Así pues, ya que es una configuración óptima según
los criterios D-Optimality y E-Optimality, podrá estimarse el torsor con la mínima
varianza posible y también podrían estimarse las deformaciones con la mínima in-
certidumbre posible.
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(a) Configuración de 6 galgas con
2β = 60◦.
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(b) Configuración de 6 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 2.23: Configuraciones de 6 galgas con restricciones para la estimación de t
obtenidas mediante el criterio E-Optimality.

Una vez analizadas las configuraciones con alguna restricción, llega el momento
de ver qué ocurre cuando se no se impone ningún tipo de restricción al problema de
minimización. La configuración de 6 galgas obtenida es aquella representada en la
Figura 2.24 donde las posiciones y orientaciones de las galgas resultan ser:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆
}

(2.84a)

δopt =
{

23.1◦,−23.1◦, 23.1◦,−23.1◦, 23.1◦,−23.1◦
}

(2.84b)

Las posiciones azimutales y orientaciones de las galgas siguen la estructura ya
conocida de la Ecuación 2.50. Esto es, las 6 galgas se posicionan en el perímetro
del eje en dos grupos de tríos en los que sus galgas están desfasadas 120◦ entre
ellas. El primero de los tríos se puede situar en cualquier posición ϕ̃ del perímetro
del eje, mientras que el segundo trío en cualquier posición ϕ̆. Esta configuración es
muy cercana a la representada en la Ecuación 2.50 para αopt = 26.8◦, pero al no ser
exactamente iguales y haberse empleado otro criterio de optimización distinto, la
varianza de la estimación de las componentes del torsor en esta ocasión resulta ser
algo mayor.
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FIGURA 2.24: Configuración de 6 galgas sin restricciones para la estimación de t
obtenida mediante el criterio E-Optimality.

2.9.2. Estimación óptima del torsor mediante 8 galgas extensiométricas

Dejando de lado las configuraciones de 6 galgas y retomando aquellas con 8 gal-
gas, se han obtenido un par de configuraciones de interés. La primera de ellas es
aquella en la que el desfase entre las galgas de las parejas es 2β = 60◦ para utilizar
rosetas. La configuración obtenida, representada en la Figura 2.25a, resulta ser:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 90◦, 90◦, 180◦, 180◦, 270◦, 270◦
}

(2.85a)

δopt =
{
−8.6◦,−68.6◦, 8.6◦, 68.6◦,−8.6◦,−68.6◦, 8.6◦, 68.6◦

}
(2.85b)

No obstante, cuando 2β = 90◦ la configuración obtenida es aquella representada
en la Figura 2.25b y resulta ser:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 90◦, 90◦, 180◦, 180◦, 270◦, 270◦
}

(2.86a)

δopt =
{

66.9◦,−23.1◦, 23.1◦,−66.9◦, 66.9◦,−23.1◦, 23.1◦,−66.9◦
}

(2.86b)
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(a) Configuración de 8 galgas con
2β = 60◦.
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(b) Configuración de 8 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 2.25: Configuraciones de 8 galgas con restricciones para la estimación de t
obtenidas mediante el criterio E-Optimality.
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En ambas configuraciones se puede ver que las parejas de galgas se distribuyen
uniformemente cada 90◦ a lo largo del perímetro del eje manteniendo la simetría.
En cuanto a las orientaciones de las galgas, se ve que tienen cierta similitud con
las configuraciones de las Ecuaciones 2.67 y 2.68 pero son ligeramente distintas. La
principal diferencia es que mediante las configuraciones de este apartado se obtiene
una menor incertidumbre en la estimación de las deformaciones, a costa de obtener
una varianza mayor en la estimación del torsor.

2.10. Configuraciones óptimas de galgas obtenidas mediante
el criterio E-Optimality, situadas en distintas secciones
del eje

Para concluir, en la presente Sección se van a analizar las configuraciones óptimas
obtenidas a partir del criterio E-Optimality en las que las galgas pueden posicionarse
en cualquier sección transversal del eje.

2.10.1. Estimación óptima del torsor mediante 6 galgas extensiométricas

Resolviendo el problema de minimización una vez más, donde las galgas pueden
situarse en cualquier posición longitudinal, se han obtenido dos configuraciones pa-
ra 2β = 60◦ y 2β = 90◦. En ambas configuraciones los valores óptimos ϕopt y δopt

son idénticos a los de las Ecuaciones 2.82 y 2.83, donde todas las galgas estaban obli-
gadas a situarse en la misma sección. Por otro lado, la posición longitudinal xopt de
todas las galgas también coincide, y todas ellas se sitúan en la misma sección. En
consecuencia, son las mismas configuraciones.

2.10.2. Estimación óptima del torsor mediante 8 galgas extensiométricas

Para finalizar, se han obtenido tres configuraciones formadas por 8 galgas. En las
dos primeras se ha impuesto el uso de rosetas a partir de las restricciones 2β = 60◦ y
2β = 90◦, y la tercera corresponde con la resolución del problema de minimización
sin restricciones, salvo la coordenada x, cuyos valores están acotados a un intervalo.
Las tres configuraciones tienen una estructura desordenada, lejos de la estructura
repetitiva y sistemática que se ha obtenido en las configuraciones anteriores, dificul-
tando su instalación en el eje.

Además, en todas las configuraciones de 8 galgas que pueden situarse en seccio-
nes distintas del eje de apartados anteriores, dos parejas de galgas se sitúan en una
sección transversal y las otras dos parejas se sitúan en otra sección diferente, mante-
niendo así la simetría. En esta ocasión todas las galgas se sitúan en la misma sección,
lo que rompe completamente la regla que se cumplía hasta el momento.

Por todos estos motivos, las tres configuraciones obtenidas no se exponen en la
presente Sección.
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2.11. Sumario de configuraciones óptimas de galgas

A continuación, se muestra la Tabla 2.1 que recoge todas las configuraciones óp-
timas que se han obtenido a partir de los tres criterios de optimización a lo largo
de este Capítulo. En ella, las diferentes columnas hacen referencia a las diferentes
restricciones empleadas en los problemas de optimización, el número de galgas em-
pleadas, la imposición de compensar la deformación térmica, así como el criterio de
optimización empleado.

Restricción

longitudinal
x = 0 x ∈ [−L, L]

Núm. galgas 6 8 6 8

Restricción

roseta
Criterio

Compensa εT

no sí no sí

2β = 60◦
D-opt. Ec. 2.60 Ec. 2.67 Ec. 2.69 Ec. 2.73

NC Ec. 2.76 © Ec. 2.79 ©

E-Opt. Ec. 2.82 Ec. 2.85 Ec. 2.82 4

2β = 90◦
D-Opt. Ec. 2.61 Ec. 2.68 Ec. 2.70 Ec. 2.74

NC Ec. 2.77 © Ec. 2.80 ©

E-Opt. Ec. 2.83 Ec. 2.86 4 4

2β libre

D-Opt. Ec. 2.50 4 Ec. 2.71 Ec. 2.75

NC Ec. 2.78 © Ec. 2.81 ©

E-Opt. Ec. 2.84 4 Ec. 2.83 4

TABLA 2.1: Configuraciones óptimas de galgas extensiométricas indicando el nú-
mero de ecuación.

Leyenda

©: Configuraciones en las que se impone la compensación εT , se cal-
culan con el criterio NC y tiene un elevado número de condición para
W = [W | 1].

4: Configuraciones difíciles de implementar dado sus valores ϑopt.

Negrita: Configuraciones de gran interés.
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2.12. Resumen del Capítulo 2

En el Capítulo 2 se ha desarrollado una metodología para la obtención de nue-
vas configuraciones de galgas extensiométricas para la estimación del torsor externo
completo en ejes de sección transversal circular.

En primer lugar, se ha obtenido una expresión para la deformación de una galga
situada arbitrariamente en términos de las cargas mecánicas ejercidas sobre el eje.
Esta expresión es útil por sí misma, ya que permite comprender la relación entre la
deformación de una galga, su posición y orientación, y las cargas mecánicas ejercidas
sobre el eje.

Aunque lo más habitual es estimar las cargas mecánicas mediante puentes com-
pletos o medios puentes de Wheatstone, se ha demostrado que la medición de la de-
formación de galgas individuales mediante cuartos de puente ofrece la oportunidad
de utilizar la medida de deformación de una sola galga en la estimación de varias
componentes del torsor externo. La característica más innovadora del método es que
todas las galgas extensiométricas contribuyen a la estimación de cada componente.
En consecuencia, cada componente del torsor se estima como una combinación li-
neal diferente de las medidas de deformación de las galgas individuales.

Utilizando la relación funcional entre la deformación de una galga y las cargas
aplicadas sobre el eje, se ha desarrollado un procedimiento para determinar la posi-
ción y orientación óptima de un conjunto de galgas para estimar las seis componen-
tes del torsor.

Dado que la deformación a causa de variaciones de temperatura es un inconve-
niente habitual en la estimación de cargas mecánicas mediante galgas extensiomé-
tricas, esta deformación se ha implementado en el algoritmo para la obtención de
configuraciones óptimas de galgas, para tener en cuenta este efecto y proporcionar
configuraciones robustas e insensibles a las variaciones de temperatura.

Se han empleado 3 criterios diferentes para la resolución de los problemas de
optimización. El primero de ellos, el criterio D-Optimality es el mejor índice de ob-
servabilidad para maximizar la observabilidad del torsor, es decir, es el mejor índice
de observabilidad para minimizar la varianza del torsor externo. El segundo es el
criterio del Número de Condición que está directamente relacionado con la mini-
mización del número de condición de la matriz de observabilidad, lo que permite
maximizar el índice de observabilidad de las deformaciones. Finalmente, el tercero
de los criterios, E-Optimality, es el mejor índice de observabilidad para minimizar la
incertidumbre de la estimación de las deformaciones ε̂. Así pues, de los tres criterios
de optimización empleados en este Capítulo el que mayor sentido tiene es el crite-
rio D-Optimality, puesto que el principal objetivo es estimar el torsor externo con la
mínima varianza posible.

Por otra parte, como puede llegar a ser difícil orientar con precisión las galgas en
el proceso de pegado, en el algoritmo de optimización se ha implementado la opción
de obtener configuraciones en las que puedan emplearse rosetas de galgas. De esta
forma se mejora sustancialmente la precisión del ángulo relativo entre parejas de
galgas y se reduce a la mitad el número de operaciones de pegado. Concretamente,
se ha impuesto el uso de rosetas con un desfase entre galgas de 60◦ y 90◦, y con el
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objetivo de proporcionar una visión de la simetría de las configuraciones óptimas se
han establecido dos coordenadas adicionales (β y γ).

Empleando los tres criterios e imponiendo diferentes restricciones en las optimi-
zaciones, se han obtenido un total 36 nuevas configuraciones óptimas para la es-
timación del torsor completo. Los resultados muestran que es posible estimar las 6
componentes del torsor utilizando sólo 6 galgas extensiométricas, mientras que en la
actualidad se utilizan 24 galgas (4 para cada componente del torsor). Se trata de una
notable reducción del número de galgas que puede reducir sustancialmente el coste
de las aplicaciones que requieren medir las 6 componentes del torsor. Sin embargo,
el número de canales de medida se puede ver aumentado si se desea compensar la
deformación a causa de efectos térmicos.

Si además de estimar las 6 componentes del torsor, se desea compensar la defor-
mación térmica debida a posibles variaciones de temperatura, se deben emplear al
menos 7 galgas. Puesto que se desean emplear parejas de galgas por medio de rose-
tas, todas las configuraciones óptimas que se han encontrado que permiten compen-
sar la deformación térmica están formadas por 4 rosetas, es decir, 8 galgas extensio-
métricas.

En resumen, ninguna de las configuraciones calculadas mediante el criterio del
Número de Condición y E-Optimality estima las componentes del torsor con una
varianza de estimación menor que las configuraciones resultado de emplear el crite-
rio D-Optimality. Por esta razón, en el Capítulo 5 se prevé emplear la configuración
de 8 galgas obtenida mediante el criterio D-Optimality, que permite estimar el torsor
completo y compensar la deformación térmica, para su calibración estática.
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CAPÍTULO 3

PARÁMETROS OMITIDOS

EN el anterior Capítulo se ha mostrado cómo se pueden obtener configuracio-
nes óptimas para la estimación de todo el torsor y compensar la deformación
térmica en términos de las medidas de deformación. Sin embargo, lo que se

necesita en la mayoría de las aplicaciones de extensiometría es la estimación de una
(o varias) componentes del torsor, sin ninguna influencia de las otras componentes.
Las cargas que se quieren estimar se denominan cargas primarias, mientras que las
cargas cuya influencia se quiere evitar se denominan cargas secundarias. En la jerga
estadística, cuando se trabaja con un modelo paramétrico en el que algunos paráme-
tros son de interés y otros no lo son (aunque relevantes en el modelo), estos últimos
se denominan Parámetros Omitidos1. Además cuando se tiene una configuración de
galgas extensiométricas que sirve para estimar una carga primaria del torsor sin que
el valor de una carga secundaria influya en el resultado, se dice que la configura-
ción compensa la carga secundaria. Del mismo modo, si las deformaciones de las
galgas debidas a las variaciones de temperatura no influyen en el valor de la carga
estimada, también se dice que la configuración compensa los efectos térmicos.

En el presente Capítulo, a partir de la idea que brinda el concepto de paráme-
tros omitidos, se va a desarrollar una metodología alternativa para la obtención de
nuevas configuraciones en las que tan sólo se estimen las cargas primarias y se com-
pensen las cargas secundarias y efectos térmicos si se requiriese.

1En la literatura los Parámetros Omitidos se conocen como Nuisance Parameters. Son parámetros adi-
cionales del modelo estadístico que no están directamente relacionadas con el objetivo principal del
estudio, pero que pueden influir en la estimación de los parámetros de interés.
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3.1. Diseño óptimo habitual para la estimación de determi-
nadas componentes del torsor

Revisando el modelo lineal de galgas extensiométricas de la Ecuación 2.34, si se
quieren estimar algunas componentes de t sin la influencia de las demás, se puede
reescribir el modelo como la suma de las deformaciones debidas a los parámetros de
interés y las deformaciones a causa de los parámetros omitidos:

εm = ε + e = W1t1 + W2t2 + e (3.1)

donde el vector t1 de dimensión p× 1 corresponde con las cargas o parámetros de
interés, el vector t2 de dimensión q× 1 hace referencia a los parámetros omitidos y
el vector e es la incertidumbre de medición.

Para obtener un modelo sin los parámetros omitidos, es habitual premultiplicar
la Ecuación 3.1 por una matriz ortogonal a W2 [75]. Una expresión sistemática para
dicha matriz se puede determinar como:

Q = In −W2

(
W>2 W2

)−1
W>2 , si rango(W2) = q (3.2a)

Q = In −W2

(
W>2 W2

)+
W>2 , si rango(W2) < q (3.2b)

donde (·)+ denota el operador inverso generalizado de Penrose-Moore y la matriz Q
adopta la forma de un proyector sobre el espacio que es ortogonal a la imagen de
W2. La premultiplicación del modelo por la matriz Q conduce a:

ym = QW1t1 + Qe (3.3)

donde ym = Qεm es la proyección de las medidas εm sobre el espacio ortogonal a
la imagen de W2. Por tanto, si el rango(W2) = q, las medidas proyectadas ym se
encontrarán en un espacio de dimensión n− q.

Como Q es idempotente, la matriz de información para la estimación de t1 con el
modelo de la Ecuación 3.3 es [76, 77]:

I(t1) =
1
σ2 W>1 QW1 (3.4)

Al igual que en el Capítulo 2, para encontrar una configuración de galgas ex-
tensiométricas óptima para el modelo de la Ecuación 3.3, bastaría con resolver el
problema de optimización:

ϑopt = argϑ mı́n(FQ(W(ϑ)))

sujeto a : c(ϑ) = 0
(3.5)

donde en este caso la función de costeFQ del criterio de optimización toma la forma:

FQ = − log(det(W>1 QW1)) (3.6)
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A partir de ahora, esta técnica será referida como diseño óptimo habitual [75] y para
ilustrar su aplicabilidad a continuación se verá un ejemplo.

Supóngase que se emplean 8 galgas extensiométricas para estimar las fuerzas y
momentos (t1 = (F1, F2, F3, M1, M2, M3)

>) del torsor que actúan sobre un eje sin la
influencia de la deformación térmica (t2 = εT ). Así pues, n = 8, p = 6 y q = 1.
Dividiendo la matriz W según:

W = [W1 |W2] =



w11 w12 w13 w14 w15 w16 w17
w21 w22 w23 w24 w25 w26 w27
w31 w32 w33 w34 w35 w36 w37
w41 w42 w43 w44 w45 w46 w47
w51 w52 w53 w54 w55 w56 w57
w61 w62 w63 w64 w65 w66 w67
w71 w72 w73 w74 w75 w76 w77
w81 w82 w83 w84 w85 w86 w87


(3.7)

puesto que W2 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)>, es obvio que el rango(W2) = q = 1. Como Q
es un proyector sobre el espacio que es ortogonal a la imagen de W2, las columnas de
Q abarcan un subespacio cuya dimensión es n− dim(W2) = 8− 1 = 7. En este caso
particular, la matriz Q será constante en la optimización descrita por la Ecuación
3.5, sin embargo la propiedad más importante, atendiendo al propósito del presente
capítulo, es que su rango es mayor (o igual) que el número de elementos de t1 (que
nos interesa) , es decir: rango(Q) = n − rango(W2) = n − q ≥ p = dim(t1) = 6,
y por tanto las medidas proyectadas ym pueden tener suficiente información para
estimar todo el vector t1.

Sin embargo, esto no siempre es cierto y deben cumplirse una serie de condi-
ciones de partida. Por ello, a partir de ahora se va a emplear un ejemplo vehicular
como herramienta para demostrar que el diseño óptimo habitual no siempre es váli-
do para la obtención de cualquier configuración de galgas, y por tanto será necesario
emplear una formulación alternativa.

Ejemplo vehicular: Diseño óptimo habitual
Utilícense 4 galgas extensiométricas para estimar la fuerza axial t1 = F1 sin la
influencia del resto de componentes del torsor (t2 = (F2, F3, M1, M2, M3, εT )

>).
Así pues, para este caso n = 4, p = 1, q = 6 y W se puede dividir como:

W = [W1(ϑ) |W2(ϑ)] =


w11 w12 w13 w14 w15 w16 w17
w21 w22 w23 w24 w25 w26 w27
w31 w32 w33 w34 w35 w36 w37
w41 w42 w43 w44 w45 w46 w47

 (3.8)

Obsérvese que W2 es una matriz de tamaño 4× 6 y su rango máximo es 4. Para
un vector ϑ aleatorio y rango(W2) = 4, las columnas de la matriz W2 abarcarán
R4. Por lo tanto, la única matriz ortogonal posible a W2 será Q = 0.

Cuando se empieza a ejecutar el algoritmo de optimización descrito por la
Ecuación 3.5, se dan valores aleatorios a los elementos de ϑ y el primer valor
obtenido para la matriz de información de la Ecuación 3.4 es la matriz nula. El
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algoritmo de optimización no va más allá del primer paso y se detiene sin propor-
cionar un valor óptimo de ϑ.

Además, premultiplicar el modelo original por Q = 0 borraría el modelo, ha-
ciendo inútil el modelo proyectado.

Se puede demostrar que para n 6 q el algoritmo de diseño óptimo habitual no
proporciona ninguna solución. Si n = q, para un valor inicial aleatorio del vector
ϑ y rango(W2) = n, la única Q ortogonal a Rn será 0n. Además, si n < q entonces
se debe utilizar la Ecuación 3.2b para determinar Q. Escribiendo W2 en términos de
su Descomposición de Valores Singulares (SVD) se obtiene W2 = USV>. Como W2
es una matriz de tamaño n× q, la matriz S también lo es. El rango máximo de S es
n y la matriz de valores singulares es S = [Sa | 0]. En estas condiciones, se puede
demostrar que Q = 0n como:

W2 = USV> = U [Sa | 0] [Va | Vb]
> = USaV>a (3.9a)

W>2 W2 = VaSaU>USaV>a = VaS2
aV>a (3.9b)

(W>2 W2)
+
= VaS−2

a V>a (3.9c)

W2(W>2 W2)
+

W>2 = USaV>a (VaS−2
a V>a )VaSaU> = In (3.9d)

Q = In −W2(W>2 W2)
+

W>2 = 0n (3.9e)

Sin embargo, a pesar de haber demostrado que el algoritmo no proporciona nin-
guna solución, por los conocimientos de ingeniería mecánica, se sabe que existe una
configuración óptima que es una solución para el problema planteado anteriormen-
te [47, 78, 9]. Los valores de ϑopt = (ϕopt, δopt) de las 4 galgas extensiométricas en la
configuración son:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 180◦, 180◦
}

(3.10a)

δopt =
{

0◦, 90◦, 0◦, 90◦
}

(3.10b)

Para esta configuración, sustituyendo los valores ϕopt y δopt de las galgas en la
Ecuación 2.31 las filas de la matriz W toman la siguiente forma:

W =
[
W1

(
ϑopt) |W2

(
ϑopt)] =


− 1

AE 0 0 0 0 1
Eω 1

ν
AE 0 0 0 0 − ν

Eω 1
− 1

AE 0 0 0 0 − 1
Eω 1

ν
AE 0 0 0 0 ν

Eω 1

 (3.11)

Además el estimador de F1 es, F̂1 = HF̂1
εm, donde la matriz HF̂1

resulta ser:

HF̂1
=

EA
2(1 + ν)

[−1, 1,−1, 1] (3.12)

Como HF̂1
⊥W2, el estimador es insesgado si E[e] = 0 tal y como se muestra a conti-

nuación:

F̂1 = HF̂1
εm = HF̂1

(Wt + e) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) t + HF̂1
e = F1 + HF̂1

e (3.13)
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En este problema se produce una coincidencia interesante. Existe una configura-
ción ϑopt para la que 4 columnas de la matriz W2 desaparecen haciendo que los pará-
metros que multiplican esas columnas desaparezcan del modelo. El modelo evalua-
do en la configuración solución tendrá sólo 3 parámetros, lo que permite encontrar
n− dim(W2) = 4− 2 = 2 vectores ortogonales a las columnas de W2 (sin ser orto-
gonales a W1) y permitiendo premultiplicar el modelo por una matriz para eliminar
los demás parámetros omitidos. En tal configuración hay más mediciones que el nú-
mero real de parámetros (3 en la configuración de la solución) y se puede obtener
un estimador para F1. Sin embargo, el problema es que en la primera iteración del
problema de optimización de la Ecuación 3.5 el número de parámetros es 7 y no es
posible obtener una Matriz de Información diferente de la matriz nula. Por lo tanto,
se necesita un algoritmo alternativo para obtener soluciones para problemas donde
n 6 q.

3.2. Planteamiento alternativo para el diseño de configura-
ciones con parámetros omitidos

Con el objetivo de ser capaces de obtener configuraciones óptimas, en las que el
número de galgas empleadas puede ser menor que el número de parámetros omi-
tidos (n 6 q), en esta Sección se va proponer un planteamiento alternativo para el
diseño óptimo de configuraciones de galgas.

3.2.1. Determinación del estimador máximo verosímil

Retomamos el modelo de la Ecuación 3.1, en el que el vector t se divide en los
parámetros de interés (t1) y los parámetros omitidos (t2). Supóngase ahora que el
vector incertidumbre e sigue una distribución normal de media 0 y varianza σ2In, es
decir, e ∼ N (0, σ2In), donde σ2 = var(εm) es la varianza individual de cada galga.
Para eliminar los parámetros omitidos, en lugar de premultiplicar el modelo por la
matriz Q se va a utilizar ahora una matriz R de tamaño p × n que cumpla las dos
condiciones siguientes:

RW2 = 0p×q (3.14a)

RR> = Ip (3.14b)

Suponiendo que esta matriz existe y premultiplicando el modelo por R, es posible
determinar la Matriz de Información y construir el estimador Máximo Verosímil de
t1. El modelo de la Ecuación 3.1 premultiplicado por R nos da como resultado:

zm = Rεm = RW1t1 + RW2t2 + Re = RW1t1 + Re (3.15)

Calculando la matriz de covarianzas de zm:

var(zm) = E
[
(zm − E[zm])(zm − E[zm])

>
]
= σ2RR> = σ2Ip (3.16)
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se puede ver que como las filas de R son ortonormales entre sí, el escalar σ2 que
premultiplica la matriz identidad Ip de la varianza de zm resulta ser el mismo que
el que premultiplica la matriz identidad In de la varianza de εm del modelo inicial.
Introduciéndolo en la expresión de la verosimilitud de t1 se obtiene:

L(t1, σ2) = (2π)−
n
2 | σ2Ip |

− 1
2 exp

(
−1

2
(zm −RW1t1)

>(σ2Ip)
−1

(zm −RW1t1)

)
= (2π)−

n
2 σ−nexp

(
− 1

2σ2 (zm −RW1t1)
>(zm −RW1t1)

) (3.17)

Entonces, el logaritmo de la función de verosimilitud y su derivada con respecto
al vector de parámetros t1 puede calcularse como:

lnL(t1, σ2) = −n
2

ln(2π)− 1
2

ln σ2n − 1
2σ2 (zm −RW1t1)

>(zm −RW1t1) (3.18a)

d lnL
dt1

=
dl
dt1

= − 1
σ2 W>1 R>(zm −RW1t1) = −

1
σ2 W>1 R>(Rεm −RW1t1) (3.18b)

Utilizando este resultado, la matriz de información para estimar t1 puede escribirse
como [77]:

I(t1) = E

[(
dl
dt1

)(
dl
dt1

)>]

= E[W>1 R>(Rεm −RW1t1)(Rεm −RW1t1)
>RW1]

1
σ4

= E[W>1 R>(Re)(Re)>RW1]
1
σ4

= W>1 R>RE[ee>]R>RW1
1
σ4

= W>1 R>R(σ2Ip)R>RW1
1
σ4 = W>1 R>(RR>)RW1

1
σ2

= W>1 R>RW1
1
σ2

(3.19)

Finalmente, igualando a cero la derivada de l respecto a t1,

dl
dt1

=
1
σ2 W>1 R>(Rεm −RW1t1) = 0 (3.20)

y resolviendo para t1, se obtiene el Estimador de Máxima Verosimilitud:

t̂1 =
[
(W>1 R>RW1)

−1
W>1 R>R

]
εm = Hεm (3.21)

donde H la denominaremos como la matriz del estimador, es decir, aquella que pre-
multiplica las medidas de deformación para obtener una estimación de los paráme-
tros de interés.
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3.2.2. Optimización de configuraciones

Una vez conocida la expresión de la matriz de información del modelo original
premultiplicada por R, se puede definir un algoritmo D-Optimality para obtener
un diseño óptimo para la estimación de t1 sin ninguna influencia de los parámetros
omitidos t2. Organicemos los elementos de la matriz R en un vector columna como:

r =
(
r11, r12, . . . , r1n, r21, r22, . . . , r2n, . . . , rp1, rp2, · · · , rpn

)> (3.22)

donde Θ = (r, ϑ) es el vector con todos los parámetros de optimización. El dise-
ño D-óptimo del experimento con parámetros omitidos puede resolverse como el
siguiente problema de optimización:

Θopt = argΘ mı́n
{
− log(det(W>1 R>RW1))

}
sujeto a : RW2 = 0p×q, RR> = Ip

(3.23)

Resolviendo este problema de optimización, se obtiene una configuración óptima
de galgas extensiométricas (ϑopt) junto con la matriz (Ropt) que determina la forma
del Estimador de Máxima Verosimilitud para el número deseado de galgas extensio-
métricas y cargas primarias. Adhiriendo al sólido las galgas según la configuración
óptima y tomando medidas de su deformación, se pueden estimar las cargas pri-
marias deseadas, sin influencia de las cargas secundarias o parámetros omitidos,
utilizando el estimador obtenido en la Ecuación 3.21. Un diagrama de flujo expli-
cativo del algoritmo alternativo puede encontrarse en la Figura 3.1. Asimismo, en
el Apéndice A se explica en el Algoritmo 3 mediante un pseudo-código el algoritmo
alternativo para la obtención de configuraciones óptimas.

Resolviendo el problema de minimización de la Ecuación 3.23 con un programa
numérico, el algoritmo podrá realizar las primeras iteraciones en las que la matriz
R no sea ortogonal a W2, y luego llegar a una solución en la que se cumpla la res-
tricción. Mientras tanto, el algoritmo del diseño óptimo habitual fija la matriz Q
basándose en W2, y por lo tanto no puede evolucionar a través del espacio de va-
lores de parámetros que no satisfacen las restricciones (Q⊥W2). De hecho, lo que
hace el algoritmo alternativo es escribir Q en términos de los parámetros (matriz R)
e imponer que R cumpla las características de Q (unitaria y ortogonal a W2). La di-
ferencia es que R no tiene que ser ortogonal a W2 en las iteraciones intermedias del
proceso de optimización mientras que Q se calcula en función de W2 para todas las
iteraciones del proceso de optimización.

Además, el problema de la Ecuación 3.23 no siempre tendrá solución para cual-
quier combinación de t1, t2 y n. En ocasiones, habrá que aumentar el número de
galgas hasta obtener una solución óptima. Por ejemplo, si los requisitos son t1 = F1,
t2 = εT y n = 1, el algoritmo no proporciona una configuración óptima capaz de
estimar la fuerza axial y compensar la deformación térmica con una única galga.
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FIGURA 3.1: Diagrama de flujo del algoritmo alternativo.

Otra diferencia entre los algoritmos presentados es que el tamaño de R no es el
mismo que el de Q. Esto se debe a que, en el algoritmo alternativo, entre todas las
posibles direcciones ortogonales a W2, busca aquella (o aquellas) que maximicen la
observabilidad de t1.

Ejemplo vehicular: Diseño óptimo alternativo
Retomando el ejemplo vehicular se puede demostrar que para el diseño óptimo
de ϑopt, los valores de R que proporciona el algoritmo son en realidad los óptimos.

Como ya se ha mencionado, por los conocimientos de ingeniería mecánica,
se sabe que existe una configuración ϑopt que es una solución para el problema
planteado anteriormente [47]. Los valores de ϕ y δ de las 4 galgas extensiométricas
de la configuración son los recogidos en la Ecuación 3.10 así como la matriz W se
corresponde con la Ecuación 3.11.

Buscando ahora la matriz óptima R que satisfaga las mencionadas restriccio-
nes: RR> = Ip y RW2 = 0p×n. Como el objetivo es estimar 1 parámetro y se toman
4 medidas, la matriz R será de tamaño 1× 4. Con esta configuración, el modelo
sólo depende de 3 parámetros, siendo 2 de ellas parámetros omitidos.
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Como el rango(W2) = 2 y n = 4, existe un subespacio de dimensión 2 que es
ortogonal a W2 . Por tanto, toda matriz R puede escribirse como una combinación
lineal de 2 vectores cualesquiera que forman una base null(W2). Por ejemplo:

R =
[

c1 c2
] [ 1

2 0

0
√

2(ν2+1)
2(ν2+1)

] [
−1 1 −1 1
ν 1 −ν −1

]
=
[

c1 c2
] [ n>1

n>2

]
(3.24)

que también se puede escribir como:

R> =
[

n1 n2
] { c1

c2

}
(3.25)

Como n1 y n2 son unitarios y ortogonales entre sí, para mantener R también
unitario, por ejemplo c1 y c2 podrían escribirse como seno y coseno de un mismo
ángulo para poder expresar R como:

R> =
[

n1 n2
] { c1

c2

}
=
[

n1 n2
] { cos η

sin η

}
= n1 cos η + n2 sin η (3.26)

Ahora se puede escribir la Matriz de Información como:

I(F1) = W>1 R>RW1
1
σ2 =

1
σ2

((
W>1 n1

)
cos η +

(
W>1 n2

)
sin η

)2
(3.27)

Para esta elección de [n1, n2] ocurre que W>1 n2 = 0 y la Matriz de Información
(que en este caso es un escalar) se simplifica a:

I(F1) =
1
σ2

((
W>1 n1

)
cos η

)2
(3.28)

Por tanto, para este ejemplo en particular la máxima información se obtiene
para η = 0 (o η = π) y el óptimo R es n>1 .

3.2.3. Determinación de la varianza

Veamos en esta Sección si somos capaces de obtener una expresión para la vari-
zanza de estimación de los parámetros de interés t1. Por definición, ésta se puede
calcular según:

var(t̂1) = E
[(

t̂1 − E
[
t̂1
]) (

t̂1 − E
[
t̂1
])>] (3.29)

donde desarrollando el término t̂1 − E
[
t̂1
]

se obtiene:

t̂1 − E
[
t̂1
]
=
(

W>1 R>RW1

)−1
W>1 R>Rεm − t1

=
(

W>1 R>RW1

)−1
W>1 R>R (W1t1 + W2t2 + e)− t1

=
(

W>1 R>RW1

)−1
W>1 R>Re

(3.30)
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Substituyendo en la Ecuación 3.29 se obtiene una expresión para la varianza de
estimación de t1:

var(t1) = E
[(

W>1 R>RW1

)−1 (
W>1 R>Ree>R>RW1

) (
W>1 R>RW1

)−1
]

=
(

W>1 R>RW1

)−1 (
W>1 R>RE

[
ee>

]
R>RW1

) (
W>1 R>RW1

)−1

=
(

W>1 R>RW1

)−1 (
W>1 R>Rσ2InR>RW1

) (
W>1 R>RW1

)−1

= σ2
(

W>1 R>RW1

)−1

(3.31)

Si nos fijamos bien, la estimación de la varianza de los parámetros de interés
t1 de la Ecuación 3.31, se corresponde con la inversa de la matriz de información
((I(t1))

−1) de la Ecuación 3.19.

Una vez obtenida una expresión para el cálculo de var(t1), veamos ahora como
podríamos obtener una estimación del término σ2. Como R es la matriz óptima para
transformar el modelo original y deshacerse de los parámetros omitidos, tómese la
variable zm = Rεm para intentar determinar una estimación de la varianza de la
incertidumbre de medida, σ̂2. Como R es ortogonal a W2, se tiene que:

zm = Rεm = R(W1t1 + W2t2 + e) = RW1t1 + Re (3.32)

zm − E[zm] = RW1t1 + Re− E[RW1t1 + Re] = Re (3.33)

La matriz de covarianzas de zm, por tanto, puede calcularse como:

var(zm) = E
[
(zm − E[zm])(zm − E[zm])

>
]

= RE[ee>]R> = Rσ2InR> = σ2RInR> = σ2Ip

(3.34)

Como tanto en la varianza de εm como en la varianza de zm aparece el término σ2,
se podría utilizar zm para obtener una estimación de σ2. Veamos a ver si la siguiente
expresión nos podría servir para calcular una estimación de σ2:(

zm −RW1t̂1
)> (zm −RW1t̂1

)
(3.35)

Obsérvese que esta expresión es como la de la varianza pero con las transpuestas
al contrario, por lo que el resultado es un escalar.

Primeramente, calculando el error de estimación del modelo de la Ecuación 3.32
se obtiene:

zm −RW1t̂1 = zm −RW1

(
W1
>R>RW1

)−1
W1
>R>zm

=

(
Ip −RW1

(
W1
>R>RW1

)−1
W>1 R>

)
Re = JRe

(3.36)
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donde la matriz J = Ip−RW1

(
W1
>R>RW1

)−1
W>1 R>. Obsérvese que esta matriz es

idempotente (por lo que J>J = J). Veamos cuánto daría la esperanza de la expresión
de la Ecuación 3.35:

E
[(

zm −RW1t̂1
)> (zm −RW1t̂1

)]
= E

[
e>R>J>JRe

]
= E

[
e>R>JRe

]
1
= E

[
tr
(

e>R>JRe
)]

2
= E

[
tr
(

R>JRee>
)]

3
= tr

(
E
[
R>JRee>

])
4
= tr

(
R>JRE

[
ee>

])
5
= tr

(
R>JRσ2In

)
= σ2tr

(
R>JR

)
= σ2tr

(
JRR>

)
= σ2tr

(
JIp
)
= σ2tr(J)

(3.37)

donde tr(J) es la traza de la matriz J.

Por su parte, se puede desarrollar tr(J) como:

tr(J) = tr
(

Ip −RW1

(
W1
>R>RW1

)−1
W>1 R>

)
6
= tr(Ip)− tr

(
RW1

(
W>1 R>RW1

)−1
W>1 R>

)
2
= tr

(
Ip
)
− tr

(
W>1 R>RW1

(
W>1 R>RW1

)−1
)

= tr(Ip)− tr(Ip) = 0

(3.38)

Despejando σ2 de la Ecuación 3.37, se podría intentar obtener una expresión de
σ̂2 para N mediciones de εm como:

σ̂2 =
∑N

i=1

((
zm −RW1t̂1

)> (zm −RW1t̂1
))

N tr(J)

=
∑N

i=1

((
zm −RW1t̂1

)> (zm −RW1t̂1
))

N(0)

(3.39)

Este resultado no es sorprendente ya que tr(J) = 0, es decir, la totalidad de medidas
de deformación se emplea para la estimación de los p parámetros de interés y por
tanto, no hay datos adicionales para estimar σ2.

1: El producto de vectores y matrices da como resultado un escalar, su valor es igual a su traza.
2: La traza de un producto de matrices es invariante ante permutaciones cíclicas: tr(ABC) =

tr(BCA) = tr(CAB).
3: La traza es un operador lineal, por lo que es conmutativa con la esperanza: E [tr(A)] = tr (E [A]).
4: Como la matriz J es determinista (no es una variable aleatoria) se puede extraer del operador

esperanza.
5: Como se ha supuesto que E

[
ee>

]
= σ2In.

6: La traza es un operador lineal, por lo que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
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Veamos cómo podríamos realizar un cálculo alternativo de la varianza de las me-
diciones.

Sea P una matriz que estará constituida por los vectores del subespacio nulo de la
matriz W. Estos vectores forman una base ortonormal de null(W). Haciendo uso de
esta matriz, podemos crear un vector sm = Pεm que utilizaremos como proyección
de las mediciones sobre el subespacio nulo de W. Resulta que las filas de la matriz
P (que son ortogonales tanto a W2 como a W1) podrían ser útiles para estimar la
varianza de las medidas, como se verá a continuación.

Como las filas de P son ortogonales tanto a W1 como a W2 se tiene:

sm = Pεm = P(W1t1 + W2t2 + e) = Pe (3.40)

E[sm] = E[Pe] = 0 (3.41)

Por lo tanto, la matriz de covarianzas de sm se puede calcular como:

var(sm) = E
[
(sm − E[sm])(sm − E[sm])

>
]
= E

[
smsm

>
]

= PE
[
ee>

]
P> = Pσ2InP> = σ2PInP> = σ2PP> = σ2Is

(3.42)

donde Is es la matriz identidad de tamaño s = n− rango(W). Además, nótese que
la matriz P tiene tamaño s× n.

Una vez más, si se desea hacer una estimación de σ2 podemos intentar construir
un estimador utilizando la expresión:

sm
>sm (3.43)

Veamos cuánto sería la esperanza de esta expresión:

E
[
sm
>sm

]
= E

[
e>P>Pe

]
1
= E

[
tr
(

e>P>Pe
)]

2
= E

[
tr
(

P>Pee>
)]

3
= tr

(
E
[
P>Pee>

])
4
= tr

(
P>PE

[
ee>

])
5
= tr

(
P>Pσ2In

)
= σ2tr

(
P>P

)
= σ2tr

(
PP>

)
= σ2tr (Is) = σ2s

(3.44)

Despejando σ2 de la Ecuación 3.44, se puede obtener una expresión de σ̂2 que
evaluada para N instantes diferentes de medida de εm nos da:

σ̂2 =
∑N

i=1 si
m
>si

m
N s

=
∑N

i=1
(
Pεi

m
)> (Pεi

m
)

N s
(3.45)

Por lo tanto, se ha utilizado el espacio nulo de W para estimar la varianza σ2. Nó-
tese que para poder calcular la varianza de estimación debe cumplirse la siguiente
condición s = n− rango(W) > 1.
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Ejemplo vehicular: Varianza de la estimación
Regresando con el ejemplo vehicular, puesto que s = n− rango(W) = 4− 3 = 1 >
1, se puede obtener una expresión para la varianza de estimación del parámetro
de interés (t1 = F1). Calculando P como null(W) se obtiene:

P =
[
ν 1 −ν −1

]
·
√

2(1 + ν2)

2(1 + ν2)
(3.46)

Substituyendo el vector P y las medidas de deformación en cada instante εi
m

en la expresión de la Ecuación 3.45, y evaluando el sumatorio para N instantes
diferentes de medida da como resultado el coeficiente σ̂2 de la varianza:

σ̂2 =
∑N

i=1 (Pεm)
> (Pεm)

N s
=

∑N
i=1
(
νεi

1 + εi
2 − νεi

3 − εi
4

)2

2N(ν2 + 1)
(3.47)

En este caso concreto, la deformación de las 4 galgas en cada instante de me-
dición y el módulo de Poisson del material serían suficientes para obtener una
estimación del coeficiente σ̂2.

Así pues, sustituyendo en la Ecuación 3.31 se obtiene una estimación de la
varianza de estimación de la fuerza axil F1:

var(F̂1) = σ̂2
(

W>1 R>RW1

)−1

=
∑N

i=1
(
νεi

1 + εi
2 − νεi

3 − εi
4

)2

2N(ν2 + 1)
E2 A2

(ν + 1)2

(3.48)

3.3. Configuraciones óptimas

Una vez desarrollado el algoritmo alternativo para el cálculo de nuevas confi-
guraciones que permitan estimar los parámetros de interés sin la influencia de los
parámetros omitidos, se presenta un conjunto de configuraciones óptimas. Las pri-
meras de ellas se corresponden con las configuraciones típicas que ya se conocen en
la literatura para la estimación individual de las componentes del torsor, y a conti-
nuación, se presenta una selección de novedosas configuraciones óptimas de galgas.

3.3.1. Configuraciones típicas

El primer grupo de resultados tiene relación con las configuraciones típicas de
galgas. Éstas se emplean en la actualidad para la estimación individual de cualquiera
de las componentes del torsor externo sin la influencia del resto de componentes y la
deformación térmica. La obtención de configuraciones de galgas mediante el nuevo
algoritmo es sencilla, tan sólo ha de establecerse el número de galgas a emplear (n)
y definir cuáles son los parámetros de interés t1 y los parámetros omitidos t2.
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Ejemplo vehicular: Resultado de la optimización
Resolviendo el problema de minimización propuesto en la Sección 3.2.2 para el
ejemplo vehicular, la configuración óptima resultante es la mostrada en la Figura
3.2. En ésta, las 4 galgas se posicionan y orientan de la siguiente forma:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 180◦, 180◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(3.49a)

δopt =
{

0◦, 90◦, 0◦, 90◦
}

(3.49b)

donde el conjunto de galgas puede situarse en cualquier posición azimutal ϕ̃ en el
eje. Esta configuración permite estimar la fuerza axial F1 sin la influencia del resto
de componentes del torsor (F2,F3,M1,M2,M3) y deformación térmica (εT ).

Si nos fijamos bien la configuración resultante es exactamente la misma que se
propone en la literatura y se utiliza en la actualidad para la estimación de la fuerza
axial. Por lo tanto, se puede decir que a partir de este algoritmo alternativo, en
presencia de parámetros omitidos en el modelo original, se ha llegado al mismo
resultado que ya se conocía desde hace décadas.

G
2

G
1

G
3

G
4

F1

FIGURA 3.2: Configuración de 4 galgas para la estimación de F1 obtenida a partir
de la formulación de parámetros omitidos.

Asimismo, el algoritmo también permite el cálculo de la expresión del estima-
dor de la configuración de galgas. Así pues, evaluando la matriz W en la posición
y orientación óptima de las galgas se puede obtener la matriz W1:

W1 =
[
− 1

AE
ν

AE − 1
AE

ν
AE

]> (3.50)

Y la matriz R resultado de la optimización resulta ser:

R =
[
− 1

2
1
2 − 1

2
1
2

]
(3.51)

que sustituyéndose en la expresión de la Ecuación 3.21 da lugar al estimador para
la fuerza axial:

HF̂1
= (W>1 R>RW1)

−1
W>1 R>R =

EA
2(1 + ν)

[1,−1, 1,−1] (3.52)

También se ha desarrollado un método alternativo para el cálculo de la matriz
simbólica H del estimador. El primero de los pasos consiste en observar los valores
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numéricos de las componentes de la matriz H que proporciona el algoritmo alter-
nativo tras la optimización, y sustituirlos por variables simbólicas. Para el ejemplo
que se tiene entre manos las componentes de la matriz H son los mismos valores
numéricos pero con el signo alternado. Substituyendo este valor numérico por la
variable simbólica h1 la matriz H resulta ser:

HF̂1
= h1[−1, 1,−1, 1] (3.53)

Puesto que la estimación de la fuerza axial se obtiene según F̂1 = Hεm = HWt
se tiene una relación que permite determinar el valor de h1:

F̂1 = HW(ϑ)t = h1[−1, 1,−1, 1]


− 1

EA 0 0 0 0 1
Eω 1

ν
EA 0 0 0 0 − ν

Eω 1
− 1

EA 0 0 0 0 − 1
Eω 1

ν
EA 0 0 0 0 ν

Eω 1

 t

=
[
− 2h1(ν+1)

EA 0 0 0 0 0 0
]

t

=
[
1 0 0 0 0 0 0

]
t

(3.54)

Resolver la Ecuación − 2h1(ν+1)
EA = 1, permite obtener el valor de h1 = − EA

2(ν+1) .
Finalmente, sustituyendo la expresión simbólica de h1 en la Ecuación 3.53 se ob-
tiene la matriz HF̂1

del estimador de la Ecuación 3.52.

Sin embargo, este método para la determinación de la matriz H simbólica tiene
una limitación. El número de componentes simbólicas de la matriz H a determinar
nunca puede exceder al número de ecuaciones que puedan establecerse al calcu-
larse t̂ = HW(ϑ)t. De lo contrario se obtendría un sistema de ecuaciones indeter-
minado, de modo que las ecuaciones no proporcionarían suficientes restricciones
para determinar de manera única los valores simbólicos de la matriz H.

Además, si no se dispusiera de la expresión simbólica de la matriz H para una
configuración en concreto, la matriz H numérica también sería válida para obtener
una estimación de las componentes del torsor.

Análogamente, puede emplearse el mismo procedimiento para el cálculo del res-
to de configuraciones típicas existentes. Así pues en la Tabla 3.1 se recogen todas las
configuraciones óptimas típicas obtenidas mediante el algoritmo alternativo.

Las diferentes columnas de la tabla representan lo siguiente: en primer lugar el
número de galgas empleadas, la segunda columna indica las cargas o parámetros de
interés que se desean estimar. A continuación, la tercera columna indica los efectos
de qué parámetros se compensan para la estimación de t1, y finalmente las dos úl-
timas columnas se corresponden con la posición y orientación óptima de las galgas
y el correspondiente estimador de cada configuración. Nótese que todas las confi-
guraciones óptimas obtenidas coinciden con las empleadas en la actualidad para la
estimación de cada una de las componentes del torsor individualmente.
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Núm.
galgas t1 t2 ϑopt = (ϕopt, δopt) Matriz H del estimador

4
F1 F2, F3 ϕopt = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}

δopt = {0◦, 90◦, 0◦, 90◦}
HF̂1

= EA
2(1+ν)

[−1, 1,−1, 1]- M1, M2, M3
- εT

4
F2 F1, F3 ϕopt = {90◦, 90◦, 270◦, 270◦}

δopt = {45◦,−45◦, 45◦,−45◦}
HF̂2

= EAκ
4(1+ν)

[−1, 1, 1,−1]- M1, M2, M3
- εT

4
F3 F1, F2 ϕopt = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}

δopt = {45◦,−45◦, 45◦,−45◦}
HF̂3

= EAκ
4(1+ν)

[1,−1,−1, 1]- M1, M2, M3
- εT

4
- F1, F2, F3 ϕopt = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}

δopt = {45◦,−45◦, 45◦,−45◦} HM̂1
=

EIp

4R(1+ν)
[1,−1, 1,−1]M1 M2, M3

- εT

4
- F1, F2, F3 ϕopt = {90◦, 90◦, 270◦, 270◦}

δopt = {0◦, 0◦, 0◦, 0◦} HM̂2
= Eω

4 [−1,−1, 1, 1]M2 M1, M3
- εT

4
- F1, F2, F3 ϕopt = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}

δopt = {0◦, 0◦, 0◦, 0◦} HM̂3
= Eω

4 [1, 1,−1,−1]M3 M1, M2
- εT

TABLA 3.1: Posición y orientación de las galgas, y estimador de las configuraciones
típicas obtenidas mediante la formulación de parámetros omitidos.

3.3.2. Configuraciones novedosas

Hasta el momento todas las configuraciones óptimas que se han obtenido tan sólo
estiman una determinada componente del torsor, y el resto de componentes (además
de la deformación térmica) no afectan en su estimación. Todas estas configuraciones
ya se conocían en el contexto de estimación de cargas mediante extensiometría, y
por tanto no se ha aportando ninguna novedad relevante al respecto. Sin embargo,
a continuación se van a presentar algunas de las configuraciones novedosas que se
han obtenido a partir de este algoritmo alternativo.

Configuración de 6 galgas para la estimación del torsor completo

Un resultado interesante se obtiene cuando se emplean 6 galgas para estimar
todas las componentes del torsor simultáneamente y no se impone la compensación
de la deformación térmica. La configuración óptima resulta ser la siguiente:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}

(3.55a)

δopt =
{

26.8◦,−26.8◦, 26.8◦,−26.8◦, 26.8◦,−26.8◦
}

(3.55b)

El resultado óptimo coincide con la configuración de la Ecuación 2.50 cuando se
emplea el criterio D-Optimality para los valores α = 26.8◦ y ϕ̃ = ϕ̆ = 0. Por tanto,
una vez más se manifiesta que la configuración anterior es la óptima para estimar
el torsor completo con la mínima varianza posible y sin compensar la deformación
térmica.
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La estimación de las 6 componentes del torsor a partir de las medidas de defor-
mación de las galgas se puede calcular a partir de la matriz H del estimador t̂ = Hεm.
En esta ocasión, la matriz del estimador es la inversa de la matriz de observación W
evaluada en las posiciones y orientaciones óptimas de las galgas. Una expresión de
ésta se encuentra en la Ecuación 2.53 para α = 26.8◦.

En otro orden de cosas, puesto que s = n − rango(W) = 6 − 6 = 0 � 1, no
es posible obtener una estimación de la varianza de estimación σ̂2. Dicho de otro
modo, al emplearse 6 galgas para la estimación de las 6 componentes del torsor no
hay datos adicionales para obtener una estimación de la varianza de estimación.

Configuración de 3 galgas para la estimación de M2 y M3 e imponiendo la com-
pensación de εT

Por lo general, los momentos del torsor siempre causan un mayor nivel de de-
formación en comparación con las fuerzas del torsor externo, debido a su capacidad
para inducir deformaciones a lo largo de una mayor extensión en las estructuras.
Por esta razón, podría ser interesante diseñar configuraciones óptimas que permitan
estimar varios momentos simultáneamente. Si por ejemplo, se deseasen estimar los
momentos M2 y M3 y además compensar la deformación térmica, a partir del algo-
ritmo alternativo se podría resolver el problema de optimización para calcular una
configuración novedosa. Así, se ha encontrado la configuración óptima representada
en la Figura 3.3, donde sus galgas se posicionan de la siguiente manera:

ϕopt =
{

0◦, 120◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(3.56a)

δopt =
{

0◦, 0◦, 0◦
}

(3.56b)

y donde el conjunto de galgas puede posicionarse azimutalmente en cualquier valor
ϕ̃ sobre el eje.
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FIGURA 3.3: Configuración de 3 galgas para la estimación de M2 y M3, e imponien-
do la compensación de εT , obtenida a partir del algoritmo alternativo.

La estimación de los momentos M2 y M3 requiere del conocimiento de la matriz
H del estimador. Por ello, aplicando la misma metodología que la empleada en la
Sección 3.3.1 se ha podido obtener una expresión para la matriz H simbólica, siendo



80 Capítulo 3. PARÁMETROS OMITIDOS

el resultado obtenido el siguiente:

H =

[
0 −

√
3Eω
3

√
3Eω
3

2Eω
3 − Eω

3 − Eω
3

]
(3.57)

De la matriz H del estimador es fácil deducir que la estimación de los momentos
M2 y M3 no se ve afectada por el valor de la deformación térmica (εT ). Veamos por
qué ésto es así.

Dado que la deformación que miden las galgas se puede expresar como la suma
entre la deformación mecánica y la deformación térmica (εm = ε + εT 1), al premul-
tiplicar por la matriz H se obtienen las estimaciones para M2 y M3, las cuales no
dependen de εT y por tanto, se compensa la deformación térmica. Como regla gene-
ral, la estimación de una determinada carga no se verá afectada por la deformación
térmica siempre que la suma de las componentes de la correspondiente fila de la
matriz H sea nula.

Asimismo, a partir de esta configuración óptima no es posible calcular una esti-
mación para la varianza de estimación σ̂2. Ya que s = n− rango(W) = 3− 3 = 0 � 1,
no existen dimensiones adicionales para este cálculo.

Configuración de 6 galgas para la estimación de M2 y M3 e imponiendo la com-
pensación de εT

Ahora véase qué ocurre si se emplea un número mayor de galgas para la estima-
ción de las cargas M2 y M3, y se impone una vez más la compensación de la defor-
mación térmica. Imponiendo que el número de galgas sea 6, la configuración óptima
obtenida es aquella representada en la Figura 3.4 donde sus galgas se posicionan de
la siguiente forma:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆, ϕ̃, ϕ̆
}

(3.58a)

δopt =
{

0◦, 0◦, 0◦, 0◦, 0◦, 0◦
}

(3.58b)

y donde tres parejas de galgas se sitúan a lo largo del perímetro del eje con el mismo
valor ϕ, siendo el desfase entre las parejas de 120◦. Además, de las 6 galgas de la
configuración, 3 de ellas se pueden posicionar en cualquier posición ϕ̃ del perímetro,
mientras que las otras tres se pueden posicionar en cualquier valor ϕ̆.
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FIGURA 3.4: Configuración de 6 galgas para la estimación de M2 y M3, e imponien-
do la compensación de εT , obtenida a partir del algoritmo alternativo.
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Realizando el cálculo de la matriz H correspondiente al estimador, se aprecia que
la deformación térmica no afecta en la estimación de M2 y M3, dado que la suma
de los elementos en cada fila de la matriz H es igual a cero. Además, debido a la
posición óptima de las galgas G1 y G2 en el perímetro del eje, éstas no intervienen
en la estimación del momento flector M2, ya que son insensibles a sus efectos.

H =

[
0 0 −

√
3Eω
6 −

√
3Eω
6

√
3Eω
6

√
3Eω
6

Eω
3

Eω
3 − Eω

6 − Eω
6 − Eω

6 − Eω
6

]
(3.59)

Asimismo, a partir de esta configuración óptima se puede calcular la varianza
de estimación σ̂2, puesto que s = n − rango(W) = 6 − 3 = 3 > 1. Por lo tanto,
evaluando la matriz W en las posiciones y orientaciones óptimas de las galgas, se
puede calcular la matriz P = null(W):

P =

−1 1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 −1 1

 · √2
2

(3.60)

que sustituyendo en la Ecuación 3.45 permite obtener una expresión del coeficiente
σ̂2 que multiplica la varianza de estimación, para mediciones de εm en N instantes
diferentes:

σ̂2 =
∑N

i=1
(
εi

1 − εi
2
)2

+
(
εi

3 − εi
4

)2
+
(
εi

5 − εi
6
)2

6N
(3.61)

Como se puede observar, tan sólo con los valores de deformación de las 6 galgas
en los diferentes N instantes de medida es suficiente para calcular σ̂2.

Por tanto, empleando la expresión de la Ecuación 3.31 se podría obtener una es-
timación de la varianza de estimación de t1 como:

var(t1) =
∑N

i=1
(
εi

1 − εi
2
)2

+
(
εi

3 − εi
4

)2
+
(
εi

5 − εi
6
)2

6N

(
W>1 R>RW1

)−1
(3.62)

Configuración de 3 galgas para la estimación de F1, M2 y M3

Podría plantearse una configuración de galgas que permitiese estimar la fuerza
axial además de los dos momentos flectores simultáneamente a partir de 3 galgas
extensiométricas. Resolviendo el problema de optimización alternativo propuesto
en este Capítulo se ha encontrado una configuración óptima fácil de instalar en el
eje. Esta configuración es aquella representada en la Figura 3.5 donde sus galgas se
posicionan de la siguiente manera:

ϕopt =
{

0◦, 120◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(3.63a)

δopt =
{

0◦, 0◦, 0◦
}

(3.63b)

y donde el conjunto de galgas puede situarse en el perímetro del eje en cualquier
posición ϕ̃.
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FIGURA 3.5: Configuración de 3 galgas para la estimación de F1, M2 y M3 obtenida
a partir del algoritmo alternativo.

A priori, al no haberse impuesto la compensación de la deformación térmica la
configuración óptima resultado de la optimización no tendría por qué compensar
dicha deformación. Sin embargo, analizando las componentes de la matriz H del
estimador, expuesta en la Ecuación 3.64, se puede observar que la estimación de los
momentos M2 y M3 no se ve afectada por la deformación térmica, puesto que la
suma de las componentes de la segunda y tercera fila individualmente es nula.

H =

− EA
3 − EA

3 − EA
3

0 −
√

3Eω
3

√
3Eω
3

2Eω
3 − Eω

3 − Eω
3

 (3.64)

No obstante, realizando el mismo análisis para la estimación de la fuerza axial
F1, se observa que ésta sí se ve afectada por la deformación térmica, ya que la suma
de las componentes de la primera fila de la matriz H es distinta de cero. Es más,
calculando analíticamente la estimación de las componentes del torsor F1, M2 y M3
a partir de esta configuración se obtiene la expresión de la Ecuación 3.65 donde se
manifiesta que la estimación de la fuerza axial se ve afectada por εT .

t̂ = H (εm + εT 1) = Hεm + εT (−EA)(1, 0, 0)> (3.65)

Asimismo, a partir de esta configuración óptima no es posible calcular una esti-
mación para la varianza de estimación σ̂2. Calculando s = n− rango(W) = 3− 3 =
0 � 1, se concluye que no existen dimensiones adicionales para el cálculo de la va-
rianza de la estimación.

Configuración de 4 galgas para la estimación de F1, M2 y M3 e imponiendo la
compensación de εT

Podría plantearse el cálculo de una configuración que permita estimar las mis-
mas componentes del torsor F1, M2, y M3 que en el apartado anterior, pero esta vez
imponiendo que se compense la deformación térmica. Empleando 4 galgas (una más
que en el caso anterior) y resolviendo el problema de optimización, se ha obtenido
la configuración de la Figura 3.6 donde sus galgas se sitúan de la siguiente manera:
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ϕopt =
{

0◦, 0◦, 120◦, 240◦
}
+
{

ϕ̆, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(3.66a)

δopt =
{

90◦, 0◦, 0◦, 0◦
}

(3.66b)

y donde el conjunto de galgas puede situarse en cualquier posición ϕ̃ del perímetro
del eje, salvo aquella orientada con δ = 90◦ que puede posicionarse en cualquier
posición ϕ̆. Se puede observar que la configuración anterior es la misma que la de
la Ecuación 3.63, pero con una galga adicional posicionada y orientada de una de-
terminada manera para que la estimación de F1 no se vea afectada por el valor de la
deformación térmica.
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FIGURA 3.6: Configuración de 4 galgas para la estimación de F1, M2 y M3, e impo-
niendo la compensación de εT , obtenida a partir del algoritmo alternativo.

Como se ha establecido previamente, otra forma de comprobar si la deformación
térmica se compensa para la estimación de las componentes de interés del torsor es a
partir de matriz simbólica H del estimador. Para la configuración anterior, la matriz
simbólica del estimador resulta ser:

H =

 EA
ν+1

EA(2ν−1)
3(ν+1) − EA

3 − EA
3

0 0 −
√

3Eω
3

√
3Eω
3

0 2Eω
3 − Eω

3 − Eω
3

 (3.67)

A primera vista se puede ver que la submatriz compuesta por las filas dos y tres,
y columnas dos, tres y cuatro de la matriz H es exactamente la misma que la cal-
culada en la Ecuación 3.64. En definitiva, esa submatriz representa la manera en la
que se realizan las combinaciones lineales de las medidas de deformación de las gal-
gas para la estimación de los dos momentos flectores compensando la deformación
térmica. Asimismo, dado que la suma de las componentes de la primera fila de H
de la Ecuación 3.67 es nula, ahora sí se compensa la deformación térmica para la
estimación de la fuerza axial, a diferencia de la configuración de la Ecuación 3.63.

De igual modo, a partir de esta configuración óptima no es posible obtener una
estimación para la varianza de estimación σ̂2. Calculando s = n− rango(W) = 4−
4 = 0 � 1, se concluye que no existen dimensiones adicionales para el cálculo de la
varianza de la estimación.
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Configuración de 5 galgas para la estimación de M1, M2 y M3 e imponiendo la
compensación de εT

Otra configuración interesante podría ser aquella que permita estimar el momen-
to de torsión y los dos momentos de flexión simultáneamente, y que además com-
pense la deformación térmica para las tres cargas. Uno podría pensar que con 4 gal-
gas serán suficientes, pero resulta que empleando tan sólo 4 galgas las restricciones
de la Ecuación 3.14 del algoritmo no se cumplen y por tanto, no existe una confi-
guración óptima que permita estimar M1, M2 y M3 compensando εT . Sin embargo,
empleando un total de 5 galgas se ha encontrado la configuración óptima represen-
tada en la Figura 3.7 donde las posiciones de sus galgas resultan ser:

ϕopt =
{

0◦, 180◦, 0◦, 120◦, 240◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̆, ϕ̆, ϕ̆
}

(3.68a)

δopt =
{

45◦,−45◦, 0◦, 0◦, 0◦
}

(3.68b)

donde la pareja de galgas desfasada 180◦ y el trío de galgas desfasados 120◦ azimu-
tálmente entre sí, pueden situarse en cualquier posición del perímetro del eje ϕ̃ y ϕ̆,
respectivamente.
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FIGURA 3.7: Configuración de 5 galgas para la estimación de M1, M2 y M3, e im-
poniendo la compensación de εT , obtenida a partir del algoritmo alternativo.

En vista de las posiciones y orientaciones de las galgas en la configuración, parece
razonable pensar que las dos primeras galgas van a participar en la estimación del
momento torsor, mientras que las tres últimas lo van a hacer en la estimación de
los dos momentos flectores. La comprobación de esta suposición se puede realizar a
partir de la matriz H del estimador que permite identificar qué galgas participan en
la estimación de cada componente de torsor y además, proporciona una visión clara
de qué cargas se ven afectadas por la deformación térmica. Calculando la matriz H
del estimador simbólicamente, se obtiene:

H =


EIp

2R(ν+1) −
EIp

2R(ν+1) −
EIp(ν−1)
3R(ν+1)

EIp(ν−1)
6R(ν+1)

EIp(ν−1)
6R(ν+1)

0 0 0 −
√

3Eω
3

√
3Eω
3

0 0 2Eω
3 − Eω

3 − Eω
3

 (3.69)

Una vez más, se puede observar que la submatriz compuesta por las filas dos y
tres, y columnas tres, cuatro y cinco de la matriz H es exactamente la misma que la
calculada en la Ecuación 3.64. Es decir, las galgas G3, G4 y G5 son las que permiten
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la estimación de los dos momentos flectores. Sin embargo, las cinco galgas partici-
pan en la estimación del momento de torsión. Además, puesto que la suma de las
componentes de la primera, segunda y tercera fila individualmente de la matriz H
es nula se llega a la conclusión de que la estimación de los tres momentos no se ve
afectada por la deformación térmica.

De igual modo, mediante esta configuración óptima no es posible calcular una
estimación para la varianza de estimación σ̂2. Calculando s = n− rango(W) = 5−
5 = 0 � 1, se concluye que no existen dimensiones adicionales para el cálculo de la
varianza de la estimación.

Configuración de 4 galgas para la estimación de F2 y F3

De igual forma, se ha encontrado una configuración óptima que, sin imponer la
compensación de la deformación térmica, permita estimar las dos fuerzas cortan-
tes a partir de 4 galgas extensiométricas. Resolviendo el problema de optimización
reiteradas veces, se ha podido comprobar que existe más de una configuración ópti-
ma para la estimación de F2 y F3 compensando εT . Además, se ha podido compro-
bar que la orientación óptima δopt de las galgas depende del valor que tome ν. Por
ejemplo, empleando el valor de ν = 1/3, en todas las configuraciones calculadas la
orientación individual de cada una de las 4 galgas puede tomar el valor δ = 60◦ o
δ = −60◦, y son igualmente óptimas. Una de las configuraciones óptimas obtenidas
se encuentra representada en la Figura 3.8 donde todas las galgas están orientadas
con el valor δ = 60◦:

ϕopt =
{

0◦, 90◦, 180◦, 270◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(3.70a)

δopt =
{

60◦, 60◦, 60◦, 60◦
}

(3.70b)

y donde el conjunto de galgas se puede situar en cualquier posición ϕ̃ del perímetro
del eje.
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FIGURA 3.8: Configuración de 4 galgas para la estimación de F2 y F3 obtenida a
partir del algoritmo alternativo.

Calculando la matriz simbólica H del estimador para la configuración de la Ecua-
ción 3.70 se obtiene:

H =

[
0 −

√
3EAκ

4 0
√

3EAκ
4√

3EAκ
4 0 −

√
3EAκ

4 0

]
(3.71)
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Nuevamente, a pesar de no haberse impuesto la compensación de la deforma-
ción térmica, se puede observar que la estimación tanto de F2 como de F3 no se ve
afectada por εT . Nótese que la estimación de F2 se realiza a partir de las medidas de
deformación de las galgas G2 y G4 únicamente. Mientras que para la fuerza cortante
F3 se realiza a partir de las medidas de deformación de las galgas G1 y G3.

Manteniendo el mismo valor de ν = 1/3, por ejemplo en otra de las configura-
ciones óptimas, dos de las galgas se orientan con δ = 60◦ mientras que las otras dos
con δ = −60◦. Precisamente esta configuración se ha representado en la Figura 3.9
donde la posición y orientación óptima de las galgas resultan ser:

ϕopt =
{

0◦, 90◦, 180◦, 270◦
}
+
{

ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃
}

(3.72a)

δopt =
{

60◦,−60◦, 60◦,−60◦
}

(3.72b)

y donde el conjunto de galgas se puede situar en cualquier posición ϕ̃ del perímetro
del eje.
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FIGURA 3.9: Configuración de 4 galgas para la estimación de F2 y F3 obtenida a
partir del algoritmo alternativo.

Para esta configuración la matriz H que premultiplica a las medidas de deforma-
ción para la estimación de las fuerzas cortantes resulta ser:

H =

[
0

√
3EAκ

4 0 −
√

3EAκ
4√

3EAκ
4 0 −

√
3EAκ

4 0

]
(3.73)

Se observa que el módulo de las componentes de la matriz es el mismo que el de
la matriz H de la Ecuación 3.71, pero las columnas segunda y cuarta que multiplican
a las medidas de deformación de las galgas G2 y G4 tienen el signo contrario. Esto
se debe a que las galgas G2 y G4 están orientadas igual que en la configuración de
la Ecuación 3.71 pero con el signo contrario (δ = −60◦), y por tanto el alargamiento
que antes sufrían las galgas por una tracción por ejemplo, ahora es una contracción.
Al igual que la configuración de la Ecuación 3.70, se puede observar que la confi-
guración de la Ecuación 3.72 también compensa la deformación térmica pese a no
haberse impuesto en la optimización.

En otro orden de cosas, a partir de la configuración óptima de la Ecuación 3.72
no se puede obtener una expresión para la varianza de la estimación σ̂2, puesto que
calculando s = n − rango(W) = 4 − 4 = 0 � 1. Sin embargo, por medio de la
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configuración óptima de la Ecuación 3.70 sí se puede obtener una expresión para la
estimación de σ̂2, puesto que s = n− rango(W) = 4− 3 = 1 > 1.

Evaluando la matriz W en las posiciones y orientaciones óptimas de las galgas de
la configuración de la Ecuación 3.70, se puede calcular la matriz P como null(W):

P =
[
−1 1 −1 1

]
· 1

2
(3.74)

que sustituyendo en la Ecuación 3.45 da lugar a una estimación del coeficiente σ̂2 que
multiplica la varianza de estimación de las fuerzas cortantes, que para N instantes
diferentes de medida de εm resulta ser:

σ̂2 =
∑N

i=1
(
εi

1 − εi
2 + εi

3 − εi
4

)2

2N
(3.75)

Como se puede observar, tan sólo con los valores de deformación de las 4 galgas
en los diferentes N instantes de medida es suficiente para calcular σ̂2.

Por tanto, empleando la expresión de la Ecuación 3.31 se podría obtener una es-
timación de la varianza de estimación de t1 como:

var(t1) =
∑N

i=1
(
εi

1 − εi
2 + εi

3 − εi
4

)2

2N

(
W>1 R>RW1

)−1
(3.76)

Configuración de 4 galgas para la estimación de T

Finalmente, se ha tratado de buscar una configuración óptima que permita esti-
mar la deformación térmica εT , compensando la deformación mecánica que puedan
generar el resto de componentes del torsor. Imponiendo el uso de 4 galgas en la op-
timización, se ha podido comprobar que existe más de una configuración óptima,
pero en todas ellas los valores de orientación de las galgas (δ) dependen del valor
de ν del material. Para un valor típico de ν = 1/3, una de las varias configuraciones
óptimas encontradas resulta ser aquella representada en la Figura 3.10 donde sus
galgas se posicionan de la siguiente manera:

ϕopt =
{

0◦, 0◦, 180◦, 180◦
}
+
{

0, ϕ̃, 0, ϕ̃
}

(3.77a)

δopt =
{

60◦,−60◦, 60◦,−60◦
}

(3.77b)

donde las galgas G2 y G4 orientadas con δ = −60◦ se pueden situar en cualquier
posición ϕ̃ del perímetro del eje. Asimismo se ha podido comprobar que todas las
configuraciones óptimas calculadas siguen el mismo patrón en cuanto a las posi-
ciones y orientaciones de las galgas se refiere. Las dos galgas situadas en la misma
posición ϕ sobre el eje, se orientan con el mismo módulo de δ pero de signo contra-
rio. Por ejemplo, las galgas G1 y G2 se posicionan con ϕ = 0◦ y sus orientaciones
resultan ser δ = 60◦ y δ = −60◦, respectivamente.
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FIGURA 3.10: Configuración de 4 galgas para la estimación de εT obtenida a partir
de la formulación de parámetros omitidos.

Para esta configuración en concreto, al no estimarse ninguna de las componentes
del torsor externo, sino únicamente la deformación térmica, los parámetros del mate-
rial del eje y geométricos no tienen influencia en la estimación. Calculando la matriz
H del estimador se puede ver que sus componentes son números sin dimensiones:

H =
[ 1

4
1
4

1
4

1
4

]
(3.78)

Como ya se sabe, la estimación de la deformación térmica debe realizarse según
εT = Hεm, para posteriormente calcular la temperatura T a la que se encuentra el
eje. Una expresión para calcular la temperatura del eje podría obtenerse como:

T = T0 +
εT
αT

(3.79)

donde αT es el coeficiente de dilatación térmica del material del eje y T0 es la tem-
peratura de referencia del eje. Por ejemplo, si se está monitorizando la temperatura
del eje mediante la configuración de la Ecuación 3.77, T0 sería la temperatura del eje
justo antes de empezar a realizar mediciones de deformación con las galgas.

Por concluir, mediante esta configuración no es posible calcular una estimación
de la varianza de estimación σ̂2. Calculando s = n− rango(W) = 4− 4 = 0 � 1, se
concluye que no existen dimensiones adicionales para el cálculo de la varianza de la
estimación de εT .

3.4. Sumario de configuraciones óptimas de galgas

En la Tabla 3.2 se muestra todas las configuraciones óptimas novedosas que se
han obtenido a partir del algoritmo alternativo a lo largo de este Capítulo. La pri-
mera de las columnas indica el número de galgas necesarias para formar la con-
figuración, a continuación la segunda y tercera columna establecen cuales son los
parámetros de interés y omitidos, respectivamente. Finalmente, la tercera columna
índica el número de ecuación donde pueden encontrarse las posiciones y orientacio-
nes óptiamas de las galgas.
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Núm. Parámetros Parámetros Configuración
galgas de interés (t1) omitidos (t2) óptima

6
F1, F2, F3 -

Ec. 3.55M1, M2, M3 -
- -

3
- F1, F2, F3

Ec. 3.56M2, M3 M1
- εT

6
- F1, F2, F3

Ec. 3.58M2, M3 M1
- εT

3
F1 F2, F3

Ec. 3.63M2, M3 M1
- -∗1

4
F1 F2, F3

Ec. 3.66M2, M3 M1
- εT

5
- F1, F2, F3

Ec. 3.68M1, M2, M3 -
- εT

4
F2, F3 F1

Ecs. 3.70 y 3.72- M1, M2, M3
- -∗2

4
- F1, F2, F3

Ec. 3.77- M1, M2, M3
εT -

∗1 Compensa εT para los esfuerzos M2 y M3.
∗2 Compensa εT para los esfuerzos F2 y F3.

TABLA 3.2: Configuraciones óptimas de galgas extensiométricas obtenidas median-
te el algoritmo alternativo indicando el número de ecuación.

3.5. Resumen del Capítulo 3

En el Capítulo 3 se ha desarrollado una metodología para la obtención de nuevas
configuraciones óptimas de galgas, que permitan estimar determinados parámetros
de interés (componentes del torsor y deformación térmica) y compensar el efecto del
resto de parámetros, los denominados parámetros omitidos.

Primeramente, se ha demostrado que el diseño óptimo habitual no siempre es
válido para el cálculo óptimo de nuevas configuraciones de galgas. Esto es, si n 6 q
el algoritmo de diseño habitual no proporciona ninguna solución y si n = q la única
matriz Q óptima que premultiplica al modelo original es nula.

Por esta razón, con el objetivo de ser capaces de obtener configuraciones óptimas
en las que el número de galgas empleadas sea menor que el número de parámetros
omitidos (n 6 q), se ha desarrollado una formulación alternativa. En primer lugar,
en el nuevo algoritmo, en vez de premultiplicar el modelo original por la matriz Q,
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se ha premultiplicado por una matriz R, que cumple las restricciones RW2 = 0p×q

y RR> = Ip. Otra diferencia entre los dos algoritmos es que el tamaño de R no es
el mismo que el de Q. Esto se debe a que, el algoritmo alternativo, entre todas las
posibles direcciones ortogonales a W2, busca aquella (o aquellas) que maximicen la
observabilidad de los parámetros de interés.

Posteriormente, a partir de la matriz de información se ha obtenido una expre-
sión para el estimador de Máxima Verosimilitud de los parámetros de interés. Este
estimador máximo verosímil es el resultado de premultiplicar las medidas de defor-
mación por la matriz del estimador H.

Una vez conocida la matriz de información del modelo original, se ha definido
un algoritmo D-Optimality para la obtención de las posiciones y orientaciones óp-
timas de las galgas y las componentes de la matriz R para la estimación de t1 sin
la influencia de los parámetros omitidos t2. Este algoritmo tan sólo requiere de los
siguientes datos de entrada: número de galgas de la configuración, parámetros de
interés t1 que se deseen estimar y parámetros omitidos t2 cuyos efectos se deseen
compensar.

Adicionalmente, en un primer intento de obtener una estimación de la varianza
de estimación de los parámetros de interés, se ha visto que transformando el mo-
delo original premultiplicándolo por la matriz óptima R que es ortogonal a W2, no
es posible obtener una expresión para la varianza de estimación. Esto es debido a
que la totalidad de medidas de deformación se emplea para la estimación de los p
parámetros de interés y por tanto, no hay información adicional para la estimación
de σ2.

Sin embargo, se ha definido una matriz P = null(W) tal que premultiplicando el
modelo original por dicha matriz, permite obtener una estimación de la varianza de
estimación de las parámetros de interés. Una manera rápida para determinar si se
puede obtener una estimación de σ2 consiste en comprobar si se cumple la siguiente
inecuación s = n− rango(W) > 1.

En definitiva, se ha desarrollado una metodología para obtener nuevas configu-
raciones óptimas de galgas y capaces de estimar ciertos parámetros de interés, sin la
influencia de los parámetros omitidos. Se ha podido ver que el diseño óptimo tra-
dicional no siempre es sido válido, llevando así a la formulación de un algoritmo
alternativo que maximice la observabilidad de los parámetros de interés.
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CAPÍTULO 4

ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD DE CONFIGURACIONES
DE GALGAS EXTENSIOMÉTRICAS

EN los Capítulos 2 y 3 se han desarrollado dos metodologías para el cálculo
de configuraciones óptimas de galgas para la estimación de las componentes
del torsor externo. En todas ellas, la única fuente que podría ocasionar des-

viaciones en la estimación de las cargas provenía de la incertidumbre de medición
de la deformación de las galgas. En todo momento se ha supuesto que las galgas se
instalan en el eje en sus posiciones y orientaciones nominales, pero ¿qué ocurre si al-
guna de éstas se desvía de su valor nominal y se posiciona incorrectamente? Es más,
¿cómo se ve afectada la estimación de las cargas si los parámetros geométricos y del
material del eje se conocen con poca precisión? Por ello, con la finalidad de anali-
zar la influencia que tienen todos estos parámetros en la estimación de las diferentes
componentes del torsor, en el presente Capítulo se realiza un análisis de sensibilidad
de los parámetros cuando alguno de ellos se desvía de su valor nominal.

4.1. Expresiones analíticas para las configuraciones de galgas

Las configuraciones de galgas extensiométricas típicas para estimar las compo-
nentes del torsor están formadas por 2 o 4 galgas, montadas en un medio puente o
puente completo de Wheatstone, respectivamente. En esta Sección se van a presentar
las configuraciones de 4 galgas tradicionales que forman un puente completo, y las
configuraciones novedosas de 6 y 8 galgas extensiométricas, en las que cada una de
las galgas está montada en un cuarto de puente de Wheatstone. En particular para
las configuraciones de 4 galgas, se analizará la sensibilidad de las seis configuracio-
nes para estimar individualmente la fuerza axial, las fuerzas cortantes, el momento
de torsión y los momentos flectores. Sin embargo, para las configuraciones de 6 y 8
galgas sólo se va plantear cómo se podría realizar el análisis de sensibilidad de las
seis componentes del torsor.
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La posición y orientación nominal de las galgas extensiométricas en los puentes
completos de Wheatstone tradicionales según la acotación de la Figura 2.8 se mues-
tran en la Figura 4.1 y en la Tabla 4.1.
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FIGURA 4.1: Configuraciones típicas de puente completo de Wheatstone para la
estimación de las componentes individuales del torsor.

Debido a la simetría cilíndrica de la sección transversal del eje, para la medición
de la fuerza axial y el momento de torsión, el conjunto de configuraciones de gal-
gas extensiométricas puede desfasarse en la dirección azimutal cualquier ángulo ϕ̃
para la fuerza axial y cualquier ángulo ϕ̆ para el momento de torsión. Por motivos
simplificativos, a partir de ahora se eligen las configuraciones para ϕ̃ = ϕ̆ = 0.

Carga ϕ, δ Carga ϕ, δ

F1 ϕ = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}+ {ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃, ϕ̃} M1 ϕ = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}+ {ϕ̆, ϕ̆, ϕ̆, ϕ̆}
δ = {0◦, 90◦, 0◦, 90◦} δ = {45◦,−45◦, 45◦,−45◦}

F2 ϕ = {90◦, 90◦, 270◦, 270◦} M2 ϕ = {90◦, 90◦, 270◦, 270◦}
δ = {45◦,−45◦,−45◦, 45◦} δ = {0◦, 0◦, 0◦, 0◦}

F3 ϕ = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦} M3 ϕ = {0◦, 0◦, 180◦, 180◦}
δ = {45◦,−45◦,−45◦, 45◦} δ = {0◦, 0◦, 0◦, 0◦}

TABLA 4.1: Posición y orientación nominal de las galgas extensiométricas en los
puentes completos tradicionales de Wheatstone para la medición de cada una de

las 6 componentes individuales del torsor.

En lo que respecta a las configuraciones de 6 y 8 galgas obtenidas mediante el cri-
terio D-Optimality, las posiciones y orientaciones nominales de las galgas son aque-
llas recogidas en el Sección 2.5, respectivamente. De igual modo, un breve resumen
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de éstas se puede encontrar en la Tabla 4.2 y las configuraciones se representan en la
Figura 4.2.

Núm. galgas ϕ, δ

6 ϕ = {0◦, 0◦, 120◦, 120◦, 240◦, 240◦}
(2β = 60◦) δ = {30◦,−30◦, 30◦,−30◦, 30◦,−30◦}

8 ϕ = {0◦, 0◦, 90◦, 90◦, 180◦, 180◦, 270◦, 270◦}
(2β = 90◦) δ = {60◦,−30◦, 30◦,−60◦, 60◦,−30◦, 30◦,−60◦}

TABLA 4.2: Posición y orientación nominal de las galgas extensiométricas en las
configuraciones de 6 y 8 galgas para la estimación simultánea de las 6 componentes

del torsor.
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(a) Configuración de 6 galgas con
2β = 60◦.
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(b) Configuración de 8 galgas con
2β = 90◦.

FIGURA 4.2: Configuraciones óptimas de 6 y 8 galgas obtenidas mediante el criterio
D-Optimality.

4.1.1. Relación inversa para la estimación de cargas mecánicas en puentes
típicos de Wheatstone

En la Sección 2.3.1, se ha definido la deformación de un conjunto de n galgas en
términos del torsor externo ejercido sobre el eje. Tomando estas deformaciones como
las que se van a medir, al igual que en el Capítulo 3, es el momento de escribir las
relaciones inversas que proporcionarán una medida de los componentes individua-
les del torsor en términos de las deformaciones en las galgas. Las configuraciones
típicas de galgas emplean puentes completos de Wheatstone para estimar las com-
ponentes del torsor, en los cuales la relación existente entre las tensiones en el puente
y las deformaciones de las galgas puede escribirse como [47]:

Vout

Vin
=

kG

4
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4) (4.1)

donde kG es el factor de galga.

Utilizando, por ejemplo, el puente completo representado en la Figura 4.1a y la
Ecuación 4.1 dedicada a estimar los esfuerzos axiales, es bien sabido que la relación
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[47] entre F̂1 y Vout/Vin es:

F̂1 =
2EA

kG(1 + ν)

Vout

Vin
(4.2)

Por lo tanto, F̂1 puede escribirse en términos de ε como:

F̂1 =
2EA

kG(1 + ν)

kG

4
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4) =

(
EA

2(1 + ν)
[1,−1, 1,−1]

)
ε = HF̂1

ε (4.3)

La expresión HF̂1
ε puede utilizarse como un estimador de F1, y es fácil demostrar que

es insesgada, si la esperanza del error de las mediciones de deformación es nula.

De forma análoga, puede demostrarse que los estimadores de la Tabla 4.3 para
las seis cargas mecánicas también son insesgados.

Carga Matriz H del estimador Carga Matriz H del estimador

F1 HF̂1
= E A

2 (1+ν)
[1,−1, 1,−1] M1 HM̂1

=
E Ip

4 R (1+ν)
[1,−1, 1,−1]

F2 HF̂2
= − E A κ

4 (1+ν)
[1,−1, 1,−1] M2 HM̂2

= − E ω
4 [1,−1, 1,−1]

F3 HF̂3
= E A κ

4 (1+ν)
[1,−1, 1,−1] M3 HM̂3

= E ω
4 [1,−1, 1,−1]

TABLA 4.3: Matrices Ht̂k
para la estimación de las componentes del torsor.

4.1.2. Relación inversa para la estimación de las cargas mecánicas en con-
figuraciones novedosas

Procediendo de la misma manera puede obtenerse la relación inversa para las
configuraciones de 6 y 8 galgas extensiométricas. En este sentido, la matriz H debe
mantener la siguiente relación entre el torsor completo y las medidas de deformación
de las galgas:

t̂ = Ht̂ε = W+ε (4.4)

En lo que respecta a la configuración de 6 galgas extensiométricas, la matriz Ht̂
puede obtenerse evaluando la matriz W−1 de la Ecuación 2.53 para los diferentes
valores de α = δopt de las galgas. De esta forma, la matriz H6G

t̂ del estimador para la
configuración de 6 galgas resulta ser la siguiente:

H6G
t̂ =



2AE
3(ν−3)

2AE
3(ν−3)

2AE
3(ν−3)

2AE
3(ν−3)

2AE
3(ν−3)

2AE
3(ν−3)

0 0 − AEκ
3(ν+1)

AEκ
3(ν+1)

AEκ
3(ν+1) − AEκ

3(ν+1)
2
√

3AEκ
9(ν+1) − 2

√
3AEκ

9(ν+1) −
√

3AEκ
9(ν+1)

√
3AEκ

9(ν+1) −
√

3AEκ
9(ν+1)

√
3AEκ

9(ν+1)√
3EIp

9R(ν+1) −
√

3EIp
9R(ν+1)

√
3EIp

9R(ν+1) −
√

3EIp
9R(ν+1)

√
3EIp

9R(ν+1) −
√

3EIp
9R(ν+1)

0 0 2
√

3Eω
3(ν−3)

2
√

3Eω
3(ν−3) − 2

√
3Eω

3(ν−3) − 2
√

3Eω
3(ν−3)

− 4Eω
3(ν−3) − 4Eω

3(ν−3)
2Eω

3(ν−3)
2Eω

3(ν−3)
2Eω

3(ν−3)
2Eω

3(ν−3)


(4.5)
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En cambio, el cálculo de la relación inversa para la configuración de 8 galgas, H8G
t̂ ,

no se ha podido obtener ya que requiere de la resolución simbólica de la pseudoin-
versa de la matriz W. Siendo esta matriz de tamaño 8× 6 los programas de cálculo
simbólico utilizados no son capaces de proporcionar un resultado.

4.2. Cálculo de la sensibilidad

Una vez obtenida una expresión explícita de la estimación de la carga de forma
simbólica, veamos como afecta a la estimación de las componentes del torsor el he-
cho de que algún parámetro se desvíe de su valor nominal.

4.2.1. Aproximación

La gran mayoría de las configuraciones de galgas extensiométricas calculadas
en esta tesis se pueden implementar haciendo uso de rosetas. Así, se supone que la
posición de las galgas que forman una roseta es igual y su orientación está desfasada
un determinado ángulo: 90◦ para las Rosetas T y de Torsión/Cortante, y 0◦ para las
Rosetas Lineales Dobles. Por ejemplo, para una configuración de galgas montada en
un puente completo de Wheatstone, los parámetros de posicionamiento de las galgas
2 y 4 dependen de los parámetros de las galgas 1 y 3, así como de su incertidumbre.
Esta misma propiedad se da para las configuración de 6 y 8 galgas que emplean
rosetas de 60◦ y 90◦, respectivamente. De este modo, para el análisis de sensibilidad
se van a tomar como referencia las galgas identificadas por números impares, pues
las galgas identificadas por número pares son dependientes de las mismas.

Generalicemos la idea para configuraciones de n galgas (4, 6 u 8) y definamos
por p los valores nominales de los parámetros de posición y orientación de las galgas
extensiométricas, y por q los valores nominales de los parámetros geométricos y del
material:

p = (ϕ1, ϕ3, . . . , ϕn−3, ϕn−1, δ1, δ3, . . . , δn−3, δn−1)
> (4.6a)

q =
(

A, κ, ω, R, Ip, E, ν
)> (4.6b)

Además, definamos un par de vectores para considerar la incertidumbre de am-
bos conjuntos de parámetros,

∆p = (∆ϕ1, ∆ϕ3, . . . , ∆ϕn−3, ∆ϕn−1, ∆δ1, ∆δ3, . . . , ∆δn−3, ∆δn−1)
> (4.7a)

∆q =
(
∆A, ∆κ, ∆ω, ∆R, ∆Ip, ∆E, ∆ν

)> (4.7b)

que representan la diferencia entre los valores nominales y reales de los parámetros.
Así, los valores reales de los parámetros pueden escribirse como p + ∆p y q + ∆q.

Las deformaciones reales medidas por las galgas dependen de los parámetros
reales (con incertidumbre) del eje y de la posición y orientación reales (con incerti-
dumbre) de las galgas. Por lo tanto, la matriz W es susceptible a tener incertidumbre
debido a las anteriores fuentes de incertidumbre. Estos errores se reflejarán en la
matriz W, lo que significa que las componentes de esta matriz se verán afectadas en
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función de dichas incertidumbres. Así pues, al evaluar la matriz W, los parámetros
deben evaluarse con incertidumbre:

Wunc = W(p + ∆p, q + ∆q) (4.8)

Por otro lado, la matriz H se utiliza para calcular las cargas a partir de las me-
diciones de deformación. Como H se utiliza para estimar las cargas con errores de
posicionamiento desconocidos ∆p, es una matriz determinista y se evalúa en los va-
lores nominales de p y q. Al fin y al cabo, H representa la matriz del estimador y
para cada configuración de galgas siempre es la misma. A diferencia de la matriz
W, la matriz H no está sujeta a incertidumbre, ya que se basa en la relación teórica
subyacente entre las medidas de deformación y el torsor externo:

Hnom = H(p, q) (4.9)

En lo que respecta a las configuraciones típicas, como el objetivo es calcular las
sensibilidades de las estimaciones de las componentes del torsor, es necesario escri-
bir expresiones analíticas para la k-ésima componente del torsor (t̂k) en términos del
torsor real (t) y de los parámetros con incertidumbre (p y q):

t̂k = Hnom,t̂k
Wunc,t̂k

(∆p, ∆q)t (4.10)

donde las matrices Hnom,t̂k
y Wunc,t̂k

para la estimación de cada componente del tor-
sor (t̂k) son diferentes.

Análogamente, puede obtenerse una expresión analítica para la estimación del
torsor externo t̂ para las configuraciones de galgas que estimen todas las componen-
tes del torsor conjuntamente:

t̂ = Hnom,t̂Wunc,t̂(∆p, ∆q)t (4.11)

donde Hnom,t̂ y Wunc,t̂ son la matriz del estimador y la matriz de observación para
la estimación del torsor completo t̂, respectivamente. La expresión de la Ecuación
4.11 también serviría para estimar un subconjunto t̂1 del torsor completo, es decir,
los parámetros de interés. En ese caso, las matrices serían otras distintas, esto es,
aquellas para obtener una estimación de los parámetros de interés t̂1.

4.2.2. Cálculo de la incertidumbre de las cargas mecánicas

La expresión analítica de las estimaciones de las cargas depende de forma no
lineal de la incertidumbre de los parámetros. Para estimar la incertidumbre de las
cargas, se pueden utilizar diferentes métodos como unscented filters y simulaciones de
Montecarlo [79, 80]. Una aproximación más sencilla para la estimación de la incerti-
dumbre en sistemas estocásticos no lineales es utilizar series de Taylor [81, 82]. Esta
aproximación requiere conocer las expresiones analíticas de t̂k (o t̂, en su caso), como
afortunadamente es el caso.

Definiendo t̂0
k como la estimación de la carga para los valores nominales de los

parámetros, la estimación de la carga puede escribirse como una aproximación de
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Taylor de segundo orden como:

t̂k ≈ t̂0
k +

[
∂t̂k

∂∆p

]
0

∆p +
1
2

∆p>
[

∂2 t̂k

∂∆p2

]
0

∆p +
1
2

∆p>
[

∂2 t̂k

∂∆p ∂∆q

]
0

∆q

+

[
∂t̂k

∂∆q

]
0

∆q +
1
2

∆q>
[

∂2 t̂k

∂∆q2

]
0

∆q +
1
2

∆p>
[

∂2 t̂k

∂∆p ∂∆q

]
0

∆q
(4.12)

donde los Jacobianos y Hessianos de t̂k se evalúan en ∆p = 0 y ∆q = 0.

Para la aproximación de primer orden, la incertidumbre de la k-ésima carga pue-
de escribirse como:

σ2
t̂k
≈
[

∂t̂k

∂∆p

]
0

Σ∆p

[
∂t̂k

∂∆p

]>
0

+

[
∂t̂k

∂∆q

]
0

Σ∆q

[
∂t̂k

∂∆q

]>
0

(4.13)

donde Σ∆p = var(∆p) y Σ∆q = var(∆q) son las matrices de covarianzas de los
vectores de los parámetros y se ha supuesto que la covarianza de ∆p y ∆q es cero.
Para las aproximaciones de segundo orden y de orden superior, se remite al lector a
[79].

Además, basándose en la Ecuación 4.3, se podría calcular la varianza del estima-
dor de la carga t̂k debido a la incertidumbre de medición como:

σ2
t̂k,ε

=

[
∂t̂k

∂ε

]
0
Σε

[
∂t̂k

∂ε

]>
0
= Ht̂k

ΣεH>t̂k
(4.14)

siendo Σε la matriz de covarianzas de las medidas de deformación. Suponiendo que
todas las galgas extensiométricas son iguales, su varianza puede escribirse como una
matriz diagonal Σε = σ2

ε In, y σ2
t̂k ,ε puede obtenerse como:

σ2
t̂k ,ε = σ2

ε Ht̂k
H>t̂k

(4.15)

donde los productos de matrices Ht̂k
H>t̂k

para una carga particular t̂k se muestran en
la Tabla 4.4.

Carga Producto Ht̂k
H>t̂k

Carga Producto Ht̂k
H>t̂k

F1 H
F̂1

H>
F̂1

= A2 E2

(1+ν)2 M1 H
M̂1

H>
M̂1

=
E2 I2

p

4 R2(1+ν)2

F2 H
F̂2

H>
F̂2

= A2 E2 κ2

4 (ν+1)2 M2 H
M̂2

H>
M̂2

= E2 ω2

4

F3 H
F̂3

H>
F̂3

= A2 E2 κ2

4 (ν+1)2 M3 H
M̂3

H>
M̂3

= E2 ω2

4

TABLA 4.4: Producto de matrices Ht̂k
H>t̂k

para la estimación de la varianza de la

carga t̂k.

Es interesante observar que la compensación de la temperatura no se ve afectada
por la mala colocación de las galgas extensiométricas ni por la incertidumbre de nin-
gún parámetro geométrico o del material. Esto es así porque la deformación térmica
es un efecto isotrópico y afecta a las galgas independientemente de la posición y
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orientación en la que estén adheridas. Como expresan los elementos de la Tabla 4.3,
la suma de los coeficientes de las matrices Ht̂k

es siempre cero independientemente
de los valores reales de los parámetros del material. Que esta suma sea igual a ce-
ro es, de hecho, la prueba matemática de que los puentes completos de Wheatstone
realizan la compensación de temperatura.

4.3. Caso de aplicación: Aerogenerador

Los desarrollos teóricos y los resultados analíticos obtenidos en las dos Seccio-
nes anteriores pueden ser útiles para el cálculo de las sensibilidades de cualquier
eje de sección circular. Sin embargo, se ha optado por realizar un análisis de sen-
sibilidad en un aerogenerador debido a que las cargas aerodinámicas del viento se
transmiten a través de toda su estructura provocando la aplicación de las seis com-
ponentes del torsor simultáneamente en los diferentes componentes mecánicos del
mismo. Estimar con precisión las cargas ejercidas por el viento a un aerogenerador
resulta de gran interés, ya que este escenario representa un ejemplo clave en el que
intervienen las tres fuerzas y los tres momentos simultáneamente, y permite anali-
zar la influencia de cargas secundarias en la estimación de las cargas de interés. Por
tanto, resulta esencial comprender el impacto que los errores en la instalación de las
galgas extensiométricas, así como las imprecisiones en las propiedades del material
o las características geométricas de los componentes mecánicos, pueden tener en la
estimación de las cargas. Dichas incertidumbres podrían generar divergencias signi-
ficativas entre las cargas estimadas y las cargas reales ejercidas por el viento, y por
tanto, se va realizar un análisis de sensibilidad para cuantificar esa propagación de
incertidumbres.

Además, conviene subrayar la necesidad de un caso de aplicación que permita co-
nocer valores determinados de los parámetros geométricos y de material, con el fin
de evaluar la magnitud de las incertidumbres. A pesar de que la obtención de expre-
siones simbólicas anteriores constituye un procedimiento valioso, resulta imposible
deducir de dicha información simbólica si las sensibilidades son de gran o pequeña
envergadura. En consecuencia, el caso de estudio de un aerogenerador, particular-
mente en sus componentes LSS y torre, así como las simulaciones, son esenciales.
Así pues, en esta Sección se presentan los resultados de la incertidumbre numérica
desde cuatro perspectivas diferentes.

En primer lugar, se calcula la incertidumbre relacionada con los parámetros geo-
métricos y del material del eje, a continuación se analiza el efecto de desalineamien-
to de las galgas en presencia de cargas secundarias, posteriormente se discuten los
efectos tras la combinación de cargas en una simulación OpenFAST [83] de un aero-
generador NREL de 5-MW y, por último, se realiza una simulación Montecarlo para
los valores de desalineamiento de las galgas extensiométricas, tanto para la LSS co-
mo para la torre de un aerogenerador.

El aerogenerador terrestre NREL de 5-MW simulado en este trabajo consiste en
un rotor eólico de 3 palas y 126 m de diámetro sobre una torre de 87.6 m de altura.
Este modelo de aerogenerador ha sido desarrollado por el NREL y se ha utilizado
ampliamente en multitud de trabajos de investigación. Para conocer las propiedades
más destacadas de la turbina, se remite al lector a [84].
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Al tratarse de una aplicación en el contexto de la energía eólica, el presente estu-
dio se ha realizado utilizando el software OpenFAST. Se trata de un software libre y
abierto desarrollado por el NREL (National Renewable Energy Laboratory) que está
certificado para el diseño de aerogeneradores on-shore y off-shore. Este software es un
estándar para el diseño de componentes y simulaciones aerodinámicas, aeroelásti-
cas, estructurales y de sistemas de control. Permite realizar simulaciones muy realis-
tas en distintas condiciones de funcionamiento de los aerogeneradores. Es capaz de
determinar la posición, velocidad y aceleración de varios puntos de la máquina, así
como las cargas estructurales aplicadas a sus componentes.

OpenFAST modela un aerogenerador con 24 grados de libertad (GDL): 6 GDL
para el movimiento de la base/cimentación, otros 4 GDL para describir la flexibi-
lidad de la torre (2 laterales y 2 longitudinales), 1 GDL que representa la guiñada
(yaw) de la góndola, 1 GDL para la rotación del generador y 1 más para la flexibi-
lidad del tren motriz. A su vez, cada pala se modela mediante 3 GDL, 2 de modo
flapwise y 1 de modo edgewise. Los 2 últimos GDL consideran el movimiento del ro-
tor y de la aleta de cola. El modelo permite especificar las propiedades estructurales
(rigidez, amortiguación, inercias) de la torre, el tren motriz y las palas, así como las
propiedades geométricas y aerodinámicas de la torre y las palas. Además, permite la
colocación de sensores virtuales (acelerómetros, IMU-s y sensores de deformación)
en ubicaciones arbitrarias de la torre, el tren motriz y las palas. Esto permite obtener
información de estas variables en la simulación para su post-procesado off-line. En
cambio, OpenFAST considera el LSS como un cuerpo rígido.

Como resultado de la simulación, OpenFAST proporciona las componentes del
torsor completo aplicadas sobre el LSS en cualquier punto que pertenezca cinemáti-
camente a él. Así, la deformación de una galga (colocada en una sección específica
del eje) ha sido post-procesada mediante la expresión εm = wt, evaluada con los va-
lores del torsor (salida de la simulación OpenFAST) y los valores de ϕ y δ de la galga.
Mediante estos cálculos, se dispone de un sensor virtual para cualquier simulación
posterior basada en la deformación de las galgas mal posicionadas.

4.3.1. Incertidumbre de los parámetros geométricos y del material

Los primeros resultados de sensibilidad obtenidos son respecto a los parámetros
geométricos y de material (∆q). En el análisis se ha considerado que los parámetros
son independientes entre sí. Se han calculado simbólicamente las matrices Jacobia-
nas de la Ecuación 4.12 para las 6 configuraciones típicas de galgas y se recogen en
la Tabla 4.5. Evaluando numéricamente las matrices Hessianas de la aproximación
de Taylor recogidas en el Apéndice B, se ha concluido que su contribución al error
de estimación de las componentes del torsor es insignificante con respecto a otras
fuentes de incertidumbre.

Nótese que, para una aproximación de primer orden, las sensibilidades de la es-
timación de una carga no dependen de las otras cargas y son simplemente propor-
cionales a la carga primaria y a la incertidumbre de los parámetros. Por ejemplo, si
tenemos en cuenta sólo la contribución de los jacobianos de las aproximaciones de
Taylor, la estimación de la fuerza axial F̂1 sólo puede verse afectada por los paráme-
tros con incertidumbre A, E y ν.
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[
∂F̂1
∂∆q

]
0
=
[
− 1

A 0 0 0 0 − 1
E

1
ν+1

]
F1

[
∂M̂1
∂∆q

]
0
=
[
0 0 0 1

R − 1
Ip
− 1

E
1

ν+1

]
M1[

∂F̂2
∂∆q

]
0
=
[
− 1

A − 1
κ 0 0 0 − 1

E
1

ν+1

]
F2

[
∂M̂2
∂∆q

]
0
=
[
0 0 − 1

ω 0 0 − 1
E 0

]
M2[

∂F̂3
∂∆q

]
0
=
[
− 1

A − 1
κ 0 0 0 − 1

E
1

ν+1

]
F3

[
∂M̂3
∂∆q

]
0
=
[
0 0 − 1

ω 0 0 − 1
E 0

]
M3

TABLA 4.5: Jacobianos
([

∂t̂k
∂∆q

]
0

)
de las aproximaciones de Taylor para las 6 com-

ponentes individuales del torsor.

4.3.2. Efectos individuales de las cargas secundarias

Supóngase que se instalan los seis puentes completos de la Figura 4.1 en la mis-
ma sección del eje, midiendo cada uno de ellos una componente del torsor externo t.
Se sabe que un error de posicionamiento al pegar una galga –o una roseta– produce
una subestimación de la medida, cuando la carga primaria tk a medir es la única
que se ejerce sobre el eje [47]. Si, simultáneamente, se aplica una carga secundaria
sobre el eje, la medición de tk no se ve afectada si no hay errores de posicionamien-
to de las galgas, debido a la compensación de los parámetros omitidos que realizan
los puentes completos de Wheatstone. Sin embargo, en presencia de errores de po-
sicionamiento, la medición de tk puede verse afectada por la presencia de una carga
secundaria. En esta Sección se analiza cómo la medición de cada componente del
torsor t se ve afectada por la presencia de otras componentes secundarias del torsor.
Este análisis se aplica tanto al LSS como a la torre del conocido aerogenerador de
referencia NREL de 5-MW [84]. La Figura 4.3 muestra las bases en las que se expresa
el torsor medido t. En ambas bases, 1t2t3t y 1a2a3a, F1 es la carga axial, F2 y F3 son
los esfuerzos cortantes, M1 es el momento de torsión, y M2 y M3 son los momentos
flectores.

FIGURA 4.3: Bases de proyección: El global (xyz), el asociado a las cargas de la torre
(1t2t3t) y el asociado a las cargas del eje (1a2a3a).

Las galgas extensiométricas virtuales se han colocado en el LSS y en la torre. El
LSS está fabricado en acero (E = 210 GPa y ν = 0.3) con diámetros exterior e interior
de 1.2 m y 0.12 m [85], respectivamente. El torsor externo t se estima mediante un
conjunto de galgas extensiométricas virtuales colocadas a 2.8 m a favor del viento
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desde el vértice del cono de rotación. A su vez, el diámetro exterior de la base de
la torre, donde están adheridas las galgas es de 6 m y el espesor de su pared es de
3.5 cm [85] y está fabricado en acero con las mismas propiedades mecánicas.

Para el análisis de los efectos individuales de las cargas, se introducen por sepa-
rado los errores de posicionamiento de las galgas (∆p) y las cargas secundarias para
detectar los casos más problemáticos. Se ha considerado que tanto las cargas prima-
rias como las secundarias sean unitarias (fuerzas de 1 kN y momentos de 1 kN m) y
un error de posicionamiento de las galgas de 2◦ (es decir, ∆ϕ1 = ∆ϕ3 = ∆δ1 = ∆δ3 =
2◦). En las Figuras 4.4a a 4.4f se representa el efecto de cada carga secundaria en pre-
sencia de cada error de posicionamiento de las galgas al medir cada componente
del torsor para el LSS, mientras que las Figuras 4.5a a 4.5f representan los mismos
efectos para la torre.
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FIGURA 4.4: LSS: Efectos de las cargas secundarias en la medición de cargas pri-
marias con puentes completos de Wheatstone en presencia de errores de posicio-

namiento en las galgas. (a) F1, (b) F2, (c) F3, (d) M1, (e) M2, ( f ) M3.

Los resultados de las Figuras 4.4 y 4.5 señalan los casos en los que la presencia de
cargas secundarias es más perjudicial para la medición precisa de la carga primaria
y se utilizan para cuantificar su efecto individual con cargas unitarias y errores de
posicionamiento de 2◦.

Comparando la Figura 4.4 con la Figura 4.5, se observa que la geometría de la
sección transversal determina la altura de las barras de sensibilidad de los efectos
individuales. De hecho, aunque ambas son secciones circulares, en el caso de la to-
rre es una sección hueca de pared muy fina, mientras que en la sección del LSS el
diámetro interior es muy pequeño y se comporta casi como una sección sólida.

Esta diferencia en la geometría de la sección puede observarse significativamente
en la medición de la carga axial F1. Como se muestra en la Figura 4.4a, en presencia
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del momento de torsión (M1), en el LSS se subestima fuertemente si existen errores
positivos en ∆δi. En cambio, cuando se mide la carga axial soportada por la torre, la
influencia del momento de torsión M1 es significativamente menor. Esta diferencia
se debe a las propiedades geométricas de las secciones: mientras que en la sección
casi maciza del LSS la carga axial unitaria no produce valores de deformación ele-
vados, en la sección de pared fina de la torre la misma carga axial unitaria produce
valores de deformación más elevados que no se ven afectados por la deformación
producida por el momento de torsión M1. Entonces, para la medición de la carga
axial de la torre la presencia de una fuerza cortante F3 es la que más afecta.
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FIGURA 4.5: Torre: Efectos de las cargas secundarias en la medición de cargas pri-
marias con puentes completos de Wheatstone en presencia de errores de posicio-

namiento en las galgas. (a) F1, (b) F2, (c) F3, (d) M1, (e) M2, ( f ) M3.

En cuanto a la estimación de las fuerzas cortante, en el LSS las cargas M2 y M3 son
las cargas secundarias que más perturban la medición de F2 y F3, respectivamente,
produciendo errores de alrededor del 10 % cuando existen errores en ∆δi. Este efecto
perturbador no se produce en la torre, donde la presencia de cualquier carga secun-
daria produce un error inferior al 2 % para cualquier error de posicionamiento.

La estimación de momentos en presencia de cargas secundarias con errores de
posicionamiento es, en general, más perjudicial para la sección de la torre que para
la sección de la LSS. En el caso de la torre, la presencia de esfuerzos cortantes pertur-
ba las mediciones de momentos flectores, con errores de hasta el 10 % en M2 y M3
en presencia de F2 y F3, respectivamente, cuando existen errores de posicionamien-
to en ∆δi. A su vez, la medición del momento torsor se ve especialmente afectada
por la presencia de la fuerza cortante F2 si existen errores en ∆ϕi. Por otro lado, la
estimación de momentos en el LSS es robusta a los errores de posicionamiento en
el pegado de las rosetas, como se muestra en las Figuras 4.4d, 4.4e, y 4.4f, donde
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los errores máximos no superan el 4 % con cualquier error de posicionamiento y en
presencia de cualquier carga secundaria.

Las Figuras 4.4 y 4.5 también pueden ser útiles para detectar qué tipo de cargas
producen mayores perturbaciones en la estimación de las cargas en cada sección del
aerogenerador. En el caso del LSS, los mayores errores se producen por la presencia
de momentos en todos los casos desde la Figura 4.4a hasta la Figura 4.4f. Por el con-
trario, los esfuerzos cortantes F2 y F3 son las cargas que más perturban la estimación
de las cargas en la torre como se muestra en las Figuras 4.5a-4.5f.

4.3.3. Efectos combinados en una simulación de un aerogenerador

En el caso real de un aerogenerador, todas las posibles cargas secundarias apa-
recen al mismo tiempo. Para completar el análisis, se han tomado valores realistas
de las cargas a partir de una simulación con la herramienta de código abierto Open-
FAST 3.0. del mencionado aerogenerador de eje horizontal NREL de 5-MW.
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FIGURA 4.6: Datos de las series temporales de las componentes de carga del torsor.
(a) LSS y (b) base de la torre.

Se ha realizado una simulación con una velocidad de viento de 12 m/s con cate-
goría de turbulencia B [86]. La máquina funciona a la velocidad nominal del viento
girando cerca de la velocidad angular nominal. En este caso, el control de par y el
control de pitch se alternan en función del valor de la velocidad del viento. Las Fi-
guras 4.6a y 4.6b muestran los datos de las series temporales de las componentes
del torsor obtenidas a partir de simulación para el LSS y la base de la torre, respec-
tivamente. Para reproducir que las configuraciones de galgas extensiométricas en la
base de la torre han sido adheridas una vez instalado el aerogenerador en un par-
que eólico, a las series temporales de las componentes del torsor, mostradas en la
Figura 4.6b, se les ha sustraído el valor de las componentes del torsor obtenidas en
la simulación de OpenFAST a una velocidad de viento de 0 m/s.
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Carga

Sección F1 [kN] F2 [kN] F3 [kN] M1 [kN m] M2 [kN m] M3 [kN m]

LSS 661 761 760 3741 -2102 -2095
Torre 62 -31 588 -1447 54382 5223

TABLA 4.6: Valores RMS con signo de las componentes del torsor obtenidas en la
simulación con OpenFAST 3.0.

Los valores RMS de las componentes del torsor se muestran en la Tabla 4.6 para
dicho escenario de velocidad de viento y las secciones del LSS y la torre. Aunque el
signo de un valor RMS es siempre positivo, en los casos con un valor medio negativo
el valor RMS se ha cambiado a negativo. En dichas condiciones de operación, los
valores numéricos de los coeficientes de primer orden de la aproximación de Taylor
de la Ecuación 4.12 se representan en la Figura 4.7.

Además, la Figura 4.7 ayuda a comprender qué errores de posicionamiento son
críticos para cada estimación de carga, tanto en el LSS como en la torre. Se observa
que, para el LSS, los errores en ∆δi son más perjudiciales que los errores en ∆ϕi. En
cambio, en la torre los valores más altos de los coeficientes aparecen con errores en
∆ϕi. Como se concluyó en el análisis anterior de la Figura 4.4, en el LSS la medida
de F1 parece ser la más sensible a los errores en ∆δi. Este hecho también puede ex-
plicarse observando los valores de carga de la Tabla 4.6, donde la carga más alta es
el momento torsor M1. Además, este momento torsor aumentará fuertemente para
velocidades de viento más altas, lo que aumentará los valores de estos coeficientes.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURA 4.7: Valores numéricos del Jacobiano
([

∂t̂k
∂∆p

]
0

)
de la Ecuación 4.12. Los

valores de (a) y (b) se calculan para el LSS y los valores de (c) y (d) para la torre,
ambos con una velocidad de viento de 12 m/s.



4.3. Caso de aplicación: Aerogenerador 105

Respecto a la torre, de la Figura 4.5 se había concluido que los esfuerzos cortantes
F2 y F3 eran los más perturbadores al considerar las cargas unitarias, pero la Tabla 4.6
muestra que estos esfuerzos son bajos y su efecto es despreciable al aplicar cargas
con valores realistas. Cabe destacar que en las Figuras 4.4 y 4.5 se refiere a cargas
unitarias, pero para el caso de aplicación de un aerogenerador, las cargas no son
unitarias y algunas de ellas son mucho más grandes que el resto. Por lo tanto, para
los valores de las cargas que se tienen, se tiene más incertidumbre por otros efectos
que por los observados en las Figuras 4.4 y 4.5.

En cambio, el valor del momento flector M2 es un orden de magnitud mayor que
los otros momentos y es la carga más alta del torsor. En consecuencia, las barras más
altas de las Figuras 4.7c y 4.7d se producen por el alto valor de M2. Este hecho se
puede comprobar en el Apéndice B, que muestra las expresiones analíticas de los
coeficientes de la Ecuación 4.12.

4.3.4. Simulación de Montecarlo para valores de posicionamiento de las
galgas

El siguiente progreso en el análisis de los resultados numéricos se ha realizado
mediante una simulación de Montecarlo. Los errores de posicionamiento (∆p) se
toman aleatoriamente y se estiman las cargas en presencia de las condiciones de ve-
locidad de viento mencionadas. Se han realizado un total de 300 simulaciones de
1000 muestras cada una, suponiendo que los errores de posicionamiento de las gal-
gas siguen una distribución normal de media cero y desviación estándar de 1◦. El
valor analizado para la medición de la incertidumbre es el cociente de la desviación
estándar de cada carga dividido por el valor RMS de la propia carga, lo que se co-
noce como desviación estándar relativa (RSD =

σt̂k
|t̂RMS

k | · 100). En la Figura 4.8 se han

representado los resultados de la simulación de Montecarlo tanto para el LSS como
para la torre.
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FIGURA 4.8: Desviación estándar relativa calculada a partir de los resultados de la
simulación de Montecarlo.

De la Figura 4.8a se puede observar que el RSD al estimar F1 y F2 en la torre es
terriblemente desalentador mostrando un error superior a 700 %. Comprobando los
coeficientes del Apéndice B, las estimaciones tanto de F1 como de F2 dependen de M2
y, en consecuencia, se ven afectadas por su alto valor respecto a los pequeños valores
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de F1 y F2 (Tabla 4.6). El momento flector M3 de la torre también se ve afectado por
M2, pero el valor RMS es menor (aproximadamente 13 %) ya que la magnitud de
M3 es relativamente mayor que las de F1 y F2. Por otro lado, la fuerza de F3 y el
momento M1 soportado por la torre, que no dependen de M2, muestran valores de
RSD inferiores al 9 %.

En cuanto al LSS, la medición de F1 muestra un valor de RSD de aproximadamen-
te 100 %, causado por la presencia del momento M1. La estimación de las fuerzas de
cortadura muestran una RSD de aproximadamente 20 % y la medición de los mo-
mentos es menos sensible a los errores de posicionamiento de las galgas, ya que la
RSD no supera los 4 %.

FIGURA 4.9: LSS: Histogramas normalizados de los valores de las componentes
del torsor y de los errores de estimación de las componentes del torsor obtenidos

mediante la simulación de Montecarlo.

Hasta ahora, los resultados numéricos se han calculado utilizando únicamente
los valores RMS de las cargas obtenidas de la simulación de OpenFAST. Ahora se va
a ampliar el análisis teniendo en cuenta los valores de las cargas en cualquier instan-
te de tiempo durante la simulación. Así, los resultados adicionales de la simulación
de Montecarlo para la LSS y la torre se representan en las Figuras 4.9 y 4.10, res-
pectivamente. En la primera fila se representan los histogramas normalizados de los
datos de las series temporales de las componentes del torsor, y en la segunda fila los
histogramas normalizados de los errores de estimación de las componentes del tor-
sor (∆t̂ =

(
∆F̂1, ∆F̂2, ∆F̂3, ∆M̂1, ∆M̂2, ∆M̂3

)
) obtenidos a partir de la simulación de

Montecarlo. El valor analizado para la medición de la incertidumbre es el cociente
entre la desviación estándar del error en la estimación de las componentes del torsor
y la desviación estándar de los datos de la serie temporal de las componentes del
torsor obtenida mediante las simulaciones de OpenFAST (σratio =

σ∆t̂k
σt̂k
· 100).

Observando los resultados obtenidos para la LSS representados en la Figura 4.9,
es notable concluir que los errores de estimación en los 3 momentos (∆M̂1, ∆M̂2,
∆M̂3) son mucho menores que en las 3 fuerzas (∆F̂1, ∆F̂2, ∆F̂3). Destaca sobre todo el
error cometido en la estimación de la fuerza axial F1, donde el valor del σratio asciende
al 590 %, mientras que para la estimación de los momentos es inferior al 8 %. La
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distribución de los datos de las series temporales de las fuerzas F2 y F3 obtienen esta
forma porque son señales sinusoidales y hay muchas mediciones cerca de los picos
máximos y mínimos. Para esas fuerzas F2 y F3, el σratio es de aproximadamente 19 %.

En cuanto a los histogramas obtenidos para la torre representados en la Figura
4.10, como se ha comentado anteriormente, a las series temporales de los valores
de las componentes del torsor se les han sustraído los valores de las componentes
del torsor obtenidos en la simulación de Montecarlo con una velocidad de viento de
0 m/s. Así, los histogramas representados en la primera fila de la Figura 4.10 mues-
tran las variaciones de las componentes del torsor en la torre. Al igual que en LSS,
en la torre, el error en la estimación de la fuerza axial F1 es el mayor de todos en pre-
sencia de errores de posicionamiento, con un σratio superior al 2200 %. En cuanto al
error en la estimación de la fuerza cortante F2, su estimación depende del alto valor
de M2 (como la fuerza axial F1), por lo que el σratio asciende al 810 %. Sin embargo, el
error en la estimación de F3 y M3 también es elevado, aunque mucho menor que las
cargas anteriores, siendo su σratio de alrededor del 19 % y 26 %, respectivamente. Fi-
nalmente, cuando existen errores de posicionamiento en la instalación de las galgas,
los menores errores en la estimación se producen para las componentes del torsor
M1 y M2, con valores de RSD inferiores al 9 %. Esto es debido a que sus estimaciones
no dependen del momento flector M2 y no se ven afectadas en gran medida.

FIGURA 4.10: Torre: Histogramas normalizados de los valores de las componentes
del torsor y de los errores de estimación de las componentes del torsor obtenidos

mediante la simulación de Montecarlo.

En resumen, desde el punto de vista de la sensibilidad, los conocidos puentes
completos de Wheatstone son útiles para medir algunas de las cargas del LSS y de la
torre de un aerogenerador, pero no para estimar el torsor completo debido al efecto
de interacción entre cargas, comúnmente referido como cross-talk. Este efecto se refie-
re a la interacción de las cargas secundarias en la estimación de las cargas primarias,
lo cual puede llevar a imprecisiones en la estimación. En concreto, los momentos
ejercidos en el LSS y las componentes F3, M1 y M2 de la torre pueden estimarse
con una precisión aceptable. En cambio, la estimación de algunas otras cargas, es-
pecialmente las fuerzas F1 y F2 de la torre, son inaceptables si existen errores en el
posicionamiento de las galgas extensiométricas.
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4.4. Resumen del Capítulo 4

En el Capítulo 4 se ha realizado un análisis de sensibilidad para la estimación
de cargas mecánicas en ejes de sección transversal circular. En primer lugar, se ha
determinado la relación inversa para la estimación de las cargas mecánicas de las
seis configuraciones típicas, la configuración de 6 galgas para estimar t y finalmente
la configuración de 8 galgas para estimar t y compensar εT . A pesar de que el análisis
de sensibilidad desarrollado puede aplicarse a cualquier configuración de galgas,
tan sólo se ha aplicado a las configuraciones típicas que se emplean en la actualidad,
pues se considera que pueden obtenerse unas conclusiones con mayor alcance.

Seguidamente, a partir de la expresión de la deformación de una galga situa-
da arbitrariamente en términos del torsor externo obtenida en el Capítulo 2, se ha
obtenido una expresión analítica de la estimación de las cargas en términos de los
parámetros con incertidumbre por medio de desarrollos de Taylor de segundo or-
den. Para este análisis se han considerado dos fuentes de incertidumbre posibles: los
parámetros geométricos y de material del eje (q), y los parámetros de posicionamien-
to de las galgas extensiométricas (p). A su vez, se ha obtenido una expresión para la
varianza del estimador de la carga t̂k debido al ruido de medición de las deformacio-
nes. Se ha podido comprobar que la compensación de la deformación térmica no se
ve afectada por el erroneo posicionamiento de las galgas, ni por la incertidumbre de
ningún parámetro geométrico o del material. Esto se debe a que la deformación tér-
mica es un efecto isotrópico y afecta a las galgas independientemente de la posición
y orientación en la que se adhieran al eje.

En resumen, se ha realizado un análisis de sensibilidad para la estimación de
cargas mecánicas en ejes de sección transversal circular utilizando distintas confi-
guraciones de galgas. A través de desarrollos analíticos, se han considerado incerti-
dumbres de parámetros geométricos, de material y de posicionamiento de las gal-
gas, destacando que la deformación térmica no es afectada por estas incertidumbres.
Además, se ha profundizado en la propagación de incertidumbre aplicando análisis
en un aerogenerador real, específicamente el NREL 5-MW, abarcando desde pará-
metros geométricos hasta simulaciones de Montecarlo en distintas secciones como
el LSS y la base de la torre.
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CAPÍTULO 5

CALIBRACIÓN ESTÁTICA DE UNA CONFIGURACIÓN
DE 8 GALGAS

LA estimación de cargas mediante el uso de galgas extensiométricas es uno de
los métodos más comunes en la actualidad para la monitorización de compo-
nentes mecánicos, especialmente en secciones cilíndricas, dada la facilidad de

adherirlas a superficies curvas. Las configuraciones de galgas típicas emplean dos o
cuatro sensores que conectados en forma de puente de Wheatstone permiten estimar
las cargas que se deseen. Estas configuraciones son más que conocidas en la litera-
tura y permiten estimar cargas individualmente, sin la influencia del resto de cargas
presentes. Por lo general, la calibración de estas configuraciones es prácticamente
inexistente, ya que los softwares para la adquisición de datos ya tienen integrada la
calibración, y tan sólo requieren de un experimento en vacío. Sin embargo, otro tipo
de configuraciones, como las novedosas configuraciones obtenidas en el Capítulo
2 de esta tesis, requieren de una minuciosa calibración para su correcto y preciso
funcionamiento.

Por ello, en el presente Capítulo, se aborda la calibración estática de una configu-
ración óptima formada por 8 galgas extensiométricas para la estimación del torsor
completo y compensación de la deformación térmica. Este método va a permitir
una comprensión más profunda del procedimiento de calibración para esta confi-
guración novedosa, estableciendo un marco sólido que podrá ser aplicable a otros
sistemas en los que se utilicen múltiples sensores.

5.1. Características del banco de ensayos

La calibración de galgas extensiométricas es una tarea clave para la obtención
precisa de medidas, especialmente en aplicaciones que requieren una monitoriza-
ción continua y fiable. Sin embargo, la implementación de un sensor y su posterior
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calibración en un entorno real, como puede ser un aerogenerador, presenta ciertos
desafíos y limitaciones. Ante esto, basada en varias consideraciones prácticas y eco-
nómicas, se ha optado por instalar la configuración de galgas en un eje circular a
escala.

Primero, la instalación de las galgas en un aerogenerador real no es complicada
debido a riesgos inherentes, sino más bien por la dificultad de obtener el permiso de
la empresa propietaria del aerogenerador para acceder e instalar el equipamiento. Y
segundo, los costos podrían ser elevados ya que habría que detener el aerogenera-
dor para instalar las galgas y posteriormente mediante una maniobra de Idling, por
ejemplo, realizar la calibración. En contraste, el uso de un eje a escala proporciona un
entorno más controlable y manejable, permitiendo una experimentación más flexi-
ble y económica. Así, el uso del eje a escala puede facilitar la investigación y permitir
también la exploración de las técnicas de calibración, manteniendo al mismo tiempo
una relevancia escalable a los aerogeneradores reales.

En cuanto a las características, el banco de ensayos está formado por un eje cir-
cular hueco empotrado en uno de sus extremos en un pilar fijo. Las galgas extensio-
métricas están situadas en la parte central del eje. La configuración de 8 galgas se ha
instalado en la sección A representada en la Figura 5.1. En el extremo libre del eje se
ha instalado un acoplamiento para la aplicación de las diferentes cargas mecánicas
durante los ensayos de calibración.

FIGURA 5.1: Esquema del eje principal.

La configuración óptima de 8 galgas instalada es aquella obtenida en el Capítulo
2 que permite estimar el torsor completo simultáneamente con la mínima varian-
za de estimación posible. Las posiciones y orientaciones de las galgas son aquellas
recogidas en la Ecuación 2.68 y representadas en la Figura 5.2.

El banco de ensayos no permite la aplicación de momentos flectores individual-
mente. La única forma de aplicar un momento flector es a partir de la aplicación
de una fuerza cortante. Esto significa que entre los dos esfuerzos existe una rela-
ción lineal y por tanto, variarán proporcionalmente con la distancia de aplicación
del esfuerzo cortante. Como se verá en Secciones posteriores para poder definir la
contribución de cada galga en la estimación del esfuerzo cortante y momento flector,
respectivamente, se necesitan realizar al menos dos experimentos de calibración en
los que la relación cortante/flector sea distinta. Es aquí cuando nace la necesidad de
prolongar el eje, mediante una extensión del mismo, para poder ejercer una relación
cortante/flector diferente al eje.
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FIGURA 5.2: Configuración óptima de 8 galgas instalada en el eje a escala.

Esta extensión del eje consiste en un eje circular hueco y dos discos soldados en
sus extremos, de modo que pueda unirse al eje principal y al acoplamiento para la
aplicación de las cargas mecánicas. Un esquema de la extensión del eje se representa
en la Figura 5.3.

FIGURA 5.3: Esquema de la extensión del eje.

Asimismo, el eje principal y la extensión del mismo se representan en las Figuras
5.4a y 5.4b, respectivamente. En ellas, se pueden observar el sistema empleado para
realizar el empotramiento del eje principal, así como el cáncamo que servirá para la
aplicación de las cargas en los diferentes experimentos

(a) (b)

FIGURA 5.4: Componentes principales del banco de ensayos. (a) Eje principal.
(b) Extensión del eje.
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5.1.1. Parámetros geométricos y estructurales de los ejes

Las longitudes del eje principal son L1 = 173 mm, L2 = 327 mm y L3 = 33 mm.
Ambos ejes huecos han sido fabricados mediante extrusión para evitar posibles ten-
siones residuales por el cordón de soldadura. El eje principal tiene un radio exterior
de R = 69.85 mm y r = 65.85 mm, mientras que la extensión del eje tiene un radio
exterior de Re = 40 mm y un radio interior de re = 38 mm. En cambio, la longitud
Le de la extensión del eje puede ser cualquiera, en esta ocasión se ha escogido la
longitud exacta para que, en los experimentos de calibración con y sin extensión, la
proporcionalidad entre ellos sea el doble. Esto conlleva a que Le tome el valor:

Le = L2 + L3 = 360 mm (5.1)

En cuanto al material de fabricación se refiere, ambos ejes son de acero al carbono
(EN10216) con E = 210 GPa y ν = 0.3, y los parámetros estructurales que definen la
geometría del eje principal resultan ser los siguientes:

A = π
(

R2 − r2) = 1.7053 · 10−3 mm2 (5.2a)

ω =
π
(

R4 − r4)
4R

= 2.7441 · 10−8 mm3 (5.2b)

Ip =
π
(

R4 − r4)
2

= 7.8572 · 10−6 mm4 (5.2c)

m =
r
R

= 0.9427 (5.2d)

κ(m, ν) = 0.5314 (5.2e)

5.1.2. Instalación de las galgas y sistema de adquisición

Las galgas extensiométricas empleadas en este estudio son rosetas en Y, fabrica-
das por HBM, una de las marcas líderes en este campo. Cada roseta está compuesta
por tres rejillas de medición dispuestas en ángulos de 0◦, 45◦ y 90◦. Sin embargo,
para la aplicación que nos ocupa, la galga central orientada con un ángulo de 45◦

queda anulada y no se emplea, centrándose así la medición en las otras dos gal-
gas. Con una resistencia nominal de 350 Ω y factor de galga kG = 2.1, estas galgas
están diseñadas para aplicaciones que requieren una alta precisión en la medición
de deformaciones. En total, se han empleado 8 galgas para formar la configuración
óptima, lo que equivale a 4 rosetas en Y.

El proceso de instalación de las galgas extensiométricas juega un papel impor-
tante, ya que la precisión en su posicionamiento y orientación afecta directamente a
las medidas de deformación y por consiguiente a la estimación de las componentes
del torsor. Por tanto, minimizar al máximo los errores en el posicionamiento de las
galgas es esencial para reducir la incertidumbre en las estimaciones de carga. El pro-
ceso de instalación de las galgas en el eje se compone de las etapas representadas en
la Figura 5.5 y resultan ser:
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a) Preparación de la superficie del eje a través del lijado y pulido, seguido del
marcado de la posición de las rosetas en la periferia del eje.

b) Determinación y marcado de la orientación de las rosetas en el eje.

c) Pegado de las rosetas sobre eje, asegurando una adhesión correcta.

d) Conexión de los dos terminales de cada galga al sistema de adquisición.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURA 5.5: Proceso de instalación de las rosetas de galgas en el eje. (a) Preparación
de la superficie y marcado de posiciones. (b) Marcado de la orientación. (c) Pegado

de las rosetas. (d) Conexión.

Para la adquisición de las señales de las 8 galgas, se han utilizado dos módulos
NI-9219, conectados al sistema de adquisición cDAQ-9185 de National Instruments.
Cada módulo NI-9219 ofrece cuatro canales analógicos de entrada, que proporcio-
nan una tasa máxima de muestreo de 100 Hz por canal y una resolución de 24 bits.
El sistema cDAQ-9185, por su parte, sirve como la plataforma central que coordina
la adquisición de datos de los dos módulos NI-9219 con el almacenamiento en el
PC. Éste además presenta una característica muy práctica, ya que, a diferencia de los
sistemas de adquisición más económicos que requieren formar el puente de Wheats-
tone externamente (empleando resistencias y una fuente de alimentación externa),
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éste permite formar el cuarto de puente de Wheatstone para cada galga internamen-
te, lo que permite la medición directa de los valores de deformación de las galgas.

Adicionalmente, se ha diseñado un programa a través del software LabView para
gestionar la adquisición de datos de todas las galgas extensiométricas. Dicho progra-
ma ha sido configurado con una frecuencia de muestreo de 100 Hz. Para atenuar el
ruido electrónico que podría afectar la calidad de las mediciones, se ha aplicado un
filtro paso bajo a las señales de deformación de las galgas, con una frecuencia de
corte de 40 Hz.

(a) NI-9219 (b) cDAQ-9185

FIGURA 5.6: Sistema de adquisición para la obtención de las medidas de deforma-
ción.

5.2. Experimentos de calibración

El objetivo principal de este Capítulo es la calibración de la configuración que in-
cluye 8 galgas extensiométricas. Para lograrlo, se deben excitar las seis componentes
del torsor t, lo que permitirá determinar cómo contribuye cada galga a la estima-
ción de las distintas componentes del torsor externo. A continuación, se describen
las características de los 4 experimentos de calibración que se van a llevar a cabo. Re-
marcar que todos ellos son experimentos estáticos y por tanto, las diferentes cargas
serán aplicadas mediante la colocación de masas suspendidas en diferentes posicio-
nes del eje.

5.2.1. Experimentos 1-2. Fuerza cortante y momento flector

En primer lugar, en los experimentos de fuerza cortante y momento flector, el eje
se ha empotrado horizontalmente en un pilar fijo. En el eje, orientado según la base
123 (o xyz, ya que θ = 0), se ha aplicado una fuerza cortante F2, tal y como muestra
la Figura 5.7, en la dirección negativa del eje 2, lo que provoca un momento flector
en la dirección positiva del eje 3.
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FIGURA 5.7: Experimento de calibración con aplicación de fuerza cortante en la
dirección negativa del eje 2 y momento flector en la dirección positiva del eje 3.

Además de este experimento, se ha realizado otro adicional con otra orientación
del eje, esto es, rotando 180◦ en la dirección del eje 1. Así, la fuerza cortante se ha
aplicado en la dirección negativa del eje 3 que por tanto provoca un momento flector
en la dirección negativa del eje 2. Se han realizado un total de 10 experimentos (5 por
cada orientación de la fuerza cortante diferente), con masas desde 0 kg hasta 100 kg,
cada 25 kg.

5.2.2. Experimentos 3-4. Fuerza cortante y momento flector con la exten-
sión del eje

Como se ha mencionado anteriormente, la fuerza cortante y el momento flector
aplicados al eje están acoplados. Es decir, la aplicación de un momento flector re-
quiere de la aplicación de una fuerza cortante. Por esta razón, es necesario realizar
un experimento adicional en el que la relación entre la fuerza cortante y el momento
flector sea distinta. Para ello, se ha añadido la extensión del eje tal y como se muestra
en la Figura 5.8. En el eje, orientado según la base 123, se aplica una fuerza cortan-
te F2 en la dirección negativa del eje 2, lo que provoca un momento flector en la
dirección positiva del eje 3.

FIGURA 5.8: Experimento de calibración con aplicación de fuerza cortante en la
dirección negativa del eje 2 y momento flector en la dirección positiva del eje 3, y

extensión del eje.

Una vez más, se ha realizado un experimento adicional girando 180◦ en la direc-
ción del eje 1. Se han realizado un total de 10 experimentos (5 por cada orientación
de la fuerza cortante diferente), con masas desde 0 kg hasta 100 kg, cada 25 kg.
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5.2.3. Experimento 5. Momento torsor

En el tercero de los experimentos consiste en aplicar un momento torsor al eje.
Para ello, el eje se ha empotrado horizontalmente en un pilar fijo y por medio de
una viga de perfil cuadrado se ha aplicado una fuerza excéntrica al eje. En el eje,
orientado según la base 123, se ha ejercido una fuerza cortante F2 en la dirección
negativa del eje 2, tal y como se muestra en la Figura 5.9. La fuerza cortante se aplica
a una distancia LT = 345mm del centro del eje, lo que provoca un momento torsor
en la dirección negativa del eje 1 según M1 = F2LT. Nótese que además del momento
torsor también se aplica un momento flector M3 en la dirección positiva del eje 3. Se
han realizado un total de 5 experimentos, con masas desde 0 Kg hasta 100 Kg, cada
25 Kg.

FIGURA 5.9: Experimento de calibración con aplicación de momento torsor en la
dirección negativa del eje 1.

5.2.4. Experimento 6. Fuerza axial

Finalmente, en los experimentos en los que se aplica una fuerza axial, el eje se ha
empotrado verticalmente en una viga fija. Al eje, orientado según la base 123, se le
aplica una fuerza axial F1 en la dirección negativa del eje 1 tal y como se representa
en la Figura 5.10. Se han realizado un total de 5 experimentos, con masas desde 0 kg
hasta 100 kg, cada 25 kg.

FIGURA 5.10: Experimento de calibración con aplicación de fuerza axial en la di-
rección negativa del eje 1. La Figura está rotada 90◦ en sentido antihorario.



5.2. Experimentos de calibración 117

5.2.5. Resultados de los experimentos de calibración

Cada experimento de calibración, representados todos ellos en la Figura 5.11, ha
tenido una duración de 30 segundos con una frecuencia de muestreo de 100 Hz,
resultando una serie temporal de 3000 medidas de deformación por galga para las
diferentes cargas aplicadas. En primer lugar, para cada experimento y masa suspen-
dida diferente, se ha calculado el valor medio de cada serie temporal de deformación
de cada galga. A continuación, se ha realizado una regresión lineal de los valores me-
dios de deformación de cada galga para las masas suspendidas diferentes, obtenien-
do así la ecuación de la recta que mejor se ajusta (siendo a0

ij y b0
ij la pendiente y offset

de la recta de la galga i-ésima en el experimento de tipo j-ésimo, respectivamente).

(a) (b)

(c) (d)

FIGURA 5.11: Experimentos de calibración(̇a) Fuerza cortante y momento flector.
(b) Fuerza cortante y momento flector con extensión del eje. (c) Momento torsor.

(d) Fuerza axial.

En una fase posterior, se ha restado el offset (b0
ij) a todos los valores medios de

deformación de cada galga. Finalmente, se ha realizado de nuevo la regresión lineal
de los valores medios de deformación de cada galga (sin el offset) para obtener la
ecuación final de la recta (siendo aij y bij la pendiente y offset de la recta de la galga
i-ésima en el experimento de tipo j-ésimo, respectivamente). Los valores medios de
deformación de las galgas en cada experimento diferente y las rectas que mejor se
ajustan a éstos son aquellos representados en la Figura 5.12.
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En la próxima Sección se verá la relación que hay entre las pendientes de las re-
gresiones lineales y las componentes de la matriz de observación (W), estableciendo
una conexión entre las mediciones experimentales y el modelo matemático.
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FIGURA 5.12: Valor medio de la deformación medida por cada galga en los experi-
mentos de calibración. (a) Experimento 1. (b) Experimento 2. (c) Experimento 5. (d)

Experimento 3. (e) Experimento 4. (f) Experimento 6.

5.3. Cálculo de la matriz de observación experimental

El proceso de obtención de la matriz de observación experimental involucra la
tarea de relacionar las pendientes obtenidas de las galgas en los distintos experi-
mentos con las componentes correspondientes de la matriz de observación analítica
W, tal como se describe en la Ecuación 2.33.

Agrupando en la matriz ARL las pendientes de las rectas de todas las galgas en
los diferentes experimentos se tiene:

ARL =



a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18
a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27 a28
a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37 a38
a41 a42 a43 a44 a45 a46 a47 a48
a51 a52 a53 a54 a55 a56 a57 a58
a61 a62 a63 a64 a65 a66 a67 a68

 (5.3)
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donde las dos primeras filas corresponden a los experimentos 1 y 2, las filas tercera
y cuarta a los experimentos 3 y 4, la quinta fila al experimento 5, y la última fila al
experimento 6.

De la Figura 5.12 es sencillo obtener la relación experimental entre la deformación
medida por cada galga y los diferentes esfuerzos para cada uno de los experimentos
de calibración. Por ejemplo, en el experimento 1 representado en la Figura 5.12a la
relación lineal para la i-ésima galga resulta ser:

εm,i = a1i M3 = a1iF2d (5.4)

donde d = L2 + L3 es la distancia entre la sección del eje donde están posicionadas
las galgas y el acoplamiento donde se aplica la carga.

En cambio, según el modelo analítico de la Ecuación 2.33, la deformación de la
i-ésima galga debida a la fuerza cortante F2 y momento flector M3 resulta ser:

ε i = −wi2F2 + wi6M3 = −wi2F2 + wi6F2d (5.5)

Como se desea relacionar las deformaciones del modelo analítico con las defor-
maciones experimentales, igualando las Ecuaciones 5.4 y 5.5 se obtiene para la i-
ésima galga:

a1i = −
wi2

d
+ wi6 (5.6)

Análogamente se puede realizar el mismo análisis para obtener la relación entre
las pendientes de las galgas y las componentes de la matriz de observación (wij) para
el resto de experimentos, obteniendo así las relaciones de la Tabla 5.1.

Núm.

Experimento
Cargas aplicadas Pendiente de las i-ésima galga

1 −F2, M3 a1i = −
wi2

d
+ wi6

2 −F3, −M2 a2i = −
wi3

d
− wi5

3 −F2, M3 a3i = −
wi2

D
+ wi6

4 −F3, −M2 a4i = −
wi3

D
− wi5

5 −F2, M3, −M1 a5i = −
wi2

LT
− wi4 +

wi6d
LT

6 F1 a6i = wi1

TABLA 5.1: Relación entre la pendiente de la regresiones lineales y las componentes
de la matriz W.

donde D = 2d = 2(L2 + L3) es la distancia entre la sección del eje donde están
posicionadas las galgas y el acoplamiento donde se aplica la carga cuando se añade
la extensión del eje.
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Una vez establecida la relación lineal entre las pendientes de las galgas y las com-
ponentes de la matriz W, ésta puede expresarse de forma matricial como:

ARL =



0 −1
d

0 0 0 −1

0 0 −1
d

0 −1 0

0 − 1
D

0 0 0 −1

0 0 − 1
D

0 −1 0

0 − 1
LT

0 −1 0
d

LT
1 0 0 0 0 0





w11 w21 w31 w41 w51 w61 w71 w81
w12 w22 w32 w42 w52 w62 w72 w82
w13 w23 w33 w43 w53 w63 w73 w83
w14 w24 w34 w44 w54 w64 w74 w84
w15 w25 w35 w45 w55 w65 w75 w85
w16 w26 w36 w46 w56 w66 w76 w86

 (5.7)

que expresada de forma compacta resulta ser:

ARL = BW>exp (5.8)

donde Wexp resulta ser la matriz de observación experimental y B es la matriz que
relaciona las pendientes aij de las galgas en los diferenes experimentos con las com-
ponentes de la matriz de observación experimental.

Así pues, resolviendo la Ecuación anterior se obtiene la matriz de observación
experimental como:

Wexp =
[
B−1ARL

]>
(5.9)

Evaluando la expresión de la Ecuación 5.9 se obtiene la siguiente matriz Wexp nu-
mérica que a partir de las señales de deformación de las galgas servirá para obtener
una estimación del torsor externo completo.

Wexp =



−0.42 3.33 −92.29 412.64 273.83 −209.48
0.74 −23.14 −42.12 −341.35 202.95 −757.01
0.78 36.72 −36.41 435.42 −688.01 185.51
−0.43 59.96 −40.44 −432.59 −276.19 251.39
−0.44 −18.86 −6.99 440.85 156.84 −215.75

0.73 18.30 36.71 −378.72 200.45 354.89
0.72 −63.36 −12.43 432.01 377.22 217.76
−0.44 −43.14 −20.66 −434.66 −156.70 169.88


· 10−10 (5.10)

5.4. Validación

La validación de la matriz de observación experimental Wexp representa una fase
importante en la calibración de las galgas extensiométricas. Tras la calibración y la
obtención de la matriz experimental, es esencial asegurar que esta matriz refleje con
fidelidad el comportamiento real del sistema, y que sea robusta y precisa en con-
diciones variadas. Esta Sección está dedicada a la validación de Wexp, en él se va a
realizar un experimento de validación para evaluar si las cargas estimadas realmente
se asemejan a las teóricamente aplicadas.
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En el experimento de validación, el eje se ha rotado θ = 30◦ en la dirección po-
sitiva del eje x ≡ 1. Se ha aplicado una fuerza cortante Fy, en la dirección negativa
del eje y, a una distancia LT,val = 255 mm del centro del eje, utilizando una viga
de sección cuadrada como se muestra en la Figura 5.13. Esta fuerza se ha aplicado
suspendiendo una masa de 80 kg. Como resultado de la fuerza cortante, adicional-
mente se ha aplicado un momento flector Mz en la dirección positiva del eje z, y un
momento torsor Mx en la dirección negativa del eje x.

FIGURA 5.13: Experimento de validación.

Así pues, el torsor teórico aplicado sobre el eje en la base xyz resulta ser:

{
tteo
}

xyz =



0
−80g

0
−80gLT,val

0
80gd


xyz

=



0 N
−784.80 N

0 N
−200.12 Nm

0 Nm
282.52 Nm


xyz

(5.11)

donde g es la aceleración gravitatoria.

En cambio, la estimación del torsor externo, t̂, a partir de la matriz de observación
experimental (Wexp) se calcula según la Ecuación 5.12:

t̂ = W+
exp(εm − ε0) (5.12)

donde W+
exp es la pseudoinversa de la matriz de calibración experimental, εm y ε0

son el vector de deformaciones de las 8 galgas, cuando se aplican cargas y en vacío,
respectivamente. Así, el torsor externo estimado en la base 123 obtenido es:

{
t̂
}

123 =



16.60 N
−701.41 N
404.96 N
−205.53 Nm
143.52 Nm
248.59 Nm


123

(5.13)
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que a su vez, expresado en la base xyz resulta ser:

{
t̂
}

xyz = [R]123
xyz
{

t̂
}

123 =



16.60 N
−809.91 N

7.46 N
−205.53 Nm
−2.71 Nm
287.59 Nm


xyz

(5.14)

Analizando el resultado obtenido, y calculando el error absoluto entre el torsor
estimado t̂ y el torsor teórico tteo en la base xyz, se puede observar como la estimación
de los tres momentos es notablemente mejor que las tres fuerzas. Concretamente, el
error absoluto cometido en la estimación de Mx es de 5.40 Nm, de 2.71 Nm en la
estimación de My y de 4.52 Nm en la estimación de Mz. En cambio, el error cometido
en la estimación de la fuerza axial Fx es de 16.60 N, y en las fuerzas cortantes Fy y Fz
de 25.11 N y 7.46 N, respectivamente. Asimismo, calculando el error relativo entre la
carga teórica y la estimada se tiene: un error de estimación del 3.1 % para la fuerza
cortante Fy, un 2.6 % para el momento torsor Mx y un 1.7 % para el momento flector
Mz.

Esto se debe principalmente a que el nivel de deformación causado por las 3 fuer-
zas resulta mucho menor que el causado por los 3 momentos, y por consiguiente re-
sulta más difícil caracterizar la relación lineal entre carga y las medidas de deforma-
ción. Asimismo, otra de las razones por las que la estimación de las componentes del
torsor no es del todo precisa se debe a pequeños e inevitables errores en el posicio-
namiento de las galgas extensiométricas. Como se ha podido concluir en el Capítulo
4 pequeñas incertidumbres en el posicionamiento de las galgas pueden repercutir
gravemente en la estimación de las componentes del torsor.

5.5. Resumen del Capítulo 5

En el Capítulo 5 se ha presentado una metodología de calibración estática de una
novedosa configuración de 8 galgas para la estimación de cargas mecánicas en ejes
de sección circular. En una primera etapa, se ha fabricado un banco de ensayos for-
mado por un eje de sección circular hueca para la calibración de la configuración de
8 galgas extensiométricas. Se han realizado un total de 6 experimentos de calibra-
ción diferente, donde en cada uno de ellos se han aplicado diferentes componentes
del torsor. Concretamente, se realizaron dos experimentos con fuerza cortante y mo-
mento flector, dos experimentos con fuerza cortante y momento flector con el eje
extendido, un experimento con momento torsor y un experimento con fuerza axial.

El rango de cargas aplicadas muestra en los resultados de los experimentos la
linealidad entre la deformación medida y las cargas aplicadas, por lo que mediante
una regresión lineal se han calculado las pendientes de las deformaciones de 8 galgas
en los diferentes experimentos. La relación entre las pendientes de la configuración
de 8 galgas y la matriz de calibración experimental se ha calculado atendiendo a las
disposiciones geométricas de los experimentos realizados.
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Una vez calculada la matriz de calibración experimental, se ha llevado a cabo
un experimento para validar la metodología de calibración. Para ello, a partir de
un nuevo experimento con momento torsor, fuerza cortante y momento flector, se
han medido las deformaciones de las 8 galgas y a partir de la matriz de calibración
experimental se han estimado las componentes del torsor.

En definitiva, en el Capítulo 5 se ha expuesto una metodología para la calibración
de una nueva configuración de 8 galgas en ejes circulares, empleando un banco de
ensayos y realizando varios experimentos. A partir de regresiones lineales, se ha
establecido la relación entre deformaciones y cargas aplicadas, culminando en una
matriz de calibración experimental. Finalmente, se ha realizado un experimento para
la validación de la metodología de calibración y de la configuración de 8 galgas
extensiométricas.
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CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES

SON varias las conclusiones que se han obtenido del trabajo realizado en esta te-
sis doctoral. Éstas, pueden clasificarse en relación a cada uno de los Capítulos
centrales de la tesis.

6.1. Estimación óptima del torsor completo

En el Capítulo 2 se ha desarrollado una metodología para la obtención de nue-
vas configuraciones de galgas extensiométricas para la estimación del torsor externo
completo en ejes de sección transversal circular.

En primer lugar, se ha desarrollado un modelo analítico que relaciona la defor-
mación de una galga, su posición y orientación y las cargas mecánicas que se aplican
al eje. Utilizando esta relación funcional entre la deformación de una galga y las car-
gas aplicadas sobre el eje, se ha desarrollado un procedimiento para determinar la
posición y orientación óptima de un conjunto de galgas para estimar las seis compo-
nentes del torsor simultáneamente.

Para ello, se han empleado 3 criterios diferentes para la resolución de los proble-
mas de optimización. El primero de ellos, el criterio D-Optimality es el mejor índice
de observabilidad para maximizar la observabilidad del torsor, es decir, es el mejor
índice de observabilidad para minimizar la varianza del torsor externo. El segundo
es el criterio del Número de Condición que está directamente relacionado con la mi-
nimización del número de condición de la matriz de observabilidad, lo que permite
maximizar el índice de observabilidad de las deformaciones. Finalmente, el tercero
de los criterios, E-Optimality, es el mejor índice de observabilidad para minimizar la
incertidumbre de la estimación de las deformaciones ε̂. Así pues, de los tres criterios
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de optimización empleados en este Capítulo el que mayor sentido tiene es el crite-
rio D-Optimality, puesto que el principal objetivo es estimar el torsor externo con la
mínima varianza posible.

Empleando los tres criterios e imponiendo diferentes restricciones en las optimi-
zaciones, se han obtenido un total 36 nuevas configuraciones óptimas para la es-
timación del torsor completo. Los resultados muestran que es posible estimar las 6
componentes del torsor utilizando sólo 6 galgas extensiométricas, mientras que en la
actualidad se utilizan 24 galgas (4 para cada componente del torsor). Se trata de una
notable reducción del número de galgas que puede reducir sustancialmente el coste
de las aplicaciones que requieren medir las 6 componentes del torsor. Sin embargo,
el número de canales de medida se puede ver aumentado si se desea compensar la
deformación a causa de efectos térmicos.

Si además de estimar las 6 componentes del torsor, se desea compensar la defor-
mación térmica debida a posibles variaciones de temperatura, se deben emplear al
menos 7 galgas. Puesto que se desean emplear parejas de galgas por medio de rose-
tas, todas las configuraciones óptimas que se han encontrado que permiten compen-
sar la deformación térmica están formadas por 4 rosetas, es decir, 8 galgas extensio-
métricas.

En cuanto a las configuraciones obtenidas empleando el criterio D-Optimality se
ha podido observar que si se emplean 6 galgas, siempre se posicionan tres parejas
desfasadas 120◦ en el perímetro del eje. Sin embargo si se emplean 8 galgas, en la
gran mayoría de casos se posicionan como cuatro parejas desfasadas cada 90◦. Ade-
más, en ciertas configuraciones algunas de las galgas pueden desfasarse su posición
azimutal sobre el eje un valor arbitrario. Con el objetivo de analizar la influencia que
puede tener la posición longitudinal de las galgas en el eje, también se han resuelto
problemas de optimización en los que las coordenadas x de las galgas puede tomar
cualquier valor finito. Los resultados obtenidos reflejan que si se emplean 6 galgas,
la posición longitudinal óptima es aquella en la que se sitúan en la misma sección
del eje. No obstante, empleando 8 galgas se sitúan en dos secciones diferentes del
eje, es decir, 4 de ellas en una sección y las otras 4 en otra sección diferente. Todo
parece indicar que las configuraciones óptimas también mantienen una simetría en
su posicionamiento en el eje. Asimismo, se ha podido ver que en algunas configu-
raciones las orientaciones óptimas de las galgas dependen del valor del módulo de
Poisson ν.

Una de las mejores formas de determinar el nivel de optimalidad de las configu-
raciones óptimas consiste en comparar la varianza de estimación de las componentes
del torsor entre diferentes configuraciones óptimas. Por ello, a lo largo del Capítulo
se ha establecido qué configuraciones permiten estimar el torsor con la mínima va-
rianza posible.

Por otro lado, en lo que respecta a las configuraciones óptimas obtenidas median-
te el criterio del Número de Condición se han empleado las mismas restricciones pa-
ra los problemas de optimización. Es decir, el número de galgas a emplear puede ser
6 u 8, se impone el uso de rosetas de galgas desfasadas 60◦ y 90◦, y las galgas pueden
posicionarse en cualquier sección o se impone que se sitúen en una misma sección
del eje. Los resultados reflejan que pueden obtenerse una serie de configuraciones
óptimas que permitan estimar el torsor maximizando el índice de observabilidad de
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las deformaciones. A diferencia de las configuraciones obtenidas con el criterio D-
Optimality, las orientaciones óptimas de las galgas según el criterio NC no facilitan
su instalación en el eje, pues son números no múltiplos de 15◦. Asimismo, se ha po-
dido comprobar que en aquellas configuraciones en las que se emplean 8 galgas y
se impone la compensación de la deformación térmica, el número de condición de
la matriz de observación extendida es muy elevado. Así las configuraciones no se
consideran óptimas y por ello no se han analizado.

Finalmente, en lo que se refiere a los resultados obtenidos mediante el último de
los criterios, E-Optimality, se han obtenido unas configuraciones óptimas que mini-
mizan la incertidumbre de la estimación de las deformaciones. Aparentemente estas
configuraciones no son las mejores para la estimación del torsor, pues no estiman
el torsor con la mínima varianza posible (que es el objetivo principal de esta tesis).
Una vez más se han empleado las mismas restricciones que para los dos criterios de
optimización anteriores. Se ha observado que gran parte de las configuraciones obte-
nidas resultan difíciles de implementar principalmente por los valores de orientación
óptimos de las galgas.

6.2. Parámetros omitidos

En el Capítulo 3 se ha desarrollado una metodología para la obtención de nuevas
configuraciones óptimas de galgas, que permitan estimar determinados parámetros
de interés (componentes del torsor y deformación térmica) y compensar el efecto del
resto de parámetros, los denominados parámetros omitidos.

Primeramente, se ha demostrado que el diseño óptimo habitual no siempre es
válido para el cálculo óptimo de nuevas configuraciones de galgas. Esto es, si n 6 q
el algoritmo de diseño habitual no proporciona ninguna solución y si n = q la única
matriz Q óptima que premultiplica al modelo original es nula.

Por esta razón, con el objetivo de ser capaces de obtener configuraciones óptimas
en las que el número de galgas empleadas sea menor que el número de parámetros
omitidos (n 6 q), se ha desarrollado una formulación alternativa. En primer lugar,
en el nuevo algoritmo, en vez de premultiplicar el modelo original por la matriz Q,
se ha premultiplicado por una matriz R, que cumple las restricciones RW2 = 0p×q

y RR> = Ip. Otra diferencia entre los dos algoritmos es que el tamaño de R no es
el mismo que el de Q. Esto se debe a que, el algoritmo alternativo, entre todas las
posibles direcciones ortogonales a W2, busca aquella (o aquellas) que maximicen la
observabilidad de los parámetros de interés.

Posteriormente, a partir de la matriz de información se ha obtenido una expre-
sión para el estimador de Máxima Verosimilitud de los parámetros de interés. Este
estimador máximo verosímil es el resultado de premultiplicar las medidas de defor-
mación por la matriz del estimador H.

Una vez conocida la matriz de información del modelo original, se ha definido
un algoritmo D-Optimality para la obtención de las posiciones y orientaciones óp-
timas de las galgas y las componentes de la matriz R para la estimación de t1 sin
la influencia de los parámetros omitidos t2. Este algoritmo tan sólo requiere de los
siguientes datos de entrada: número de galgas de la configuración, parámetros de
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interés t1 que se deseen estimar y parámetros omitidos t2 cuyos efectos se deseen
compensar.

Adicionalmente, en un primer intento de obtener una estimación de la varianza
de estimación σ2 de los parámetros de interés, se ha visto que transformando el
modelo original premultiplicándolo por la matriz óptima R que es ortogonal a W2,
no es posible obtener una expresión para la varianza de estimación. Esto es debido
a que la totalidad de medidas de deformación se emplea para la estimación de los p
parámetros de interés y por tanto, no hay información adicional para la estimación
de σ2.

Sin embargo, se ha definido una matriz P = null(W)> tal que premultiplicando
el modelo original por dicha matriz, permite obtener una estimación de la varianza
de estimación de las parámetros de interés. Una manera rápida para determinar si se
puede obtener una estimación de σ2 consiste en comprobar si se cumple la siguiente
inecuación s = n− rango(W) > 1.

En cuanto a los resultados obtenidos, en primera instancia se han obtenido las
seis configuraciones típicas para la estimación de cada una de las componentes del
torsor individualmente compensando el resto de cargas y la deformación térmica.
Se ha podido comprobar, efectivamente, que las configuraciones que se emplean en
la actualidad son las óptimas para la estimación de las diferentes cargas del torsor.
Además, también se ha calculado la matriz H del estimador de las diferentes confi-
guraciones, comprobando así también la validez del algoritmo.

Finalmente, se ha obtenido una colección de configuraciones de galgas nuevas.
Imponiendo el uso de 6 galgas en el cálculo del estimador de todas las componentes
del torsor y sin imponer la compensación de la deformación térmica, se ha obtenido
la misma configuración óptima que en el Capítulo 2. Para un valor de ν = 1/3 las
galgas se posicionan por parejas desfasadas cada 120◦ en el perímetro del eje y se
orientan con δ = ±26.8◦.

De igual forma, también se han obtenido unas configuración óptimas que permi-
ten estimar diferentes combinaciones de los parámetros de interés, como por ejem-
plo, los tres momentos del torsor y compensando deformación térmica, los dos mo-
mentos flectores y compensando deformación térmica, así como una configuración
de galgas que permite la estimación de la temperatura T a la que se encuentra el eje
o la deformación por efectos térmicos. En todas las configuraciones se ha podido de-
terminar la expresión simbólica de la matriz H del estimador, para posteriormente
premultiplicar a las medidas de deformación y obtener una estimación de los pará-
metros de interés. Asimismo, para cada una de las configuraciones se ha determina-
do si es posible obtener una estimación de σ2, y en caso afirmativo, se ha obtenido
una expresión para la misma.

6.3. Análisis de sensibilidad

En el Capítulo 4 se ha realizado un análisis de sensibilidad para la estimación
de cargas mecánicas en ejes de sección transversal circular. En primer lugar, se ha
determinado la relación inversa para la estimación de las cargas mecánicas de las
seis configuraciones típicas, la configuración de 6 galgas para estimar t y finalmente
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la configuración de 8 galgas para estimar t y compensar εT . A pesar de que el análisis
de sensibilidad desarrollado puede aplicarse a cualquier configuración de galgas,
tan sólo se ha aplicado a las configuraciones típicas que se emplean en la actualidad,
pues se considera que pueden obtenerse unas conclusiones con mayor alcance.

Seguidamente, a partir de la expresión de la deformación de una galga situa-
da arbitrariamente en términos del torsor externo obtenida en el Capítulo 2, se ha
obtenido una expresión analítica de la estimación de las cargas en términos de los
parámetros con incertidumbre por medio de desarrollos de Taylor de segundo or-
den. Para este análisis se han considerado dos fuentes de incertidumbre posibles: los
parámetros geométricos y de material del eje (q), y los parámetros de posicionamien-
to de las galgas extensiométricas (p). A su vez, se ha obtenido una expresión para la
varianza del estimador de la carga t̂k debido al ruido de medición de las deformacio-
nes. Se ha podido comprobar que la compensación de la deformación térmica no se
ve afectada por el erroneo posicionamiento de las galgas, ni por la incertidumbre de
ningún parámetro geométrico o del material. Esto se debe a que la deformación tér-
mica es un efecto isotrópico y afecta a las galgas independientemente de la posición
y orientación en la que se adhieran al eje.

En cuanto a los resultados obtenidos, se ha analizado la propagación de incer-
tidumbre de los parámetros a la estimación de las cargas desde cuatro puntos de
vista diferentes. El primero de ellos, guarda relación con la incertidumbre relaciona-
da con los parámetros geométricos y del material. A continuación, se han analizado
los efectos individuales de las cargas secundarias en presencia de parámetros con
incertidumbre. Posteriormente, se han estudiado los efectos resultantes de la aplica-
ción de varias cargas simultaneamente. Para ello, se ha considerado una situación
más realista, y se ha simulado el aerogenerador NREL 5-MW en OpenFAST y se han
analizado dos secciones distintas: el eje de baja velocidad (LSS) y la base de la torre
del aerogenerador. Finalmente, se ha realizado una simulación de Montecarlo para
los valores de posicionamiento de las galgas extensiométricas, tanto en el LSS como
para la torre.

Para las configuraciones típicas de galgas, en lo que se refiere al análisis de sen-
sibilidad con respecto a los parámetros geométricos y del material del eje (q), los
resultados muestran que la estimación de una carga primaria no depende de las car-
gas secundarias, y que su incertidumbre depende únicamente de la incertidumbre
de los parámetros, siendo sólo proporcional a la carga primaria.

Sin embargo, en cuanto a los resultados de sensibilidad con respecto a los pa-
rámetros p, se ha podido observar que aparece el efecto de cross-talk. Es decir, en
presencia de incertidumbre en el posicionamiento de las galgas, las cargas secunda-
rias influyen en la estimación de las cargas primarias.

En relación con los efectos de propagación de la incertidumbre causados por la
aplicación de las 6 componentes del torsor simultáneamente, se ha calculado la des-
viación típica relativa, concluyendo que la incertidumbre en el posicionamiento de
las galgas puede afectar negativamente en la estimación de los momentos y tener
efectos desalentadores a la hora de estimar las fuerzas en aerogeneradores. Por últi-
mo, se han presentado los histogramas de las series temporales de las componentes
del torsor obtenidas mediante la simulación de OpenFAST y el error en su estima-
ción obtenidos por la simulación de Montecarlo.
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Como conclusión final, desde el punto de vista de la sensibilidad, las configura-
ciones típicas que emplean puentes Wheatstone son útiles para estimar ciertas cargas
sobre el LSS y la torre de un aerogenerador, pero no para estimar el torsor completo.
En concreto, los momentos del LSS y la fuerza cortante (F3), el momento de torsión y
el momento de flexión (M2) de la torre pueden estimarse con una precisión acepta-
ble. Sin embargo, si hay errores en el posicionamiento de las galgas extensométricas,
los errores en la estimación de la fuerza axial tanto de la LSS como de la torre, así
como la fuerza cortante (F2) de la torre, son inaceptables.

6.4. Calibración estática de una configuración de 8 galgas

En el Capítulo 5 se ha presentado una metodología de calibración estática de una
novedosa configuración de 8 galgas para la estimación de cargas mecánicas en ejes
de sección circular. En una primera etapa, se ha fabricado un banco de ensayos for-
mado por un eje de sección circular hueca para la calibración de la configuración de
8 galgas extensiométricas. Se han realizado un total de 6 experimentos de calibra-
ción diferente, donde en cada uno de ellos se han aplicado diferentes componentes
del torsor. Concretamente, se realizaron dos experimentos con fuerza cortante y mo-
mento flector, dos experimentos con fuerza cortante y momento flector con el eje
extendido, un experimento con momento torsor y un experimento con fuerza axial.

El rango de cargas aplicadas muestra en los resultados de los experimentos la
linealidad entre la deformación medida y las cargas aplicadas, por lo que mediante
una regresión lineal se han calculado las pendientes de las deformaciones de 8 galgas
en los diferentes experimentos. La relación entre las pendientes de la configuración
de 8 galgas y la matriz de calibración experimental se ha calculado atendiendo a las
disposiciones geométricas de los experimentos realizados.

Una vez calculada la matriz de calibración experimental, se ha llevado a cabo
un experimento para validar la metodología de calibración. Para ello, a partir de
un nuevo experimento con momento torsor, fuerza cortante y momento flector, se
han medido las deformaciones de las 8 galgas y a partir de la matriz de calibración
experimental se han estimado las componentes del torsor.

Los resultados específicos tras el experimento de validación demuestran que la
estimación de los momentos es notablemente más precisa que la de las fuerzas. En
detalle, los momentos torsor Mx, My y Mz tienen errores absolutos de 5.40 Nm,
2.71 Nm y 4.52 Nm, respectivamente. Por otro lado, los errores en la estimación de
las fuerzas son más significativos: Fx presenta un error de 16.60 N, mientras que las
fuerzas cortantes Fy y Fz tienen errores de 25.11 N y 7.46 N, respectivamente. Al
evaluar los errores relativos, destaca un error de 3.1 % en la estimación de la fuer-
za cortante Fy, un 2.6 % en Mx y un 1.7 % en Mz. Esto refuerza la idea de que las
fuerzas, especialmente Fx, son las cargas que más desafíos presentan en su estima-
ción, mientras que los momentos, particularmente My y Mz, se estiman con mayor
precisión. La razón de que así sea reside principalmente en que las deformaciones
causadas por los momentos resultan ser mucho mayores que las causadas por las
fuerzas, dando lugar a mayores errores en la estimación de estas últimas.
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A modo de conclusión final, se puede decir que la metodología de calibración ha
quedado validada y que la configuración de 8 galgas extensiométricas es capaz de
estimar todas las componentes del torsor simultáneamente con una precisión razo-
nable.
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CAPÍTULO 7

LÍNEAS FUTURAS

EN el presente Capítulo se exploran las posibles direcciones que podrían tomar
las investigaciones subsiguientes, con el propósito de profundizar en el cono-
cimiento y ampliar los horizontes de la disciplina. Se plantean perspectivas

prometedoras para abordar cuestiones aún no resueltas, desafíos emergentes y áreas
de interés pendientes de exploración. Éstas, pueden organizarse según las siguientes
ideas principales que guiarán las futuras direcciones de la investigación:

Modelo que relacione el torsor externo con las deformaciones de las galgas
en geometrías diferentes

Desarrollar un modelo analítico lineal que relacione el torsor externo aplicado y
las deformaciones de las galgas instaladas en componentes con geometrías diferen-
tes a la circular (secciones rectangulares, perfiles normalizados, etc...). Este modelo
permitiría una comprensión más profunda de cómo las fuerzas y momentos afectan
distintas estructuras, lo cual es crucial para la monitorización y la seguridad en di-
versos campos de la ingeniería. La adaptación de la teoría existente a estas geometrí-
as no convencionales requeriría una consideración cuidadosa de las propiedades del
material, los métodos de aplicación de las cargas y las condiciones de contorno, lo
que podría abrir nuevas vías de investigación y aplicación en la industria.

Estudio sobre el posicionamiento óptimo de galgas extensiométricas me-
diante técnicas de FEM

El estudio sobre el posicionamiento óptimo de galgas extensiométricas mediante
técnicas de FEM (Método de Elementos Finitos) se presenta como una prometedora
línea futura para la tesis. Esta investigación implicaría la utilización de simulacio-
nes avanzadas para determinar las ubicaciones óptimas para las galgas extensio-
métricas, mejorando así la medición y el análisis de tensiones y deformaciones en
diversos componentes y estructuras. La incorporación de técnicas FEM podría ofre-
cer una metodología más refinada y adaptable para optimizar la colocación de las
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galgas, abriendo nuevas posibilidades en el campo de la metrología y la ingeniería
mecánica.

Empleo de técnicas de equilibrado de la matriz de observación del sistema

El empleo de técnicas para el equilibrado de la matriz de observación del sistema
puede llevar a una mejora significativa del número de condición de la misma, dando
lugar a configuraciones óptimas mejores que las obtenidas en esta tesis doctoral.

Emplear el algoritmo en modelos con parámetros omitidos para el posicio-
namiento óptimo de otra tipología de sensores

El empleo del algoritmo en modelos con parámetros omitidos para el posiciona-
miento óptimo de otra tipología de sensores, como acelerómetros, plantea una in-
teresante extensión del trabajo actual. De esta forma, se podría estimar una o varias
componentes de la aceleración (o velocidad angular) del componente a monitorizar,
dando lugar a una nueva alternativa para la estimación de la aceleración en compo-
nentes mecánicos rotativos.

En el contexto de la robótica emplear el algoritmo en modelos con paráme-
tros omitidos para la obtención de trayectorias óptimas

En el contexto de la robótica emplear el algoritmo en modelos con parámetros
omitidos para la obtención de trayectorias óptimas, con el objetivo de estimar cier-
tos parámetros del robot sin la influencia del resto. Ésto podría ofrecer una mejora
significativa en la identificación de robots y podría abrir nuevas vías en la optimiza-
ción del diseño robótico y en la realización de tareas de alta precisión.

Análisis de sensibilidad de nuevas configuraciones óptimas de galgas

El análisis de sensibilidad de nuevas configuraciones óptimas de galgas emplean-
do las mismas técnicas que en este trabajo. El objetivo sería analizar qué configu-
raciones podrían ser más robustas frente a las diversas fuentes de incertidumbre,
permitiendo una mayor precisión y fiabilidad en las mediciones.

Instalación de nuevas configuraciones óptimas de galgas en aerogenerador
real

La instalación de nuevas configuraciones óptimas de galgas en un aerogenerador
real se presenta como una oportunidad para la colaboración con la industria. Una
empresa podría proporcionar las mediciones de las galgas, lo que permitiría trabajar
posteriormente en la calibración de los sensores. Ésto no solo ofrecería una valida-
ción práctica del trabajo de esta tesis, sino que también podría conducir a mejoras en
los sistemas de monitorización en los aerogeneradores.

Empleo de sensores de fibra óptica y su calibración

La utilización de nuevas configuraciones óptimas formadas por sensores de fibra
óptica y la realización de calibración de las mismas. La exploración y validación de
estas configuraciones óptimas podrían permitir una medición más precisa y robusta
que las galgas extensiométricas, con potencial para ser empleada en campos críticos
como la ingeniería aeroespacial, la medicina, y las energías renovables.
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Calibración y validación de galgas instaladas en llanta dinamométrica

Calibración y validación de las galgas extensiométricas instaladas en una llanta
dinamométrica en un tren a escala. Este trabajo formó parte de la estancia de inves-
tigación en la Universidad de Sevilla, y podría ser un gran avance en la estimación
de las fuerzas de contacto rueda/raíl.
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APÉNDICE A

ALGORITMOS

A.1. Resolución de los problemas de optimización

Algoritmo 1 | Cálculo de configuraciones óptimas con restricciones

1: niter; . Set iterations number
2: ζ = (n, xin, Tin, gapin,Fin); . Set strain gauge configuration features
3: if xin==1 then
4: ϑ0 := rand(n, 3); . Random initial value for parameters
5: else
6: ϑ0 := rand(n, 2); . Random initial value for parameters
7: end if
8: c(ϑ0) = 0; . Constraints perform
9: if Tin == 0 then . Evaluation of W

10: W := W(ϑ0);
11: else
12: W := [W(ϑ0) | 1n×1];
13: end if
14: f valmin := ∞;
15: for i := 1 to niter do
16: ϑ := ϑ0;
17: F := eval_ f _crit(Fin,W)); . Set criterion cost function
18: [ϑi, f vali] := argϑ mı́n(F (W(ϑ))); sujected to c(ϑ) = 0 . Miminization
19: if f vali < f valmin then
20: ϑopt := ϑi;
21: f valmin := f vali;
22: end if
23: end for
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Algoritmo 2 Evaluación de la función del criterio de optimización

1: function F = eval_ f _crit(Fin,W); . Evaluate criterion cost function
2: if Fin = FD then
3: F := − log(det(W>W))); . D-Optimality
4: else if Fin = FNC then
5: F := cond(W); . Condition Number
6: else if Fin = FE then

7: F :=
1

λmin(W)
; . E-Optimality

8: end if

A.2. Resolución de los problemas de optimización con pará-
metros omitidos

Algoritmo 3 | Cálculo de configuraciones óptimas mediante algoritmo alternativo

1: n; . Set strain gauge number
2: v; . Set indexes of parameters of interest
3: p := numel(v);
4: Tin; . Set temperature compensation
5: niter; . Set iterations number
6: f valmin := ∞;
7: for i := 1 to niter do
8: ϑ0 := rand(n, 2); . Random initial value for parameters
9: R := rand(p, n); . Random initial value for R matrix

10: W := W(ϑ0); . Evaluation of W
11: if Tin == true then . If temperature compensation is required
12: W := [W(ϑ0) | 1n×1];
13: end if
14: W1 := empty matrix of size n× p
15: W2 := empty matrix of size n× (m− p)
16: for i := 1 to p do . Calculate W1
17: j := v(i) . Get the column index of W
18: W1(:, i) := W(:, j) . Extract column j from W and add it to W1
19: end for

return W1
20: vaux := setdiff(1:m, v) . Get the unused columns in v
21: for i := 1 to m− p do . Calculate W2
22: j := vaux(i) . Obtain the auxiliary column index of the matrix W
23: W2(:, i) := W(:, j) . Extract column j from W and add it to W2
24: end for

return W2
25: Θ0 := [R(:); ϑ0]; . Initial values
26: [Θi, f vali] := argΘ mı́n(− log(det(W>1 R>RW1))); . Miminization problem
27: if f vali < f valmin then
28: Θopt := Θi;
29: f valmin := f vali;
30: end if
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31: end for
32: ropt(:) := Θopt(1 : n · p, 1);
33: Ropt := reshape(ropt, p, n) . Reshape R matrix components
34: ϑopt := Θopt(end− 2n + 1 : end, 1); . Extract ϑ optimum values
35: ϕopt := ϑopt(1 : 2 : end, 1);
36: δopt := ϑopt(2 : 2 : end, 1);

A.3. Análisis de sensibilidad de configuraciones de galgas.

Algoritmo 4 | Cálculo de los coeficientes de la aproximación de Taylor

1: p; . Set odd strain gauges ϕ and δ
2: ∆p; . Set configuration misplacement parameters
3: [qLSS, qTWR]:=constants(); . Load material and geometrical nominal parameters
4: [tLSS, tTRW ]:=loads(); . Load LSS and Tower OpenFAST simulation RMS loads
5: case := LSS | TRW; . Set the wind turbine section to be analyzed
6: if case==LSS then
7: t := tLSS;
8: q := qLSS;
9: else if case==TWR then

10: t := tTRW ;
11: q := qTWR;
12: end if
13: Hnom:=eval_H(p,q); . Evaluate H on nominal parameters
14: Wunc:=eval_W(p + ∆p,q + ∆q); . Evaluate W on uncertain parameters
15: tnom := [F1; F2; F3; M1; M2; M3]; . Symbolic nominal wrench
16: tk := HnomWunctnom;
17: for i := 1 to length(p) do . Sensitivity respect to p
18: Jp(i) :=jacobian(tk,∆p); . First order approximation
19: JJp(i) :=jacobian(Jp,∆p); . Second order approximation
20: end for
21: for i := 1 to length(q) do . Sensitivity respect to q
22: Jq(i) :=jacobian(tk,∆q); . First order approximation
23: JJq(i) :=jacobian(Jq,∆q); . Second order approximation
24: end for
25:
[
Cp, CCp

]
:=
[
Jp(t, p), JJp(t, p)

]
· π

180 ; . Evaluation of misplacement coefficients
on degree units

26:
[
Cq, CCq

]
:=
[
Jq(t, q), JJq(t, q)

]
; . Evaluation of material and geometrical

coeficients
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APÉNDICE B

RESULTADOS DEL ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD

B.1. Matrices W de las configuraciones típicas de galgas

WF̂1
=


− 1

A E 0 0 0 0 1
E ω

ν
A E 0 0 0 0 − ν

E ω
− 1

A E 0 0 0 0 − 1
E ω

ν
A E 0 0 0 0 ν

E ω

 , WF̂2
=


ν−1
2 A E − ν+1

A E κ 0 R (ν+1)
E Ip

ν−1
2 E ω 0

ν−1
2 A E

ν+1
A E κ 0 − R (ν+1)

E Ip
ν−1
2 E ω 0

ν−1
2 A E − ν+1

A E κ 0 − R (ν+1)
E Ip

− ν−1
2 E ω 0

ν−1
2 A E

ν+1
A E κ 0 R (ν+1)

E Ip
− ν−1

2 E ω 0



WF̂3
=


ν−1
2 A E 0 ν+1

A E κ
R (ν+1)

E Ip
0 − ν−1

2 E ω

ν−1
2 A E 0 − ν+1

A E κ − R (ν+1)
E Ip

0 − ν−1
2 E ω

ν−1
2 A E 0 ν+1

A E κ − R (ν+1)
E Ip

0 ν−1
2 E ω

ν−1
2 A E 0 − ν+1

A E κ
R (ν+1)

E Ip
0 ν−1

2 E ω

 , WM̂1
=


ν−1
2 A E 0 ν+1

A E κ
R (ν+1)

E Ip
0 − ν−1

2 E ω

ν−1
2 A E 0 − ν+1

A E κ − R (ν+1)
E Ip

0 − ν−1
2 E ω

ν−1
2 A E 0 − ν+1

A E κ
R (ν+1)

E Ip
0 ν−1

2 E ω

ν−1
2 A E 0 ν+1

A E κ − R (ν+1)
E Ip

0 ν−1
2 E ω



WM̂2
=


− 1

A E 0 0 0 − 1
E ω 0

− 1
A E 0 0 0 − 1

E ω 0
− 1

A E 0 0 0 1
E ω 0

− 1
A E 0 0 0 1

E ω 0

 , WM̂3
=


− 1

A E 0 0 0 0 1
E ω

− 1
A E 0 0 0 0 1

E ω
− 1

A E 0 0 0 0 − 1
E ω

− 1
A E 0 0 0 0 − 1

E ω



B.2. Matrices Jacobianas y Hessianas de las aproximaciones
de Taylor

∂2 F̂1
∂∆q2 =



2 F1
A2 0 0 0 0 F1

A E − F1
A (ν+1)

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
F1
A E 0 0 0 0 2 F1

E2 − F1
E (ν+1)

− F1
A (ν+1) 0 0 0 0 − F1

E (ν+1) 0


,

∂2 M̂1
∂∆q2 =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − M1
Ip R − M1

E R
M1

R (ν+1)

0 0 0 − M1
Ip R

2 M1
Ip2

M1
E Ip − M1

Ip (ν+1)

0 0 0 − M1
E R

M1
E Ip

2 M1
E2 − M1

E (ν+1)

0 0 0 M1
R (ν+1) − M1

Ip (ν+1) − M1
E (ν+1) 0
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∂2 F̂2
∂∆q2 =



2 F2
A2

F2
A κ 0 0 0 F2

A E − F2
A (ν+1)

F2
A κ

2 F2
κ2 0 0 0 F2

E κ − F2
κ (ν+1)

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
F2
A E

F2
E κ 0 0 0 2 F2

E2 − F2
E (ν+1)

− F2
A (ν+1) − F2

κ (ν+1) 0 0 0 − F2
E (ν+1) 0


,

∂2 M̂2
∂∆q2 =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 M2

ω2 0 0 M2
E ω 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 M2

E ω 0 0 2 M2
E2 0

0 0 0 0 0 0 0



∂2 F̂3
∂∆q2 =



2 F3
A2

F3
A κ 0 0 0 F3

A E − F3
A (ν+1)

F3
A κ

2 F3
κ2 0 0 0 F3

E κ − F3
κ (ν+1)

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
F3
A E

F3
E κ 0 0 0 2 F3

E2 − F3
E (ν+1)

− F3
A (ν+1) − F3

κ (ν+1) 0 0 0 − F3
E (ν+1) 0


,

∂2 M̂3
∂∆q2 =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 M3

ω2 0 0 M3
E ω 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 M3

E ω 0 0 2 M3
E2 0

0 0 0 0 0 0 0



∂F̂1
∂∆p

=


A M2
2 ω

− A M2
2 ω

− 2 F3
κ − 2 A M1 R

Ip
2 F3

κ − 2 A M1 R
Ip



>

,
∂F̂2
∂∆p

=


F3
2

F3
2

− F1 κ
2 − A M2 κ

2 ω
F1 κ

2 − A M2 κ
2 ω


>

,
∂F̂3
∂∆p

=


− F2

2
− F2

2
F1 κ

2 − A M3 κ
2 ω

− F1 κ
2 − A M3 κ

2 ω


>

∂M̂1
∂∆p

=


− F2 Ip

2 A R κ
F2 Ip

2 A R κ
Ip (F1 ω−A M3)

2 A R ω
Ip (F1 ω+A M3)

2 A R ω


>

,
∂M̂2
∂∆p

=


M3
2

M3
2

F2 ω (ν+1)
A κ − M1 R ω (ν+1)

Ip
F2 ω (ν+1)

A κ +
M1 R ω (ν+1)

Ip



>

,
∂M̂3
∂∆p

=


− M2

2
− M2

2
F3 ω (ν+1)

A κ +
M1 R ω (ν+1)

Ip
F3 ω (ν+1)

A κ − M1 R ω (ν+1)
Ip



>

∂2 F̂1
∂∆p2 =


A M3
2 ω 0 2 F2

κ 0

0 − A M3
2 ω 0 − 2 F2

κ
2 F2

κ 0 2 A M3
ω − 2 F1 0

0 − 2 F2
κ 0 −2 F1 −

2 A M3
ω

 ,
∂2 F̂2
∂∆p2 =


− F2

2 0 − A M3 κ
2 ω 0

0 − F2
2 0 − A M3 κ

2 ω

− A M3 κ
2 ω 0 2 A M1 R κ

Ip − 2 F2 0

0 − A M3 κ
2 ω 0 −2 F2 −

2 A M1 R κ
Ip



∂2 F̂3
∂∆p2 =


− F3

2 0 A M2 κ
2 ω 0

0 − F3
2 0 A M2 κ

2 ω
A M2 κ

2 ω 0 −2 F3 −
2 A M1 R κ

Ip 0

0 A M2 κ
2 ω 0 2 A M1 R κ

Ip − 2 F3

 ,
∂2 M̂1
∂∆p2 =


− F3 Ip

2 A R κ 0
Ip M2
2 R ω 0

0
F3 Ip

2 A R κ 0 − Ip M2
2 R ω

Ip M2
2 R ω 0 −2 M1 −

2 F3 Ip
A R κ 0

0 − Ip M2
2 R ω 0

2 F3 Ip
A R κ − 2 M1



∂2 M̂2
∂∆p2 =


− M2

2 0 F3 ω (ν+1)
A κ 0

0 − M2
2 0 F3 ω (ν+1)

A κ
F3 ω (ν+1)

A κ 0 − (F1 ω+A M2) (ν+1)
A 0

0 F3 ω (ν+1)
A κ 0 (F1 ω−A M2) (ν+1)

A



∂2 M̂3
∂∆p2 =


− M3

2 0 − F2 ω (ν+1)
A κ 0

0 − M3
2 0 − F2 ω (ν+1)

A κ

− F2 ω (ν+1)
A κ 0 (F1 ω−A M3) (ν+1)

A 0

0 − F2 ω (ν+1)
A κ 0 − (F1 ω+A M3) (ν+1)

A



∂2 F̂1
∂∆p∂∆q

=



0 0 − A M2
2 ω2 0 0 − A M2

2 E ω
A M2

2 ω (ν+1)

0 0 A M2
2 ω2 0 0 A M2

2 E ω − A M2
2 ω (ν+1)

2 F3
A k

2 F3
k2 0 − 2 A M1

Ip
2 A M1 R

Ip2
2 F3
E k +

2 A M1 R
E Ip − 2 F3

k (ν+1) −
2 A M1 R
Ip (ν+1)

− 2 F3
A k − 2 F3

k2 0 − 2 A M1
Ip

2 A M1 R
Ip2

2 A M1 R
E Ip − 2 F3

E k
2 F3

k (ν+1) −
2 A M1 R
Ip (ν+1)



∂2 F̂2
∂∆p∂∆q

=


− F3

2 A − F3
2 k 0 0 0 − F3

2 E
F3

2 (ν+1)

− F3
2 A − F3

2 k 0 0 0 − F3
2 E

F3
2 (ν+1)

F1 k
2 A 0 A M2 k

2 ω2 0 0 F1 k
2 E +

A M2 k
2 E ω − F1 k

2 (ν+1) −
A M2 k

2 ω (ν+1)

− F1 k
2 A 0 A M2 k

2 ω2 0 0 A M2 k
2 E ω − F1 k

2 E
F1 k

2 (ν+1) −
A M2 k

2 ω (ν+1)
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∂2 F̂3
∂∆p∂∆q

=



F2
2 A

F2
2 k 0 0 0 F2

2 E − F2
2 (ν+1)

F2
2 A

F2
2 k 0 0 0 F2

2 E − F2
2 (ν+1)

− F1 k
2 A 0 A M3 k

2 ω2 0 0 A M3 k
2 E ω − F1 k

2 E
F1 k

2 (ν+1) −
A M3 k

2 ω (ν+1)
F1 k
2 A 0 A M3 k

2 ω2 0 0 F1 k
2 E +

A M3 k
2 E ω − F1 k

2 (ν+1) −
A M3 k

2 ω (ν+1)



∂2 M̂1
∂∆p∂∆q

=



F2 Ip
2 A2 R k

F2 Ip
2 A R k2 0 0 0

F2 Ip
2 A E R k − F2 Ip

2 A R k (ν+1)

− F2 Ip
2 A2 R k

− F2 Ip
2 A R k2 0 0 0 − F2 Ip

2 A E R k
F2 Ip

2 A R k (ν+1)

− F1 Ip
2 A2 R

0
Ip M3
2 R ω2 0 0

Ip M3
2 E R ω −

F1 Ip
2 A E R

F1 Ip
2 A R (ν+1) −

Ip M3
2 R ω (ν+1)

− F1 Ip
2 A2 R

0 − Ip M3
2 R ω2 0 0 − Ip M3

2 E R ω −
F1 Ip

2 A E R
F1 Ip

2 A R (ν+1) +
Ip M3

2 R ω (ν+1)



∂2 M̂2
∂∆p∂∆q

=


0 0 − M3

2 ω 0 0 − M3
2 E 0

0 0 − M3
2 ω 0 0 − M3

2 E 0

− F2 ω (ν+1)
A2 k

− F2 ω (ν+1)
A k2 0 − M1 ω (ν+1)

Ip
M1 R ω (ν+1)

Ip2
M1 R ω (ν+1)

E Ip − F2 ω (ν+1)
A E k

F2 ω
A k −

M1 R ω
Ip

− F2 ω (ν+1)
A2 k

− F2 ω (ν+1)
A k2 0 M1 ω (ν+1)

Ip − M1 R ω (ν+1)
Ip2 − M1 R ω (ν+1)

E Ip − F2 ω (ν+1)
A E k

M1 R ω
Ip +

F2 ω
A k



∂2 M̂3
∂∆p∂∆q

=


0 0 M2

2 ω 0 0 M2
2 E 0

0 0 M2
2 ω 0 0 M2

2 E 0

− F3 ω (ν+1)
A2 k

− F3 ω (ν+1)
A k2 0 M1 ω (ν+1)

Ip − M1 R ω (ν+1)
Ip2 − M1 R ω (ν+1)

E Ip − F3 ω (ν+1)
A E k

M1 R ω
Ip +

F3 ω
A k

− F3 ω (ν+1)
A2 k

− F3 ω (ν+1)
A k2 0 − M1 ω (ν+1)

Ip
M1 R ω (ν+1)

Ip2
M1 R ω (ν+1)

E Ip − F3 ω (ν+1)
A E k

F3 ω
A k −

M1 R ω
Ip







145

Bibliografía

[1] G.D. Zhou, T.H. Yi, H. Zhang y H.N. Li. «Energy-aware wireless sensor place-
ment in structural health monitoring using hybrid discrete firefly algorithm».
En: Structural Control and Health Monitoring 22.4 (2015), págs. 648-666.

[2] G.D. Zhou, T.H. Yi y B. Chen. «Innovative Design of a Health Monitoring Sys-
tem and Its Implementation in a Complicated Long-Span Arch Bridge». En:
Journal of Aerospace Engineering 30.2 (2017), B4016006.

[3] J. E. Michaels, S. W. Doebling y C. R. Farrar. «Structural health monitoring of
a wind turbine». En: Journal of Sound and Vibration 249.5 (2001), págs. 833-846.

[4] D. Van Damme, J. Debille, W. Desmet y D. Botteldooren. «Structural health
monitoring of wind turbine blades using an autonomous decentralized wire-
less sensor network». En: Structural Control and Health Monitoring 15.2 (2008),
págs. 294-309.

[5] S. Zhu, S. J. Delepine-Lesoille, C. Jauregui Correa y G. M. Odegard. «Structural
health monitoring of wind turbine blades using fiber Bragg grating sensors: A
review». En: Composites Part A: Applied Science and Manufacturing 42.5 (2011),
págs. 477-491.

[6] M. Wang, F. Xu y H. Li. «Structural health monitoring of wind turbines: A
data-driven framework for damage detection and localization». En: Journal of
Sound and Vibration 342 (2015), págs. 165-183.

[7] A. Ghoshal, M. Sundaresan, M. Schulz y P. Pai. «Structural health monitoring
techniques for wind turbine blades». En: Journal of Wind Engineering and Indus-
trial Aerodynamics 85 (abr. de 2000), págs. 309-324.

[8] J.W., Dally and W.F., Riley and K.G., McConnell. Instrumentation for Enginee-
ring Measurements. Wiley, 1993. ISBN: 9780471551928.

[9] D.C. Ramsay. Principles of Engineering Instrumentation. Butterworth-
Heinemann, 1996.

[10] J. Turner y M. Hill. Instrumentation for Engineers and Scientists. Oxford Science
Publications, 1999. ISBN: 0-19-856517-8.

[11] S. Zhang, J. Yang, Y. Li y J. Li. «Identification of bearing load by three sec-
tion strain gauge method: Theoretical and experimental research». En: Measu-
rement 46.10 (2013), págs. 3968-3975. ISSN: 0263-2241.



146 Bibliografía

[12] J.O. Templeman, B.B. Sheil y T. Sun. «Multi-axis force sensors: A state-of-the-
art review». En: Sensors and Actuators A: Physical 304 (2020), pág. 111772. ISSN:
0924-4247.

[13] M. Rizal, J.A. Ghani, M.Z. Nuawi y C.H.C. Haron. «Development and testing
of an integrated rotating dynamometer on tool holder for milling process».
En: Mechanical Systems and Signal Processing 52-53 (2015), págs. 559-576. ISSN:
0888-3270.
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